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Resumo

Un dos principais obxetivos deste traballo é recompilar as nociéns e resultados béasicos
da teoria de grafos que se utilizan especialmente na investigacién de operacions. A teo-
ria de grafos pode ser utilizada noutras ramas das matematicas como pode ser a alxebra
ou a topoloxia. Neste traballo centrdmonos nas caracteristicas e propiedades que se pre-
cisan principalmente na investigacion de operacions. O estudo dos grafos realizase dende
un punto de vista teérico, mencionando e describindo algiins dos principais problemas da

investigacion de operaciéns nos que se utilizan.

Abstract

One of the main objectives of this work is to compile the basic notions and results of
graph theory that are used especially in operations research. Graph theory can be used in
other branches of mathematics such as algebra or topology. In this paper we focus on the
characteristics and properties that are mainly needed in operations research. The study of
graphs is carried out from a theoretical point of view, mentioning and describing some of

the main problems of operations research in which they are used.
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Introduci6on

A investigacion de operacidons é unha das ramas mais modernas das matematicas. Ten
a stia orixe no século XV I cos traballos de Euler, pero tivo un gran avance na Inglaterra
da Segunda Guerra Mundial, cando un grupo de cientificos ingleses encargabase do deseno
de ferramentas cuantitativas para axudar na toma de decisiéns sobre a mellor utilizacién
de materiais bélicos. Cando rematou a guerra, as técnicas desenrroladas no sector militar
pasaron a ser utilizadas tamén no civil.
A teoria de grafos precisa de conceptos de areas tan diversas como a combinatoria, a &l-
xebra, a topoloxia ou a investigaciéon de operacions. Tivo os seus comezos na resolucion
de pasatempos e parecia pouco interesante a nivel matematico, pero agora xoga un pa-
pel fundamental dentro da resolucién de problemas da investigacion de operacions. Esta é
utilizada en temas moi diversos, como telecomunicaciéns, redes neuronais, estudo de pro-
babilidades ou planificacién, debido a sta capacidade grafica entre outras cousas.
Como veremos ao longo deste traballo, a teorfa de grafos ten a stia orixe en 1736, cando
o matematico Leonhard Euler comezou a estudar o Problema das Pontes de Konigsberg.
Este consistia en recorrer as sete pontes da cidade unha tnica vez e volver ao lugar de par-
tida. Non foi ata 1878 cando se introduciu o termo “grafo” polo matematico inglés James
Joseph Sylvester nun articulo sobre os diagramas moleculares e a stia relacién coa alxebra.
Un dos puntos clave da teorfa de grafos é a coloraciéon dos mesmos, que ten a siia orixe
en 1852 cando Francis Guthrie, un matemético e boténico que foi alumno de Augustus
de Morgan na Universidade de Londres ao igual que Sylvester, formulou a conxetura dos
catro colores, pero a cal non foi capaz de demostrar. Foi en 1976 cando Ken Appel e Wolf-
gang Haken der6n unha proba satisfactoria do mesmo, sendo este o primer gran resultado
probado coa axuda dun ordenador.
Durante as ultimas décadas, a teoria de grafos desenrrolouse rapidamente grazas & aparicion
de estudos sobre problemas de optimizaciéon da vida cotid en enxefneria e administracion,
como atopar a ruta mais curta nunha rede de trafico, coordinar proxectos ou resolver pro-
blemas de oferta e demanda. Ademais, a apariciéon de sistemas informéaticos cada vez mais

eficientes permite resolver problemas mais costosos de forma mais rapida.
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XIT INTRODUCION

Neste traballo tratase de facer un estudo sobre as nocions e resultados esenciais dos grafos
que son necesarias 4 hora de resolver problemas no &mbito da investigaciéon de operaciéns,
ademais de describir algtins dos problemas mais conecidos neste campo.

No primeiro capitulo, introdacense as definicions béasicas como poden ser a definicion de
grafo, subgrafo ou matriz de adxacencia e matriz de incidencia, asi como breves descrip-
cions dalgins tipos de grafos.

Nos seguintes dous capitulos falase das cadeas que estan presentes nun grafo e dos seus
distintos tipos, os caminos, os ciclos e os circuitos, ademais de introducirse dous tipos
concretos destas que tefien certo interés 4 hora resolver problemas de investigaciéon de ope-
racions: os ciclos eulerianos e os circuitos hamiltonianos.

O capitulo posterior trata dos grafos dirixidos, e nel introducense as definiciéns tratadas
xa nos capitulos anteriores para grafos non dirixidos pero orientadas a este tipo de grafos.
A continuacién, nos capitulos quinto e sexto tratanse os conceptos basicos do coloreado de
grafos, asi como os grafos planos, xa que foi neste tipo de grafos onde comezou o estudo
do coloreado dos mesmos.

No derradeiro capitulo vese unha breve introduccién & representaciéon de grafos con R cuns
exemplos sinxelos relacionados co tratado nos capitulos anteriores.

Ademais, ao longo do traballo indicaremos onde se poden atopar as demostracions dos

resultados mais relevantes.



Capitulo 1

Grafos: introduccion

Neste primeiro capitulo imos introducir a definicién xeral de grafo asi como grafos con
certas caracteristicas concretas, ainda que en capitulos posteriores se tratardn con méis
profundidade. Tamén félase de dous tipos de representacion dos grafos, a grafica e a matri-
cial, que mais adiante utilizaremos como sexa conveniente en funciéon da informacién que
aportan. Ademais, introdtcense distintos conceptos relacionados cos grafos que é necesario

cofiecer para realizar un estudo dos mesmos e das stas propiedades.

1.1. Grafos

Comezamos presentando a definiciéon de grafo 4 que nos referiremos durante todo o
traballo.

Un grafo G é un par de conxuntos (V,E), V # 0, e E un conxunto de elementos
da forma e ={v;,v;}, onde v;,v; € V. Os elementos de V' son denominados vértices
e os elementos de E aristas, con puntos extremos v; e vj. As aristas da forma {v;,v;}
denominanse lazos. En teoria de grafos se estudan os grafos finitos e os infinitos !, pero
nesto traballo imos a considerar s6 os grafos finitos.

Ademais, se a arista {v;,v;} esta presente no grafo G, dicimos que os vértices v; e v;
son adxacentes e que a arista {v;,v;} ¢ incidente cos vértices v; e v; .

Os grafos poden escribirse graficamente mediante diagramas onde os vértices represén-
tanse por puntos (ou pequenos circulos) e unindo dous destes cunha linea debuxanse as
aristas. A linea que une o punto que indica o vértice v; co punto que indica o vértice vy é

a arista {vy, va}.

!"Entendemos que un grafo ¢é finito ou intinito cando o conxunto de vértices ¢ finito, |V| = n con n € N,

ou infinito, |V| = oo, respectivamente.
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Figura 1.1: Grafo con conxunto de vértices V={vi,v2,03} e conxunto de aristas

E={{v1,v2},{v1,v3},{v2,03}}

Un tipo de grafo interesante no &mbito de investigacion de operacions é o grafo aleato-
rio. Este consiste nun grafo cun conxunto finito de vértices no que as aristas que aparecen
unen pares destos vértices de forma aleatoria. Podemos atopalos en grafos que representen,
por exemplo, as vinculos nunha red social. E dicir, os vértices serfan as persoas que son
membros desa red social, e unha arista une dous vértices se esas duas persoas estan relacio-
nadas dalgunha forma. A importancia destes grafos aleatorios ven dada pola posibilidade
de que estos vinculos varien ao longo do tempo. Neste traballo centraremonos nos grafos

que non son aleatorios.

En funcién de como sexan as aristas dun grafo, é dicir, dos elementos de F, podemos

distinguir tres tipos de grafos:

» Grafos dirixidos: son aqueles nos que £ C V x V, é dicir, cada arista é un par

ordeado de vértices, a arista (v;,v;) comeza no vértice v; e remata no vértice v;.

2

Aos grafos dirixidos dedicaremoslle un capitulo posteriormente no que se introduciran
algunhas definiciéns e se extenderan outras que trataremos antes para grafos non

dirixidos.

» Grafos non dirixidos: son aqueles nos que as aristas non son pares ordeados, é dicir,

a arista (v;, v;) e a arista (vj, v;) son a mesma, e a representaremos por {v;, v;}.
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7

= Grafos mixtos: son aqueles nos que algunhas aristas son pares ordeados de vértices

e otras non.

Uj

=/

A partir de agora imos a referirnos simplemente a grafos dirixidos e non dirixidos.

A continuaciéon introdicense algtins grafos non dirixidos con caracteristicas de certo
interese. Moitas de estas definiciéns poden extenderse tamén para grafos dirixidos, pero
trataremos esos casos no capitulo posterior dedicado aos mesmos:

En primeiro lugar, temos un grafo que contén todas as aristas posibles.

» Grafo completo (K,): ¢ un grafo con n vértices no que cada par de estos vértices

é adxacente, é dicir, todas as aristas posibles estan presentes.

O namero méaximo de aristas que pode haber nun grafo con n vértices é, no caso dun
e . —1 . . .,

grafo non dirixido, %, que son todas as posibles combinaciéns de elementos de

{1,...,n} tomados de dous en dous.

Deseguido, un grafo no que o conxunto de vértices esta separado en dous subconxun-

tos e non existen aristas entre eles.
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» Grafo bipartito: é un grafo G = (V, E) onde o conxunto de vértices podese separar
en dous subconxuntos disxuntos, V = V; U Vs e ademais non pode ocorrer que exista
unha arista e = {v;,v;} con v;,v; € Vi nin unha arista e = {w;, w;} con w;, w; € Va,

é dicir, non poden existir aristas que tenian ambos vértices en Vi ou ambos en V5.

w1

w3

Wyq

NN

Figura 1.2: Un grafo bipartito onde o conxunto de vértices V sepérase en subconxuntos V;

en cor azul e V5 en cor verde.
Na seguinte definicién mestaranse os dous anteriores, é dicir, o conxunto de vértices

dividese en dous e estan presentes todas as aristas posibles entre eles.

» Grafo bipartito completo: é un grafo bipartito no que todos os vértices de V; son

adxacentes a todos os vértices de V5.

Figura 1.3: Un grafo bipartito completo onde o conxunto de vértices V separase en sub-
conxuntos V] en cor azul e V5 en cor verde e estan presentes todas as aristas posibles entre

os vértices de V7 e V5.

A continuacién presentamos un grafo que pode representarse nun plano sen que
existan cruces entre as aristas. E utilizado habitualmente na teoria de grafos e dedi-

caraselle un capitulo mais adiante.
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= Grafo plano é aquel que pode debuxarse nun plano sen que as stias aristas se corten.

(3) (D)
ol (3) (2)

Figura 1.4: Os dous diagramas representan o mesmo grafo.

No tipo de grafo que se introduce a continuacién vemos que entre dous vértices pode

existir méais dunha arista.

» Multigrafo: ¢ aquel no que cada par de vértices v;, v; pode estar conectado por

mais dunha arista.

7

A partir do grafo anterior, mediante a sustitucién das aristas multiples, constriese o

seguinte tipo de grafo.

= Grafo subxacente dun multigrafo: é o grafo que resulta ao reemplazar todas as

aristas multiples entre os nodos v; e v; por unha tnica arista.

7
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Por tdltimo, un tipo de grafo que se constriie a partir doutro dado, cos mesmos vértices

pero modificando as aristas que estan presentes nel.

= Grafo complementario G: grafo que ten o mesmo conxunto de vértices que G pero

onde estes son adxacentes se e s6 se non o son en (.

O———0

O——=0O

Figura 1.5: A esquerda un grafo G, e a dereita o seu grafo complementario, G

1.2. Subgrafos

Nesta seccion introdtcese un tipo de grafos que se constrie a partir doutro, onde os
vértices e as aristas son subconxuntos do grafo dado.
Dado un grafo G = (V, E), un subgrafo G’ de G é un grafo cuxo conxunto de vértices
V" & un subconxunto dos de G, V' C V e cuxo conxunto de aristas E’ ¢ un subconxunto
das de G, E' C E. Trivialmente G é un subgrafo de él mesmo. Un subgrafo G’ de G dise
propio se G’ ¢ distinto de G

G g DR O ORIRO
Exemplo 1.1. @ @ @

Figura 1.6: Un grafo G e un subgrafo G’ de G

Dentro dos subgrafos, cabe destacar dous tipos, onde os conxuntos de vértices e aris-
tas tenien que verificar unhas condiciéns dadas. Dado G = (V, E) un grafo, se V' é un
subconxunto de vértices de G, un subgrafo inducido por V' é o grafo formado por V' e
polas aristas de G que unan dous vértices de V', e denotase G[V'] ou (V’). Asi mesmo, un

subgrafo de expansion é un subgrafo G' = (V’, E’) de G verificando V' =V e as aristas
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de E’ son aristas de G' que unen vértices de G'.
Moitas propiedades dos grafos son herdadas dos subgrafos, é dicir, un grafo ten dita propie-
dade se todos os seus subgrafos inducidos a tefien. Algtins exemplos de estas propiedades

son: ser planos, ser completos, ser bipartitos, ...

Exemplo 1.2. Sexa G o grafo do exemplo 1.1, vemos a continuaciéon un exemplo de
subgrafo inducido por V' = {wvy,va,vs3,v4, v5,v7} e un exemplo de subgrafo de expansion,

nesa orde:

U3 v

1.3. Representacion matricial de grafos

Para a resoluciéon de moitos problemas da investigaciéon de operaciéns, vai ser de gran
utilidade a representaciéon matricial de grafos, que aporta informacién sobre estes de forma
clara e resumida.

Dado G = (V, E) un grafo, que pode ser dirixido ou non dirixido, con conxunto de vér-
tices V- ={v1,va,...,u,} € con conxunto de aristas E ={ey, ea,. . .,e;, }, podemos representar

este grafo pola matriz de adxacencia A de orde n x n e con entradas a;;:

1 se (4,j) é unha arista en G
aj =
N 0 noutro caso.

Esta matriz pode recibir tamén o nome de matriz "vértice-vértice".
Se o grafo G é dirixido, tamén podese representar de forma matricial coa matriz de

incidencia B que é unha matriz de orde n X m definida como:

1 se 1 é o vértice final da arista ey
bir = —1 se i é o vértice inicial da arista ey

0 noutro caso.

Esta matriz pode recibir tamén o nome de matriz "vértice-arista".

Exemplo 1.3. Neste exemplo imos representar dous grafos, un dirixido e outro non diri-

xido, e a resumir o contido do primeiro destes nas matrices de adxacencia e incidencia e
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do segundo na matriz de adxacencia.

Sexa en primeiro lugar o grafo dirixido G-

Un grafo dirixido G

Representamos a informacién desta matriz

coa matriz de adxacencia coa matriz de incidencia
01 0010 -1 0 0 0 0 1 -1 0 0
000100 1 1 0 0 0 0 0 0 -1
01 0100 0o -1 -1 0 0 0 0 1 0
01 0 00O 0 0 1 1 0 0 0 0 1
00 0101 0 0 0O -1 -1 0 1 0 0
1 001 0O 0 0 0 0 1 -1 0 -1 0

Un grafo non dirixido G’

Por ser non dirixido s6 podemos representar a siia informacion coa matriz de adxacencia:
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01 0011
101 100
Agr = 01 01 10
011010
100 1 01
100100

1.4. Grao

Unha forma 1til e sinxela de dar certa informacién sobre un grafo pode ser, facer
referencia ao nimero de aristas que inciden en cada vértice, vendo asi se € 0 mesmo para
todos os vérties ou non, para iso introdicese o concepto de grao.

Nun grafo G, sexa dirixido ou non, definimos o grao dun vértice v, d(v), como o nimero
de aristas que inciden nel. Utilizamos a notacion 6(G) para referirnos ao menor dos grao

de todos os vértices de G e A(G) para referirnos ao maior dos graos de todos os vértices

de G.

Exemplo 1.4. Nestes dous grafos, un dirixido e outro non, o grao dos vértices v; e wy é

2,de vy ews é1edewsewsé3. Nestecaso,d =1e A =3.

Figura 1.7: Un grafo dirixido con V' = {v1,vs,v3} e un grafo non dirixido con V' =

{w17w27w3}-

Cando todos os vértices dun grafo tefien o mesmo grao, dise que o grafo é regular.

Teorema 1.5. En calquera grafo ou multigrafo G = (V, E), a suma dos graos dos vértices

€ 1gual ao doble do nimero de aristas.

2 d(v) = 2E]|

Demostracion. Imos usar a matriz de incidencia e a suma das stas entradas. A suma das
entradas da fila i é o grao do vértice v;, d(v;), polo tanto »_ d(v) é igual ao namero de

entradas da matriz de incidencia. A suma das entradas da columna k é 2, xa que cada
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arista é incidente en dous vértices, en consecuencia, o ntumero de entradas da matriz de

incidencia é duas veces o namero de aristas, 2|E|. [2] O

Exemplo 1.6. A continuacion exemplificamos o teorema anterior: Claramente os graos dos
vértices do grafo non dirixido G = (V, E) son: d(v1) = 3, d(v2) = 2, d(v3) = 3, d(v4) = 2,
polo tanto Z?Zl d(v;) = 10. Ademais o nimero de aristas, |E|, é 5. Polo tanto, verificase o

resultado:

Z?:l d(v;)) =10=2%5
o
080
Grafo G = (V, E)

Corolario 1.7. Nun grafo, o nimero de vértices de grao impar € par.

Demostracion. Usando o Teorema 1.5, > d(v) = 2|E|. Como a parte dereita é par, ao
ser unha igualdade, a parte esquerda tamén debe selo e entén a suma dos graos de todos
os vértices debe ser par, polo tanto se hai vértices de grao impar, ten que haber unha

cantidade par deles. [1] O

Exemplo 1.8. Utilizando o exemplo anterior, vemos que s6 hai dous vértices con grao

impar son v; e vy de modo que hai un ntimero par deles.

00
@"@



Capitulo 2
Tipos de grafos

Neste capitulo preséntanse os conceptos de cadeas, caminos, ciclos e circuitos, que na
aplicaciéon da teoria de grafos a problemas da vida cotidiana, son de gran importancia.
Ademais introducimos alguns paramétros relacionados con estas definiciéns que permiten
resumir a informacién que estes aportan a un grafo. Por tltimo, preséntase o concepto de
pesos, que é de vital necesidade cando se estudian problemas de analise de redes dos que

veremos algiin exemplo no vindeiro capitulo.

2.1. Definicions e resultados esenciais

Nesta primeira seccién introducimos as definiciéns de cadeas, caminos, ciclos e circuitos
asi como alguns resultados sobre os mesmos aplicados a grafos non dirixidos, o caso de
grafos dirixidos tratarase noutro capitulo.

Dado G = (V, E) un grafo non dirixido, tomamos unha secuencia de aristas distintas de
G, (e1,e2,...,e.), se existen vértices (vo,v1,...,v,) de modo que, para k € {1,2,...,7},
er = (vk_1,vg), enton dicimos que a secuencia é unha cadea.

Se temos unha cadea que verifica v9 = v,, entén recibe o nome de ciclo ou cadea
pechada. Unha cadea na que todos os vértices son distintos é un camino. E ademais,
unha cadea na que todos os vértices son distintos a excepcién do primeiro e do ultimo,
Y9 = vy, € un circuito ou camino pechado.

En calquera das definiciéons anteriores, chamase lonxitude ao nimero de aristas que

contén, [. !

Exemplo 2.1. Dado un grafo G = (V, E), exemplificamos as definiciéns anteriores:

!Cando estemos a falar do problema do camifio mais corto esta non sera a definicién de lonxitude que

se usara.

11
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CAPITULO 2. TIPOS DE GRAFOS

» Construimos unha cadea de v; a vg, {v1,v2,vs,v4, U5, V6 }:

G‘ ’@

» Construimos un ciclo, {v1, va, v3,v4, v5, v6, U3, V1 }:

» Construimos un camino, {vy, va, vy, vs}:

°\r‘:

a‘

» Construimos un circuito, {vs, v1, vg, Us, V4, V2 }:
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a‘e

Definiciéon 2.2. Un grafo G = (V, E) dise conexo se para cada par de vértices existe

unha cadea que os une, é dicir, cada par de vértices estan conectados. E se pola contra o
conxunto de vértices V pode separarse en dous subconxuntos disxuntos V = V; UV, e non
hai aristas entre ningtin vértice de Vi e ningtin de V5 e viceversa, decimos que o grafo é
non conexo. Ademais, decimos que a distancia entre dous vértices que estan conectados

é a lonxitude da cadea maéis corta que os une.

=
Q/N\D B

O,

Un grafo non conexo Un grafo conexo

'6

(=)
N/
@‘.’3

A conexidade pode verse como unha relacion de equivalencia no conxunto de vértices
de G. As clases de equivalencia son as componentes conexas de (G. As compoiientes
conexas que contefien un sb vértice reciben o nome de vértices illados.

Ademais, falamos dun grafo aciclico cando este non contén ningin ciclo.

Dado un grafo G = (V, E), se tomamos V' un subconxunto de vértices V', denotamos
por G\ V' ao grafo inducido por V' \ V', este grafo constriiese a partir de G eliminando

todos os vértices de V' e todas as aristas incidentes neles.

Lema 2.3. Un grafo conexo G con n vértices ten, ao menos, n — 1 aristas.

Demostracion. Demostramos o resultado por induccién en n. Supofiamos entén que G é
un grafo conexo con n > 2 vértices (o caso n = 1 é trivial), tomamos un vértice v en G e

consideramos o grafo H = G \ v que pode ser non conexo.
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Suponiamos que H ten as componentes conexas C; con n; vértices respectivamente
(1 =1,2,...,k), entén n; +ng + ...+ nx = n — 1. Por hipétese de induccion, o subgrafo
de H inducido por C; ten como minimo n; — 1 aristas. Ademais, v debe estar conectado
en G con cada C; polo menos por unha arista. Polo tanto, G contén como minimo (n; —

D+ mne—1)+...4+(ng—1)+k=n—1 aristas. [1] O
Lema 2.4. Un grafo aciclico G = (V,E) con |V| =n ten como mdzimo n — 1 aristas.

Demostracion. Se n =1 ou E = () o resultado é trivial.

Vexamos o caso xeral, escollemos unha arista e = {v;, v;} en G. Enton o grafo H = G\e ten

unha componente conexa menos que G (noétese que non pode existir un camino de v; a v;

en H, xa que nese caso, o camino mais a arista darian lugar a un ciclo). En consecuencia,

H non pode descomponierse en grafos conexos aciclicos Hy, Ho, ..., Hp con k > 2.

Por inducciéon, podemos dicir que cada grafo H; contén como méximo n; — 1 aristas sendo

n; o nimero de vértices de H;. Entéon G contén, como moito,
m—-—1)+Mme—+...+(np—1)+1=(m1+ne+...n) —(k—1)<n—-1

aristas. [1] O

Lema 2.5. Dado G un grafo con n vértices, ningun deles illado, e n—1 aristas con n > 2,

enton G contén como minimo dous vértices de grao 1.

Demostracion. Sexan vy, ..., v, 0s vértices de G. A suma dos graos de todos os vértices

de G é un ntmero par, xa que:

d(v1) + d(v) + ... + d(vy) = 2|E| = 2(n — 1) (2.1)

Polo tanto, o niimero de vértices de grao impar ten que ser par, xa que en caso contrario,
a suma non seria par. Tomamos agora 0(G) e usando a ecuacion 2.1 chegamos a que
nd(G) < 2(n — 1). En consecuencia, 6(G) < [W} =[2— 1] =1 (onde [...] representa
a parte enteira). Polo tanto, 6(G) = 1 e polo menos hai un vértice con grao 1 (con grao
impar) e como o nimero de vértices de grao impar ten que ser par, enton temos ao menos

dous vértices de grao 1. O

Teorema 2.6. Dado un grafo G = (V,E) con |V| = n. Entdn verificase que dous das

sequintes condicions implican a terceira:

a) G € conezo.
b) G € aciclico.

c) G tenn —1 aristas.
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Demostracion. (a), (b) = (c) Polo Lema 2.3 ao ser G conexo ten como minimo n—1 aristas
e polo Lema 2.4 ao ser GG aciclico ten como méaximo n — 1 aristas, en consecuencia, G ten
exactamente n — 1 aristas.

(a),(c) = (b) Suponamos que G contén un ciclo C e consideramos o grafo H = G\e
sendo e calquer arista de C. Entén H é un grafo conexo con n vértices e n — 2 aristas e
contradicese o Lema 2.3.

(b), (¢) = (a) Polo lema 2.4, G non pode ter vértices illados, xa que omitir tal vértice
darfa lugar a un grafo aciclico con n — 1 vértices e n — 1 aristas. O Lema 2.5 implica que
G ten un vértice de grao 1, entéon G'\v 2 é aciclico con n — 1 vértices e n — 2 aristas. Por

induccion, tense que G'\v é conexo e, en consecuencia, G tamén o é. [1] O]

Teorema 2.7. Se un grafo G contén unha secuencia de aristas que conecta dous vértices

distintos, enton, contén un camino que conecta eses dous vértices.

Demostracion. Suponamos que existe unha secuencia de aristas que une os vértices vg € vy,
51 = (’UQ, U1y oy Uiy Viglye oy Uj—1,V5, .., ’Un).
Dada esta secuencia, pode ocorrer que non contena ningin vértice repetido e nese caso
xa temos o camino buscado. Pero pode pasar que contena vértices repetidos, nese caso,
escollemos un deses vértices, digamos v; = v; con i < j e construimos unha secuencia de
aristas, So, mais corta que Si:
52 = (’Uo,’Ul,...,Ui,’Uj,. ..,Un).

De novo, se esta secuencia non contén vértices repetidos, temos o camino buscado e se si
que os contén, construimos unha secuencia mais corta.
O proceso de construcciéon de secuencias de aristas vai rematar nalgiin momento, xa que
cada secuencia é méis corta que a anterior e a lonxitude non pode ser menor que 1. Entén,
para algunha secuencia S, temos que non se pode reducir méis e da lugar ao camifio que
buscamos. [2]

O

Teorema 2.8. Un grafo € bipartito se e sé se non contén un circuito de lonzitude impar.

Demostracion.
“="7 Sexa G = (V, E) un grafo bipartito con V' = V; U V5. Suponamos que G contén un
circuito de lonxitude impar con 2k + 1 vértices,

C = (vi,v2,...,U2%+1)

onde cada vértice v; é adxacente a v;41 para i = 1,2,...,2k e vor41 € adxacente a v;.

2A notacion G\v fai referencia ao subgrafo de G inducido polo conxunto de vértices V', estando V'

formado por todos os vértices de G agés o vértice v.
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Supofiamos enton que v; € Vp, entén necesariamente v;11 € Vo por ser G bipartito. Se
temos que vy € V1, verificase vo € Vo, v3 € V1, ..., vopyr1 € Vi eentén vy € Vi e vg11 € V7,
chegamos asi a unha contradicciéon que ven de suponer que o grafo contén circuitos de
lonxitude impar.
“ <7 Suponamos que G = (V, E) é un grafo que non contén ningtn circuito de lonxitude
impar. Sen perdida de xeneralidade, podemos supotier que este grafo é conexo. Escollemos
enton un vértice v de G de forma aribitraria e separamos o conxunto de vértices V' en dous
subconxuntos: V; conxunto de vértices cuxa distancia co vértice v é par e Vo conxunto de
vértices cuxa distancia co vértice v é impar. Trivialmente, v € V] xa que a distancia de v a
si mesmo é 0. A continuacién, escollemos dous vértices de Vi, v11 e v12. Agora, denotamos
por P o camino mais corto dende v ata vy, por ) o camino mais corto dente v ata vy e
por u o ultimo vértice que tenen en comun os dous caminos P e (). Como P e ) son os
caminos méis cortos, as seccions destes que van de v a u tefien a mesma lonxitude. Como a
lonxitude de P e @ é par, entoén a lonxitude das seccions de dende u a v11 e dende u a v19
respectivamente, tefien a mesma paridade, polo tanto, o camino dende v1; a u (recorrendo
P en direcciéon contraria) a vy (recorrendo @) ten lonxitude par.
Se v11 e v12 son adxacentes, o camino anterior xunto coa arista que une estes vértices da
lugar a un circuito de lonxitude impar, chegando asi a unha contradiccién. Polo tanto, non
pode haber dous vértices en V| que sexan adxacentes. Procedendo do mesmo xeito en V5
chegamos a que tampouco pode haber vértices adxacentes neste conxunto e probamos asi
que o grafo G é bipartito. [2]

O

Lema 2.9. Dado un grafo G verificando 6(G) > 2, enton G contén un ciclo.

Demostracion. Sexa G = (V, E) un grafo con 6(G) > 2. Denotamos por P calquera camino
maximal ® en G-

P ={v1,va,...,0,}
Como P é un grafo maximal, todos os vértices que son adxacentes a v; pertencen a
{va,...,v,}. Dado que 6(G) > 2, o grao de todos os vértices é polo menos 2. Polo tanto, v;
ten polo menos dous vértices adxacentes a él en P. Podemos entén formar un ciclo usando

v1 e v;, onde v; é calquera vértice adxacente a v;. O

3Entendemos que un grafo é maximal con respecto a unha propiedade se non é posible agregar mais

aristas de forma que se conserve esa propiedade.
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2.2. Radio, didmetro e excentricidade

Presentamos agora algiins pardmetros relacionados cos grafos que permiten resumir
algunha informacién importante contida neles. Falamos s6 de grafos non dirixidos, pero

estas definicidns poden extenderse ao caso de grafos dirixidos.

Definicion 2.10. Sexa G un grafo conexo e v un vértice de G. A excentricidade de v,
£(v), é a maxima distancia dende v ata calquera outro vértice de G. O diametro de G,
D = D(G), & o valor maximo da excentricidade de todos os vértices e, doutra banda, o

radio de G, R = R(G), ¢ o minimo da excentricidade de todos os vértices.

Exemplo 2.11. A continuacién exemplificanse os conceptos anteriores sobre un grafo non

(=)
Ko®

Vexamos as distancias de v; ao resto dos vértices: D(v1,v2) = D(v1,v3) = 1, D(v1,v4) =

dirixido:

2 e D(v1,vs5) = 3. A excentricidade de v é: £(v1) = 3. Se facemos o mesmo para todos
os vértices temos que: Para ve: D(vg,v1) = D(va,v3) = 1, D(va,v4) = 2 € D(va,v5) = 3.
A excentricidade de vy é: €(v2) = 3. Para vs: D(vs,v1) = D(vs,v2) = D(vs,vq) = 1 e
D(vs,vs) = 2. A excentricidade de vz é: €(v3) = 2. Para va: D(vg,v1) = 2, D(v4,v2) = 2,
D(vg,v3) = D(vg,v5) = 1. A excentricidade de vy é: £(vqy) = 2. Para vs: D(vs,v1) =
D(vs,v2) =3, D(vs,v3) =2 e D(vs,v4) = 1. A excentricidade de v é: £(vs) = 3.

En consecuencia, o didmetro deste grafo é D = 3 e o radio é R = 2.

Teorema 2.12. Dado un grafo G, verificase:
R(G) < D(G) < R(G)

Demostracion. Por definicion, D(G) é a méaxima distancia entre calquera dous vértices en
G. Supofiamos que son v; € v; con i # j os vértices que verifican D(v;, vj) = D(G) e que vy,
¢ o vértice que verifica e(vg) = R(G). Como R ¢é a distancia entre dous vértices cimplese
necesariamente R < D. Por definicion, D(vk, v;) < e(vx) = R(G) para calquera vértice v;.
En consecuencia, D(G) = D(v;,v;) < D(vs,vi) + D(vi,vj) < 2R(G). [2] O

Definiciéon 2.13. O centro C(G) dun grafo G con radio R é o conxunto de vértices v de

G que verifican e(v) = R. O contorno dun grafo G g(G), é a lonxitude do circuito méis
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curto contido en G e, do mesmo xeito, a circunferencia dun grafo G, ¢(G), é a lonxitude
do ciclo mais largo contido en G. Claramente, se estamos a falar de grafos aciclicos estos

dous tltimos conceptos non estan definidos.

Exemplo 2.14. No grafo do exemplo anterior, cimplese que g(G) = ¢(G) = 3. Ademais,
C(G) ={v eV tal que e(v) = R =2} = {v3, v}

Teorema 2.15. Dado G un grafo que conteria ciclos. Tense:
g9(G) <2D(G) + 1.

Demostracion. Suponamos ¢g(G) > 2D(G) + 2. Consideremos o circuito C' de lonxitude
9(G) 3n G-

C = (1)1, V2, ... ,’Ug(G), 1)1).
Suponamos que P = (v, wa, w3, . .., Wy, UD(G)+2) ¢ o camino méis curto dende vy a Vp(g)4o-
Pola definicion de didmetro, P debe conter menos de D(G) + 1 aristas. Se P non contén
ningin dos vértices UD(G)+3> UD(G)44s - - - s Vg(@)» O circuito:

V1, W2, W3, - - -, W, UD(G)425 YUD(G)+3> UD(G)+45 - - - » Ug(D)> V1
ten lonxitude menor que g(G). Doutro xeito, suponamos que vy, é o vértice de menor indice
de C' que pertence a P. De novo,
V1, W2, W3, « - Vky V41, V42, - -+ 5 Ug(D)7U1

¢ un circuito con lonxitude menor que g(G). En calquera caso, chegamos a unha contra-
diccion coa definicion de ¢g(G). [2] O

2.3. Parametros asociados aos vértices e as aristas

En moitas aplicacions dos grafos vai ser necesario definir unha funcién positiva chamada
peso, w(v;,v;), asociada a cada arista (v;,v;) ou a cada vértice v;. Por exemplo, nos
problemas de fluxo en redes, estos parametros poden representar o “custo” ou “beneficio”
asociado ao paso do fluxo por ese vértice ou arista. Definese o peso dunha cadea, ciclo,

camino ou circuito como a suma dos pesos das aristas que os forman.

Definicién 2.16. Dados dous vértices conectados v; e v; con ¢ # j dun grafo G, chamase
distancia ponderada de v; a vj, W (v;,v;), ao minimo dos pesos de todas as cadeas que
os unen. Este concepto estd intimamente relacionado cun problema tipico de investigacién

de operaciéns, o Problema do Camino méais Curto, que presentamos maéis adiante.

Exemplo 2.17. Sexa GG un grafo con representacion grafica a que vemos a continuacion. G

ten como conxunto de vértices V' = {v1, va, v3,v4, v5, v} e cada arista ten un peso asociado.



2.4. ARBORES 19

Neste exemplo, podemos ver que os pesos entre cada unha das aristas son: w(vy, va) = 5,
w(vy,ve) = 4, w(vi,vs) = 2, w(ve,v3) = 2, w(va,vs) = 3, w(ve,vs) = 6, w(vs,ve) = 5,
w(vg, vs) = 3 e w(vs, vg) = 4. Exemplificamos agora a distancia ponderada entre os vértices
v1 e vg, as posibles cadeas entre eles e os seus correspondentes pesos son: (vq,ve, V3, Vg)
con peso 12, (v1,v92,v6) con peso 11, (vi,va,vs,v6) con peso 12, (vi,vs,v6) con peso
6, (v1,vs,v2,v6) con peso 11, (vy,vs,,v9v3,v) con peso 12, (v1,v4,v5,v6) con peso 11,
(v1,v4, V5, V2, V306) con peso 17, (v1, vy, Vs, V2, V6) con peso 16. Polo tanto, a distancia pon-
derada, W (v1,vg), € 6.

O Problema do Camino mais Curto é un dos problemas mais conecidos e estudados
da teoria de grafos e consiste, como o propio nome indica, en atopar o camifio méis curto
que una dous vértices dun grafo. Neste problema, cando nos referimos a camino mais curto
entendemos que a suma dos pesos das aristas que participan no camino debe ser a minima

posible.

2.4. Arbores

Dentro dos grafos non dirixidos, hai un tipo deles, as arbores, que son de gran utilidade

no ambito da investigaciéon de operacions.

Dado un grafo non dirixido G, dicimos que este grafo é unha arbore se é conexo e non

contén ciclos. De acordo co teorema 2.6 unha arbore ten necesariamente n — 1 aristas.

Nunha arbore, chamamos follas aos vértices que tenen grao 1 e denominamos bosque

a un grafo no cal as stias componentes conexas son arbores.

Exemplo 2.18. Representamos gréaficamente un bosque con duas arbores. A arbore 1 ten

como follas os vértices v1,v3, v5,v7 € a arbore 2 ten como follas os vértices vg, v11, v12.
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Definicién 2.19. Unha arbore de expansiéon dun grafo G é unha arbore que é subgrafo
de expansion de ese grafo GG. Ademais, un bosque maximal é un grafo no que cada

componente conexa é unha arbore de expansion.

Un problema clasico da investigaciéon de operaciéons é o Problema da arbore de
expansion minima. Consiste en atopar unha arbore de expansiéon de modo que a suma

dos pesos asociados as aristas que participan nel, sexa minima.

Definicioén 2.20. Unha estrela é unha arbore cun vértice adxacente a todos os demais.
Nos grafos representados a continuacién, debtixanse en vermello os vértices que son

estrelas.

Proposicion 2.21. Dado un grafo G = (V, E) non dirizido, as siguientes propiedades son

equivalentes:

a) G € unha drbore.

b) G € conexo e ten n — 1 aristas.

c) G € aciclico e ten n — 1 aristas.

d) G non ten ciclos e, se engadimos unha arista calquera, formarase un ciclo (e sé un).

e) G € conexo e, se eliminamos unha arista calquera, deiza de ser conexo.
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f) Cada par de nodos de G estdin unidos por un tinico camino.

Demostracion. (a) = (b) Por definicion de arbore, G é conexo e non ten ciclos e polo
teorema 2.6 ten entén n — 1 aristas.

(a) = (c) Igual que antes, por definicién de arbore, G é conexo e non ten ciclos e polo
teorema 2.6 ten entén n — 1 aristas.

(a) = (d) Sexan v;,v; dous vértices de G, se engadimos a arista e = {v;,v;} que os
une poden pasar duas cousas: que os vértices foran adxacentes e entén ao engadir a arista
formase un ciclo de lonxitude 2 ou que os vértices non foran adxacentes, e entén hai un
dnico camino que os une, asi ao engadir esta nova arista o camino pechase formando un
ciclo.

(a) = (e) Sea e = {v;,v;} a arista de G que eliminamos. Supofiamos que o grafo G\ {e}
é conexo, enton podemos atopar nel unha cadea que una v; e v; e, ao engadir a arista e de
novo ao grafo, formariase un ciclo en G e chegamos asi a unha contradiccién con que G é
unha arbore.

(a) = (f) Como G é unha arbore, é necesariamente conexo e polo tanto hai ao menos
un camino que une cada par de vértices. Suponamos que hai mais dun camino e cheguemos
a unha contradicciéon. Se existen dous camifios distintos que unen dous vértices, e os con-
cadeamos o resultado é un ciclo pero por ser G unha arbore non pode ter ciclos, polo tanto
chegamos a unha contradiccion con que en G hai vértices unidos por méis dun camifo.

(f) = (a) Suponamos que cada par de vértices estan conectados por un tnico camifio
e vexamos que G é unha arbore. Verificase que G é conexo porque cada par de vértices
estan unidos por unha cadea e, ademais, é aciclico xa que se existise un ciclo existirian

dous vértices unidos por mais dun camifio. [§] O

Corolario 2.22 (Teorema ou Formula de Cayley). O nimero de bosques con n vértices e

s, 1 < s <mn, componientes conexas ven dado por:
F(n,s) = sn" 571 (2.2)
En particular, o nimero de drbores en n vértices é:
F(n,1) =n""2. (2.3)

Demostracion. A demostracion da ecuacion 2.2 baséase na seguinte formula de recurrencia:

F(n,s):S(”;S)F(n—LHd—Q (2.4)

d=0
conn>1lel<s<mn,onde F(1,1) =1e F(n,0) =0 paran > 1.

Para probar a ecuaciéon 2.4 consideramos un bosque con n vértices, {vi,va,...,v,}, € s
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componientes conexas e onde os vértices {v1, va,...,vs} pertencen a componentes conexas
distintas. Neste bosque o vértice v; debe ser de graod =0, ...,n—s, é dicir, v; debe ser ad-
xacente a d vértices en {vs11,...,v,}. Chamemos a esos d vértices “secundarios". Podemos
escoller d vértices secundarios entre os n — s vértices de (”;S) maneiras. Eliminamos agora
o vértice v; e as d aristas incidentes nel. O grafo resultante é un bosque con conxunto de
vértices {va, ..., vy}, s+d—1 componentes conexas e d vértices secundarios que pertencen
todos a componentes conexas distintas. O niimero de esos bosques ¢ F(n—1,s+d—1). Se
engadimos (";S)F(n — 1,84 d—1) para todos os posibles valores de d, obtemos F(n, s) e
queda probada a ecuacién 2.4.

Por induccién a partir da ecuacion 2.4 probamos a ecuacion 2.2.

Se n = 1 entén 2.2 verificase trivialmente. Supofiamos agora que F(n,s) = i(n — 1)" 42

paral1 <i<n—1en>1. Entén, por 2.4,
n—s n—s
F(n,s) = Z < P )(3 +d—1)(n—1)" 570t = gpn=s-L (2.5)
d=0

para 1 < s < nen > 1. Na ecuacién 2.5 podemos escribir d("}°) = (n — s) (";le) para

d > 1 e aplicando o teorema binomial queda probado 2.2. O



Capitulo 3

Ciclos eulerianos y circuitos

hamiltonianos

Neste capitulo falaremos de dous tipos de cadeas determinados, os ciclos eulerianos
e os circuitos hamiltonianos. Ambos foron creados pola necesidade de resolver problemas
da vida cotid, como atravesar un numero determinado de pontes ou viaxar entre unhas
determinadas cidades, e constittien hoxe en dia unha ferramenta fundamental para resolver

problemas da investigacién de operacions.

3.1. Ciclos eulerianos

A ciudade de Konigsberg, chamada actualmente Kaliningrado, na antigua Prusia, es-
taba atravesada polo rio Pregolya, que dividia dita cidade en catro partes. Para comunicar
todas as partes da cidade construironse sete pontes e moitos preguntaronse se era posible,
partindo dunha das partes da cidade, percorrer todas as pontes unha tnica vez e chegar

de novo ao punto de partida.

Figura 3.1: Esbozo do mapa de la ciudad de Konigsberg

23
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Os primeiros escritos sobre teoria de grafos foron publicados por Euler en 1736 e tra-
taban precisamente desta cuestién, do Problema das Pontes de Konigsberg.

Cunha primeira ollada xa parece imposible atravesar todas as pontes da forma men-
cionada antes. Por exemplo, suponamos que comezamos na parte B da cidade que ten tres
pontes, se usamos unha delas para entrar e a outra para sair de B, quédanos unha ponte
sen usar: se a usamos para entrar nesta parte, xa non podemos sair a non ser que crucemos
algunha ponte duas veces, polo tanto, deberfamos acabar na parte B e se usamos esta
terceira ponte para sair de B, esta deberia ser necesariamente a parte na que comezamos.
Este razoamento podese aplicar ao resto de partes, A, C' e D, xa que todas tefien un niimero
impar de pontes, pero é imposible que todas as partes sexan a inicial ou a final.
Resumimos agora graficamente a informaciéon do mapa das pontes de Konisberg, onde os
vértices A, B, C' e D correspondense con cada unha das partes da cidade e as aristas repre-
sentan as pontes que as unen. En consecuencia, pédese traducir a pregunta: somos capaces
de, partindo dunha das partes da cidade, percorrer todas as pontes unha tnica vez e volver
& parte inicial? en: podemos encontrar unha secuencia de aristas que pase por todas as
aristas do multigrafo unha tnica vez e empece e remate no mesmo vértice? Un multigrafo

que verifica esta condicién recibe o nome de multigrafo euleriano.

(c)
N
o

Dado un grafo G non dirixido, unha cadea euleriana neste grafo é unha cadea que
contén todas as aristas de G exactamente unha vez. Se esta cadea é pechada, é dicir, o
primeiro e o dltimo vértice coinciden, entén chamase ciclo euleriano. Un grafo euleriano

¢ aquel que contén un ciclo euleriano. !

Exemplo 3.1. Sexa G = (V, E) o grafo dado a continuacion, vexamos que é un grafo
euleriano, xa que podemos atopar nel un ciclo euleriano, por exemplo, con vértice inicial e

final v;. O ciclo euleriano seria: {vy, vy, v7, V5, V3, Vg, Vg, Vg, Vg, U5, Vg, V4, V2, V] }

LA definicién de grafo euleriano pode extenderse ao caso dun multigrafo.
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Lema 3.2. Sexa G un grafo no que cada vértice € de grao par, enton este pode ser separado

en ciclos onde ningin ciclo ten una arista en comin con ningin outro.

Demostracion. Dado un grafo G = (V, E) suponamos que todos os vértices tefien grao par.
Podemos formar un ciclo empezando nun vértice e percorrendo todos os vértices do grafo
(como todos os vértices tefien grao par, se usamos unha arista para “entrar” nun vértice,
sempre temos outra para “sair”). Como G é un grafo finito nalgin momento regresamos
ao vértice inicial. Podemos denotar ese ciclo como Cf.

Se eliminamos agora o ciclo C; do grafo (¢ dicir, eliminamos de G todas as aristas que
participan no ciclo) obtemos un subgrafo G'. G’ pode ser ou non conexo. Cada vértice de
G’ segue tendo grao par, xa que por cada vez que participou no ciclo eliminamos duas
aristas de (G. Asi un ciclo Cy pode obterse do mesmo xeito que o anterior e o proceso

repitese ata que non quedan mais aristas. [l

Teorema 3.3 (Teorema de Euler). Un grafo conexo G = (V,E) € euleriano se e sé se

todos os seus vértices tenen grao par.

Demostracion. Dado un grafo conexo G = (V, E), para cada m > 0, establecemos como
S(m) a afirmacion: G ten m aristas e todas eles tenen grao par, entéon G é euleriano. Para
probar este resultado procedemos por inducciéon en S(m).

Se m = 0, S(m) non ten aristas. Dado que G é conexo, a tnica forma de que un grafo
conexo non tena aristas, é que so tena un vértice, que denotaremos por v;. Como d(v1) = 0,
que é par, G ¢ euleriano.

Dado k > 1, suponamos que se verifican S(1),5(2),...,S(k — 1), queremos entoén probar
S(k). Sexa G un grafo conexo con k aristas e con todos os vértices de grafo par . Como G
é conexo non ten vértices aislados, polo tanto, §(G) > 1 e como o grao dos vértices ten que
ser de grao par, 6(G) > 2 e polo visto no Lema 2.9, G contén un ciclo, ¢ o denominamos C.
Construimos agora un subgrafo G’ de G eliminando o ciclo C. G’ pode ser ou non conexo.
Podemos dicir que G’ é a union das compofientes conexas G}, G5, ..., G}. O grao de cada

H; cont=1...% ten que ser par xa que os graos s6 poden ser ou 0 ou 2.
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Aplicando a hipétese de induccion a cada H; temos que S(my),...,S(m¢), sendo m; o
ntimero de aristas de H;, e cada H; vai ter un ciclo euleriano, que imos chamar C;.
Estamos en situaciéon de crear un ciclo euleriano en G unindo o ciclo C' e os ciclos Cj.
Comezamos en calquer vértice de C; e atravesamos este ciclo ata chegar a algin H;. Agora
atravesamos C; e continuamos por C' ata chegar ao seguinte H;.

Entoén, séguese que G ¢é euleriano e queda completado asi o prodeso de inducciéon de xeito

que se verifica S(m) para m > 0.

O

Un exemplo tipico relacionado cos ciclos eulerianos é o Problema do Carteiro Chino
(CPP). Este problema foi plantexado polo matematico chino Kwan Mei-Ko en 1960 nun
artigo publicado nun diario chino e representa o traballo dun carteiro que ten que repartir
a correspondencia pasando ao menos unha vez por cada ria e volver ao oficina de correos
intentando percorrer a menor distancia posible. Se representamos unha cidade cun grafo
G no que cada arista é unha das ruas da cidade e ten un peso asociado que representa
a distancia de dita raa, este problema consiste en atopar a cadea pechada mais curta de
forma que pase ao menos unha vez por cada arista do grafo, é dicir, consiste en atopar o
ciclo euleriano con menor peso. Este problema pode formularse sobre grafos dirixidos, non

dirixidos e tamén sobre grafos mixtos.

3.2. Circuitos hamiltonianos

En 1857 o matematico irlandés sir William Rowan Hamilton propuso un problema que
consistia en viaxar a 20 cidades do mundo, situadas como os vértices dun dodecaedro re-
gular, seguindo as aristas deste. Este problema recibe o nome de Xogo do Icosaedro.
Sexa G o grafo que representa un dodecaedro regular con conxunto de vértices V' repre-
sentando as cidades, |V| = 20. Este xogo consiste en, empezando nun vértice, atopar unha
secuencia de aristas que pase por todos os vértices do grafo ao menos unha vez e regrese
logo ao vértice inicial. Un grafo no que se pode atopar unha secuencia desa clase chdmase

grafo hamiltoniano.

Dado un grafo G, un camino hamiltoniano é un camino que contén todos os vértices
de G ao menos unha vez. Se este camino hamiltoniano verifica que o primeiro e o tltimo
vértice coinciden, entén recibe o nome de circuito hamiltoniano. Un grafo que contén

un circufto hamiltoniano é un grafo hamiltoniano.
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Figura 3.2: Un grafo G que representa un dodecaedro regular e ten sinalado en cor vermella

un circuito hamiltoniano

Definicién 3.4. Dado un grafo G con n vértices, constriese a clausura de G, [G], do
seguinte xeito: se G' contén dous vértices non adxacentes v; e v; verificando d(v;)+d(v;) > n
engadimos ao grafo a arista {v;,v;} e repetimos este proceso ata que calesquera dous

vértices non adxacentes verifiquen d(v;) + d(vj) < n. O grafo resultante ¢ a clausura de G.

Exemplo 3.5. Vexamos como construir a clausura do grafo G' con representacion grafica:

En primeiro lugar os graos dos vértices de G son: d(vi) = 2, d(va) = 2, d(v3) = 3,
d(vs) = 3, d(vs) = 2. Construimos agora a clausura: empezamos vendo canto suman os
graos de v; e dos vértices que non son adxacentes a ¢él: d(v1) +d(vg) =5 >n =5¢e
d(vi)+d(vs) = 4 # n. Polo tanto, debemos engadir unha arista que una vy e v4. Facemos o
mesmo para ve: d(vy) +d(v3) =5 =n e d(ve)+d(vs) = 4 # n. Polo tanto debemos engadir
unha arista que una vy e vg. Asi, xa temos a suma dos graos dos vértices non adxacentes
en G. No seguinte debuxo representamos as duas aristas que acabamos de engadir en cor

azul.



28 CAPITULO 3. CICLOS EULERIANOS Y CIRCUITOS HAMILTONIANOS

@
b=

Ao engadir estas novas aristas, temos que d(v1)+d(vs) =5 =ne d(ve)+d(vs) =5 =n,
polo tanto debemos engadir duas novas aristas, unha que una v1 e vs e outra que una vy

e v4. No debuxo represéntanse en cor vermello.

Polo tanto, xa temos construida a clausura de G.

Teorema 3.6. Un grafo G = (V,E) é hamiltoniano se e sé se a sua clausura [G] €

hamiltoniana.

Demostracion. E claro que se G é hamiltoniano a clausura [G] tamén o é. Vexamos agora
que se a clausura [G] é hamiltoniana tamén o é G, para iso imos ver que engadir unha
arista e = {v;,v;} entre dous vértices v; e v; non adxacentes que verifican d(v;) +d(v;) > n
non afecta ao caracter hamiltoniano do grafo. E dicir, que se G + e é hamiltoniano, G
tamén o é. Se G + e contén un ciclo hamiltoniano, C', poden darse dous casos: que a arista
e non participe no ciclo, e entén C é tamén un ciclo hamiltoniano en G, e que a arista
e si participe no ciclo C, entén non é tan doado atopar un ciclo hamiltoniano en G, pe-
ro si hay un camino hamiltoniano C' — e en G. Denotamos os vértices do caminio C' — e
por (u = vg,v1,...,v, = v) en G. Como o camino debe conter a todos os vértices de G,
verificase necesariamente que todos os vértices adxacentes a u e v pertencen ao camino
e como u e v non son adxacentes, os vértices adxacentes a eles tefien que pertencer a
(v1,...,vk_1). Consideramos agora un conxunto A formado polos vértices adxacentes a u,
enton A C (v1,...,vx—1) € |A] = d(u) e un conxunto B de vértices v; verificando que v;_1
e v son adxacentes, enton B C (v1,...,v;) e |B| = d(v). Sendo entén A e B dous subcon-
xuntos de (v1,...,v;) de tamano d(u) e d(v) e como d(v;) + d(v;) > n necesariamente A
e B son non disxuntos, existindo asi un indice ¢ para o cal v; e u son adxacentes e v;_1 e

v son adxacentes. Podemos construir asi un ciclo hamiltoniano en G da forma:
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(U, U1y oy Vi—1,V,Vp—1, V-2, . 'an7U0)
]

Corolario 3.7. Dado un grafo G = (V,E) con |V| =n , n > 3. Se d(v;) + d(v;) > n

sendo v; e v; calesquera dous vértices non adzacentes de G, enton G € hamiltoniano.

Demostracion. Suponamos que o resultado non se cumple. Escollemos un niimero de vér-
tices n calquera tal que sirva como contraexemplo e escollemos un grafo G' con n vértices
tal que o nimero de aristas sexa maximo entre os grafos que sirven como contraexem-
plos, é dicir, que se engadimos algunha arista mais ao grafo, este pasa a ser hamiltoniano.
Tomamos dous vértices non adxacentes x e y. Pola condiciéon de maximalidad de G, se
engadimos a G a arista que une eses dous vértices temos un novo grafo G’ que pasa a ser
hamiltoniano. Entén, a arista que une x e y pertence a todos os circuitos hamiltonianos
que se podan formar no grafo G’, xa que doutro modo, o ciclo tamén serfa hamiltoniano en
G. Por hipotese, d(z) + d(y) > n. Tomamos entén un ciclo hamiltoniano en G’, digamos:
L, V1,02,...,Un-2,Y
Se v; é adxacente a x, entén v;_1 non pode ser adxacente a y, xa que se eso pasara teriamos:
T,v1,02,...,Vi—1,Y,Un—-2,Un-3,...,U;
que poderia ser un ciclo hamiltoniano en G. Polo tanto, cada un dos vértices adxacentes
a r en G tenen q ser precedidos no ciclo por vértices que non sexan adxacentes a y e
ningin desos vértices pode ser y. Polo tanto, en G hai como minimo d(x) 4 1 vértices non
adxacentes a y. Polo tanto, en G hai polo menos d(x) + d(y) + 1 vértices, enton:
d(z) +d(y) <n-—1

e chegamos a unha contradiccion. [2] O

Teorema 3.8. Sexa G = (V, E) un grafo bipartito con |V| =n, V=V UV, e |V1|] = my
e |V| = ma. G contén un circuito hamiltoniano sé se my = mgy e contén un camino

hamiltoniano sé se |mj —mao| < 1.

Demostracion. Suponamos que o grafo GG contén un camino hamiltoniano:
V1,V2,...,Un
Ademais, suponiamos que vy € Vi, necesariamente, v9 € Vs, v3 € Vj e asi sucesivamente.

Como un camifio hamiltoniano ten que conter todos os vértices, tense que:

Vi == {Ul,vg,...} [§] VQ :{1)2,1)4,...}

Se n ¢é par, os conxuntos Vi e V contefien cada un § elementos; se n ¢ impar, |Vi| =

e [Va| = 251, En ambos casos, tense que [my —mo| < 1.

n+1
2

Suponiamos agora que o grafo G contén un circuito hamiltoniano:
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V1,V2y...,Un, V1

se v1 € V1, necesariamente v, € V2, polo tanto |V1| = [Va| = 5. [2] O

Un exemplo tipico no que se emplean os circuitos hamiltonianos é o Problema do
Viaxante (TSP). Este problema foi estudado por primera vez nos anos 1930s por mate-
maticos de Viena e de Harvard e consiste en, dada unha lista de cidades, atopar a ruta
maéis corta que permite visitar cada cidade ao menos unha vez e volver 4 cidade de orixe.
Esto representase como un grafo G no que os vértices son as cidades e as aristas tefien
un peso asociado que se corresponde ca distancia entre as cidades que une. Atopar unha

solucién a este problema equivale a atopar un circufto hamiltoniano.



Capitulo 4

Grafos dirixidos

Neste capitulo falarase dos grafos dirixidos, xa definidos no Capitulo 1. Veremos algun-
has definiciéons que antes s6 demos no caso de grafos non dirixidos, asi como as propiedades

maéis importantes destes grafos.

4.1. Definicién e conceptos béasicos

Como xa vimos previamente, un grafo dirixido é aquel no que £ C V x V, é dicir,
cada arista é un par ordeado de vértices.

Dada unha arista e = (v;,v;) denominase vértice inicial ou cola a v; e vértice final
ou cabeza a v;.

A continuacién introddcense algtuns tipos de grafos dirixidos:

En primeiro lugar, un tipo de grafo no que estan presentes todas as aristas.

» Grafo completo : ¢ un grafo no que cada par de vértices v; e v; estan unidos por

dous aristas (v, v;) e (vj,v;), € dicir, todos os aristas posibles estan presentes.

O ntmero méaximo de aristas que pode haber nun grafo con n vértices é, no caso dun

2

grafo dirixido, n(n — 1) se non se permiten lazos e n® se se permiten.

31
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A partir dun grafo dirixido podemos construir un grafo non dirixido.

Grafo subxacente non dirixido dun grafo dirixido: é o grafo que resulta de
ignorar todas as direcciéns das aristas e considerando ao sumo unha arista entre

cada par de vértices.

() ©

Un grafo dirixido G O grafo subxacente non dirixido de G

A continuacién presentamos un grafo no que o conxunto de vértices pode separarse

en dous subconxuntos disxuntos.

Grafo bipartito: ¢ un grafo dirixido G = (V, E') onde o conxunto de vértices pode
separarse en dous subconxuntos disxuntos V = V; U V5 e ademais non pode ocorrer
que exista unha arista e = (v;,v;) con v;,v; € Vi nin unha arista e = (w;,w;) con
w;, w; € Vo, é dicir, non poden existir aristas que tefian ambos vértices en V; ou
ambos vértices en V5, ademais, os vértices iniciais das aristas tenien que pertencer ao
mesmo subconxunto, digamos V;, e os vértices finais deben pertencer todos ao mesmo

subconxunto, digamos V}, pero distinto ao anterior, ¢ # j.

w1

w3

W4

NN

Figura 4.1: Un grafo bipartito dirixido onde o conxunto de vértices V separase en subcon-

xuntos V7 en cor azul e V5 en cor verde.

Os grafos bipartitos son de gran utilidade no &mbito da investigacién de operacions,
sendo utilizados en problemas como, por exemplo, o problema de asignacién ou o
problema de transporte. Para a formulacién destes dous problemas imos precisar

duns parametros asociados aos nodos ou as aristas, que se denominan pesos e aos
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que lle dedicaremos unha secciéon mais adiante, estos pesos representarian os custos
da realizaciéon de unha determinada tarefa. O Problema de Asignacidén consiste
en dados un conxunto de recursos (persoas, maquinas, . ..) e un conxunto de tarefas,
atopar a forma de asignar a cada recurso unha tarefa de xeito que o custo sexa
minimo, asumindo que cada recurso debe destinarse unicamente a unha tarefa e que
cada tarea ten que ser realizada por un s6 dos recursos. Este problema é equivalente a
atopar a asignacion 6ptima con peso minimo. O Problema de Transporte consiste,
por exemplo, en enviar unhas unidades de producto dende un conxunto de orixes a
un conxunto de destinos. Tratase de determinar o niimero de unidades que se debe
enviar dende cada punto de orixe a cada punto de destino de xeito que o custo sexa
minimo.

No grafo bipartito que representamos a continuacién, podemos exemplificar ambos

problemas.

w1

w3

14

Wy

—_

Figura 4.2: Un grafo bipartito onde o conxunto de vértices V' sepérase en subconxuntos V;

en cor azul e V5 en cor verde e onde cada arista ten un pardmetro asociado, o coste.

No problema de asignaciéon o conxunto de vértices V) representaria o conxunto de
recursos mentres que o conxunto V5 serian as tarefas, ademais, as aristas unen cada
recurso coa tarefa ou tarefas que este pode realizar e os pesos das aristas representan
o custo que ten que un determinado recurso realice unha determinada tarefa. No
problema de transporte seria practicamente o mesmo, o conxunto V; serian os orixes e
o V5 representaria os destinos, ademais, os pesos serfan os custos de enviar o producto

dun orixe a un destino.

Igual que no caso dos grafos non dirixidos, tamén podemos asociar pardmetros s

aristas.

No caso dos grafos dirixidos, un subgrafo G’ = (V’/, E’) dun grafo dirixido G = (V, E) é
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un grafo dirixido cuxo conxunto de vértices V' é un subconxunto dos de G e o conxunto
de aristas E’ son aristas de G que unen vértices de G’. Un subgrafo de expansion
G’ = (V', E’) dun grafo dirixido G é un subgrafo que verifica V/ = V e as aritas son aristas

de G que unen vértices de G’.

Definicién 4.1. Sexa (e, e,...,e,) una secuencia de aristas distintas en G. Se existen
vértices (vg,v1,...,v,) tales que:
a; = (vj_1,v) paral =1,2,...,r

dicimos que a secuencia é unha cadena. Se ademais todos os vértices son distintos,
enton é un camino. Se vy = v, entén é unha cadena pechada ou ciclo. Un camino pechado
é un circuito.

Ademais, dada a secuencia de vértices correspondente (vg,v1,...,v,) pode pasar que
(vi—1,v;) ou (v, v;—1) con i = 0,...,n sexa unha arista en G, no primeiro caso denominase

arista cara diante e no segundo caso arista cara atrds.

Definicién 4.2. Se G' un grafo dirixido, decimos que un vértice v; ¢ accesible dende un
vértice v; se existe unha secuencia de aristas (eg, es, .. ., ey,) verificando e = (vg_1, k) con
vértice inicial v; e vértice final v;. Cada vértice é accesible dende si mesmo.

Un vértice chamase raiz se é accesible dende calquera outro vértice. Dicimos que un
grafo é conexo se para cada par de vértices distintos existe unha cadea que os une.

Un grafo dirixido denominase arbol se é conexo e non conten ciclos. Unha arbore de
expansion dun grafo dirixido G é unha arbore que é subgrafo de expansion de G. Ademais,
se G ten unha raiz r, decimos que GG é unha arbore dirixida, ou ramificacién con raiz
r. Do mesmo xeito, un bosque dirixido é un grafo dirixido no que as stias compoiientes

conexas son arbores dirixidas.

4.2. Matrices de incidencia

Unha particularidade dos grafos dirixidos en contraposiciéon cos non dirixidos é, como
vimos previamente, que a sta informaciéon pode resumirse en matrices de incidencia. Por
ese motivo, nesta secciéon presentamos algins resultados relacionados coas matrices de in-

cidencia que axudan a caracterizar os grafo que representan.

Lema 4.3. Dado G un grafo dirizido con n vértices. A matriz de incidencia, B, de G ten

rango como mdzrimo n — 1.
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Demostracion. Ao sumar todas as filas de B chegamos a unha fila onde todas as entradas
son 0. [1] O

Teorema 4.4. Un grafo dirizido G con matriz de incidencia B € un bosque se e sd se as

columnas de B son linealmente independentes.

Demostracion. Vexamos que G contén un ciclo se e s6 se as columnas de B son linealmente
dependentes.

“ =7 Suponamos que C é un ciclo en G con vértices {vg, v1,...,v;} e aristas {e1,...,ex},
e as columnas de B que corresponden a esas aristas son ¢y, co, ..., cg. Se tomamos x; = 1
se e; ¢ unha arista “cara diante” e x; = —1 se e; é unha arista “cara atras” no ciclo C
(parai=1,...,k), entén a combinacion xjcy + xaca + ... + zcp € igual a 0.

“ < 7 Supofiamos que as columnas de B son linealmente dependentes. Enton dadas as
columnas c1, ..., c; de B e os enteros 1, ..., 2, 7# 0 tense que x1¢1 +x2¢2+. ..+ xRk = 0.
Tomamos E’ como o conxunto de aristas que corresponden as columnas ci,...,c; e V/
o conxunto de vértices incidentes nas arista de E’ e escribimos o grafo G' = (V' E').
Tense entén que no grafo subxacente non dirixido correspondente todos os vértices tenen
ao menos grao 2, e, polo lema 2.5 vemos que ningunha das componentes conexas do grafo
subxacente non dirixido é un arbol, en consecuencia, todas as componentes conexas do
grafo subxacente non dirixido contenen ciclos e este grafo non dirixido non pode ser un
bosque. [1] O

Teorema 4.5. Dado un grafo dirizido G con n vértices e p componentes conexas, enton a

matriz de incidencia B de G ten rango n — p. .

Demostracion. FEn consecuencia do Teorema 4.4, o rango de B é o niimero de aristas dun
bosque maximal, T, contido en G. Se p = 1 verificase que T' é unha arbore e ten exactamente
n — 1 aristas, entén B ten rangon — 1 =n — p.

Supoiiamos agora que p # 1. Entén G pode separarse nas siias compoiientes conexas e
entén, T' é unién disxunta de p arbores. Suponamos que esos arbores tefien un nimero
ni,na,...,n, de vértices respectivamente. Entén a matriz de incidencia B de G ten rango
(n—1)+Mme—1)+...+(np—1)=n—p. [1] O

Definicion 4.6. Unha matriz dise unimodular se é unha matriz de enteros cuxo deter-
minante é +1 ou -1. E unha matriz dise totalmente unimodular se é unha matriz de

enteros para a cal cada submatriz cadrada ten determinante 0,41 ou -1.

Teorema 4.7. Dada B a matriz de incidencia dun grafo dirizido G. Enton B € totalmente

unimodular.
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Demostracion. Tomamos calquera submatriz cadrada, B’, de B con k filas e columnas.
Usamos induccién en k . Se k = 1, B’ vai ter determinante 0,+1 ou -1 trivialmente.
Tomamos agora k # 1. Se B’ contén unha columna de ceros, entéon detB’ = 0. Asumimos
agora que todas as columnas de B’ contenen duas entradas distintas de cero e, nese caso,
B’ define un grafo dirixido G’ con k vértices e aristas. Entoén, polo teorema 4.4 as columnas
de B’ son linealmente dependentes e de novo detB’ = 0. Por tltimo, asumimos que hai
unha columna de B’ que ten exactamente unha entrada distinta de cero. Entén calculamos
o determinante de B’ expandindoa con respecto a dita columna. Obtense entén un factor
+1 multiplicado polo determinante dunha ((k — 1) x (k — 1))-submatriz cadrada B”, e o

resultado seguese por induccion. [1] O

Corolario 4.8. Dado un grafo dirixido G con n vértices e n — 1 aristas. Dada M a matriz
construida a partir da matriz de incidencia, B, de G eliminando unha fila arbitrariamente.

Se G € un drbol, enton detM = +1 ou detM = —1, noutro caso detM = 0.

Demostracion. A fila que se elimina de B é necesariamente unha combinacion lineal doutras
filas de B. Polo teorema 4.5 M ten rango n — 1 se e s6 se G é un arbol. E, en consecuencia

do teorema 4.7, tense o resultado. [1] O

Definicién 4.9. Un arbol de expansion dun grafo dirixido G é un subgrafo T' de G que

verifica que |T'| é arbol de expansion de |G].

Teorema 4.10. Dada unha matriz M construida a partir da matriz de incidencia de G
eliminando unha fila arbitraria, o nimero de drbores de expansion de G wven dado por
det(MMT).

Demostracion. Sexa n o namero de vértices de G. Para calquera subconxunto S formado
polos indices de n — 1 columnas, denotamos por My 4 matriz formada polas n — 1 columnas

de M que corresponden S. Entén temos que:
det(MM7T) =3 g det(M;MY) =" o(detMg)?

sendo a primeira igualdade consecuencia do teorema de Cauchy-Binet !. Polo corolario
4.8, detBg # 0 se e s6 se as aristas de G que corresponden a S forman un arbol, ademais,

nese caso (detMg)? = 1 e tense o resultado. [1] O

'Podese ver unha demostracion do Teorema de Cauchy-Binet en [3]



Capitulo 5
Grafos planos

Como xa vimos antes, algins grafos contan coa propiedade de poder representarse sobre
un plano sen que as suas aristas se corten, neste capitulo estudaremos algins resultados

sobre estos que tenen certo interese.

5.1. Introduccién

Un grafo pode representarse graficamente nun plano de distintas formas, por exemplo:

A informacién que contefien ambas graficas é a mesma, xa que representan o mesmo
grafo, pero existe unha diferencia notable entre ambos: no da parte esquerda hai duas
aristas que se cortan, mentres que no da dereita non. Estes grafo que poden representarse
nun plano sin que as stas aristas se corten reciben o nome de grafos planos. O nimero
de cruce dunha representacion grafica dun grafo é o nimero de pares de aristas que se

cortan. Nun grafo plano verificase necesariamente que o ntimero de cruce é 0.
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5.2. Formula de Euler

Xa estudamos parte da contribucién do mateméatico aleman Leonhard Euler & teoria
de grafos co problema dos pontes de Konigsberg, pero esta non acabou ahi. Euler intentou,
con éxito, establecer unha relacion entre os vértices, as aristas e as caras dun grafo. Cando
falamos de caras referimonos as rexions nas que se divide o plano nunha representaciéon
grafica dun grafo conexo. E preciso tamén definir unha cara exterior que se corresponde co

plano exterior da representacion.

Exemplo 5.1. Dado un grafo G con representaciéon grafica:

O numero de vértices de este grafo é: V = 5, o nimero de aristas é: £ = 7 e o nmero
de caras é: F' = 4, as tres rexions nas que divide o plano mais a cara exterior.
No ano 1750, Euler demostrd o seguinte resultado, que da a relaciéon entre as aristas,

os vértices e as caras dun grafo:

Teorema 5.2. Dado un grafo G, supoiiamos que a sia representacion grdfica nun plano
ten un numero v de vértices, e de aristas e f de caras. Verificase entin:
v—e+ f=2

Demostracion. Procedemos por induccién no ntmero de aristas. Se e = 0 o grafo necesa-
riamente ten v = 1 e f = 1, polo tanto se verifica o teorema. Se ¢ = 1 ou e = 2 temos un
camino de e + 1 vértices e 1 cara. Supofiemos entéon que o resultado se verifica para grafos
con un numero de aristas £ ou menor, e tomamos entén e = E + 1. Se G é unha arbore,
enton v = e+ 1 e f = 1, polo tanto,

v—et+f=e+l—e+1=2
xa que doutro xeito G conterfa un ciclo.
Escollemos unha das aristas que participa no ciclo, esta separa duas caras (unha delas pode
ser a cara exterior), polo tanto se eliminamos esta arista obtemos un novo grafo que ten
unha cara e unha arista menos que o inicial. Teria entén E aristas e en termos do grafo
orixinal,

v—(e—1)+(f—-1)=2

e séguese o resultado. [2] O
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Corolario 5.3. Todas as representacions nun plano dun mesmo grafo plano conexo tenen

0 mesmo numero de caras.

Demostracion. Suponamos que o grafo ten e aristas e v vértices e que ten duas represen-

tacions nun plano con nimero de caras f e f’ respectivamente. Enton,
v—e+f=2=v—c+ f

de onde temos f = f’. [2] O

En consecuencia do corolario anterior, falamos das caras dun grafo e non das caras
dunha representacién nun plano.
Cando falamos de grafos planos podemos establecer unha serie de restricciéns sobre o

numero de vértices, aristas e caras. Vexamos algunha a continucioén:

Teorema 5.4. Dado un grafo plano conexo G con e aristas, v vértices e f caras e no cal
ningunha das componentes conexas ten menos de 3 vértices, verificase:
3f < 2e

Demostracion. O resultado se verifica claramente se f = 1 e e = 2, polo tanto podemos
suponier que cada cara de G ten 3 aristas. A matriz de adyacencia arista-cara, A, de G é

unha matriz de dimensions e X f cuxas entradas a;; venen dadas por:

1 se a i -ésima arista pertence & frontera da j -ésima cara
aij =
0 noutro caso.
Denotamos por ¢ a suma de todas as entradas de A. Como cada arista pertence ao sumo a
duas caras de GG, a suma das entradas de cada fila de A é ao sumo 2. Como hai un ntmero
e de filas verificase o0 < 2e. E como cada cara ten como moito 3 aristas na sia fronteira

camplese 3f < o e en consecuencia seguese o resultado. [2] O]

Teorema 5.5. Dado un grafo plano conexo con un nimero v de vértices e e de aristas
onde v > 3, verificase:
e<3v—26

Demostracion. Suponamos que o grafo ten un ntimero f de caras. Polo Teorema 5.4, 3f <
2e, logo f > % Polo Teorema 5.2 tense que v —e 4+ f =2, entén v — e + % < 2. De onde
se deduce que 3v — e < 6 e queda probado o resultado. [2] O

Vexamos estes resultados aplicados agora a un exemplo. Sexa G un grafo plano conexo

con representacion grafica:
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O numero de vértices é v = 4, o de aristas é e = 6 e o de caras é f = 4, polo tanto
verificase a formula de Euler, v —e + f = 4 — 6 + 4 = 2. Ademais, tamén satisfanse o
Teorema 5.4, 3f = 12 < 12 = 2e¢, e 0 Teorema 5.5, ¢ = 6 < 6 = 3v — 6. Se escribimos
ademais outra representacién nun plano do mesmo grafo vemos que o ntimero de caras non

varia:

Corolario 5.6. Todos os grafos planos tenen, polo menos, un vértice de grao menor que

6.

Demostracion. Sexa G un grafo plano con n vértices, n > 3, e m aristas. Procedemos por
reduccion ao absurdo. Suponiamos que todos os vértices de G, {v1,va,...,v,}, tefien grao
maior que 6, d(v;) > 6 con I =1,...,6. Sabemos que: d(vy) +d(va) +...+d(vy) > 2m, en
consecuencia, temos que: 2m = d(v1) + d(v2) + . ..+ d(v,) > 6n. E dicir, m > 3n > 3n —6
e chegamos a unha contradiccién co Teorema 5.5. Polo tanto , ao menos un vértice de G

ten que ter grao inferior a 6. 0l

5.3. Mapas

Cando estamos a falar dun mapa referimonos comunmente a unha representacion grafica
da Terra ou dunha parte dela, por exemplo, un mapa dun continente dividido en paises
ou un mapa dun pafs dividido en comunidades, provincias ou estados. Podemos recoller

a informacion de calquer mapa nun grafo, por exemplo, un mapa de Espafa dividido en
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comunidades, asigndmoslle un vértice a cada comunidade e unimos dous vértices por unha

arista se as comunidades comparten unha frontera.

Figura 5.1: Mapa de Espana dividido en comunidades.

Figura 5.2: Grafo que representa o mapa de Espana

Francis Guthrie, un estudiante de Hamilton, formuloulle a0 mesmo a seguinte conxe-
tura: os cartografos saben que calquer mapa (o que se entende como mapa en teoria de
grafos) pode ser coloreado por catro cores ou menos, pero existe unha proba matemaética
de iso? Esta conxetura non pudo ser resolta por Guthrie nin polo seu irmén, que tamén era
alumno de Hamilton. En 1859 o matemaético Alfred Kempe publicou unha proba para este
resultado, pero anos mais tarde, en 1890, Percy John Heawood descubri6 unha falacia na
proba de Kempe, xa que atopou un mapa onde a proba deste non funcionaba, e publicou
unha versién menos restrictiva de este resultado, o Teorema das Cinco Cores, que di que
todo grafo plano pode ser coloreado con cinco cores. Pero, en 1976, Ken Appel e Wolfgang
Haken da unha demostraciéon para o resultado inicial, todo grafo plano pode ser coloreado
con catro cores. Foron estos os inicios do que hoxe conécese como coloreado de grafos, que

estudaremos no capitulo seguinte.
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Capitulo 6
Coloreando grafos

Como vimos no capitulo anterior, o feito de colorear un mapa dunha rexién co menor
namero de cores posible deu lugar ao que hoxe se conece como coloreado de grafos. Neste
capitulo introducimos este concepto asi como algins dos resultados mais significativos e

definicions relacionadas co mesmo.

6.1. Introducciéon

A coloracion de grafos é unha asignacion de etiquetas, chamadas cores, a elementos
dun grafo (vértices ou aristas).
Os primeiros resultados sobre coloracién de grafos foron sobre grafos planos en coloraciéon

de mapas, como vimos no capitulo anterior.

Definicion 6.1. Se C = {c1,c2,...} ¢ un conxunto de obxetos indefinidos chamados co-
res, unha C'—coloracion, £, dun grafo G = (V, E') é unha aplicacion:

E:V—C
Os conxuntos V; = {v € V : {(v) = ¢;} son chamados clases de cores. Desta forma, unha
coloracion dun grafo pode ser definida como unha particién do conxunto de vértices, V', en
clases de cores.
Unha coloracién adecuada dun grafo G é aquela na que dous vértices adxacentes non
poden pertencer 4 mesma clase de cor ou dous aristas que sexan incidentes nun mesmo
vértice non poden pertencer & mesma clase de cor (en funciéon de se estamos a colorear
vértices ou aristas). Unha coloracion adecuada se dice n-coloraciéon se o conxunto C' ten
n elementos. Se un grafo G ten unha n-coloracién chamase grafo n-coloreado.
O niimero cromatico, x(G), dun grafo G é o numero natural mais pequeno, n, para o cal

existe unha n-coloracion de G. Usase a expresion “G é n-cromético” para expresar x(G) =
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n. Unha coloracién de G en x(G) cores se llama minimal. Claramente, G é n-coloreado

para todo entero n verificando n > x(G).

Exemplo 6.2. Neste exemplo preséntase un grafo GG, primeiro cunha coloracién adecuada

para os vértices, o conxunto de cores é C' = {c1,c2,c3} onde: ¢ é vermello, co é azul e c3

(1)
(2~ s —(4)—>5
(6) (7)
(8)—9 @ 1

A continuacién presentamos o mesmo grafo GG pero neste caso cunha coloracién ade-

é verde. Ademais, o nimero cromatico é 3.

cuada para as aristas, o conxunto de cores é C' = {c1, ca, 3,4} onde: ¢; é vermello, ¢y é

azul, cg é verde e ¢4 é negro. Ademais, o niimero cromatico é 4.

Teorema 6.3. Dado un grafo G, se A é

Demostracion. Procedemos por inducciéon. Se G ten un tnico vértice, A = 0, xa que o
grafo non ten aristas, e entén este pode colorearse cun s6 cor e verificase o resultado.
Suponiamos agora que o resultado verificase para un grafo con n vértices e vexamos que
se cumple tamén para un grafo con n + 1 vértices. Tomamos agora un grafo con n + 1

vértices e un vértice v de G. Consideramos o grafo G’ = G\v que ten n vértices. Deste
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modo, para todo vértice w de G’, o grao deste vértice en G’ é menor ou igual que en G, xa
que en G’ o nimero de aristas incidentes en w é igual que en G’ ou en todo caso menor, xa
que ao eliminar o vértice v podemos estar a eliminar alguna arista incidente en ambos. En
consecuencia, A(G') < A(G). Por hipétese de induccion temos que x(G’) < A(G) +1. E
dicir, exista unha coloracion de G’ con, ao sumo, A(G)+1 cores. Partindo desta coloracion
podemos obter unha coloracién de G asignando un color ao vértice v. Como o grao de v é
menos ou igual que A(G), este vértice ten ao sumo A(G) aristas incidentes nel, polo tanto
hai, ao sumo A(G) cores que non podemos usar para colorear o vértice v. En consecuencia,
se asignamos unha cor distinta deles conseguimos unha coloraciéon de G con, ao sumo,

A(G) + 1 cores. O

Sexa H calquer subgrafo de G verificase x(H) < x(G). Se se cumple x(G’) < x(G)
para todo G’ subgrafo propio de G decimos que o grafo G é critico con respecto ao niimero

cromatico. Un grafo critico G que ten ntmero cromético x(G) = n denominase n-critico.

Proposicion 6.4. Todo grafo G con nimero cromdtico n ten un subgrafo n-critico.

Demostracion. Suponamos que G non é un grafo n-critico, polo tanto, debe conter un
subgrafo propio G’ tal que x(G’') = n. Pode ocorrer enton que G’ sexa n-critico ou que
contefia un subgrafo propio G” que verifica x(G") = n. Procedendo do mesmo xeito, temos
construida unha secuencia de subgrafos G,G’,G”,... de modo que todos tefien niimero
cromatico n. Esta secuencia debe terminar nalgiin momento, xa que o grafo G é finito. En

consecuencia, debe existir un subgrafo G*) que sexa n-critico. O

Teorema 6.5. Dado G un grafo n-critico, verificase:
0(G)>n—1

Demostracion. Suponamos que G é un grafo n-critico e v é un vértice calquera de G. Entén
G\v é un subgrafo propio de G e en consecuencia, x(G) < n — 1. Escollemos agora unha
(n —1)-coloracion, €, de G\v e denotamos por N (v) o conxunto de vértices adxacentes a v.
Se |[N(v)| < n — 1, hai unha cor da coloracion € que non é necesario utilizar para colorear
os elemetos de N (v). Aplicamos esa cor a v e aplicamos € a todos os demais vértices de
G, en consecuencia, temos unha (n — 1)-coloracion de G pero eso non pode ocorrer, polo
tanto, necesariamente |N(v)| # n — 1. Por tanto,
dg(v) = [N(v)| 2 n—1

para todo vértice v de G, e camplese 6(G) > n — 1. [2] O

Teorema 6.6. Dado G un grafo non critico, verificase:

X(G) <14+ maz{6(G") sendo G’ un subgrafo de G}
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Demostracion. Escollendo un subgrafo x(G)-critico G' de G, polo teorema 6.5 cimplese
X(G) —1<6(G)
e claramente
§(G") < max{dé(H) sendo H un subgrafo de G},

temos asi o resultado. [2] O

Como vimos no capitulo anterior, o inicio da coloraciéon de grafos tivo lugar co Teorema
dos Catro Colores, que di que todo grafo plano pode colorearse con como maximo, catro

colores. Vexamos agora como se verifica este teorema no grafo da Figura 5.3.

L

6.2. Polinomio cromatico

Nesta seccién imos tratar a seguinte cuestion: dado un nimero k de cores, de cantas

maneiras distintas somos capaces de colorear un grafo? Por exemplo, se temos o grafo

O—0

e un conxunto con 2 cores (azul e verde), poderiamos colorear este grafo de duas formas

distintas.

(D)——2 1 —(2)

Se temos ese mesmo grafo pero un conxunto con 3 cores (azul, verde e negro), pode-

riamos colorear o grafo de 6 formas distintas.
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s —® @
O numero de coloracions distintas que pode ter o grafo G con k cores denominase po-
linomio cromatico e dendtase por pg(k) e o ntimero desas coloracions nas que se utilizan

os k cores denotase por gg(k). No calculo do polinomio cromatico pédense despreciar as

aristas multiples. Se ocorre que k < x(G) tense que pg(k) = 0.

Exemplo 6.7. Neste exemplo imos calcular o polinomio cromético para un grafo completo
con n vértices, K,,, e un conxunto de k colores. Supofiamos que os vértices estdn nume-
rados, v1,v9,...,v,. Ao primeiro dos vértices podemos asignarlle calquera das k cores, e
polo tanto, para o segundo vértice quedan k — 1 cores, para o terceiro quedan k£ —2... En

consecuencia,

pr, =k(k—1)(k—2)...(k—n+1)= (kf’n),

Teorema 6.8. Se G ¢ unha drbore con n vértices, tense:
pa(k) = k(k — 1"

Demostracion. Suponamos que G é un grafo que pode ser coloreado adecuadamente con
k colores. Escollemos un vértice v; de G e temos k formas de colorealo. A continuacion
escollemos un vértice vo adxacente a v; e temos k — 1 formas de colorealo (podemos escoller
calquer cor excepto o que utilizamos para v;). Continuamos este proceso. Despois de ter
coloreados t vértices escollemos un vértice v;y; que non este coloreado pero que sexa
adxacente a un que si o estd, digamos v;. O vértice vey1 s6 pode ser adxacente a un vértice
en GG, xa que se o fora a mais formariase un ciclo e serfa unha contradiccién con que G sexa
unha arbore. Desta forma, vy11 pode recibir calquera dos k — 1 cores distintos do que é
utilizado para v;. Continuamos este proceso ata que temos o grafo coloreado por completo.
En resumen, temos k cores para elexir ao colorear o primeiro vértice e k — 1 cores para

cada un dos outros n — 1 vértices,en consecuencia hai k(k — 1)"~! coloraciones posibles.

2l [

Definicién 6.9. Dado G un grafo, introducimos un grafo G, formado a partir de G. En

primeiro lugar, identificamos a arista e e os vértices nos que é incidente, supofiamos v; e
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vj. Para construir G, eliminamos a arista e e os vértices v; e v; e engadimos no seu lugar
un novo vértice, digamos vg. Ademais, reemplazamos cada arista que une o vértice v; con
calquera outro vértice v; por unha arista que una vy e v; e do mesmo xeito, cada arista que

una o vértice v; con calquera outro vértice v; por unha arista que una vy e v;.

Veamos como construir un grafo G, con un exemplo. Sexa o grafo G con representacion

gréafica:

U1

V2

Neste podemos ver a arista e representada en cor azul e os vértices v; e v9 nos que
é incidente en cor verde. Para construir G, eliminamos os vértices vy,v2 € a arista e, e
engadimos un novo vértice v.Ademais, cambiamos as aristas que inciden en v ou en v

como describimos anteriormente e temos construido o grafo G, con representacion grafica:

Teorema 6.10. Para un grafo G e unha arista calquera e deste grafo, verificase
pc(k) = pa\e(k) — pe.(k),

sendo G \ e o grafo construido a partir de G eliminando a arista e.

Demostracion. Consideramos unha coloracion adecuada de G\ e. Esta pode ser de dous
tipos: un no que os dous vértices nos que incide e tefian o mesmo cor e outro no que estes
vértices tenan distinto cor. As coloraciéns do primeiro tipo correspéndense coas coloracions
adecuadas de G, e as coloracions do segundo tipo correspéndense coas coloraciéns adecua-
das de G. Enton,

pe\e(k) = pa. (k) + pa(k),
e tense asi o resultado. [2] O
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6.3. Teorema de Brooks

Para establecer a relaciéon entre o polinomio croméatico dun grafo e o maior de todos
os graos dos vértices de este, formulouse o que hoxe é coniecido como Teorema de Brooks
e que presentamos a continuacion.

Dado un grafo G = (V, E) e unha coloracién adecuada de dito grafo, £, chamamos cadea
de Kempe ao grafo G;; con conxunto de vértices {v € V tal que £(v) = ¢; ou ¢;}, sendo
¢; e ¢j duas cores de . Con outras palabras, se temos un grafo G, unha cadea de Kempe

é un grafo inducido por todos os vértices de GG que estan coloreados con duas cores dadas.

Teorema 6.11 (Teorema de Brooks). Sexa G un grafo conexo que non € nin completo nin
un ciclo de lonzitude impar, tense:

X(G) <A(G)

Demostracion. Suponamos que G é un grafo conexo que non é nin completo nin un ciclo
de lonxitude impar con |V| = n, e suponamos que A(G) = m. Imos asumir que m > 3 xa
que o unico caso posible, se m < 2 é que o grafo sexa un camino ou un ciclo, e nese caso
verificase x(G) = A(G) = 2.

1) Suponamos que G é un grafo non regular.
Escollemos un vértice v, verificando d(v) < m. Enton, G\v ten menos de n vértices e,
por hipotese de induccion, este pode ser coloreado en A(G\v) < A(G) cores. De feito,
G\V pode ser coloreado como moito con m cores. Dado que d(v) < m, habera menos
de m cores utilizados nos vértices adxacentes a v en GG, entén, hai unha cor que non

se usa en ningun destes vértices. Aplicando esa cor a v temos unha n-coloracion para

G.

11) Consideramos agora un grafo G regular de grao n e suponemos que non pode colo-
rearse de forma adecuada con n cores e procedemos por reduccién ao absurdo.
Escollemos un vértice v; por induccién en G\v ten unha n-coloracion £. Podemos
asumir que os vértices adxacentes a v reciben os n cores (en caso contrario procede-
mos como no caso (I)). Chamaremos a estes vértices adxacentes a v: vy, va,...,v, €
&(vi) = ¢;. Escollemos dous de esos vértices, v; e v; e consideramos a cadea de Kempe
G;j. Se v; e v; estdn na mesma componente conexa de G;j, pédense intercambiar os
cores ¢; e ¢; en todos os vértices da componente conexa 4 que pertence v; e continia
sendo unha coloraciéon adecuada, pero, nesta coloracién non hai vértices de cor ¢; ad-
xacentes a v, polo tanto, v pode colorearse ca cor c;.

Polo tanto, s6 necesitamos considerar o caso no que v; e v; pertencen 4 mesma com-

poiniente conexa de Gjj, para cada i e j. Enton, para cada par de vértices v; e v;
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adxacentes a v, existe un camino F;; dende v; a v formado por vértices coloreados
con ¢; e cj en &.

Imos comprobar agora que P;; = G;. Suponamos que v; ¢ de grao maior ou igual a
2 en Gj;. Enton, v; ten dous vértices adxacentes de cor cj, e hai un cor ¢; que non
colorea a ningtn vértice adxacente a v;. Podemos recolorear v; con ¢ e v con ¢; e
temos unha n-coloraciéon de G. Entén v;, é igualmente para v;, ¢ de grao 1 en Gjy;.
Digamos que hai un vértice v;1 que é adxacente a v; en G;j; entén v;; = v2 ou v;1 ten
grao maior ou igual a 2 ou v;; ¢ adxacente a un tnico vértice vz en Gyj.

Se G;; non é un camino, ten que haber un vértice w de grao maior ou igual a 3 que
sexa adxacente a v en Gjj. Se {(w) = ¢;, entén w é adxacente a 3 vértices coloreados
en ¢;, entén, debe haber unha cor ¢; que non coloree a ningin vértice adxacente a
w. Podemos entén recolorear v; con ¢j, vi1 con ¢;, V2 CON Cj, ..., W CON Ci € U con
calquera color agas c¢;, dando asi unha nova n-coloracion de G. O caso £(w) = ¢j é
similar a este.

Cada Gj; ¢ un camino dende v; a v;. Supoiamos que u pertence aos caminos G;; e
G con j # k. Enton, {(u) = ¢; e, a menos que u = x;, u ten dous vértices adxacentes
coloreados ca cor ¢; e dous con c¢i. De novo, hai algin cor que non colorea a ningtn
vértice adxacente a u e podemos recolorear o grafo. Polo tanto, as cadeas de Kempe
80 se intersecan nos vértices iniciais e finais.

Suponiamos agora que hai dous vértices v; e v; adxacentes a v pero que non son adxa-
centes entre eles en G, entén, tampouco son adxacentes en G v, e o camifio G;; contén
un vértice distinto de v;, digamos w, adxacente a v; con £(v;) = ¢;. Escollemos unha
cor ¢y, (distinto de ¢; e ¢;) e intercambiamos as cores dos vértices de Gy, entoén agora,
v; colorease ca cor ¢;. Consideramos a cadea de Kempe para esta nova coloracién de
G\v. Claramente u pertence 4 jk-cadea!, xa que é adxacente a v;, que é o vértice
final da jk-cadea . De igual forma, w pertence a ij-cadea. E esto contradi o dito no
primeiro paragrafo.

Polo tanto, todos os vértices adxacentes a v son adxacentes entre eles. Como v é un
vértice calquera de G e G é conexo, este debe ser un grafo completo. Pero esto contradi

a hipotese do teorema. [2]

!Cando falamos dunha ij-cadea facemos referencia a unha cadea que une os vértices v; e v;



Capitulo 7
Un exemplo con R

Neste tltimo capitulo imos ver unha forma de representar grafos coa ferramenta R.
Iremos vendo como programar en R algtins dos grafos que hemos utilizado durante o
traballo, sempre dunha forma o maéis sinxela posible.

En primeiro lugar, debuxamos un grafo non dirixido e un dirixido: ambos grafos con 3

vértices que estan numerados.

gl <- graph( edges=c(1,2, 2,3, 3,1), n=3, directed=F )
plot(gl)

Para o grafo dirixido, usamos un codigo similar ao caso non dirixido coa diferenza de que

cambiamos o parametro "directed", é dicir, dirixido, de F' (falso) a T' (verdadeiro).

g2 <- graph( edges=c(1,2, 2,3, 3,1), n=3, directed=T )
plot(g2)
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Implementamos a continuaciéon un exemplo de grafo completo con 5 vértices, que ten

un comando sinxelo e especifico:

g3 <- make_full_graph(5)
plot (g3, vertex.size=10, vertex.label=NA)

Un grafo bipartito representariase da seguinte forma, neste caso, na primeira lifia de
codigo establecemos as aristas e na segunda damoslles aos vértices o nome que desexamos,
por exemplo os vértices que estan na columna da esquera son os V; e os da dereita os W;

coni=1...4:

bipartito<-graph.formula(0--1,1--2,2--3,4--5,5--6,6--7)
V(bipartito) $1abel<—c("V1“ s nyn s nyon s nyan s nysan s ny3" ) IIV4II s uw4||)
plot(bipartito)
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@ @
@ @
® @

Ademas, podemos asignarlle as aristas uns parametros, como pode ser o peso, vexamos

como facelo sobre o exemplo anterior:

bipeso<-graph.formula(0--1,1--2,2--3,4--5,5--6,6--7)
V(bipeso)$label<-c("V1", "W1i", "y2" "w2" "y3", "wW3","V4", "Wa")
E(bipeso)$label<-c("(5)","(3)","(@","2)","(2)","(1")
plot (bipeso)

® ®
3y

@ o @

® o ®
@

Como vimos antes, podemos definir un grafo a partir das matrices de adxacencia e
incidencia, pero ao traballar en R, s6 podemos facelo a partir da matriz de adxacencia,

vexamos CcOomo:

f1 <- ¢(0,1,0,0,1,0)
f2 <- ¢(0,0,0,1,0,0)
£3 <- ¢(0,1,0,1,0,0)
f4 <- ¢(0,1,0,0,0,0)
f5 <- ¢(0,0,0,1,0,1)
f6 <- ¢(1,0,1,0,0,0)
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adx <- rbind(f1,f2,f3,f4,f5,f6)
gadx<-graph.adjacency (adx)
plot(gadx)

Neste caso, primeiro construimos a matriz de adxacencia por filas co comando rbind e logo
construimos o grafo co comando graph.adjacency.
Por tltimo, podemos colorear os grafos en R, xa sexan as aristas ou os vértices. Vexamos

como podemos facelo: en primeiro lugar, suponiamos que temos un grafo calquera:

color<-graph.formula(0--2,0--3,1--2,1--5,2--5,2--3,3--4,3--6,4--6,
5--7,5--8,7--8,8--9,6--9,6--10,9--10,8--11,9--11)
plot(color)

Imos agora a colorear os vértices deste grafo:
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V(color)$color<-c("red","green","blue","red","blue","green","red",
llredll s llgreenll s llbluell B Ilgreenll B ||red||)

> plot(color)

E, por ultimo, imos colorear as aristas deste mesmo grafo:

E(color)$color<-c("blue","red","green","red","black","blue", "black",
"blue","green","red","green","blue","red","blue", "black","green",
"green","red")

E(color)$width <- <¢(3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3)

plot(color)
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