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Resumen

Este trabajo de fin de grado consistird en el enunciado y demostracion del Teorema Funda-
mental del Calculo Integral para la integral de Lebesgue, lo que se llegara a hacer en el capitulo
7. Antes, para poder llegar a ese punto con la base tedrica necesaria, se estudiaran las propie-
dades, definicién y resultados varios de las funciones aboslutamente continuas (capitulo 6); las
funciones de variacién acotada (capitulo 3) y, en particular, su diferenciacion (capitulo 5), para
lo que se usaran como herramienta las Derivadas de Dini (capitulo 4). Sera necesario también
para poder avanzar en la comprensiéon de estos conceptos ciertos resultados como el Teorema de
Recubrimiento de Vitali, que se explica en el capitulo 2; y por supuesto una importante base de
la teorfa de la medida, explicada en los preliminares para después acompanarnos a lo largo de

todo el trabajo.

Abstract

This final degree proyect will consist on enunciate and proof the Fundamental Integral Calcu-
los Theorem for Lebesgue’s integral, what will finally be done at chapter 7. Before that, in order
to reach that point with the necessary theoretical basis, there will be estudied properties, defini-
tion, and variated results about absolute contiuos functions (chapter 6); also bounded variation
functions (chapter 3) and, particullary, their differentiation (chapter 5), for what we will use as
a tool the Dini Derivatives (chapter 4). It will be also necessary for advancing on these concepts’
comprehension certain results such as Vitali’s Covering Theorem, which will be explained in
chapter 2; and of course, an important basis of Measuring Theory, explained on the first chapter,

the preliminaries, for not leaving us until the end of the proyect.
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Introduccion

El Teorema Fundamental del Célculo Integral establece que si f es integrable en [a, b], en-
tonces se tiene que F'(z) = f(x) para casi todo punto x € [a,b], siendo F' la funcion primitiva

de f; ademés, si f es absolutamente continua en [a,b], se tendra que f’ es integrable y que

f(@) = fla) = [, f'(t) dt.

Este teorema ha sido de enorme importancia en la historia del analisis matematico y ha tenido
varias versiones. Ademés de la de Lebesgue, la de Riemann fue muy destacada, aunque acabd
por quedarse algo limitada al no aportar toda la generalidad que se deseaba. Asi, la integral de
Lebesgue permitié dar un claro paso adelante, pues permite integrar funciones que pueden ser
muy irregulares, siempre que se cumplan ciertas condiciones, que en cualquier caso, abarcan un

abanico de funciones mayor que la teorfa de Riemann.

Para poder llegar a este teorema, Henri Lebesgue tuvo, en primer lugar, que estudiar concien-
zudamente una teoria de la medida que seria imprescindible para el desarrollo de sus trabajos.
Es por ello que se dedicaran unas paginas de este proyecto a unos preliminares, es decir, a sentar
las bases y la notacién de ciertos conceptos que resultaran capitales para poder avanzar en los

contenidos hacia el objetivo final.

Una vez detallada esta teorfa de la medida, procederemos a estudiar los conjuntos de Vitali,
para poder asi probar el Teorema de recubrimiento de Vitali, que da nombre al capitulo 2. Sera
este de gran importancia, pues se usard posteriormente en la prueba de varios resultados sobre
la. diferenciacion de funciones de variaciéon acotada, véase la Proposiciéon 4.5 o el Teorema de

Lebesgue (Teorema 5.2),

Para el teorema que nos acontece, son de vital importancia, como ya se ird4 viendo a medida
que se avance en la lectura, las funciones de variacién acotada, que se estudiardn en el tercer
capitulo. Pues seran sus propiedades y su relacién con las funciones absolutamente continuas unas
de las grandes protagonistas de la demostracién final del trabajo. De esta manera, probaremos
que pueden ser escritas como diferencia de dos funciones monétonas, utilizando sus variaciones

negativa y positiva y la descomposicién de Jordan.
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X Introduccion

Una vez dadas ciertas caracteristiacas de las funciones de variacién acotada, se comenzari a
trabajar en la prueba de que son diferenciables, para lo cual, en el capitulo cuarto se introducen
las cuatro Derivadas o Numeros de Dini, que guardan una estrecha relacion con la definiciéon de
diferenciabilidad en si misma. Continuando con el uso de las Derivadas de Dini, se consigue probar
el Teorema de Lebesgue (Teorema 5.2), del que de manera directa en un corolario obtenemos

que toda funcién de variacién acotada es diferenciable casi por doquier.

Por dltimo antes de llegar al teorema principal, estudiamos las funciones absolutamente
continuas, asi como propiedades de las mismas, entre las que seré de gran importancia el hecho de
que toda funcién absolutamente continua sea de variacién acotada, pues esto implicard que toda
funcién absolutamente continua sea diferenciable en casi todo punto, y nos permitira estudiar el

crecimiento o decrecimiento de la funcion a través de su derivada.

Para concluir con el tema que verdaderamente nos ocupa, se probaran una serie de resultados
previos en cuya demostracién se utilizan parte de los contenidos anteriores, y asi, se estara al fin
en condiciones de poder probar el Teorema Fundamental del Célculo Integral para la integral de

Lebesgue.

A lo largo del desarrollo de este trabajo de fin de grado, se han utilizado como referencia y
fuente de informacion los libros [Bartle, 1995], [DiBenedetto, 2016] y [Bartle, 2001].



Capitulo 1

Preliminares

En estos preliminares se realizard una breve introduccién a ciertos conceptos que seran utiliza-
dos en los capitulos siguientes. Este capitulo serd pues, una introduccién a la teorfa de la medida,
la medida de Lebesgue, y la integral de Lebesgue, centrandonos en la medida de Lebesgue en R

v su correspondiente integral. Estardn divididos en dos secciones:

» Teoria de la medida e integracion asbtracta en un espacio de medida (X, X, 1), en la que

se trataran definiciones y resultados generales para cualquier espacio de medida.

» Resultados particulares y construccion del espacio de medida de Lebesgue en R, (R, £, u),

en la que se tratara de forma particular la medida, el espacio y la integracion de Lebesgue.

Para la elaboracion de estos preliminares se utiliz6 el libro [Bartle, 1995].

1.1. Teoria de la medida e integraciéon asbtracta en un espacio de
medida (X, X, u).

Definicién 1.1 (o-édlgebra). Dado un conjunto X # (), se dird que X C P(X) es una o-algebra

si cumple que:

1. ), Xe¥X
2. Si E € ¥, entonces, E¢ € %

3. Si {Ep}nen C X, entonces, | J, ey En € 2

La tercera condicién se denomina o—aditividad.
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Definiciéon 1.2 (Espacio medible). Dado un conjunto X # () y ¥ una o-algebra, se define como

espacio medible al par (X, X).

Proposicion 1.3. Sea (X,X) un espacio medible, entonces tendremos que

1. Dado {Ey}}_; C X un conjunto finito de elementos de la o—dlgebrea, tendremos que
UZ:1 EpeX

2. Dado {E,}nen C X, entonces [,y En € 2.

3. Dados E,F € ¥, se tiene que E\F € X.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la definicién de o-algebra. O

Definicién 1.4 (Medida). Sea X un conjunto y ¥ una o—algebra de conjuntos de X. Definimos

entonces como medida en ¥ una funcion p : 3 — R que verifique las siguientes condiciones:

L. u(0)=0
2.0 < u(E) <oco,VEES
3. Si{En}tneny EsNEj; = 0sii#j, entonces:

w(UE) =§u<En>

neN

Definicién 1.5 (Casi para todo punto). Diremos que una propiedad definida sobre un conjunto
E C R se verifica para casi todo punto (c.t.p), o casi por doquier (c.p.d) cuando el conjunto de

puntos en los que no se verifica tiene medida nula:
P(x) es cierta c.t.p x € E] & [,u({:n € E | P(x) es falsa}) =0

Definicién 1.6 (Espacio de medida). Dada una o—élgebra ¥ en X y u una medida en X,

definimos un espacio de medida como el triple (X, X, p).
Definicién 1.7 (Espacio de medida finito y o-finito). Dado un espacio de medida (X, %, u),
diremos que

1. Es finito si p(X) < oo.

2. Es o-finito si existe {E, }neny C X tal que X =, ey En ¥ 1(Ey,) < 0o para todo n € N,

Definiciéon 1.8 (Espacio de media completo). Dado un espacio de medida (X, ¥, u), diremos

que es completo si cualquier subconjunto de un conjunto medible de medida nula es medible.
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Teorema 1.9. Dado un espacio de medida (X,%, 1), se tendrd que:

1. Si E,F € ¥ son tales que E C F, entonces u(E) < pu(F') (monotonia de la medida).
2. Si E,F € ¥ son tales que E C F y u(E) < oo, entonces, u(F \ F) = p(F) — u(E).

3. E,F € X son dos conjuntos cualesquiera, entonces, w(EUF) < p(E)+u(F). En particular,
dada { Ex}reny C X una coleccion finita de conjuntos (no necesariamente disjuntos), se tiene

que:

1 (U Ek> < Z,u(Ek) (Subaditividad numerable).

keN keN

Demostracion. Este resultado es consecuencia de la definicién de espacio de medida y de los
resultados [Bartle, 1995, 3.3 Lemma] y [Bartle, 1995, 3.4 Lemma) O

Definiciéon 1.10. Sea E C Xy f : E — R := [~00, 00| y un ntimero arbitrario o € R, definimos

Definicién 1.11 (Funcién medible). Sea E € ¥y f : E — R, se dice que f es una funcién

medible en E si se cumple que
[f > a] € 3, para todo o € R

Lema 1.12. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. [f > a] € ¥ para todo o € R
2. [f <a] € X para todo a € R
3. [f > a] €  para todo o € R

4. [f > a] € ¥ para todo a« € R

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 2.4 Lemma) O

Observacion 1.13. Si f es una funcion medible, entonces [f = a] € ¥ para todo a € R. En efecto,

basta ver que [f = o] = [f > o] N[f < o] y utilizar las propiedades de la o—algebra.
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Teorema 1.14. Dado E € 3, f,g: E — R medibles y ¢ € R, entonces se tiene que las funciones
cf, f£ag,\fl, fg v f/g, esta dltima cuando g # 0 c.p.d en E, son medibles en E.
Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 2.6 Lemma) O
Teorema 1.15. Si f : E = R, con E € ¥ es una funcion continua excepto en un conjunto de
medida nula, entonces se tiene que f es medible.

Demostracion. Por definicién de funcién medible, si modificas una funcién medible en un con-

junto de medida nula, el resultado es medible. O
Definiciéon 1.16 (Funcion simple y simple medible). Dado un conjunto £ C X, diremos que
s: ' — R es una funcion simple si existen:
L {Ep}p_,C X talesque E,NE; =0,i# j,y U1 Ex =F
2. {ak}zzl CR
tales que s(z) = Y p_; arXxE, (z). Diremos que es simple medible si E € ¥ y Ej, € ¥, para todo
keN.
Teorema 1.17 (Teorema de aproximacion de funciones medibles). Si f es una funcion medible
no negativa en E, entonces existird una sucesion de funciones simples medibles {on }ner tal que
1. 0 < pp(z) < ppt1(z) para todo x € E, n € N.

2. f(x) =limy 00 pn(x) para todo z € E.

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 2.11 Lemmal O

Notacion 1.18. Para referirnos a la integral de una funcién medible consideraremos el espacio de
medida (X, X, )

Definicién 1.19 (Integral de una funciéon simple medible no negativa). Sea ¢ una funcién simple
medible no negativa, siguiendo la Definicién 1.16. Definimos la integral de ¢ con respecto a p

Ccomo n
/sodu => apu(Ep) €R
k=1

Ademas, si E € ¥ es un conjunto medible, definiremos la integral de ¢ en E con respecto a
como

/«pduz/@xEduzzaku(EﬂEk)ER
E k=1
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Lema 1.20. El conjunto de las funciones simples medibles no negativas tiene estructura de

R-espacio vectorial.

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 4.3 Lemmal]. O

Definicién 1.21 (Integral de una funcién medible no negativa). Dada f es una funcion medible

no negativa, definimos su integral con respecto a p como

/fdu:sup{/cpdu’goes medible no negativa y 0 < ¢(x) Sf(w),VweX} €R

De manera similar, definiremos la integral de f sobre un conjunto F € ¥ medible con respecto

/Efduz/fxEdueR

Teorema 1.22. Dadas dos funciones f,g medibles no negativas se tiene que:

/fdu</gdu
[ raus | fan

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 4.5 Lemmal. O

a [, como

1. i f < g, entonces

2. SiE,FeXyFECF, entonces

Teorema 1.23 (Teorema de la convergencia monétona). Sea { fy, }nen una sucesion de funciones

fn: X = R medibles y no negativas tales que:

v fu(x) < fuy1(x) para todo z € X, n € N.
» limy, oo fu(2) = f(x), para todo x € X, siendo f : X — R una funcién medible no

negativa.

Entonces se tendrd que:
/fdu Zggrgo/fndu

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 4.6 Monotone Convergence
Theorem]. O

Lema 1.24 (Lema de Fatou). Si {f,}nen €s una sucesion de funciones medibles no negativas,

entonces:

. < Yo
/ liminf f, dy < lim inf / fndp
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Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 4.8 Fatou’s Lemmal]. O
Corolario 1.25. Si f es una funcion medible no negativa y definimos A : & — R como

A(E) Z/Efdu

entonces \ es una medida.

Demostracion. La demostraciéon puede encontrarse en |Bartle, 1995, 4.9 Corollary|. O
Corolario 1.26. Si f es una funcion medibles no negativa, entonces f serd igual a 0 para cast
todo punto en X siy solo si [ fdu=0.

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en |Bartle, 1995, 4.10 Corollary]. O

Definicién 1.27. [Funcién Lebesgue integrable] Dada una funcién f : X — R, diremos que es

Lebesgue integrable si se verifica que

y, en tal caso, definimos la integral de Lebesgue de f con respecto a p como

[tan=[ran- [ 5 an

De manera anéloga, si FF € X diremos que f es integrable en F si las integrales correspondientes

a la parte positiva y negativa de f son finitas sobre E, y de cumplirse:

/Efduszﬁdu—/Ef—du

Al conjunto de las funciones medibles Lebesgue integrables se le denotara por L£(X,X,u), o

cuando no exista posibilidad de confusion £(X).

Teorema 1.28. Una funcion medible f serd Lebesgue integrables si, y solo si |f| es Lebesque

‘/fdﬂ'ﬁ/lfldu

Demostracion. La demostracion esta en [Bartle, 1995, 5.3 Theorem]| O

wntegrable, y en tal caso

Teorema 1.29 (Teorema de la convergencia dominada). Sea {fy }nen una sucesion de funciones
Lebesque integrables que converge casi por doquier una funcidn real medible f. Si existe una

funcidn g Lebesque integrable tal que |f,,| < g para todon € N, entonces f serd Lebesgue integrable

/fduzgggo/fndu

y ademds
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Demostracion. La demostracion estd en |Bartle, 1995, 5.6 Lebesgue Dominated Convergence
Theorem]| O

Definicién 1.30. Dado un espacio de medida (X, %, u), v f € L(X, %, ), definimos:

N,(f) :Z/Ifldu

Esta aplicacion es una seminorma en £(X, 3, u).

Definiciéon 1.31 (Funciones equivalentes). Dadas dos funciones f,g € L(X, 3, u), se dird que

son equivalentes si son iguales salvo en un conjunto de medida nula, es decir:
f~g&e [FE X, con p(X\FE) =0, tal que f(z) = g(x),Vz € E]
Esta relacién es una relaciéon de equivalencia.

Observacion 1.32. De esta relaciéon de equivalencia surge el considerar sus clases de equivalencia,

que denotaremos por [f]:
[f1={g € LIX, 5, p)lg ~ f}

Definiciéon 1.33 (El espacio £P, con 1 < p < o00). Definimos el epacio £P(X, 3, u) como el
conjunto cociente formado por todas las clases de equivalencia de funciones de £(X, %, u) en las

que se cumple que
/ |fIPdp < oo

En este espacio, definimos la norma

1A Mee = I Fller = </’f‘pdﬂ>i

Teorema 1.34 (Completitud de los espacios LP). Si 1 < p < oo, se tendrd que el espacio
vectorial normado LP(X, %, ) es completo, pues toda sucesion de Cauchy en LP es convergente

a un elemento de este espacio.

Demostracion. La demostracion esté en [Bartle, 1995, 6.14 Completness Theorem]| O

Definicion 1.35 (El espacio £°°). Definimos el espacio £ como el conjunto de las clases
de equivalencias que estan acotadas casi por doquier. Las funciones cuyas clases de equivalencia
pertenecen a L% se denominan funciones esencialmente acotadas. Considerando f € Ly N € X
con p(N) = 0, definimos

S(N) =sup{|f(z)| |z & N}

Por altimo, definimos el supremo esencial de una funcion perteneciente a £ como:

[fllzoe = Mf{S(N)|u(N) = 0}
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Teorema 1.36. El espacio vectorial normado L™ es un espacio completo utilizando como norma

el supremo esencial dado en la Definicion 1.35.

Demostracion. La demostracion esté en [Bartle, 1995, 6.16 Theorem]| O

1.2. Resultados particulares y construccién de (R, L, u).

Definiciéon 1.37 (Celda en R). Dados a,b € R, con a < b, se define una celda en R con extremos
a y b como un conjunto con una de las siguientes formas:

1. (a,b) ={z € Rla < z < b} (celda abierta)

2. [a,b] = {z € Rla < x < b} (celda cerrada)

3. (a,b] = {x € Rla < x < b} (celda semiabierta o semicerrada)

4. [a,b) = {z € Rla <z < b} (celda semiabierta o semicerrada)

Observacion 1.38. Las celdas son intervalos de la recta real, sin embargo, los intervalos no aco-

tados como (—o00,a), (00, al, [b, c0), (b, 00), (—00, +00) no entran en la categoria de celdas.

Definicion 1.39 (Longitud o volumen de una celda en R). Se define la longitud o volumen de

una celda I C R de extremos a y b como

I(I)=b—a
Observacion 1.40. Las celdas abiertas, cerradas y semiabiertes o semicerradas cuyos extremos
coincidan tienen la misma longitud, es decir, {((a,b)) = I([a,b]) = I((a,b]) = I([a,b)) = b — a.
Observacion 1.41. El conjunto vacio se puede considerar una celda abierta cuyos extremos coin-

ciden, es decir I(}) = ((a,a)) =a —a = 0.

Definiciéon 1.42 (Translacion de A por x). Sea A C Ry x € R, se define la translacion de A
por T como:

r®A={r+a|ac A}
Si I es una celda en R, entonces x @ I también lo sera, y l(x @ I) = [(I)

Definicion 1.43 (Medida exterior de un conjunto F). Dado un conjunto E C R, definimos la

medida exterior del conjunto E como:

©*(E) = inf { > 1) EC | I, con Iy celda de R, VE € N}
k=1 k=1
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Proposicion 1.44. Lo medida exterior cumple las siguientes propiedades:

1. 0 < p*(F) < o0 para todo E C R; y p*(0) = 0.
2. Dado E C F, se liene que p*(E) < p*(F).
3. Dados {Ey}nen C P(R), entonces

neN neN
Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 12.3 Theorem]| O

Observacion 1.45. Notese que es posible que p*(F) = oo, por ejemplo si F = R.

Definiciéon 1.46 (Condicion de Carathéodory). Sea p* la medida exterior de los subconjuntos

de R. Se dird que F C R verifica la condiciéon de Carathéodory si
w(A)=p (ANE)+pu (ANES), VACR
A la coleccién de conjuntos que cumplen esta condicion se la denota por L.

Observacidon 1.47. Por la subaditividad de la medida exterior, esta condicién es equivalente a

que para todo A C R, con p*(A) < oo, se tenga que
WH(A) = W (AN E) + (AN EY).

Teorema 1.48 (Teorema de extension de Carathéodory). El conjunto L formado por todos los
conjuntos que cumplen la condicidn de Carathéodory es una o—dlgebra sobre R que llamaremos
o—dlgebra de Lebesgue, siendo los conjuntos & € L conjuntos Lebesgue-medibles; y la restriccion

de la medida exterior a L es una medida sobre L que llamaremos medida de Lebesque en R.

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Bartle, 1995, 13.5 Theorem| O
Definicién 1.49 (Espacio de medida de Lebesgue en R). Definimos el espacio de medida de
Lebesgue en R como el triple formado por (R, £, i), siendo:

= [ la o-algebra de Lebesgue definida en la Definicién 1.46.

» 4 a la restriccion de la medida exterior p* (ver Definicion 1.43) a L.

A los conjuntos F € L se les llama conjuntos Lebesgue-medibles.

Definicién 1.50 (o-algebra y conjunto de Borel). El o-algebra de subconjuntos de R maés
pequena que contiene todos los conjuntos abiertos se denomina o-algebra de Borel y se denota

por B. Cualquier conjunto en B se dice que es un conjunto de Borel.
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Lema 1.51. Los conjuntos de Borel son conjuntos medibles.

Demostracion. Por consecuencia de [Bartle, 1995, 14.1 Lemmal, todo conjunto abierto es medi-
ble, por ser unién numerable de celdas abiertas, y por ello el o-algebra de Borel estd contenido
en L. O

Teorema 1.52. St f : E C R — R es una funcidn continua, siendo E un conjunto Lebesque-

medible (E € L), entonces se tendrd que la funcion f es medible.

Demostracion. Dado que los conjuntos de Borel son medibles por el Lema 1.51, por la definicién
topolégica de continuidad, se tiene que la imagen inversa de un abierto es es un abierto, y por

tanto, es medible. O
Teorema 1.53. Toda funcion mondtona es una funcion medible.
Demostracion. La demostracion es inmediata si se considera el espacio de medida de Lebesgue.

En efecto, puesto que la imagen inversa de un intervalo mediante una funcién monétona es un

intervalo (en particular, Lebesgue medible), se sigue el resultado. O



Capitulo 2
Teorema de recubrimiento de Vitah

En este capitulo daremos, ademéas de un resultado previo, la definicién de recubrimiento de
Vitali y dos versiones del Teorema de Recubrimiento de Vitali, incluyéndose en este documento
solo la demostracién de la primera de estas versiones. Para ello, se han utilizado los libros
[DiBenedetto, 2016 y [Bartle, 2001].

Teorema 2.1. Sea E € L un conjunto Lebesque medible y f : E — R una funcién Lebesgue

integrable. Entonces, dado € > 0, existe 6 > 0 de forma que si F' C E es un conjunto tal que

[ flam <

Demostracion. Se trata de demostrar la continuidad con respecto al conjunto de integracién.

m(F) < 9, entonces,

Consideremos la sucesion { f,, }men de funciones medibles no negativas dada por:

fm(a:):{ f), f@) <m,

m, f(x) > m.

Resulta claro que limy, o0 fi(z) = f(x) para todo z € E, ademas, f, < fim+1 para todo m € N.

Por lo tanto, en base al teorema de la convergencia mondtona,
lim fmdm = / fdm,

o lo que es lo mismo, para todo € > 0, existe N € N tal que Ym > N, se tiene que:

Og/fdm/fmdm<€,
E E 2

de donde, gracias a la linealidad de la integral,

/(f—fm)dm<€, ¥m > N.
E 2

11
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Tomemos § = €¢/(2N) y sea A C E un conjunto medible tal que m(A) < ¢, se tendra que:

/AfdmZ/A(f—fN)dmﬂL/Adem

</A(f—fN)dm+Nm(A) <§+Nﬁ:e.

O

Definicién 2.2. Sea E C [a,b] y F una familia de intervalos cerrados no degenerados contenidos
en [a — 1,b — 1]. Diremos que F es un recubrimiento de Vitali de E si para cada z € E y cada

s > 0 existe un intervalo J € F tal que z € J y 0<I(J)<s.

Observacion 2.3. Si F es un recubrimiento de Vitali de F, cada punto z € E pertenecerd a
infinitos intervalos de F. En efecto, dado un puntox € E'y s, = % > 0, al ser F un recubrimiento
de Vitali, existiran intervalos infinitos intervalos J,, € F, por ser {s, }nen una sucesion de infinitos

términos, tales que € J,, y 0 < I(Jy,) < $p.

Ejemplo 2.4. Sea I = [0, 1], entonces la familia:
F={Blz,i]|z€InQ,neN}
es un recubrimiento de Vitali numerable de I.

Teorema 2.5 (Teorema de recubrimiento de Vitali). Sea E C [a,b] y F un recubrimiento de
Vitali de E. Entonces, dado € > 0 , existirdn intervalos disjuntos Iv,...,I, € F y una familia

numerable de intervalos cerrados {J;,;i =p+1,...} conlenidos en R tales que

p o0 (e%e]
E-Unc U4 v D UJ)<e
=1

i=p+1 i=p+1

De lo que se sigue que
p

o0
EclJu |J %
i=1 i=p+1

Demostracion. Escogemos I, € F arbitrariamente y suponemos que los intervalos disjuntos
Ii,....Iy,..., I, ya han sido escogidos. Si E C |J!_, I;, basta tomar J; = () para i > p + 1
para concluir la prueba. En caso contrario, definimos JF, como la familia de intervalos I € F
que tienen puntos de E' y que son disjuntos a todos los intervalos Iy,...,I,. Sea A\, <b—a+2
el supremo de las longitudes de todos los intervalos I € F,, y escojamos I,11 € F, de forma
que I(Ip+1) > £),. Esto nos da una sucesion infinita de intervalos {I,, },en, a no ser que E esté

contenido en la unién de un nimero finito de estos intervalos cerrados.
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Supongamos que obtenemos una sucesion infinita {1, },en. Dado que estos intervalos I, son
disjuntos dos a dos y estan todos contenidos en [a—1,b+1], tendremos que Y .o, I(f;) < b—a-+2.

De esta forma, dado un € > 0, existird un pg € N tal que

> )<
, 5
i=po+1
Definamos ahora »
0
Dy, :=E—|]J I
I=1

y consideremos un x € Dp,, arbitario. Dado que F es un recubrimiento de Vitali de F, existira
un intervalo I, € F tal que x € I, y tal que I, N I; = () para todo ¢ = 1,...,pp, con lo que
se tiene que I, € Fp,. De esta forma, sabemos que el intervalo I, intersecard por lo menos un
intervalo I,,, con n > pg. Dado que I, NI; = () para i =1,...,n, se tiene que I, € F y tenemos
que 0 < I(I;) < A\p. Por otro lado, 0 < A, < 2{([,41), con lo que lim,_,o A, = 0, y por tanto
0 < I(I;) < A\, no se cumple para todo n € N. Asi, definimos

n(z) =imf{neN | I,NI,#0}

De esta manera n(z) > py como I € Fp)—1, se tiene que (1) < Ayz)—1 < 20(I(y)). Como
I, contiene al punto x € Dy, y tiene un punto en I, (,), la distancia de = al punto medio de I,,(,)

(al que denotaremos por z,(,)) serd

1 )

Asi, o pertenecerd al intervalo J,;) con el mismo punto medio ) que I,) y cinco veces
su longitud. Para ¢ > pg + 1, sea J; el intervalo formado a partir de I; de este modo. Como el

x € Dy, es arbitrario, este argumento nos lleva a que

Po o)
E-JL=D,c |J
=1 i=po+1

Al mismo tiempo, como [(J;) = 5l(I;) para i > p, concluimos que

O

Observacion 2.6. El teorema de recubrimiento de Vitali se puede formular también en términos

de la medida exterior como sigue.

Teorema 2.7 (Teorema de recubrimiento de Vitali (V.2)). Sea E C [a,b] y F un recubrimiento

de Vitali de E, entonces se tiene que:
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1. Dado € > 0, existen intervalos disjuntos dos a dos I1,...,I, € F cumpliendo que
p
p(E—-|JL) <e
i=1

2. Erziste una sucesion {I;}nen de intervalos disjuntos dos a dos pertenecientes a la familia F

cumpliendo que

p(E—-|JL)=0
=1

3. Existe una sucesion {I;}nen de intervalos disjuntos dos a dos pertenecientes a la familia F

cumpliendo que
o
W) < 3wt
i=1

Observacion 2.8. La demostracion de la segunda versién del teorema se puede encontrar en
[Bartle, 2001, D.5 Theorem]|



Capitulo 3
Funciones de variaciéon acotada

Las funciones de variacién acotada y muchas de sus propiedades seran de gran importancia
a lo largo del trabajo. Asi, en este tercer capitulo veremos la definicion de este tipo de funciones,
algunas condiciones suficientes para ser una de ellas, sus caracteristicas, y diversos resultados
como la Descomposicién de Jordan, que serén utilizados en futuros argumentos. De nuevo, nos
nutriremos de los libros |[DiBenedetto, 2016] y [Bartle, 2001].

Definicién 3.1 (Variaciéon total de una funcién). Sea f : [a.b] — R acotada, y sea P una
particion del intervalo [a,b], a = zp < 21 < ... < x,, = b. Se define la variaciéon total de f en

[a, b] como el nimero finito o infinito
Vila,tl = sup } _|f(@i) = f(i-1)
i=1

Definiciéon 3.2 (Funcion de variacion acotada). Sea f : [a.b] — R, si tiene variacion total finita,

es decir, si

Vila,b] < oo

diremos que f es una funciéon de variaciéon acotada y lo denotaremos como f € BV|a, b].

Proposicion 3.3. Si f es una funcion de variacion acotada [a,b], entonces f es acotada.

Demostracion. Por ser f una funcién de variacion acotada, se tiene que Vy|a, b] < oo, con lo que

por la definicién de variacion total tenemos que:
n
Vila,b] = Sl}ljpz |f (i) — f(zio1)]
i=1

15
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Asi, tomando un z € [a,b], teniendo en cuenta que este podria ser uno de los puntos de una

particiéon, vemos que:
sgpz [f (@) = flzi)| 2 [f(z) = fa)] = [f(2)] = |f(a)]
i=1

De manera que:

[f(@)| < [f(a)] + Vila, 0]
y asf concluimos que f es acotada con cota |f(a)| + V{[a, b]. O
Observacion 3.4. El reciproco no es cierto, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5. Definimos en primer lugar c; :=1 — %, k € Ny sea

f:[0,1] =R

z— f(x) = (=) si z€ ey, )

Grafico de la funcion f(x)

Tt

Figura 3.1: Grafico de la funcion f(x)

Tomando la particién, con m € N:
zo:=1, xTpm:=1, y xp:=c para k=1,...,m—1

vemos que |f(zx) — f(zp—1)| =2parak =1,...,m—1y que |f(zy)— f(xm-1)| = 1, con lo que
se tiene que
Vi0,1] >1+2(m—1)=2m —1

y como m € N es arbitrario, vemos que cuando va a infinito V;[0,1] > oo, luego f ¢ BV[0,1]
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Proposicion 3.6. Toda funcion mondtona en un intervalo [a,b] es de variacion acotada. Ade-
mas,

Vi(la, b)) = |f(b) = f(a)]

Demostracion. Supongamos que f es no decreciente (siendo el caso no creciente andlogo), en-

tonces se tiene que:
|f(z:) = f@im)] = f(z) — f(@im1)
Con lo que obtenemos que

n

Z |f(zi) = f(zim)| = Z (f(f'?i) - f(xi—l)) = f(b) = f(a)
i=1

=1

De esta forma se sigue que Vy[a,b] = f(b) — f(a), con lo que f € BV|a,b]. O

Proposicion 3.7. Sea f : [a,b] — R una funcion Lipschilziana con constante de Lipschitz L,
entonces f € BV[a,b] y Vi[a,b] < L(b—a).

Demostracion. Por ser f una funcion Lipschitziana, con constante de Lipschitz L, se tiene que
F@) = f@) < Llw —y| paratodo 2,y € 0.}

Asi tenemos que
Vila,b] = Sgpz |f(xi) = f(zim1)] < LZ |z; — 21| = L(b — a)
i=1 i=1

v se concluye el resultado. O

Observacion 3.8. La continuidad de una funcién no implica que esta sea de variacién acotada.

En efecto, basta considerar la funciéon f: [0,1] CR — R

]

), ze(0,1]
0, z=0

que es continua en [0, 1]. Si consideramos la particiéon del intervalo

Po=do<te b o o ! =1
" n n—1 """n-(n-1)

v calculamos la variacién total vemos que

) | cos(nm)|
V¢[0,1] > 1 —_—

n—00 n

. cos(m(n —j)) cos(m(n—j+1)) ’

=1
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1 1
= lim ——i—E ( -+ - >
noeo | n e \n— n—j+1

L =1
> Jim D5
Observacion 3.9. La variacién acotada no implica la continuidad. Basta considerar la funcion
f:[-L,1]cR—=R
0, z=el[-1,1]\{0}
1, z=0

fz) =

que es discontinua en x = 0 y tiene Vy[—1,1] = 2.

Proposicion 3.10. Sean f,g € BV|[a,b] y o, 8 € R, entonces las funciones af + g y fg serdn

funciones de variacion acotada en [a,b]. Ademds, si g # 0 en [a,b], tenemos que L también serd

g
una funcion de variacidn acotada.

Demostracion. Veamos cada una de las afirmaciones por separado
1. af + B g€ BVia,b]. En efecto,

Var+pg = sup > laf(@i) + Bg(xi) — af (wi1) — Bg(wio1)| <
=1

< sup D laf(zi) — af(zia)| + Sl;pz 189(z:) — Bg(zi-1)] <
=1 =1

< Oésgpz |f(xi) = f(zi-1)] + 58111})2 lg(zi) — g(wi-1)| <
i=1 i=1
< aVyla,b] + BVyla,b] < oo
2. fg € BVia,b.

Vigla,b] =sup Y " |fg(xi) — fg(wi1)| =sup Y [ f(zi)g(xi) — f(@i1)g(xio1)| =
Pzt

Pz

= Sl}ljpz [f(zi)g(@i) — f(@i)g(@io1) + f(@)g(wi-1) — f(@i-1)g(@i-1)] <
=1

sup >l @)llg@s) = glaia)| + lg(@i-1)||f (z:) = fl@i-1)]] <
=1
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SUPZ [|f($i)||9($i) - 9(%4)” + SUPZ “9(1'@'71)”]6(%) - f(%’—l)”
P P

Por la Proposicion 3.3, por ser las funciones f y g de variacion acotada, son acotadas, luego

existen My, My € R tales que
flx) <My y g(z) <My paratodo z € [a,b]

De esta forma

sup » [ £(@a)llg(xs) — glwi)[] +sup Y [lg(zi- )| f () — f(zi1)]] <
Fis Poim

M, Sng\g i) — g(@i- 1)|+Mzsup2|f (@i) = f(@im1)| =

=1 =1

Mlvg[a, b] + MQVf[a, b] < 00

3. f/g € BV]a,b].

xz—l)

n

= supz

P

flx))  flwicn) | fwim1)  f(@ie1)

g(xi)  g(xi) g(xi)  g(xi-1)

" | (76w = Flaion)) ~ flain) (o = o )| <

g(wi-1)  g(w

Nt s SS9 — g(@ia)]
(@) = i)l +sup el S

1
“ | g(xi)
Como f,g € BV]a,b], estan acotadas, existira M; € R tal que |f(z)] < M; para todo
€ [a,b]. Ademas, como g # 0 en [a,b], existira My € R tal que ) e )‘ < M5 para todo

x € [a,b], de forma que W

oy < M3. Asi, tenemos que

l9(z1) — g(zi1)|
. r+supZ‘f I Gy =

< M, S%PZ | (2i) = f(@io1)| + M M3 S%PZ 9(xi) — g(zi—1)| =
= i=1

= MyV[a,b] + M1 M3V,[a,b] < oo
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Proposicion 3.11. Si f es una funcion de variacion acotada en [a.b], entonces para todo [c,d] C

[a,b] se tiene que f € BV|c,d|. De forma mds general, para todo ¢ € [a,b] tenemos que:

Vila,b] = Vila,c] + Vilc, b]
Demostracion. Por ser f una funcién de variacién acotada, se tiene que
n
Vila,b] = SIIlDPZ |f(@i) = f(zim1)] < o0
i=1

Si consideramos un subconjunto del conjunto de particiones del intervalo [a, ] tal que el punto
¢ € [a,b] pertenezca a todas sus particiones, que denotaremos por P’. Asi, por las propiedades

del supremo, como P C P’, tenemos que

oo > Vila,b] = SI;PZ |f(@i) — f(wiz1)] > SB;PZ |f(@i) — f(ziz1)] =
i=1

=1

—supZ\f F i |—sup[2|f w) — fol+ S 1) - f)| =

i=k+1

supZ|f x;) — f(wi—1 |+sup Z |f(xi) — f(xiz1)| = Vila, ] + Vi[e,d] siendo xp, =c
i=k+1

Siguiendo este razonamiento, considerando un intervalo [c,d] C [a, b] llegamos a que
f€BV]a,b] = feBVid]
O

Definicién 3.12 (Variacion positiva y negativa de una funcion). Se definen las variaciones

positiva y negativa de f en [a, b], respectivamente, como:

CL b = Supz xz $z—l)]+

Vy la,b] = sup > I @) = flai)]”
i=1
Proposicion 3.13. Sea f una funcidn de variacion acotada en [a,b], entonces se tiene que:
Vila,b] = Vf+[a, bl + V; [a,b]

fb) = f(a) = Vla,b] = V;[a, b]

En particular, para cada x € [a,b], obtenemos la Descomposicion de Jordan:

f(x) = f(a) + Vf+ [a, x] - Vf_ [a’?x]
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Demostracion. Para cualquier x € R por definiciéon de parte positiva y negativa se tiene que

|z| = [z]T + [z] ™, luego aplicdndolo a la variacién total tenemos que:

Vila.b) = sup 3 1f (@) = f(eis)| =sup 3 {[fm) — @) + [fla) — flem)] | =
i=1 i=1

= sup > [ @) = flai)™ + Sup > [f(@i) = fl@i)]” = Via,b] + V; [a,0]
i=1 i=1

De nuevo, por definicién de parte positiva y negativa se tiene que = = [z]T — [z]~, con lo que

podemos ver que

flai) = flzia) = [f(2:) = flim)]T = [f (@) = flwion)]”

De esta forma es sencillo llegar a que

n n

F0) = fla) =Y [f(m:) = flaim)] = D [[f () — flmi)]" = [f(z:) = fl@im)] 7]

i=1 =1

Con lo que tomando supremos llegamos a que

f(b) = fla) = sup > [f(@i) = fwia)) = Slllgpz [[f (i) = flzim)]t = [f (@) = fzi)] 7] =
i=1 =1

=sup ¥ [f(wi) = flwi)]" —sup Y _[f(@:) = f(@i1)]” =V} [a,b] = V] [a, b]
L =) L

Por ultimo, tomando un = € [a, b], por la Proposicion 3.11, al ser f de variacion acotada en [a, b],
también lo serd en [a,x] y cumplird que V¢[a,b] = Vi[a, x| + Vi[z,b], con lo que tendremos por

el apartado anterior de esta proposicién que
f(z) = fla) = V' [a,2] =V} [a, 2]
O

Proposicion 3.14. Una funcion f es de variacion acotada en [a,b] si, y solo si se puede expresar

como diferencia de dos funciones no decrecientes.

Demostracion.
[44 :> b))

Sabiendo que f € BV|[a,b], consideramos las siguientes funciones:
g(x) := f(a) + Vi la,z], h(z) =V} [a,1]

Es evidente que ambas funciones son no decrecientes y aplicando el dltimo apartado de la Pro-

posicién 3.13 tenemos que

f(z) = f(a) + Vf+[a,$] — Vi la,2] = g(x) — h(z) para todo x € [a, D]
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[44 ¢ ”

En la Proposicién 3.6 vimos que toda funcién mondtona es de variacién acotada, y en la Propo-
sicién 3.10 probamos que la suma de funciones de variacién acotada es una funcién de variacién
acotada. Concluyendo asi que la diferencia de dos funciones monétonas es de variacién acota-
da. O

Proposicion 3.15. Toda funcidn de variacion acotada en [a,b] es una funcion medible.

Demostracion. Por ser f una funciéon de variacion acotada se puede descomponer en la diferencia

de dos funciones mondétonas, en particular, medibles (ver Teorema 1.53). O

Proposicion 3.16. Si una funcion f es de variacion acotada en |a,b], entonces su conjunto de

discontinuidades en [a,b] es, a lo sumo, numerable.

Demostracion. Por ser una funcién de variacién acotada la diferencia de dos funciones no de-
crecientes (ver Proposicion 3.14), bastara probar el resultado para funciones monétonas no de-
crecientes. Sea F el conjunto de puntos de discontinuidad de f. Se tiene para todo x € E que
f(z7) < f(z™). Asi, existird un elemento r(z) € Q tal que f(z7) < r(z) < f(z™). Por otro lado,
si 71 y @2 son dos elementos de E tales que z1 < z2, entonces f(z]) < f(z3), lo que implica
que r(x1) # r(z2).

Teniendo esto en cuenta, la aplicacion r : E € E — r(z) € Q seréd inyectiva. En particular,

esto establecerd una biyeccién entre E y un subconjunto de Q, de donde se deduce que E es

numerable. O



Capitulo 4

Conceptos y propiedades de la derivada
de Dini

En este capitulo introduciremos las definiciones de las cuatro Derivadas de Dini, asi como
la definiciéon de las Derivadas mayores y menores de Dini. Relacionaremos estos conceptos con
la diferenciabilidad de una funcién, y ademas estudiaremos su medibilidad. Mas adelante lo
usaremos para estudiar la diferenciacién de las funciones de variacién acotada introducidas en el

capitulo 3. Se utilizé6 como bibliografia el libro [DiBenedetto, 2016].

Definicién 4.1 (Derivadas o nimeros de Dini). Sea f : [a,b] — R. Dado un = € [a, b], definimos

las cuatro derivadas o numeros de Dini de f como

D f(x) = lim nf fla+ h}z ~ f()

Dif(x) = lim sup flet+h) - f@)
h—0F h

siendo las primeras las Derivadas de Dini inferiores y las segundas las superiores. Ademas, defi-

nimos las Derivadas mayores y menores de Dini, respectivamente, como:
D'f =méx{D"f;D*f} . D'f=min{D_f; D, f}
Proposicion 4.2. Si f es diferenciable en x, entonces las cuatro Deriwadas de Dini coinciden

con f'(x)

Demostracion. Si f es diferenciable en zg tenemos que

’ f(m‘i_h)_f(w)_ !
3 lim Y = f'(z0) €R

23
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Por definicién de limite, el limite superior e inferior coinciden, y lo mismo ocurre con el limite
cuando h — 0 por la izquierda o por la derecha, con lo que llegamos a que las cuatro Derivadas

de Dini coinciden. O

Teorema 4.3 (Teorema de Banach-Sierpinski). Sea f : [a,b] — R una funcién no decreciente
en [a,b]. Entonces, las funciones Dy f(x) y DE f(x) son medibles. En particular, D'f y D" f son

medibles.

Demostracion. Probaremos que DT f es medible, siendo el resto de pruebas andlogas. Paran € N

definimos
flx+h) - f(z)
h

up(x) :== sup
0<h<i
Dado que DT f = lim, o u,, es suficiente probar que las funciones u, son medibles. Por la
monotonia de f, es medible, y para un h fijado, los cocientes de la definicién de u,, son medibles.

Probaremos que el supremo de estos cocientes con h € (0, %] se realiza para h evaluado en un

subconjunto numerable de (0, %] De esta manera, u,, sera el supremo de un conjunto numerable
de funciones medibles. Definimos entonces:
flx+h)— f(z)

h

Up =  Sup
heQn(0,1]

Por sus propias definiciones tenemos que

Un(x) < up(x) paratodo z € [a,bd]

Para probar la desigualdad contraria, fijamos € > 0, con lo que existe 7 € (0, %] tal que:

flz+7)— f(2)

T

> up(r) —€

Fijando un 7 € (0, %] en tales condiciones, tendremos que existe h € Q N (0, %} que cumpla que

h > 7y tal que
11, :
T ho [fl@t+n)[+|f(x)]+1

Asi, teniendo en cuenta que f(x 4+ 7) < f(x + h)

fodh) = 1)y oo HE2 D 2T ) - o

Con lo que llegamos a que vy, (x) > uy(z) — 2¢, para todo € > 0, llegando asi a que v, (z) = uy ()

y por tanto a que la funcién DT f es medible. O

Observacion 4.4. Por el Teorema de Banach-Sierpinski (Teorema 4.3), si f es una funcién no

decreciente, las Derivadas mayores y menores de Dini son medibles.
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Proposicion 4.5. Sea f : [a,b] — R una funcion no decreciente en su dominio, entonces se
tiene que:
f(b) — f(a) > tu([D"f >1t]) para todo teR

Demostracion. Si p([D”f > t] = 0 o0 si t <0 la afirmacion es trivial, con lo que supondremos
que
w(D"f>t)>0 y t>0

Sea F una familia de intervalos cerrados [, 5] C [a, b] tales que al menos uno de sus extremos
estaen [D'f >t]y
f(B) = fla)
8 —a
Por la definicion de D" f, fijado x € [D"f > t] y 6 > 0, existira algin intervalo [«, 3] € F tal que

>t

| —al <dyax € |a,p], de forma que F es un recubrimiento de Vitali de [D”f > t], con lo que
para todo € > 0 existe una coleccion finita de intervalos o, ;] € F con i = 1,...,n con interior

disjuntos dos a dos, tales que

D (Bi— ) >u([D"f > 1) —e

i=1
De modo que por la definicion de F

n

FB) = fla) = Y [£(B) = flai)] > D (B — i) > tu([D" f > t]) — te
=1

i=1
O

Corolario 4.6. Sea f : [a,b] = R una funcion no decreciente. Entonces se cumple que D" f y

D' f son finitas para casi todo punto x € [a,b].

Demostracion. Para todo t > 0 se tiene que

0<p({zelab]: D'f(x)=00}) <p({z€la,b]: D"f(z) =00})
<pu({zelab: D'f(z)>t})

< 10~ flo)
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4. Conceptos y propiedades de la derivada de Dini




Capitulo 5

Diferenciacion de funciones de variacion

acotada

Utilizando como referencia el libro [DiBenedetto, 2016], tras probar un teorema previo, con-
seguiremos demostrar el Teorema de Lebesgue, con el que, teniendo en cuenta que una funcion
de variacion acotada se puede escribir como diferencia de funciones mono6tonas, concluiremos que

las funciones de variacién acotada son diferenciables casi por doquier.

Teorema 5.1. Una funcion f : [a,b] — R es diferenciable en un punto x € (a,b) si, y solo si
D" f(x) es finito en x y D" f(x) = D'f(x). De forma mds general, f serd diferenciable casi por
doquier en [a,b] si, y solo si D" f es finita para casi todo punto x € [a,b] y u([D"f > D'f]) = 0.

Demostracion.
[44 :> 7

Por ser f diferenciable

St h) - fle)
2 B =

Por tanto, existe y es finita D" f(x) y ademés, por la Proposicion 4.2 las cuatro Derivadas de
Dini coinciden, con lo que D" f(z) = D' f(x).

€

Por hipotesis tenemos que D' f(z) = D" f(x) € R, con lo que se tiene que:

min{D_f, D, f} = méx{(D" (x), D ()}

Lo que implica que la menor de las derivadas inferiores de Dini es igual a la mayor de las derivadas
superiores de Dini, con lo que se llega a que el limite existe y a que la funcién f es diferenciable

en x. ]
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Teorema 5.2 (Teorema de Lebesgue). Si f : [a,b] = R es una funcion no decreciente, entonces

serd diferenciable para casi todo punto x € [a,b].

Demostracion. Sabemos por el Corolario 4.6 que D”f y D’f son finitas para casi todo punto
x € [a,b]. Supongamos que u([D"f > D'f]) > 0, y para p,q € N definimos:
Bya = | D's0) <2 < 2EL < D)
q q
Dado que
[D"f>D'fl= | Epq
p,geN
existird un par pp,qo € N tal que p(Ep, q,) > 0. Sea F una familia de intervalos cerrados
la, 8] C [a, b] tales que al menos uno de los extremos pertenezca a Ejp, 4, v tales que
J(5) = f(0) _m
f—a q0
Fijando = € E} 4, v 0 > 0, existira un intervalo [, ] € F tal que |8 — a| < 6 cumpliendo que
z € [a, f]. De esta forma vemos que F es un recubrimiento de Vitali de E, 4,, luego, habiendo

fijado un € > 0, podremos extraer de F una colccion finita de intervalos [a;, 8;], 7 = 1,...,7n con

interiores disjuntos dos a dos tales que,

n

Z(ﬁz — ;) — € < (Epg,q0) < 1(Epg,go N U[alvﬁl]) +e

i=1 i=1
y por la forma en que la familia F estd construida tenemos que

n

S U~ Flaa)) < 2 36— 00 < Pl ) + 2

i=1 =1

Con lo que por la Proposicion 4.5 aplicada a la restriccion de f al intervalo [o, 5;] deducimos

que
po+1
f(Bi) — flaq) > qTN(Ep(),tzo N e, Bi])
y sumando estas desigualdades de ¢ = 1,...,n, llegamos a que
n n
po+1
D_UFB) = flea)l > == > nlEpoo N [evs B1)
i=1 i=1
po+1 !
0
> H (EPD,QO N U[O‘ZWBZ]>
4q0 =
po+1 po+1
> 1(Epo.q0) — €
q0 q0
Con lo que combinando desigualdades llegamos a que
Po Po _ po+1 po+1
*ﬂ(Epo,ro) +—e> /‘(EPO,QO) - ¢
qo0 4o q0 qo0

y concluimos que p(Ep, q,) < (2p+ 1)€, para todo € > 0 O
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Corolario 5.3. Sea f.[a,b] — R una funcion de variacion acotada en [a,b], entonces [ es

diferenciable para casi todo punto x € [a,b].

Demostracion. Por la Proposicién 3.14, toda funcién de variacién acotada se puede expresar como
la diferencia de dos funciones mono6tonas no decrecientes. Por el teorema anterior (Teorema de
Lebesgue), toda funciéon monotona no decereciente es monotona para casi todo punto x € [a, b].
De esta manera, por ser f de variacion acotada en [a,b], es diferenciable para casi todo punto
x € [a,b]. O
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5. Diferenciacién de funciones de variacion acotada




Capitulo 6
Funciones absolutamente continuas

En este sexto capitulo estudiaremos las funciones absolutamente continuas: su definicion,
propiedades, una caracterizacién, etc. Estas serdn parte esencial del enunciado del Teorema
Fundamental del Calculo Integral para la Integral de Lebesgue, que da nombre a este trabajo.
Veremos que estas funciones son también, por definicion, funciones de variaciéon acotada, pero
que, sin embargo, la definicién de continuidad absoluta es mas poderosa. Se verd también que
estas funciones son diferenciables casi por doquier, y que ademads su derivada tiene propiedades
muy importantes para su estudio. Para la escritura de este capitulo se han tomado como referencia
los libros [Bartle, 2001] y |[DiBenedetto, 2016].

Definicion 6.1 (Funcion absolutamente continua). Sea F : [a,b] — R. Diremos que F' es una
aplicacion absolutamente continua en [a,b] y lo denotaremos por F' € AC([a,b)), si, dada una
particion P cualquiera del intervalo [a,b], {1 < x2 < ... < x4}, para cada € > 0 existe un 6 > 0

tal que si:

S S
Z |z; —xi—1| <0, entonces, Z |F(z;) — F(zi—1)| <€
i=1 i=1

Teorema 6.2 (Propiedades del conjunto AC(]a, b])).
1. Si F € AC(la, b)), F es uniformemente continua (luego continua) en [a, b].

2. Si F,.G € AC([a,b]), y c € R, entonces

cF,|F|, F+G, F -G, F-G e AC(|a,b))

Demostracion.

31
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6. Funciones absolutamente continuas

1. Sea x € [a,b], dado € > 0, tomando § > 0 segin la Definiciéon 6.1, si y € [a,b] y |z —y| < 0,

se tiene que |F(x) — F(y)| < €, con lo que F es continua en un punto arbitrario = € [a, b]; y

dado que § no depende del punto z, llegamos a que F' es uniformemente continua en [a, b].

2. Procederemos con cada caso por separado:

a)

Como [cF(x;) — c¢F(xi—1)| < |e| - |F(x;) — F(zi-1)|, tomando en la defincién de con-
tinuidad absoluta de la funcion F el € = ﬁ, con el mismo § > 0 tendremos que
|cF (z;) — cF(xi-1)] <|c| - € = ¢ - [q = & siguiéndose entonces que cF' € AC(a, b))
De la desigualdad ||F(z;)| — |F(zi—1)|| < |F(x;) — F(zi—1)| llegamos a que |F| €
AC([a,b])

Por ser 'y G absolutamente continuas, tenemos que dado un €; y un €, existiran §; y
09 que cumplan la definicién, respectivamente. Asi, si definimos € = €1 + €3 y tomamos
d = min{dy, 62}, tendremos que |(F + G)(x;) — (F £ G)(xi—1)| < |F(x;) — F(zi—1)| +
|G(z;) — G(zi—1)| < €1 + €2 = ¢, de lo que concluimos que F'+ G € AC([a, b))

Si |F(z)|, |G(x)] < M para = € [a,b], Por la definicion de continuidad absoluta,
procediendo igual que en el apartado anterior, tomando § = min{dy,d2} y €1 = €2 =

€
537 tenemos entonces que

(FG) (%) — (FG)(xi-1)| = |(FG)(2;) — F(2i-1)G(xi) + F(2-1)G(2;) — (FG)(wi-1)]
< |F(xi) = F(zi-1)] - |G(@)| + |G (%) — G(xi1)| - |F(w3)]

< M[|F(xi) — F(zi)| + |G (x) — G(ﬂﬁil)l],

asi,

Z [(FG)(xi) — (FG)(xi—1)| <M [Z |F(z;) — F(@i-1)| + Z |G(z;) — G(wi-1)]

<M(61+62):M22—€:e,

con lo que llegamos a que F'G € AC([a,b)]).

O

Proposicion 6.3. Sea F € AC([a,b]), entonces F es una funcion de variacion acotada en [a, b].

Demostracion. Sea € > 0 fijado y el § > 0 correspondiente a la Definicién 6.1. Definimos en [

una particion a = zg < 1 < ... <z, = b tal que

1
§5<xi—xi,1 <4, paratodoi=1,...,n.
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El namero n de intervalos de esta particion no superan 2(b — a)/d. En cada uno la variacion de

F es menor que e. Asi, por la Proposicion 3.11 tenemos que
- €
Vila,b] = z; Vlzio =i <2(b - a)5

O

Observacion 6.4. Es evidente que el reciproco no es cierto, en particular, una funcién de variaciéon
acotada no tiene por que ser continua. Bastaria considerar una funcién definidia a trozos, que

fuera constante C' en un intervalo [a, ¢| C [a,b] C Ry que en el conjunto (¢, b] C [a, b] fuese C'+1.
Corolario 6.5. Sea F' abosolutamente continua en [a,b], entonces F es diferenciable casi por
doquier en |a,b.

Demostracion. Se sigue facilmente de la Proposicién 6.3 y del Corolario 5.3. Ul

Teorema 6.6 (Caracterizacion de funciones absolutamente continuas). Dada una funcion F :

[a,b] — R, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es una integral indefinida de una funcion perteneciente a L([a, b))

2. F es una funcion absolutamente continua

Demostracion.
[44 :> b

Por hipoétesis tenemos que
F(m)zC’-i—/ f conCeR yfeL(a,b])

Por el Teorema 2.1, dado € > 0, existird 6 > 0 tal que si E' C [a,b] es un conjunto medible cuya
medida sea p(E) < 4, entonces se tenga que [,|f| < e. Tomando una particion del intervalo
la, b] de la forma a = 29 < 21 < ... < 25 = b cumpliendo que >.7 , |z; — z;—1| < J, tendremos

que si definimos

entonces u(E) < 4, lo que nos lleva a que

Py - Fa =S [ <SS [ i< [ 1<
; : ; Ail ;LZl /;' ‘

y llegamos a que F' € AC([a, b))
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13 ¢ 7
Consideremos una particion Py tomemos, para un k € {1,...,s} un € [zy_1, zg] arbitrario.
Como F es una funcién absolutamente continua, dado un € > 0 también arbitrario, y tomando

la particion P U {z}, tendremos que existird un ¢ > 0, tal que

k—1
Z\xz—xz 1|+ |z —zp_1| + |z — 2| + Z |zi — x;_1|] < 6 entonces
=1 i=k+1
k—1
2| S IP(@) = Flovn)] +1F(@) = Flow)] + [Flon) - F@)] + 3 1P - Py
1=1 i=k+1
k—1 i
:Z / F'(t dt' ‘/ dt'—|—|F(3:k \+Z / ’
=1 k+1
>Z/ F'(t dt‘ ’/ F'(t dt‘+F(xk |+Z " ’
k41 v Ti-1
Tp—1
:/ F'(t) dt’ / F'(t )dt’+\F(:rk y+‘/ F'(t dt‘
Thk—1 x
2/ F’(t)dt+/ F'(t)dt + F(zy) — F(a:)+/ ()dt‘
a Tk—1 Tk
T b
:/ F'(t)dt—l—/ F'(t)dt + F(zg) — F(x)|.
a T

Dado que € > 0 es tan pequernio como nosotros queramos, llegamos a que

0= /w F'(t)dt + /b F'(t)dt + F(z) — F(z)

Tk

Luego se tiene que:

0= /m F'(t)dt + /b F'(t)dt + F(z) — F(z)

Tk

T b T
& F(z) = / F'(t)dt + / F'(t)dt + F(zg) = / F'(t)dt + F(b) — F(xy) + F(xy).
a T a
Con lo que podemos concluir que F'(x f F'(t)dt+ F(b), y asi F serd una integral indefinida

de una funcion perteneciente a £L([a, b}) O

Ejemplo 6.7. Este ejemplo de funcién absolutamente continua nos dara la idea de la siguiente

demostracion. Sea f : [a,b] — R definida por:

f:0,1] =R

z— f(z) =22
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Para ver que f € AC([0,1]), consideremos una coleccién de puntos 0 = xg < 21 < ... < x5 =1

tales que definan una particion de [0, 1]. Dado que f(x) = 22, tenemos que
(i) = flaim)] = |27 — 2 y| = |2 — i [l + i
y como x;, x;—1 € [0, 1], se tiene que |z; + x;—1| < 2. De manera que:
|f(@i) = f(zim1)| < 2|z — @i

Si tomamos la suma de ¢ = 1,..., s tendremos

S S S
Z |f(zi) = fziz1)] < Z 2|z — x| = 22 |z — @1
i=1 i=1 i=1

Luego, dado un € > 0 cualquiera, bastard tomar § = § para ver que si

s

s S
€
Z lz; —x;_1] <6, entonces Z |f(xi) = flxi1)] < 22 |2 — 21| = 20 = 25 ¢

i=1 =1 i=1

101

051

0.0F— fix)=x?

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

2

Figura 6.1: Representacion gréfica de la funciéon f(x) = z2 con una particion. Observamos como

la diferencia de imagenes estd determinada por la longitud de los intervalos de la particién

Proposicion 6.8. Si F': [a,b] — R es una funcidn Lipschitziana y continua, y L es su constante

de Lipschitz, entonces F' es una funcion absolutamente continua.

Demostracion. Por ser F una funciéon Lipschitziana en [a, b], se tiene que

|F(z) — F(y)| < L|z —y| paratodo =z,y € [a,b]
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De esta manera, considerando una particién del intervalo [a,b] de la forma zp < 1 < ... < x4
se tendra que
|F(2;) — F(zi-1)| < Llzi — i1

Con lo que sumando de ¢ = 1 hasta s tendremos que

Z|F x21|<LZ|:L‘Z—:c11

Asi, dado un € > 0, y considerando § = { es sencillo ver que
S S S €
si Z lz; —xi_1| <6, entonces z; |F(x;) — Fxi_1)| < LZ} i —wia| = Lo =L} =
= 1= 1=

Concluyendo asi que F' € AC([a,b]) O

Observacion 6.9. El reciproco de la anterior proposicién no es cierto. En efecto, consideremos la
siguiente funcion y veamos que es absolutamente continua pero no Lipschitziana.
F:[0,1] =R

x+— f(zr)=2% conaec(0,1)

Es absolutamente continua, pues considerando su derivada, tenemos que

F(ar):/oxF’(a:)—i—F(O):/oxata1dt+0a:w°‘

Teniendo en cuenta que F' es continua, sabemos que es una funciéon medible, y ademéas sabemos

que

6—0t+

1 1
/ |F'(z)| do = / F'(z)de = [z°% = b — lim 6% = b* < oo
é 0

Con lo que llegamos a que F’ € L([a,b]) y por la caracterizacion de las funciones absolutamente
continuas (Teorema 6.6), llegamos a que F' es absolutamente continua por ser la integral indefinida

de una funcion en £([0, 1]).
Veamos ahora que no es Lipschitziana, supongamos que existe una constante K > 0 tal que
IF(z) — F(y)| = |s° — 4°| < K|z — | para todo z,y € [0, 1]
Si tomamos y = 0 nos queda que % < Lx para todo = € [0, 1], luego diviendo por z a ambos

lados de la desigualdad nos queda que

1 +
271 < Ly como a € (0,1) podemos ver que %! = — 2207 5o
x

Contradiciendo que L sea una constante real, de forma que llegamos a que la funciéon F' no es

Lipschitziana.
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Ejemplo 6.10. La funcién de Cantor, también conocida como escalera del diablo, es un ejemplo
de funcién continua pero no absolutamente continua. Veamoslo. Definamos en primer lugar el

conjunto de Cantor de la siguiente manera:

12
1. Sea Ey = [0,1]. Dividimos este intervalo en tres iguales y separamos el segmento (3, 3).

1 2
2. Sea By = [0, 3} U {, 1} . Dividimos ambos intervalos, cada uno en tres partes y serparamos

3
los tercios centrales.

1 21 27 8 .
3. Sea Fy = [(), 9] U [9, 3] U [3, 9] U [9, 1} Procedemos de la misma manera.

Continuando con este procedimiento obtenemos una sucesiéon de intervalos compactos {Ey, nen
tal que £y D E3 D E3 D ..., siendo F, la unién de 2™ intervalos, cada uno de ellos de longitud

37 ™. Asi, definimos el conjunto de Cantor como

C:ﬂEn

neN

Con esta definicion hecha, se define la funciéon de Cantor ¢ : [0, 1] — [0, 1], como sigue:

1. Para cada z € [0, 1], consideramos su expansion ternaria, es decir:

o0

mzzg—z , donde a,, € {0,1,2}

n=1

2. Si ay, € {0,2} para todo n € N, es decir, si la expansion ternaria no contiene a 1, entonces

x pertenece al conjunto de Cantor y definimos

00 .
b 0, sia,=0,

C(zr) = g — , con b, =
n=1 2 1, si Ay = 2.

Si la extensién ternaria contiene a 1, entonces consideramos N como el menor entero tal
que ay = 1. De manera que x estard en uno de los intervalos abiertos de la construccién
del conjunto de Cantor. Asi, C'(z) = C(y) donde y es el extremo inferior del intervalo que

se elimina en el N—ésimo paso.

De esta manera, tendremos que C(0) = 0y C(1) = 1, que C sera continua por ser el limite
de una sucesién de funciones continuas definidas en cada etapa de la construccién, que es una
funcién no decreciente, y que es constante en cada uno de los intervalos abiertos que se eliminan

en la construccion del conjunto de Cantor.
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Para ver que no es una funcién absolutamente continua, tengamos en cuenta que en cada

paso n, se eliminan 2”1 intervalos abiertos, dejando 2" intervalos cerrados. Denotaremos los 2"

intervalos cerrados de la n—ésima etapa por I {n), Y ) 533), donde la funcién es lineal y, denotando
por [ ’gn) = [a,(cn), b,(:)} tendremos que

2’ﬂ

> 1CE™) - ") =1

k=1

Por la definicion del conjunto de Cantor, estos intervalos tienen longitud 37", con lo que

2n n

n n — 2 n o0
S — ol = 2m 3 "=<3> o, g
k=1

Asi, tomando n suficientemente grande tendremos que la suma de la longitud de los intervalos
serd menor que § > 0. Al mismo tiempo, independientemente del n que tomemos, la suma de las
diferencias de las iméagenes siempre serd 1, con lo que si € € (0,1) no se cumplira la definicion de

continuidad absoluta.

1 —n=1/

0.8 e—I=E
n=3

0.6 —Nn=4|

04 i

g2y 1

0

0 g5 1

Figura 6.2: Aproximaciones sucesivas de la funciéon de Cantor

Proposicion 6.11. Sea F' abosolutamente continua en [a,b]. Si F' > 0 casi por doquier en [a, b],

entonces F' serd no decreciente en el intervalo [a,b.

Demostracion. fijamos [«, 5] C [a,b] y el conjunto E definido como:

E={z€[a,b]| F'(x) > 0} N o, f]
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Por hipétesis u(E) = 8 — a. Fijamos € > 0, y consideramos como § > 0 el obtenido de la

definicién de la continuidad absoluta de F'. Para cada x € F, existe algtn o, tal que
f(x+h) — f(z) > eh paratodo h € (0,0,)

El conjunto de intervalos {[z,z+ h] | z € E,h € (0,04)} es un recubrimiento fino de Vitali para
E. Asi, teniendo en cuenta el § > 0 ya definido anteriormente, podemos obtener una coleccion

finita de intervalos {[a;, B;] | i = 1,2,...,n} con interiores disjuntos dos a dos, tales que:

n

EN U(ai,ﬁi)] vy f(Bi) — flag) > —e(Bi — o)

i=1

WE)=d6<p

El complementario
n

[, 8] = (J (@i, 82)

i=1
consiste en un namero finito de intervalos disjuntos [aj,b;] con j = 1,...,m de longitud total
menor que J. Asi, se cumplen las hip6tesis de la Proposiciéon 6.3 para esta colecciéon finita, y

n n

FB) = f() =D [F(B:) = Flea)] + D _[F(bs) = flag)] = —€> (Bi— o) — €
Jj=1

i=1 i=1

para todo € > 0 Ul

Corolario 6.12. Sea F absolutamente continua en [a,b]. Si F' = 0 casi por doquier en [a, ],

entonces F' es constante en [a, b].

Demostracion. Por ser F' € AC([a,b]) C BV([a,b]), podemos escribirla como la diferencia de
dos funciones no decrecientes, es decir, ' = h — g, siendo h y ¢ funciones no decrecientes. Asi,
tenemos que 0 = F/ = b/ — ¢’ casi por doquier en [a,b]. Lo que nos lleva a que h' = ¢’ para casi

todo punto x € [a,b], y de esta manera vemos que
/ h':/ g conloque h+C =g ,con C €R
[a,b] [a,b]
Con lo que concluimos que
F=h—g=CeR
O

Observacion 6.13. La proposicion 6.11 y el Corolario 6.12 no se cumplirdn si F' es de variacion

acotada pero no absolutamente continua.

En efecto, consideramos una funcion f de variacion acotada y su correspondiente funcion

de saltos, definida por J¢(x) = Zagqgw[f(cj) — f(c;)], tendremos que J} serd igual a cero en

todos los puntos de [a,b] salvo en los puntos donde f sea discontinua, y por ser f € BV]a,b,
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este conjunto de puntos serd numerable. De esta manera, tenemos que J} = 0 para todo [a, b
exceptuando un conjunto de medida nula, o lo que es lo mismo, J]’c = 0 para casi todo punto
x € [a,b], de manera que estamos en las hipotesis del Corolario. No obstante, la funcion de saltos

no es constante, pues varfa en los puntos donde f es discontinua.

Para ver el caso de la proposicion, bastara tomar la funcion f : [—1,1] — R definida por:

fa) = r+1 sixzel-1,0),
x stz € [0,1].

En esta funcién, tenemos que f’ > 0 para todo punto del intervalo [—1,1] excepto el 0, donde f
no es diferenciable, al no ser ni siquiera continua. No obstante, tenemos que, por ejemplo —% <0

y f(0) < f(—3), incumpliendo que la funcién sea no decreciente.



Capitulo 7

Teorema Fundamental del Calculo

Integral para la integral de Lebesgue

FInalmente, se demostrara en las siguientes paginas el Teorema Fundamental del Céalculo
Integral para la integral de Lebesgue, haciendo uso de muchas de las definiciones, conceptos....
de los capitulos anteriores. Antes de enunciar y demostrar el propio teorema, se daran ciertos
resultados necesarios para la comprensién del mismo. Por tltimo, se daran ciertas consecuencias
de esta importante cuestiéon, asi como contraejemplos que permitan ver la importancia de las

hipétesis requeridas.

Teorema 7.1 (Teorema de Fubini). Sea {f,}nen una sucesion funcional de funciones reales y

o

v fn es convergente en [a,b] a una funcion real f

no decrecientes en [a,b], tal que la serie

en [a,b]. Entonces f es diferenciable casi por doquier en [a,b], es decir

w({zelabl: Bf@)}) =0
y, ademds,

fl(x) = Z fr(x) casi por doquier en [a,b]
n=1

Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que f,(a) =0y que f,, > 0, pues en

caso contrario bastaria tomar f, = f, — fn(a). Para n € N, escribimos:

n o0
f=3 fi+Ry donde Ry= Y f
i=1 j=n+1
Las funciones R, son no decrecientes, y por tanto, por el Teorema 5.2 (Teorema de Lebesgue),
diferenciables casi por doquier en [a,b]. Ademas, la diferencia R, — R,4+1 = fn+1 también es no

. . . o . . . P ;o
decreciente y por el mismo motivo serd diferenciable casi por doquier en [a,b]. Asi R, — R] | =

41
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fn+1 > 0 para casi todo punto x € [a, ], lo que implica que la sucesion R}, es decreciente y, como
estd formada por funciones no negativas, tiene limite

0<g(x)= lim R/ (z) cp.den [a,b].

n—oo

Por otro lado, la serie f es no decreciente y por tanto diferenciable c.p.d en [a, ], con lo que

n
ff= Z fi+ Rl casi por doquier en [a,b].
i=1

Tomando limite en n en la expresiéon anterior obtetemos que
oo
= fi+g
n=1

Por lo tanto, para completar la demostracion serd suficiente demostrar que g(x) = 0 en casi todo
punto z € [a,b]. Ahora bien, teniendo en cuenta la Proposicién 4.5 para la funcién R,,, dado que

R}, > g para casi todo punto x € [a,b], y Ry (a) =0, se tiene que
R (b) > tu([Ry, > 1]) > tu(lg > t]), Yn € N.

Sabiendo que la serie es convergente en [a, b], la parte izquierda de la desigualdad se va a cero
cuando n — oo, con lo que pu(lg > t]) = 0 para todo t > 0 y asi, llegamos a que g = 0 en casi

todo punto x € [a,b] y concluimos la demostracion del teorema. O

Definiciéon 7.2 (Funcion de densidad de conjunto). Sea E C [a, b] Lebesgue-medible. Definimos

las funciones de densidad de conjunto como:

T — dE($) = /[ ]XE(t) dt y d[mb]\E(x) = /[ | X[a,b]\E(t) dt

a,r

Proposicion 7.3. Las funciones de densidad de conjunto son absolutamente continuas y no

decrecientes en [a,b]. Ademds,

dE(x) + d[a,b]\E(x) =z—a, Vz € [CL, b]v
dp(z) + d{a,b]\E(x) =1, cpt x €a,b.

Demostracion. Siguiendo el Teorema 6.6, tenemos que la funicén de densidad de conjunto es
absolutamente continua por ser integral indefinida de una funcion en £([a, b]). Ademas, si x1 < o,
se tendra que [a, z1] C [a, 2], de manera que X[4.2,] < X[a,zo], ¥ POT la monotonia de la integral
llegamos a que es no decreciente. Para ver la primera igualdad, por la definicién de funciones de

densidad de conjunto (Definicion 7.2), se tiene:

de(r) + dgy\e(r) = /

[a,x]

xE(t) dt+/ X[a,p)\E(t) dt =

[a,x]
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= / 1dt + / Ldt
la,z]NE la,z]N([a,b]\E)

Asi, teniendo en cuenta que E N ([a,b] \ E) = 0 y que [a,z] C [a,b] para todo = € [a, b] se tiene
que
dp(z) + dy\e(T) = / 1dt = x — a, para todo z € [a,b]

[a,]
Por ultimo, por ser una funcién absolutamente continua, tenemos que es diferenciable para casi

todo punto x € [a, b], con lo que

dis(w) + dly () = (d(@) + dig (@) = (2 —a)' =1 e.p.d @ € [a, 8]

Proposicion 7.4. Dado E C [a,b] un conjunto Lebesgue-medible, se tiene que:

dg=1 cpdenFE y dy=0 cpden ab]—FE

Demostracion. Dividiremos la demostracién en tres partes: E es un conjunto abierto, & € G

(interseccion numerable de abiertos), y E es un conjunto medible.

= Sea F un conjunto abierto, entonces consideramos tg € E, luego por ser E abierto existird
un § > 0 tal que (tg — d,tp + ) C E. Sea t € (tg — d,tp + 0) y supongamos que t > tg
(siendo anélogo para t < tg), entonces:

dp(t) —dp(to) 1[lum$%_f%ﬂ$%}:1 A}ﬂ@@

t—to  t—tg t—to

Con esto, y dado que [to,t] C G tenemos que

1 /t ( ) 1 t
xE(s)ds = / lds
t_t(] to t_to to

i 22() — dr(to)
t—to t— to

con lo que llegamos a que

=1
y concluimos el primer caso.

» Sea E € Gy, entonces existe una coleccién numerable de conjuntos abiertos {G, }nen ta-
les que Gpi1 C Gy, para todon € Ny E = N°,G,. Como g, < xa, € L1([a,b]) ¥
lim,, 400 XG,, = XE, por el Teorema de la Convergencia Dominada (PONER REFEREN-
CIAN),

dp(x) = / xge(t)dt = lim Xxa, (t)dt = lim dg,(z).
[a,x]

n—-+0o [a,x] n—-+00

Por lo tanto,

dE = dGl + Z (dG7l+1 - dGn) )

n=1
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con lo cual, por el Teorema 7.1,

dip(@) = dg, (@) + > (ds, ., (@) = d, (2)) , epd. @ € [a,b].
n=1

Finalmente, dado un elemento z € F, ¢ € G,, Vn € N, en particular, gracias al punto

anterior, d’Gn (z) = 1, para todo n € N. Teniendo en cuenta esto ultimo, se sigue el resultado.

» Sea E C [a,b] Lebesgue-medible. Gracias al Teorema [Bartle, 2001, 15.3 Theorem]| existe un
conjunto B € G5 tal que E C By u(B\ E) = 0. Por lo tanto, dg = dp y, en consecuencia,
dy(z) = dg(z) para casi todo punto = € E.

O

Definicién 7.5 (Funcion primitiva). Sea f Lebesgue-integrable en [a,b], se define entonces la
funcién primitiva como:

r— F(x) = f@t)dt

[z,a]
Proposicion 7.6. La funcidn primitiva es absolutamente continua, y en particular, diferenciable

para casi todo punto v € [a, b]

Demostracion. Por la caracterizacién de funciones absolutamente continuas (Teorema 6.6) se
tiene la primera parte del enunciado. La segunda es inmediata, pues todas las funciones absolu-

tamente continuas son diferenciables para casi todo punto z € [a, b] (Corolario 6.5). O

Teorema 7.7 (Teorema Fundamental del Célculo Integral para la integral de Lebesgue).

1. Sea f Lebesgue-integrable en [a,b], entonces se tiene que F'(x) = f(x) para casi todo punto

x € [a,b]
2. Sea [ absolutamente continua en [a,b], entonces se tiene que f' es integrable y que

fa)—fla)= [ fat

[a,7]

Demostracion.

1. Dividiremos la demostracién en tres puntos: f es una funcién simple, f es no negativa y f

es una funcion arbitraria.

= Supongamos que f es una funcién simple, entonces existe conjuntos disjuntos y me-

dibles E; C [a,b], i = 1,...,n, tales que

F=> dxe v F=) X\dg
=1 =1

Asi, por la Proposiciéon 7.4, se concluye el resultado.
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» Supongamos pues que la funciéon f es integrable y no negativa en [a, b], asi tendremos

que existird una sucesiéon de funciones simples tales que:

fn < fas1 ytambién lim f,(z) = f(z) paratodo =z € [a,b]

n—oo
De esta forma, aplicando el Teorema de convergencia dominada (Teorema 1.29), te-
nemos que:

F(z) = lim F,(z) donde F,(z)= fu(t)dt

oo [a,z]
Con lo que observamos que
F=I+ Z(Fn+1 —F,)
neN
y dado que
(Foi1—F)' = foi1—fa>0 cpden [a,b]

llegamos a que los elementos de la serie son no decrecientes, con lo que por el Teorema
de Fubini (Teorema 7.1):

= lim F! h;m fan=f cpden |[a,b

n—oo
Y como sabemos que una funcién integrable f se puede escribir como la diferencia de
dos funciones integrables no negativas, por la definicién de funcién Lebesgue-integrable

(Definicién 1.27), llegamos al resultado.

2. Se dividira la demostracién en dos partes: f es no decreciente, v f es absolutamente con-

tinua.

» Sea f una funciéon no decreciente, de manera que f’ > 0 para casi todo punto z € [a, b].

Definiendo f(x) = f(b) para todo = > b, tenemos que el limite

existe para casi todo punto z € [a, b], luego por el Lema de Fatou (Lema 1.24):

b b
/ f’d:vgh;lrgioréfn/ [f (x—i—i) —f(:p)} dx =
b+1 at+l
= liminfn (/ +"f( )dx—/ +nf(a;)da:>
b+ at+t
ghggM( o daz—/ +"f(a)dx>

:h;Lni}iOI‘}fn f(b b+f—b) f(a )(a+1a))
—timintn T ) )
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donde la ultima desigualdad es consecuenciad de la monotonia de f, ya que f(b) >
f(@)y fa) < f(z) (= — fla) > —f(x)) para todo z € [a,b]. Asi, hemos demostrado
que f’ es Lebesgue-integrable.

= Sea ahora f una funcién absolutamente continua. Se tiene por la Proposicion 6.3, que
f es funcién de variacion acotada, y por la Proposicion 3.14, f es la diferencia de dos
funciones no decrecientes, con lo que f es integrable en [a, b]. Asi, la funcion

9(x) = g(a) + f(t)dt
[a,x]

es absolutamente continua por el Teorema 6.6 (Caracterizacion de funciones absolu-
tamente continuas) y ¢’ = f’ casi por doquier en [a,b], con lo que (g — f)' = 0 para
casi todo punto = € [a,b], y por el Corolario 6.12, g = f + C en [a,b], con C € R, y
dado que g(a) = f(a) se concluye el resultado.

O

Corolario 7.8. Sea f una funcion de variacion acotada en [a,b], entonces se tiene que f' es

integrable en |a,b].

Demostracidn. la demostraciéon de este resultado estd incluida en la parte final de la prueba del
segundo apartado del Teorema Fundamental del Calculo Integral para la integral de Lebesgue
(Teorema 7.7). O

Observacion 7.9. El segundo enunciado del Teorema Fundamental del Calculo Integral para la
integral de Lebesgue (Teorema 7.7), no se cumple si la funcion f es de variacion acotada. Bastara

considerar la funcion f : [0,2] — R definida por:

r €[0,2] = f(x) = Xj0,11() + 3x(1,9(2)

Figura 7.1: Descripcion del grafico
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Es una funcién de variacién acotada, pues V¢[0,2] = 2 < 0o, pero no es continua por tener un
punto de discontinuidad en x = 1, con lo que no es absolutamente continua. Ademaés, tenemos

que f'(z) = 0 para casi todo punto x € [0, 2], con lo que tenemos que:

/ f't)dt=0
[0,2]

y sin embargo observamos que

f2)—f0)=3-1=2+# fl(z)dz =0
[0,2]
Con lo que concluimos que, tomando z = 2, f(z) — f(a) =2 # 0 = f[o 2] f'dt, incumpliendo el

teorema.

Observacion 7.10. El segundo enunciado del Teorema Fundamental del Calculo Integral para la
integral de Lebesgue (Teorema 7.7) tampoco se cumple si se afiade la condicién de continuidad en
el intervalo [a, b]. Se puede probar empleando como contraejemplo la funcién ternaria de Cantor
(definida ya en el Ejemplo 6.10). En efecto, se tiene que C’(x) = 0 para casi todo x € [0, 1]. No

obstante, C'(1) — C(0) = 1, contradiciendo el teorema.



48 7. Teorema Fundamental del Calculo Integral para la integral de Lebesgue




Bibliografia

[Bartle, 1995| Bartle, R. G. (1995). The elements of integration and Lebesque measure. Wiley
Classics Library. John Wiley & Sons, Inc., New York. Containing a corrected reprint of the
1966 original [ The elements of integration, Wiley, New York; MR0200398 (34 #293)], A Wiley-

Interscience Publication.

[Bartle, 2001] Bartle, R. G. (2001). A modern theory of integration, volume 32 of Graduate

Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI.

[DiBenedetto, 2016] DiBenedetto, E. (2016). Real analysis. Birkhduser Advanced Texts: Basler
Lehrbiicher. [Birkhauser Advanced Texts: Basel Textbooks|. Birkhduser/Springer, New York,

second edition.

49



	Resumen
	Introducción
	Preliminares
	Teoría de la medida e integración asbtracta en un espacio de medida (X,,).
	Resultados particulares y construcción de (R,L,).

	Teorema de recubrimiento de Vitali
	Funciones de variación acotada
	Conceptos y propiedades de la derivada de Dini
	Diferenciación de funciones de variación acotada
	Funciones absolutamente continuas
	Teorema Fundamental del Cálculo Integral para la integral de Lebesgue
	Bibliografía

