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Resumen

En el siguiente trabajo se presenta la teoria de sumas torcidas de espacios quasi-
Banach, que surgio a finales de los anos setenta con el objeto de resolver y comprender
las soluciones del llamado problema de Palais, que formulaba una cuestion relativa a la
estructura de los espacios de Banach y, en particular, de los espacios de Hilbert.

Concretamente, se estudiara la estructura de ciertas sumas torcidas que, en particular,
constituyen soluciones del problema mencionado anteriormente y se dedicarad una breve
parte de la memoria al estudio de sus operadores.

Abstract

The following work presents the theory of twisted sums of quasi-Banach spaces, which
emerged in the late 1970s in order to solve and understand the solutions of the so-called
Palais problem, which formulated a question regarding the structure of Banach spaces
and, in particular, Hilbert spaces.

Specifically, the structure of certain twisted sums that, in particular, constitute solu-
tions to the aforementioned problem, will be studied and a brief part of the work will be
devoted to the study of operators defined on them.
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Introduccion

Este Trabajo Fin de Master esta dedicado al conocido como problema de Palais, que
se pregunta lo siguiente:

sexiste algun espacio de Banach X —y que no sea un espacio de Hilbert—
que contenga un (subespacio isomorfo a) espacio de Hilbert H de modo que
X/H sea nuevamente (isomorfo a) un espacio de Hilbert H'?

Esta memoria consta esencialmente dos partes: la primera parte estard dedicada al
estudio de una familia de espacios relacionada con una de las soluciones del problema de
Palais; en la segunda parte estudiaremos operadores definidos en tales espacios.

Con el objetivo de entender la formulacién de el problema de Palais, en el primer
capitulo introducimos brevemente la teoria de sumas torcidas sobre F-espacios. Ademas,
también veremos que el contexto idoneo sobre el que trabajar para resolver el problema
de Palais es el de los espacios quasi-Banach. En el Anexo A pueden consultarse resultados
relacionados con espacios vectoriales topoldgicos y, en particular, espacios quasi-normados.

Por otra parte, en este mismo capitulo mostramos que existe una correspondencia
entre sumas torcidas y cierto tipo de aplicaciones no lineales, las llamadas aplicaciones
quasi-lineales, que jugaran un importante papel en este trabajo.

Ya en el Capitulo 2, veremos que encontrar una soluciéon para el problema de Palais
se reduce a construir sumas torcidas mediante aplicaciones lipschitzianas definidas en
[0, +00) y no acotadas.

Mas exactamente, dado 1 < p < oo, probaremos que si ¢ : [0,400) — R es una
funcion lipschitziana no acotada, entonces es posible definir una suma torcida ¢,(¢) de
ly, vy €,. Ademés, en la dltima seccion de este capitulo, veremos que dicha suma torcida
(que es un espacio quasi-Banach) admite base de Schauder. Adjuntamos informacion y
resultados elementales sobre bases de Schauder en el Anexo B.

En la primera parte del capitulo 3 demostramos que las sumas torcidas ¢,(y) introdu-
cidas en el capitulo anterior son, en realidad, isomorfas a espacios de Banach. Para probar
tal hecho necesitaremos invocar resultados sobre convexidad en espacios de Banach (que
no probaremos).

En la segunda seccion de este capitulo caracterizamos el espacio dual de la suma
torcida £,(p). A continuacion, en la tercera secciéon estudiamos las sucesiones bésicas de
tales espacios. En esta seccién apareceran los espacios de Orlicz. Adjuntamos en el Anexo
algunos resultados elementales sobre tales espacios.

Finalmente, en la cuarta y tltima secciéon introducimos los espacios Z,, que se obtienen
cuando consideramos la funcion lipschitziana mas sencilla: p(t) = t.
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En el cuarto capitulo abordamos el estudio del espacio de operadores B(Z,). La se-
gunda seccion estard dedicada enteramente al caso p = 2. También estudiaremos en este
ultimo epigrafe operadores T : Zy — X, siendo X cualquier espacio de Banach.

Agradezco a los profesores Félix Cabello y Jests Castillo el haberme enviado su ma-
terial, el cual empleé para la realizacion de este Trabajo de Fin Master.

Por ultimo, quiero agradecer a mis dos tutores: a Jorge que, con la misma dedicacién
que siempre ha tenido, me ayudo6 a realizar dicho trabajo; y a Jests, también siempre
dispuesto a ayudar, quien me ensené que “al final, las matematicas son lo que importan”.

Rail Pino Velasco
Santiago de Compostela, 16 de julio de 2020.



Capitulo 1

Sumas torcidas de espacios quasi-Banach

Dado un espacio de Banach X y un subespacio M C X no trivial, a la hora de
estudiar cierta propiedad de X, lo natural es comenzar por examinar dicha propiedad
en el subespacio M y en el espacio cociente X/M. Por ejemplo, conviene observar que
la reflexividad es una propiedad hereditaria —esto es, si X es reflexivo, M también es
reflexivo— y ademaés, también tendremos que el espacio cociente X/M es reflexivo (ver
[18, p. 164]). Otras propiedades con un comportamiento similar, son —por ejemplo—
tener dimensioén finita o ser separable.

Ahora bien ;jhasta qué punto las propiedades de los subespacios M C X y los espa-
cios cociente X /M determinan las propiedades del espacio total X? Es decir, dada una
propiedad P jes cierto que X satisface P si M y X /M satisfacen P? En caso afirmativo,
se dice que P es una propiedad de tres espacios —hecho que acostumbra ser abreviado
diciendo que “la propiedad P es 3SP"—.

Asi pues, las sucesiones exactas cortas son de gran utilidad a la hora de estudiar si una
propiedad es propiedad de tres espacios. En efecto, pues para probar que una propiedad
P es de tres espacios, basta ver que si los “extremos” de la sucesion exacta corta

0—M-—X—X/M—0

satisfacen P entonces el espacio “central” X también cumple P.

Las tres propiedades que mencionamos al principio (“ser reflexivo”, “tener dimension
finita” y “ser separable”) son ejemplos de 3SP (ver [13, pp. 232-238|). Sin embargo, pro-
piedades tan elementales como, por ejemplo, “admitir base de Schauder” o “ser espacio de
Banach” no son 3SP (ver [13, p. 226] y [41]).

Para un estudio detallado de distintas propiedades de tres espacios y conceptos rela-
cionados, puede consultarse |13].

Relacionados con las 3SP’s, es necesario destacar el Problema de Palais (ver [17, 13,
39, 31]), que consiste en plantearse la siguiente cuestion:

sexiste algin espacio de Banach X —que no sea un espacio de Hilbert—
que contiene un (subespacio isomorfo a un) espacio de Hilbert H de modo
que X/H sea nuevamente (isomorfo a) un espacio de Hilbert H'?

Dado que todo subespacio de un espacio de Hilbert es complementado y el coproducto
de dos espacios de Hilbert es un espacio Hilbert, encontrar un ejemplo de espacio de



Banach X que nos permita responder afirmativamente a la pregunta anterior es —en
virtud del Teorema de la aplicacién abierta y los comentarios anteriores— equivalente a
que exista una sucesidon exacta corta

0—¥ly—X —/V,—0

que no escinda (esto es, X no es isomorfo a ¢, @ f3). En tal caso, se dice que X es una
suma torcida (no trivial) de espacios de Hilbert. Por tanto, el problema de Palais consiste
en preguntarse si “ser espacio de Hilbert” es 3SP.

Asi pues, la teoria de sumas torcidas que exponemos en esta memoria tiene su origen
en el estudio de las 35 Ps.

En la actualidad, conocemos distintas sumas torcidas de espacios Hilbert no triviales.
El primer ejemplo fue dado en 1975 por Enflo, Lindenstrauss y Pisier [17]. No obstante,
cuatro anos mas tarde, Kalton y Peck [27] estudiarian con detalle la relacion entre sumas
torcidas y cierto tipo de aplicaciones no lineales, lo que los permiti6é construir una nueva
suma torcida de espacio de Hilbert: el espacio Z,.

En este capitulo, presentamos con detalle los resultados de Kalton y Peck anterior-
mente mencionados.

1.1. Sumas torcidas

En primer lugar, introduciremos formalmente el concepto de “suma torcida”. Como
veremos de inmediato, serd necesario situarnos —al menos en principio— en un contexto
méas general que el de los espacios de Banach.

Definicién 1.1 (sumas torcidas).
Sean X, Y y Z tres F-espacios (i.e. tres EVTs metrizables y completos).

(a) Se dice que Z es una suma torcida de X e Y (atencion al orden) si Z contiene un
subespacio X’ isomorfo a X y el espacio cociente Z/X’ es isomorfo a Y. Es decir,
el F-espacio Z es una suma torcida de los F-espacios X e Y si existe una sucesion
exacta corta .

0— X255y —0,

siendo 7 la inclusién y ¢ la aplicacion cociente.

(b) Se dice que Z es una suma torcida isométrica de X e Y si X, Y y Z son espacios
vectoriales quasi-normados completos con Z suma torcida de X e Y tal que

l7zll = ll=ll,  para todo x € X,

Iyl = mf{]lz]|: y = gz}, paratodoy eV
En tal caso, Z tiene un subespacio j(X) isomorfo a X y Z/j(X) es isomorfo a Y.
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Definicién 1.2 (equivalencia de sumas torcidas).

(a) Dos sumas torcidas Z; y Z3 de X e Y se dicen equivalentes si existe T' € B(Z1, Zs)
haciendo conmutativo el siguiente diagrama

0 v X Lz Sy > 0
[«
0 v X Lz, 2,y s 0

(b) Dos sumas torcidas Z; y Zy de X e Y se dicen proyectivamente equivalentes si
existen T' € B(Zy,Z,) vy o, § € R\ {0} haciendo conmutativo el siguiente diagrama

J

0— X 257 25y —0
la[x T lﬁfy
0 v X L2z, 2,y > 0

Nota 1.3 (sobre la equivalencia (proyectiva) de sumas torcidas).

En virtud del Lema A.21 (3-Lema), por ser alx y [ Iy biyectivas, T es un operador
biyectivo. En tal caso, en virtud del Teorema de la aplicaciéon abierta, T" es un isomorfismo
entre 2, v Zs.

Nota 1.4 (Sumas torcidas triviales).

Dados dos F-espacios X e Y, su suma directa usual X @Y define trivialmente una suma
torcida de X e Y. Aquellas sumas torcidas que sean equivalentes a la suma directa usual
las denominaremos sumas torcidas triviales. En particular, por los comentarios de la nota
anterior, éstas son isomorfas a sumas torcidas cuya sucesion exacta asociada escinde.

Asi como el Problema de Palais se pregunta si toda suma torcida de dos espacios de
Hilbert es un espacio de Hilbert, una cuestiéon analoga puede ser formulada para espacios
de Banach:

ses toda suma torcida de espacios de Banach isomorfa a un espacio Banach?

Tal y como muestra el ejemplo dado por Ribe en [41], la respuesta es negativa: existe
una suma torcida de R y el espacio de sucesiones ¢ que, siendo un espacio quasi-Banach,
dicha suma torcida no es ismomorfa a ningtn espacio de Banach.

Es decir, la operacion “torcer espacios de Banach” no es cerrada en la correspondiente
categoria; luego, es necesario considerar una categoria mas general. En este contexto, el
Teorema 1.5 que sigue —cuya demostracion puede consultarse en [25]— es especialmente
aclarador.

Teorema 1.5 (suma torcida de dos quasi-Banach).
Toda suma torcida de dos espacios quasi-Banach es un espacio quasi-Banach.

Es entonces debido a la naturaleza intrinseca de las sumas torcidas, que la familia de
espacios que surge de modo “natural” en su estudio no es la de los espacios de Banach, si
no la de los espacios quasi-Banach. Asi pues, en los primeros capitulos de este documento
nos vemos obligados a trabajar con espacios quasi-Banach.




1.2. Sumas torcidas y aplicaciones quasi-lineales

En este epigrafe, mostraremos la correspondecia entre sumas torcidas y aplicaciones
quasi-lineales mencionada al inicio del capitulo. Esencialmente, probaremos que:

1.— Dada una aplicaciéon quasi-lineal F' : ¥ — X, veremos que la “norma torcida”
definida como

Iz, )l = [l = FW)ll + llyll,  para cada (z,y) € X x Y

es en realidad una quasi-norma en X x Y; ademas la completitud (respecto a dicha
quasi-norma) se sigue de la completitud de X e Y (i.e., la completitud es una
“propiedad de tres subespacios”)

2.— Dada una suma torcida Z de X e Y, obtendremos una aplicacién quasi-lineal
F:Y — X considerando la diferencia entre dos secciones de la aplicacion cociente.
Una de dichas secciones sera lineal pero no necesariamente acotada (su existencia
se debe a la estrucutra de espacio vectorial), mientras que la otra seccion serd ho-
mogénea y acotada (su existencia esta asegurada por el Teorema de la aplicacion
abierta —para F-espacios |28, p. 9-10]—)

Sean X e Y dos espacios quasi-Banach.

\.

Definicién 1.6 (aplicacion quasi-lineal).
Se dice que una aplicacion F': Y — X es quasi-lineal si:

(a) F(ty) =tF(y) paratodot € ReyeY;
(b) existe M € R™ tal que

1E (1 +v2) = F(yr) = Fy2)l| < M([[all + [[g2l]),  para todo y1, yo € Y.

Si F':' Y — X esuna aplicacion quasi-lineal, denotaremos por X @Y al espacio vectorial
quasi- normado (X @Y, ||-]|), donde ||-]|: X @Y — R es la quasi-norma dada por

1@yl = [lo = F(y)llx + llylly, para cada (z,y) € X @Y. (1.1)

r

Teorema 1.7 (aplicaciones quasi-lineales & sumas torcidas).
(a) Si F:Y — X es una aplicacion quasi-lineal, Z = X ©rY es una suma torcida de
XeY.

(b) Si Z es una suma torcida de X eY, existe una aplicacion quasi-lineal F: Y — X
tal que Z es equivalente a X ®p Y.

Demostracion.
(a)

Inicialmente, probaremos que (1.1) define una quasi-norma en X Y.

Es evidente que ||(z,y)|| = 0siy sélosi (z,y) =0 € X &Y ademas, también es claro
que ||(x,y)]| > 0 para todo (z,y) € X &Y. Por otra parte,

Az, Ay)|| = [[Az = Fw)llx + IMylly = [[AMz = F@)ll + Ayl
= A[(lz = F@)Il + llyl) = [AI(z, )ll,  para todo (z,y) € X &Y y A€ R.
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Finalmente, observemos que si C'x y Cy son modulos de concavidad para las quasi-normas
Illx v ||-]ly, tenemos entonces que

[z, y0)+(r, v2) |l = [[(x1 + 22,910 + y2) || = |21 + 22 — Fyr + wo)ll + [lyr + w2l
= [|v1 + 22 — F(y1) — Fy2) + F(y1) + F(y2) — F(yr + v2) || + lyr + vl
< Cx[llzr = F(y)ll + Cx ([le2 = F2)l + 1 F (11 + y2) — F (1) — F(y2)l])]
+ Cy ([l [l + llvell)
< Ox|[ller = Fyo)ll + Cx (llwe = Fy) Il + M (Nl + lyal))]
+ Cy ([l ]| + llvell)
< Cx*Cy M ([l — Fy)ll + vl + [l — F(y2) || + [lyell)
= CXQCYM(H(xhyl)H + ||(l’2>y2)||)> para todo (z1,1), (72,%2) € X @Y.

Veamos ahora que los subespacios {(x,0): z € X}y (X®rY)/X son isométricamente
isomorfos a X e Y respectivamente. Para ello, basta observar que

1(z, 0)[ = [l = F(O)[| + [[0]] = [l]|, para todo z € X (1.2)
¥ que

lyll = inf llz +2" = F@)ll +llyll = inf [I(z,y) + (" 0), paratodoy €Y.

Ahora, tan solo resta probar la completitud de X @p Y. Para ello, sea ((Z,, Yn))nen
una sucesion de Cauchy arbitraria en X @p Y. En tal caso, dado ¢ > 0, para n >> 1
tenemos que

1@, Yn) = (@, Y) | = 120 = T — F (Y = )|l + lyn — Y|l <&,  para todo m > n;

luego (Yn)nen €s una sucesion de Cauchy en Y y por tanto convergente. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que y, — 0 en Y. Asi pues, si para cada n € N escogemos
T, € X de modo que |(Z,,0) — (zn,ys)|| < 1/n; obtenemos entonces —en virtud de
(1.2)— que

1Zn — Z| = [[(Z — Zm, 0) |
= ||(:Z'na O) - (xmyn) + (‘Tnv yn) - (xmvym) + (zmvym) - (jmw 0)”
< C*([1(Zn, 0) = (@, y) |+ (@0, ) = @i y) |+ @y Ym) = (s 0)])
< C*(1/n+e+1/m), paratodom > n.

Es decir, (Z,)nen es una sucesion de Cauchy en X; luego existe xg € X tal que x,, — xo.
Ahora es inmediato comprobar que (z,,vy,) — (29,0) en X ©r Y, quedando probada asi
la completitud del espacio quasi-normado X &g Y.

(b)
Sea A
0 sy X L vz 1.y s 0

la sucesion exacta corta que define la suma torcida Z de X e Y. En tal caso, existe:

(7) una aplicacion lineal —posiblemente no continua— 6: Y — Z tal que ¢f = Iy;
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(74) una aplicacion —posiblemente no lineal— ¢: Y — Z tal que ||p(y)|| < Klly| vy
qe(y) = y para todo y € Y; supongamos ademéas que ¢(ty) = tp(y) para todo
yey.

A continuacion, probaremos que la aplicacion F': Y — X dada por

F(y) =7 '(¢(y) — 0(y)), paracaday €,

[observemos que q(¢(y)—0(y)) = 0, luego ¢(y)—0(y) € ker ¢ = j(X)]| define una aplicacion
quasi-lineal F': Y — Z que nos permitira definir una suma torcida X @&r Y equivalente
az.

La homogeneidad de F es clara; ademaés, si L € R es tal que ||57(2)]| < L||z|| para
todo z € j(X) y C € Rt es un modulo de concavidad para (X, ||-|]), (Y, 1) v (Z,]-|]),
tendremos entonces que

[F(y1 +y2) — Fy1) — F(ya)|| =
=[5 (eys + y2) — Oy + y2) — (1) + 0(y1) — @(y2) + 0(y2)) ||
= li " (ely1 + 12) — e(w1) — (1))

< Lllo(yr +y2) — o(y1) — o)l

< C?L(lle(yr + w2) | + o)l + lley2)ll)

< C?°L(KC([lyall + lly=ll) + K|l + Kllyall)

<2C°KL(|lya|l + llwall),  para todo yi,y2 €Y.

Ademés, considerando
Tz = (j_l(z —0qz2), q(z)), para cada z € Z,
obtenemos que T': Z — X @ Y define un operador en B(Z, X ©r Y). En efecto, pues

T2 = || (57" (2 = 04z).q )H
= [|771(z = 0g2) — F(g2)|| + llaz|l
= |77z = bgz) — i (@(qz) — Ogz)|| + l|g=]]
= 77" (= = wlg2)ll + llgzll
< Lljz — ¢(g2)|| + llgz|| < LC (||| + lle(a2)]) + llallll=|l
< LO(ll2l + Klallll=1) + llallll=l
= (LC + KLC||q|| + |lgl) Iz]l, para todo z € Z.

Por tanto, T' € B(Z, X ®r Y') induce una equivalencia entre X &p Y y Z. ]

Una vez que probado que el estudio de las sumas torcidas de X e Y equivale al es-
tudio de las aplicaciones quasi-lineales [': Y — X, cabe preguntarnos por un criterio o
condicién que nos permita decidir cuando dos aplicaciones quasi-lineales F, G: Y — X
definen sumas torcidas (proyectivamente) equivalentes. El siguiente resultado nos propor-
cionard dicho criterio.



Definicion 1.8 (equivalencia de aplicaciones quasi-lineales).

(a) Se dice que dos aplicaciones quasi-lineales F, G: Y — X son (proyectivamente)
equivalentes st X BrY y X ®¢Y son sumas torcidas (proyectivamente) equivalentes.

(b) Se dice que F es una aplicacion quasi-lineal trivial si X @Y y X @Y son sumas
torcidas equivalentes.

Nota 1.9. Si F': Y — X es la aplicacion nula, entonces X @ Y coincide con la suma
directa topologica ordinaria. En tal caso, la sucesion exacta corta correspondiente escinde.

J

~

Teorema 1.10 (aplicaciones quasi-lineales equivalentes).
Sean F, G: Y — X dos aplicaciones quasi-lineales. Entonces:

(a) F yG son equivalentes si y sdlo si existe una aplicacion lineal A: Y — X y M € R
de modo que

|F(y) — G(y) — Ayl < M|lyl|, para todo y € Y;

(b) F y G son proyectivamnete equivalentes si y solo si existe una aplicacion lineal
A'Y — X y M,a € R de modo que

| F(y) — G(ay) — Ayl| < M|lyl|, para todo y € Y;

(c) F es trivial si y sélo si F' es proyectivamente equivalente a la aplicacion idéntica-
mente nula, esto es, ' se puede expresar como la suma de una aplicacion lineal y
una aplicacion acotada.

Demostracion.
(a)

Sean F'y G dos aplicaciones quasi-lineales equivalentes. En tal caso, por definicion y la
conmutatividad de los correspondientes diagramas, existe un operador lineal y continuo
T: X &rY — X ®¢ Y que debe ser de la forma T(z,y) = (x + Ay,y) para cierta
aplicacion lineal A: Y — X. Asi pues, dado que para y € T tenemos que T(F(y),y) =
(F(y) + Ay, y), concluimos entonces que

IF(y) — G(y) + Ay|| < [|1F(y) + Ay — Gl + lyll = || (F(y) + Ay, ) |

= |T(F).y)|| < ITI||(F(y),v)]]
= TI([IF(y) = Fw)ll + lyll) = ITIlllyll, para todo y € Y.

Reciprocamente, si F'y GG son dos aplicaciones quasi-lineales que satisfacen la condiciéon
del enunciado, la aplicacion lineal T: X ®pY — X ®¢ Y dada por T'(z,y) = (z — Ay, y)
para cada (z,y) € X @ Y, satisface que

1T (z,y)l| = l[(z — Ay, )|l = |z — Ay = G(y)[| + |||
= [l — Ay — G(y) — F(y) + F(y)[l + [l
<C(lz = F)ll + 1F(y) — Gy) — Ayll) + [yl
< C(lz = Fy)ll + Mlyll) + llyll
< C(M +1)||(z,y)]|, paratodo (z,y) € X ®pY.



Por tanto, X ®r Y y X @¢ Y son dos sumas torcidas equivalentes mediante 7.

(b)
Se prueba de forma similar a (a).
(©)

Es obvio a partir de las definiciones. O

Por tanto, una aplicacion quasi-lineal F' es no trivial si no existe ninguna aplicacion
lineal A de modo que F' — A sea una aplicaciéon acotada.

1.3. Aplicaciones quasi-lineales

A la vista del Teorema 1.10 anterior, concluimos que para obtener una suma torcida
no trivial de X e Y, basta definir una aplicaciéon quasi-lineal F': Y — X que “no pueda
ser aproximada por una aplicaciéon lineal”. Asi pues, ahora cobra una importancia vital la
siguiente pregunta:

scomo proceder para definir una aplicacion quasi-lineal F':' Y — X ¢

Sean X e Y dos espacios quasi-Banach e Yy C Y un subespacio denso en Y'; a conti-
nuacion, indicamos un esquema del itinerario que seguiremos para definir una aplicaciéon
quasi-linneal F': Y — X a partir de una funcion lipschitziana ¢: R — R.

r

\

Teorema 1.11 (aplicaciones quasi-lineales en un subespacio denso).
Si Fy: Yo — X es una aplicacion quasi-lineal, entonces:

(a) eziste una aplicacion quasi-lineal F':' Y — X tal que RI=ity

(b) si F1, F5: Y — X son dos aplicaciones quasi-lineales tales que Fl\yo = F2|YO = Iy,
entonces Iy y Fy son equivalentes.

r

\.

Definicién 1.12 (aplicaciones quasi-aditivas).
Una aplicacion f: Yy — X se dice quasi-aditiva si:

(a) existe K € R tal que
1/ (1 +w2) = f(w1) = Fw)ll < K([Jyall + llall),  para todo ys, ya € Yo;

(b) lim f(ty) =0 para todo y € Yp;

t—0

(¢) f(=y)=—/f(y) para todoy € Y.
En tal caso, diremos que f es una aplicacién quasi-aditiva de orden K.

r

\.

Teorema 1.13 (toda aplicacion quasi-aditiva define una aplicacion quasi-lineal).
Si f: Yy — X es un aplicacion quasi-aditiva, entonces F: Yo — X dada por

ol (=), siw 0
]l
0 stx =10

T

F(x) =

es una aplicacion quasi-lineal.




Teorema 1.14 (toda funcion lipschitziana define una aplicacion quasi-aditiva).

(a) Si@: R — R es una aplicacion lipschitziana, entonces f: R — R dada por
1
t@(log—), t#0
Ft) = iz
0, t=20

es una aplicacion quasi-aditiva.

(b) Si f: R — R es una funcion quasi-aditiva, existe una funcion lipschitziana 0 tal

que
t 1
sup ‘& — <log —>) < 00.
te(0,400) | 1 i
Demostracion del Teorema 1.11.
(a)
Consideremos inicialmente el espacio vectorial quasi-normado (X @ g, Yo, |-]|), donde

1@ )l = llz = Fo(y)ll + [lyll,  para cada (z,y) € X ©g, Yo.

Sea Z la completacion de (X &g, Yo, ||-|])-

A continuacién, probaremos que Z es una suma torcida de X e Y. Para ello, conside-
ramos las siguientes aplicaciones: j: X — X @&, Yy —dada por j(z) = (x,0) para cada
re€X—yq X&pYy— Yy —dada por ¢(z,y) = y para cada (z,y) € X ®p, Yo—. En
tal caso, ¢ puede ser extendida a una aplicaciéon abierta y sobreyectiva —es decir, a una
aplicacion cociente— ¢q: Z — Y tal que ker (¢) = j(X).

En efecto, la extension esta garantizada por [25, p. 19] y si z € Z es tal que ¢(z) = 0,
luego

0= lim ¢(zn,yn) = lim y,, en (Y,|-|),
n—-+00

n——+o00

siendo ((Zy, Yn))nen una sucesion de vectores de X @p, Yy tal que (z,,y,) — 2. En tal
caso, (Fo(Yn);yn) — 0, pues [[(Fo(yn), yn)ll = 1F0(yn) — Folyn)ll + lynll = llyall — Oy
entonces, (z, — Fo(yn),0) = (n, Yn) — (Fo(yn), yn) — 2. Por tanto, z,, — Fy(yn) — xo para
algin xy € X, de donde deducimos finalmente que z = (z,0) € j(X).

Por tanto, en virtud del Teorema 1.7, existe una aplicaciéon quasi-lineal H: Y — X
(con constante asociada M;) de modo que Z es equivalente a X &g Y. Es decir, existe un
operador lineal y acotado T": Z — X @&y Y que hace conmutativo el siguiente diagrama

0 y X N4 1 .y s 0
[CR I
0 — X — XPygY —Y —0

En tal caso, T es un operador de la forma T'(x,y) = (x + Ay,y) para cierta aplicacion
lineal A: Y — X. Ademas, para yo € Yj, tenemos que

1 Fo(yo) + Ayo — H(yo)|| < |1 Fo(yo) + Ayo — H (o) |l + llwoll = || (Fo(wo) + Avo, vo)||
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= ITII(I00 + llwoll) = IT°[l Iyoll (1.3)

Asi, la aplicacion F': Y — X dada por

FO(?J)? SiyEYOa

Fy) =
H(y) — Ay, siy¢ Yo,

es una extension quasi-lineal de Fy a todo Y. En efecto, pues para yo € Yy e y; € Y\ Yo,

1F (o + 11) — F(yo)—F(y)ll = I1H(yo + 1) — Alyo + 1) — Fo(yo) — H(y1) + Ay
|1 H (yo + 11) — Ayo — Fo(yo) — H ()|

C([[H (yo +w1) — H(yo) — Hy1) | + I1H (y0) — Ayo — Fo(wo)|l)
C(My(llyoll + llvall) + 1T lyoll) < C(My +[IT]) (Nwoll + llwall)-

I/\ I/\

((1.3))
(b)

La unicidad (médulo equivalencia) de la extension F' es una consecuencia de que toda
extension quasi-lineal de Fy a Y define una completacion de X &g, Yy (y tal completacion
es tnica). En efecto, pues para (z,y) € X @r Y, si (yn)nen €s una sucesion en Yy tal que
Yn — ¥y, entonces ((x — F(y — Yn), Yn) Jnen €s una sucesion en X Gp Y tal que (z — F(y —

Yn), Yn) = (T,9). u

Demostracion del Teorem 1.13.

La homogeneidad de F' es una consecuencia inmediata de la antisimetria de la aplica-
cion quasi-aditiva f. Para probar la propiedad (b) de la Definiciéon 1.6 anterior, necesita-
remos el siguiente resultado auxiliar, cuya demostracion posponemos por claridad en la
exposicion.

Lema 1.15 (auxiliar para el Teorema 1.13).
Eziste una constante By —dependiente inicamente del espacio quasi-Banach X — tal
que: st f: R — X es una aplicacion quasi-aditiva de orden K, entonces

1f(t) —tf(D)| < BxK, para todot € [0,1] CR.

Dado x € Y tal que ||z|| < 1, consideramos la aplicacion quasi-aditiva f: R — X
dada por B
f(t) = f(tz/||z||), paracadat € R.

En tal caso, en virtud del Lema 1.15 anterior,
17) = 1@l = Il (o) = 7@ = Ml 7@ = 7kl | < Bk
Ast pues, dado que [lz]] + [}y < 1/C implica [}z + || < C(l2]| + yl) < 1
|F(z+y)-F(z) - F)ll <
<Cllifle+y) = F@) = FWIl+ 1P +y) = [z +y)
— F(@) + f(z) = F(y) + fW)

10



< C[If@+y) — £@) = @I+ C(IF@+y) - fw+ )]

+C[IF@) = f@)+ 1F@) - Foll])]
<C :K(||x|| +lyll) + C(BxK + 2CBXK)]
< O(K +3C*BxK), paratodoz,y€ X con |z|+ |y <1/C.

Por tanto,
IF(z +y) = Flz) = F(y)|| <20%K +3C*BxK)(||=[| + [lyl), para todo z,y € X. O

Demostracion del Lema 1.15.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(1) = 0. En caso contrario, trabajaria-
mos con la aplicacion g(t) = f(t)—tf(1). Probemos luego que existe Bx € Rt dependiente
tinicamente de X de modo que

Ilf/(®)]] < BxK, paratodote [0,1] CR.

Para ello, necesitaremos los siguientes resultados auxiliares, cuya demostracién pospone-
mos por claridad en la exposicion.

Lema 1.16 (auxiliar para el Lema 1.15).
Si1 Yy es un subespacio denso en'Y y f: Yo — X es una aplicacion quasi-aditiva de orden
K, existen constantes positivas v y L tales que,

Hf(ii%) - zn:f(yi)

[Aclaracion: Podremos considerar r < p/2, donde p > 0 es el exponente dado por el Lema
A.19.]

Lema 1.17 (auxiliar para el Lema 1.15).
Si f: R — X es una aplicacion quasi-aditiva de orden K, existen constantes positivas
L yr tales que

n 1/r
< LK(ZHyAV) . para todo y; € Yy con 1 < i <n.
i=1

127 f(27™)|| < LKnY",  para todo n € N.

[Aclaracion: La constante L > 0 coincide con la indicada en el Lema A.19. Podremos
considerar r < p, siendo p > 0 el exponente dado por el Lema A.19.]

Sea t € (0,1) C R escogido de forma arbitraria. Para dicho ¢, existe un tinico n € N
de modo que t € [27",2!7") C R. En tal caso,

t=2"" Zek 27k = Zek 27 HR) con gy =1 y & € {0,1} para cada k > 1.

Sea ademas, para cada m € N,

m

tm = Z Ek 2—(n+k)‘

k=0

Aplicando ahora el Lema A.19, sabemos que existe L > 0 (dependiendo tnicamente
de X) de modo que si r = p/2 —siendo p el exponente dado por el Lema A.19—, entonces

LFON = ([ £ () + f(t = ) + (1) = f(tm) = F(t = L)) |

11



r r 1/r
< L(LF ) 1" + £t = ta) I + £ () = f(tm) — f(E—ta)lI7)
A continuacién, para cada uno de los tres sumandos de la tltima desigualdad, obtendremos

cotas adecuadas que nos permitiran obtener el resultado enunciado.

Por ser f una aplicacion quasi-aditiva de orden K, para el tercer sumando, tenemos
que
1f (@) = f(tm) = f(E —tn)l| < K[tm +1 —tnl| = Kt < K

y entonces
1F(t) = f(tm) = f(t = tw)|I" < KT (1.4)
Por otra parte, para el primer sumando, empleando nuevamente el Lema A.19, obte-
nemos inicialmente que

£t = |[£(tn) Zekf +Zskf2<“+k>H

< 1|t~ 3 2 )"

A continuacion, acotaremos cada uno de los sumandos obtenidos en la ultima desigualdad.
Para el primero de ellos, teniendo en cuenta que f(0) = —f(—0) = —f(0) = 0, deducimos
que

—(n+k

-3 000 = st - st )|

“ m 1/r
ema116) = 73 ez ) = D (e 2| < KLY e )
k=0 k=0 k=0
“ 1/r o 1/r
< KL(Z2_(n+k)r) < KL(ZQ_(n+k)T> < KL(1 — 2—7“)—1/1”;
k=0 k=0
luego
|t Zc‘kf )" < KL - 27 (1.5)

Por otra parte, invocando nuevamente el Lema A.19, obtenemos que

|3 s o) < 1(Steese o) < oY)
k=0 k=0 k=0

de donde deducimos que

m n+k (n+k)
n-‘,—k (n+k’) r ”2 f(2 )H
| Ze s <3 - L Z S
=0
(Lema 1.17) < L™y (LK(n+k)Y/") 2700 = KTL20N " (n + k)2~ (0
k=0 k=0
S KLY (n+ k)2 e (1.6)
k=0

12



Por tanto, aunando (1.5) y (1.6), obtenemos ahora que

° 1/r .
1) < L(KTIU(l — 2 KLY (n o+ k) 2—<n+k>T> < LKLy + K'Ly) """,
k=0
es decir,
lf(to)||” < L"(K"Ly + K"Ly) = L"K"(Ly + Lo). (1.7)
Finalmente, teniendo en cuenta (1.4) y (1.7), concluimos que
T IS T r\1/7
IO < LK (Lo + La) + (1 =t + K7)
< L(LK"(Ly + Lo) + K| f(t = t)|I” + K7)*"
= LK (L"(L1 + L) + || f(t — tw) || + 1)1/’" =LK (L* + |[f(t = tw)||" + 1)1/7".
(1.8)
Ademas, al ser f una aplicaciéon quasi-aditiva,
3 _ _ 11 —n -k\ _ 14 —(n+m+1) —k\ _
n}g%of(t tm>_n1£{l>of(2 Z £x2 )—nlli?)of(Z Zst )—O.
k=m-+1 k=0
Por tanto, haciendo m — oo en (1.8), deducimos finalmente que
If @)l < LK(L" +1) = KBx. O

Demostracion del Lema 1.16.

En virtud del Corolario A.17 — Nota A.18, para cierto p > 0 existe una quasi-norma ||-||
equivalente a la quasi-norma ||| y tal que [|ly1 + v2[I” < llvallI”+lyell” para todo y1, y2 € Y.
Por ser |||-| ¥ ||-]| quasi-normas equivalentes, existe " > 0 tal que ||z| < ||z|| < L/||z||
para todo z € X, y entonces

IS (1 4 @2) = fa1) = f@)l S L f (21 + 22) = f21) = f(z2)]]
(f es quasi-aditiva de orden K) < L'K(||a1|| + ||z2]]) < L' K (21| + |llz2])

O<p<1) SLE(laafl” + lz2?)?. (1.9)

A continuacién, aplicando el método de induccion, probaremos que

Para n = 2, tendriamos que probar que

n

1/
< UK(Yillelr) ', paratodoneN.  (110)

=1

1f @+ 22) = Fla1) — Flan)| <LK ([P + 21| ]7) 7,

lo cual es trivialmente cierto si tenemos en cuenta (1.9). Supongamos luego que (A.1) es
cierto paran—1 € N, con n > 3, y veamos que también es cierto para n € N. Observando
que

p

13



WSR-S GG
(JI]II” subaditiva) < f(ixg) — if (x;) (sz—l—xl) — f( Y ml> — f(z1) '

=2 =2 =2

= (Ele)—gf (@it1) <Z$z+$1)—f<iz;:xi)_f<$l)
)

(Induccion y (1.9)) < LPK?P Zz it | + JL’pr< H le '

L’pr<Z(z D) P+ m sz

< L’W(Zu = 1) flaill? + Z llzall? + )P ) = LK >l
=1

=2

p

+ [l I

" e )

queda entonces probada la veracidad de (A.1).
Sea ahora r = p/2. Para xy, ... ,x, € X con ||z1]| > [|x2]]| > ... > [|=n]||, se tiene que

H\f( v) - foz (<m(z )"

; T T r T 1/p
el < Wl Uy <D el -+ lll -+ el )

=1

n n . . 1/p n . n r 1/p
=K (D (X sl Y aall”) ™ = L (3 il 3 M)

i=1 j=1 =1 7j=1

- »\ 2/P - A\ Y
UK el) = (3 )

i=1 i=1

Por tanto, teniendo en cuenta la equivalencia entre |||-|| v |||, concluimos finalmente que

A ) =S s < v2x () = Le (S ) o
H (il =1 =1 =1

Demostracion del Lema 1.17.
Puesto que f es quasi—aditiva de orden K,

@) = 2f@ D) = f@ 0D 4 27000) — (27 — (2 )|
< K(2° (n+1) 4 2—(n+1)) — K2 para todo n € N,

de donde se sigue que
|27 f(27") — 2L f(2=( V)| < K, para cada n € N. (1.11)

Asi pues, teniendo en cuenta que f(1) =0, el Lema A.19 y (1.11), obtenemos finalmente
que

12" F@I = 112" F(27) = 2”‘1f<2‘("‘”>) +o 4 (217 =22 £ @)l
< L(Z |20 F(27%) — 2~ 1f(2—“‘”>||“)1/r

14
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Demostracion del Teorema 1.14.
(a)

Dados t1,t, € RT, tenemos que

’(tl —|—t2)go<log ﬁ) — t1g0<log %) — t2g0<log %) ‘

[t +ta) — f(t1) — f(tz)‘

t1+t2 t1+t2
t1 ( 1 1 1
o) - ()
o t1+t2g0 gt1+t2 t1+t2<p gtl
to 1 to 1
+ (lo >— (10 —
t1+t2gp gh-l—tz t1+t2gp th

o(1og ) (105 )]
—_ O_
twtg‘p St PU%

oo ) — o (log )

—_ O_
t1+t290 Sttt TU%E,
tl t1+t2 tQ t1+t2

L.lo n L.lo
St P Ty oty P8

donde hemos empleado que ¢ es una funcién Lipschitziana —con constante de Lipschitz
L,—y que

1 1
tlog; + (1 —1t)log - <log2, paratodo0<t<1.
Por tanto, ya hemos probado que
|f(t1 +ta) — f(t1) — f(ta)| < Lylts + t2|log2 = Ly,(t1 + t2) log2, para todo t1,t2 € RT.

Por otra parte, utilizando nuevamente el caracter lipschitziano de la funcién ¢, con-
cluimos que

‘w(log |t|)‘—ltl‘¢(log|t|) ©(0) + ¢(0)
<Lyt|| 10gm| + [t][(0)]
= — Lytlogt + [t|]|p(0)], 0<t<T1;
luego
) 1
i 1) = fiyt e (1og ) =0

Asi pues, dado que la antisimetria de f es clara, queda entonces probado que f es una
funciéon quasi-aditiva.

(b)
Necesitaremos el siguiente resultado auxiliar, cuya demostracién posponemos por cla-
ridad en la exposicion.

Lema 1.18 (auxiliar para el Teorema 1.14).
St fyg: R— R son dos funciones quasi-aditivas de orden K tales que

|f(2") —g(2")] < M2", para todo n € Z,

entonces
|lf(t) —g(t)] < (M +4BK)|t|, para todo t € R,

donde B = Bg es la constante cuya existencia ha sido probada en el Lema 1.15.
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Por ser f una funciéon quasi-aditiva de orden K, para cada n € Z, tenemos que
F@) = 27(20)] = (2" +27) — £(2") — F(2")] < K(2" +27) = K2m+!

y entonces

2n+1 on
f(2n+1 ) _ f(2n ) < K, paracadan € Z. (1.12)

Escojamos ahora una funciéon ¢: R — R tal que:

(i) p(n)=2"f(27") para todon € Z,  (ii) ¢ es K-lipschitziana en R.

La existencia de una funcion ¢ satisfaciendo las condiciones (i) y (i7) anteriores esta
garantizada por (1.12). Sea ahora

log || :
~ 280N st £0;
<p< log 2 ) stt#0;

0 sit=0.

Tenemos entonces que:

(1) g es una funcion quasi-aditiva de orden K;

log 2"

P ( B
(i) 9(27) =2 o - 125
Por tanto, el Lema 1.18 nos permite afirmar que

’@_
t

) =2"p(—n) =2"27"f(2") = f(2") para cada n € Z.

t
@’ <4BK, parat#0,

de donde deducimos finalmente que

f() log [t|
sup )—— (——>‘<oo,
te(0,00) | T 4 log 2

o equivalentemente, si 0(t) = ¢(t/log2), que

sup ‘@—0(10g1>’<oo. [

t€(0,00) |t]

Demostracion del Lema 1.18.

Dado t € R*, existe un tinico n € N tal que ¢t € [2"7!2") C R. En tal caso, f*(t) =
f(2") v g"(t) = g(2"t) son dos aplicaciones quasi-aditivas de orden 2" K. Por tanto, en
virtud del Lema 1.15 anterior,

|f(t) —g(t)| = [f"(27"t) — g"(27"1)]
< @) =27 D))+ 27 (1) = 270" (D) + (279" (1) — g™ (277)]
< 2"BK +27"t|f(2") — g(2")| + 2"BK = 2""'BK + 27 "tM2"
= 222" 'BK +tM < (4BK + M)t, paratodot € R".

Dado que f y g son funciones antisimétricas, la desigualdad anterior es valida para todo
teR O
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Capitulo 2

Sumas torcidas de espacios de sucesiones

Tal y como vimos en la tercera secciéon del Capitulo 1 anterior, toda aplicacion lips-
chitziana ¢ : R — R induce una aplicacion quasi-aditiva f : R — R. Sin embargo, si
deseamos construir una suma torcida empleando un espacio quasi-Banach F, necesitamos
una aplicacién quasi-aditiva definida en F.

En este capitulo, introducimos los espacios quasi-normados s6lidos —una clase par-
ticular de espacios de sucesiones— en los que, partiendo de una funcién quasi-aditiva
f: R — R, lograremos construir una aplicaciéon quasi-aditiva definida en el propio espa-
cio.

Los espacios clasicos de sucesiones £, con 0 < p < 0o, son ejemplos de espacios quasi-
normados solidos. Asi pues, lograremos definir sumas torcidas de tales espacios; también
probaremos que dichas sumas torcidas admiten base de Schauder.

2.1. Espacios quasi-normados sélidos

Dadas dos sucesiones de ntimeros reales x, y, denotaremos por |z| y zy la sucesion
obtenida aplicando la operacion correspondiente (ya sea efectuar el valor absoluto o bien
el producto) componente a componente. Por otra parte, para cada n € N, denotaremos
por e, a la sucesiéon dada por e,; = 0, ; para cada j € N.

r

Definicién 2.1 (espacio quasi-normado sélido).
Un espacio quasi-normado sélido es un espacio quasi-Banach de sucesiones (E, ||-]|) en el
que:

(a) R>® =span{e,: n € N} es un conjunto denso;

(b) la quasi-norma ||-|| satisface que:
() |lyx|l < ly|lsollz|| para toda sucesion y € lo, v = € E,
(17) |len]| = 1 para todo n € N,

(1i1) ||zl < ||z|| para toda sucesion x € E.

J

Conviene observar que, en tal caso, la base usual (e,),en es una base de Schauder
incondicional para FE.
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Ejemplo 2.2 (espacios quasi-normados solidos).

(a) Los espacios £, con 1 < p < 0o, son ejemplos de espacios quasi-normados solidos.

(b) Para 0 < p < 1, el espacio de sucesiones ¢, también es un espacio quasi-normado
solido.

~

Dada una funcion lipschitziana ¢: R — R tal que ¢(t) = 0 para todo ¢t < 0 —
emplearemos la notaciéon ¢ € £ para referirnos a una funciéon ¢ satisfaciendo dicha
propiedad—, consideramos la aplicacién quasi-aditiva f: R* — E dada por

zpo(—log|zk]), siaxp #0,
flz), = para cada k € N, (2.1)

0, six, =0,

que, en virtud de los Teoremas 1.13 y 1.14, induce la aplicaciéon quasi-lineal Fj: R® — FE
dada por
i

ol () si e #0,
0 siz =0,

para cada x € R,

Fo(l’) =

que se extiende a su vez, en virtud del Teorema 1.11 anterior, a una aplicacion quasi-lineal
F: E — FE con la que definiremos la suma torcida F & E.

Definiciéon 2.3 (espacio E(p)).
Dada una funcién ¢ € £, emplearemos la notacion E(y) para denotar a la suma torcida
E®r E.

J

Justifiquemos el paso clave de la construccién anterior: la aplicacion f: R*® — FE
dada por (2.1) es una aplicacion quasi-aditiva.

Dado que la antisimetria de f es una consecuencia inmediata de su definiciéon, centra-
remos todos nuestros esfuerzos en probar que f satisface las propiedades (a) y (b) de la
Definicion 1.12.

Para ello, dadas dos sucesiones normalizadas arbitrarias =, y € R>* y k£ € N tal que
zryk 7 0, observemos que si L, es la constante de Lipschitz de ¢, entonces

|f(@)k+ [y — fle+y)l =
= |zre(—log |ak|) + yep(—log |yk]) — (zr + yi)o(—log |k + yi|)|
< |z|lo(—log|zk]) — o(—log |z + yk|)| + |yrl|lo(—log |yx]) — w(—log |k + yl)|

< L¢<|xk| log l7i el + |yx|log i yd)
|kl |y |

< Ly(lz| + |ye]) log 2,

donde en la tdltima desigualdad hemos empleado que

1
tlog;—f—(l—t)log <log2, paratodo 0<t<1.

1—-1

Por tanto, concluimos que [f(z) + f(y) — f(z + y)| < Ly(|z| + |y[)log2, de donde
se deducimos finalmente que si C' es un modulo de concavidad de la quasi-norma ||- ||,

18



entonces

1 (2) + f(y) = flz+y)ll < Ly (2] + |y[]]) log 2
< CLy, (|z]] + |lyl) log 2, para todo z, y € R*.

Por otra parte, dado x = x1e; +- - - +xyen € R* arbitrario, en virtud de la propiedad
(7) de la quasi-norma ||-|| de E, tenemos que

N N N
()l = || Yo tao(—og e | < || D tao(—tog e || e
k=1 k=1 k=1

N
> e

N
= 12}2}5\7 |tawo(—log |txyl)| H ;ek ‘ < 12}25\7 |tk log |txy|| Ly

y entonces ahora es claro que

lim || f(tz)|| =0, para todo z € R*™.
t—0

Nota 2.4 (sobre la condicion ¢(t) = 0 para todo t < 0.).

En virtud de las consideraciones anteriores, debemos notar que no supone pérdida de
generalidad alguna limitarnos a trabajar con funciones lipschitzianas ¢ tales que ¢(t) = 0
para todo t < 0. En efecto, pues si para una funciéon lipschitziana ¢ arbitraria considera-
mos

0, sit <0

es facil ver que entonces ¢ induce una suma torcida equivalente a £ @©p E.

Fijandonos en la definicion de la aplicacion quasi-aditiva f: R*® — FE introducida
en (2.1), observamos que lo realmente importante de la funcion lipschitziana ¢ es su
comportamiento asintotico en 4-oc.

Una vez visto que toda funciéon ¢ € £ define una suma torcida de £ y E (siendo F
un espacio quasi-normado so6lido) es natural formularse la siguiente pregunta: dadas dos
funciones ¢, ¢ € £,

seudndo son (proyectivamente) equivalentes las sumas torcidas E(p) y E(¢)?

Asumiendo ciertas hipotesis no muy restrictivas, el siguiente resultado responde a
dicha cuestion: esencialmente, dos sumas torcidas E(p) y E(1)) son equivalentes si y solo
si ¢ — 1) es una funcién acotada. En particular, tal y como deduciremos més adelante,
una suma torcida E(p) seré trivial si y solo si la aplicacion ¢ es acotada.
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Teorema 2.5 (espacios E(y) equivalentes).

Sea E un espacio quasi-normado sélido en el que ninguna subsucesion de (€,)nen €S
equivalente a la base usual de co. En tal caso, dadas dos funciones ¢, v € £, tenemos
que:

(a) E(p) y E(¢) son equivalentes si y solo si

sup [p(t) — B(t)] < oo
te(0,4-00)

(b) E(p) y E(¥) son proyectivamente equivalentes si y solo si existe a # 0 tal que

sup |p(t) — ay(t)| < oo;
te(0,400)

(¢) E(p) es trivial si y solo si ¢ es una funcidn acotada.

\. J

Demostracion del Teorema 2.5.
Sean F': ¥ — FE y G: E — F las aplicaciones quasi-lineales inducidas por las
funciones lipschitzianas ¢ y 1) respectivamente.

(a)
Inicialmente, probaremos que la condicion M = sup,c g ;o0) [ (t) — 9(t)| < oo implica
que
1F(y) = Gy) — Ayll < Mlly[l, para todo y € E,

siendo A la aplicacion idénticamente nula en E.
Para ello, observaremos que si y € E, entonces

17() = Gl = Il (77) = oo ()|

= [ S~
I vml) o)
(-1 20— ) [ S e

keN lyll Sl

(prop. (i) de [|-[])

IN

< Ml

El resultado enunciado es ahora una consecuencia del Teorema 1.10 anterior.

Antes de mostrar la demostracién detallada del enunciado reciproco, indicamos un
breve esquema de como procederemos.

1.~ La idea esencial consistira en escoger una sucesion (s,),ey C F satisfaciendo que:

(a) paracadat € [log||s1]|, +00) existe un unico n € N tal que ¢t € [log ||s,]|, log |[$nt1]])
(véase (2.8)),

(b) suplog ||spi1|| — log ||sn|| < oo (véase 2.7),
neN

(¢) ilelgho(lOgHSnH) — ¢(log [snl])] < oo (véase (2.6));
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y observar finalmente que
sup () = ()] < sup  |p(t) — ¢(log [[sull) | +sup [¢(log[|sall) — 2 (log [[snl])]
t€(0,400) t€(0,400) neN

+ sup |¢(log[snll) — ¥(t)

te(0,400)

Y

de donde, empleando la lipschitzianidad de las fucniones ¢ y ¢ y las propiedades
(b) v (c) anteriores, deducimos que

sup [(t) — ¢(1)] < .
te(0,400)

2.— Evidentemente, la gran dificultad con la que nos encontraremos serd obtener tal
sucesion (s,)nen. Sin embargo, es curioso que para cada n € N la sucesion s, €

{—1,0,1}.

3.— La equivalencia entre los espacios E(y) v E(1) jugara un importante papel a la hora
de lograr las propiedades (b) y (¢) anteriores. En relacion con este tltimo punto,
comparese (2.2) con (2.5) y valorese la importancia de esta ultima desigualdad a la
hora de obtener la sucesion (s,,),en-

Iniciamos ahora la prueba detallada; supongamos entonces —en virtud del Teorema
1.10— que existe una aplicacion lineal A: E — FE tal que

|F(y) — G(y) — Ay|| < M|ly||, paratodoy € E. (2.2)

Sea H la aplicacion quasi-lineal dada por H = F — G. En tal caso, para n € N
arbitrario,

H(ea) = Fen) = Glen) = lleallf (777 ) = llealla (775
= f(en) —g(en) =0—-0=0¢€ E.
Por tanto, teniendo en cuenta (2.2) y la propiedad (izi) de la Definicion 2.1,
|Aenloo < ||Aen|| < Mlen]| = M, para todo n € N.

Asi pues, aplicando el argumento diagonal de G. Cantor, existen dos sucesiones estric-
tamente crecientes de nimeros naturales (ng)ren v (my)ren tales que A(e,, — em,) — 0
coordenada a coordenada. Ahora, aplicando un argumento del estilo “joroba deslizante”,
podemos escoger:

— una subsucesion (f,,)nen de (€n, — €m, )ken,

— y una sucesion creciente de ntimeros naturales (py,)nen;

de tal modo que, para cada n € N:

D Ath)- S AU < mi @ o) = () € lput L)
k=pn-1+1
Consideremos ahora la aplicacion lineal A: span {fn: n € N} — E dada por

Af” = (Afn)(Ineqn + (Afn>7'n€7'n7 ne N

Asi definida, para cada n € N, la sucesion Afn € F satisface que:
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(Z) S0P fn = SOpAfn = {Qnarn};
(i1) [|Afa]l <20M:

VALall =NAS)gnq, + (Afa)rner, | < IAL
| Alen, = em)ll < C (I Aen]l + [ Aem, ) <2005 (23)

(id) | Afulloo < | ASall < 20M;
(iv) |Afa] < 20M]f.
Dado x = Y t.f, € span{f,: n € N}, en virtud de la propiedad (iii) de |||,

tenemos que
méx{|ta]: 1 < n < N} = [z < ||| (2.4)

y entonces

|F(2) - o) = Ax|| = | H(@) = Y taAf,

= ||H(z) — Az|| < My||z|, para todo x € span{f,: n € N}.
(2.5)

Por claridad en la exposicion, dejamos para méas adelante la demostracion de (2.5).

rAdjuntamos una “explicacion grafica” de las condiciones indicadas en las desigualdades‘
1)y (2.3).

fo =l ], +1,1 ], +1,1 )
A1, — S — |
[Afa= 30 Afueer| = 1 (o, |, e— | < 2—171
Pn—1+1
(VA || | )| <20M

En particular, para s, = Y. | f; € span{f,: n € N}, tenemos que

| H ) =3 Ar]| < Mlisall
=1

Ahora bien, teniendo en cuenta que

H(sn) = (¢(logllsnll) — ¢ (loglsall)) sn

DOEY:
i=1

< Z |Af;| < QCMZ |fil =2CM|sy|,
i=1 =1
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concluimos que

n

|l (108 lisall) = v (10g lsal) | Isnl = S 14

=1

| < Masall

Por tanto, para |¢(log [|s,||) — 1 (log|sa|)| = 2CM, debe ser
o (log [[snll) = ¢ (log [|snll)| = 2CM < Ms,
0 equivalentemente,
|o(log [[sull) — ¢ (log [|snl)| < Mz +2CM. (2:6)

Por otro lado, dado que

Jsall = | S5 = | S h il < o] nz_fka +11£al)
k=1 k=1 k=1

= C(llsn1ll + llen, = em,ll) < C(llsn-1ll +2C),

tenemos que

log lsull < log C + log (|5 +2C) < log C + log (su | (1 + 2C)
=log (C(1+20)) +log ||sn-1],

es decir,
log [5]| — log [[s,-1| < log (C(1 + 2C)). (2.7
Ademaés, debe ser
sup || s, || = oo. (2.8)
neN
En otro caso, la sucesion (eq,, €, €qy, €ry, - - - ) seria equivalente a la base canoénica de co.

En efecto, pues para x = ), t;e,, —|—Zj tjer; tendriamos que —en virtud de las propiedades
(i) y (i7i) de la quasi-norma ||-|| de un espacio quasi-normado solido—

sup {[ti|, |t;} = |zlleo < [lf] < sup[[snll sup{[t:], [£;[} = sup [[sn]l [[#]|oo-
i,JEN neN i,jEN neN

Asi pues, en virtud de (2.8), podemos afirmar que para cada t € [log|s1]|,00) C R
existe un tnico n € N para el que t € [log ||s,—1||,1og ||s.||]] C R. En tal caso, teniendo en
cuenta (2.6) y (2.7),

o(t) = »(6)] < |p(t) = ¢ (log [Isall) | + [ (log [Isnll) — 2 (log [[snll)| + |2 (1og [[snll) — ()]
< Lyt —log ||sall| + My + 2CM + Ly|t — log||s.]]]
< (Ly + Ly) log (C(1+2C)) + M, 4+ 2CM,

donde L, y L, son las constantes de Lipschitz de ¢ y 9 respectivamente.
Por tanto, hemos probado que si E(¢) y E() son sumas torcidas equivalentes, enton-
ces

wp () — B(1)] < oo.
te(0,4-00)
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Demostracion de la desigualdad (2.5).
Dado que

N
n=1

|
:HH(x)—itn[ i Afnrer — i Af"kek”‘

- H H(z) — ﬁ: tn[Afog,€qn + Afap, €]
n=1

n=1 k=pp_1+1 k=pn—1+1
k#qn,mn
N Pn N Pn
gc( Ha) =Y tn Y Afwe| +[[ 3t S AfnkekH)
n=1 k=pn_1+1 n=1 k=pp_1+1
k#qn,mn
N Pn N
<o(fa@ -0 3 Afaed + [4(X0s)])
n=1 k=pn_1+1 n=1
N Pn
= (@) -t S Afue] + 146

n=1 k=pp—1+1
N Pn

<ClH@ =Yt Y Afuer| +CllAllz],
n=1 k=pn_1+1

basta encontrar una cota adecuada para el primer sumando de la Gltima desigualdad. No
obstante,

PR S At = Fo) - AHAx_Zt S e

n= k=pn—1+ k=pn—1+1

(1P (@) - G(x) - Az + HA:E . Ztn Z Afon

n=1 k=pn—1+1

<CM||3:||+C’HAx—Zt Z AfnkekH

k=pn—1+1

< CM|jzf| + CL ||| = My ||,

donde para acotar el segundo sumando hemos tenido en cuenta que

HAx—Zt Z Afnkek _"A<Ztnfn>—it Z Afnkek

k=pn—1+ n=1 k=pp_1+
e 8 )
n=1 k=pn_1+1
N T T
(Lema 1.17) SL(n:1 tn<Afn— _I;HAfnkek) )1/
N Dn rN 1/7
<t (] (4= X0 Awa)])
n=1 k=pn_1+1
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)1/7’

(prop. (iid) de ||-]) SLH%H(XN:HAfn— Z Afugen

(n SLHxH(i( ) = el

(b)
Inicialmente, probaremos que la condicion M = sup;e (g 1.o0) [0(t) —at)(t)| < oo implica
que
1F(y) — Glay) — Ayl < Mjyl|, para todo y € E,

siendo A la aplicacion idénticamente nula en E. En efecto, pues para y € E arbitrario,

17~ Gl = s (o) - Hayug(” i)
= Z%@( 10g” H)ek—zayw< log \1)6’““
) ;yk[w<_1ogl\yk|‘r>‘w<‘l <o

4 |Yx| ‘yk‘
prop. (i) de || < sup‘ log ‘ H Yre H < Ml|y||.
(rop- () de 11D < sup o ~1og ) —av( o ) Z x| = Mol

A continuacion, probaremos el enunciado reciproco. Si E(¢) y E() son dos sumas
torcidas proyectivamente equivalentes, existe a € R\ {0} para el que las aplicaciones
quasi-lineales 'y G, —dada por G,(z) = G(ax) para cada € E— son equivalentes.
En tal caso, F @©¢, E es equivalente a F(f), siendo 6: R — R la funcion (lipschitziana)
dada por

a@b(t—klog’ |) —aiﬂ(logﬁ), sit >0,

0, sit <0

o(t) =

En efecto, pues si h es la aplicacion quasi-aditiva asociada a 6, es decir, si

h(t) —te(logl |) :at[w(log| +Hog |61L|) <10g| |>} :at[w(logllt’) ¢<logﬁ)},

entonces
e = et ), = Vel oo ) = (tom )]
:axk[?ﬂ(—logﬁ;ﬁ)—Tﬂ(logk%l)}, k€N,
y
Gu(2) = Glaz), ||ax|\g<HaxH> ||ax!|‘r;ik"¢<—log :ﬂi’“‘;):aw(—log%)

Por tanto, para cada k € N, tenemos que
1
H(x)r — Go(2) + atp < log m)xk‘
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=) - ) < ) omy)

= |axy] ‘;b( — log |am,€|) — 1/1( — log m)‘ < |axg| Ly log |al,

] kgl

y concluimos entonces que
|H(z) — Go(z) + Az|| < Lylallog |al||z]|, paratodo x € E,

siendo A: E — FE la aplicacion lineal que consiste en multiplicar cada sucesion de E por
el escalar ay(— log |al).

Asi pues, en virtud del Teorema 1.10, E®q, E'y E(f) son sumas torcidas equivalentes.
Por tanto, en virtud de lo probado en el apartado (a) anterior,

oty an (1410w 1) v (low 1) < 0

y entonces, dado que v es una funcion lipschitziana,

sup |o(t) —ayp(t)| = sup ‘80(75) —ay(l) + ay (t +log é) —ay (t +log é) ‘

te(0,400) te(0,400)

1 1
< sup ‘gp(t) —aw<t+log—>‘ + |a] sup ‘w(t) —z/J(t—i-log —)‘ < 0.
t€(0,4-00) a te(0,4+00) a

(c)

Es una consecuencia inmediata de (a) y (b). O

Definicién 2.6.
Se dice que un par de F-espacios (X,Y") escinde si toda suma torcida de X e Y es trivial;
es decir, si toda sucesion exacta corta 0 — X — Z — Y — 0 escinde.

Corolario 2.7 (jjExisten sumas torcidas no triviales!!).
Sea E es un espacio quasi-normado sélido en el que ninguna subsucesion de (e,)nen €S
equivalente a la base usual de co. En tal caso, el par (E, E) no escinde. Es decir, ezisten
sumas torcidas no triviales de E y E.

\. J

Demostracion.
En virtud del Teorema 2.5 anterior, basta considerar el espacio E(y) obtenido al
considerar una funcion ¢ € £ no acotada. O]

2.2.  Sumas torcidas de espacios £, con 0 < p < oo

Corolario 2.8 (espacios ¢, con p € (0, 1]).
Dado 0 < p <1, existe un espacio quasi-Banach Z tal que:

(a) Z no es p-convezo (en particular, Z no es isomorfo a (,)

(b) Z contiene un subespacio X isomorfo a {, de modo que Z/X también es isomorfo
aly.
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Demostracion.

En virtud del Corolario 2.7 anterior, el par (¢,,¢,) no escinde. Por tanto, existe un
espacio quasi-Banach Z que contiene a un subespacio X isomorfo a ¢, con Z/X también
isomorfo a ¢,. Sea F': ¢, — {,, una aplicaciéon quasi-lineal para la que Z = ¢, ®p (,.

Ademaés, para s, = Y . €,

(s su)IP = (50 = F(sa)| + [lsall)” = (0|1 = logn'/P[P)!/P 4 !/7)?
=n(|l- logn'/P|'/P 1)?, paracadan €N,

mientras que

n n

S leelr =3 (lei= Flell+ lleal)” = 3 (leall+ llesl)” =27, para cada n € N.
=1

i=1 =1
Por tanto, dado que

P ns A n P 1
[(ex + -+ emer -4 en) = (]1— logn¥?| +1)” = oo,

I(er en)llP + -+ [l(en, en) [P 27

concluimos entonces que Z no es un espacio quasi-Banach p-convexo. O

Corolario 2.9 (espacios ¢, con p € (1,00)).

Dado p > 1, si ¢ € £ es una funcidn no acotada, {,(p) es un espacio quasi-Banach no
isomorfo a ¢, que contiene un subespacio X isomorfo a {, de modo que £,(p)/X también
es isomorfo a €.

Demostracion.
Es una consecuencia inmediata del Corolario 2.7 anterior. OJ

Nota 2.10 (/,(p) es isomorfo a un espacio de Banach si p > 1).

En realidad, para p > 1, la suma torcida £,(¢) (que es, en principio, un espacio quasi-
Banach) serd, en realidad, isomorfo a un espacio de Banach. Este resultado sera mostrado
en la seccion 3.1.1.

En particular, deducimos que existen tantas soluciones de la forma ¢5(p) del problema
de Palais como aplicaciones lipschitzianas ¢ € £ no acotadas y no equivalentes entre
si. En el Capitulo 77, estudiaremos operadores en los espacios Z,, una subfamilia muy
importante de los espacios ¢,(¢) dados en el Corolario 2.9.

2.3. Existencia de base de Schauder

En este epigrafe veremos que los espacios F(yp) admiten base de Schauder. Dicho
resultado serd empleado mas adelante para deducir ciertas propiedades de los espacios
l,(p) con 1 < p < oo.

Teorema 2.11 (E(p) admite base de Schauder).
Si E es un espacio quasi-normado sdlido y p € £, entonces E(p) admite base de Schauder.
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Demostracion.
Para cada n € N, sea

Uop—1 = (en7 O) Yy Uzp = (07 en)-

Probaremos que (uy)nen €s una base de Schauder de E(y).

Dado que span{u,: n € N} = R* es denso en E(y), en virtud del Criterio de Grun-
blum (ver la Proposicion B.11), basta probar que existe C* € RT tal si p,q € Ny p < g,

entonces
P q
H E tiu; E tiu;
i=1 i=1

Supongamos inicialmente que p es un nimero par; es decir, que p = 2n para cierto
n € N. Dado N € N tal que N > n, consideraremos

n N
o, = Hztziei y a= Hzt%@i
i=1 i=1

< C* , paratodot; € Rcon1l<i<gq. (2.9)

Tenemos entonces que
P 2n n n
H Z tiug|| = Z tiug|| = H Z loi—1€; — F(Zt2i€i>
i=1 i=1 i=1 i=1
= ZtZi—lei_ZtZiSO(_log o >€i
i=1 i=1 n
= Z loj—1€; — Z ta; o (log o, — log [tas] ) e;
i=1 i=1

= thi_lei — ZtQZ |:Q0(10g ap — log |t21|)
=1 i=1

+ gp(logoz — log ‘thl) - 90(1Og04 - log ’thD:|el

S
=1

+ oy

+ oy,

+ ay

< CH Z |:t2i—1 — tai p(log o — log |t2i|)}ei
i=1

+ CH Zt% [gp(logan — log ‘t2i’) - 90(10g04 — log |t2i|)i|ei + ap
i=1

n

<C Z [tziq — 1y 90(10g04 — log ‘tQiD:|€i
i—1
N

=C Z [t2i71 — t2i¢(10g04 — log ‘tZil):|ei

i=1

2N
=1

2N
i=1

+CL,

Ztm‘ logar — log vy | €;
i—1

n
E o €;
i1

+ ay,

+CL,log =
an

2N
i=1

a n
+ OL@ lOg a—n H Zl tgiel‘

«
Qp

CL,
+ o+ Qg
e

2N
+CL,log ( > %a—f—an < C’H Ztiui
i=1

«
o,/ «
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+

Y

2N
Cf“”am < <C+ CGL*” + 1)H ;tu

2N
i=1

donde en la antepeniltima desigualdad hemos empleado que |tlogt| < e™! para 0 < ¢ < 1.
Supongamos ahora que p es un nimero impar, es decir, que p = 2n — 1 para cierto
n € N. Empleando lo obtenido anteriormente, obtenemos ahora que

P 2n 2n
Hztzuz = Hztiui_thUQn < C(Hthuz
i=1 i=1 i=1

< C(O+ CL, + 1>H QZN:tu
=1

e

+ ltznlllizn])

Y

9 2N
+ Clton| < (02 L CLe 20) H >t
a € =1

pues

N N N N
tan] < H Zt%ei < H Zt%ei + H Zt%—ﬂfi — F(Zt2i6i>
i—1 i—1 i=1 i—1

Ademés, puesto que para todo k € N,

2% 2%k+1
H E tiug || < H g tiu;
i—1 i1

la desigualdad (2.9) es cierta tanto para ¢ par como para ¢ impar. ]

- S

bl
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Capitulo 3

Sumas torcidas de espacios £p

En este capitulo estudiamos con cierto detalle las sumas torcidas £,(¢) para 1 < p < oo,
espacios que ya fueron introducidas en el capitulo anterior.

En la primera seccion, veremos que para cada 1 < p < oo la suma torcida £,(y)
es isomorfa a cierto espacio de Banach. La demostraciéon de dicho resultado —de gran
complejidad— emplea propiedades geométricas directamente relacionadas con la convexi-
dad de un espacio, las cuales no probaremos.

En la segunda seccion identificaremos el espacio dual de la suma torcida £,(¢) con la
suma torcida £,(1)), siendo p y ¢ exponentes conjugados y v cierta funcién lipschitziana.

En la tercera seccion, estudiamos propiedades elementales de las sucesiones basicas del
espacio £,(); dichos resultados nos permitiran conocer la estructura de algunos subespa-
cios de ¢,(¢). Finalmente, cerramos este capitulo introduciendo los espacios Z,,.

3.1. Sumas torcidas y convexidad

Anteriormente, ya probamos que {,(y¢) es una suma torcida no trivial si ¢ es una
aplicacion lispchitziana no acotada. En particular, ¢5(¢) es una suma torcida no trivial
de espacios de Hilbert; es decir, f5(¢) no es isomorfo a un espacio de Hilbert.

Ademaés, en virtud del Teorema 1.5, sabemos que f5(p) es un espacio quasi-Banach;
luego tiene sentido preguntarse si dicho espacio es, en realidad, un espacio de Banach.

En esta seccién veremos que la suma torcida £,(¢), con 1 < p < oo, es isomorfa a un
espacio de Banach. Para ello, podemos proceder de dos formas distintas:

1.- El primer método consiste en invocar la B-convexidad (ver Definicion 3.4) de los
espacios ¢, y emplear luego que la suma torcida de dos espacios B-convexos es B-
convexa; es decir, que la B-convexidad es una propiedad de 3 espacios.

En tal caso, teniendo en cuenta que los espacios B-convexos son localmente con-
vexos (Proposicion 3.7) y que la suma torcida ¢,(¢) es un espacio quasi-Banach,
deduciriamos que £,(¢) es isomorfo a un espacio Banach (Proposicion 3.9).

Para probar que los espacios ¢, son B-convexos podemos proceder de diversas ma-
neras:

(1) empleando alguna de las condicione descrita en la Proposicion 3.5;
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(1) teniendo en cuenta que los espacios ¢, son uniformemente convexos para 1 <
p < oo (ver [18, p. 430] o [4, p. 198]) y que todo espacio uniformemente convexo
es B-convexo [19, p. 55];

(77i) empleando una condicion equivalente a la B-convexidad propuesta por G. Pisier
(ver [40] v [15, Capitulo 13]).

2.- El segundo enfoque se basa en el concepto de K-espacio (ver, por ejemplo, [25, 28]).

Dado un espacio de Banach X, estudiar las sumas torcidas que generan otros es-
pacios quasi-Banach con X equivale a estudiar las aplicaciones quasi-lineales de X
en otro quasi-Banach. El espacio de Banach “méas pequeno” que podemos considerar
como codominio es K. Es por ello que es habitual referirse a las sumas torcidas Z
con .

0—R-5Z7-5X—0

como extensiones (o sumas torcidas) “minimales” de X. Se dice que X es un K-
espacio si todas sus extensiones (o sumas torcidas) minimales son triviales.

Es conocido (ver [6, p. 379]) que la suma torcida de un espacio Banach con un
K-espacio es isomorfa a un espacio de Banach.

Por tanto, para demostrar que £,(¢) es isomorfo a un espacio de Banach, basta ver
que /, es un K-espacio, resultado que se puede consultar en (8], donde se invoca el
cardcter super-reflexivo de los espacios ¢, para 1 < p < oc.

A continuacion, explicaremos con mas detalle el método 1.-(i).

3.1.1. Coeficientes a,, b,, ¢,. B-convexidad

Para la redaccion de este epigrafe hemos empleado las referencias [25] y [13].

Dado un espacio quasi-Banach X, las siguientes tres sucesiones de médulos de conve-
xidad aportan informacion cualitativa sobre las propiedades geométricas de X.

Definicién 3.1 (geometria en espacios quasi-Banach).
Para cada n € N, definimos:

n = sup{[lzy + - x| o] <1, 1 <@ <n},
b, = sup min

n
iy
min >
[lzil|<1 =i i=1
2 __
- = sup E H g €;T;
L=t 1 2"

Z g;i=%1 =1

)

Nota 3.2. Conviene observar que si definimos

Promedio (z1, ..., z, =% Z H Z € T;

== B |

)
entonces ¢, es el infimo de todas las constantes ¢ para las que

Promedio (21, ..., z,) < nc? Z |lz:|[?, para cualesquiera x1,...,,.
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La siguiente proposicion muestra que la sucesion de coeficientes (a,,)nen es submultipli-
cativa y permite caracterizar el caracter localmente convexo de un espacio quasi-Banach.
Las sucesiones (b, )nen ¥ (€n)nen jugaran un importante papel a la hora de caracterizar el
caracter B-convexo (véase la Definicion 3.4 y la Proposicion 3.5).

Proposicion 3.3 (propiedades de a,,).

(@) amn < ama, para todo n,m € N,
(b) X es localmente convezo si y sdlo si sup,cyn™ ‘a, < 00.

Demostracion.

(a)

Ay, = sUp{||z1 + 22 + -+ -+ T || : 2] <1, 1 <3 < mn}
= sup{[[(z1 4+ + @) + -+ (@an-vpar T+ T || ]| <1, 1 <6 < min
<sup{|lxr+ - F ol |zl <1, 1< <m}sup{||lzi+ -+ x| ||l <1, 1 <i<n}
= Qpap

(b)

Inicialmente, supongamos que X es un espacio quasi-Banach localmente convexo. Esto

es, supongamos que existe un entorno U C X convexo y acotado de 0 € X; sea A =
sup,cp ||z||- En tal caso, para cada n € N,

an = sup{||zy + 2o+ -+ xu|: ||z <1, 1 <0< n}

T x Ty
n n n

Nzl 1,1 <@ <n} <n4;

es decir, sup,cy nta, < A.

Supongamos ahora que sup,cy n 'a, < 00; esto es, existe C' > 0 tal que a, < nC

para todo n € N. Probaremos que la envolvente convexa de B ={z € X: ||z|| <1} C X
es un conjunto acotado. Para ello, dado n € N, sean:

(1) u; € B, para cada 1 <i <mn;
(17) a; > 0, con 1 <i < n,de modo que oy + -+ + o, = 1;
(179) Aim = [may], para cada 1 < ¢ < ny m € N, donde [-] denota la funcién parte
entera.

En tal caso, para m € N,

n
H E Aim Wi
i=1

A nm

— [PAamtin + -+ Aamtin] = [ (w1 427 4 wg) 4 (1 + 7 )|

S a’/\lm+"'+)\nm S C<)\lm + -t )\nm) = CZ )\zm
i=1

= C’zn:[mai] < Czn:ma,- = szn:ai =Cm.
i=1 i=1 i=1

Por tanto, si K > 0 es un modulo de concavidad de ||-||, entonces

n n n n
; >\zm )\zm
o;u|| = lim U — w; + u;
— m—oo || 4 T - m - m
1= 1=

i=1 i=
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zm

)

) K(0+0C) = KC.

n
< K lim <H ;U Zm
- m—o0 Z ! -

<1 Jin (| 3o -3

i=1

Asi pues, hemos probado que la envolvente convexa de B es un conjunto acotado en
X; luego X es un espacio localmente convexo. O

Introducimos ahora la definicién de espacio B-convexo:

Definicién 3.4 (B-convexidad).
Se dice que X es B-convezo si existen 6 > 0y n > 2 de modo que si z; € X con ||z, <1,
para 1 <1 < n, entonces

H - Z €iT;

para cierta sucesion (g;)1, € {—1,1}".

\ J

<(1-90),

El concepto de B-convexidad fue introducido por A. Beck [5] en 1962 para caracterizar
aquellos espacios de Banach X en los que se satisface un resultado analogo a la Ley de
los Grandes Numeros en X.

Posteriormente, los espacios B-convexos adquirieron una gran importancia; ello fue
debido, en parte, al resultado de G. Pisier que afirma la equivalencia entre espacios B-
convexos y espacios K-convexos (para una descripcion detallada de este hecho véase [15]
0 [19]). Los espacios K-convexos fueron introducidos por rerey y Pisier en [35].

El siguiente resultado muestra la utilidad de las sucesiones (b,)nen ¥ (Cn)nen €n rela-
cion con el concepto de B-convexidad. Su demostracion puede consultarse en [40] o [15,
Capitulo 13].

Proposicion 3.5 (caracterizacion de la B-convexidad).
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) lim, yoon=tb, =0;
(4) sup,son b, <1;
(797) lim, o0 ¢, = 0.
Ademds, X satisface alguna de las condiciones anteriores si y solo si X es B-convexo.

Los dos siguientes resultados muestran propiedades de la sucesion (by,),en que seran
empleadas mas adelante en la demostraciéon del Teorema 3.8.

Proposicion 3.6 (propiedades de b,,).
(@) bmn < byby, para todo n,m € N,;

(b) b, < ap.

Demostracion.

(a)
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Si{r;;:1 <i<m,1<j <n}esun conjunto de n-m vectores de X tales que
|lzi;]| <1paral<i<nyl<j<m,existen signos 0;; = +1 tales que

n
j=1

Ademas, también existen signos 7; = £1 de modo que

|52 5 0
i=1 " j=1

<b,, paracadal<i<m.

< b, paracadal<j<n;

es decir,

< b,by,.

H Z 5 Z 9ij=’fz‘j
i=1  j=1

Por tanto, escogiendo ¢;; = 7,0;;, obtenemos que
Z‘?j

de donde deducimos finalmente que b,,,, < b,b,,.

< bnbim,

(b)

Trivial. O

Proposicién 3.7 (B-convexo implica localmente convexo).
Si sup,>on~ b, < 1, entonces sup,,cyn”'a, < 0o.

Demostracion.

Puesto que (a,)nen es creciente, basta probar que (27 %aqx )ren s una sucesion acotada
en (R,|-|). Por otra parte, dado que X es localmente acotado, la quasi-norma original
de X puede ser sustituida por una quasi-norma equivalente ||-||: X — R tal que, para
cierto r € (0,1] C R,

[l +ylI” < [l=]" + llyl]",  para todo =,y € X.

Claramente, es suficiente probar el resultado enunciado considerando (en la definicion de
a, v b,) esta nueva quasi-norma.

Sea {x1,Z9,...,T9,} C X un conjunto formado por 2n vectores de X de modo que
|zi]] <1 para 1 <i < 2n. En tal caso, existen signos ¢; = £1, con 1 < ¢ < 2n, para los

que
2n
H Z EiT;
i=1

Sea A ={i:e; =1}y B = {i: ¢, = —1}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que |A| < n. Asi pues, dado que

2n 2n
i=1 =1

i€A 1=

S an-
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tenemos entonces que

r

2n
D
=1

(|I]I" s subaditiva) < 2"

2n
T
€A i=1
2n
r
€A i=1

(Al <n) < 2%a," + by

T

Por tanto, hemos probado que

lla ]| <1

) S 2ranr + b2nr7

2n
>

i=1
de donde deducimos finalmente que,

(2n)"ay, < n " "a) + (2n)""b} para todo n € N,

2n»

En particular, (para “n = 2™”)
(2_(”+1)a2n+1)r < (2_”a2n)r + (2_("+1)62n+1)r, para cada n € N,
o equivalentemente, si a,, = 27 "agn ¥ B, = 27 "bon,

apt1 — oy < B4, paracadan e N (3.1)

Dado que —por hipotesis— sup,,>o n~1b, < 1, tenemos luego que by < 2. Sea entonces

p > 1 tal que by < 2/7. En tal caso, empleando la submultiplicidad de (b, )nen, obtenemos
que

bor < by-... by < oUP . L olP =y 2k para cada k € N. (3.2)

Dado ahora m € N arbitrario, escojamos k& € N de modo que m € [2% 281) C R. Asi,
empleando que b,, es creciente y (3.2), obtenemos que

b < born < V2T = J2V/2k < 2P Y/m (3.3)
Por tanto, en virtud de (3.2) y (3.3),
b, < V2n'/?,  para todo n € N,

de donde concluimos ahora que sup,,cy n~/?b, < co. En tal caso,
By = (27 "bgn)" = 2 /P2TT (27PDy, )" < gnr(3=1) supn~/Pb,, para cada n € N,
neN

y entonces
o0
2l <00,
n=1

de donde —teniendo en cuenta (3.1)— deducimos finalmente que (a,")nen €s una sucesion

acotada en (R, |-|); luego,

supnta, < co. ]

neN
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En el siguiente resultado demostramos una importante desigualdad entre las sucesio-
nes (¢n)nen(Y), (cn)nen(X/Y) v (cn)nen(X) (véase la ecuacion (3.6)); empleando dicho
resultado seremos capaces de probar que la suma torcida de espacios B-convexos es un
espacio B-convexo.

r

Teorema 3.8 (la suma torcida de dos espacios B-convexos es B-convexa).
Si0 —Y — X — X/Y — 0 es una sucesion exacta corta de espacios quasi Banach
tal que

Ii Y)=0=1li X/Y

SR R R0

entonces
lim ¢,(X) =0.

n—oo

Demostracion.

Sea {z;;, 1 <i<m,1<j <n} un conjunto formando por nm vectores de X y 6,j,
con 1 <i<myl<j<n,las nm primeras funciones de Rademacher en el intervalo
[0,1] C R, esto es, 0;;(t) = signo(sen(2¥7t)), paracadak =1,...,nmyt € [0,1]. Tenemos

entonces que
1 9 1 m n
g 3 || S| = [ 303ttt
i 0 7 =1 j=1

gij==%1
|Escribiendo la suma de Riemann de la integral del segundo miembro asociada a la par-
ticion uniforme del intervalo [0, 1] formada por 2™" subintervalos.|
Sean también, @; con 1 < i < m las m primeras funciones de Rademacher en el inter-
valo [0,1] C R. Tenemos luego que [empleando la aditividad de la integral “interior” del
segundo miembro|

/1 H iieij@)%
0 " =1 j=t1

2
dt.

2
dsdt

Cat = /01 /01 H éé%(s)%(ﬂ%

I

i%@)ui(w‘f ds dt — /0 LA,

donde, para cada 1 <1 < m,

j=1

A(t) = (/Onggoi(s)ui(t)‘rds);, te 0,1 CR

Por tanto, hemos probado que
9 1
= / A(t)?dt.
0

1

Qnm Z H Zgijmij
€7jj::|:1 i,j

Dado que u; : [0,1] C R — X es una funcién simple (esto es, alcanza una cantidad

finita de valores en X) es posible escoger una funcion simple v; : [0,1] C R — Y tal que

[li () + vi) |l x < 2w (wi(8)lx/v (3.4)
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con ||m(u;(t))|| x/y = mnf{|jui(t) — yl|x: y € Y}. Asi pues,

[oi (O = lloit) + wit) = w (@) < k(l|v:(8) + w @] + [uw@)]])
(34) < k@[m(w@®)] + l[w @) < 3k[luw@)]- (3:5)

Por otra parte,
vi(t) ” ,

|3 stsutn)| < f| > e (tt) + )| + | St

y entonces, aplicando la desigualdad de Minkowski,

A(t)=</ HZ@ H )
(Minkowski) Sk:/;”g;‘p‘(s ) (s t) + vit) H2ds]5+k[/1 Higasut HQdSF
e — Z S| ol S ol

O e <3 mu} ifmeatrr S o]
((34) y (3.5)) < kvmen(X (ZHW )+k\/mcm 3k(2\|ut )

Por tanto, empleando nuevamente la desigualdad de Minkowski, obtenemos que

(/01A<t>2dt)%szcm[2cm (Z/ (s ||2)1+3cm (z st ||2ﬂ

- m )
=kvm QCm(X)< (t)m(z5) ) +3cen(Y) k:(
L i=1 70 i=1 70
2\ 2

:k;\/EQcm(X)(§2inZ Hisﬂr(aj])

Sk\/E:QCm()Q(ilcn X/Y)? ZHW |]2>1 +36m(Y)k(ilcn (X 2ni”$z’j||2>é}
<k:\/%{2cm )ealX/Y) (;z;lllelz) + 3ken(Y) en (2_;2”%”2) }

[ [ b —_— f—

ZZ )1 =1,

i=1 j=1
tenemos que

2nm 2. HZ€ i

gij==x1 i,

mn [QCm(X)cn(X/Y) + 3kenm(YV)en(X)]
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es decir,
Com(X) < K [2cm(X)cn(X/Y) + Skcm(Y)cn(X)} .
En particular, para n = m,
cn2(X) < (2k en(X/Y) + 3k (Y)) e (X). (3.6)

Por tanto, dado que
lfm 2kc,,(X/Y) + 3k%c,,(Y) =0,

m—r0o0
concluimos que
cm(X)=a <1, paracierto m >> 1.
[sea A, = 2kc, (X/Y) + 3k%c,,(Y); luego \,, < 1/2 para m >> 1y entonces ¢,z < ¢,,/2,
Cmt < 22 < e /4, Cs < a2 < e /8, ]
En tal caso, para {z;: 1 < i < m} C X con ||z;]] < 1 para todo 1 < i < m, tenemos
—empleando que ¢,, < a— que

1 m
m2m Z HZE@ZCZ

e;i=%t1 i=1

9 m
<oy aif? < o®m,
i=1

o equivalentemente

1 - 2 2.2
Q—mZHZ&% < a'm”;
—1

e, £l i=

luego existen signos ¢; = &1, con 1 < i < m, para los que

e

y entonces b,,(X) < am < m. Por tanto, aplicando un razonamiento como el de la prueba
de la Proposicion 3.7 concluimos que

lim m ™~ 'b,,(X) = 0. O

m—ro0

2
< a?m?,

Hasta ahora, hemos probado que la suma torcida X de espacios B-convexos es local-
mente convexa (en virtud del Teorema 3.8 y la Proposicion 3.7). Por otra parte, en virtud
del Teorema 1.5, toda suma torcida de espacios de Banach es un espacio quasi-Banach.
Estos resultados garantizan la existencia de un entorno acotado y convexo de 0 € X.

Por tanto, para concluir que la suma torcida £,(¢) es isomorfa a un espacio de Banach,
basta probar que el espacio de sucesiones £, con 1 < p < oo, es B-convexo (Proposicion
3.12 siguiente) e invocar luego el siguiente resultado (cuya demostracion puede consultarse
en [45, p. 30]).

Proposicion 3.9. Un espacio quasi-Banach localmente convexo es isomorfo a un espacio
de Banach.

Centrémonos entonces en demostrar que ¢, con 1 < p < 0o, es un espacio B-convexo.
Emplearemos para ello el siguiente concepto.

Definicion 3.10. |19, p. 36| Un espacio de Banach X se dice uniformemente convezo si
para todo € > 0 existe algtin 6 > 0 tal que para x,y € Bx se tiene que

Hx+y

5 H >1-—43 implicaque |z —y| <e. (3.7)
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Nota 3.11 (Sobre la Definicion 3.10).

La definicion usual de espacio uniformemente convexo (ver, por ejemplo, [18, 1, 34]) tan
solo requiere la condicion (3.7) para vectores unitarios. No obstante, puede demostrarse
(ver [34, p. 60]) que esta ultima condicion implica la convexidad uniforme en el sentido
de la Definicién 3.10 anterior, que sera suficiente para nuestros propositos.

El siguiente resultado puede consultarse en [19)].

Proposiciéon 3.12.
Todo espacio uniformemente convero es B-convero.

Demostracion.

Supongamos que X es uniformemente convexo. En tal caso, existe 6(1) > 0 de modo
que si z,y € Bx son tales que ||z — y|| > 1, entonces ||z + y|| < 2(1 —§(1)).

Veremos que X es B-convexo (ver Definicion 3.4 anterior) conn = 2y 6 = min{3,46(1)}.
Dados x1, 29 € By, distinguimos dos casos:

(1) si ||z1 — xo]| < 1 entonces tenemos que
1
lor =22l <1 =2(1 - 5) < 2(1 - 9);
(2) si ||xy — x2|| > 1 entonces se sigue que
|21 + 22]) <2(1—46(1)) <2(1—9).

En general, para vectores x1,r5 € X —reescalando tales vectores de ser necesario—
existe un signo € € {—1,1} de modo que

1

Z < (1 — ; .

5llz1 + exall < (1 - 8) méx |- 0
Es conocido que los espacios ¢, con 1 < p < 0o, son uniformemente convexos (ver [1§]

o [4]); luego, en virtud de la Proposicion 3.12, dichos espacios son B-convexos. Asi pues,
concluimos finalmente que:

Corolario 3.13.
Para 1 < p < 00, la suma torcida £,(p) es isomorfa a un espacio de Banach.

3.2. El espacio dual de /,(¢p)

Centramos ahora nuestro interés en el estudio del espacio dual de la suma torcida
l,(p), con 1 < p < oo, introducida en el epigrafe 2.3 anterior.

Dado que para 1 < p < 00, el espacio £,(¢) es un espacio de Banach, su dual también
serd un espacio de Banach. Ademas, puesto que tomar duales en espacios de Banach es
exacto —Lema 3.14—, el dual de la suma torcida £,(¢) serd también una suma torcida de
espacios de Banach. Més exactamente, tendremos que £, (p)* = ¢,(¢), con p y ¢ exponentes
conjugados, para cierta funcién ¥ € £ que lograremos identificar en el Teorema 3.15.
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Lema 3.14 (el functor dualidad es exacto).
Si
0—X—>Z7Z2—Y —0

es una sucesion exacta de espacios de Banach, entonces
0—Y" —7"—X"—0
también es una sucesion exacta de espacios de Banach.

Demostracion. (Ver [13, Lemma 2.2.d|)
Denotaremos por ¢ v g las correspondientes inclusion y aplicacion cociente. Ya que la
aplicacion ¢ es sobreyectiva, ¢* es inyectiva. En efecto, pues

ker(¢") ={f eY": ¢"(f) =0} ={f € Y": f(q(2)) =0, para todo z € Z}
={feY": f(x) =0, para todoz €Y} =0.

Ahora, ya que i* es la restriccion de los funcionales de Z a X, en virtud del Teorema
de Hahn-Banach, ¢* es sobreyectiva.
Finalmente, para ver que la sucesion es exacta basta tener en cuenta que si

Xt={feZ: f(x)=0, paratodo x € X} = {f € Z*: i*(f) = 0} = ker(i*),

entonces
ker(i*) = X+ = (Z/kerq)* = Y* = (Imq)* = Im¢*. O

r

Teorema 3.15 (espacio dual de la suma torcida €,(¢)).
Para 1 <p<ooy e £, el espacio dual £,(p)* es equivalente al espacio £y(1)) si

1 1 t
—4+-=1 y WY(t) = —gp(—), para cada t > 0.
P q p—1

Demostracion.

En virtud del Lema 3.14 anterior, sabemos que ¢,(¢)* es una suma torcida de ¢, y
4, siendo ¢ el exponente conjugado de p. Es decir, sabemos que existe una aplicacion
quasi-lineal G: ¢, — ¢, tal que £,(¢)* = {, B¢ {,. Ademaés, la dualidad viene dada por

(@, 9), (w,2)) = (y,w) + (r,2), paraz,yelyywzely

Sea H: (, — {, la aplicacién quasi-lineal obtenida a partir de la funcién lipschitziana
¢ indicada en el enunciado y RY° el espacio vectorial normado (R*, ||-[|;). Consideremos
ahora la aplicacion T': R @y R® — £,()* definida, para cada (w,z) € RY® @y R,
como

T(w,z)(z,y) = (y,w) + (z,2), paracada (z,y) € {,(p).

Las desigualdades que probaremos a continuacion, muestran que 7T'(w, z) es un fun-
cional lineal y acotado en £,(¢) —esto es, que T estd bien definido— y que T' € B({,

lo; bp(0)").
Puesto que

(Y, w) +(x,2) = (y,w — H(z) + H(2)) + (z = F(y) + F(y), 2)
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= (y,w = H(2)) + {y, H(2)) + (r = F(y),2) + (F(y), 2),

tenemos entonces que

[(y, w) + (2, 2)| <[(F(y), 2) + (v, H2))| + [{x = F(y), 2) + (y,w = H(2))[. (3.8

A continuacion, acotaremos cada uno de los sumandos de la desigualdad anterior. El si-
guiente resultado auxiliar jugard un papel clave a la hora de obtener dichas desigualdades.

Lema 3.16 (auxiliar para el Teorema 3.15).
Sil<p<ooyuz,y €R para 1l <i<n, entonces

‘ i z;y; log |x1|_1
P |yil?

Para el primer sumando de (3.8), empleando el Lema 3.16 anterior, obtenemos que

[(F(y),z) + {y, H(2))| = gyﬂi@(bgw> +iyw< © Hj.|\’>)
_ zn;’yz ( IIyII) Z% ch(log< |||>>’
= 3w e tom ) — o5 (1))

(p = Dllzllg” + llyll,"
(&

<Ly Iyl log[ ( ) }
=1

L, & Iyt [
= vl [log | (12)" 0]

o1 2 walloe () o

* 7z Lo S i/l
27 = |z| sgn log ,—> = |lyi|2F log [( ) }
( e U

*

<U' |yz| <i )
[ El

12]jvi log(us" P i)
) @nynuznz weiog (120
L ||Z/||HZH Zuv110g< )‘

L -1 L
(Lema 3.16) < ¢||y||||z||< M+ ol LT

p—1 e e(p—1)

Por otra parte, para el segundo sumando de (3.8),

(v, w = H(2)) + (= F(y),2)| < [(y,w = H(2))| + [(z = F(y), 2)]
< lyllllw = HE)| + [l = E@)]-] (3.10)

Por tanto, aunando (3.9) y (3.10) y considerando K = méx {L,p/(pe —€), 1},

T(w, 2) (z,9)| = [y, w) + (2, 2)| < (lz = F@)I[2l] + Kllyllll]] + lylllw = H()])

| /\
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< K(llz = F@)I + )l = H) ]+ 21
< K, )l o 1, 2) e (3.11)

Asi pues, en virtud de (3.11), T'(w, z) es un funcional continuo en R>° @ R>°; es decir,
T'(w, z) es un elemento de £,(¢)* y ademas —nuevamente en virtud de (3.11)— 7" es un
operador lineal y acotado de RY® @y R2° en £,()*.

Ademas, es facil probar que 7" induce una equivalencia entre las sumas torcidas ¢,® g,
y £,(¢)* al hacer conmutativo el diagrama

~

0 >Rg° >R20@HRZO ij > 0

L

0 » RY° > L) y RY° > 0

En efecto, pues cuando consideremos las complecciones de los espacios que aparecen en
el diagrama anterior, la equivalencia entre sumas torcidas sigue siendo véilida y queda
entonces probado el resultado enunciado. O

Demostracion del Lema 3.16.
Sea J el conjunto de indices de {1,2,...,n} para los que |z;] < |y~ y sea K el
conjunto formado por los indices restantes. Tenemos entonces que,

3y |i] Z || 1

‘ I1y210g< 1>) - ‘ 11 g( 1>yl|y’b|p ‘

— |yilP~ |y |p | |”
_Z‘!ylf’l !y!’”

e

|yz’p Z ’yz = ; (3-12)

Yy, por otra parte,
| _ Yi | g—1
‘ szyz log —]yi\p’l ’ = ‘ Z —|37i|q71 log (—‘yi|p1)xi|xi| )
€K €K
o Yi ’yll P qg—1| _ ‘yl| q
- ‘; 2|71 log <m‘q1> 5”1|x2| ‘ p—1) ‘Z‘ - il ( i,q1>xi|xi|

Yi |3l
<=0 || el (313
€K
donde en ambos casos hemos empleado que |t log|t|| < e™! para [t| < 1.
La desigualdad enunciada se sigue ahora teniendo en cuenta (3.12) y (3.13). O
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3.3. Sucesiones basicas en /()

Con el objetivo de conocer més propiedades sobre la estructura de los espacios £,(y),
centramos ahora nuestra atenciéon en el estudio de sucesiones basicas. Tal modo de pro-
ceder nos permitirad deducir propiedades importantes sobre los “subespacios notables” de
¢, (), que seran esencialmente el propio £,(¢), ¢, y ciertos espacios de Orlicz.

En lo que sigue, consideraremos funciones ¢ € £ derivables. En tal caso, la funcion
quasi-aditiva asociada, que recordemos viene dada por

f(t) =te(—logt), paracadat >0,
satisface que f'(t) = ¢(—logt) — ¢'(—logt) para t > 0. Por tanto, si ¢ es una funcion
no acotada, al ser ¢’ una funcién acotada (por ¢ ser lipschitziana), |f| es una funcion

creciente en un entorno de 0 € R.
En tal caso, para la funcion de Orlicz dada por

M(t) = |f(t)|P, paracadat >0,

se satisface que

, M) . pthp(=logt)’~! (p(=logt) — ¢'(~logt))
lim sup ——== = lim sup
1—o  M(t) 0 tPo(—logt)p
—logt) — ¢'(—logt
:Hmsuppso( ogl) — ¢'( og):p<oo_
t—0 gp(—logt)

Por tanto, la funcion de Orlicz M satisface las hipotesis del Teorema B.33 y entonces

n=1

n=1
Asi, emplearemos la notacion ¢ , para referirnos al espacio de Orlicz de sucesiones ¢;;.

En el primer resultado de este epigrafe, mostraremos un ejemplo fundamental de suce-
sion béasica normalizada en ¢,(p). Dicho resultado, puede pensarse como auxiliar para el
Teorema 3.18, donde hablaremos de sucesiones bésicas normalizadas arbitrarias de ,(¢).

Sea entonces en lo que sigue ¢ € £ una funcién no acotada y derivable.

Lema 3.17 (auxiliar para el Teorema 3.18: sucesiones bésicas en £,()).
Si (U )nen €5 una sucesion bdsica bloque normalizada en €, y

wy, = (F(v,),v,), para cada n € N,

entonces:

(a) (wp)nen es una sucesion bdsica en £y(p);

(b) silimy_,o0 ¢'(t) = 0 mondtonamente, existe (wy, )ren equivalente a la base usual de
gp 0 gf’p,'

(€) st p(t) =ct, con c# 0, (wy)nen es equivalente a la base usual de ly,,.
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Demostracion.
(a)
Por ser (v, )nen una sucesion bloque normalizada en ¢, existe una sucesion (I,,)neny C N
estrictamente creciente tal que
ln
Uy, = Z Unk€r, para cada n € N.

k:ln—l"l‘l
Asi pues,
In In
W = (F(Un)vvn) = < Z Unkgp(_ 10g |Unk|)€k> Z Unk€k>
k=lp_1+1 k=l,_1+1
In In
= Z Unrp(—log |vag|) (ex, 0) + Ung (0,ex), para cada n € N.

ln 1+1 k= ln 1+1

k=
Por tanto, (w,)nen es sucesion bésica bloque respecto de la base de Schauder (uy)nen
obtenida en el Teorema 2.11 anterior y asi, en particular (ver Lema B.16), (w,)nen €5 una
sucesion basica en £,(y).
(b)

Supongamos que la serie Y | t,w, converge en £,(p) —es decir, que > 7 (£, F(vy), tavy)
converge en {,(¢)—. En tal caso, >~ t,v, converge en £, luego Y > [t,[° < ooy
deducimos entonces —en virtud del Teorema de Riesz (convergencia absoluta implica
convergencia)— que »_ >, t,e, converge en (.

A continuacion, obtendremos un importante resultado auxiliar que sera fundamental a
la hora de obtener la prueba del resultado enunciado. Supongamos que >~ | t,e, converge
en {,; es decir, que > o |t,|P < co. En tal caso, emplearemos la siguiente notacion:

00 N
1/p 1/p
g = <Z|tn|p> y OoN= <Z|tn|p> ., paracada N € N,
n=1 n=1

Tenemos entonces que, al ser (v, )nen Una sucesion bloque normalizada,

H;tnwn = (;tnF(vn),;tnvn> ( — ’;tnF(vn) —F(;tnvn)H n H;tnvn
- itnF(vn) — F(Z%”n) + (i |tn|p> 1/p

=z

- n;l
= Z tnF(vn) - F(Z tnvn> +on
n=1 n=1

p\ 1/p
> + OnN.

N In
= (X X ol

n=1k=l,_1+1

1 o
— (o) +e(los )
"Unk’ ’tnvnk’

Asi pues, dado que ¢ es una funcién lipschitziana —luego continua— y limy_, oo oy = 0
e 1 N . .
en caso de existir limy_, o0 || D, _; thwy]|, éste debe ser igual a

(55 tebleatle(ion ) e )

n=1k=l,_1+1 |"|

)”p o (3.14)
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Por tanto, dado que £,(p) es un espacio de Banach reflexivo y (wy,)nen €s una sucesion
basica de €,(¢), (wy)nen es acotadamente completa (ver Teorema B.28) y entonces: si
Y [ tnen converge en {,, la convergencia de Y~ tyw, en €,(@) equivale a la finitud de

(3.14).

. o0 . . .
Probemos ahora que la convergencia de ) t,e, en {;, implica la convergencia de
o0 o e

Yoo thwy, en £y(p). Para ello, observemos inicialmente que

go(log‘ ‘>) sin >>1,

pues 0 /[t,| = 00 y ¢ es una funcion no acotada. Por tanto, la convergencia de Y~ t,e,
. . . o0
en (s, implica la convergencia de >~ t,e, en £,.
Por otra parte, la condicion lim;,,+ ¢’'(t) = 0 mondtonamente nos permite afirmar

que
‘¢<1°g|tn;ky>_w(logyvikyﬂ Mlog\t\) #(0)| = “0<10g\t0\>

Ademas, dado que ||v,|| = 1 para todo n € N, debe ser |v,;| € [0, 1] para todo n, k € N.
Por tanto,

(3.14) (Z [talP | <log m |> p)l/p—i-a = <i |f(tn)\p>1/p+a = H itnen .
n=1 n=1 P

o equivalentemente, >~ t,w, es convergente en £,(¢).

Sea ahora,
ap, = max{|vpp|: lno1 +1 <k <l,}, neN

Distinguiremos dos casos:

(i) Siinf,ena, =¢e > 0, probaremos que la convergencia de Y >~ | t,w, en €,(y) implica
la convergencia de )" | t,e, en {;,. Para ello, basta probar que la finitud de (3.14)
implica la finitud de la serie > | f(¢,)[P.

No obstante, empleando la desigualdad de Minkowski,
- o\ P\ 1/p
(Il 108 i y) )" =
n=1
. . » o 1y |\ I/P > )
(Minkowski) < (Z |tn] ‘gp(log W> - g0<g> ) + (Z |tn]
n=1 n n=1
= o \|P\1/p
+( [l ¢<10g > w(log—> )
; 124 |tne]

- 1y P\
(Lipschitz) < (HZ:; [tn|P| <1og |tn€|) - g0<g> p) "y ale(e™)| + oLyl loge|

4N

(3.15)

y entonces

> (3.14) —a—l—(z Z |tn|? |vnk\‘g0<log

n=1 k=lp_1+1

o) (e )

n nkl
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[e.9]

(¢'(t) = 0 monot.) > o+ 5(2 It ]P cp(log |t08’> B @(é)
n=1 n

(3.15) > 0+5<i |1 (1og y%) !

nl

p> 1/p

1/p .
) —oelp(loge™)| — oeLy|loge|

1/p
€<Z|f(tn)|p) — o¢|p(loge™)| — oeL,|loge|.
n=1

(¢4) Si inf,ena, = 0, probaremos que existe una subsucesion (w,, )ren tal que la con-
vergencia de Y _, txey, en £, implica la convergencia de Y | tpwy, en (,(p). Para
ello, basta probar la finitud de (3.14).

Observemos ahora que para cada k € N, existe ny € N de modo que si t > loga,, !,

entonces |¢'(t)| < 27%. Por simplicidad en la notacién, supongamos que (a,, Jren =
(@n)nen. Asi pues,

1
ot . 2g) ot )| <2 (s
|tnvnk| |vnk|

y entonces

— log

=2""log —
|tnvnk:| |Unl~c|>

It |
(3.16)

p) 1/p

o(tos o) = ollos )
W(log u,;;—nky) <1°g |vik]> p)l/p
)1/p

<J+<ZQ np >1/p_0_'_ <22 np> < 00,

donde en la tltima desigualdad hemos empleado que |tlog(o/t)| < ce 'si0 <t < o.

log

(
i<t <ot (TP
(

((3.16)) <o+ Z|t [P

(©)
En este caso, la funcion quasi-aditiva correspondiente viene dada por f(t) = ctlog(1/]t|)
para cada t > 0. Por tanto,

(3.14) (Z Z [t lonl?| 0

n=1k=l,_1+1

|c|(Z\t Ploasl|tos )+
<1 ( 3 b roe 7 " (1) +o
n=1 n=1

Asi pues, teniendo en cuenta el apartado anterior, (w,)nen €s equivalente a la base usual
de gf p- ]

p\ 1/p
) o

<log| o |> —gp(logﬁ)

log

log -
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Empleando el Lema 3.17 anterior, lograremos probar el siguiente importante resultado.

r

~

Teorema 3.18 (sucesiones bésicas en (,(p)).
St p € £ es una funcion que satisface alguna de las siguientes condiciones:

(a) lm ¢'(t) = 0 mondtonamente,
t——+o0

(b) @(t) = ct con ¢ # 0;
entonces toda sucesion bdsica normalizada de £,(p) admite una subsucesion equivalente
bien a la base usual de £, o bien a la base usual (.

Demostracion.

Sea wy, = (uy, v,) una sucesion basica normalizada arbitraria en ¢,(y). Distinguiremos

dos casos: v, — 0y v, 4 0.

(4)

|vn| — 0.

Bajo tal condicion,
[(tn, vn) = (un — F(vn), 0)[| = [[(F (), va) | = [[0]] + [[on]] = 0.

En tal caso, existe una sucesion estrictamente creciente (ny)reny C N tal que

Z H(unmvnk) - (unk - F(Unk)v O)H < %7 con K = bc (wn)nEN‘

k=1
Asi pues, en virtud del Teorema B.13 (Krein-Milman-Rutman), (u,, — F'(vy,))ken €8
una sucesion basica de ¢, (pues (u, — F(v,),0) € j(¢,) para cada n € N) equivalente
a (wnk)keN-
Ademas, dado que ||(up, v,)|| = 1 para todo n € N implica ||u, — F(v,)|| = 1 — ||va|| —
1, concluimos que (wy,, )ken €s equivalente a una sucesion basica normalizada de ¢,. En

tal caso, en virtud de la Proposicion B.29, (w,, )ken €s equivalente a la base canonica
de 7,

[onll # 0
Supongamos, sin pérdida alguna de generalidad, que inf,cy ||v,|| =€ > 0.

Por ser {,(¢) un espacio de Banach reflexivo, (w;,),en €s contractiva —véase Teorema
B.28 (James)— y entonces, teniendo en cuenta la caracterizacion del espacio £,(¢)*
obtenida en el Teorema 3.15 y la caracterizacion de bases contractivas vista en la
Proposicién B.24, concluimos que v, — 0 débilmente en ¢,(¢) (si Y =span{w,: n €
N} C £y(p) entonces £p(p)" = £y(¥) C Y™ =5pan{w,": n € N}).

Por tanto, en virtud del Teorema B.18 (Bessaga-Petczyniski), existe una subsucesion
(Un, Jken —supongamos por comodidad (v, )ken = (Un)nen— de modo que (vy,)nen €s
una sucesion basica equivalente a cierta sucesion bésica bloque (y,)nen de £, satisfa-
ciendo ademas que [|v,, — y,|| = 0 (en virtud de (B.2)).

En tal caso, en virtud ahora del Lema 3.17 anterior, podemos suponer que (F(yy,), yn)
es una sucesiéon basica equivalente bien a la base canodnica de ¢;, o bien a la base
canénica de £,

Para cada n € N, sea z, = (F(yn), yn); luego z, — 0 débilmente (razonando como
anteriormenete). Distinguiremos dos subcasos.
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(13.1) ||w, — zn]] — 0
En este caso, en virtud del Teorema B.13 (Krein-Milman-Rutman), existe una
subsucesion de (wy,)nen que es equivalente a cierta subsucesion de (z,)nen.

(13.2) ||wp — 2zn]] 4 0
Dado que w,, — 2z, — 0 débilmente en ¢,(¢) (ya que w,, — 0 débilmente por ser
contractiiva y z, — 0 débilmente), el Teorema B.18 (Bessaga-Pelczyniski) afirma
la existencia de una subsucesion (w,, — 2zn,)ren —supongamos por comodidad
(Wn, — 2Zn )ken = (Wn — 2n)nen— de modo que (w, — 2z,)nen €S sucesion bésica
en £p(0).
No obstante, dado que w, — 2, = (U — F (Yn); Vn —Yn) ¥ ||vn —ynl| — 0, el apartado
(1) anterior nos permite suponer que (w, — 2z, )nen €S equivalente a la base canonica
de £,
Veamos que (wy,)nen €s equivalente a (2, )nen.
Si Y o tawy, =Y 7 ty(un, vy) converge en £,(p), la serie Y t,v, converge en
(, y entonces » >~ |t,|P < co. En tal caso, dado que (w, — z,)nen €S equivalente
a la base canonica de £, la serie >~ t,(w, — z,) converge en {,(p). Por tanto,

Yoo tnz, converge en £,(p).

Si Y i tnzn =D oy tn(F(yn), yn) converge en £,(e), la serie Y 7, t,y, converge
en (, y entonces Y, [t,[? < co. En tal caso, dado que (w,, — 2, )nen €s equivalente
a la base canonica de £, la serie Y > | t,(w, — z,) converge en {,(¢). Por tanto,
> oo thwy, converge en £y,(¢). O

Corolario 3.19 (espacio ,(p)).

Sea p(t) = ct para cadat > 0. Si (Wy)nen = (Un, Up)nen €S una sucesion basica normaliza-
da de (,(p) tal que Inf, ey ||v,]| > 0, entonces (wy,)nen admite una subsucesion equivalente
a la base usual del espacio de Orlicz {y,,.

Demostracion.
En virtud del Lema 3.17, la sucesion (z,,)nen que aparece en el segundo caso (||v,|| # 0)
de la demostracion del Teorema 3.18 anterior es equivalente a la base usual de ¢;,. [

Corolario 3.20 (los espacios £,(¢,)).
Para cada 0 <r <1, sea
t, si0<t<l,

‘Pr(t> =
tr, sit > 1.

Los espacios Ly(p,), con 0 <1 <1, son sumas torcidas mutuamente no equivalentes.

Demostracion.
Dado que sup;¢(; o0 |- (t) — ¢s(t)| = o0, el resultado enunciado es consecuencia directa
del Teorema 2.5. [

Nota 3.21. Dado que, para r,s € (0,1] con r # s, no existen K > 0 ni ¢y > 0 tales que

1 _ 5
K = fs(t)
en virtud del Teorema B.34, los espacios de Orlicz ¢y, , y ¢4, , no son isomorfos.

Por tanto, empleando el Teorema 3.18 anterior concluimos que las sumas torcidas
C,(pr) v £,(ps) no son espacios de Banach isomorfos.

= | —logt[P"® < K, para todot € (0,t),
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3.4. Espacios Z,

Para cada 1 < p < oo se define el espacio Z, como la suma torcida (modulo equiva-
lencia proyectiva) £,(¢) con ¢p(t) =t para cada t > 0.

Esto es, en virtud de lo visto anteriormente, Z, es la compleccién del espacio de pares de
sucesiones con soporte finito respecto de la quasi-norma dada, para cada (z,y) € R xR>,
por

‘ynl

n=1

)l = lle = F@, + vl = (Z (=, —ynlogm)”)p ol 37)

donde F es la aplicacion quasi-lineal inducida por la aplicacion lipschitziana ¢(t) =t (ver
Teoremas 1.13 y 1.14).

En particular, para p = 2, obtenemos una suma torcida no trivial de espacios de
Hilbert: el espacio de Banach Z,. Dicho espacio es la compleccion del espacio de pares de
sucesiones con soporte finito respecto de la quasi-norma dada, para cada (z,y) € R xR>,
por

e}

1
Iyl *
I )1 = 1 = KP()ll> + lyllo = (Z (2= walo 2)" )+ o

|Un]
n=1

donde KP es la aplicacion quasi-lineal de Kalton-Peck dada por

KP(y) = — Y a,log <||’ZT|L|L>en, para cada y € R*.
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Capitulo 4

Operadores en sumas torcidas de
espacios de Banach

Dado un espacio de Banach X, el estudio de los espacios de operadores B(X,Y), con
Y un espacio de Banach, aporta informacion sobre las propiedades del propio espacio X.
Piénsese, por ejemplo, en el espacio dual de X o en la equivalencia entre la existencia de
subespacios complementados y la existencia de proyecciones acotadas en X.

En la primera seccién de este capitulo nos centramos en el estudio del espacio B(Z),).
A continuacién, ya en la segunda seccion, prestaremos especial atencion al caso p = 2.

4.1. Operadores en 7,

Para el estudio del espacio B(Z),) necesitamos algunos conceptos y resultados previos.

Proposicién 4.1 (Z, es {,-hereditario).
Para cada 1 < p < oo los espacios Z, son {,-hereditarios, esto es, todo subespacio de
dimension infinita de Z, contiene un subespacio isomorfo a (.

Demostracion.

En virtud del Teorema Mazur |33, p. 4] —todo espacio de Banach contiene una suce-
sion bésica—, Z, contiene una sucesion basica. Asi pues, normalizando de ser necesario,
tenemos una sucesion basica normalizada en Z,. Luego, en virtud del Teorema 3.18, dicha
sucesion bésica admite una subsucesion equivalente a la base usual de £, o del espacio de

Orlicz £y,
La tesis se sigue ahora de que el espacio de Orlicz £, contiene una copia complemen-
tada de ¢, (ver [33, p. 157, 4.c.1]). O

Definicién 4.2. Sean X e Y dos espacios de Banach. Un operador T € B(X,Y) se dice:

(a) estrictamente singular si la restriccion de T a cualquier subespacio de dimension
infinita no es un isomorfimo;

(b) estrictamente cosingular si para cualquier subespacio de codimension infinita Z C
Y, la composicion (77 0 T) : X — Y/Z no es sobreyectiva.
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Nota 4.3.

Los operadores estrictamente singulares fueron introducidos por Kato (ver [29]) en
el contexto de la teoria de perturbacion de operadores. Tal concepto generaliza al de
operador compacto pues, en virtud del Lema de Riesz [18, p. 19| todo operador compacto
es estrictamente singular. Afnos mas tarde, Pelczyniski [36] introduciria el concepto dual.

Conviene observar el siguiente hecho: la familia formada por todos los operadores
estrictamente singulares (cosingulares) entre dos espacios de Banach dados forma un ideal
de operadores (ver [38]). En particular la suma de operadores estrictamente singulares
(cosingulares) y la composicion de éstos con un operador lineal y acotado es estrictamente
singular (cosingular).

La siguiente proposicién nos permitird probar un importante resultado (ver Teorema
4.6 siguiente) —obtenido originalmente por Kalton y Peck en [27]— sobre el espacio B(Z,,):
todo operador T' € B(Z,) es, o bien estrictamente singular, o bien un isomorfismo sobre
alguna copia del propio Z,.

Proposicion 4.4.

\

Sip € (1,00), entonces:
(a) j: l, — Z, es estrictamente cosingular;

(b) q: Z, — €, es estrictamente singular.

Demostracion.
En virtud del Teorema 3.15 anterior, la sucesiéon dual de la sucesion exacta corta

0 >y Ly j>Zp 50, > 0

es (proyectivamente equivalente a) la sucesion exacta corta

0 b, —1 7, —15 0, > 0,

donde 1/p+1/q = 1. Por tanto, basta probar que ¢: Z, — {,, es estrictamente singular.
Supongamos que ¢q: Z, — {, no es estrictamente singular. En tal caso, existe un
subespacio Y C Z,, de dimension infinita de modo que

llg(y)|] > e >0, paratodoy € Sy.

No obstante, en virtud de la Proposicion 4.1, existe una sucesiéon béasica normalizada
(wn)nen de Y equivalente a la base usual de ¢, tal que

llg(w,)]| > e >0, paratodon € N.

En tal caso, en virtud del Corolario 3.19 anterior, (w,) tiene una subsucesion equiva-
lente a la base usual del espacio Orlicz {4, lo cual es imposible pues toda subsucesion de
una sucesion bésica equivalente a la base de £, es equivalente a la base usual de £,,. O

Teorema 4.5.
Sea (vn)nen una sucesion bdsica bloque de la base candnica de €, tal que o < [jv,|| < S
para todo n € N. En tal caso, la aplicacion V : Z, — Z,, dada por

V(en,0) = (v,0) = j(vn) y V(0,e,) = (F(vn),vn), para cadan € N,

es un 1somorfismo.
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Demostracion.
Para cada n € N, sea

n
= E Unk€k, con l, 1 <l,.

ln71+1

Probaremos que existen constantes ¢y, cy > 0 de modo que

all@ Il < [Vie,y)ll < ell@y)ll, para todo (z,y) € R @ R,

Si(z,y) = (X, Tns Do Un) € RPOR™, entonces V(z,y) = (X, Tatn+>, YnF (Un), D, Yntn)-
Por tanto,

IV (z,y) |—HZ%%+Z% Un) Zynvn

Asi pues, dado que

ln
Zyn o) (Zynvn):zyn 3 Unklogii nH Y Z poon log 1 2 tntall

|+ HZynvn

n k=l,_1+1 n k=l,_ ‘ynvnk|
In
=D D pmlog =t
n o k=lp_1+1 HZ ynvnH

[vall [yn]
- Yn 10 Un,
Z ST vmenl]
deducimos que

H Z TpUp + Z ynF(vy) ( Z ynvn>

vl 5]
= TpUn + Yplog ———"—
- HZ Z I pon
1/p
loall [yl 12
||Znynvn||
[ loall Iyl Il 7]
/UTL n
=8 an—i-ynlog Ynl 1Y ]

(loall <B) <8 Z Ty + Yn log

15,
[ vl leall gl \ ]
| Sl s s L

DITAG [[on]l 1yl

|yn|

(@<l <B8) <Bllz—Fy)l+ ﬁloga [yl

(Minkowski) < f3 Z Tp + Yn log ——

+ﬁ

log

1/
p]

y entonces

V() < Bllz ~ F)l -+ 510g () vl + | >t
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/6 o0 o0
< Blle = F(y)l| + B(1+1og =)yl para todo (v,y) € R* & R,

Es decir, hemos probado que ||V < (1 + log B/ «).

Por otra parte, dado que

ol 19a
"Hzx"“”zy”l BIS goon]] ™
ol

1/p
p
1S, guvnl ]

' loall Tyl Il 7]
Unll \Yn| ||Y
=« Tn + Yn log
2 1220 Yn ]

[ 1/p
n Un, p
=a E $n+yn<log%+1ogw> ]
Y

Tp + Ynlog

(loal > @) >a Z

132 ynvn
[Z’yn’p

ol llyll

Iz,

|yn‘

(@<l <B) > ale—F)] - alo (a) Il

(Minkowski) > « Z Tp + Yn log =

.

deducimos entonces que

V() 2 alle ~ o)~ alog (2 )yl + || 2 v

/6 (o] o0
> allz — F(y)l| - alog (2)lyll +allyl - para todo (z,) € R® & R,

Ahora, distinguimos dos casos:

N |z — F(y)]l

1) Sl < —_— entonces

() siflyll < 2Tog(3/)

« «
IV (z, )l 2 Slle = F@)ll +allyl = Z ()l

sl F)l

17) Sl > —_— entonces
(i) st ol > G

o ar_alls=F)l o ,
IV, )l 2 ellyll = 1yl + S llyll = 1og(G/a) T 2 lyll = ¢z, y)ll,

donde Cl = ml’n{m, OZ/Q}

Es decir,
V)l > Cll@,y)ll,  para todo (z,y) € R & R,

Por tanto, si extendemos V' a todo el espacio Z, se conserva la norma (ver por ejemplo,
[1, p. 446]) y obtenemos entonces el resultado enunciado. O
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Teorema 4.6.
SiT: Z, — Z, no es estrictamente singular, entonces existe un subespacio W C Z, tal
que W es isomorfo a Z, y T|w es un isomorfismo.

Demostracion.

1.-

En virtud de la Proposicién 4.1, el espacio Z, es {,-hereditario. Por tanto, existe un
subespacio Y C Z, isomorfo a ¢, y tal que ||[T'y| > ¢ > 0 para todo y € Sy.

Sea entonces (u,)neny una base de Schauder de Y equivalente a la base usual de /,
(ver Proposcion B.12). En tal caso, en virtud del Corolario 3.19 anterior, ||qu,| — 0
y |lqTuy| — 0.

Luego, empleando el Teorema B.13 (Krein-Milman-Rutman) (y trabajando —de ser
necesario— con una subsucesion (u,, )ren), podemos suponer que existen sucesiones
bésicas (v),) y (w)) en j({P) tales que

[t = vl =0y 1T (un) —wi | — 0.

Pasando nuevamente a subsucesiones de ser necesario, podemos suponer que existen
sucesiones béasicas bloque (v,) v (w,) en ¥ tales que

lun — ()| <27 v || T(un) — j(wy)]| < 27", para cadan € N.
Para N € N suficientemente grande, consideramos operadores A, B: Z, — Z,, tales
que [A[], | B]| < 1/2,
A(jun) = uy — ju,  y B(Tu,) = jw, — Tu,, sin> N.

Tales operadores pueden ser obtenidos aplicando el Teorema de Hahn-Banach a los
coeficientes funcionales asociados a las bases (j(v,,)) v (T'(uy)).

Sea S = (I + B)T(I + A). Puesto que [ + A e I + B son —en virtud del Teorema
de Neumann [1, p. 446]— operadores invertibles, basta entonces probar que S es un
isomorfismo en cierto subespacio isomorfo a Z,.

Definimos las aplicaciones V., W: Z, — Z,, dadas por

V(en,0) = (v,0) = j(vn) v V(0,e,) = (F(v,),v,), paracadan € N,

W(en,0) = (w,,0) =j(w,) v W(0,e,) = (F(w,),w,), paracadan e N.
En virtud del Teorema 4.5, V' y W son isomorfismos, y dado que

S(jvn) =+ B)T(I + A) (ju,) = (I + B)T (jop + up — jop)
=+ B) (Tu,) = Tu, + jw, — Tu, = jw,, paratodon > N,

deducimos entonces que (W — SV es un operador compatible con la relacion de
equivalencia),

(W = SV)(en,0) = (wy,0) — S(vy,,0) = jw, — S(jv,) =0, paratodon > N.
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Entonces, existe un subespacio Y C Z, de codimensién finita tal que (W —SV)|y se
factoriza por g|y (propiedad universal del cociente). Por tanto, al ser g estrictamente
singular, W — SV es estrictamente singular (ver Nota 4.3).

No obstante, al ser W un isomorfismo, existe ng € N tal que la restricciéon de SV a
span{(e;,0),(0,e;): j > no} es un isomorfismo.

Por tanto, S es un isomorfismo en V' (5pan{(e;,0), (0,e;): j > ng}), que es isomorfo
a Z, y entonces, T = (I + B)"'S(I + A)~! es un isomorfismo en un subespacio
isomorfo a Z,,. O
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Corolario 4.7.
Todo subespacio infinito-dimensional complementado en Z, contiene un subespacio iso-
morfo a Z,.

Demostracion.

Sea Y C Z, un subespacio infinito dimensional complementado en Z, y P: Z, — Z,
la proyeccion correspondiente (en particular, P(Z,) =Y).

Dado que la proyeccion P no es estrictamente singular, en virtud del Teorema 4.6
anterior, existe Z C Z, subespacio isomorfo a Z, tal que P|; es isomorfismo; luego debe
ser P(Z) CY. O

Nota 4.8 (Corolario 4.7 & espacios de Banach primos).

Un espacio de Banach se dice primo (ver [33, p. 57]) si es isomorfo a sus subespacios
complementados de dimension infinita.

Los ejemplos béasicos de espacios de Banach primos son los espacios de sucesiones ¢,
con 1 < p < o0,y ¢ (ver [1, p. 35]); a finales de los anos 60, Lindenstrauss [32] demostro
que el espacio /., también es primo. No obstante, hasta los anos 90 no se conocieron mas
ejemplos de espacios de Banach primos.

En 1997 Gowers y Maurey [20] propusieron un nuevo espacio de Banach primo “con
pocos operadores”. Sin embargo, la construcciéon de dicho espacio dista mucho de ser
natural. Es por ello que, teniendo en cuenta el Corolario 4.7 anterior, cobra especial
interés saber si el espacio Z, es primo.

Otra cuestion interesante y relacionada con la anterior, consiste en saber si Zy es
isomorfo a sus hiperplanos. Para més informacién sobre tal cuestion puede consultarse
[26, 23, 12].

Corolario 4.9.
Z, no tiene subespacios complementados isomorfos a £),.

Demostracion.

Supongamos que Z, admite un subespacio complementado isomorfo a ¢, —esto es, si
Z, ~ €, ®Y—. En tal caso, el Corolario 4.7 anterior afirma que ¢, contiene un subespacio
isomorfo a Z, y tendriamos que 0 = Z,/f? ~ ({, ®Y)/l, ~ Y, hecho que contradice la
suposicién inicial. O

Nota 4.10 (Sobre espacios de Banach que contienen a £,,).

Saber si un espacio de Banach dado contiene o no copias de los espacios £, es de gran
importancia. Recordemos, por ejemplo, el resultado de Rosenthal (ver [44]) caracteriza los
espacios de Banach que no contienen a #; como aquellos en los que toda sucesion acotada
admite una subsucesion débilmente de Cauchy.

Otro resultado importante debido a Kadets y Pelczynski (ver [24] y |1, p. 167]) es el
siguiente: si X es un subespacio cerrado de dimension infinita de L, para algiin 2 < p < oo,
entonces equivalen: X es isomorfo a un espacio de Hilbert complementado en L, y ¢, no
pueda embeberse en X .

Cabe senalar que un problema clasico de la teoria de espacios de Banach fue saber si
existe algiin espacio d Banach reflexivo sin copias de los espacios £, ni cy. Tal cuestion fue
resuelta afirmativamente por Tsirelson [47] en 1974.

Para conocer més sobre el alcance y la importancia del trabajo de Tsirelson puede
consultarse la monografia de Casazza y Shura [11], donde ya en el prefacio mencionan:
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“His example opened a Pandora’s box of pathological variations, and has had a tremendous
effect upon the study of Banach spaces’.

Corolario 4.11. Z, no puede embeberse en ningin espacio L,(0,1) para 1 < p < oo.

Demostracion.

Supongamos que Zy C L,(0,1) para cierto p > 2. En tal caso, dado que todo espacio
de Hilbert contenido en L,(0,1) es complementado en L,(0,1) —resultado de Kadets &
Pelczynski mencionado anteriormente—, tendriamos entonces que ¢2 es complementado
en Z, contradiciendo asi la tesis del Corolario 4.9.

Supongamos que Zy C L,(0,1) para cierto p € [1,2]. En tal caso, en virtud de un
resultado de Rosenthal [43|, podemos asumir que Z, C L,(0,1) para cierto p € (1,2].
Ahora, un resultado de Pelczynski y Rosenthal [37] nos permite afirmar que Z, contiene un
subespacio de Hilbert complementado, lo cual contradice nuevamente la tesis del Corolario
4.9. O

Corolario 4.12.
Z, no tiene subespacios complementados de dimension infinita con base incondicional.

Demostracion.

Supongamos que Z, admite un subespacio Y complementado de dimension infinita
con base incondicional (e;);en. En tal caso, en virtud del Teorema 3.18 anterior, existe
una subsucesion (e;, Jken equivalente a la base canoénica de €, 0 £y,

Ademés, dado que (e;);en es incondicional, Span{e;, : k € N} C Z, es complementado
en Y (ver |1, p. 54]) y entonces, también es complementado en Z,. Dado que el espacio
de Orlicz (;, contiene un subespacio complementado isomorfo a ¢, (ver [33, p. 157]),
obtenemos en ambos casos una contradiccion con la tesis del Corolario 4.9. O
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4.2. Operadores en el espacio 25

El espacio Z5 es el ejemplo fundamental de suma torcida de espacios de Hilbert que
aparece en el articulo original de Kalton y Peck [27]. Obviamente, constituye una de las
soluciones del problema de Palais que menciondbamos en la introducciéon del Capitulo 1.
Es més, Z5 es una “solucion extrema” para dicho problema (véase |27, p. 24-26] o |26, p.
109-110] para entender a qué nos referimos con “extrema”) y tiene gran relevancia dentro
de la teoria de espacios de Banach. El articulo [12| da cuenta de ésto tltimo y en él su
autor propone un programa de clasificacion de las sumas torcidas de espacios de Hilbert.

Con el objetivo de aproximarnos a tal programa de clasificacion, en esta seccion estu-
diaremos brevemente el espacio de operadores en B(Z3).

A diferencia de lo visto en el Teorema 4.6 anterior —donde demostramos que todo
operador 1" : Z, — Z, es estrictamente singular o, en caso contrario, un isomorfismo
sobre alguna copia de Z,—, para p = 2 tenemos un resultado atin méas fuerte (ver Teorema,
4.19 siguiente): para todo espacio de Banach X, todo operador T : Zy — X es, o bien
estrictamente singular, o bien un isomorfismo sobre una copia complementada de Zs.

La demostracion original de dicho resultado se encuentra en |26]. No obstante, a con-
tinuacion seguiremos el esquema de [10], donde los autores definen la siguiente version
“local” de la aplicacion de Kalton-Peck.

4 )

Definicién 4.13. Dada una sucesioén bloque (u,) de elementos con soportes disjuntos
consecutivos en fs, sea U = [u,| = Span{u,: n € N}. En tal caso, se define la aplicacion
de Kalton-Peck relativa a U como

An .
KPy(u) = — Z A log <|Hu]||>u”’ para cada u = Z A, € U con soporte finito.

Nota 4.14. Si ||ul]| = 1 se tiene que
KPy(u) — KP(u) = — Z Antin log | A | + Z Antn log | Ayt |

= Z Antiy log |uy,| = — Z AnKP (uy,)

Ya probamos que Z es reflexivo y que su dual es proyectivamente equivalente al propio
Zy; en particular, Zs es isomorfo a Z;. La siguiente proposicion, cuya demostracion puede
consultarse en [10], da un isomorfismo explicito entre ambos espacios.

Proposicién 4.15 (Isomorfismo entre Zy y Z3).
Consideramos la forma bilineal antisimétrica <-,-> : Zy X Zy — R que asigna a cada
((y,2), (v, 2")) € Zy X Zy el niimero real

< (ya 93)7 (y,l'/) > = <y7 $/>€2 - <ZL’7 y,>€2~
En tal caso, la aplicacion D : Zy — Z3 definida, para cada a € Zy, como
[D(a)](b) = <a,b>,  para cada b € Zs,

es un 1somorfismo.
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En la siguiente definicion se introducen operadores anélogos a los dados en el Teorema
4.5 anterior, adaptados ahora para el caso de Z.

Sea (u,) una sucesion bloque normalizada de elementos con soportes disjuntos y con-
secutivos de /5.

Definicién 4.16. El operador bloque asociado a U es la aplicacion Ty : Zy — Zy dado
por
Tu(ej,0) = (u;,0) 'y Tu(0,€;) = (KP(uy), uy),

donde KP es la aplicaciéon quasi-lineal de Kalton-Peck.

Proposicion 4.17. El operador blogue Ty dado en la Definicion 4.16 es una isometria
(no necesariamente sobreyectiva) y la imagen Ty(Zy) es un subespacio complementado
wsomorfo a Zs.

Demostracion.
Dado (y,z) € Zy, siy = > ye; y © = Y xje; son sucesiones con soporte finito, en-

tonces Ty (y,z) = <Z v+ o KP(uy), Y a:juj>; luego, empleando el calculo realizado

en la Nota 4.14 anterior, que (u,) es una sucesion bloque normalizada y que z e y tienen
soporte finito, se tiene que

(S S o)
=1 i + >4 KP(wy) = KP()  xjuy)
= z:yluZ — KPU(ZIL‘jUj) ‘ + H ijej

= 1) wiei = KP( ) ae;) ‘ + H > e
[y, ).

Ademas, Ty (Zs) es una copia isomorfa de Z; complementada en el propio Z,. En efecto,
si tenemos en cuenta el diagrama —donde D : Zy — ZJ es el isomorfismo dado en la
Proposicion 4.15—

1T (y, )l

e

Z, V. 7,

se sigue que D = T3 DTy ya que
T DTy(ej, 0)(y, x) =15 D(uy, 0)(y, x) = D(u;,0)Tu(y, )
=(u;, > wiug) = x; = (ej, )

TéDTU(Ovej)(yvx) - T(jD(KP(uJ)qu) (yvx) = D(KP(U]),UJ)TU(y,ZL‘)

= D(KP(u;), uj) < Z yiu; + Z 2 KP(u;), Z xzuz>
= (KP(u), Y ww) — (uy, >y + Y a2, KP(u;))
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(KP(u;) =0) = —y;.

De esta forma, TUD_IT{}DTUD_IT{}D = TUD_lDD_lleD = TUD_IT{}D da lugar a una
proyeccion de Zy en Ty (Zs). O

La siguiente proposicion afirma que el cardcter estrictamente singular de un operador
de Z5 s6lo depende de su comportamiento en el subespacio /5.

Proposicion 4.18. Un operador 7 € B(Zy, X) es estrictamente singular si y sdlo si su
restriccion Ty, €5 estrictamente singular.

Demostracion.
Supongamos que 7|, es estrictamente singular. Consideremos el siguiente diagrama:

0 >£2 j)ZQ p>£2 > 0

le
7(£2)
Ahora bien, si denotamos por PO el push-out generado por los morfismos j : o — Zy y

7j : {5 — T({3) obtenemos una sucesion exacta corta 0 — 7(f3) - PO — o — 0 (ver
[13, 1.3.a]), lo cual completa el diagrama a

0 > Uy j>22 p>£2

le l(f ) ’

0 —— 7(4y) s PO s U s 0

o

En virtud de la Proposicion 4.4, la aplicacion cociente es estrictamente singular. Por
hipotesis, 7j también lo es; luego, en virtud de |9, Lema 3|, (77)’ es también estrictamente
singular.

Asi, como 7j : Uy — X y 7: Zy — X, la propiedad universal del push-out garantiza
que existe un operador o : PO — X tal que 7 = «a(7j)’, por lo que 7 es estrictamente
singular. n

Finalmente ya estamos en condiciones de enunciar y probar el resultado prometido.

Teorema 4.19. Todo operador T : Zy —> X es, o bien estrictamente singular, o bien un
1somorfismo sobre una copia complementada de Zs.

Demostracion.
Consideremos el siguiente diagrama de push-out:

by —= 1y




Dado que Q(7,1)(x) = Q7(z)+ Q(0, x), la aplicacion Q(7,1) es estrictamente singular
—si Q(7,1) no lo fuera, contradiria que p es estrictamente singular al ser el diagrama
conmutativo—.

Supongamos pues que T no es estrictamente singular; en virtud de la Proposicién 4.18,
7,, 1O puede ser estrictamente singular, por lo que existe alguna sucesion bloque [w,] en
{5 generando un subespacio W en el que 7}, es un isomorfismo.

Supongamos primero que W = /5; en tal caso, puesto que T),, €S ul isomorfismo
—y podemos asumir sin pérdida de generalidad que [|[77!|| < 1, pues en otra situacion
normalizamos—, la aplicacion x — Q(0,x) también es un isomorfismo. En efecto, ya que

J(y) = (7(y),y) se tiene que
Q0. 2))]| = inf 11(0.2) =Tl = i [0.) — (+().9)]
= inf [(=r(), = y)ll = if ()] + e~ wll}

> Iyl + llell = Nyl = =l + Qe = D)y
> [l

Por tanto, como Q(7,1) es estrictamente singular y Q(0,z) es isomorfismo, forzosa-
mente Q7 ha de ser un isomorfismo en un espacio de Z, de codimension finita (ver |33,
2.¢.10]). Asi pues, 7 es un isomorfismo en un subespacio de codimension finita en virtud
del Corolario 4.7.

Si suponemos ahora que W = [w,] no es todo ¢, trabajamos con el operador 7Ty, el
cual es un isomorfismo en el propio 5. Concluimos nuevamente que 7 es un isomorfismo
sobre Ty (Z3), que es una copia complementada de Z, dentro de Z, en virtud de la
Proposiciéon 4.17. O

Para terminar esta seccion, mostramos un resultado que caracteriza los operadores de
Z5 que admiten una representacion matricial sencilla. Dicho resultado puede consultarse
en [6], donde los autores lo emplean para estudiar la estructura local de Zs.

Teorema 4.20 (Operadores “sencillos” en Z).
Sea A la matriz (3 ?) Entonces la aplicacion T dada por

T(Inena ynhn) = ((O&ZL‘n + Byn)ena (W/xn + 6yn)hn)7 bara cada n € Ny
se extiende a un operador lineal y acotado en Zy si y solo sta =46 yv=0.

Demostracion.
Que la aplicacion dada por

T(xnen, Ynhn) = ((ax, + Byn)en, aynhy), para cadan € N,
define un operador en Z, es claro. En efecto, pues
T((n + ) )ens (Yo + 9)hn) = ((@(@n +23) + Bl + 53))ens (@y + ) on)
< Ty + ﬁyn en + (afcl + ﬁy;)em (Oéyn)hn + (Oéy;)hn)

= T(xpen, Ynhn) + T(2) €0, Yl M)
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Haciendo un calculo analogo para el producto por escalar se obtiene que 7' es lineal;
ademés es acotada ya que si expresamos © = ) Tne, y Y = > Ynh, tenemos que

(e + By, ay)|| = l|(az, ay) + (By, 0)I| < Cllalll (=, )l + |BIl(y, 0)]]

< Cméax{lal, B[}l y)ll + (. 0)II]
< 2C méx{lal, [B[}H]|(z, y)l|

Para cada n € N, sea u, = n~?(e; +--- 4+ €,,0) € Z,. En tal caso, tenemos que
unl =n 2 |les + -+ eu]| =1, para todo n € N.
Sin embargo, tal y como probaremos a continuacion,
lim ||Tu,|| =00 sivy#0.
n—00
Inicialmente, observemos que

T(up) =T (n (e 4+ +€,,0) =n2T(e; + -+ + e,,0)
=n""%(ale; + - +en),v(er + - +e,)), paratodon € N.

Asi pues, dado que H (oc(el +-Fen),v(er +o 4 en)) H > 0, existe ¢ > 0 tal que

aer-t - enrlert e 2 e[l (ater -+ e 0) |+ [0 rter +---+ en) ]
y en tal caso,

[(aler+---+en),v(en + -+ en))|| = clalvn + clyl(nlog v + v/n).

Por tanto,

claly/n + cly|(nlog v/ + v/n)
vn

Con lo cual, tomando n — oo en (4.1) tenemos que v = 0. Si ahora a # §, tomamos

u, = n 2| ((log(v/n)) Yr_y €xs >op_y bi) ||. Luego, andlogamente se tiene que [u,|| =
1y existe C' > 0 tal que ||T(u,)|| > C'log(n), lo cual impide nuevamente que 7" sea
acotada. O

lim ||Tu,| > lim (4.1)
n—00 n—00
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Anexo A

En este primer anexo recordamos algunas definiciones basicas relacionadas con espacios
vectoriales topoldgicos. Nuestro objetivo es presentar el concepto de espacio quasi-Banach
asi como algunos resultados elementales. Para ello hemos seguido el enfoque de [28].

A.1. Espacios vectoriales topologicos

Definicién A.1 (espacio vectorial topologico).

Un espacio vectorial topoldgico X sobre el cuerpo K (consideraremos K=R o K = C) es
un espacio vectorial X dotado de una topologia 7 para la que las aplicaciones suma (de
vectores) y producto (de un escalar por un vector) son continuas.

Nota A.2 (sobre la topologia de un EVT).

La topologia 7 de un espacio vectorial topologico X queda definida a partir de una
base local U de 0 € X. En tal caso, dicha base local U debe satisfacer las siguientes
propiedades:

(1) dado U e U, existe V e U tal que V +V = {v; +vy: v1,v3 € V} C Uj;
(17) dado U € U, existe V € U tal que oV C U para todo o € K con |of < 1;
(7i1) dados U e U y x € X, existe n € N tal que z € nU.
Reciprocamente, dada una familia de conjuntos U C P(X) satisfaciendo (i) — (ii7),
existe una estructura de espacio vectorial topologico sobre X que tiene a U como base

local de 0 € X.

Definicién A.3 (propiedades geométricas de un EVT).
Sea (X, 7) un espacio vectorial topolégico.

(1) (X, 7) es Hausdorff si para todo para de vectores x,y € X con x # y existen dos

conjuntos abiertos U; y Uy de modo que x1 € Uy, 29 € Uy y Uy N U, = (.
Es relativamente facil probar que (X, 7) es Hausdorff si y sélo si Ny U = {0}.
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(77) (X, 7T) es localmente convexro si admite una base local Y formada por conjuntos
convexos. Un conjunto C' C X se dice convezo si A\C' + (1 — \)C' C C para todo
0<A< 1.

En tal caso, es posible escoger una base local U formada por conjuntos absolutamente
convexos. Un conjunto C' C X se dice absolutamente convezo si A\C'+ uC' C C para
todo A\, € K con |A| + |p| < 1.

(1ii) (X, 7) es localmente acotado si 0 € X admite un entorno acotado. Un conjunto
B C X se dice acotado si dado un entorno U de 0 € X existe n € N tal que
B CcnU.
Observemos que si B; C X con 1 < i < n son conjuntos acotados, entonces By +
-+ + B, también es un conjunto acotado.

(iv) Para 0 < p < 1, un conjunto C' C X se dice p-convezo si A\C' + uC' C C para todo
A, > 0 tales que AP + p? = 1.

(v) Para0 < p < 1, un conjunto C' C X se dice absolutamente p-convezo si \C+uC C C
para todo A, pu € K tales que |A|P + |p|P = 1.

A.2. Espacios vectoriales quasi-normados

Sea X un espacio vectorial.

Definiciéon A.4 (A-norma).
Una A-norma en X es una aplicacion ||-||: X — R tal que:

(7) ||z]| > 0 para todo = € X con x # 0,
(17) ||ax| < ||z|| para todo z € X y a € K con |a| <1,
(i71) limg_so ||az|| = 0 para todo = € X,

)

(iv) existe C' € RT tal que ||z + y|| < C méax{||z],||y||} para todo z,y € X.

Nota A.5 (A-norma & EVT métricos).
Toda A-norma ||-|| define una estructura de espacio vectorial topologico metrizable
sobre X para la que una base local de 0 € X viene dada por

U,={z € X:|z|]| <1/n}, conneN.

En tal caso, z,, = x si y solo si ||z, — x| — 0.

Si (X, 7) es un espacio topoldogico que admite una base local numerable {U,,: n € N}
para la que: NU,, = {0}, Upy1+U,y1 C U, y U, es un conjunto equilibrado —i.e. A\U,, C U,
si |A] < 1— para cada n € N, entonces la aplicacion ||-]|: X — R dada por

|z|| = sup{27™": z ¢ U,}, paracadax € U,,
es una A-norma en X que también induce sobre X la topologia 7.

Definiciéon A.6 (F-norma, con “F” de Fréchet).
Una F-norma en X es una aplicacion ||-||: X — R tal que:
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(i

(ii

) ||z|| > 0 para todo z € X con x # 0,

) JJaz|| < ||z|| para todo z € X y o € K con |of <1,
(173) limao ||| = 0 para todo = € X,

(iv) |z +yll < [lz]l + [lyl| para todo z,y € X.

Nota A.7 (F-norma & EVT métricos con métrica invariante).
Toda F-norma es una A-norma. Ademas, si ||-|| es una F-norma en X, entonces

d(z,y) = |z —yl, paracadaz,y € X,

define una distancia invariante (por traslaciones) en X que induce la misma topologia que
la F-norma ||-|| sobre X.

Teorema A.8 (A-norma & F-norma).
Sea ||| una -norma en X. En tal caso, si escogemos p € (0, 1) tal que 2'/? = C, entonces

n n
||| = inf { Z ||e:]|P sz = x}, para cada v € X,
i=1 i=1

define una F-norma que induce sobre X la misma topologia que la N-norma ||-||.

Comentario sobre la demostracion.
Por claridad en la exposicion, indicaremos los detalles de la prueba al final de la
seccion. Concretamente, mostraremos que 47 |z||? < |||z < ||z||P para todo = € X.

Definicién A.9 (quasi-norma).
Una quasi-norma en X es una funcion ||-||: X — R tal que:

(1) ||z|| > 0 para todo = € X con x # 0,
(i7) ||az|| = |af ||z|| para todo z € X y o € K,
(i17) existe C' € R tal que ||z + y|| < C max{||z|, ||y||} para todo z,y € X.

Nota A.10 (quasi-norma & EVT localmente acotados I).

Toda quasi-norma es una A-norma.

Sea (X, 7) es un espacio vectorial topologico localmente acotado. Entonces, si B C X
es un entorno acotado de 0 € X, la familia {n~'B: n € N} forma una base local numerable
de 0 € X. Luego (X, 7) es metrizable. Ademas, dado que B + B es acotado, existe p > 1
tal que B+ B C pB. En tal caso, el funcional de Minkowski asociado a B, que viene dado
por

|z|]| = mf{\: A’z € B}, paracadaz € X, (A.1)

define una quasi-norma en X para la que
|z +yl < p méx{|lz|, [[yll}, para todo z,y € X.

Reciprocamente, la topologia definida en X por una quasi-norma ||| da lugar una
estructura de espacio vectorial topologico localmente acotado.
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Nota A.11 (quasi-normas & espacios vectoriales topologicos localmente acotados II).

Si (X, 7) es un espacio vectorial topologico localmente acotado tal que 0 € X admite
un entorno acotado y absolutamente p-convexo, la quasi-norma dada por (A.1) satisface
que

[z +yl” < [[=]|” + lyll", para todo z,y € X. (A.2)

Reciprocamente, si ||-|| es una quasi-norma en X que satisface (A.2), la bola unidad
Bx(0,1) ={z € X: ||z|| < 1} es un conjunto acotado y absolutamente p-convexo.

Toda quasi-norma ||-|| satisfaciendo (A.2) se dice p-subaditiva. En tal caso, diremos
que (X, ||-||) es un espacio localmente p-convero (o simplemente, p-convezo).

A.2.1. Espacios quasi-Banach y p-convexidad

De los comentarios anteriores se extrae que un espacio vectorial dotado de una quasi-
norma es los mismo que un espacio vectorial topologico localmente acotado y metrizable.
Si pedimos completitud respecto de tal métrica, obtenemos la definicion de espacio quasi-
Banach:

Definicién A.12 (espacio quasi-Banach).
Un espacio quasi-Banach es un espacio vectorial topologico X localmente acotado y com-
pleto.

Ejemplo A.13 (espacios quasi-Banach).

(1) Todo espacio de Banach es un ejemplo de espacio quasi-Banach. En efecto, pues
toda norma es una quasi-norma.

(17) Para p € (0,1), sea {, el espacio vectorial formado por todas las sucesiones de
escalares a = (a,)nen para las que

[e.e]

1/p
lall, = (3 laal”) " < o,

n=1

En tal caso, de la desigualdad

o0 1/p o0 o0 l/p
la+bllp = (D lan +0a) 7 < (3 laal” + D Ibal?)
n=1 n=1 n=1
1 ,
— (lall,” + [I6]1,") " < 2Y7 max{||a, ||, |bll,}, para todo a, b € £,,

se sigue que ||-||, define una quasi-norma en /¢,

Ademas, dado que los espacios ¢, son completos —se demuestra de la misma forma
que para p > 1—, deducimos entonces que para cada 0 < p < 1, £, es un espacio
quasi-Banach.

(i7) Para p € (0,1), sea L,(0,1) el espacio formado por todas las funciones Lebesgue-
medibles f para las que

1= [ 1ran)” <o

70



La completitud de los espacios (L,(0,1), ] -]|,) con 0 < p < 1 se prueba de forma
analoga al caso p > 1; luego L,(0, 1) es un espacio quasi-Banach para cada 0 < p < 1.
La diferencia principal entre los espacios L, y ¢, radica en que, al ser la medida usual
de Lebesgue en el intervalo (0,1) C R no atomica, los espacios de funciones tienen
dual trivial —esto es, L,(0,1)* = {0} para todo 0 < p < 1 (véase [14])—, mientras
que (€,)* =l para todo 0 < p < 1 (ver |28, Capitulo 2]).

Definicién A.14 (espacio quasi-Banach p-convexo).
Un espacio p-Banach es un espacio quasi-Banach y p-convexo.

Ejemplo A.15 (espacios p-Banach).
(i) Para 0 < p < 1, los espacios £, y L,(0,1) son ejemplos de espacios p-Banach.

(i7) Tal y como veremos méas adelante (en el Corolario A.17), todo espacio quasi-Banach
es p-Banach para cierto 0 < p < 1.

El siguiente teorema es un resultado fundamental de la teoria geométrica de espacios
vectoriales topologicos. Originalmente, fue probado por Aoki [2] y Rolewicz [42]; esencial-
mente, afirma que siempre que exista un entorno acotado del origen, existe un entorno
p-convexo contenido en él para algin p > 0.

Teorema A.16 (Aoki-Rolewicz).

Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico localmente acotado. En tal caso, existe p > 0
tal que (X, T) es p-convezo.

Mids exactamente, si B es un entorno acotado de 0 € X tal que B + B C pB, entonces
X es p-convezo para p tal que 2V = p.

Demostracion.
Por ser (X, 7) un espacio vectorial topologico localmente acotado, existe —ver Nota
A.10— una quasi-norma ||-|| en X que define una topologia equivalente a 7. Ademas, en

virtud ahora del Teorema A.8 anterior,

||, = inf{( E sz”p) : E x; = :1:}, para cada z € X,
=1 i=1

define una quasi-norma p-subaditiva en X equivalente a ||-|| —pues 47|z||? < ||z, <
||z||P— y entonces —ver Nota A.11— (X, 7) es un espacio vectorial topologico localmente
P-CONVEXo. ]

Corolario A.17. Todo espacio quasi-Banach es p-Banach para algin p > 0.

Nota A.18 (quasi-normas & moddulos de concavidad).
La constante p del enunciado del Teorema A.16 anterior es tal que

[z +yll < p max{]|z[, [lyl[}, para todo z,y € X. (A.3)

Sin embargo, a la hora de trabajar con quasi-normas, es mucho mas comin considerar
mddulos de concavidad, que serian aquellas constantes k € R para las que

Iz +yll < k(=] +[lyl)), para todo z,y € X. (A4)

Observemos que (A.3) implica (A.4) con k = p, mientras que (A.4) implica (A.3) con
p = 2k.
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Por tanto, el Teorema A.16 anterior afirma que si se cumple (A.3), podemos considerar
una quasi-norma equivalente ||-||, de modo que

1/
llz +yll < (ll=[l,” + lyll,”)"",  para todo =,y € X,
lo cual implica que

llz +ylly < 227 (U2l + llyll) =

[\l et

(lzllly +Mllyll,),  para cada z,y € X.

Asi pues, renormando, podemos considerar k = p/2.
Es decir, el Teorema A.16 (Aoki-Rolewicz) anterior afirma que si se cumple (A.4),
entonces X es p-convexo para 27 = 2k, o equivalentemente, para k = 21/P1,

Lema A.19 (una desigualdad muy util).
Si (X, ||-|l) es un espacio quasi-Banach, existen nimeros positivos L y p tales que

n
[ >
i=1

Demostracion.
Sea ||-|| la quasi-norma original de X,

- 1/p
SL(ZH%W) , parax; € X conl<i<n.
i—1

k=inf{c>1: ||z +y| <c(||z] + ||y|l) para todo z,y € X}
v 0 < p < 1 tal que 217 = 2k. En tal caso, en virtud del Teorema A.16 anterior,

||z, = inf {(Z HJIZHP> L= Zx,}, para cada r € X
i=1

1=

define una quasi-norma en X equivalente a ||-|| satisfaciendo que

A < 47t , < 41 ||P , <4<
HZL <4 H‘sz X <4 ZH@H, para z; € X con 1 <i < n. O
=1 =1 =1
Demostracion del Teorema A.8.
Probaremos que
1
el < llell < flzl”, - para todo 2 € X. (A.5)

La segunda desigualdad de (A.5) es evidente a partir de la definicion de ||-||. Por otra
parte, la primera desigualdad sera clara una vez tengamos probado que

s+ all < 4P (P ) (A.6)
Para mostrar la veracidad de (A.6), comencemos observando que

|lx1 4+ -+ 2] < méx CkHa:kH (A.7)
1<k<n

y considerando la aplicacion H: X — R dada por
2n/P g 2 =D/P < ||z|| < 2777,

H(z) = n € 7,
0, siz =0,
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para la que
|z|| < H(z) < 2Y7||z|, para todo = € X.

Asi pues, si probamos que

|1 + -+ aall < 2P (H(aa)? + -+ H(za)?) ", (A.8)

la desigualdad (A.6) sera entonces obvia.

Para n = 1, la desigualdad (A.8) es trivial. Supongamos luego que (A.8) es cierta para
m € N y consideremos x1,...,%,+1 € X. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
|zl > ||zis1]| para cada 1 < i < m. Distinguiremos dos casos.

Inicialmente, supongamos que H(z;) # H(x;y1) para todo 1 < i < m. En tal caso,
teniendo en cuenta que H(x;) < 2079/ H(x,), concluimos que

< 21/p(H(m1)p + H(xn)p)l/p, para cada 1 < i < m.

Luego (A.8) es consecuencia directa (A.7).
Si existe 1 < j < m tal que H(z;) = H(zj41), existe r € Z tal que 20~D/P < ||z, 4] <
;1 < 27/7; Tuego [l + @0 ]| < Cmdx{ ||zl fall} = 2V/7]layl| < 204977 y entonces,

H(zj + j0)" <270 = H())P + H(zj51)" (A.9)

Por tanto, aplicando la hipotesis de inducciéon y teniendo en cuenta (A.9), concluimos
finalmente que

m+1
‘|$1+"'+xm+1||p§2( Z H(xi)p‘f‘H(xj—i_ijrl)p) §2(ZH(QJZ)I’) O
i#j,j+1 =1

Nota A.20 (sobre espacios métricos).

Un espacio vectorial topologico metrizable se dice que es un F'-espacio si es comple-
to para cierta (y entonces para toda) métrica invariante. Una importante resultado de
V. L. Klee (ver [30]) afirma que todo espacio vectorial métrico completo puede ser metri-
zado mediante una métrica invariante, respondiendo asi afirmativamente a una cuestion
formulada por el propio S. Banach en |3, p. 141].

Todo espacio vectorial topolégico metrizable X puede ser embebido como un subes-
pacio denso de un F-espacio X. Ademas, el espacio X es tnico en el sentido de que no
depende de la métrica (invariante) escogida en X.

Si N C X es un subespacio cerrado de un espacio vectorial topologico metrizable,
entonces X/N también es metrizable. Ademés, si X es completo entonces X/N también
es completo.

A.3. El 3-Lema

El siguiente resultado es bien conocido y puede encontrarse en cualquier libro de
algebra homologica (véase, por ejemplo, [22|). Debido a su importancia a la hora de
definir la equivalencia de sumas torcidas —Definicion 1.2—, preferimos incluir aqui su
demostracion.
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Lema A.21 (el 3-lema).
Sea un diagrama conmutativo con filas exactas

0 s A > B s C > 0

Pobob

0 s D > B s F > 0

En tal caso, si o y B son aplicaciones inyectivas, entonces v es inyectiva; ademds, st a y
B son sobreyectivas, v es sobreyectiva. Por tanto, si a y [ son isomorfismos, entonces vy
también es un isomorfismo.

Demostracion.

Veamos en primer lugar que v es inyectiva. Si v(b) = 0 para algin b € B, entonces
—por la conmutatividad del diagrama— 5(¢g(b)) = 0, donde ¢ es la aplicacion cociente.
Puesto que [ es inyectiva, gg(b) =0y b € ker(gp).

Como las filas del diagrama son exactas, existe a € A tal que i4(a) = b, siendo iy4 la
inclusion. Por conmutatividad, ip(a(a)) = v(ia(a)) = v(b) = 0, por lo que a = 0 al ser «
inyectiva. Luego, b =i4(a) = 0.

Veamos ahora que que 7 es sobreyectiva. Para ello, sea ¢ € E arbitrario. Como [ es
sobreyectiva, existe ¢ € C' tal que B(c) = qg(e). Luego, existe b € B tal que 5(qp(b)) =
ge(e). Por conmutatividad, ¢g(v(b) — e) = 0, por lo que existe d € D tal que y(b) — e =
ip(d).

Dado que « es sobreyectiva, d = a(a) para algin a € A. Luego, v(ia(a)) = ip(a(a))
ip(d) =v(b) — e, por lo que e = v(b —ia(a)).

co
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Anexo B

En este segundo anexo incluimos resultados relacionados con bases de Schauder y los
espacios de Orlicz. Estos resultados son empleados en el Capitulo 3.
Para su elaboracion hemos empleado las referencias 18, 33, 1].

B.1. Bases de Schauder

B.1.1. El concepto de Base de Schauder

Definicion B.1 (base de Schauder).

Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado infinito dimensional sobre el cuerpo Ky
(€;)ien una sucesion (ordenada) de vectores de X.

Se dice que (e;);en es una base de Schauder de X si:

para cada x € X existe una tnica sucesion a = (a;);eny C K tal que z = Z a;€;.
i=1
Nota B.2.

El concepto de base de Schauder es la generalizacion natural para espacios de Banach
seprables (ya que X = span{e;: i € N}) del concepto de base de Hilbert para espacios de
Hilbert.

No obstante, a diferencia de lo que ocurre en el caso de éstos ultimos —todo espacio
de Hilbert admite una base de Hilbert—, tal y como demostr6 Enflo [16] en 1972, existen
espacios de Banach separables que no admiten base de Schauder.

Definiciéon B.3 (conceptos asociados al de base de Schauder).
Sea X un espacio vectorial normado con base de Schauder (e;);en. En tal caso, definimos

(a) la proyeccion natural P,: X — X como la aplicacién dada por

P,(x) = Zaiei, para cada x = Z ae; € X.
i=1 i=1
(b) la norma |||-|: X — R dada por
, para cada xz = Zaiei € X.

=1

n
llall = sup | Pz = sup | 3 ae
neN neN i1
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(c) la constante de la base (e;)ien como be (e;)ien = sup || Pyl € [1,+00) (ver Teorema
neN
B.9).

(d) el funcional biortogonal e,*: X — K como la aplicacion dada por

o0
e, (r) = a,, paracadax= E ae; € X.
i=1

Definicién B.4 (tipos de bases).
Una base de Schauder (e;);en de un espacio vectorial normado X se dice:

(a) normalizada si |le;|| = 1 para todo i € N;
(b) mondtona si be (e;);eny = 1, esto es, si || P,|| = 1 para todo n € N.

(¢) incondicional si, para cada x € X, laserie Y e’ (x)e, converge incondicionalmente,
. o0 % . ., .
esto es, la serie 3 " €7\ ()ex(n) converge para toda biyeccion m: N — N.

Lema B.5 (las proyeccions naturales).

(a) Sea X un espacio vectorial normado con base de Schauder (e;);en. En tal caso:
(1) dim P, (X) =n
(“) PoPm = PP, = Pml'n{m,n}

(i17) lim P,z =x en (X, |-]|)
n—oo

(b) Si unna sucesion de proyeccions lineales (P,)nen en un espacio vectorial normado X
satisface las propiedades (i), (it) e (iit) anteriores, entonces (P,)nen €s la sucesion
de las proyecciones naturales asociadas a cierta base de Schauder de X.

Demostracion.
(@)

Por ser (e;);eny una base de Schauder, {e;: i € N} es un conjunto linealmente indepen-
diente; luego (i) es claro. La propiedad (7i7) es una consecuencia directa de la definicion
de base de Schauder y (ii) es consecuencia directa de la definicion de P,.

(b)

Para cada i € N, escojamos e¢; € P;(X) N P,_; '(0). En tal caso, teniendo en cuenta
que dim P;(X)/P;—1(X) = 1 para todo i € N, concluimos entonces que, dado z € X (si
PO = 0)

v =lim Px = lim P,z — Pox = lim » (P — P,_yz)
=1

n—00 n—00 n—00 4

Z(Hm — P_x) = Zaiei, donde «; € K para cada i € N.
i=1

i=1

Ademas, la unicidad de la sucesion de coeficientes (q;);en es una consecuencia directa de
que a;e; = Pj(x) — P,_i(x) para cada i € Ny de la propiedad (iii) del enunciado. Por lo
tanto, (e;);en es una base de Schauder de X que tiene a (e;);en por sucesion de proyeccions
naturales. O

Lema B.6 (la norma |[|-|)-
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(a) Si(e;)ien es base de Schauder de (X, ||-]|), entonces (e;)ien es base de Schauder de

(XD
(b) Las proyecciones naturales asociadas a (€;);en son uniformemente acotadas respecto
de |-l
Demostracion.
(a)
Probaremos que (e;);en es una base de Schauder de (X, ||-||) mostrando que la sucesion

de proyecciones naturales (P,),en satisface las propiedades (i), (i7) e (iii) del Lema B.5
anterior. Las propiedades (¢) y (i) no dependen de la norma; luego tan solo tenemos que
probar (iiz). No obstante, dado que

|z — Pnx|| = sup || Pox — P Ppzx|| = sup || Por — Prz||,
neN n>m
concluimos que lim,, .« || Pnz — z|| = 0 para todo = € X.
(b)
Para probar la acotacion uniforme de las proyecciones naturales respecto de ||-|||, basta

observar que

[Pl = sup ||| Przll| = sup sup||P,Pyz|| = sup sup ||P, Pyl

llzll<1 flzll<1 neN neN |lz||<1
= supsup {|| P, Pnz|: sup||Pz| <1} <1, paratodo m € N, O
neN ieN

Lema B.7 (la hipotesis de completitud).
Sea (X, ||-]]) un espacio vectorial normado con base de Schauder (e;);en de modo que

sup || P, < oo.
neN

En tal caso, (€;)ien €s base de Schauder de la compleccion X de X.

Demostracion.
Para cadan € N, sea P,,: X — X la extension de la proyeccion natural P,. Dado que
P,(X) es de dimension finita, P,(X) es un conjunto cerrado en X y entonces, P,(X) C

A~

P,(X). Por lo tanto, F,(X) = P,(X) para todo n € N. A continuacién, probaremos que
las proyecciones (P, )nen satisfacen las propiedades (i), (i) e (i7i) del Lema B.5 anterior.
En efecto, pues:

(i) es una consecuencia directa de que P,(X) = P,(X): dim P,(X) = dim P,,(X) = n;

(77) es una consecuencia de la continuidad de las proyecciones P:

~

(73) es una consecuencia de la acotacion de la sucesion de niimeros reales (|| P,||)nen:
1Pa(@) = &l = |1 Ba() = Pulzs) + Pa(a:) — &
<N Bu(@ — )| + | Pazi = &
< NBallll =l + || Pazes — &
< NBaullE = @ill + | Pai — @i+ i — &
<N PullllZ — zi|| + || Paxi — xi|| + ||2: — Z|| < e paran >> 1.
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Ademas, dado que ¢; € P;(X) N Pi_;~Y(0), tenemos entonce que ¢; € B;(X) N P_;~1(0)
para todo 7 € N.
Por tanto, en virtud del Lema B.5 anterior, (P,),en es la sucesion de proyecciones

naturales asociada a la base de Schauder (e;);cy del espacio de Banach X. O]
Proposiciéon B.8 (equivalencia de las normas |- y [|-])-

Si (X, ||-|l) es un espacio de Banach con base de Schauder, las normas ||| y ||| son
equivalentes.

Demostracion.

Supongamos que (X, ||-]||) es un espacio de Banach. En tal caso, I: (X,||-||) —
(X,]|-]]) es una aplicacion lineal, continua —pues ||-|| < ||-||-— e biyectiva entre dos
espacios de Banach. Luego, en virtud del Teorema de la Aplicacion Abierta, la aplicacion
I~! también es continua; es decir, ||| v ||-|| son normas equivalentes en X. Basta entonces
probar la completitud de (X, ||-[||)-

Sea X la compleccion de X respecto de ||-||; veremos que X C X. Para ello, co-

mencemos indicando que, en virtud del Lema B.7 anterior, (e;);eny también es base de
Schauder de X. Asi pues, dado x € X, existe una tnica sucesion de escalares (a;)ien
tal que z = > 2 ase; en (X, |[|-]|]). Teniendo en cuenta que [|-]| < |||, concluimos que
Sn = Y, a;e; es una sucesion de Cauchy en (X, ||-]); luego .7, aue; = 2" en (X, ||-|)).
Por tanto, razonando como en el Lema B.6 anterior, concluimos que > .~ w;e; = 2’ en
(X, |I)lD ¥ asi —por unicidad del limite— x = 2’ € X. O

Teorema B.9 (S. Banach).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (e;)ien. En tal caso,

sup || P, < o0 y e € X" para cada j € N.

neN
Demostracion.
Basta tener en cuenta que ||-|| y [|-|| son equivalentes y que || P,|| < 1 para todo n € N.
Por otra parte, dado que ||Pjz — Pj_qz|| = |le;*(x)e;|| = |e;*(x)] ||e;]],

llej™l = sup |e;" ()] = lle; ™" sup [[Pj(x) = Pima(x)l| < 2lle;]| ™" sup || P
fl=l|<1 llz]<1 neN

y entonces,

llesll le; |l < 2be(€i)ien, para todo j € N. O

B.1.2. Sucesiones basicas

Definicion B.10 (sucesion bésica).
Sean X e Y dos espacios de Banach.

(a) Unasucesion (z;);eny C X se dice sucesion bdsica si es base de Schauder de span {z;: i €
N}.

(b) Dos sucesiones basicas (e;)ieny C X ¥ (&:)ien C Y se dicen equivalentes si

oo 00
ZaieiGX <~ ZaieiGX.
=1 =1
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Proposiciéon B.11 (criterio de Grumblum).
Una sucesion (e;)ien C X es sucesion bdsica si y solo si existe K > 0 tal que,

n m
HZaiei §KHZ(1162
=1 =1

Ademds, la menor constante K que podemos escoger es be (€;)en-

., para toda sucesion a = (a;);eny C K yn < m.

Demostracion.
La necesidad de la condicién enunciada es clara. En efecto, pues basta tener en cuenta

que
[ aer] = 2 (X we)| <12l X ae,
=1 =1 i=1

Reciprocamente, si P,: span{e;: i € N} — span{e;: 1 < i < n} es la aplicacion
dada por

m
< be (€)ien H Z a;€;
i=1

m n m
Pn<2aiei> = Zaiei, para cada x = Z a;e; € span{e;: i € N} con m > n;
i=1

i=1 i=1

entonces —en virtud de la hipotesis que estamos asumiendo—, ||P,|| < K. Por tanto,
para cada n € N, podemos extender la aplicacion P, a Span{e;: i € N}; por comodidad
en la notaciéon, denotaremos a dicha extension por P,.

A continuacion, veremos que la sucesion (P, )nen satisface las propiedades (i) — (di7)
del Lema B.5 anterior. En efecto, pues:

(1) dado que span{e;: 1 <1i < n} es cerrado, Im P, = span{e;: 1 <i < n};
(77) basta tener en cuenta la definicion de Py;

(77i) dado e > 0y = € span{e;: i € N}, existe y = aje; + -+ - + ape,, € span{e;: i €
N} tal que ||z — y|| < €/(2K); luego, || Pn(x — y)|| < /2 y entonces

[ = Pozll = llz =y +y = Pozll < flz =yl + lly — Pzl

13 €
= ||z — Po(y) — Ppz| < — + =
|z =yl + [ Pn(y) |l < 5+ 3

Por tanto, el resultado enunciado es ahora consecuencia directa del Lema B.5 anterior.
m

Proposiciéon B.12 (equivalencia de sucesiones bésicas).
Si (€i)ien C X y (€i)ien C Y son dos sucesiones bdsicas en X e Y respectivamente, los
stquientes enunciados son equivalentes:

(a) (&)ien es equivalente a (;)ien;
(b) existe un isomorfismo T': Span {e;: i € N} — span{e;: ¢ € N} tal que
Te; =¢;, para cada i € N;
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(c) existen Cy,Cq > 0 tales que, para cadan € N,

n n n
-1
Ch H 21 a;€; X < H 'El a;&; v <Oy H El a;€;
1= 1= 1=

. para todo a; € K con 1 <1 < n.
X

Demostracion.
(a) = (b)
La aplicacion T': span{e;: i € N} — Span{e;: i € N} dada por

[o¢] o0
Tx = Zaigi, para cada x = Zaiei € span{e;: i € N}
i=1 i=1

estd bien definida y es biyectiva. Para probar que T es un isomorfismo, emplearemos el
Teorema del Grafo cerrado y el Teorema de la Aplicaciéon abierta.
Sea entonces (z*)ien una sucesion de vectores de X tal que

o0 oo oo o0
lim 2z*¥ = 1im E ave; = 5 ae; =z y lim T2F = lim 5 ate. = E Ci€;.
k—o0 k—o0 k—o00 k—o0

i=1 i=1 i=1 i=1

En tal caso, dado a que los funcionales biortogonales son continuos, tendremos entonces
que a*; — a; y a*; — ¢;. Por tanto, a; = ¢; para todo i € N y entonces

k—o00

o
lim T2% = E ae; =Tz.
i=1

(b) = (c)
Basta considerar Cy = ||T'|| e C; = || T Y.
(¢) = (a)
Ls desigualdades de (c) nos permiten afirmar que

n

Z a;e; es de Cauchy <= Z a;e; es de Cauchy. ]

i=1 i=1

Teorema B.13 (Krein-Milman-Rutman).
Sea X un espacio de Banach y (e;)ien una sucesion bdsica normalizada con be (e;);en = K.
En tal caso, si (g;)ien €s una sucesion de vectores de X tal que

- 1 o 4
(a) Z le: — &l < oYd entonces (€;)ien €s una sucesion bdasica equivalente a (e;)ien;
i=1

(b) sispan{e;: i € N} es complementado en X mediante una proyeccion P: X — X
y

S el <
SKIP]

entonces span {¢;: i € N} es complementado en X.

Demostracion.

(a)
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Veamos inicialmente que si z = Z;’il a;e; € X, entonces 221 a;e; € X. Para ello,
teniendo en cuenta que |a;| = |e;"(z)| [[e]| < [le;*[| [le:l [[=]| < 2|z]| K, observamos que

I I I k l
H Zaigi = H Zai(gi —e)|| + H Zaiei < Z |ail|le; — el + H Zaiei
i=k i=k i=k i=1 i=k
k I
< 2| Y e — el + || X aes
1=l i=k

Ahora, teniendo en cuenta (a), deducimos que el primer sumando tiende a 0 cuando
k,l — oo. Por otra parte, en virtud de la definicién de z, el segundo sumando también
satisface la misma propiedad.

Por lo tanto, la aplicacion T': span{e;: i € N} — Span{¢;: ¢ € N} dada por

o0 [e.9]

Tx = Z a;s;, paracada z = Zaiei € span {¢;: 1 € N},

i=1 =1

est& bien definida. Probaremos que 7" es un isomorfismo y entonces el resultado enunciado
se deducira a partir de la Proposicion B.12 anterior.
Comencemos observando que, para © = Y . a;e; € Span{e;: ¢ € N} arbitrario,

lo = Tall < 3 Jail lles — eill < 2Kl S Jlei — eill < ] (B.1)

i=1 1=1
y entonces ||Tz| < ||Tx — x| + ||z|| < 2||z||; luego T es un operador acotado. Por otro
lado,
[e.@]
|zl < llz = Ta|l + | Tzl < 2Kl Y lles — eill + 1T,
i=1

de donde deducimos que
(1=26 " llei = il ) 2l < 172
=1

luego T—! también es un operador acotado.

Por tanto, ya sabemos que 7" es un isomorfismo entre span {e¢;: i € N} y T'(Span {e;: i €
N}). Ademas, dado que T'(Span {e;: i € N}) es cerrado en span {¢;: ¢ € N} y contiene a
span {¢g;: i € N}, concluimos finalmente que T'(Span{e;: i € N}) = span {¢;: i € N}.

Nota B.14. Si (¢;);en es base de Schauder, (g;);eny también es base de Schauder.

De acuerdo con lo anterior, basta probar que Span {¢;: i € N} = T'(X) = X. Si dicha
igualdad no fuese cierta, en virtud del Lema de Riesz sobre elementos casi-ortogonales
[18, p. 19, existiria € Sy tal que

dist(z, T(X)) € (2KZ 2 — e, 1) CR,
i=1
contradiciendo asi (B.1), pues

o = Ta|| < 2K ) [l — ).

=1
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(b)

Considerando el operador T' del apartado (a) anterior, para y = > .-, a;&;, tenemos
que
Yy = T(Zaiei) = TP(Z%‘%‘)
y entonces —como |a;| = [&*(y)| < [l&"[| lyll = 1(Tea)*|[ [lyll < 71| lles*[[ l|eall < 2K T {lyl]
ylIT|<2—

1Py —yll = |TP( D ailei = e)) | S ITNIPI Y lail lle: = e
i=1 =1

< 8KI|P|[ |yl Y lles — esll < 6llyll, cond <1.

=1

Sea S la restriccion de TP a span{e;: ¢ € N}. De modo analogo a lo mostrado
en el apartado (a) anterior, se prueba ahora que S es un isomorfismo sobreyectivo de
span{e;: i € N} en span{e;: i € N}; luego ST'TP es una proyeccion de X sobre
Span {¢;: i € N}. ]

B.1.3. Sucesiones basicas bloque

Definicién B.15 (sucesion bésica bloque).
Sea (e;);en una sucesion basica en un espacio de Banach X. Una sucesion bdsica blogue
de (ei)ien, (4;)jen, es una sucesién de vectores no nulos de la forma

Pj+1

u; = Z ae;, cona; €Ky pp <py<...

i=p;+1

Lema B.16 (el nombre “sucesion bdsica bloque” es correcto).
Toda sucesion bdsica bloque de una base (e;);en €s una sucesion bdsica con constante bdsica
menor o igual que be (€;)en-

Demostracion.

Es una consecuencia directa de la Proposicion B.11 (Grumblum). En efecto, pues para
k<lI,

k k Pji+1 k Pj+1
H E Oéju]' = H E Oéj E a;e;l| = H E E &jaiei
j=1 j=1  i=p;+1 Jj=11i=p;+1
l Pj+1 l
S bC (ei>i€N’ E E ozjal-e,- :bC (62‘)1'61\;‘ E OéjUj . D
j=1i=p;+1 j=1

Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (e;);en tal que be (€;);eny = K.

Teorema B.17 (Pelczynski: utilidad de las sucesiones basicas bloque).
S1Y C X es un subespacio de dimension infinita, existe un subespacio Z CY tal que

(a) Z tiene dimensidn infinita;
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(b) Z tiene base de Schauder equivalente a una sucesion bdsica bloque de (€;);en-

Demostracion.
Dado p € N arbitrario, sea W,, C X el subespacio vectorial de codimension finita dado

por
[e.e]

W, = {x ceX:x= Z aie,} = span {e;: i > p}.
1=p+1
Puesto que W, es un subespacio de codimension finita e Y es infinito dimensional, el
subespacio interseccion W, N'Y tiene dimensién no finita y entonces, W, NY # {0} para
todo p € N.

Para cada j € N, dado y; = > . a’;e; € Sy, escojamos p; € N de modo que

i=j
pj 1
uj= Y die = |l — ] < T Siendo K =be(e)ien. (B.2)
i=pj_1+1

Procediendo de tal modo, construimos una sucesion basica bloque (u;);jen de (€;)ien

tal que
1

Por tanto, en virtud del Teorema B.13 anterlor, (yj)jeN es una sucesion basica equivalente
a (uj)jen. Por lo tanto, Z = span{y;: j € N} satisface la propiedad requerida en el
enunciado. O]

Realizando un ligera modificacion de la anterior demostracion se obtiene el siguiente
resultado, conocido habitualmente por Criterio de seleccion de Bessaga-Petczynski. Una
demostracion explicita del mismo puede consultarse en el articulo original |7| y también
en [1].

Teorema B.18. [Criterio de Bessaga-Petczyriski]
Si (Tn)nen €s una sucesion de vectores de X tal que:

(a) infen ||za|| > 0,
(b) x, — 0 débilmente;

entonces existe (xn, )ken subsucesion de (T,)nen tal que (T, )ren €S sucesion bdsica equi-
valente a una sucesion basica blogue de (€;);en-

B.1.4. Bases y dualidad

Dado un espacio de Banach X con base de Schauder (e;);en, ;forman los coeficientes
biortogonales (e} );cn una base del espacio dual X*7 Pese a que, en general, la respuesta es
negativa —téngase en cuenta que para que ocurriese es necesario que X* sea separable—
los siguientes resultados muestran bajo qué condiciones tenemos asegurada una respuesta
afirmativa.

Lema B.19 (Motivacion).

Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (e;);en y proyecciones candnicas aso-
ciadas (Py)nen. Fn tal caso, (e;")ien es una base de Schauder de span{e;*: i € N} con
proyecciones candnicas asociadas (P,*)nen-
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Demostracion.
Paran €N, f € X* yx =37 e*(x)e; € X arbitrarios, tenemos que

P f() = f(P) = [ Y e (@)er) = Y e (@)f(e:)

i=1 =1

y entonces, identificando X con X™**,

ei(f)e;”, para cadan € N. (B.3)

U
*
=
I
—~
—~
Ay
T
*
I
WM:
A

Por tanto, para cada n € N, tenemos que dim P,*(X™*) = n.

Por otra parte, para f € span{e;*: i € N}, tenemos que P,*f = f para n >> 1. Asi
pues, dado f € span {e;*: i € N} arbitrario, tenemos que (escogiendo g € span{e;*: i €
N} tal que [[f — g|| <¢)

= 1B =gl +11Pa*g — gl + llg = [l
<esup||P,||+¢e, sen>>1

neN
y entonces,
lim ||P,*f — f]| =0, paratodo f € span{e;*: i € N}. (B.4)
n—oo
Es inmediato probar que P,*P,,* = Pr’;‘n,n{n m} bara todo n,m € N. Por tanto, el
resultado enunciado es consecuencia del Lema B.5 anterior. O

Nota B.20 (sobre (B.4)).
Tenemos que P,*f — f débilmente* en X* para todo f € X*. En efecto, pues al ser f
continua,

f@) = F( D e (@es) = Yo @)f(e) = lim D~ e (2)f(e) = lim P, f ().

Definicion B.21 (base de Schauder contractiva & Base de Schauder acotadamente com-
pleta).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (¢;)en; se dice que (e;);en:

(a) es una base contractiva (en inglés, shrinking) si span {e;*: i € N} = X*;

(b) es una base acotamente completa (en inglés, boundedly complete) si

n
SU.pH E a;e;
i=1

neN

o
<o — Zaiei e X.
i=1

Ejemplo B.22 (bases contractivas y acotadamente completas).

(a) La base canonica de ¢y y ¢p, con 1 < p < 0o es contractiva; la base candnica de ¢,
no es contractiva.

(b) La base canénica de £,, con 1 < p < oo es acotadamente completa; la base canoénica
de ¢y no es acotadamente completa (basta considerar " = (1,1,...,1,0,0,...)).
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Proposicién B.23 (caracterizacion de bases contractivas I).
Sea (€;)ien una base de Schauder de X con proyecciones asociadas (P,)nen. En tal caso,

(€:)ien base contractiva <= (e;")ien es base de Schauder de X*.

Demostracion.

Sispan{e;*: i € N} = X*, entonces —en virtud del Lema B.19 anterior— (P,*) genera
una base de Schauder de X™*.

Reciprocamente, si las proyecciones naturales P,,* generan una base de Schauder de X*,
entonces lim,, . || P,*f— f|| = 0 para todo f € X*y entonces X* = Span {e;*: i € N}. [

La siguiente proposiciéon motiva la elecciéon del nombre “contractiva” para este tipo de
bases.

Proposicién B.24 (Caracterizacién de bases contractivas II).
Sea (€;)ien una base de Schauder de X con proyecciones asociadas (P,)nen. En tal caso,

(€5)ien base contractiva <= lm || f|span {e;: isn}|| = 0 para todo f € X*.
n—oo

Demostracion.
Comencemos observando que si P: X — X es una proyeccion lineal y acotada,
entonces

sup [ f(y)] = sup [f(P(x))| = sup |P*(f(z))] = [|P*[]]

yEP(Bx) JPGB)( $EBX

Bp(x) C P(Bx) C ||[P|[Bx N P(X) C ||P[|Bp(x).

Asi pues, para las proyecciones canonicas (P, )nen asociadas a la base de Schauder (e;);en,
tenemos que

1fl-rocoll = sup{|f(2)]: @ € Bu-pyo} < sup{[f(z)]: @ € (I = Pa)(Bx)}
<sup{|f(z)]: @ € ([[Pall + 1) Bu—royx) }-

Por tanto,

I fl—py)ll <N = PO < (1Pl + DI flz—p.cxpll,  para todo f € X7,

y entonces (e;);en es una base contractiva si y solo si
lm || f|span {e;: i=n} || = 0, para todo f € X*. O
n—oo

El siguiente Teorema B.28 proporciona una caracterizacion de los espacios de Banach
con base de Schauder que son reflexivos. Para su demostracién emplearemos tres teore-
mas clasicos que involucran topologias débiles de un espacio de Banach; recordamos a
continuacion sus enunciados (su demostracion puede consultarse en [18]).

Teorema B.25 (Teorema de Mazur).
Sea X wun espacio de Banach. Entonces, todo conjunto C C X cerrado y convero es
débilmente cerrado.

Teorema B.26 (Teorema de Goldstine).
Sea X un espacio de Banach. Luego, Bx es débilmente compacto si y sdlo si X es reflexivo.
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Teorema B.27 (Teorema de Eberlein-Smulyan).
Sea X un espacio de Banach separable y C' C X un conjunto cerrado. Entonces,

C' débilmente compacto <= C débilmente secuencialmente compacto.

Teorema B.28 (James. Bases de Schauder en espacios reflexivos).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (e;);en. Entonces,

X es reflexivo <= (e;)ien €s contractiva y acotadamente completa.

Demostracion.

Supongamos inicialmente que X es reflexivo. En tal caso, para toda f € X*, tenemos
que P,*f — f en la topologia débil* de X* (ver Nota B.20). No obstante, dado que X
es reflexivo, tal propiedad de convergencia también es cierta en la topologia débil de X.
Luego, teniendo en cuenta (B.3) y el Teorema B.25 (convexo y cerrado implica débilmente
cerrado), concluimos que

X* =span”{e;": i € N} =span{e;*: i € N}.

Es decir, (e;);en es una base contractiva de X.
Sea ahora (a;);en una sucesion de escalares tal que

n
sup” E a;€;
=1

< 00

neN

y consideremos, para cada n € N,

n

T, = Zaiei e X.

=1

Sea x € X un punto limite débil de la sucesion (x,),eny —cuya existencia esta asegurada,
al ser X reflexivo, por los Teoremas B.26 y B.27 —. Para i < n tenemos que, ¢;*(z,) = a; y
entonces e;*(x) = a; para todo i € N. Por tanto, en virtud de la unicidad de los coeficientes
proporcionados por una “serie de Schauder”,

o0
T = Zaiei e X
i=1

y entonces la base de Schauder (e;);en es acotadamente completa.

Reciprocamente, supongamos ahora que (e;);en €s una base contractiva y acotadamen-
te completa de X. Probaremos que X es reflexivo empleando el Teorema B.26 viendo que
Bx es débilmente compacto.

Dado que (€é;);en es una base contractiva de X, el dual X* es separable. Por tanto, en
virtud del Teorema B.27, para probar que Bx es débilmente compacto basta mostrar que
toda sucesion (zy)reny C Bx admite una subsucesion débilmente convergente.

Sea luego (zx)ren C By una sucesion arbitraria. Empleando el argumento diagonal de
Cantor, podemos extraer una subsucesion denotada nuevamente por (zy)ren tal que

lim e;"(zx) = a; € K, para cada ¢ € N.

k—oo
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Asi pues, para cada n € N, tenemos que

Za e; = Z lim e;*(xk)e; = lim ei" (zr)e; = ka P, (xy)
—00

k—o00 k—o00

i=1 i=1
y entonces
sup H Zaiei = sup H lim P,( ‘ = sup hm | Po(g)|| < sup | Pl < o0.
neN Il =3 neN Il k—oo neN k

Por tanto, dado que (e;);en es acotadamente completa,

(o)
T = Zaiei € X.
i=1

Ademas, dado que span{e;*: i € N} = X* y

lim e;*(z) = a; = ¢;"(x), para todo i € N.
k—oo

concluimos finalmente que (zy)ren converge débilmente a z € By. O

B.1.5. Sucesiones béasicas bloque en /,

Proposiciéon B.29 (Sucesiones bésicas bloque en /,,).
Si (u;)ien es una sucesion bdsica bloque normalizada de la base candnica (e;)ien de €y, con
1 < p < oo, entonces:

(a) (wi)ien es equivalente a (e;)ien y Span{u;: i € N} es isométrico a {y;
(b) eziste una proyeccion sobreyectiva P: {, — span{u;: i € N} con ||P| = 1.

Demostracion.
Para cada j € N, supongamos que el j-ésimo vector de la sucesion basica bloque
normalizada (u;);ey viene dado por

Dj+1 Dj+1
Z i€, con Z AP = 1.
i=p;+1 i=p;+1
(a)
En tal caso, dado que
m m  Pj+1 m Pj+1 1/p
[ = (3 X tabiar) ™ = (X ol Y 1)
j=1 j=1i=p;+1 j=1 1=p;+1

:(ZMV’) ZHZ%‘%‘ )
j=1 j=1

es claro que (u;)ien ¥ (€;)ien son equivalentes. Ademas, la aplicacion dada por

T(Zajuj> Zajej, para cada Za]u] € span {u;: i € N}.
j=1

7j=1
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define una isometria entre span{u;: ¢ € N} y £,.

(b)
Dado j € N, sea u;* € (,* tal que u;* € span{e;: p; +1 < i < pjiq} C L,y
|lu;*|| = w;*(u;) = 1. En tal caso, u;*(ux) = 0 para todo k # j y entonces,

(e.)
Px = Z ui(w)u;, paracada ¥ = (T,)nen € £y,
j=1

define una proyeccion lineal y sobreyectiva P: ¢, — span{u;: j € N}. Ademas, dado
que

Pji+1 ()
' @) < gl el < all? = 3 lad?, paracada = =3 aies € 4,
i=pj+1 i=1
tenemos entonces que || P|| = 1. En efecto, pues
oo Pj+1 00 oo Pj+1
1PlP =Y > fu@PINP =D @ <y Y Jal” = |l O
j=1 i=p;+1 j=1 j=1 i=p;+1

B.2. Espacios de Orlicz

Definicion B.30 (funcion de Orlicz).
Se dice que una funcion M: [0,4+0c0) — [0,400) es una funcidn de Orlicz si M es
continua, creciente, convexa y cumple que:

M(0)=0, lfm M(t) = +oo.

t—+00
Ademas, se dice que:
(a) M es una funcion de Orlicz degenerada si existe b > 0 tal que M(t) = 0 para todo
t €0,b].
(b) M satisface la Ay-condicion en 0 si

y M(2t)
1m su
t—0 P M(t)

< 00

Definiciéon B.31 (espacios de Orlicz).
Para cada sucesion x = (x,,)nen de escalares consideramos

Jellar = inf {p > 0: ZM(‘Z"W <1} € [0,+0d).
n=1
y definimos entonces los siguientes espacios:

- EN ,
(@) Ly = :(n)n:E:M—>< lgin p > 0\,
a) Ly {x Ty )neN 2 <p oo para algin p }

|0

) o= o = Gahen: S 0r(

) < o0 para todo p > O};
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en los que ||-|[5; define una norma.

Nota B.32 (Sobre los espacios de Orlicz).

El espacio ({yr, ||-||) es un espacio de Banach de sucesiones que generaliza a los bien
conocidos espacios £,,; pues éstos se obtienen como caso particular cuando consideramos
M(t) = tP. Si M es una funcion degenerada, entonces ||-||ar = ||*||lco ¥ €ar = £°°, mientras
que hy; = .

En general, para una funcién de Orlicz arbitraria M, la sucesion (e,)neny formada
por los vectores unitarios canénicos no es una base de Schauder de ¢;;; ello justifica la
importancia del siguiente resultado, cuya demostracion puede consultarse en [33].

Teorema B.33 (Sobre los espacios de Orlicz).

Para una funcion de Orlicz M : [0, +00) — [0, +00), los siguientes enunciados son equi-
valentes:

(a) M satisface la Ny-condicion en 0;
(¢) (en)nen €s una base de Schauder acotadamente completa {yy,
(d) tymr = ha,
(¢)

e) Ly es separable,

(f) lfr{ljélp ]]\\j;g) < 00,

(9) © = (zp)nen € Uy siy sdlo si ZM(|$n|) < 00

n=1

El ultimo teorema de esta seccion da una condicidén necesaria y suficiente para que dos
espacios de Orlicz, definidos éstos por funciones de Orlicz que verifiquen la condicion A,,
sean isomorfos. Nuevamente, una demostracion del mismo se encuentra en [33].

Teorema B.34.
Sean My, My: [0,+00) — [0,+00) dos funciones de Orlicz que satisfacen la condicion
Ns. En ta caso, los siguientes enunciados son equivalentes:

(@) Car, y Uy, son espacios de Banach isomorfos;
(b) existe K >0 yty > 0 tal que

1
K

=

1(t)
2(t)

<

< K, para todo t € [0,1).

i

89



90



Bibliografia

1]
2]

131
4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Albiac, F. y Kalton, N.J., Topics in Banach space theory, Springer, 2006.

Aoki, T., Locally bounded linear topological spaces, Proc. Imp. Acad. Tokyo 18 (1942),
588-594.

Banach, S., Theory of linear operations, North-Holland, 1987.

Beauzamy, B., Introduction to Banach Spaces and their Geometry, North-Holland,
1982.

Beck, A., A convexity condition in Banach spaces and the strong law of large numbers,
Proc. Amer. Math. Soc. 13:2 (1962), 329-334.

Benyamini, Y.y Lindenstrauss, J., Geometric Nonlinear Functional Analysis. Volume
1, American Mathematical Society, 2000.

Bessaga, C. y Pelczynski, A., On bases and unconditional convergence of series in
Banach spaces, Stud. Math. 17 (1958), 151-164.

Cabello, F., A simple proof that super-reflerive spaces are K-spaces, Proc. Amer.
Math. Soc. 132:3 (2003), 697-698.

Cabello, F., Castillo, J.M.F. y Kalton, N., Complez interpolation and twisted twisted
Hilbert spaces, Pacific J. Math. 276:2 (2015), 287-307.

Cabello, F. y Castillo, J.M.F., Métodos homoldgicos en espacios de Banach.
(Comunicacion personal de los autores)

Casazza, P.G. y Shura, T.J., Tsirelson’s Space, Springer, 1989.

Castillo, J. M. F., The freewheeling twisting of Hilbert spaces.
(Comunicacion personal del autor)

Castillo, J. M. F. y Gonzélez, M., Three-space problems in Banach space theory,
Springer-Verlag, 1997.

Day, M.M., The spaces L, with 0 < p < 1, Bull. Amer. Math. Soc. 46 (1940), 819-823.

Diestel, J., Jarchow, H. y Tonge, A., Absolutely Summing Operators, Cambridge
University Press, 1995.

91



[16] Enflo, P., A counterezample to the approzimation problem in Banach spaces, Acta
Math. 130 (1973), 309-317.

[17] Enflo, P., Lindenstrauss, J. y Pisier, G., On the "three-space"problem for Hilbert
spaces, Math. Scand. 36 (1975), 199-210.

[18] Fabia, M., Habala, P., Hajek, P., Montesinos, V. y Zizler, V., Banach Space Theory:
The Basis for Linear and Nonlinear Analysis, Springer-Verlag, 2011.

[19] Fackler, S., Holomorphic Semigroups and the Geometry of Banach Spaces, Ulm uni-
versity, 2011.

[20] Gowers, W.T. y Maurey, B., Banach spaces with small spaces of operators, Math.
Ann. 307:4 (1997), 543-568.

[21] Hanche-Olsen, H. y Holden, H., The Kolmogorov-Riesz compactness theorem, Expo.
Math. 28:4 (2010), 385-394.

[22] Hilton, E. y Stammbach, K., A course in homological algebra, Springer-Verlag, 1970.

[23] Johnson, W.B., Lindenstrauss, J. y Schechtman, G. On the relation between several
notions of unconditional structure, Israel J. Math. 37 (1980), 120-129.

[24] Kadets, M.I. y Pelczynski, A., Bases, lacunary sequences and complemented subspaces
in the spaces L,, Stud. Math. 21 (1961/1962), 161-176.

[25] Kalton, N.J., The three-space problem for locally bounded F-spaces, Compo. Math.
37 (1978), 243-276.

[26] Kalton, N.J., The space Z viewed as a symplectic Banach space, Proceedings of
research workshop on Banach space theory, University of lowa, 1981.

[27] Kalton, N. J. y Peck, N. T., Twisted sums of sequence spaces and three subspace
problem, Trans. Amer. Math. Soc. 225 (1979), 1-30.

[28] Kalton, N. J., Peck, N. T. y Roberts, James W., An F-space sampler, Cambridge
University Press, 1984.

[29] Kato, T., Perturbation theory for nullity deficiency and other quantities of linear
operators, J. Analyse Math. 6 (1958), 273-322.

[30] Klee, V. L. Jr., Invariant metrics in groups (solution of a problem of Banach), Proc.
Amer. Math. Soc. 3 (1952), 484-487.

[31] Lindenstrauss, J. y Rosenthal, H.P., The L, spaces, Israel J. of Math. 7 (1969), 325-
349.

[32] Lindenstrauss, J., On complemented subspaces of m, Israel J. Math. 9 (1971), 279
284.

[33] Lindenstrauss, J. y Tzafriri, L., Classical Banach spaces. I, Springer-Verlag, 1977.

[34] Lindenstrauss, J. y Tzafriri, L., Classical Banach spaces. II, Springer-Verlag, 1979.

92



135]

[36]

37]

38
[39]
[40]

[41]

[42]

[43]
[44]

[45]
|46]

[47]

Maurey, B. y Pisier, G., Séries de variables aléatoires vectorielles indépendantes et
propriétés géométriques des espaces de Banach, Studia Math. 58 (1976), 45-90.

Petczynski, A., On strictly singular and strictly cosingular operators, Bull. Acad.
Polon. Sci., Sér. Math. 13 (1965), 31-41.

Pelczynski, A. y Rosenthal, H.P., Localization techniques in L, spaces, Studia Math.
52 (1975), 263-289.

Pietsch, A., Operator ideals, North-Holland, 1980.
Pietsch, A., History of Banach spaces and linear operators, Birkhauser, 2007.

Pisier, G., Sur les espaces qui ne conliennent pas de (1 uniformément, Séminaire
Maurey-Schwartz, 1973/74.

Ribe, M., Examples for the nonlocally conver three space problem, Proc. Amer. Math.
Soc. 237 (1979), 351-355.

Rolewicz, S., On certain classes of linear metric spaces, Bull. Acad. Polon. Sci. 5
(1957), 471-473.

Rosenthal, H.P., On subspaces of L,, Ann. of Math. 97 (1973), 344-373.

Rosenthal, H.P., A characterization of Banach spaces containing ¢1, Proc. Natl. Acad.
Sci. U.S.A. 71 (1974), 2411-2413.

Rudin, W., Functional analysis, 2* Ed., McGraw-Hill, 1991.

Triebel, H., A New Approach to Function Spaces on Quasi-Metric Spaces, Rev. Mat.
Complut. 18:1 (2005), 7-48.

Tsirelson, B.S., It is impossible to imbed €, of cy into an arbitrary Banach space,
Funkcional. Anal. Prilozen. 8:2 (1974), 57-60. (En ruso)

93



