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Resumen

En el siguiente trabajo se presenta la teoría de sumas torcidas de espacios quasi-
Banach, que surgió a �nales de los años setenta con el objeto de resolver y comprender
las soluciones del llamado problema de Palais, que formulaba una cuestión relativa a la
estructura de los espacios de Banach y, en particular, de los espacios de Hilbert.

Concretamente, se estudiará la estructura de ciertas sumas torcidas que, en particular,
constituyen soluciones del problema mencionado anteriormente y se dedicará una breve
parte de la memoria al estudio de sus operadores.

Abstract

The following work presents the theory of twisted sums of quasi-Banach spaces, which
emerged in the late 1970s in order to solve and understand the solutions of the so-called
Palais problem, which formulated a question regarding the structure of Banach spaces
and, in particular, Hilbert spaces.

Speci�cally, the structure of certain twisted sums that, in particular, constitute solu-
tions to the aforementioned problem, will be studied and a brief part of the work will be
devoted to the study of operators de�ned on them.
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Introducción

Este Trabajo Fin de Máster está dedicado al conocido como problema de Palais, que
se pregunta lo siguiente:

¾existe algún espacio de Banach X �y que no sea un espacio de Hilbert�
que contenga un (subespacio isomorfo a) espacio de Hilbert H de modo que

X/H sea nuevamente (isomorfo a) un espacio de Hilbert H ′?

Esta memoria consta esencialmente dos partes: la primera parte estará dedicada al
estudio de una familia de espacios relacionada con una de las soluciones del problema de
Palais; en la segunda parte estudiaremos operadores de�nidos en tales espacios.

Con el objetivo de entender la formulación de el problema de Palais, en el primer
capítulo introducimos brevemente la teoría de sumas torcidas sobre F -espacios. Además,
también veremos que el contexto idóneo sobre el que trabajar para resolver el problema
de Palais es el de los espacios quasi-Banach. En el Anexo A pueden consultarse resultados
relacionados con espacios vectoriales topológicos y, en particular, espacios quasi-normados.

Por otra parte, en este mismo capítulo mostramos que existe una correspondencia
entre sumas torcidas y cierto tipo de aplicaciones no lineales, las llamadas aplicaciones
quasi-lineales, que jugarán un importante papel en este trabajo.

Ya en el Capítulo 2, veremos que encontrar una solución para el problema de Palais
se reduce a construir sumas torcidas mediante aplicaciones lipschitzianas de�nidas en
[0,+∞) y no acotadas.

Más exactamente, dado 1 < p < ∞, probaremos que si ϕ : [0,+∞) −→ R es una
función lipschitziana no acotada, entonces es posible de�nir una suma torcida `p(ϕ) de
`p y `p. Además, en la última sección de este capítulo, veremos que dicha suma torcida
(que es un espacio quasi-Banach) admite base de Schauder. Adjuntamos información y
resultados elementales sobre bases de Schauder en el Anexo B.

En la primera parte del capítulo 3 demostramos que las sumas torcidas `p(ϕ) introdu-
cidas en el capítulo anterior son, en realidad, isomorfas a espacios de Banach. Para probar
tal hecho necesitaremos invocar resultados sobre convexidad en espacios de Banach (que
no probaremos).

En la segunda sección de este capítulo caracterizamos el espacio dual de la suma
torcida `p(ϕ). A continuación, en la tercera sección estudiamos las sucesiones básicas de
tales espacios. En esta sección aparecerán los espacios de Orlicz. Adjuntamos en el Anexo
algunos resultados elementales sobre tales espacios.

Finalmente, en la cuarta y última sección introducimos los espacios Zp, que se obtienen
cuando consideramos la función lipschitziana más sencilla: ϕ(t) = t.
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En el cuarto capítulo abordamos el estudio del espacio de operadores B(Zp). La se-
gunda sección estará dedicada enteramente al caso p = 2. También estudiaremos en este
último epígrafe operadores T : Z2 → X, siendo X cualquier espacio de Banach.

Agradezco a los profesores Félix Cabello y Jesús Castillo el haberme enviado su ma-
terial, el cual empleé para la realización de este Trabajo de Fin Máster.

Por último, quiero agradecer a mis dos tutores: a Jorge que, con la misma dedicación
que siempre ha tenido, me ayudó a realizar dicho trabajo; y a Jesús, también siempre
dispuesto a ayudar, quien me enseñó que �al �nal, las matemáticas son lo que importan�.

Raúl Pino Velasco
Santiago de Compostela, 16 de julio de 2020.
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Capítulo 1

Sumas torcidas de espacios quasi-Banach

Dado un espacio de Banach X y un subespacio M ⊂ X no trivial, a la hora de
estudiar cierta propiedad de X, lo natural es comenzar por examinar dicha propiedad
en el subespacio M y en el espacio cociente X/M . Por ejemplo, conviene observar que
la re�exividad es una propiedad hereditaria �esto es, si X es re�exivo, M también es
re�exivo� y además, también tendremos que el espacio cociente X/M es re�exivo (ver
[18, p. 164]). Otras propiedades con un comportamiento similar, son �por ejemplo�
tener dimensión �nita o ser separable.

Ahora bien ¾hasta qué punto las propiedades de los subespacios M ⊂ X y los espa-
cios cociente X/M determinan las propiedades del espacio total X? Es decir, dada una
propiedad P ¾es cierto que X satisface P si M y X/M satisfacen P? En caso a�rmativo,
se dice que P es una propiedad de tres espacios �hecho que acostumbra ser abreviado
diciendo que �la propiedad P es 3SP ��.

Así pues, las sucesiones exactas cortas son de gran utilidad a la hora de estudiar si una
propiedad es propiedad de tres espacios. En efecto, pues para probar que una propiedad
P es de tres espacios, basta ver que si los �extremos� de la sucesión exacta corta

0 −→M −→ X −→ X/M −→ 0

satisfacen P entonces el espacio �central� X también cumple P .
Las tres propiedades que mencionamos al principio (�ser re�exivo�, �tener dimensión

�nita� y �ser separable�) son ejemplos de 3SP (ver [13, pp. 232�238]). Sin embargo, pro-
piedades tan elementales como, por ejemplo, �admitir base de Schauder� o �ser espacio de
Banach� no son 3SP (ver [13, p. 226] y [41]).

Para un estudio detallado de distintas propiedades de tres espacios y conceptos rela-
cionados, puede consultarse [13].

Relacionados con las 3SP 's, es necesario destacar el Problema de Palais (ver [17, 13,
39, 31]), que consiste en plantearse la siguiente cuestión:

¾existe algún espacio de Banach X �que no sea un espacio de Hilbert�
que contiene un (subespacio isomorfo a un) espacio de Hilbert H de modo

que X/H sea nuevamente (isomorfo a) un espacio de Hilbert H ′?

Dado que todo subespacio de un espacio de Hilbert es complementado y el coproducto
de dos espacios de Hilbert es un espacio Hilbert, encontrar un ejemplo de espacio de
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Banach X que nos permita responder a�rmativamente a la pregunta anterior es �en
virtud del Teorema de la aplicación abierta y los comentarios anteriores� equivalente a
que exista una sucesión exacta corta

0 −→ `2 −→ X −→ `2 −→ 0

que no escinda (esto es, X no es isomorfo a `2 ⊕ `2). En tal caso, se dice que X es una
suma torcida (no trivial) de espacios de Hilbert. Por tanto, el problema de Palais consiste
en preguntarse si �ser espacio de Hilbert� es 3SP .

Así pues, la teoría de sumas torcidas que exponemos en esta memoria tiene su origen
en el estudio de las 3SP s.

En la actualidad, conocemos distintas sumas torcidas de espacios Hilbert no triviales.
El primer ejemplo fue dado en 1975 por En�o, Lindenstrauss y Pisier [17]. No obstante,
cuatro años más tarde, Kalton y Peck [27] estudiarían con detalle la relación entre sumas
torcidas y cierto tipo de aplicaciones no lineales, lo que los permitió construir una nueva
suma torcida de espacio de Hilbert: el espacio Z2.

En este capítulo, presentamos con detalle los resultados de Kalton y Peck anterior-
mente mencionados.

1.1. Sumas torcidas

En primer lugar, introduciremos formalmente el concepto de �suma torcida�. Como
veremos de inmediato, será necesario situarnos �al menos en principio� en un contexto
más general que el de los espacios de Banach.

De�nición 1.1 (sumas torcidas).
Sean X, Y y Z tres F -espacios (i.e. tres EVTs metrizables y completos).

(a) Se dice que Z es una suma torcida de X e Y (atención al orden) si Z contiene un
subespacio X ′ isomorfo a X y el espacio cociente Z/X ′ es isomorfo a Y . Es decir,
el F -espacio Z es una suma torcida de los F -espacios X e Y si existe una sucesión
exacta corta

0 −→ X
j−→ Z

q−→ Y −→ 0,

siendo j la inclusión y q la aplicación cociente.

(b) Se dice que Z es una suma torcida isométrica de X e Y si X, Y y Z son espacios
vectoriales quasi-normados completos con Z suma torcida de X e Y tal que

‖jx‖ = ‖x‖, para todo x ∈ X,

e
‖y‖ = ı́nf{‖z‖ : y = qz}, para todo y ∈ Y.

En tal caso, Z tiene un subespacio j(X) isomorfo a X y Z/j(X) es isomorfo a Y .
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De�nición 1.2 (equivalencia de sumas torcidas).

(a) Dos sumas torcidas Z1 y Z2 de X e Y se dicen equivalentes si existe T ∈ B(Z1, Z2)
haciendo conmutativo el siguiente diagrama

0 X Z1 Y 0

0 X Z2 Y 0

j1

IX

q1

T IY

j2 q2

(b) Dos sumas torcidas Z1 y Z2 de X e Y se dicen proyectivamente equivalentes si
existen T ∈ B(Z1, Z2) y α, β ∈ R \ {0} haciendo conmutativo el siguiente diagrama

0 X Z1 Y 0

0 X Z2 Y 0

j1

α IX

q1

T β IY

j2 q2

Nota 1.3 (sobre la equivalencia (proyectiva) de sumas torcidas).
En virtud del Lema A.21 (3-Lema), por ser α IX y β IY biyectivas, T es un operador
biyectivo. En tal caso, en virtud del Teorema de la aplicación abierta, T es un isomor�smo
entre Z1 y Z2.

Nota 1.4 (Sumas torcidas triviales).
Dados dos F -espacios X e Y , su suma directa usual X ⊕ Y de�ne trivialmente una suma
torcida de X e Y . Aquellas sumas torcidas que sean equivalentes a la suma directa usual
las denominaremos sumas torcidas triviales. En particular, por los comentarios de la nota
anterior, éstas son isomorfas a sumas torcidas cuya sucesión exacta asociada escinde.

Así como el Problema de Palais se pregunta si toda suma torcida de dos espacios de
Hilbert es un espacio de Hilbert, una cuestión análoga puede ser formulada para espacios
de Banach:

¾es toda suma torcida de espacios de Banach isomorfa a un espacio Banach?

Tal y como muestra el ejemplo dado por Ribe en [41], la respuesta es negativa: existe
una suma torcida de R y el espacio de sucesiones `1 que, siendo un espacio quasi-Banach,
dicha suma torcida no es ismomorfa a ningún espacio de Banach.

Es decir, la operación �torcer espacios de Banach� no es cerrada en la correspondiente
categoría; luego, es necesario considerar una categoría más general. En este contexto, el
Teorema 1.5 que sigue �cuya demostración puede consultarse en [25]� es especialmente
aclarador.

Teorema 1.5 (suma torcida de dos quasi-Banach).
Toda suma torcida de dos espacios quasi-Banach es un espacio quasi-Banach.

Es entonces debido a la naturaleza intrínseca de las sumas torcidas, que la familia de
espacios que surge de modo �natural� en su estudio no es la de los espacios de Banach, si
no la de los espacios quasi-Banach. Así pues, en los primeros capítulos de este documento
nos vemos obligados a trabajar con espacios quasi-Banach.
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1.2. Sumas torcidas y aplicaciones quasi-lineales

En este epígrafe, mostraremos la correspondecia entre sumas torcidas y aplicaciones
quasi-lineales mencionada al inicio del capítulo. Esencialmente, probaremos que:

1.� Dada una aplicación quasi-lineal F : Y −→ X, veremos que la �norma torcida�
de�nida como

‖(x, y)‖ = ‖x− F (y)‖+ ‖y‖, para cada (x, y) ∈ X × Y

es en realidad una quasi-norma en X × Y ; además la completitud (respecto a dicha
quasi-norma) se sigue de la completitud de X e Y (i.e., la completitud es una
�propiedad de tres subespacios�)

2.� Dada una suma torcida Z de X e Y , obtendremos una aplicación quasi-lineal
F : Y −→ X considerando la diferencia entre dos secciones de la aplicación cociente.
Una de dichas secciones será lineal pero no necesariamente acotada (su existencia
se debe a la estrucutra de espacio vectorial), mientras que la otra sección será ho-
mogénea y acotada (su existencia está asegurada por el Teorema de la aplicación
abierta �para F -espacios [28, p. 9-10]�)

Sean X e Y dos espacios quasi-Banach.

De�nición 1.6 (aplicación quasi-lineal).
Se dice que una aplicación F : Y −→ X es quasi-lineal si:

(a) F (ty) = tF (y) para todo t ∈ R e y ∈ Y ;

(b) existe M ∈ R+ tal que

‖F (y1 + y2)− F (y1)− F (y2)‖ ≤M(‖y1‖+ ‖y2‖), para todo y1, y2 ∈ Y.

Si F : Y −→ X es una aplicación quasi-lineal, denotaremos porX⊕F Y al espacio vectorial
quasi- normado (X ⊕ Y, ‖·‖), donde ‖·‖ : X ⊕ Y −→ R es la quasi-norma dada por

‖(x, y)‖ = ‖x− F (y)‖X + ‖y‖Y , para cada (x, y) ∈ X ⊕ Y. (1.1)

Teorema 1.7 (aplicaciones quasi-lineales & sumas torcidas).

(a) Si F : Y −→ X es una aplicación quasi-lineal, Z = X ⊕F Y es una suma torcida de
X e Y .

(b) Si Z es una suma torcida de X e Y , existe una aplicación quasi-lineal F : Y −→ X
tal que Z es equivalente a X ⊕F Y .

Demostración.
(a)

Inicialmente, probaremos que (1.1) de�ne una quasi-norma en X ⊕ Y .
Es evidente que ‖(x, y)‖ = 0 si y sólo si (x, y) = 0 ∈ X ⊕ Y ; además, también es claro

que ‖(x, y)‖ ≥ 0 para todo (x, y) ∈ X ⊕ Y . Por otra parte,

‖(λx, λy)‖ = ‖λx− F (λy)‖X + ‖λy‖Y = ‖λ(x− F (y))‖+ |λ|‖y‖
= |λ|

(
‖x− F (y)‖+ ‖y‖

)
= |λ| ‖(x, y)‖, para todo (x, y) ∈ X ⊕ Y y λ ∈ R.
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Finalmente, observemos que si CX y CY son módulos de concavidad para las quasi-normas
‖·‖X y ‖·‖Y , tenemos entonces que

‖(x1, y1)+(y1, y2)‖ = ‖(x1 + x2, y1 + y2)‖ = ‖x1 + x2 − F (y1 + y2)‖+ ‖y1 + y2‖
= ‖x1 + x2 − F (y1)− F (y2) + F (y1) + F (y2)− F (y1 + y2)‖+ ‖y1 + y2‖
≤ CX

[
‖x1 − F (y1)‖+ CX

(
‖x2 − F (y2)‖+ ‖F (y1 + y2)− F (y1)− F (y2)‖

)]
+ CY

(
‖y1‖+ ‖y2‖

)
≤ CX

[
‖x1 − F (y1)‖+ CX

(
‖x2 − F (y2)‖+M

(
‖y1‖+ ‖y2‖

))]
+ CY

(
‖y1‖+ ‖y2‖

)
≤ CX

2CYM
(
‖x1 − F (y1)‖+ ‖y1‖+ ‖x2 − F (y2)‖+ ‖y2‖

)
= CX

2CYM
(
‖(x1, y1)‖+ ‖(x2, y2)‖

)
, para todo (x1, y1), (x2, y2) ∈ X ⊕ Y.

Veamos ahora que los subespacios {(x, 0) : x ∈ X} y (X⊕F Y )/X son isométricamente
isomorfos a X e Y respectivamente. Para ello, basta observar que

‖(x, 0)‖ = ‖x− F (0)‖+ ‖0‖ = ‖x‖, para todo x ∈ X (1.2)

y que

‖y‖ = ı́nf
x′∈X
‖x+ x′ − F (y)‖+ ‖y‖ = ı́nf

x′∈X
‖(x, y) + (x′, 0)‖, para todo y ∈ Y.

Ahora, tan sólo resta probar la completitud de X ⊕F Y . Para ello, sea ((xn, yn))n∈N
una sucesión de Cauchy arbitraria en X ⊕F Y . En tal caso, dado ε > 0, para n >> 1
tenemos que

‖(xn, yn)− (xm, ym)‖ = ‖xn − xm − F (yn − ym)‖+ ‖yn − ym‖ < ε, para todo m ≥ n;

luego (yn)n∈N es una sucesión de Cauchy en Y y por tanto convergente. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que yn → 0 en Y . Así pues, si para cada n ∈ N escogemos
x̄n ∈ X de modo que ‖(x̄n, 0) − (xn, yn)‖ < 1/n; obtenemos entonces �en virtud de
(1.2)� que

‖x̄n − x̄m‖ = ‖(x̄n − x̄m, 0)‖
= ‖(x̄n, 0)− (xn, yn) + (xn, yn)− (xm, ym) + (xm, ym)− (x̄m, 0)‖
≤ C3

(
‖(x̄n, 0)− (xn, yn)‖+ ‖(xn, yn)− (xm, ym)‖+ ‖(xm, ym)− (x̄m, 0)‖

)
≤ C3

(
1/n+ ε+ 1/m

)
, para todo m ≥ n.

Es decir, (x̄n)n∈N es una sucesión de Cauchy en X; luego existe x0 ∈ X tal que xn → x0.
Ahora es inmediato comprobar que (xn, yn)→ (x0, 0) en X ⊕F Y , quedando probada así
la completitud del espacio quasi-normado X ⊕F Y .

(b)

Sea

0 X Z Y 0
j q

la sucesión exacta corta que de�ne la suma torcida Z de X e Y . En tal caso, existe:

(i) una aplicación lineal �posiblemente no continua� θ : Y −→ Z tal que qθ = IY ;

5



(ii) una aplicación �posiblemente no lineal� ϕ : Y −→ Z tal que ‖ϕ(y)‖ ≤ K‖y‖ y
qϕ(y) = y para todo y ∈ Y ; supongamos además que ϕ(ty) = tϕ(y) para todo
y ∈ Y .

A continuación, probaremos que la aplicación F : Y −→ X dada por

F (y) = j−1(ϕ(y)− θ(y)), para cada y ∈ Y,

[observemos que q(ϕ(y)−θ(y)) = 0, luego ϕ(y)−θ(y) ∈ ker q = j(X)] de�ne una aplicación
quasi-lineal F : Y −→ Z que nos permitirá de�nir una suma torcida X ⊕F Y equivalente
a Z.

La homogeneidad de F es clara; además, si L ∈ R+ es tal que ‖j−1(z)‖ ≤ L‖z‖ para
todo z ∈ j(X) y C ∈ R+ es un módulo de concavidad para (X, ‖·‖), (Y, ‖·‖) y (Z, ‖·‖),
tendremos entonces que

‖F (y1 + y2)− F (y1)− F (y2)‖ =

=
∥∥j−1

(
ϕ(y1 + y2)− θ(y1 + y2)− ϕ(y1) + θ(y1)− ϕ(y2) + θ(y2)

)∥∥
=
∥∥j−1

(
ϕ(y1 + y2)− ϕ(y1)− ϕ(y2)

)∥∥
≤ L‖ϕ(y1 + y2)− ϕ(y1)− ϕ(y2)‖
≤ C2L

(
‖ϕ(y1 + y2)‖+ ‖ϕ(y1)‖+ ‖ϕ(y2)‖

)
≤ C2L

(
KC(‖y1‖+ ‖y2‖) +K‖y1‖+K‖y2‖

)
≤ 2C3KL(‖y1‖+ ‖y2‖), para todo y1, y2 ∈ Y .

Además, considerando

Tz =
(
j−1(z − θqz), q(z)

)
, para cada z ∈ Z,

obtenemos que T : Z −→ X ⊕F Y de�ne un operador en B(Z,X ⊕F Y ). En efecto, pues

‖Tz‖ =
∥∥(j−1(z − θqz), qz

)∥∥
=
∥∥j−1(z − θqz)− F (qz)

∥∥+ ‖qz‖
=
∥∥j−1(z − θqz)− j−1(ϕ(qz)− θqz)

∥∥+ ‖qz‖
= ‖j−1(z − ϕ(qz))‖+ ‖qz‖
≤ L‖z − ϕ(qz)‖+ ‖qz‖ ≤ LC

(
‖z‖+ ‖ϕ(qz)‖

)
+ ‖q‖‖z‖

≤ LC
(
‖z‖+K‖q‖‖z‖

)
+ ‖q‖‖z‖

=
(
LC +KLC‖q‖+ ‖q‖

)
‖z‖, para todo z ∈ Z.

Por tanto, T ∈ B(Z,X ⊕F Y ) induce una equivalencia entre X ⊕F Y y Z.

Una vez que probado que el estudio de las sumas torcidas de X e Y equivale al es-
tudio de las aplicaciones quasi-lineales F : Y −→ X, cabe preguntarnos por un criterio o
condición que nos permita decidir cuando dos aplicaciones quasi-lineales F, G : Y −→ X
de�nen sumas torcidas (proyectivamente) equivalentes. El siguiente resultado nos propor-
cionará dicho criterio.
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De�nición 1.8 (equivalencia de aplicaciones quasi-lineales).

(a) Se dice que dos aplicaciones quasi-lineales F, G : Y −→ X son (proyectivamente)
equivalentes si X⊕F Y y X⊕GY son sumas torcidas (proyectivamente) equivalentes.

(b) Se dice que F es una aplicación quasi-lineal trivial si X ⊕F Y y X ⊕ Y son sumas
torcidas equivalentes.

Nota 1.9. Si F : Y −→ X es la aplicación nula, entonces X ⊕F Y coincide con la suma
directa topológica ordinaria. En tal caso, la sucesión exacta corta correspondiente escinde.

Teorema 1.10 (aplicaciones quasi-lineales equivalentes).
Sean F, G : Y −→ X dos aplicaciones quasi-lineales. Entonces:

(a) F y G son equivalentes si y sólo si existe una aplicación lineal A : Y −→ X yM ∈ R
de modo que

‖F (y)−G(y)− Ay‖ ≤M‖y‖, para todo y ∈ Y ;

(b) F y G son proyectivamnete equivalentes si y sólo si existe una aplicación lineal
A : Y −→ X y M,α ∈ R de modo que

‖F (y)−G(αy)− Ay‖ ≤M‖y‖, para todo y ∈ Y ;

(c) F es trivial si y sólo si F es proyectivamente equivalente a la aplicación idéntica-
mente nula, esto es, F se puede expresar como la suma de una aplicación lineal y
una aplicación acotada.

Demostración.
(a)

Sean F y G dos aplicaciones quasi-lineales equivalentes. En tal caso, por de�nición y la
conmutatividad de los correspondientes diagramas, existe un operador lineal y continuo
T : X ⊕F Y −→ X ⊕G Y que debe ser de la forma T (x, y) = (x + Ay, y) para cierta
aplicación lineal A : Y −→ X. Así pues, dado que para y ∈ T tenemos que T (F (y), y) =
(F (y) + Ay, y), concluimos entonces que

‖F (y)−G(y) + Ay‖ ≤ ‖F (y) + Ay −G(y)‖+ ‖y‖ =
∥∥(F (y) + Ay, y

)∥∥
=
∥∥T(F (y), y

)∥∥ ≤ ‖T‖∥∥(F (y), y
)∥∥

= ‖T‖
(
‖F (y)− F (y)‖+ ‖y‖

)
= ‖T‖‖y‖, para todo y ∈ Y.

Recíprocamente, si F yG son dos aplicaciones quasi-lineales que satisfacen la condición
del enunciado, la aplicación lineal T : X⊕F Y −→ X⊕G Y dada por T (x, y) = (x−Ay, y)
para cada (x, y) ∈ X ⊕F Y , satisface que

‖T (x, y)‖ = ‖(x− Ay, y)‖ = ‖x− Ay −G(y)‖+ ‖y‖
= ‖x− Ay −G(y)− F (y) + F (y)‖+ ‖y‖
≤ C

(
‖x− F (y)‖+ ‖F (y)−G(y)− Ay‖

)
+ ‖y‖

≤ C
(
‖x− F (y)‖+M‖y‖

)
+ ‖y‖

≤ C(M + 1)‖(x, y)‖, para todo (x, y) ∈ X ⊕F Y.

7



Por tanto, X ⊕F Y y X ⊕G Y son dos sumas torcidas equivalentes mediante T .

(b)

Se prueba de forma similar a (a).
(c)

Es obvio a partir de las de�niciones.

Por tanto, una aplicación quasi-lineal F es no trivial si no existe ninguna aplicación
lineal A de modo que F − A sea una aplicación acotada.

1.3. Aplicaciones quasi-lineales

A la vista del Teorema 1.10 anterior, concluimos que para obtener una suma torcida
no trivial de X e Y , basta de�nir una aplicación quasi-lineal F : Y −→ X que �no pueda
ser aproximada por una aplicación lineal�. Así pues, ahora cobra una importancia vital la
siguiente pregunta:

¾cómo proceder para de�nir una aplicación quasi-lineal F : Y −→ X?

Sean X e Y dos espacios quasi-Banach e Y0 ⊂ Y un subespacio denso en Y ; a conti-
nuación, indicamos un esquema del itinerario que seguiremos para de�nir una aplicación
quasi-linneal F : Y −→ X a partir de una función lipschitziana ϕ : R −→ R.

Teorema 1.11 (aplicaciones quasi-lineales en un subespacio denso).
Si F0 : Y0 −→ X es una aplicación quasi-lineal, entonces:

(a) existe una aplicación quasi-lineal F : Y −→ X tal que F|Y0 = F0;

(b) si F1, F2 : Y −→ X son dos aplicaciones quasi-lineales tales que F1|Y0 = F2|Y0 = F0,
entonces F1 y F2 son equivalentes.

De�nición 1.12 (aplicaciones quasi-aditivas).
Una aplicación f : Y0 −→ X se dice quasi-aditiva si:

(a) existe K ∈ R+ tal que

‖f(y1 + y2)− f(y1)− f(y2)‖ ≤ K(‖y1‖+ ‖y2‖), para todo y1, y2 ∈ Y0;

(b) ĺım
t→0

f(ty) = 0 para todo y ∈ Y0;

(c) f(−y) = −f(y) para todo y ∈ Y0.

En tal caso, diremos que f es una aplicación quasi-aditiva de orden K.

Teorema 1.13 (toda aplicación quasi-aditiva de�ne una aplicación quasi-lineal).
Si f : Y0 −→ X es un aplicación quasi-aditiva, entonces F : Y0 −→ X dada por

F (x) =

 ‖x‖ f
( x

‖x‖

)
, si x 6= 0

0 si x = 0

es una aplicación quasi-lineal.
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Teorema 1.14 (toda función lipschitziana de�ne una aplicación quasi-aditiva).

(a) Si ϕ : R −→ R es una aplicación lipschitziana, entonces f : R −→ R dada por

f(t) =


t ϕ
(

log
1

|t|

)
, t 6= 0

0, t = 0

es una aplicación quasi-aditiva.

(b) Si f : R −→ R es una función quasi-aditiva, existe una función lipschitziana θ tal
que

sup
t∈(0,+∞)

∣∣∣f(t)

t
− θ
(

log
1

|t|

)∣∣∣ <∞.
Demostración del Teorema 1.11.
(a)

Consideremos inicialmente el espacio vectorial quasi-normado (X ⊕F0 Y0, ‖·‖), donde

‖(x, y)‖ = ‖x− F0(y)‖+ ‖y‖, para cada (x, y) ∈ X ⊕F0 Y0.

Sea Z la completación de (X ⊕F0 Y0, ‖·‖).
A continuación, probaremos que Z es una suma torcida de X e Y . Para ello, conside-

ramos las siguientes aplicaciones: j : X −→ X ⊕F0 Y0 �dada por j(x) = (x, 0) para cada
x ∈ X� y q̂ : X ⊕F0 Y0 −→ Y0 �dada por q̂(x, y) = y para cada (x, y) ∈ X ⊕F0 Y0�. En
tal caso, q̂ puede ser extendida a una aplicación abierta y sobreyectiva �es decir, a una
aplicación cociente� q : Z −→ Y tal que ker (q) = j(X).

En efecto, la extensión está garantizada por [25, p. 19] y si z ∈ Z es tal que q(z) = 0,
luego

0 = ĺım
n→+∞

q̂(xn, yn) = ĺım
n→+∞

yn, en (Y, ‖·‖),

siendo ((xn, yn))n∈N una sucesión de vectores de X ⊕F0 Y0 tal que (xn, yn) → z. En tal
caso, (F0(yn), yn) → 0, pues ‖(F0(yn), yn)‖ = ‖F0(yn) − F0(yn)‖ + ‖yn‖ = ‖yn‖ → 0 y
entonces, (xn−F0(yn), 0) = (xn, yn)− (F0(yn), yn)→ z. Por tanto, xn−F0(yn)→ x0 para
algún x0 ∈ X, de donde deducimos �nalmente que z = (x0, 0) ∈ j(X).

Por tanto, en virtud del Teorema 1.7, existe una aplicación quasi-lineal H : Y −→ X
(con constante asociada M1) de modo que Z es equivalente a X ⊕H Y . Es decir, existe un
operador lineal y acotado T : Z −→ X ⊕H Y que hace conmutativo el siguiente diagrama

0 X Z Y 0

0 X X ⊕H Y Y 0

j

IX

q

T IY

En tal caso, T es un operador de la forma T (x, y) = (x + Ay, y) para cierta aplicación
lineal A : Y −→ X. Además, para y0 ∈ Y0, tenemos que

‖F0(y0) + Ay0 −H(y0)‖ ≤ ‖F0(y0) + Ay0 −H(y0)‖+ ‖y0‖ =
∥∥(F0(y0) + Ay0, y0

)∥∥
9



=
∥∥T(F0(y0), y0

)∥∥ ≤ ‖T‖∥∥(F0(y0), y0

)∥∥
= ‖T‖

(
‖0‖+ ‖y0‖

)
= ‖T‖ ‖y0‖. (1.3)

Así, la aplicación F : Y −→ X dada por

F (y) =

 F0(y), si y ∈ Y0,

H(y)− Ay, si y /∈ Y0,

es una extensión quasi-lineal de F0 a todo Y . En efecto, pues para y0 ∈ Y0 e y1 ∈ Y \ Y0,

‖F (y0 + y1)− F (y0)−F (y1)‖ = ‖H(y0 + y1)− A(y0 + y1)− F0(y0)−H(y1) + Ay1‖
= ‖H(y0 + y1)− Ay0 − F0(y0)−H(y1)‖
≤ C

(
‖H(y0 + y1)−H(y0)−H(y1)‖+ ‖H(y0)− Ay0 − F0(y0)‖

)
((1.3)) ≤ C

(
M1

(
‖y0‖+ ‖y1‖

)
+ ‖T‖ ‖y0‖

)
≤ C(M1 + ‖T‖)

(
‖y0‖+ ‖y1‖

)
.

(b)

La unicidad (módulo equivalencia) de la extensión F es una consecuencia de que toda
extensión quasi-lineal de F0 a Y de�ne una completación de X⊕F0 Y0 (y tal completación
es única). En efecto, pues para (x, y) ∈ X ⊕F Y , si (yn)n∈N es una sucesión en Y0 tal que
yn → y, entonces ((x− F (y− yn), yn))n∈N es una sucesión en X ⊕F Y tal que (x− F (y−
yn), yn)→ (x, y).

Demostración del Teorem 1.13.
La homogeneidad de F es una consecuencia inmediata de la antisimetría de la aplica-

ción quasi-aditiva f . Para probar la propiedad (b) de la De�nición 1.6 anterior, necesita-
remos el siguiente resultado auxiliar, cuya demostración posponemos por claridad en la
exposición.

Lema 1.15 (auxiliar para el Teorema 1.13).
Existe una constante BX �dependiente únicamente del espacio quasi-Banach X� tal
que: si f : R −→ X es una aplicación quasi-aditiva de orden K, entonces

‖f(t)− tf(1)‖ ≤ BXK, para todo t ∈ [0, 1] ⊂ R.

Dado x ∈ Y tal que ‖x‖ ≤ 1, consideramos la aplicación quasi-aditiva f̄ : R −→ X
dada por

f̄(t) = f(tx/‖x‖), para cada t ∈ R.

En tal caso, en virtud del Lema 1.15 anterior,

‖F (x)− f(x)‖ =
∥∥∥‖x‖f( x

‖x‖

)
− f(x)

∥∥∥ =
∥∥‖x‖f̄(1)− f̄(‖x‖)

∥∥ ≤ BXK.

Así pues, dado que ‖x‖+ ‖y‖ ≤ 1/C implica ‖x+ y‖ ≤ C(‖x‖+ ‖y‖) ≤ 1,

‖F (x+ y)−F (x)− F (y)‖ ≤

≤ C
[
‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖+ ‖F (x+ y)− f(x+ y)

− F (x) + f(x)− F (y) + f(y)‖
]
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≤ C
[
‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖+ C

(
‖F (x+ y)− f(x+ y)‖

+ C
[
‖F (x)− f(x)‖+ ‖F (y)− f(y)‖

])]
≤ C

[
K
(
‖x‖+ ‖y‖

)
+ C

(
BXK + 2CBXK

)]
≤ C(K + 3C2BXK), para todo x, y ∈ X con ‖x‖+ ‖y‖ ≤ 1/C.

Por tanto,

‖F (x+ y)− F (x)− F (y)‖ ≤ 2C3(K + 3C2BXK)(‖x‖+ ‖y‖), para todo x, y ∈ X.

Demostración del Lema 1.15.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(1) = 0. En caso contrario, trabajaría-

mos con la aplicación g(t) = f(t)−tf(1). Probemos luego que existe BX ∈ R+ dependiente
únicamente de X de modo que

‖f(t)‖ ≤ BXK, para todo t ∈ [0, 1] ⊂ R.

Para ello, necesitaremos los siguientes resultados auxiliares, cuya demostración pospone-
mos por claridad en la exposición.

Lema 1.16 (auxiliar para el Lema 1.15).
Si Y0 es un subespacio denso en Y y f : Y0 −→ X es una aplicación quasi-aditiva de orden
K, existen constantes positivas r y L tales que,∥∥∥f( n∑

i=1

yi

)
−

n∑
i=1

f(yi)
∥∥∥ ≤ LK

( n∑
i=1

‖yi‖r
)1/r

, para todo yi ∈ Y0 con 1 ≤ i ≤ n.

[Aclaración: Podremos considerar r ≤ p/2, donde p > 0 es el exponente dado por el Lema
A.19.]

Lema 1.17 (auxiliar para el Lema 1.15).
Si f : R −→ X es una aplicación quasi-aditiva de orden K, existen constantes positivas
L y r tales que

‖2nf(2−n)‖ ≤ LKn1/r, para todo n ∈ N.
[Aclaración: La constante L > 0 coincide con la indicada en el Lema A.19. Podremos
considerar r ≤ p, siendo p > 0 el exponente dado por el Lema A.19.]

Sea t ∈ (0, 1) ⊂ R escogido de forma arbitraria. Para dicho t, existe un único n ∈ N
de modo que t ∈ [2−n, 21−n) ⊂ R. En tal caso,

t = 2−n
∞∑
k=0

εk 2−k =
∞∑
k=0

εk 2−(n+k), con ε0 = 1 y εk ∈ {0, 1} para cada k ≥ 1.

Sea además, para cada m ∈ N,

tm =
m∑
k=0

εk 2−(n+k).

Aplicando ahora el Lema A.19, sabemos que existe L > 0 (dependiendo únicamente
de X) de modo que si r = p/2 �siendo p el exponente dado por el Lema A.19�, entonces

‖f(t)‖ =
∥∥f(tm) + f(t− tm) +

(
f(t)− f(tm)− f(t− tm)

)∥∥
11



≤ L
(
‖f(tm)‖r + ‖f(t− tm)‖r + ‖f(t)− f(tm)− f(t− tm)‖r

)1/r
.

A continuación, para cada uno de los tres sumandos de la última desigualdad, obtendremos
cotas adecuadas que nos permitirán obtener el resultado enunciado.

Por ser f una aplicación quasi-aditiva de orden K, para el tercer sumando, tenemos
que

‖f(t)− f(tm)− f(t− tm)‖ ≤ K‖tm + t− tm‖ = Kt ≤ K

y entonces
‖f(t)− f(tm)− f(t− tm)‖r ≤ Kr (1.4)

Por otra parte, para el primer sumando, empleando nuevamente el Lema A.19, obte-
nemos inicialmente que

‖f(tm)‖ =
∥∥∥f(tm)−

m∑
k=0

εk f(2−(n+k)) +
m∑
k=0

εk f(2−(n+k))
∥∥∥

≤ L
(∥∥∥f(tm)−

m∑
k=0

εk f(2−(n+k))
∥∥∥r +

∥∥∥ m∑
k=0

εk f(2−(n+k))
∥∥∥r)1/r

.

A continuación, acotaremos cada uno de los sumandos obtenidos en la última desigualdad.
Para el primero de ellos, teniendo en cuenta que f(0) = −f(−0) = −f(0) = 0, deducimos
que ∥∥∥f(tm)−

m∑
k=0

εk f
(
2−(n+k)

)∥∥∥ =
∥∥∥f(tm)−

m∑
k=0

f
(
εk 2−(n+k)

)∥∥∥
(Lema 1.16) =

∥∥∥f( m∑
k=0

εk 2−(n+k)
)
−

m∑
k=0

f
(
εk 2−(n+k)

)∥∥∥ ≤ KL
( m∑
k=0

|εk 2−(n+k)|r
)1/r

≤ KL
( m∑
k=0

2−(n+k)r
)1/r

≤ KL
( ∞∑
k=0

2−(n+k)r
)1/r

≤ KL(1− 2−r)−1/r;

luego ∥∥∥f(tm)−
m∑
k=0

εk f(2−(n+k))
∥∥∥r ≤ KrLr(1− 2−r)−1. (1.5)

Por otra parte, invocando nuevamente el Lema A.19, obtenemos que∥∥∥ m∑
k=0

εk f(2−(n+k))
∥∥∥ ≤ L

( m∑
k=0

‖εk f(2−(n+k))‖r
)1/r

≤ L
( m∑
k=0

‖f(2−(n+k))‖r
)1/r

,

de donde deducimos que∥∥∥ m∑
k=0

εk f(2−(n+k))
∥∥∥r ≤ Lr

m∑
k=0

‖f(2−(n+k))‖r = Lr
m∑
k=0

‖2n+kf(2−(n+k))‖r

2(n+k)r

(Lema 1.17) ≤ Lr
m∑
k=0

(
LK(n+ k)1/r

)r
2−(n+k)r = KrL2r

m∑
k=0

(n+ k)2−(n+k)r

≤ KrL2r

∞∑
k=0

(n+ k)2−(n+k)r, (1.6)
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Por tanto, aunando (1.5) y (1.6), obtenemos ahora que

‖f(tm)‖ ≤ L
(
KrLr(1− 2−r)−1 +KrL2r

∞∑
k=0

(n+ k) 2−(n+k)r
)1/r

≤ L
(
KrL1 +KrL2

)1/r
,

es decir,
‖f(tm)‖r ≤ Lr(KrL1 +KrL2) = LrKr(L1 + L2). (1.7)

Finalmente, teniendo en cuenta (1.4) y (1.7), concluimos que

‖f(t)‖ ≤ L
(
LrKr(L1 + L2) + ‖f(t− tm)‖r +Kr

)1/r

≤ L
(
LrKr(L1 + L2) +Kr‖f(t− tm)‖r +Kr

)1/r

= LK
(
Lr(L1 + L2) + ‖f(t− tm)‖r + 1

)1/r
= LK

(
L∗ + ‖f(t− tm)‖r + 1

)1/r
.
(1.8)

Además, al ser f una aplicación quasi-aditiva,

ĺım
m→∞

f(t− tm) = ĺım
m→∞

f
(
2−n

∞∑
k=m+1

εk2
−k) = ĺım

m→∞
f
(
2−(n+m+1)

∞∑
k=0

εk2
−k) = 0.

Por tanto, haciendo m→∞ en (1.8), deducimos �nalmente que

‖f(t)‖ ≤ LK(L∗ + 1) = KBX .

Demostración del Lema 1.16.
En virtud del Corolario A.17 � Nota A.18, para cierto p > 0 existe una quasi-norma |||·|||

equivalente a la quasi-norma ‖·‖ y tal que |||y1 + y2|||p ≤ |||y1|||p+|||y2|||p para todo y1, y2 ∈ Y0.
Por ser |||·||| y ‖·‖ quasi-normas equivalentes, existe L′ > 0 tal que ‖x‖ ≤ |||x||| ≤ L′‖x‖
para todo x ∈ X, y entonces

|||f(x1 + x2)− f(x1)− f(x2)||| ≤ L′‖f(x1 + x2)− f(x1)− f(x2)‖
(f es quasi-aditiva de orden K) ≤ L′K(‖x1‖+ ‖x2‖) ≤ L′K(|||x1|||+ |||x2|||)

(0 < p < 1) ≤ L′K(|||x1|||p + |||x2|||p)1/p. (1.9)

A continuación, aplicando el método de inducción, probaremos que∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑
i=1

xi

)
−

n∑
i=1

f(xi)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ L′K

( n∑
i=1

i |||xi|||p
)1/p

, para todo n ∈ N. (1.10)

Para n = 2, tendríamos que probar que

‖f(x1 + x2)− f(x1)− f(x2)‖ ≤ L′K
(
‖x1‖p + 2 ‖x2‖p

)1/p
,

lo cual es trivialmente cierto si tenemos en cuenta (1.9). Supongamos luego que (A.1) es
cierto para n−1 ∈ N, con n ≥ 3, y veamos que también es cierto para n ∈ N. Observando
que∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑

i=1

xi

)
−

n∑
i=1

f(xi)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p =
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=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑

i=2

xi

)
−

n∑
i=2

f(xi) + f
( n∑
i=2

xi + x1

)
− f

( n∑
i=2

xi

)
− f(x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p
(|||·|||p subaditiva) ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑
i=2

xi

)
−

n∑
i=2

f(xi)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑
i=2

xi + x1

)
− f

( n∑
i=2

xi

)
− f(x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n−1∑

i=1

xi+1

)
−

n−1∑
i=1

f(xi+1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑
i=2

xi + x1

)
− f

( n∑
i=2

xi

)
− f(x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p
(Inducción y (1.9)) ≤ L′pKp

n−1∑
i=1

i |||xi+1|||p + L′pKp
(∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=2

xi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p + |||x1|||p
)

= L′pKp
( n∑
i=2

(i− 1) |||xi|||p +
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=2

xi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p + |||x1|||p
)

≤ L′pKp
( n∑
i=2

(i− 1) |||xi|||p +
n∑
i=2

|||xi|||p + |||x1|||p
)

= L′pKp

n∑
i=1

i |||xi|||p,

queda entonces probada la veracidad de (A.1).
Sea ahora r = p/2. Para x1, . . . , xn ∈ X con |||x1||| ≥ |||x2||| ≥ . . . ≥ |||xn|||, se tiene que∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑

i=1

xi

)
−

n∑
i=1

f(xi)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ L′K

( n∑
i=1

i |||xi|||p
)1/p

(i|||xi|||r ≤ |||x1|||r + · · ·+ |||xi|||r) ≤ L′K
( n∑
i=1

(
|||x1|||r + · · ·+ |||xi|||r + · · ·+ |||xn|||r

)
|||xi|||r

)1/p

= L′K
( n∑
i=1

( n∑
j=1

|||xj|||r
)
|||xi|||r

)1/p

= L′K
( n∑
i=1

|||xi|||r
n∑
j=1

|||xj|||r
)1/p

= L′K
( n∑
i=1

|||xi|||r
)2/p

= L′K
( n∑
i=1

|||xi|||r
)1/r

.

Por tanto, teniendo en cuenta la equivalencia entre |||·||| y ‖·‖, concluimos �nalmente que∥∥∥f( n∑
i=1

xi

)
−

n∑
i=1

f(xi)
∥∥∥ ≤ L′2K

( n∑
i=1

‖xi‖r
)1/r

= LK
( n∑
i=1

‖xi‖r
)1/r

.

Demostración del Lema 1.17.
Puesto que f es quasi-aditiva de orden K,

‖f(2−n)− 2f(2−(n+1))‖ = ‖f(2−(n+1) + 2−(n+1))− f(2−(n+1))− f(2−(n+1))‖
≤ K(2−(n+1) + 2−(n+1)) = K2−n, para todo n ∈ N,

de donde se sigue que

‖2nf(2−n)− 2n+1f(2−(n+1))‖ ≤ K, para cada n ∈ N. (1.11)

Así pues, teniendo en cuenta que f(1) = 0, el Lema A.19 y (1.11), obtenemos �nalmente
que

‖2nf(2−n)‖ = ‖
(
2nf(2−n)− 2n−1f(2−(n−1))

)
+ · · ·+

(
2f(2−1)− 20f(20)

)
‖

≤ L
( n∑
i=1

‖2if(2−i)− 2i−1f(2−(i−1))‖r
)1/r

≤ L(nKr)1/r = LKn1/r.
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Demostración del Teorema 1.14.
(a)

Dados t1, t2 ∈ R+, tenemos que

∣∣∣f(t1 + t2)− f(t1)− f(t2)

t1 + t2

∣∣∣ =

∣∣∣∣(t1 + t2)ϕ
(

log
1

t1 + t2

)
− t1ϕ

(
log

1

t1

)
− t2ϕ

(
log

1

t2

)
t1 + t2

∣∣∣∣
≤
∣∣∣ t1
t1 + t2

ϕ
(

log
1

t1 + t2

)
− t1
t1 + t2

ϕ
(

log
1

t1

)∣∣∣
+
∣∣∣ t2
t1 + t2

ϕ
(

log
1

t1 + t2

)
− t2
t1 + t2

ϕ
(

log
1

t2

)∣∣∣
=

t1
t1 + t2

∣∣∣ϕ( log
1

t1 + t2

)
− ϕ

(
log

1

t1

)∣∣∣
+

t2
t1 + t2

∣∣∣ϕ( log
1

t1 + t2

)
− ϕ

(
log

1

t2

)∣∣∣
≤ t1
t1 + t2

Lϕ log
t1 + t2
t1

+
t2

t1 + t2
Lϕ log

t1 + t2
t2

≤ Lϕ log 2,

donde hemos empleado que ϕ es una función Lipschitziana �con constante de Lipschitz
Lϕ� y que

t log
1

t
+ (1− t) log

1

1− t
≤ log 2, para todo 0 < t < 1.

Por tanto, ya hemos probado que

|f(t1 + t2)− f(t1)− f(t2)| ≤ Lϕ|t1 + t2| log 2 = Lϕ(t1 + t2) log 2, para todo t1, t2 ∈ R+.

Por otra parte, utilizando nuevamente el carácter lipschitziano de la función ϕ, con-
cluimos que ∣∣∣t ϕ( log

1

|t|

)∣∣∣ =|t|
∣∣∣ϕ( log

1

|t|

)
− ϕ(0) + ϕ(0)

∣∣∣
≤Lϕ|t|

∣∣ log
1

|t|
∣∣+ |t||ϕ(0)|

=− Lϕ t log t+ |t||ϕ(0)|, 0 < t < 1;

luego

ĺım
t→0

f(t) = ĺım
t→0

t ϕ
(

log
1

|t|

)
= 0.

Así pues, dado que la antisimetría de f es clara, queda entonces probado que f es una
función quasi-aditiva.

(b)
Necesitaremos el siguiente resultado auxiliar, cuya demostración posponemos por cla-

ridad en la exposición.

Lema 1.18 (auxiliar para el Teorema 1.14).
Si f y g : R −→ R son dos funciones quasi-aditivas de orden K tales que

|f(2n)− g(2n)| ≤M2n, para todo n ∈ Z,

entonces
|f(t)− g(t)| ≤ (M + 4BK)|t|, para todo t ∈ R,

donde B = BR es la constante cuya existencia ha sido probada en el Lema 1.15.
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Por ser f una función quasi-aditiva de orden K, para cada n ∈ Z, tenemos que

|f(2n+1)− 2f(2n)| = |f(2n + 2n)− f(2n)− f(2n)| ≤ K(2n + 2n) = K2n+1

y entonces ∣∣∣f(2n+1)

2n+1
− f(2n)

2n

∣∣∣ ≤ K, para cada n ∈ Z. (1.12)

Escojamos ahora una función ϕ : R −→ R tal que:

(i) ϕ(n) = 2nf(2−n) para todo n ∈ Z, (ii) ϕ es K-lipschitziana en R.

La existencia de una función ϕ satisfaciendo las condiciones (i) y (ii) anteriores está
garantizada por (1.12). Sea ahora

g(t) =

 t ϕ
(
− log |t|

log 2

)
si t 6= 0;

0 si t = 0.

Tenemos entonces que:

(i) g es una función quasi-aditiva de orden K;

(ii) g(2n) = 2n ϕ
(
− log 2n

log 2

)
= 2n ϕ(−n) = 2n2−nf(2n) = f(2n) para cada n ∈ Z.

Por tanto, el Lema 1.18 nos permite a�rmar que∣∣∣f(t)

t
− g(t)

t

∣∣∣ ≤ 4BK, para t 6= 0,

de donde deducimos �nalmente que

sup
t∈(0,∞)

∣∣∣f(t)

t
− ϕ

(
− log |t|

log 2

)∣∣∣ <∞,
o equivalentemente, si θ(t) = ϕ(t/ log 2), que

sup
t∈(0,∞)

∣∣∣f(t)

t
− θ
(

log
1

|t|

)∣∣∣ <∞.
Demostración del Lema 1.18.

Dado t ∈ R+, existe un único n ∈ N tal que t ∈ [2n−1, 2n) ⊂ R. En tal caso, fn(t) =
f(2nt) y gn(t) = g(2nt) son dos aplicaciones quasi-aditivas de orden 2nK. Por tanto, en
virtud del Lema 1.15 anterior,

|f(t)− g(t)| = |fn(2−nt)− gn(2−nt)|
≤ |fn(2−nt)− 2−ntfn(1)|+ |2−ntfn(1)− 2−ntgn(1)|+ |2−ntgn(1)− gn(2−nt)|
≤ 2nBK + 2−nt|f(2n)− g(2n)|+ 2nBK = 2n+1BK + 2−ntM2n

= 222n−1BK + tM ≤ (4BK +M)t, para todo t ∈ R+.

Dado que f y g son funciones antisimétricas, la desigualdad anterior es válida para todo
t ∈ R.
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Capítulo 2

Sumas torcidas de espacios de sucesiones

Tal y como vimos en la tercera sección del Capítulo 1 anterior, toda aplicación lips-
chitziana ϕ : R −→ R induce una aplicación quasi-aditiva f : R −→ R. Sin embargo, si
deseamos construir una suma torcida empleando un espacio quasi-Banach E, necesitamos
una aplicación quasi-aditiva de�nida en E.

En este capítulo, introducimos los espacios quasi-normados sólidos �una clase par-
ticular de espacios de sucesiones� en los que, partiendo de una función quasi-aditiva
f : R −→ R, lograremos construir una aplicación quasi-aditiva de�nida en el propio espa-
cio.

Los espacios clásicos de sucesiones `p, con 0 < p <∞, son ejemplos de espacios quasi-
normados sólidos. Así pues, lograremos de�nir sumas torcidas de tales espacios; también
probaremos que dichas sumas torcidas admiten base de Schauder.

2.1. Espacios quasi-normados sólidos

Dadas dos sucesiones de números reales x, y, denotaremos por |x| y xy la sucesión
obtenida aplicando la operación correspondiente (ya sea efectuar el valor absoluto o bien
el producto) componente a componente. Por otra parte, para cada n ∈ N, denotaremos
por en a la sucesión dada por enj = δn,j para cada j ∈ N.

De�nición 2.1 (espacio quasi-normado sólido).
Un espacio quasi-normado sólido es un espacio quasi-Banach de sucesiones (E, ‖·‖) en el
que:

(a) R∞ = span {en : n ∈ N} es un conjunto denso;

(b) la quasi-norma ‖·‖ satisface que:

(i) ‖y x‖ ≤ ‖y‖∞‖x‖ para toda sucesión y ∈ `∞ y x ∈ E,
(ii) ‖en‖ = 1 para todo n ∈ N,

(iii) ‖x‖∞ ≤ ‖x‖ para toda sucesión x ∈ E.

Conviene observar que, en tal caso, la base usual (en)n∈N es una base de Schauder
incondicional para E.
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Ejemplo 2.2 (espacios quasi-normados sólidos).

(a) Los espacios `p, con 1 < p <∞, son ejemplos de espacios quasi-normados sólidos.

(b) Para 0 < p < 1, el espacio de sucesiones `p también es un espacio quasi-normado
sólido.

Dada una función lipschitziana ϕ : R −→ R tal que ϕ(t) = 0 para todo t ≤ 0 �
emplearemos la notación ϕ ∈ £ para referirnos a una función ϕ satisfaciendo dicha
propiedad�, consideramos la aplicación quasi-aditiva f : R∞ −→ E dada por

f(x)k =

 xk ϕ(− log |xk|), si xk 6= 0,

0, si xk = 0,
para cada k ∈ N, (2.1)

que, en virtud de los Teoremas 1.13 y 1.14, induce la aplicación quasi-lineal F0 : R∞ −→ E
dada por

F0(x) =

 ‖x‖ f
( x

‖x‖

)
, si x 6= 0,

0 si x = 0,
para cada x ∈ R∞,

que se extiende a su vez, en virtud del Teorema 1.11 anterior, a una aplicación quasi-lineal
F : E −→ E con la que de�niremos la suma torcida E ⊕F E.

De�nición 2.3 (espacio E(ϕ)).
Dada una función ϕ ∈ £, emplearemos la notación E(ϕ) para denotar a la suma torcida
E ⊕F E.

Justi�quemos el paso clave de la construcción anterior: la aplicación f : R∞ −→ E
dada por (2.1) es una aplicación quasi-aditiva.

Dado que la antisimetría de f es una consecuencia inmediata de su de�nición, centra-
remos todos nuestros esfuerzos en probar que f satisface las propiedades (a) y (b) de la
De�nición 1.12.

Para ello, dadas dos sucesiones normalizadas arbitrarias x, y ∈ R∞ y k ∈ N tal que
xkyk 6= 0, observemos que si Lϕ es la constante de Lipschitz de ϕ, entonces

|f(x)k + f(y)k − f(x+ y)k| =
= |xkϕ(− log |xk|) + ykϕ(− log |yk|)− (xk + yk)ϕ(− log |xk + yk|)|
≤ |xk||ϕ(− log |xk|)− ϕ(− log |xk + yk|)|+ |yk||ϕ(− log |yk|)− ϕ(− log |xk + yk|)|

≤ Lϕ

(
|xk| log

|xk + yk|
|xk|

+ |yk| log
|xk + yk|
|yk|

)
≤ Lϕ

(
|xk| log

|xk|+ |yk|
|xk|

+ |yk| log
|xk|+ |yk|
|yk|

)
≤ Lϕ(|xk|+ |yk|) log 2,

donde en la última desigualdad hemos empleado que

t log
1

t
+ (1− t) log

1

1− t
≤ log 2, para todo 0 < t < 1.

Por tanto, concluimos que |f(x) + f(y) − f(x + y)| ≤ Lϕ(|x| + |y|) log 2, de donde
se deducimos �nalmente que si C es un módulo de concavidad de la quasi-norma ‖·‖,
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entonces

‖f(x) + f(y)− f(x+ y)‖ ≤ Lϕ (‖|x|+ |y|‖) log 2

≤ CLϕ (‖x‖+ ‖y‖) log 2, para todo x, y ∈ R∞.

Por otra parte, dado x = x1e1 + · · ·+xNeN ∈ R∞ arbitrario, en virtud de la propiedad
(i) de la quasi-norma ‖·‖ de E, tenemos que

‖f(tx)‖ =
∥∥∥ N∑
k=1

txkϕ(− log |txk|)ek
∥∥∥ ≤ ∥∥∥ N∑

k=1

txkϕ(− log |txk|)ek
∥∥∥
∞

∥∥∥ N∑
k=1

ek

∥∥∥
= máx

1≤k≤N

∣∣txkϕ(− log |txk|)
∣∣ ∥∥∥ N∑

k=1

ek

∥∥∥ ≤ máx
1≤k≤N

∣∣txk log |txk|
∣∣Lϕ∥∥∥ N∑

k=1

ek

∥∥∥
y entonces ahora es claro que

ĺım
t→0
‖f(tx)‖ = 0, para todo x ∈ R∞.

Nota 2.4 (sobre la condición ϕ(t) = 0 para todo t ≤ 0.).
En virtud de las consideraciones anteriores, debemos notar que no supone pérdida de

generalidad alguna limitarnos a trabajar con funciones lipschitzianas ϕ tales que ϕ(t) = 0
para todo t ≤ 0. En efecto, pues si para una función lipschitziana ϕ arbitraria considera-
mos

ϕ̄(t) =

 ϕ(t)− ϕ(0), si t ≥ 0,

0, si t ≤ 0;

es fácil ver que entonces ϕ̄ induce una suma torcida equivalente a E ⊕F E.
Fijándonos en la de�nición de la aplicación quasi-aditiva f : R∞ −→ E introducida

en (2.1), observamos que lo realmente importante de la función lipschitziana ϕ es su
comportamiento asintótico en +∞.

Una vez visto que toda función ϕ ∈ £ de�ne una suma torcida de E y E (siendo E
un espacio quasi-normado sólido) es natural formularse la siguiente pregunta: dadas dos
funciones ϕ, ψ ∈ £,

¾cuándo son (proyectivamente) equivalentes las sumas torcidas E(ϕ) y E(ψ)?

Asumiendo ciertas hipótesis no muy restrictivas, el siguiente resultado responde a
dicha cuestión: esencialmente, dos sumas torcidas E(ϕ) y E(ψ) son equivalentes si y sólo
si ϕ − ψ es una función acotada. En particular, tal y como deduciremos más adelante,
una suma torcida E(ϕ) será trivial si y sólo si la aplicación ϕ es acotada.
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Teorema 2.5 (espacios E(ϕ) equivalentes).
Sea E un espacio quasi-normado sólido en el que ninguna subsucesión de (en)n∈N es
equivalente a la base usual de c0. En tal caso, dadas dos funciones ϕ, ψ ∈ £, tenemos
que:

(a) E(ϕ) y E(ψ) son equivalentes si y sólo si

sup
t∈(0,+∞)

|ϕ(t)− ψ(t)| <∞;

(b) E(ϕ) y E(ψ) son proyectivamente equivalentes si y sólo si existe a 6= 0 tal que

sup
t∈(0,+∞)

|ϕ(t)− aψ(t)| <∞;

(c) E(ϕ) es trivial si y sólo si ϕ es una función acotada.

Demostración del Teorema 2.5.
Sean F : E −→ E y G : E −→ E las aplicaciones quasi-lineales inducidas por las

funciones lipschitzianas ϕ y ψ respectivamente.
(a)

Inicialmente, probaremos que la condición M = supt∈(0,+∞) |ϕ(t)− ψ(t)| <∞ implica
que

‖F (y)−G(y)− Ay‖ ≤M‖y‖, para todo y ∈ E,

siendo A la aplicación idénticamente nula en E.
Para ello, observaremos que si y ∈ E, entonces

‖F (y)−G(y)‖ =
∥∥∥‖y‖f( y

‖y‖

)
− ‖y‖g

( y

‖y‖

)∥∥∥
=
∥∥∥ ∞∑
k=1

ykϕ
(
− log

|yk|
‖y‖

)
ek −

∞∑
k=1

ykψ
(
− log

|yk|
‖y‖

)
ek

∥∥∥
=
∥∥∥ ∞∑
k=1

yk

[
ϕ
(
− log

|yk|
‖y‖

)
− ψ

(
− log

|yk|
‖y‖

)]
ek

∥∥∥
(prop. (i) de ‖·‖) ≤ sup

k∈N

∣∣∣ϕ(− log
|yk|
‖y‖

)
− ψ

(
− log

|yk|
‖y‖

)∣∣∣ ∥∥∥ ∞∑
k=1

ykek

∥∥∥ ≤M‖y‖.

El resultado enunciado es ahora una consecuencia del Teorema 1.10 anterior.

Antes de mostrar la demostración detallada del enunciado recíproco, indicamos un
breve esquema de cómo procederemos.

1.� La idea esencial consistirá en escoger una sucesión (sn)n∈N ⊂ E satisfaciendo que:

(a) para cada t ∈ [log ‖s1‖,+∞) existe un único n ∈ N tal que t ∈ [log ‖sn‖, log ‖sn+1‖)
(véase (2.8)),

(b) sup
n∈N

log ‖sn+1‖ − log ‖sn‖ <∞ (véase 2.7),

(c) sup
n∈N
|ϕ(log ‖sn‖)− ψ(log ‖sn‖)| <∞ (véase (2.6));
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y observar �nalmente que

sup
t∈(0,+∞)

|ϕ(t)− ψ(t)| ≤ sup
t∈(0,+∞)

∣∣ϕ(t)− ϕ
(

log ‖sn‖
)∣∣+ sup

n∈N

∣∣ϕ( log ‖sn‖
)
− ψ

(
log ‖sn‖

)∣∣
+ sup

t∈(0,+∞)

∣∣ψ( log ‖sn‖
)
− ψ(t)

∣∣,
de donde, empleando la lipschitzianidad de las fucniones ϕ y ψ y las propiedades
(b) y (c) anteriores, deducimos que

sup
t∈(0,+∞)

|ϕ(t)− ψ(t)| <∞.

2.� Evidentemente, la gran di�cultad con la que nos encontraremos será obtener tal
sucesión (sn)n∈N. Sin embargo, es curioso que para cada n ∈ N la sucesión sn ∈
{−1, 0, 1}N.

3.� La equivalencia entre los espacios E(ϕ) y E(ψ) jugará un importante papel a la hora
de lograr las propiedades (b) y (c) anteriores. En relacion con este último punto,
compárese (2.2) con (2.5) y valórese la importancia de esta última desigualdad a la
hora de obtener la sucesión (sn)n∈N.

Iniciamos ahora la prueba detallada; supongamos entonces �en virtud del Teorema
1.10� que existe una aplicación lineal A : E −→ E tal que

‖F (y)−G(y)− Ay‖ ≤M‖y‖, para todo y ∈ E. (2.2)

Sea H la aplicación quasi-lineal dada por H = F − G. En tal caso, para n ∈ N
arbitrario,

H(en) = F (en)−G(en) = ‖en‖f
( en
‖en‖

)
− ‖en‖g

( en
‖en‖

)
= f(en)− g(en) = 0− 0 = 0 ∈ E.

Por tanto, teniendo en cuenta (2.2) y la propiedad (iii) de la De�nición 2.1,

‖Aen‖∞ ≤ ‖Aen‖ ≤M‖en‖ = M, para todo n ∈ N.

Así pues, aplicando el argumento diagonal de G. Cantor, existen dos sucesiones estric-
tamente crecientes de números naturales (nk)k∈N y (mk)k∈N tales que A(enk

− emk
) → 0

coordenada a coordenada. Ahora, aplicando un argumento del estilo �joroba deslizante�,
podemos escoger:

� una subsucesión (fn)n∈N de (enk
− emk

)k∈N,

� y una sucesión creciente de números naturales (pn)n∈N;

de tal modo que, para cada n ∈ N:

(I)
∥∥∥A(fn)−

pn∑
k=pn−1+1

A(fn)kek

∥∥∥ ≤ 1

2n
; (II) sop (fn) = {qn, rn} ⊂ {pn−1+1, . . . , pn}

pn∑
pn−1

Consideremos ahora la aplicación lineal Â : span {fn : n ∈ N} −→ E dada por

Âfn = (Afn)qneqn + (Afn)rnern , n ∈ N.

Así de�nida, para cada n ∈ N, la sucesión Âfn ∈ E satisface que:
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(i) sop fn = sop Âfn = {qn, rn};

(ii) ‖Âfn‖ ≤ 2CM :

‖Âfn‖ =‖(Afn)qneqn + (Afn)rnern‖ ≤ ‖Afn‖

=‖A(enk
− emk

)‖ ≤ C
(
‖Aenk

‖+ ‖Aemk
‖
)
≤ 2CM ; (2.3)

(iii) ‖Âfn‖∞ ≤ ‖Âfn‖ ≤ 2CM ;

(iv) |Âfn| ≤ 2CM |fn|.

Dado x =
∑N

n=1 tnfn ∈ span {fn : n ∈ N}, en virtud de la propiedad (iii) de ‖ ·‖,
tenemos que

máx{|tn| : 1 ≤ n ≤ N} = ‖x‖∞ ≤ ‖x‖ (2.4)

y entonces

‖F (x)−G(x)− Âx‖ =
∥∥∥H(x)−

N∑
n=1

tnÂfn

∥∥∥
= ‖H(x)− Âx‖ ≤M2‖x‖, para todo x ∈ span {fn : n ∈ N}.

(2.5)

Por claridad en la exposición, dejamos para más adelante la demostración de (2.5).

Adjuntamos una �explicación grá�ca� de las condiciones indicadas en las desigualdades
(I) y (2.3).

fn =(1 ,±1, 1 ,±1, 1 )

Afn =(1 )∥∥∥Afn − pn∑
pn−1+1

Afnk
ek

∥∥∥ = ‖(1 , 1 , 1 )‖ ≤ 1

2n

‖Âfn‖ = ‖(1 , 1 , 1 , 1 , 1 )‖ ≤ 2CM

En particular, para sn =
∑n

i=1 fi ∈ span {fn : n ∈ N}, tenemos que

∥∥∥H(sn)−
n∑
i=1

Âfi

∥∥∥ ≤M2‖sn‖.

Ahora bien, teniendo en cuenta que

H(sn) =
(
ϕ
(

log ‖sn‖
)
− ψ

(
log ‖sn‖

))
sn

y ∣∣∣ n∑
i=1

Âfi

∣∣∣ ≤ n∑
i=1

∣∣Âfi∣∣ ≤ 2CM
n∑
i=1

|fi| = 2CM |sn|,
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concluimos que∥∥∥ ∣∣ϕ( log ‖sn‖
)
− ψ

(
log ‖sn‖

)∣∣ |sn| − n∑
i=1

|Âfi|
∥∥∥ ≤M2‖sn‖.

Por tanto, para
∣∣ϕ( log ‖sn‖

)
− ψ

(
log ‖sn‖

)∣∣ ≥ 2CM , debe ser∣∣ϕ( log ‖sn‖
)
− ψ

(
log ‖sn‖

)∣∣− 2CM ≤M2,

o equivalentemente, ∣∣ϕ( log ‖sn‖
)
− ψ

(
log ‖sn|

)∣∣ ≤M2 + 2CM. (2.6)

Por otro lado, dado que

‖sn‖ =
∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥ =
∥∥∥ n−1∑
k=1

fk + fn

∥∥∥ ≤ C
(∥∥∥ n−1∑

k=1

fk

∥∥∥+ ‖fn‖
)

= C
(
‖sn−1‖+ ‖enk

− emk
‖
)
≤ C

(
‖sn−1‖+ 2C

)
,

tenemos que

log ‖sn‖ ≤ logC + log
(
‖sn−1‖+ 2C

)
≤ logC + log

(
‖sn−1‖(1 + 2C)

)
= log

(
C(1 + 2C)

)
+ log ‖sn−1‖,

es decir,
log ‖sn‖ − log ‖sn−1‖ ≤ log

(
C(1 + 2C)

)
. (2.7)

Además, debe ser
sup
n∈N
‖sn‖ =∞. (2.8)

En otro caso, la sucesión (eq1 , er1 , eq2 , er2 , . . . ) sería equivalente a la base canónica de c0.
En efecto, pues para x =

∑
i tieqi +

∑
j tjerj tendríamos que �en virtud de las propiedades

(i) y (iii) de la quasi-norma ‖·‖ de un espacio quasi-normado sólido�

sup
i,j∈N
{|ti|, |tj|} = ‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ sup

n∈N
‖sn‖ sup

i,j∈N
{|ti|, |tj|} = sup

n∈N
‖sn‖ ‖x‖∞.

Así pues, en virtud de (2.8), podemos a�rmar que para cada t ∈ [log ‖s1‖,∞) ⊂ R
existe un único n ∈ N para el que t ∈ [log ‖sn−1‖, log ‖sn‖] ⊂ R. En tal caso, teniendo en
cuenta (2.6) y (2.7),

|ϕ(t)− ψ(t)| ≤
∣∣ϕ(t)− ϕ

(
log ‖sn‖

)∣∣+
∣∣ϕ( log ‖sn‖

)
− ψ

(
log ‖sn‖

)∣∣+
∣∣ψ( log ‖sn‖

)
− ψ(t)

∣∣
≤ Lϕ

∣∣t− log ‖sn‖
∣∣+M2 + 2CM + Lψ

∣∣t− log ‖sn‖
∣∣

≤ (Lϕ + Lψ) log
(
C(1 + 2C)

)
+M2 + 2CM,

donde Lϕ y Lψ son las constantes de Lipschitz de ϕ y ψ respectivamente.
Por tanto, hemos probado que si E(ϕ) y E(ψ) son sumas torcidas equivalentes, enton-

ces
sup

t∈(0,+∞)

|ϕ(t)− ψ(t)| <∞.
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Demostración de la desigualdad (2.5).
Dado que

∥∥∥H(x)−
N∑
n=1

tnÂfn

∥∥∥ =
∥∥∥H(x)−

N∑
n=1

tn
[
Afnqneqn + Afnrnern

]∥∥∥
=
∥∥∥H(x)−

N∑
n=1

tn

[ pn∑
k=pn−1+1

Afnkek −
pn∑

k=pn−1+1
k 6=qn,rn

Afnkek

]∥∥∥
≤ C

(∥∥∥H(x)−
N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnkek

∥∥∥+
∥∥∥ N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1
k 6=qn,rn

Afnkek

∥∥∥)

≤ C
(∥∥∥H(x)−

N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnkek

∥∥∥+
∥∥∥A( N∑

n=1

tnfn

)∥∥∥)

= C
(∥∥∥H(x)−

N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnkek

∥∥∥+ ‖A(x)‖
)

≤ C
∥∥∥H(x)−

N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnkek

∥∥∥+ C‖A‖‖x‖,

basta encontrar una cota adecuada para el primer sumando de la última desigualdad. No
obstante,

∥∥∥H(x)−
N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

∥∥∥ =
∥∥∥F (x)−G(x)− Ax+ Ax−

N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

∥∥∥
≤ C

(
‖F (x)−G(x)− Ax‖+

∥∥∥Ax− N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

∥∥∥)

≤ CM‖x‖+ C
∥∥∥Ax− N∑

n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

∥∥∥
≤ CM‖x‖+ CL∗‖x‖ = M∗

2‖x‖,

donde para acotar el segundo sumando hemos tenido en cuenta que

∥∥∥Ax− N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

∥∥∥ =
∥∥∥A( N∑

n=1

tnfn

)
−

N∑
n=1

tn

pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

∥∥∥
=
∥∥∥ N∑
n=1

tn

(
Afn −

pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

)∥∥∥
(Lema 1.17) ≤ L

( N∑
n=1

∥∥∥tn(Afn − pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

)∥∥∥r)1/r

≤ L máx
1≤i≤N

|ti|
( N∑
n=1

∥∥∥(Afn − pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

)∥∥∥r)1/r

24



(prop. (iii) de ‖·‖) ≤ L‖x‖
( N∑
n=1

∥∥∥Afn − pn∑
k=pn−1+1

Afnk ek

∥∥∥r)1/r

(I) ≤ L‖x‖
( N∑
n=1

( 1

2n

)r)1/r

= L∗‖x‖.

(b)
Inicialmente, probaremos que la condiciónM = supt∈(0,+∞) |ϕ(t)−aψ(t)| <∞ implica

que
‖F (y)−G(ay)− Ay‖ ≤M‖y‖, para todo y ∈ E,

siendo A la aplicación idénticamente nula en E. En efecto, pues para y ∈ E arbitrario,

‖F (y)−G(ay)‖ =
∥∥∥‖y‖f( y

‖y‖

)
− ‖ay‖g

( ay

‖ay‖

)∥∥∥
=
∥∥∥ ∞∑
k=1

ykϕ
(
− log

|yk|
‖y‖

)
ek −

∞∑
k=1

aykψ
(
− log

|ayk|
‖ay‖

)
ek

∥∥∥
=
∥∥∥ ∞∑
k=1

yk

[
ϕ
(
− log

|yk|
‖y‖

)
− aψ

(
− log

|yk|
‖y‖

)]
ek

∥∥∥
(prop. (i) de ‖·‖) ≤ sup

k∈N

∣∣∣ϕ(− log
|yk|
‖y‖

)
− aψ

(
− log

|yk|
‖y‖

)∣∣∣ ∥∥∥ ∞∑
k=1

ykek

∥∥∥ ≤M‖y‖.

A continuación, probaremos el enunciado recíproco. Si E(ϕ) y E(ψ) son dos sumas
torcidas proyectivamente equivalentes, existe a ∈ R \ {0} para el que las aplicaciones
quasi-lineales F y Ga �dada por Ga(x) = G(ax) para cada x ∈ E� son equivalentes.
En tal caso, E ⊕Ga E es equivalente a E(θ), siendo θ : R −→ R la función (lipschitziana)
dada por

θ(t) =

 aψ
(
t+ log

1

|a|

)
− aψ

(
log

1

|a|

)
, si t ≥ 0,

0, si t < 0

En efecto, pues si h es la aplicación quasi-aditiva asociada a θ, es decir, si

h(t) = tθ
(

log
1

|t|

)
= at

[
ψ
(

log
1

|t|
+log

1

|a|

)
−ψ
(

log
1

|a|

)]
= at

[
ψ
(

log
1

|at|

)
−ψ
(

log
1

|a|

)]
,

entonces

H(x)k = ‖x‖h
( x

‖x‖

)
k

= ‖x‖axk
‖x‖

[
ψ
(
− log

|axk|
‖x‖

)
− ψ

(
log

1

|a|

)]
= axk

[
ψ
(
− log

|axk|
‖x‖

)
− ψ

(
log

1

|a|

)]
, k ∈ N,

y

Ga(x)k = G(ax)k = ‖ax‖g
( ax

‖ax‖

)
k

= ‖ax‖ axk
‖ax‖

ψ
(
− log

|axk|
‖ax‖

)
= axk ψ

(
− log

|xk|
‖x‖

)
.

Por tanto, para cada k ∈ N, tenemos que∣∣∣H(x)k −Ga(x)k + aψ
(

log
1

|a|

)
xk

∣∣∣
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= |axk|
∣∣∣ψ(− log

|axk|
‖x‖

)
− ψ

(
log

1

|a|

)
− ψ

(
− log

|xk|
‖x‖

)
+ ψ

(
log

1

|a|

)∣∣∣
= |axk|

∣∣∣ψ(− log
|axk|
‖x‖

)
− ψ

(
− log

|xk|
‖x‖

)∣∣∣ ≤ |axk|Lψ log |a|,

y concluimos entonces que

‖H(x)−Ga(x) + Ax‖ ≤ Lψ|a| log |a| ‖x‖, para todo x ∈ E,

siendo A : E −→ E la aplicación lineal que consiste en multiplicar cada sucesión de E por
el escalar aψ(− log |a|).

Así pues, en virtud del Teorema 1.10, E⊕GaE y E(θ) son sumas torcidas equivalentes.
Por tanto, en virtud de lo probado en el apartado (a) anterior,

sup
t∈(0,+∞)

∣∣∣ϕ(t)− aψ
(
t+ log

1

|a|

)
+ aψ

(
log

1

|a|

)∣∣∣ <∞
y entonces, dado que ψ es una función lipschitziana,

sup
t∈(0,+∞)

|ϕ(t)− aψ(t)| = sup
t∈(0,+∞)

∣∣∣ϕ(t)− aψ(t) + aψ
(
t+ log

1

a

)
− aψ

(
t+ log

1

a

)∣∣∣
≤ sup

t∈(0,+∞)

∣∣∣ϕ(t)− aψ
(
t+ log

1

a

)∣∣∣+ |a| sup
t∈(0,+∞)

∣∣∣ψ(t)− ψ
(
t+ log

1

a

)∣∣∣ <∞.
(c)

Es una consecuencia inmediata de (a) y (b).

De�nición 2.6.

Se dice que un par de F -espacios (X, Y ) escinde si toda suma torcida de X e Y es trivial;
es decir, si toda sucesión exacta corta 0 −→ X −→ Z −→ Y −→ 0 escinde.

Corolario 2.7 (½½Existen sumas torcidas no triviales!!).
Sea E es un espacio quasi-normado sólido en el que ninguna subsucesión de (en)n∈N es
equivalente a la base usual de c0. En tal caso, el par (E,E) no escinde. Es decir, existen
sumas torcidas no triviales de E y E.

Demostración.
En virtud del Teorema 2.5 anterior, basta considerar el espacio E(ϕ) obtenido al

considerar una función ϕ ∈ £ no acotada.

2.2. Sumas torcidas de espacios `p con 0 < p < ∞
Corolario 2.8 (espacios `p con p ∈ (0, 1]).
Dado 0 < p ≤ 1, existe un espacio quasi-Banach Z tal que:

(a) Z no es p-convexo (en particular, Z no es isomorfo a `p)

(b) Z contiene un subespacio X isomorfo a `p de modo que Z/X también es isomorfo
a `p.

26



Demostración.
En virtud del Corolario 2.7 anterior, el par (`p, `p) no escinde. Por tanto, existe un

espacio quasi-Banach Z que contiene a un subespacio X isomorfo a `p con Z/X también
isomorfo a `p. Sea F : `p −→ `p una aplicación quasi-lineal para la que Z = `p ⊕F `p.

Además, para sn =
∑n

i=1 ei,

‖(sn, sn)‖p =
(
‖sn − F (sn)‖+ ‖sn‖

)p
=
(
(n|1− log n1/p|p)1/p + n1/p

)p
= n

(
|1− log n1/p|1/p + 1

)p
, para cada n ∈ N,

mientras que

n∑
i=1

‖(ei, ei)‖p =
n∑
i=1

(
‖ei−F (ei)‖+‖ei‖

)p
=

n∑
i=1

(
‖ei‖+‖ei‖

)p
= 2pn, para cada n ∈ N.

Por tanto, dado que

‖(e1 + · · ·+ en, e1 + · · ·+ en)‖p

‖(e1, e1)‖p + · · ·+ ‖(en, en)‖p
=

1

2p
(
|1− log n1/p|+ 1

)p →∞,
concluimos entonces que Z no es un espacio quasi-Banach p-convexo.

Corolario 2.9 (espacios `p con p ∈ (1,∞)).
Dado p > 1, si ϕ ∈ £ es una función no acotada, `p(ϕ) es un espacio quasi-Banach no
isomorfo a `p que contiene un subespacio X isomorfo a `p de modo que `p(ϕ)/X también
es isomorfo a `p.

Demostración.
Es una consecuencia inmediata del Corolario 2.7 anterior.

Nota 2.10 (`p(ϕ) es isomorfo a un espacio de Banach si p > 1).
En realidad, para p > 1, la suma torcida `p(ϕ) (que es, en principio, un espacio quasi-
Banach) será, en realidad, isomorfo a un espacio de Banach. Este resultado será mostrado
en la sección 3.1.1.

En particular, deducimos que existen tantas soluciones de la forma `2(ϕ) del problema
de Palais como aplicaciones lipschitzianas ϕ ∈ £ no acotadas y no equivalentes entre
sí. En el Capítulo ??, estudiaremos operadores en los espacios Zp, una subfamilia muy
importante de los espacios `p(ϕ) dados en el Corolario 2.9.

2.3. Existencia de base de Schauder

En este epígrafe veremos que los espacios E(ϕ) admiten base de Schauder. Dicho
resultado será empleado más adelante para deducir ciertas propiedades de los espacios
`p(ϕ) con 1 < p <∞.

Teorema 2.11 (E(ϕ) admite base de Schauder).
Si E es un espacio quasi-normado sólido y ϕ ∈ £, entonces E(ϕ) admite base de Schauder.
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Demostración.
Para cada n ∈ N, sea

u2n−1 = (en, 0) y u2n = (0, en).

Probaremos que (un)n∈N es una base de Schauder de E(ϕ).

Dado que span {un : n ∈ N} = R∞ es denso en E(ϕ), en virtud del Criterio de Grun-
blum (ver la Proposición B.11), basta probar que existe C∗ ∈ R+ tal si p, q ∈ N y p < q,
entonces ∥∥∥ p∑

i=1

tiui

∥∥∥ ≤ C∗
∥∥∥ q∑
i=1

tiui

∥∥∥, para todo ti ∈ R con 1 ≤ i ≤ q. (2.9)

Supongamos inicialmente que p es un número par; es decir, que p = 2n para cierto
n ∈ N. Dado N ∈ N tal que N ≥ n, consideraremos

αn =
∥∥∥ n∑
i=1

t2iei

∥∥∥ y α =
∥∥∥ N∑
i=1

t2iei

∥∥∥.
Tenemos entonces que

∥∥∥ p∑
i=1

tiui

∥∥∥ =
∥∥∥ 2n∑
i=1

tiui

∥∥∥ =
∥∥∥ n∑
i=1

t2i−1ei − F
( n∑
i=1

t2iei

)∥∥∥+
∥∥∥ n∑
i=1

t2iei

∥∥∥
=
∥∥∥ n∑
i=1

t2i−1ei −
n∑
i=1

t2i ϕ
(
− log

|t2i|
αn

)
ei

∥∥∥+ αn

=
∥∥∥ n∑
i=1

t2i−1ei −
n∑
i=1

t2i ϕ
(

logαn − log |t2i|
)
ei

∥∥∥+ αn

=
∥∥∥ n∑
i=1

t2i−1ei −
n∑
i=1

t2i

[
ϕ
(

logαn − log |t2i|
)

+ ϕ
(

logα− log |t2i|
)
− ϕ

(
logα− log |t2i|

)]
ei

∥∥∥+ αn

≤ C
∥∥∥ n∑
i=1

[
t2i−1 − t2i ϕ

(
logα− log |t2i|

)]
ei

∥∥∥
+ C

∥∥∥ n∑
i=1

t2i

[
ϕ
(

logαn − log |t2i|
)
− ϕ

(
logα− log |t2i|

)]
ei

∥∥∥+ αn

≤ C
∥∥∥ n∑
i=1

[
t2i−1 − t2i ϕ

(
logα− log |t2i|

)]
ei

∥∥∥+ CLϕ

∥∥∥ n∑
i=1

t2i| logα− logαn| ei
∥∥∥+ αn

= C
∥∥∥ N∑
i=1

[
t2i−1 − t2i ϕ

(
logα− log |t2i|

)]
ei

∥∥∥+ CLϕ log
α

αn

∥∥∥ n∑
i=1

t2i ei

∥∥∥+ αn

≤ C
∥∥∥ 2N∑
i=1

tiui

∥∥∥+ CLϕ log
α

αn

∥∥∥ n∑
i=1

t2iei

∥∥∥+ αn = C
∥∥∥ 2N∑
i=1

tiui

∥∥∥+ CLϕ log
( α
αn

)
αn + αn

= C
∥∥∥ 2N∑
i=1

tiui

∥∥∥+ CLϕ log
( α
αn

) αn
α
α + αn ≤ C

∥∥∥ 2N∑
i=1

tiui

∥∥∥+
CLϕ
e

α + αn
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≤ C
∥∥∥ 2N∑
i=1

tiui

∥∥∥+
CLϕ
e

α + α ≤
(
C +

CLϕ
e

+ 1
)∥∥∥ 2N∑

i=1

tiui

∥∥∥,
donde en la antepenúltima desigualdad hemos empleado que |t log t| ≤ e−1 para 0 < t < 1.

Supongamos ahora que p es un número impar, es decir, que p = 2n − 1 para cierto
n ∈ N. Empleando lo obtenido anteriormente, obtenemos ahora que

∥∥∥ p∑
i=1

tiui

∥∥∥ =
∥∥∥ 2n∑
i=1

tiui − t2nu2n

∥∥∥ ≤ C
(∥∥∥ 2n∑

i=1

tiui

∥∥∥+ |t2n|‖u2n‖
)

≤ C
(
C +

CLϕ
e

+ 1
)∥∥∥ 2N∑

i=1

tiui

∥∥∥+ C|t2n| ≤
(
C2 +

C2Lϕ
e

+ 2C
)∥∥∥ 2N∑

i=1

tiui

∥∥∥,
pues

|t2n| ≤
∥∥∥ N∑
i=1

t2iei

∥∥∥ ≤ ∥∥∥ N∑
i=1

t2iei

∥∥∥+
∥∥∥ N∑
i=1

t2i−1ei − F
( N∑
i=1

t2iei

)∥∥∥ =
∥∥∥ 2N∑
i=1

tiui

∥∥∥.
Además, puesto que para todo k ∈ N,

∥∥∥ 2k∑
i=1

tiui

∥∥∥ ≤ ∥∥∥ 2k+1∑
i=1

tiui

∥∥∥,
la desigualdad (2.9) es cierta tanto para q par como para q impar.
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Capítulo 3

Sumas torcidas de espacios `p

En este capítulo estudiamos con cierto detalle las sumas torcidas `p(ϕ) para 1 < p <∞,
espacios que ya fueron introducidas en el capítulo anterior.

En la primera sección, veremos que para cada 1 < p < ∞ la suma torcida `p(ϕ)
es isomorfa a cierto espacio de Banach. La demostración de dicho resultado �de gran
complejidad� emplea propiedades geométricas directamente relacionadas con la convexi-
dad de un espacio, las cuales no probaremos.

En la segunda sección identi�caremos el espacio dual de la suma torcida `p(ϕ) con la
suma torcida `q(ψ), siendo p y q exponentes conjugados y ψ cierta función lipschitziana.

En la tercera sección, estudiamos propiedades elementales de las sucesiones básicas del
espacio `p(ϕ); dichos resultados nos permitirán conocer la estructura de algunos subespa-
cios de `p(ϕ). Finalmente, cerramos este capítulo introduciendo los espacios Zp.

3.1. Sumas torcidas y convexidad

Anteriormente, ya probamos que `p(ϕ) es una suma torcida no trivial si ϕ es una
aplicación lispchitziana no acotada. En particular, `2(ϕ) es una suma torcida no trivial
de espacios de Hilbert; es decir, `2(ϕ) no es isomorfo a un espacio de Hilbert.

Además, en virtud del Teorema 1.5, sabemos que `2(ϕ) es un espacio quasi-Banach;
luego tiene sentido preguntarse si dicho espacio es, en realidad, un espacio de Banach.

En esta sección veremos que la suma torcida `p(ϕ), con 1 < p <∞, es isomorfa a un
espacio de Banach. Para ello, podemos proceder de dos formas distintas:

1.- El primer método consiste en invocar la B-convexidad (ver De�nición 3.4) de los
espacios `p y emplear luego que la suma torcida de dos espacios B-convexos es B-
convexa; es decir, que la B-convexidad es una propiedad de 3 espacios.

En tal caso, teniendo en cuenta que los espacios B-convexos son localmente con-
vexos (Proposición 3.7) y que la suma torcida `p(ϕ) es un espacio quasi-Banach,
deduciríamos que `p(ϕ) es isomorfo a un espacio Banach (Proposición 3.9).

Para probar que los espacios `p son B-convexos podemos proceder de diversas ma-
neras:

(i) empleando alguna de las condicione descrita en la Proposición 3.5;
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(ii) teniendo en cuenta que los espacios `p son uniformemente convexos para 1 <
p <∞ (ver [18, p. 430] o [4, p. 198]) y que todo espacio uniformemente convexo
es B-convexo [19, p. 55];

(iii) empleando una condición equivalente a laB-convexidad propuesta por G. Pisier
(ver [40] y [15, Capítulo 13]).

2.- El segundo enfoque se basa en el concepto de K-espacio (ver, por ejemplo, [25, 28]).

Dado un espacio de Banach X, estudiar las sumas torcidas que generan otros es-
pacios quasi-Banach con X equivale a estudiar las aplicaciones quasi-lineales de X
en otro quasi-Banach. El espacio de Banach �más pequeño� que podemos considerar
como codominio es K. Es por ello que es habitual referirse a las sumas torcidas Z
con

0 −→ R j−→ Z
q−→ X −→ 0

como extensiones (o sumas torcidas) �minimales� de X. Se dice que X es un K-
espacio si todas sus extensiones (o sumas torcidas) minimales son triviales.

Es conocido (ver [6, p. 379]) que la suma torcida de un espacio Banach con un
K-espacio es isomorfa a un espacio de Banach.

Por tanto, para demostrar que `p(ϕ) es isomorfo a un espacio de Banach, basta ver
que `p es un K-espacio, resultado que se puede consultar en [8], donde se invoca el
carácter super-re�exivo de los espacios `p para 1 < p <∞.

A continuación, explicaremos con más detalle el método 1.-(ii).

3.1.1. Coe�cientes an, bn, cn. B-convexidad

Para la redacción de este epígrafe hemos empleado las referencias [25] y [13].

Dado un espacio quasi-Banach X, las siguientes tres sucesiones de módulos de conve-
xidad aportan información cualitativa sobre las propiedades geométricas de X.

De�nición 3.1 (geometría en espacios quasi-Banach).
Para cada n ∈ N, de�nimos:

an = sup{‖x1 + · · ·+ xn‖ : ‖xi‖ ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n},

bn = sup
‖xi‖≤1

mı́n
εi=±1

∥∥∥ n∑
i=1

εixi

∥∥∥,
cn

2 = sup∑n
i=1 ‖xi‖2=1

1

n

1

2n

∑
εi=±1

∥∥∥ n∑
i=1

εixi

∥∥∥2

.

Nota 3.2. Conviene observar que si de�nimos

Promedio (x1, . . . , xn) =
1

2n

∑
εi±1

∥∥∥ n∑
i=1

εixi

∥∥∥2

,

entonces cn es el ín�mo de todas las constantes c para las que

Promedio (x1, . . . , xn) ≤ nc2

n∑
i=1

‖xi‖2, para cualesquiera x1, . . . , xn.
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La siguiente proposición muestra que la sucesión de coe�cientes (an)n∈N es submultipli-
cativa y permite caracterizar el carácter localmente convexo de un espacio quasi-Banach.
Las sucesiones (bn)n∈N y (cn)n∈N jugarán un importante papel a la hora de caracterizar el
carácter B-convexo (véase la De�nición 3.4 y la Proposición 3.5).

Proposición 3.3 (propiedades de an).

(a) amn ≤ aman para todo n,m ∈ N,

(b) X es localmente convexo si y sólo si supn∈N n
−1an <∞.

Demostración.
(a)

amn = sup{‖x1 + x2 + · · ·+ xmn‖ : ‖xi‖ ≤ 1, 1 ≤ i ≤ mn}
= sup{‖(x1 + · · ·+ xm) + · · ·+ (x(m−1)n+1 + · · ·+ xmn)‖ : ‖xi‖ ≤ 1, 1 ≤ i ≤ mn}
≤ sup{‖x1 + · · ·+ xm‖ : ‖xi‖ ≤ 1, 1 ≤ i ≤ m} sup{‖x1 + · · ·+ xn‖ : ‖xi‖ ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n}
= aman

(b)
Inicialmente, supongamos que X es un espacio quasi-Banach localmente convexo. Esto

es, supongamos que existe un entorno U ⊂ X convexo y acotado de 0 ∈ X; sea A =
supx∈U ‖x‖. En tal caso, para cada n ∈ N,

an = sup{‖x1 + x2 + · · ·+ xn‖ : ‖xi‖ ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n}

= sup{n
∥∥∥x1

n
+
x2

n
+ · · ·+ xn

n

∥∥∥ : ‖xi‖ ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n} ≤ nA;

es decir, supn∈N n
−1an < A.

Supongamos ahora que supn∈N n
−1an < ∞; esto es, existe C > 0 tal que an < nC

para todo n ∈ N. Probaremos que la envolvente convexa de B = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} ⊂ X
es un conjunto acotado. Para ello, dado n ∈ N, sean:

(i) ui ∈ B, para cada 1 ≤ i ≤ n;

(ii) αi > 0, con 1 ≤ i ≤ n, de modo que α1 + · · ·+ αn = 1;

(iii) λim = [mαi], para cada 1 ≤ i ≤ n y m ∈ N, donde [ · ] denota la función parte
entera.

En tal caso, para m ∈ N,∥∥∥ n∑
i=1

λimui

∥∥∥ = ‖λ1mu1 + · · ·+ λnmun‖ = ‖(u1 +
λ1m· · · + u1) + · · ·+ (un +

λnm· · · + un)‖

≤ aλ1m+···+λnm ≤ C(λ1m + · · ·+ λnm) = C

n∑
i=1

λim

= C

n∑
i=1

[mαi] ≤ C

n∑
i=1

mαi = Cm

n∑
i=1

αi = Cm.

Por tanto, si K > 0 es un módulo de concavidad de ‖·‖, entonces∥∥∥ n∑
i=1

αiui

∥∥∥ = ĺım
m→∞

∥∥∥ n∑
i=1

αiui −
n∑
i=1

λim
m
ui +

n∑
i=1

λim
m
ui

∥∥∥
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≤ K ĺım
m→∞

(∥∥∥ n∑
i=1

αiui −
n∑
i=1

λim
m
ui

∥∥∥+
∥∥∥ n∑
i=1

λim
m
ui

∥∥∥)
≤ K ĺım

m→∞

(∥∥∥ n∑
i=1

αiui −
n∑
i=1

λim
m
ui

∥∥∥+ C
)

= K(0 + C) = KC.

Así pues, hemos probado que la envolvente convexa de B es un conjunto acotado en
X; luego X es un espacio localmente convexo.

Introducimos ahora la de�nición de espacio B-convexo:

De�nición 3.4 (B-convexidad).
Se dice que X es B-convexo si existen δ > 0 y n ≥ 2 de modo que si xi ∈ X con ‖xi‖ ≤ 1,
para 1 ≤ i ≤ n, entonces ∥∥∥ 1

n

n∑
i=1

εixi

∥∥∥ ≤ (1− δ),

para cierta sucesión (εi)
n
i=1 ∈ {−1, 1}n.

El concepto de B-convexidad fue introducido por A. Beck [5] en 1962 para caracterizar
aquellos espacios de Banach X en los que se satisface un resultado análogo a la Ley de
los Grandes Números en X.

Posteriormente, los espacios B-convexos adquirieron una gran importancia; ello fue
debido, en parte, al resultado de G. Pisier que a�rma la equivalencia entre espacios B-
convexos y espacios K-convexos (para una descripción detallada de este hecho véase [15]
o [19]). Los espacios K-convexos fueron introducidos por rerey y Pisier en [35].

El siguiente resultado muestra la utilidad de las sucesiones (bn)n∈N y (cn)n∈N en rela-
ción con el concepto de B-convexidad. Su demostración puede consultarse en [40] o [15,
Capítulo 13].

Proposición 3.5 (caracterización de la B-convexidad).
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ĺımn→∞ n
−1 bn = 0;

(ii) supn≥2 n
−1 bn < 1;

(iii) ĺımn→∞ cn = 0.

Además, X satisface alguna de las condiciones anteriores si y sólo si X es B-convexo.

Los dos siguientes resultados muestran propiedades de la sucesión (bn)n∈N que serán
empleadas más adelante en la demostración del Teorema 3.8.

Proposición 3.6 (propiedades de bn).

(a) bmn ≤ bmbn para todo n,m ∈ N,;

(b) bn ≤ an.

Demostración.
(a)
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Si {xij : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} es un conjunto de n · m vectores de X tales que
‖xij‖ ≤ 1 para 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m, existen signos θij = ±1 tales que

∥∥∥ n∑
j=1

θijxij

∥∥∥ ≤ bn, para cada 1 ≤ i ≤ m.

Además, también existen signos ηi = ±1 de modo que∥∥∥ m∑
i=1

ηi
bn

n∑
j=1

θijxij

∥∥∥ ≤ bm, para cada 1 ≤ j ≤ n;

es decir, ∥∥∥ m∑
i=1

ηi

n∑
j=1

θijxij

∥∥∥ ≤ bnbm.

Por tanto, escogiendo εij = ηiθij, obtenemos que∥∥∥∑
i,j

εijxij

∥∥∥ ≤ bnbm,

de donde deducimos �nalmente que bmn ≤ bnbm.

(b)
Trivial.

Proposición 3.7 (B-convexo implica localmente convexo).
Si supn≥2 n

−1bn < 1, entonces supn∈N n
−1an <∞.

Demostración.
Puesto que (an)n∈N es creciente, basta probar que (2−ka2k)k∈N es una sucesión acotada

en (R, | · |). Por otra parte, dado que X es localmente acotado, la quasi-norma original
de X puede ser sustituida por una quasi-norma equivalente ‖·‖ : X −→ R tal que, para
cierto r ∈ (0, 1] ⊂ R,

‖x+ y‖r ≤ ‖x‖r + ‖y‖r, para todo x, y ∈ X.

Claramente, es su�ciente probar el resultado enunciado considerando (en la de�nición de
an y bn) esta nueva quasi-norma.

Sea {x1, x2, . . . , x2n} ⊂ X un conjunto formado por 2n vectores de X de modo que
‖xi‖ ≤ 1 para 1 ≤ i ≤ 2n. En tal caso, existen signos εi = ±1, con 1 ≤ i ≤ 2n, para los
que ∥∥∥ 2n∑

i=1

εixi

∥∥∥ ≤ b2n.

Sea A = {i : εi = 1} y B = {i : εi = −1}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que |A| ≤ n. Así pues, dado que

2n∑
i=1

xi = 2
∑
i∈A

xi −
2n∑
i=1

εixi
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tenemos entonces que ∥∥∥ 2n∑
i=1

xi

∥∥∥r =
∥∥∥2
∑
i∈A

xi −
2n∑
i=1

εixi

∥∥∥r
(‖·‖r es subaditiva) ≤ 2r

∥∥∥∑
i∈A

xi

∥∥∥r +
∥∥∥ 2n∑
i=1

εixi

∥∥∥r
(|A| ≤ n) ≤ 2ran

r + b2n
r

Por tanto, hemos probado que

a2n
r =

(
sup
‖xi‖≤1

∥∥∥ 2n∑
i=1

xi

∥∥∥)r ≤ 2ran
r + b2n

r,

de donde deducimos �nalmente que,

(2n)−rar2n ≤ n−rarn + (2n)−rbr2n, para todo n ∈ N.

En particular, (para �n = 2n�)(
2−(n+1)a2n+1

)r ≤ (2−na2n
)r

+
(
2−(n+1)b2n+1

)r
, para cada n ∈ N,

o equivalentemente, si αn = 2−na2n y βn = 2−nb2n ,

αn+1
r − αnr ≤ βn+1

r, para cada n ∈ N. (3.1)

Dado que �por hipótesis� supn≥2 n
−1bn < 1, tenemos luego que b2 < 2. Sea entonces

p > 1 tal que b2 ≤ 21/p. En tal caso, empleando la submultiplicidad de (bn)n∈N, obtenemos
que

b2k ≤ b2 · . . . · b2 ≤ 21/p · . . . · 21/p =
p√

2k, para cada k ∈ N. (3.2)

Dado ahora m ∈ N arbitrario, escojamos k ∈ N de modo que m ∈ [2k, 2k+1) ⊂ R. Así,
empleando que bn es creciente y (3.2), obtenemos que

bm ≤ b2k+1 ≤
p√

2k+1 =
p√

2
p√

2k ≤ 21/p p
√
m (3.3)

Por tanto, en virtud de (3.2) y (3.3),

bn ≤
p√

2n1/p, para todo n ∈ N,

de donde concluimos ahora que supn∈N n
−1/pbn <∞. En tal caso,

βn
r =

(
2−nb2n

)r
= 2nr/p2−nr

(
2−n/pb2n

)r ≤ 2nr(
1
p
−1) sup

n∈N
n−1/pbn, para cada n ∈ N,

y entonces
∞∑
n=1

βn
r <∞,

de donde �teniendo en cuenta (3.1)� deducimos �nalmente que (αn
r)n∈N es una sucesión

acotada en (R, |·|); luego,
sup
n∈N

n−1an <∞.
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En el siguiente resultado demostramos una importante desigualdad entre las sucesio-
nes (cn)n∈N(Y ), (cn)n∈N(X/Y ) y (cn)n∈N(X) (véase la ecuación (3.6)); empleando dicho
resultado seremos capaces de probar que la suma torcida de espacios B-convexos es un
espacio B-convexo.

Teorema 3.8 (la suma torcida de dos espacios B-convexos es B-convexa).
Si 0 −→ Y −→ X −→ X/Y −→ 0 es una sucesión exacta corta de espacios quasi Banach
tal que

ĺım
n→∞

cn(Y ) = 0 = ĺım
n→∞

cn(X/Y ),

entonces
ĺım
n→∞

cn(X) = 0.

Demostración.
Sea {xij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} un conjunto formando por nm vectores de X y θij,

con 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ n, las nm primeras funciones de Rademacher en el intervalo
[0, 1] ⊂ R, esto es, θij(t) = signo

(
sen(2kπt)

)
, para cada k = 1, . . . , nm y t ∈ [0, 1]. Tenemos

entonces que
1

2nm

∑
εij=±1

∥∥∥∑
i,j

εijxij

∥∥∥2

=

∫ 1

0

∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

θij(t)xij

∥∥∥2

dt.

[Escribiendo la suma de Riemann de la integral del segundo miembro asociada a la par-
tición uniforme del intervalo [0, 1] formada por 2mn subintervalos.]
Sean también, ϕi con 1 ≤ i ≤ m las m primeras funciones de Rademacher en el inter-
valo [0, 1] ⊂ R. Tenemos luego que [empleando la aditividad de la integral �interior� del
segundo miembro]∫ 1

0

∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

θij(t)xij

∥∥∥2

dt =

∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

ϕi(s)θij(t)xij

∥∥∥2

ds dt

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥ m∑
i=1

ϕi(s)ui(t)
∥∥∥2

ds dt =

∫ 1

0

A(t)2 dt,

donde, para cada 1 ≤ i ≤ m,

ui(t) =
n∑
j=1

θij(t)xij, t ∈ [0, 1] ⊂ R

y

A(t) =

(∫ 1

0

∥∥∥ m∑
i=1

ϕi(s)ui(t)
∥∥∥2

ds

) 1
2

, t ∈ [0, 1] ⊂ R.

Por tanto, hemos probado que

1

2nm

∑
εij=±1

∥∥∥∑
i,j

εijxij

∥∥∥2

=

∫ 1

0

A(t)2dt.

Dado que ui : [0, 1] ⊂ R −→ X es una función simple (esto es, alcanza una cantidad
�nita de valores en X) es posible escoger una función simple vi : [0, 1] ⊂ R −→ Y tal que

‖ui(t) + vi(t)‖X ≤ 2 ‖π(ui(t))‖X/Y , (3.4)
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con ‖π(ui(t))‖X/Y = ı́nf{‖ui(t)− y‖X : y ∈ Y }. Así pues,

‖vi(t)‖ = ‖vi(t) + ui(t)− ui(t)‖ ≤ k(‖vi(t) + ui(t)‖+ ‖ui(t)‖)
(3.4) ≤ k(2 ‖π(ui(t))‖+ ‖ui(t)‖) ≤ 3k‖ui(t)‖. (3.5)

Por otra parte,∥∥∥ m∑
i=1

ϕi(s)ui(t)
∥∥∥ ≤ k

[∥∥∥ m∑
i=1

ϕi(s)
(
ui(t) + vi(t)

)∥∥∥+
∥∥∥ m∑
i=1

ϕi(s)vi(t)
∥∥∥],

y entonces, aplicando la desigualdad de Minkowski,

A(t) =

(∫ 1

0

∥∥∥ m∑
i=1

ϕi(s)ui(t)
∥∥∥2

ds

) 1
2

(Minkowski) ≤ k

[ ∫ 1

0

∥∥∥ m∑
i=1

ϕi(s)
(
ui(t) + vi(t)

)∥∥∥2

ds

] 1
2

+ k

[ ∫ 1

0

∥∥∥ m∑
i=1

ϕi(s)vi(t)
∥∥∥2

ds

] 1
2

(Riemann) = k

[
1

2m

∑
εi=±1

∥∥∥ m∑
i=1

εi
(
ui(t) + vi(t)

)∥∥∥2
] 1

2

+ k

[
1

2m

∑
εi±1

∥∥∥ m∑
i=1

εivi(t)
∥∥∥2
] 1

2

(Def. cn) ≤ k

[
mcm(X)2

m∑
i=1

∥∥∥ui(t) + vi(t)
∥∥∥2
] 1

2

+ k

[
mcm(Y )2

m∑
i=1

‖vi(t)‖2

] 1
2

((3.4) y (3.5)) ≤ k
√
mcm(X) 2

( m∑
i=1

‖π(ui(t))‖2
) 1

2
+ k
√
mcm(Y ) 3k

( m∑
i=1

‖ui(t)‖2
) 1

2
.

Por tanto, empleando nuevamente la desigualdad de Minkowski, obtenemos que(∫ 1

0

A(t)2 dt

) 1
2

≤ k
√
m

[
2 cm(X)

( m∑
i=1

∫ 1

0

‖π(ui(t))‖2

) 1
2

+ 3 cm(Y ) k

( m∑
i=1

∫ 1

0

‖ui(t)‖2

) 1
2
]

= k
√
m

[
2 cm(X)

( m∑
i=1

∫ 1

0

∥∥∥ n∑
j=1

θij(t)π(xij)
∥∥∥2
) 1

2

+ 3 cm(Y ) k

( m∑
i=1

∫ 1

0

∥∥∥ n∑
j=1

θij(t)xij

∥∥∥2
) 1

2
]

= k
√
m

[
2 cm(X)

( m∑
i=1

1

2n

∑
εj±1

∥∥∥ n∑
j=1

εjπ(xij)
∥∥∥2
) 1

2

+ 3 cm(Y ) k

( m∑
i=1

1

2n

∑
εj±1

∥∥∥ n∑
j=1

εjxij

∥∥∥2
) 1

2
]

≤ k
√
m

[
2 cm(X)

( m∑
i=1

cn(X/Y )2 n
n∑
j=1

‖π(xij)‖2

) 1
2

+ 3 cm(Y ) k

( m∑
i=1

cn(X)2 n

n∑
j=1

‖xij‖2

) 1
2
]

≤ k
√
mn

[
2 cm(X) cn(X/Y )

( m∑
i=1

n∑
j=1

‖xij‖2

) 1
2

+ 3kcm(Y ) cn(X)

( m∑
i=1

n∑
j=1

‖xij‖2

) 1
2
]
.

Así pues, para {xij : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} ⊂ X tal que

m∑
i=1

n∑
j=1

‖xij‖2 = 1,

tenemos que

1

2nm

∑
εij=±1

∥∥∥∑
i,j

εijxij

∥∥∥2

≤ k2mn
[
2cm(X)cn(X/Y ) + 3kcm(Y )cn(X)

]2

;
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es decir,

cnm(X) ≤ k
[
2cm(X)cn(X/Y ) + 3kcm(Y )cn(X)

]
.

En particular, para n = m,

cm2(X) ≤
(
2k cm(X/Y ) + 3k2cm(Y )

)
cm(X). (3.6)

Por tanto, dado que
ĺım
m→∞

2kcm(X/Y ) + 3k2cm(Y ) = 0,

concluimos que
cm(X) = α < 1, para cierto m >> 1.

[sea λm = 2kcm(X/Y ) + 3k2cm(Y ); luego λm < 1/2 para m >> 1 y entonces cm2 ≤ cm/2,
cm4 ≤ cm2/2 ≤ cm/4, cm8 ≤ cm4/2 ≤ cm/8,. . . ]
En tal caso, para {xi : 1 ≤ i ≤ m} ⊂ X con ‖xi‖ ≤ 1 para todo 1 ≤ i ≤ m, tenemos
�empleando que cm ≤ α� que

1

m2m

∑
εi=±1

∥∥∥ m∑
i=1

εixi

∥∥∥2

≤ α2

m∑
i=1

‖xi‖2 ≤ α2m,

o equivalentemente
1

2m

∑
εi±1

∥∥∥ m∑
i=1

εixi

∥∥∥2

≤ α2m2;

luego existen signos εi = ±1, con 1 ≤ i ≤ m, para los que∥∥∥ m∑
i=1

εixi

∥∥∥2

≤ α2m2,

y entonces bm(X) ≤ αm < m. Por tanto, aplicando un razonamiento como el de la prueba
de la Proposición 3.7 concluimos que

ĺım
m→∞

m−1bm(X) = 0.

Hasta ahora, hemos probado que la suma torcida X de espacios B-convexos es local-
mente convexa (en virtud del Teorema 3.8 y la Proposición 3.7). Por otra parte, en virtud
del Teorema 1.5, toda suma torcida de espacios de Banach es un espacio quasi-Banach.
Estos resultados garantizan la existencia de un entorno acotado y convexo de 0 ∈ X.

Por tanto, para concluir que la suma torcida `p(ϕ) es isomorfa a un espacio de Banach,
basta probar que el espacio de sucesiones `p, con 1 < p <∞, es B-convexo (Proposición
3.12 siguiente) e invocar luego el siguiente resultado (cuya demostración puede consultarse
en [45, p. 30]).

Proposición 3.9. Un espacio quasi-Banach localmente convexo es isomorfo a un espacio
de Banach.

Centrémonos entonces en demostrar que `p, con 1 < p <∞, es un espacio B-convexo.
Emplearemos para ello el siguiente concepto.

De�nición 3.10. [19, p. 36] Un espacio de Banach X se dice uniformemente convexo si
para todo ε > 0 existe algún δ > 0 tal que para x, y ∈ BX se tiene que∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ > 1− δ implica que ‖x− y‖ < ε. (3.7)
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Nota 3.11 (Sobre la De�nición 3.10).
La de�nición usual de espacio uniformemente convexo (ver, por ejemplo, [18, 1, 34]) tan

sólo requiere la condición (3.7) para vectores unitarios. No obstante, puede demostrarse
(ver [34, p. 60]) que esta última condición implica la convexidad uniforme en el sentido
de la De�nición 3.10 anterior, que será su�ciente para nuestros propósitos.

El siguiente resultado puede consultarse en [19].

Proposición 3.12.

Todo espacio uniformemente convexo es B-convexo.

Demostración.
Supongamos que X es uniformemente convexo. En tal caso, existe δ(1) > 0 de modo

que si x, y ∈ BX son tales que ‖x− y‖ > 1, entonces ‖x+ y‖ < 2(1− δ(1)).
Veremos queX esB-convexo (ver De�nición 3.4 anterior) con n = 2 y δ = mı́n{1

2
, δ(1)}.

Dados x1, x2 ∈ BX , distinguimos dos casos:

(1) si ‖x1 − x2‖ ≤ 1 entonces tenemos que

‖x1 − x2‖ ≤ 1 = 2(1− 1

2
) ≤ 2(1− δ);

(2) si ‖x1 − x2‖ > 1 entonces se sigue que

‖x1 + x2‖ ≤ 2(1− δ(1)) ≤ 2(1− δ).

En general, para vectores x1, x2 ∈ X �reescalando tales vectores de ser necesario�
existe un signo ε ∈ {−1, 1} de modo que

1

2
‖x1 + εx2‖ ≤ (1− δ) máx

i=1,2
‖xi‖.

.

Es conocido que los espacios `p, con 1 < p <∞, son uniformemente convexos (ver [18]
o [4]); luego, en virtud de la Proposición 3.12, dichos espacios son B-convexos. Así pues,
concluimos �nalmente que:

Corolario 3.13.

Para 1 < p <∞, la suma torcida `p(ϕ) es isomorfa a un espacio de Banach.

3.2. El espacio dual de `p(ϕ)

Centramos ahora nuestro interés en el estudio del espacio dual de la suma torcida
`p(ϕ), con 1 < p <∞, introducida en el epígrafe 2.3 anterior.

Dado que para 1 < p <∞, el espacio `p(ϕ) es un espacio de Banach, su dual también
será un espacio de Banach. Además, puesto que tomar duales en espacios de Banach es
exacto �Lema 3.14�, el dual de la suma torcida `p(ϕ) será también una suma torcida de
espacios de Banach. Más exactamente, tendremos que `p(ϕ)∗ = `q(ψ), con p y q exponentes
conjugados, para cierta función ψ ∈ £ que lograremos identi�car en el Teorema 3.15.
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Lema 3.14 (el functor dualidad es exacto).
Si

0 −→ X −→ Z −→ Y −→ 0

es una sucesión exacta de espacios de Banach, entonces

0 −→ Y ∗ −→ Z∗ −→ X∗ −→ 0

también es una sucesión exacta de espacios de Banach.

Demostración. (Ver [13, Lemma 2.2.d])
Denotaremos por i y q las correspondientes inclusión y aplicación cociente. Ya que la

aplicación q es sobreyectiva, q∗ es inyectiva. En efecto, pues

ker(q∗) = {f ∈ Y ∗ : q∗(f) = 0} = {f ∈ Y ∗ : f(q(z)) = 0, para todo z ∈ Z}
= {f ∈ Y ∗ : f(x) = 0, para todo x ∈ Y } = 0.

Ahora, ya que i∗ es la restricción de los funcionales de Z a X, en virtud del Teorema
de Hahn-Banach, i∗ es sobreyectiva.

Finalmente, para ver que la sucesión es exacta basta tener en cuenta que si

X⊥ = {f ∈ Z∗ : f(x) = 0, para todo x ∈ X} = {f ∈ Z∗ : i∗(f) = 0} = ker(i∗),

entonces
ker(i∗) = X⊥ = (Z/ker q)∗ = Y ∗ = (Im q)∗ = Im q∗.

Teorema 3.15 (espacio dual de la suma torcida `p(ϕ)).
Para 1 < p <∞ y ϕ ∈ £, el espacio dual `p(ϕ)∗ es equivalente al espacio `q(ψ) si

1

p
+

1

q
= 1 y ψ(t) = −ϕ

( t

p− 1

)
, para cada t ≥ 0.

Demostración.
En virtud del Lema 3.14 anterior, sabemos que `p(ϕ)∗ es una suma torcida de `q y

`q, siendo q el exponente conjugado de p. Es decir, sabemos que existe una aplicación
quasi-lineal G : `q −→ `q tal que `p(ϕ)∗ = `q ⊕G `q. Además, la dualidad viene dada por

〈(x, y), (w, z)〉 = 〈y, w〉+ 〈x, z〉, para x, y ∈ `p y w, z ∈ `q.

Sea H : `q −→ `q la aplicación quasi-lineal obtenida a partir de la función lipschitziana
ψ indicada en el enunciado y R∞q el espacio vectorial normado (R∞, ‖·‖q). Consideremos
ahora la aplicación T : R∞q ⊕H R∞q −→ `p(ϕ)∗ de�nida, para cada (w, z) ∈ R∞q ⊕H R∞q ,
como

T (w, z) (x, y) = 〈y, w〉+ 〈x, z〉, para cada (x, y) ∈ `p(ϕ).

Las desigualdades que probaremos a continuación, muestran que T (w, z) es un fun-
cional lineal y acotado en `p(ϕ) �esto es, que T está bien de�nido� y que T ∈ B(`q ⊕H
`q, `p(ϕ)∗).

Puesto que

〈y, w〉+ 〈x, z〉 = 〈y, w −H(z) +H(z)〉+ 〈x− F (y) + F (y), z〉
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= 〈y, w −H(z)〉+ 〈y,H(z)〉+ 〈x− F (y), z〉+ 〈F (y), z〉,

tenemos entonces que

|〈y, w〉+ 〈x, z〉| ≤ |〈F (y), z〉+ 〈y,H(z)〉|+ |〈x− F (y), z〉+ 〈y, w −H(z)〉|. (3.8)

A continuación, acotaremos cada uno de los sumandos de la desigualdad anterior. El si-
guiente resultado auxiliar jugará un papel clave a la hora de obtener dichas desigualdades.

Lema 3.16 (auxiliar para el Teorema 3.15).
Si 1 < p <∞ y xi, yi ∈ R para 1 ≤ i ≤ n, entonces∣∣∣ n∑

i=1

xiyi log
|xi|
|yi|p−1

∣∣∣ ≤ (p− 1)‖x‖qq + ‖y‖pp

e
.

Para el primer sumando de (3.8), empleando el Lema 3.16 anterior, obtenemos que

|〈F (y), z〉+ 〈y,H(z)〉| =
∣∣∣ n∑
i=1

yiziϕ
(

log
‖y‖
|yi|

)
+

n∑
i=1

yiziψ
(

log
‖z‖
|zi|

)∣∣∣
=
∣∣∣ n∑
i=1

yiziϕ
(

log
‖y‖
|yi|

)
−

n∑
i=1

yiziϕ
(

log
(‖z‖
|zi|

) 1
p−1
)∣∣∣

=
∣∣∣ n∑
i=1

yizi

[
ϕ
(

log
‖y‖
|yi|

)
− ϕ

(
log
(‖z‖
|zi|

) 1
p−1
)]∣∣∣

≤ Lϕ

n∑
i=1

|yizi|
∣∣∣ log

[‖y‖
|yi|

( |zi|
‖z‖

) 1
p−1
]∣∣∣

=
Lϕ
p− 1

n∑
i=1

|yizi|
∣∣∣ log

[(‖y‖
|yi|

)p−1 |zi|
‖z‖

]∣∣∣
(
z∗i = |zi| sgn log

‖y‖p−1|zi|
|yi|p−1‖z‖

)
=

Lϕ
p− 1

n∑
i=1

|yi|z∗i log
[(‖y‖
|yi|

)p−1 |zi|
‖z‖

]
(
ui =

|yi|
‖y‖

, vi =
z∗i
‖z‖

)
=

Lϕ
p− 1

n∑
i=1

‖y‖ui ‖z‖vi log(ui
1−p|vi|)

=
Lϕ‖y‖‖z‖
p− 1

n∑
i=1

uivi log
( |vi|
uip−1

)
≤ Lϕ‖y‖‖z‖

p− 1

∣∣∣ n∑
i=1

uivi log
( |vi|
uip−1

)∣∣∣
(Lema 3.16) ≤ Lϕ‖y‖‖z‖

p− 1

(p− 1)‖u‖pp + ‖v‖qq

e
=
Lϕp‖y‖‖z‖
e(p− 1)

. (3.9)

Por otra parte, para el segundo sumando de (3.8),

|(y, w −H(z)) + (x− F (y), z)| ≤ |(y, w −H(z))|+ |(x− F (y), z)|
≤ ‖y‖‖w −H(z)‖+ ‖x− F (y)‖‖z‖ (3.10)

Por tanto, aunando (3.9) y (3.10) y considerando K = máx
{
Lϕp/(pe− e), 1

}
,

|T (w, z) (x, y)| = |〈y, w〉+ 〈x, z〉| ≤ (‖x− F (y)‖‖z‖+K‖y‖‖z‖+ ‖y‖‖w −H(z)‖)
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≤ K(‖x− F (y)‖+ ‖y‖)(‖w −H(z)‖+ ‖z‖)
≤ K‖(x, y)‖R∞p ⊕FR∞p ‖(w, z)‖`p(ψ). (3.11)

Así pues, en virtud de (3.11), T (w, z) es un funcional continuo en R∞p ⊕F R∞p ; es decir,
T (w, z) es un elemento de `p(ϕ)∗ y además �nuevamente en virtud de (3.11)� T es un
operador lineal y acotado de R∞q ⊕H R∞q en `p(ϕ)∗.

Además, es fácil probar que T induce una equivalencia entre las sumas torcidas `q⊕H `q
y `p(ϕ)∗ al hacer conmutativo el diagrama

0 R∞q R∞q ⊕H R∞q R∞q 0

0 R∞q `p(ϕ)∗ R∞q 0

T

En efecto, pues cuando consideremos las complecciones de los espacios que aparecen en
el diagrama anterior, la equivalencia entre sumas torcidas sigue siendo válida y queda
entonces probado el resultado enunciado.

Demostración del Lema 3.16.
Sea J el conjunto de índices de {1, 2, . . . , n} para los que |xi| ≤ |yi|p−1 y sea K el

conjunto formado por los índices restantes. Tenemos entonces que,∣∣∣∑
i∈J

xiyi log
( |xi|
|yi|p−1

)∣∣∣ =
∣∣∣∑
i∈J

xi
|yi|p−1

log
( |xi|
|yi|p−1

)
yi|yi|p−1

∣∣∣
≤
∑
i∈J

∣∣∣ xi
|yi|p−1

log
|xi|
|yi|p−1

∣∣∣|yi|p ≤ 1

e

∑
i∈J

|yi|p ≤
‖y‖pp

e
; (3.12)

y, por otra parte,∣∣∣∑
i∈K

xiyi log
|xi|
|yi|p−1

∣∣∣ =
∣∣∣∑
i∈K

yi
|xi|q−1

log
( |xi|
|yi|p−1

)
xi|xi|q−1

∣∣∣
=
∣∣∣∑
i∈K

yi
|xi|q−1

log
( |yi|
|xi|q−1

)p−1

xi|xi|q−1
∣∣∣ = (p− 1)

∣∣∣∑
i∈K

yi
|xi|q−1

log
( |yi|
|xi|q−1

)
xi|xi|q−1

∣∣∣
≤ (p− 1)

∑
i∈K

∣∣∣ yi
|xi|q−1

log
|yi|
|xi|q−1

∣∣∣|xi|q ≤ p− 1

e

∑
i∈K

|xi|q ≤
p− 1

e
‖x‖qq, (3.13)

donde en ambos casos hemos empleado que |t log |t|| ≤ e−1 para |t| ≤ 1.
La desigualdad enunciada se sigue ahora teniendo en cuenta (3.12) y (3.13).

43



3.3. Sucesiones básicas en `p(ϕ)

Con el objetivo de conocer más propiedades sobre la estructura de los espacios `p(ϕ),
centramos ahora nuestra atención en el estudio de sucesiones básicas. Tal modo de pro-
ceder nos permitirá deducir propiedades importantes sobre los �subespacios notables� de
`p(ϕ), que serán esencialmente el propio `p(ϕ), `p y ciertos espacios de Orlicz.

En lo que sigue, consideraremos funciones ϕ ∈ £ derivables. En tal caso, la función
quasi-aditiva asociada, que recordemos viene dada por

f(t) = tϕ(− log t), para cada t > 0,

satisface que f ′(t) = ϕ(− log t) − ϕ′(− log t) para t > 0. Por tanto, si ϕ es una función
no acotada, al ser ϕ′ una función acotada (por ϕ ser lipschitziana), |f | es una función
creciente en un entorno de 0 ∈ R.

En tal caso, para la función de Orlicz dada por

M(t) = |f(t)|p, para cada t > 0,

se satisface que

ĺım sup
t→0

tM ′(t)

M(t)
= ĺım sup

t→0

p tpϕ(− log t)p−1
(
ϕ(− log t)− ϕ′(− log t)

)
tpϕ(− log t)p

= ĺım sup
t→0

p
ϕ(− log t)− ϕ′(− log t)

ϕ(− log t)
= p <∞.

Por tanto, la función de Orlicz M satisface las hipótesis del Teorema B.33 y entonces

`M = hM y x = (xn)n ∈ N ∈ `M ⇐⇒
∞∑
n=1

M(|xn|) =
∞∑
n=1

|f(xn)|p <∞.

Así, emplearemos la notación `f, p para referirnos al espacio de Orlicz de sucesiones `M .

En el primer resultado de este epígrafe, mostraremos un ejemplo fundamental de suce-
sión básica normalizada en `p(ϕ). Dicho resultado, puede pensarse como auxiliar para el
Teorema 3.18, donde hablaremos de sucesiones básicas normalizadas arbitrarias de `p(ϕ).

Sea entonces en lo que sigue ϕ ∈ £ una función no acotada y derivable.

Lema 3.17 (auxiliar para el Teorema 3.18: sucesiones básicas en `p(ϕ)).
Si (vn)n∈N es una sucesión básica bloque normalizada en `p y

wn = (F (vn), vn), para cada n ∈ N,

entonces:

(a) (wn)n∈N es una sucesión básica en `p(ϕ);

(b) si ĺımt→∞ ϕ
′(t) = 0 monótonamente, existe (wnk

)k∈N equivalente a la base usual de
`p o `f,p;

(c) si ϕ(t) = ct, con c 6= 0, (wn)n∈N es equivalente a la base usual de `f,p.
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Demostración.
(a)

Por ser (vn)n∈N una sucesión bloque normalizada en `p, existe una sucesión (ln)n∈N ⊂ N
estrictamente creciente tal que

vn =
ln∑

k=ln−1+1

vnkek, para cada n ∈ N.

Así pues,

wn =
(
F (vn), vn

)
=
( ln∑
k=ln−1+1

vnkϕ(− log |vnk|)ek,
ln∑

k=ln−1+1

vnkek

)

=
ln∑

k=ln−1+1

vnkϕ(− log |vnk|) (ek, 0) +
ln∑

k=ln−1+1

vnk (0, ek), para cada n ∈ N.

Por tanto, (wn)n∈N es sucesión básica bloque respecto de la base de Schauder (un)n∈N
obtenida en el Teorema 2.11 anterior y así, en particular (ver Lema B.16), (wn)n∈N es una
sucesión básica en `p(ϕ).

(b)
Supongamos que la serie

∑∞
n=1 tnwn converge en `p(ϕ) �es decir, que

∑∞
n=1(tnF (vn), tnvn)

converge en `p(ϕ)�. En tal caso,
∑∞

n=1 tnvn converge en `p, luego
∑∞

n=1 |tn|p < ∞ y
deducimos entonces �en virtud del Teorema de Riesz (convergencia absoluta implica
convergencia)� que

∑∞
n=1 tnen converge en `p.

A continuación, obtendremos un importante resultado auxiliar que será fundamental a
la hora de obtener la prueba del resultado enunciado. Supongamos que

∑∞
n=1 tnen converge

en `p; es decir, que
∑∞

n=1 |tn|p <∞. En tal caso, emplearemos la siguiente notación:

σ =
( ∞∑
n=1

|tn|p
)1/p

y σN =
( N∑
n=1

|tn|p
)1/p

, para cada N ∈ N.

Tenemos entonces que, al ser (vn)n∈N una sucesión bloque normalizada,∥∥∥ N∑
n=1

tnwn

∥∥∥ =
∥∥∥( N∑

n=1

tnF (vn),
N∑
n=1

tnvn

)∥∥∥ =
∥∥∥ N∑
n=1

tnF (vn)− F
( N∑
n=1

tnvn

)∥∥∥+
∥∥∥ N∑
n=1

tnvn

∥∥∥
=
∥∥∥ N∑
n=1

tnF (vn)− F
( N∑
n=1

tnvn

)∥∥∥+
( N∑
n=1

|tn|p
)1/p

=
∥∥∥ N∑
n=1

tnF (vn)− F
( N∑
n=1

tnvn

)∥∥∥+ σN

=
( N∑
n=1

ln∑
k=ln−1+1

|tn|p|vnk|p
∣∣∣− ϕ( log

1

|vnk|

)
+ ϕ

(
log

σN
|tnvnk|

)∣∣∣p)1/p

+ σN .

Así pues, dado que ϕ es una función lipschitziana �luego continua� y ĺımN→+∞ σN = σ,
en caso de existir ĺımN→+∞ ‖

∑N
n=1 tnwn‖, éste debe ser igual a( ∞∑

n=1

ln∑
k=ln−1+1

|tn|p|vnk|p
∣∣∣ϕ( log

1

|vnk|

)
− ϕ

(
log

σ

|tnvnk|

)∣∣∣p)1/p

+ σ. (3.14)
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Por tanto, dado que `p(ϕ) es un espacio de Banach re�exivo y (wn)n∈N es una sucesión
básica de `p(ϕ), (wn)n∈N es acotadamente completa (ver Teorema B.28) y entonces: si∑∞

n=1 tnen converge en `p, la convergencia de
∑∞

n=1 tnwn en `p(ϕ) equivale a la �nitud de
(3.14).

Probemos ahora que la convergencia de
∑∞

n=1 tnen en `f,p implica la convergencia de∑∞
n=1 tnwn en `p(ϕ). Para ello, observemos inicialmente que

|tn| ≤ |tn|
∣∣∣ϕ( log

σ

|tn|

)∣∣∣, si n >> 1,

pues σ/|tn| → ∞ y ϕ es una función no acotada. Por tanto, la convergencia de
∑∞

n=1 tnen
en `f,p implica la convergencia de

∑∞
n=1 tnen en `p.

Por otra parte, la condición ĺımt→+∞ ϕ
′(t) = 0 monótonamente nos permite a�rmar

que ∣∣∣ϕ( log
σ

|tnvnk|

)
− ϕ

(
log

1

|vnk|

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣ϕ( log
σ

|tn|

)
− ϕ(0)

∣∣∣ = ϕ
(

log
σ

|tn|

)
.

Además, dado que ‖vn‖ = 1 para todo n ∈ N, debe ser |vnk| ∈ [0, 1] para todo n, k ∈ N.
Por tanto,

(3.14) ≤
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tn|

)∣∣∣p)1/p

+σ =
( ∞∑
n=1

|f(tn)|p
)1/p

+σ =
∥∥∥ ∞∑
n=1

tnen

∥∥∥
`f,p

+σ <∞,

o equivalentemente,
∑∞

n=1 tnwn es convergente en `p(ϕ).

Sea ahora,
an = máx{|vnk| : ln−1 + 1 ≤ k ≤ ln}, n ∈ N.

Distinguiremos dos casos:

(i) Si ı́nfn∈N an = ε > 0, probaremos que la convergencia de
∑∞

n=1 tnwn en `p(ϕ) implica
la convergencia de

∑∞
n=1 tnen en `f,p. Para ello, basta probar que la �nitud de (3.14)

implica la �nitud de la serie
∑∞

n=1 |f(tn)|p.
No obstante, empleando la desigualdad de Minkowski,( ∞∑

n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tn|

)∣∣∣p)1/p

≤

(Minkowski) ≤
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tnε|

)
− ϕ

(1

ε

)∣∣∣p)1/p

+
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ(1

ε

)∣∣∣p)1/p

+
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tn|

)
− ϕ

(
log

σ

|tnε|

)∣∣∣p)1/p

(Lipschitz) ≤
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tnε|

)
− ϕ

(1

ε

)∣∣∣p)1/p

+ σ|ϕ(ε−1)|+ σLϕ| log ε|

(3.15)

y entonces

∞ > (3.14) = σ +
( ∞∑
n=1

ln∑
k=ln−1+1

|tn|p|vnk|
∣∣∣ϕ( log

σ

|tnvnk|

)
− ϕ

(
log

1

|vnk|

)∣∣∣p)1/p
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(ϕ′(t)→ 0 monót.) ≥ σ + ε
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tnε|

)
− ϕ

(1

ε

)∣∣∣p)1/p

((3.15)) ≥ σ + ε
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tn|

)∣∣∣p)1/p

− σε|ϕ(log ε−1)| − σεLϕ| log ε|

= σ + ε
( ∞∑
n=1

|f(tn)|p
)1/p

− σε|ϕ(log ε−1)| − σεLϕ| log ε|.

(ii) Si ı́nfn∈N an = 0, probaremos que existe una subsucesión (wnk
)k∈N tal que la con-

vergencia de
∑

n=1 tkek en `p implica la convergencia de
∑∞

n=1 tkwnk
en `p(ϕ). Para

ello, basta probar la �nitud de (3.14).

Observemos ahora que para cada k ∈ N, existe nk ∈ N de modo que si t ≥ log ank

−1,
entonces |ϕ′(t)| ≤ 2−k. Por simplicidad en la notación, supongamos que (ank

)k∈N =
(an)n∈N. Así pues,∣∣∣ϕ( log

σ

|tnvnk|

)
− ϕ

(
log

1

|vnk|

)∣∣∣ ≤ 2−n
(

log
σ

|tnvnk|
− log

1

|vnk|

)
= 2−n log

σ

|tn|
(3.16)

y entonces

(3.14) = σ +
( ∞∑
n=1

ln∑
k=ln−1+1

|tn|p|vnk|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tnvnk|

)
− ϕ

(
log

1

|vnk|

)∣∣∣p)1/p

(vnk ≤ 1) ≤ σ +
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ϕ( log

σ

|tnvnk|

)
− ϕ

(
log

1

|vnk|

)∣∣∣p)1/p

((3.16)) ≤ σ +
( ∞∑
n=1

|tn|p2−np
∣∣∣ log

σ

|tn|

∣∣∣p)1/p

≤ σ +
( ∞∑
n=1

2−np
∣∣∣σ
e

∣∣∣p)1/p

= σ +
σ

e

( ∞∑
n=1

2−np
)1/p

<∞,

donde en la última desigualdad hemos empleado que |t log(σ/t)| ≤ σe−1 si 0 ≤ t ≤ σ.

(c)

En este caso, la función quasi-aditiva correspondiente viene dada por f(t) = c t log(1/|t|)
para cada t > 0. Por tanto,

(3.14) =
( ∞∑
n=1

ln∑
k=ln−1+1

|tn|p|vnk|p
∣∣∣ϕ( log

1

|vnk|

)
− ϕ

(
log

σ

|tnvnk|

)∣∣∣p)1/p

+ σ

= |c|
( ∞∑
n=1

|tn|p|vnk|p
∣∣∣ log

σ

|tn|

∣∣∣p)1/p

+ σ

≤ |c|
( ∞∑
n=1

|tn|p
∣∣∣ log

σ

|tn|

∣∣∣p)1/p

+ σ = |c|
( ∞∑
n=1

|f(tn)|p
)1/p

+ σ.

Así pues, teniendo en cuenta el apartado anterior, (wn)n∈N es equivalente a la base usual
de `f,p.
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Empleando el Lema 3.17 anterior, lograremos probar el siguiente importante resultado.

Teorema 3.18 (sucesiones básicas en `p(ϕ)).
Si ϕ ∈ £ es una función que satisface alguna de las siguientes condiciones:

(a) ĺım
t→+∞

ϕ′(t) = 0 monótonamente,

(b) ϕ(t) = ct con c 6= 0;

entonces toda sucesión básica normalizada de `p(ϕ) admite una subsucesión equivalente
bien a la base usual de `p o bien a la base usual `f,p.

Demostración.
Sea wn = (un, vn) una sucesión básica normalizada arbitraria en `p(ϕ). Distinguiremos

dos casos: vn → 0 y vn 6→ 0.

(i) ‖vn‖ → 0.

Bajo tal condición,

‖(un, vn)− (un − F (vn), 0)‖ = ‖(F (vn), vn)‖ = ‖0‖+ ‖vn‖ → 0.

En tal caso, existe una sucesión estrictamente creciente (nk)k∈N ⊂ N tal que

∞∑
k=1

‖(unk
, vnk

)− (unk
− F (vnk

), 0)‖ < 1

2K
, con K = bc (wn)n∈N.

Así pues, en virtud del Teorema B.13 (Krein-Milman-Rutman), (unk
− F (vnk

))k∈N es
una sucesión básica de `p (pues (un − F (vn), 0) ∈ j(`p) para cada n ∈ N) equivalente
a (wnk

)k∈N.

Además, dado que ‖(un, vn)‖ = 1 para todo n ∈ N implica ‖un−F (vn)‖ = 1−‖vn‖ →
1, concluimos que (wnk

)k∈N es equivalente a una sucesión básica normalizada de `p. En
tal caso, en virtud de la Proposición B.29, (wnk

)k∈N es equivalente a la base canónica
de `p.

(ii) ‖vn‖ 6→ 0

Supongamos, sin pérdida alguna de generalidad, que ı́nfn∈N ‖vn‖ = ε > 0.

Por ser `p(ϕ) un espacio de Banach re�exivo, (wn)n∈N es contractiva �véase Teorema
B.28 (James)� y entonces, teniendo en cuenta la caracterización del espacio `p(ϕ)∗

obtenida en el Teorema 3.15 y la caracterización de bases contractivas vista en la
Proposición B.24, concluimos que vn → 0 débilmente en `p(ϕ) (si Y = span {wn : n ∈
N} ⊂ `p(ϕ) entonces `p(ϕ)∗ = `q(ψ) ⊂ Y ∗ = span {wn∗ : n ∈ N}).
Por tanto, en virtud del Teorema B.18 (Bessaga-Peªczy«ski), existe una subsucesión
(vnk

)k∈N �supongamos por comodidad (vnk
)k∈N = (vn)n∈N� de modo que (vn)n∈N es

una sucesión básica equivalente a cierta sucesión básica bloque (yn)n∈N de `p satisfa-
ciendo además que ‖vn − yn‖ → 0 (en virtud de (B.2)).

En tal caso, en virtud ahora del Lema 3.17 anterior, podemos suponer que (F (yn), yn)
es una sucesión básica equivalente bien a la base canónica de `f, p o bien a la base
canónica de `p.

Para cada n ∈ N, sea zn = (F (yn), yn); luego zn → 0 débilmente (razonando como
anteriormenete). Distinguiremos dos subcasos.
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(ii.1) ‖wn − zn‖ → 0

En este caso, en virtud del Teorema B.13 (Krein-Milman-Rutman), existe una
subsucesión de (wn)n∈N que es equivalente a cierta subsucesión de (zn)n∈N.

(ii.2) ‖wn − zn‖ 6→ 0

Dado que wn − zn → 0 débilmente en `p(ϕ) (ya que wn → 0 débilmente por ser
contractiiva y zn → 0 débilmente), el Teorema B.18 (Bessaga-Peªczy«ski) a�rma
la existencia de una subsucesión (wnk

− znk
)k∈N �supongamos por comodidad

(wnk
− znk

)k∈N = (wn − zn)n∈N� de modo que (wn − zn)n∈N es sucesión básica
en `p(ϕ).

No obstante, dado que wn−zn = (un−F (yn), vn−yn) y ‖vn−yn‖ → 0, el apartado
(i) anterior nos permite suponer que (wn−zn)n∈N es equivalente a la base canónica
de `p.

Veamos que (wn)n∈N es equivalente a (zn)n∈N.

Si
∑∞

n=1 tnwn =
∑∞

n=1 tn(un, vn) converge en `p(ϕ), la serie
∑∞

n=1 tnvn converge en
`p y entonces

∑∞
n=1 |tn|p < ∞. En tal caso, dado que (wn − zn)n∈N es equivalente

a la base canónica de `p, la serie
∑∞

n=1 tn(wn − zn) converge en `p(ϕ). Por tanto,∑∞
n=1 tnzn converge en `p(ϕ).

Si
∑∞

n=1 tnzn =
∑∞

n=1 tn
(
F (yn), yn

)
converge en `p(ϕ), la serie

∑∞
n=1 tnyn converge

en `p y entonces
∑∞

n=1 |tn|p <∞. En tal caso, dado que (wn−zn)n∈N es equivalente
a la base canónica de `p, la serie

∑∞
n=1 tn(wn − zn) converge en `p(ϕ). Por tanto,∑∞

n=1 tnwn converge en `p(ϕ).

Corolario 3.19 (espacio `p(ϕ)).
Sea ϕ(t) = ct para cada t ≥ 0. Si (wn)n∈N = (un, vn)n∈N es una sucesión básica normaliza-
da de `p(ϕ) tal que ı́nfn∈N ‖vn‖ > 0, entonces (wn)n∈N admite una subsucesión equivalente
a la base usual del espacio de Orlicz `f,p.

Demostración.
En virtud del Lema 3.17, la sucesión (zn)n∈N que aparece en el segundo caso (‖vn‖ 6→ 0)

de la demostración del Teorema 3.18 anterior es equivalente a la base usual de `f,p.

Corolario 3.20 (los espacios `p(ϕr)).
Para cada 0 < r ≤ 1, sea

ϕr(t) =

 t, si 0 ≤ t ≤ 1,

tr, si t > 1.

Los espacios `p(ϕr), con 0 < r ≤ 1, son sumas torcidas mutuamente no equivalentes.

Demostración.
Dado que supt∈(1,∞) |ϕr(t)−ϕs(t)| =∞, el resultado enunciado es consecuencia directa

del Teorema 2.5.

Nota 3.21. Dado que, para r, s ∈ (0, 1] con r 6= s, no existen K > 0 ni t0 > 0 tales que

1

K
≤ fr(t)

fs(t)
= | − log t|p(r−s) ≤ K, para todo t ∈ (0, t0),

en virtud del Teorema B.34, los espacios de Orlicz `fr, p y `fs, p no son isomorfos.
Por tanto, empleando el Teorema 3.18 anterior concluimos que las sumas torcidas

`p(ϕr) y `p(ϕs) no son espacios de Banach isomorfos.
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3.4. Espacios Zp

Para cada 1 < p < ∞ se de�ne el espacio Zp como la suma torcida (módulo equiva-
lencia proyectiva) `p(ϕ) con ϕ(t) = t para cada t ≥ 0.

Esto es, en virtud de lo visto anteriormente, Zp es la complección del espacio de pares de
sucesiones con soporte �nito respecto de la quasi-norma dada, para cada (x, y) ∈ R∞×R∞,
por

‖(x, y)‖ = ‖x− F (y)‖p + ‖y‖p =

(
∞∑
n=1

(
xn − yn log

‖y‖p
|yn|

)p) 1
p

+ ‖y‖p, (3.17)

donde F es la aplicación quasi-lineal inducida por la aplicación lipschitziana ϕ(t) = t (ver
Teoremas 1.13 y 1.14).

En particular, para p = 2, obtenemos una suma torcida no trivial de espacios de
Hilbert: el espacio de Banach Z2. Dicho espacio es la complección del espacio de pares de
sucesiones con soporte �nito respecto de la quasi-norma dada, para cada (x, y) ∈ R∞×R∞,
por

‖(x, y)‖ = ‖x−KP(y)‖2 + ‖y‖2 =

(
∞∑
n=1

(
xn − yn log

‖y‖2

|yn|

)2
) 1

2

+ ‖y‖2,

donde KP es la aplicación quasi-lineal de Kalton-Peck dada por

KP(y) = −
∑
n

xn log
( |yn|
‖y‖2

)
en, para cada y ∈ R∞.
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Capítulo 4

Operadores en sumas torcidas de
espacios de Banach

Dado un espacio de Banach X, el estudio de los espacios de operadores B(X, Y ), con
Y un espacio de Banach, aporta información sobre las propiedades del propio espacio X.
Piénsese, por ejemplo, en el espacio dual de X o en la equivalencia entre la existencia de
subespacios complementados y la existencia de proyecciones acotadas en X.

En la primera sección de este capítulo nos centramos en el estudio del espacio B(Zp).
A continuación, ya en la segunda sección, prestaremos especial atención al caso p = 2.

4.1. Operadores en Zp

Para el estudio del espacio B(Zp) necesitamos algunos conceptos y resultados previos.

Proposición 4.1 (Zp es `p-hereditario).
Para cada 1 < p < ∞ los espacios Zp son `p-hereditarios, esto es, todo subespacio de
dimensión in�nita de Zp contiene un subespacio isomorfo a `p.

Demostración.
En virtud del Teorema Mazur [33, p. 4] �todo espacio de Banach contiene una suce-

sión básica�, Zp contiene una sucesión básica. Así pues, normalizando de ser necesario,
tenemos una sucesión básica normalizada en Zp. Luego, en virtud del Teorema 3.18, dicha
sucesión básica admite una subsucesión equivalente a la base usual de `p o del espacio de
Orlicz `f,p.

La tesis se sigue ahora de que el espacio de Orlicz `f,p contiene una copia complemen-
tada de `p (ver [33, p. 157, 4.c.1]).

De�nición 4.2. Sean X e Y dos espacios de Banach. Un operador T ∈ B(X, Y ) se dice:

(a) estrictamente singular si la restricción de T a cualquier subespacio de dimensión
in�nita no es un isomor�mo;

(b) estrictamente cosingular si para cualquier subespacio de codimensión in�nita Z ⊂
Y , la composición (πZ ◦ T ) : X → Y/Z no es sobreyectiva.
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Nota 4.3.

Los operadores estrictamente singulares fueron introducidos por Kato (ver [29]) en
el contexto de la teoría de perturbación de operadores. Tal concepto generaliza al de
operador compacto pues, en virtud del Lema de Riesz [18, p. 19] todo operador compacto
es estrictamente singular. Años más tarde, Peªczy«ski [36] introduciría el concepto dual.

Conviene observar el siguiente hecho: la familia formada por todos los operadores
estrictamente singulares (cosingulares) entre dos espacios de Banach dados forma un ideal
de operadores (ver [38]). En particular la suma de operadores estrictamente singulares
(cosingulares) y la composición de éstos con un operador lineal y acotado es estrictamente
singular (cosingular).

La siguiente proposición nos permitirá probar un importante resultado (ver Teorema
4.6 siguiente) �obtenido originalmente por Kalton y Peck en [27]� sobre el espacio B(Zp):
todo operador T ∈ B(Zp) es, o bien estrictamente singular, o bien un isomor�smo sobre
alguna copia del propio Zp.

Proposición 4.4.

Si p ∈ (1,∞), entonces:

(a) j : `p −→ Zp es estrictamente cosingular;

(b) q : Zp −→ `p es estrictamente singular.

Demostración.
En virtud del Teorema 3.15 anterior, la sucesión dual de la sucesión exacta corta

0 `p Zp `p 0
j q

es (proyectivamente equivalente a) la sucesión exacta corta

0 `q Zq `q 0,
j q

donde 1/p+ 1/q = 1. Por tanto, basta probar que q : Zp −→ `p es estrictamente singular.
Supongamos que q : Zp −→ `p no es estrictamente singular. En tal caso, existe un

subespacio Y ⊂ Zp de dimensión in�nita de modo que

‖q(y)‖ ≥ ε > 0, para todo y ∈ SY .

No obstante, en virtud de la Proposición 4.1, existe una sucesión básica normalizada
(wn)n∈N de Y equivalente a la base usual de `p tal que

‖q(wn)‖ ≥ ε > 0, para todo n ∈ N.

En tal caso, en virtud del Corolario 3.19 anterior, (wn) tiene una subsucesión equiva-
lente a la base usual del espacio Orlicz `f,p, lo cual es imposible pues toda subsucesión de
una sucesión básica equivalente a la base de `p es equivalente a la base usual de `p.

Teorema 4.5.

Sea (vn)n∈N una sucesión básica bloque de la base canónica de `p tal que α ≤ ‖vn‖ ≤ β
para todo n ∈ N. En tal caso, la aplicación V : Zp −→ Zp dada por

V (en, 0) = (vn, 0) = j(vn) y V (0, en) = (F (vn), vn), para cada n ∈ N,

es un isomor�smo.
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Demostración.
Para cada n ∈ N, sea

vn =
ln∑

ln−1+1

vnkek, con ln−1 < ln.

Probaremos que existen constantes c1, c2 > 0 de modo que

c1‖(x, y)‖ ≤ ‖V (x, y)‖ ≤ c2‖(x, y)‖, para todo (x, y) ∈ R∞ ⊕ R∞.

Si (x, y) =
(∑

n xn,
∑

n yn
)
∈ R∞⊕R∞, entonces V (x, y) =

(∑
n xnvn+

∑
n ynF (vn),

∑
n ynvn

)
.

Por tanto,

‖V (x, y)‖ =
∥∥∥∑

n

xnvn +
∑
n

ynF (vn)− F
(∑

n

ynvn
)∥∥∥

p
+
∥∥∥∑

n

ynvn

∥∥∥
p
.

Así pues, dado que

∑
n

ynF (vn)− F
(∑

n

ynvn

)
=
∑
n

yn

ln∑
k=ln−1+1

vnk log
‖vn‖
|vnk|

ek −
∑
n

ln∑
k=ln−1

ynvnk log
‖
∑

n ynvn‖
|ynvnk|

ek

=
∑
n

ln∑
k=ln−1+1

ynvnk log
‖vn‖ |yn|∥∥∑

n ynvn
∥∥ ek

=
∑
n

yn log
‖vn‖ |yn|∥∥∑

n ynvn
∥∥vn,

deducimos que∥∥∥∑
n

xnvn +
∑
n

ynF (vn)−F
(∑

n

ynvn

)∥∥∥ =
∥∥∥∑

n

xnvn +
∑
n

yn log
‖vn‖ |yn|
‖
∑

n ynvn‖
vn

∥∥∥
(‖vn‖ ≤ β) ≤ β

[∑
n

∣∣∣xn + yn log
‖vn‖ |yn|
‖
∑

n ynvn‖

∣∣∣p]1/p

= β

[∑
n

∣∣∣xn + yn log
‖vn‖ |yn| ‖y‖
‖
∑

n ynvn‖ ‖y‖

∣∣∣p]1/p

= β

[∑
n

∣∣∣xn + yn

(
log
|yn|∥∥y‖ + log

‖vn‖ ‖y‖∥∥∑
n ynvn

∥∥)∣∣∣p
]1/p

(Minkowski) ≤ β

[∑
n

∣∣∣xn + yn log
|yn|
‖y‖

∣∣∣p]1/p

+ β

[∑
n

|yn|p
∣∣∣ log

‖vn‖ ‖y‖
‖
∑

n ynvn
∥∥∣∣∣p
]1/p

(α ≤ ‖vn‖ ≤ β) ≤ β‖x− F (y)‖+ β log
β

α
‖y‖

y entonces

‖V (x, y)‖ ≤ β‖x− F (y)‖+ β log
(β
α

)
‖y‖+

∥∥∥∑
n

ynvn

∥∥∥
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≤ β‖x− F (y)‖+ β
(

1 + log
β

α

)
‖y‖, para todo (x, y) ∈ R∞ ⊕ R∞.

Es decir, hemos probado que ‖V ‖ ≤ β(1 + log β/α).

Por otra parte, dado que∥∥∥∑
n

xnvn +
∑
n

ynF (vn)−F
(∑

n

ynvn
)∥∥∥ =

∥∥∥∑
n

xnvn +
∑
n

yn log
‖vn‖ |yn|
‖
∑

n ynvn‖
vn

∥∥∥
(‖vn‖ ≥ α) ≥ α

[ ∑
n

∣∣∣xn + yn log
‖vn‖ |yn|
‖
∑

n ynvn‖

∣∣∣p ]1/p

= α

[∑
n

∣∣∣xn + yn log
‖vn‖ |yn| ‖y‖
‖
∑

n ynvn‖ ‖y‖

∣∣∣p]1/p

= α

[∑
n

∣∣∣xn + yn

(
log
|yn|∥∥y‖ + log

‖vn‖ ‖y‖∥∥∑
n ynvn

∥∥)∣∣∣p
]1/p

(Minkowski) ≥ α

[∑
n

∣∣∣xn + yn log
|yn|
‖y‖

∣∣∣p]1/p

− α

[∑
n

|yn|p
∣∣∣ log

‖vn‖ ‖y‖
‖
∑

n ynvn
∥∥∣∣∣p
]1/p

(α ≤ ‖vn‖ ≤ β) ≥ α‖x− F (y)‖ − α log
(β
α

)
‖y‖,

deducimos entonces que

‖V (x, y)‖ ≥ α‖x− F (y)‖ − α log
(β
α

)
‖y‖+

∥∥∥∑
n

ynvn

∥∥∥
≥ α‖x− F (y)‖ − α log

(β
α

)
‖y‖+ α‖y‖ para todo (x, y) ∈ R∞ ⊕ R∞.

Ahora, distinguimos dos casos:

(i) si ‖y‖ ≤ ‖x− F (y)‖
2 log(β/α)

, entonces

‖V (x, y)‖ ≥ α

2
‖x− F (y)‖+ α‖y‖ ≥ α

2
‖(x, y)‖;

(ii) si ‖y‖ ≥ ‖x− F (y)‖
2 log(β/α)

, entonces

‖V (x, y)‖ ≥ α‖y‖ =
α

2
‖y‖+

α

2
‖y‖ ≥ α‖x− F (y)‖

4 log(β/α)
+
α

2
‖y‖ ≥ C ′‖(x, y)‖,

donde C ′ = mı́n{ α
4 log(β/α)

, α/2}.

Es decir,

‖V (x, y)‖ ≥ C ′‖(x, y)‖, para todo (x, y) ∈ R∞ ⊕ R∞.

Por tanto, si extendemos V a todo el espacio Zp se conserva la norma (ver por ejemplo,
[1, p. 446]) y obtenemos entonces el resultado enunciado.
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Teorema 4.6.

Si T : Zp −→ Zp no es estrictamente singular, entonces existe un subespacio W ⊂ Zp tal
que W es isomorfo a Zp y T |W es un isomor�smo.

Demostración.

1.- En virtud de la Proposición 4.1, el espacio Zp es `p-hereditario. Por tanto, existe un
subespacio Y ⊂ Zp isomorfo a `p y tal que ‖Ty‖ ≥ ε > 0 para todo y ∈ SY .
Sea entonces (un)n∈N una base de Schauder de Y equivalente a la base usual de `p
(ver Proposción B.12). En tal caso, en virtud del Corolario 3.19 anterior, ‖qun‖ → 0
y ‖qTun‖ → 0.

Luego, empleando el Teorema B.13 (Krein-Milman-Rutman) (y trabajando �de ser
necesario� con una subsucesión (unk

)k∈N), podemos suponer que existen sucesiones
básicas (v′n) y (w′n) en j(`p) tales que

‖un − v′n‖ → 0 y ‖T (un)− w′n‖ → 0.

Pasando nuevamente a subsucesiones de ser necesario, podemos suponer que existen
sucesiones básicas bloque (vn) y (wn) en `p tales que

‖un − j(vn)‖ ≤ 2−n y ‖T (un)− j(wn)‖ ≤ 2−n, para cada n ∈ N.

2.- Para N ∈ N su�cientemente grande, consideramos operadores A,B : Zp −→ Zp tales
que ‖A‖, ‖B‖ ≤ 1/2,

A(jvn) = un − jvn y B(Tun) = jwn − Tun, si n ≥ N.

Tales operadores pueden ser obtenidos aplicando el Teorema de Hahn-Banach a los
coe�cientes funcionales asociados a las bases (j(vn)) y (T (un)).

Sea S = (I + B)T (I + A). Puesto que I + A e I + B son �en virtud del Teorema
de Neumann [1, p. 446]� operadores invertibles, basta entonces probar que S es un
isomor�smo en cierto subespacio isomorfo a Zp.

3.- De�nimos las aplicaciones V,W : Zp −→ Zp dadas por

V (en, 0) = (vn, 0) = j(vn) y V (0, en) = (F (vn), vn), para cada n ∈ N,

y

W (en, 0) = (wn, 0) = j(wn) y W (0, en) = (F (wn), wn), para cada n ∈ N.

En virtud del Teorema 4.5, V y W son isomor�smos, y dado que

S(jvn) = (I +B)T (I + A) (jvn) = (I +B)T (jvn + un − jvn)

= (I +B) (Tun) = Tun + jwn − Tun = jwn, para todo n ≥ N,

deducimos entonces que (W − SV es un operador compatible con la relación de
equivalencia),

(W − SV )(en, 0) = (wn, 0)− S(vn, 0) = jwn − S(jvn) = 0, para todo n ≥ N.
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Entonces, existe un subespacio Y ⊂ Zp de codimensión �nita tal que (W −SV )|Y se
factoriza por q|Y (propiedad universal del cociente). Por tanto, al ser q estrictamente
singular, W − SV es estrictamente singular (ver Nota 4.3).

No obstante, al ser W un isomor�smo, existe n0 ∈ N tal que la restricción de SV a
span{(ej, 0), (0, ej) : j ≥ n0} es un isomor�smo.

Por tanto, S es un isomor�smo en V (span{(ej, 0), (0, ej) : j ≥ n0}), que es isomorfo
a Zp y entonces, T = (I + B)−1S(I + A)−1 es un isomor�smo en un subespacio
isomorfo a Zp.
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Corolario 4.7.

Todo subespacio in�nito-dimensional complementado en Zp contiene un subespacio iso-
morfo a Zp.

Demostración.
Sea Y ⊂ Zp un subespacio in�nito dimensional complementado en Zp y P : Zp −→ Zp

la proyección correspondiente (en particular, P (Zp) = Y ).
Dado que la proyección P no es estrictamente singular, en virtud del Teorema 4.6

anterior, existe Z ⊂ Zp subespacio isomorfo a Zp tal que P |Z es isomor�smo; luego debe
ser P (Z) ⊂ Y .

Nota 4.8 (Corolario 4.7 & espacios de Banach primos).
Un espacio de Banach se dice primo (ver [33, p. 57]) si es isomorfo a sus subespacios

complementados de dimensión in�nita.
Los ejemplos básicos de espacios de Banach primos son los espacios de sucesiones `p,

con 1 ≤ p <∞, y c0 (ver [1, p. 35]); a �nales de los años 60, Lindenstrauss [32] demostró
que el espacio `∞ también es primo. No obstante, hasta los años 90 no se conocieron más
ejemplos de espacios de Banach primos.

En 1997 Gowers y Maurey [20] propusieron un nuevo espacio de Banach primo �con
pocos operadores�. Sin embargo, la construcción de dicho espacio dista mucho de ser
natural. Es por ello que, teniendo en cuenta el Corolario 4.7 anterior, cobra especial
interés saber si el espacio Z2 es primo.

Otra cuestión interesante y relacionada con la anterior, consiste en saber si Z2 es
isomorfo a sus hiperplanos. Para más información sobre tal cuestión puede consultarse
[26, 23, 12].

Corolario 4.9.

Zp no tiene subespacios complementados isomorfos a `p.

Demostración.
Supongamos que Zp admite un subespacio complementado isomorfo a `p �esto es, si

Zp ∼ `p⊕Y�. En tal caso, el Corolario 4.7 anterior a�rma que `p contiene un subespacio
isomorfo a Zp y tendríamos que 0 = Zp/`

p ∼ (`p ⊕ Y )/`p ∼ Y , hecho que contradice la
suposición inicial.

Nota 4.10 (Sobre espacios de Banach que contienen a `p).
Saber si un espacio de Banach dado contiene o no copias de los espacios `p es de gran

importancia. Recordemos, por ejemplo, el resultado de Rosenthal (ver [44]) caracteriza los
espacios de Banach que no contienen a `1 como aquellos en los que toda sucesión acotada
admite una subsucesión débilmente de Cauchy.

Otro resultado importante debido a Kadets y Peªczy«ski (ver [24] y [1, p. 167]) es el
siguiente: siX es un subespacio cerrado de dimensión in�nita de Lp para algún 2 < p <∞,
entonces equivalen: X es isomorfo a un espacio de Hilbert complementado en Lp y `p no
pueda embeberse en X .

Cabe señalar que un problema clásico de la teoría de espacios de Banach fue saber si
existe algún espacio d Banach re�exivo sin copias de los espacios `p ni c0. Tal cuestión fue
resuelta a�rmativamente por Tsirelson [47] en 1974.

Para conocer más sobre el alcance y la importancia del trabajo de Tsirelson puede
consultarse la monografía de Casazza y Shura [11], donde ya en el prefacio mencionan:
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�His example opened a Pandora's box of pathological variations, and has had a tremendous
e�ect upon the study of Banach spaces�.

Corolario 4.11. Z2 no puede embeberse en ningún espacio Lp(0, 1) para 1 ≤ p <∞.

Demostración.
Supongamos que Z2 ⊂ Lp(0, 1) para cierto p > 2. En tal caso, dado que todo espacio

de Hilbert contenido en Lp(0, 1) es complementado en Lp(0, 1) �resultado de Kadets &
Peªczynski mencionado anteriormente�, tendríamos entonces que `2 es complementado
en Z2, contradiciendo así la tesis del Corolario 4.9.

Supongamos que Z2 ⊂ Lp(0, 1) para cierto p ∈ [1, 2]. En tal caso, en virtud de un
resultado de Rosenthal [43], podemos asumir que Z2 ⊂ Lp(0, 1) para cierto p ∈ (1, 2].
Ahora, un resultado de Peªczynski y Rosenthal [37] nos permite a�rmar que Z2 contiene un
subespacio de Hilbert complementado, lo cual contradice nuevamente la tesis del Corolario
4.9.

Corolario 4.12.

Zp no tiene subespacios complementados de dimensión in�nita con base incondicional.

Demostración.
Supongamos que Zp admite un subespacio Y complementado de dimensión in�nita

con base incondicional (ei)i∈N. En tal caso, en virtud del Teorema 3.18 anterior, existe
una subsucesión (eik)k∈N equivalente a la base canónica de `p o `f,p.

Además, dado que (ei)i∈N es incondicional, span {eik : k ∈ N} ⊂ Zp es complementado
en Y (ver [1, p. 54]) y entonces, también es complementado en Zp. Dado que el espacio
de Orlicz `f,p contiene un subespacio complementado isomorfo a `p (ver [33, p. 157]),
obtenemos en ambos casos una contradicción con la tesis del Corolario 4.9.
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4.2. Operadores en el espacio Z2

El espacio Z2 es el ejemplo fundamental de suma torcida de espacios de Hilbert que
aparece en el artículo original de Kalton y Peck [27]. Obviamente, constituye una de las
soluciones del problema de Palais que mencionábamos en la introducción del Capítulo 1.
Es más, Z2 es una �solución extrema� para dicho problema (véase [27, p. 24-26] o [26, p.
109-110] para entender a qué nos referimos con �extrema�) y tiene gran relevancia dentro
de la teoría de espacios de Banach. El artículo [12] da cuenta de ésto último y en él su
autor propone un programa de clasi�cación de las sumas torcidas de espacios de Hilbert.

Con el objetivo de aproximarnos a tal programa de clasi�cación, en esta sección estu-
diaremos brevemente el espacio de operadores en B(Z2).

A diferencia de lo visto en el Teorema 4.6 anterior �donde demostramos que todo
operador T : Zp −→ Zp es estrictamente singular o, en caso contrario, un isomor�smo
sobre alguna copia de Zp�, para p = 2 tenemos un resultado aún más fuerte (ver Teorema
4.19 siguiente): para todo espacio de Banach X, todo operador T : Z2 −→ X es, o bien
estrictamente singular, o bien un isomor�smo sobre una copia complementada de Z2.

La demostración original de dicho resultado se encuentra en [26]. No obstante, a con-
tinuación seguiremos el esquema de [10], donde los autores de�nen la siguiente versión
�local� de la aplicación de Kalton-Peck.

De�nición 4.13. Dada una sucesión bloque (un) de elementos con soportes disjuntos
consecutivos en `2, sea U = [un] = span{un : n ∈ N}. En tal caso, se de�ne la aplicación
de Kalton-Peck relativa a U como

KPU(u) = −
∑
n

λn log

(
|λn|
‖u‖

)
un, para cada u =

∑
n

λnun ∈ U con soporte �nito.

Nota 4.14. Si ‖u‖ = 1 se tiene que

KPU(u)−KP(u) = −
∑
n

λnun log |λn|+
∑
n

λnun log |λnun|

=
∑
n

λnun log |un| = −
∑
n

λnKP(un)

Ya probamos que Z2 es re�exivo y que su dual es proyectivamente equivalente al propio
Z2; en particular, Z2 es isomorfo a Z∗2 . La siguiente proposición, cuya demostración puede
consultarse en [10], da un isomor�smo explícito entre ambos espacios.

Proposición 4.15 (Isomor�smo entre Z2 y Z∗2).
Consideramos la forma bilineal antisimétrica / ·, · . : Z2 × Z2 → R que asigna a cada(
(y, x), (y′, x′)

)
∈ Z2 × Z2 el número real

/ (y, x), (y′x′) . = 〈y, x′〉`2 − 〈x, y′〉`2 .

En tal caso, la aplicación D : Z2 −→ Z∗2 de�nida, para cada a ∈ Z2, como[
D(a)

]
(b) = / a, b ., para cada b ∈ Z2,

es un isomor�smo.
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En la siguiente de�nición se introducen operadores análogos a los dados en el Teorema
4.5 anterior, adaptados ahora para el caso de Z2.

Sea (un) una sucesión bloque normalizada de elementos con soportes disjuntos y con-
secutivos de `2.

De�nición 4.16. El operador bloque asociado a U es la aplicación TU : Z2 −→ Z2 dado
por

TU(ej, 0) = (uj, 0) y TU(0, ej) = (KP(uj), uj),

donde KP es la aplicación quasi-lineal de Kalton-Peck.

Proposición 4.17. El operador bloque TU dado en la De�nición 4.16 es una isometría
(no necesariamente sobreyectiva) y la imagen TU(Z2) es un subespacio complementado
isomorfo a Z2.

Demostración.
Dado (y, x) ∈ Z2, si y =

∑
yiei y x =

∑
xjej son sucesiones con soporte �nito, en-

tonces TU(y, x) =
(∑

yiui +
∑
xjKP(uj),

∑
xjuj

)
; luego, empleando el cálculo realizado

en la Nota 4.14 anterior, que (un) es una sucesión bloque normalizada y que x e y tienen
soporte �nito, se tiene que

‖TU(y, x)‖ =
∥∥∥(∑ yiui +

∑
xjKP(uj),

∑
xjuj

)∥∥∥
=
∥∥∥∑ yiui +

∑
xjKP(uj)−KP

(∑
xjuj

)∥∥∥+
∥∥∥∑xjuj

∥∥∥
=
∥∥∥∑ yiui −KPU

(∑
xjuj

)∥∥∥+
∥∥∥∑xjej

∥∥∥
=
∥∥∥∑ yiei −KP

(∑
xjej

)∥∥∥+
∥∥∥∑xjej

∥∥∥
= ‖(y, x)‖.

Además, TU(Z2) es una copia isomorfa de Z2 complementada en el propio Z2. En efecto,
si tenemos en cuenta el diagrama �donde D : Z2 −→ Z∗2 es el isomor�smo dado en la
Proposición 4.15�

Z2 Z2

Z∗2 Z∗2

TU

D D

T ∗U

se sigue que D = T ∗UDTU ya que

T ∗UDTU(ej, 0)(y, x) =T ∗UD(uj, 0)(y, x) = D(uj, 0)TU(y, x)

=〈uj,
∑
i

xiui〉 = xj = 〈ej, x〉

y

T ∗UDTU(0, ej)(y, x) = T ∗UD
(
KP(uj), uj

)
(y, x) = D

(
KP(uj), uj

)
TU(y, x)

= D
(
KP(uj), uj

)(∑
yiui +

∑
xiKP(ui),

∑
xiui

)
= 〈KP(uj),

∑
xiui〉 − 〈uj,

∑
yiui +

∑
xiKP(ui)〉
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(
KP(uj) = 0

)
= −yj.

De esta forma, TUD
−1T ∗UDTUD

−1T ∗UD = TUD
−1DD−1T ∗UD = TUD

−1T ∗UD da lugar a una
proyección de Z2 en TU(Z2).

La siguiente proposición a�rma que el carácter estrictamente singular de un operador
de Z2 sólo depende de su comportamiento en el subespacio `2.

Proposición 4.18. Un operador τ ∈ B(Z2, X) es estrictamente singular si y sólo si su
restricción τ|`2 es estrictamente singular.

Demostración.
Supongamos que τ|`2 es estrictamente singular. Consideremos el siguiente diagrama:

0 `2 Z2 `2 0

τ(`2)

j

τj

ρ

Ahora bien, si denotamos por PO el push-out generado por los mor�smos j : `2 → Z2 y
τj : `2 → τ(`2) obtenemos una sucesión exacta corta 0 → τ(`2) → PO → `2 → 0 (ver
[13, 1.3.a]), lo cual completa el diagrama a

0 `2 Z2 `2 0

0 τ(`2) PO `2 0

j

τj

ρ

(τj)′

En virtud de la Proposición 4.4, la aplicación cociente es estrictamente singular. Por
hipótesis, τj también lo es; luego, en virtud de [9, Lema 3], (τj)′ es también estrictamente
singular.

Así, como τj : `2 ↪→ X y τ : Z2 −→ X, la propiedad universal del push-out garantiza
que existe un operador α : PO −→ X tal que τ = α(τj)′, por lo que τ es estrictamente
singular.

Finalmente ya estamos en condiciones de enunciar y probar el resultado prometido.

Teorema 4.19. Todo operador τ : Z2 −→ X es, o bien estrictamente singular, o bien un
isomor�smo sobre una copia complementada de Z2.

Demostración.
Consideremos el siguiente diagrama de push-out:

`2 `2

0 Z2 X ⊕ Z2 X 0

0 `2 PO X 0

j j

(τ,1)

ρ Q
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Dado que Q(τ, 1)(x) = Qτ(x)+Q(0, x), la aplicación Q(τ, 1) es estrictamente singular
�si Q(τ, 1) no lo fuera, contradiría que ρ es estrictamente singular al ser el diagrama
conmutativo�.

Supongamos pues que τ no es estrictamente singular; en virtud de la Proposición 4.18,
τ|`2 no puede ser estrictamente singular, por lo que existe alguna sucesión bloque [wn] en
`2 generando un subespacio W en el que τ|W es un isomor�smo.

Supongamos primero que W = `2; en tal caso, puesto que τ|`2 es un isomor�smo

�y podemos asumir sin pérdida de generalidad que ‖τ−1‖ ≤ 1, pues en otra situación
normalizamos�, la aplicación x 7→ Q(0, x) también es un isomor�smo. En efecto, ya que
j(y) = (τ(y), y) se tiene que

‖Q((0, x))‖ = ı́nf
y∈`2
‖(0, x)− j(y)‖ = ı́nf

y∈`2
‖(0, x)− (τ(y), y)‖

= ı́nf
y∈`2
‖(−τ(y), x− y)‖ = ı́nf

y∈`2
{‖τ(y)‖+ ‖x− y‖}

≥ ‖τ−1‖ ‖y‖+ ‖x‖ − ‖y‖ ≥ ‖τ−1‖ ‖x‖+ (‖τ−1‖ − 1)‖y‖
≥ ‖τ−1‖ ‖x‖.

Por tanto, como Q(τ, 1) es estrictamente singular y Q(0, x) es isomor�smo, forzosa-
mente Qτ ha de ser un isomor�smo en un espacio de Z2 de codimensión �nita (ver [33,
2.c.10]). Así pues, τ es un isomor�smo en un subespacio de codimensión �nita en virtud
del Corolario 4.7.

Si suponemos ahora que W = [wn] no es todo `2, trabajamos con el operador τTW , el
cual es un isomor�smo en el propio `2. Concluimos nuevamente que τ es un isomor�smo
sobre TW (Z2), que es una copia complementada de Z2 dentro de Z2 en virtud de la
Proposición 4.17.

Para terminar esta sección, mostramos un resultado que caracteriza los operadores de
Z2 que admiten una representación matricial sencilla. Dicho resultado puede consultarse
en [6], donde los autores lo emplean para estudiar la estructura local de Z2.

Teorema 4.20 (Operadores �sencillos� en Z2).
Sea A la matriz

(
α β
γ δ

)
. Entonces la aplicación T dada por

T (xnen, ynhn) = ((αxn + βyn)en, (γxn + δyn)hn), para cada n ∈ N,

se extiende a un operador lineal y acotado en Z2 si y sólo si α = δ y γ = 0.

Demostración.
Que la aplicación dada por

T (xnen, ynhn) = ((αxn + βyn)en, αynhn), para cada n ∈ N,

de�ne un operador en Z2 es claro. En efecto, pues

T ((xn + x′n)en, (yn + y′n)hn) =
((
α(xn + x′n) + β(yn + y′n)

)
en,
(
α(yn + y′n)

)
hn

)
=
((
αxn + βyn

)
en +

(
αx′n + βy′n)en, (αyn)hn + (αy′n)hn

)
= T (xnen, ynhn) + T (x′nen, y

′
nhn).
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Haciendo un cálculo análogo para el producto por escalar se obtiene que T es lineal;
además es acotada ya que si expresamos x =

∑
n xnen y y =

∑
n ynhn tenemos que

‖(αx+ βy, αy)‖ = ‖(αx, αy) + (βy, 0)‖ ≤ C
[
|α|‖(x, y)‖+ |β|‖(y, 0)‖

]
≤ C máx{|α|, |β|}

[
‖(x, y)‖+ ‖(y, 0)‖

]
≤ 2C máx{|α|, |β|}‖(x, y)‖.

Para cada n ∈ N, sea un = n−1/2(e1 + · · ·+ en, 0) ∈ Z2. En tal caso, tenemos que

‖un‖ = n−1/2 ‖e1 + · · ·+ en‖ = 1, para todo n ∈ N.

Sin embargo, tal y como probaremos a continuación,

ĺım
n→∞

‖Tun‖ =∞ si γ 6= 0.

Inicialmente, observemos que

T (un) = T
(
n−1/2(e1 + · · ·+ en, 0)

)
= n−1/2T (e1 + · · ·+ en, 0)

= n−1/2
(
α(e1 + · · ·+ en), γ(e1 + · · ·+ en)

)
, para todo n ∈ N.

Así pues, dado que
∥∥(α(e1 + · · ·+ en), γ(e1 + · · ·+ en)

)∥∥ > 0, existe c > 0 tal que∥∥(α(e1 + · · ·+ en), γ(e1 + · · ·+ en)
)∥∥ ≥ c

[∥∥(α(e1 + · · ·+ en), 0
)∥∥+

∥∥(0, γ(e1 + · · ·+ en)
)∥∥]

y en tal caso,∥∥(α(e1 + · · ·+ en), γ(e1 + · · ·+ en)
)∥∥ ≥ c|α|

√
n+ c|γ|(n log

√
n+
√
n).

Por tanto,

ĺım
n→∞

‖Tun‖ ≥ ĺım
n→∞

c|α|
√
n+ c|γ|(n log

√
n+
√
n)√

n
(4.1)

Con lo cual, tomando n → ∞ en (4.1) tenemos que γ = 0. Si ahora α 6= δ, tomamos
un = n−1/2‖

(
(log(

√
n))
∑n

k=1 ek,
∑n

k=1 hk
)
‖. Luego, análogamente se tiene que ‖un‖ =

1 y existe C > 0 tal que ‖T (un)‖ ≥ C log(n), lo cual impide nuevamente que T sea
acotada.
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Anexo A

En este primer anexo recordamos algunas de�niciones básicas relacionadas con espacios
vectoriales topológicos. Nuestro objetivo es presentar el concepto de espacio quasi-Banach
así como algunos resultados elementales. Para ello hemos seguido el enfoque de [28].

A.1. Espacios vectoriales topológicos

De�nición A.1 (espacio vectorial topológico).
Un espacio vectorial topológico X sobre el cuerpo K (consideraremos K = R o K = C) es
un espacio vectorial X dotado de una topología τ para la que las aplicaciones suma (de
vectores) y producto (de un escalar por un vector) son continuas.

Nota A.2 (sobre la topología de un EVT).

La topología τ de un espacio vectorial topológico X queda de�nida a partir de una
base local U de 0 ∈ X. En tal caso, dicha base local U debe satisfacer las siguientes
propiedades:

(i) dado U ∈ U , existe V ∈ U tal que V + V = {v1 + v2 : v1, v2 ∈ V } ⊂ U ;

(ii) dado U ∈ U , existe V ∈ U tal que αV ⊂ U para todo α ∈ K con |α| ≤ 1;

(iii) dados U ∈ U y x ∈ X, existe n ∈ N tal que x ∈ nU .

Recíprocamente, dada una familia de conjuntos U ⊂ P(X) satisfaciendo (i) − (iii),
existe una estructura de espacio vectorial topológico sobre X que tiene a U como base
local de 0 ∈ X.

De�nición A.3 (propiedades geométricas de un EVT).
Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico.

(i) (X, τ) es Hausdor� si para todo para de vectores x, y ∈ X con x 6= y existen dos
conjuntos abiertos U1 y U2 de modo que x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 y U1 ∩ U2 = ∅.
Es relativamente fácil probar que (X, τ) es Hausdor� si y sólo si ∩U∈UU = {0}.
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(ii) (X, τ) es localmente convexo si admite una base local U formada por conjuntos
convexos. Un conjunto C ⊂ X se dice convexo si λC + (1 − λ)C ⊂ C para todo
0 ≤ λ ≤ 1.
En tal caso, es posible escoger una base local U formada por conjuntos absolutamente
convexos . Un conjunto C ⊂ X se dice absolutamente convexo si λC + µC ⊂ C para
todo λ, µ ∈ K con |λ|+ |µ| ≤ 1.

(iii) (X, τ) es localmente acotado si 0 ∈ X admite un entorno acotado. Un conjunto
B ⊂ X se dice acotado si dado un entorno U de 0 ∈ X existe n ∈ N tal que
B ⊂ nU .
Observemos que si Bi ⊂ X con 1 ≤ i ≤ n son conjuntos acotados, entonces B1 +
· · ·+Bn también es un conjunto acotado.

(iv) Para 0 < p ≤ 1, un conjunto C ⊂ X se dice p-convexo si λC + µC ⊂ C para todo
λ, µ ≥ 0 tales que λp + µp = 1.

(v) Para 0 < p ≤ 1, un conjunto C ⊂ X se dice absolutamente p-convexo si λC+µC ⊂ C
para todo λ, µ ∈ K tales que |λ|p + |µ|p = 1.

A.2. Espacios vectoriales quasi-normados

Sea X un espacio vectorial.

De�nición A.4 (4-norma).
Una 4-norma en X es una aplicación ‖·‖ : X −→ R tal que:

(i) ‖x‖ > 0 para todo x ∈ X con x 6= 0,

(ii) ‖αx‖ ≤ ‖x‖ para todo x ∈ X y α ∈ K con |α| ≤ 1,

(iii) ĺımα→0 ‖αx‖ = 0 para todo x ∈ X,

(iv) existe C ∈ R+ tal que ‖x+ y‖ ≤ C máx{‖x‖, ‖y‖} para todo x, y ∈ X.

Nota A.5 (4-norma & EVT métricos).
Toda 4-norma ‖·‖ de�ne una estructura de espacio vectorial topológico metrizable

sobre X para la que una base local de 0 ∈ X viene dada por

Un = {x ∈ X : ‖x‖ < 1/n}, con n ∈ N.

En tal caso, xn → x si y sólo si ‖xn − x‖ → 0.
Si (X, τ) es un espacio topológico que admite una base local numerable {Un : n ∈ N}

para la que: ∩Un = {0}, Un+1+Un+1 ⊂ Un y Un es un conjunto equilibrado �i.e. λUn ⊂ Un
si |λ| ≤ 1� para cada n ∈ N, entonces la aplicación ‖·‖ : X −→ R dada por

‖x‖ = sup{2−n : x /∈ Un}, para cada x ∈ Un,

es una 4-norma en X que también induce sobre X la topología τ .

De�nición A.6 (F -norma, con �F� de Fréchet).
Una F -norma en X es una aplicación ‖·‖ : X −→ R tal que:
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(i) ‖x‖ > 0 para todo x ∈ X con x 6= 0,

(ii) ‖αx‖ ≤ ‖x‖ para todo x ∈ X y α ∈ K con |α| ≤ 1,

(iii) ĺımα→0 ‖αx‖ = 0 para todo x ∈ X,

(iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para todo x, y ∈ X.

Nota A.7 (F -norma & EVT métricos con métrica invariante).
Toda F -norma es una 4-norma. Además, si ‖·‖ es una F -norma en X, entonces

d(x, y) = ‖x− y‖, para cada x, y ∈ X,

de�ne una distancia invariante (por traslaciones) en X que induce la misma topología que
la F -norma ‖·‖ sobre X.

Teorema A.8 (4-norma & F -norma).
Sea ‖·‖ una 4-norma en X. En tal caso, si escogemos p ∈ (0, 1) tal que 21/p = C, entonces

|||x||| = ı́nf
{ n∑

i=1

‖xi‖p :
n∑
i=1

xi = x
}
, para cada x ∈ X,

de�ne una F -norma que induce sobre X la misma topología que la 4-norma ‖·‖.

Comentario sobre la demostración.
Por claridad en la exposición, indicaremos los detalles de la prueba al �nal de la

sección. Concretamente, mostraremos que 4−1‖x‖p ≤ |||x||| ≤ ‖x‖p para todo x ∈ X.

De�nición A.9 (quasi-norma).
Una quasi-norma en X es una función ‖·‖ : X −→ R tal que:

(i) ‖x‖ > 0 para todo x ∈ X con x 6= 0,

(ii) ‖αx‖ = |α| ‖x‖ para todo x ∈ X y α ∈ K,

(iii) existe C ∈ R+ tal que ‖x+ y‖ ≤ C máx{‖x‖, ‖y‖} para todo x, y ∈ X.

Nota A.10 (quasi-norma & EVT localmente acotados I).
Toda quasi-norma es una 4-norma.
Sea (X, τ) es un espacio vectorial topológico localmente acotado. Entonces, si B ⊂ X

es un entorno acotado de 0 ∈ X, la familia {n−1B : n ∈ N} forma una base local numerable
de 0 ∈ X. Luego (X, τ) es metrizable. Además, dado que B +B es acotado, existe ρ ≥ 1
tal que B+B ⊂ ρB. En tal caso, el funcional de Minkowski asociado a B, que viene dado
por

‖x‖ = ı́nf{λ : λ−1x ∈ B}, para cada x ∈ X, (A.1)

de�ne una quasi-norma en X para la que

‖x+ y‖ ≤ ρ máx{‖x‖, ‖y‖}, para todo x, y ∈ X.

Recíprocamente, la topología de�nida en X por una quasi-norma ‖·‖ da lugar una
estructura de espacio vectorial topológico localmente acotado.

69



Nota A.11 (quasi-normas & espacios vectoriales topológicos localmente acotados II).

Si (X, τ) es un espacio vectorial topológico localmente acotado tal que 0 ∈ X admite
un entorno acotado y absolutamente p-convexo, la quasi-norma dada por (A.1) satisface
que

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p, para todo x, y ∈ X. (A.2)

Recíprocamente, si ‖·‖ es una quasi-norma en X que satisface (A.2), la bola unidad
BX(0, 1) = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} es un conjunto acotado y absolutamente p-convexo.

Toda quasi-norma ‖·‖ satisfaciendo (A.2) se dice p-subaditiva. En tal caso, diremos
que (X, ‖·‖) es un espacio localmente p-convexo (o simplemente, p-convexo).

A.2.1. Espacios quasi-Banach y p-convexidad

De los comentarios anteriores se extrae que un espacio vectorial dotado de una quasi-
norma es los mismo que un espacio vectorial topológico localmente acotado y metrizable.
Si pedimos completitud respecto de tal métrica, obtenemos la de�nición de espacio quasi-
Banach:

De�nición A.12 (espacio quasi-Banach).
Un espacio quasi-Banach es un espacio vectorial topológico X localmente acotado y com-
pleto.

Ejemplo A.13 (espacios quasi-Banach).

(i) Todo espacio de Banach es un ejemplo de espacio quasi-Banach. En efecto, pues
toda norma es una quasi-norma.

(ii) Para p ∈ (0, 1), sea `p el espacio vectorial formado por todas las sucesiones de
escalares a = (an)n∈N para las que

‖a‖p =
( ∞∑
n=1

|an|p
)1/p

<∞.

En tal caso, de la desigualdad

‖a+ b‖p =
( ∞∑
n=1

|an + bn|p
)1/p

≤
( ∞∑
n=1

|an|p +
∞∑
n=1

|bn|p
)1/p

=
(
‖a‖pp + ‖b‖pp

)1/p ≤ 21/p máx{‖ap‖, ‖b‖p}, para todo a, b ∈ `p,

se sigue que ‖·‖p de�ne una quasi-norma en `p.
Además, dado que los espacios `p son completos �se demuestra de la misma forma
que para p ≥ 1�, deducimos entonces que para cada 0 < p < 1, `p es un espacio
quasi-Banach.

(iii) Para p ∈ (0, 1), sea Lp(0, 1) el espacio formado por todas las funciones Lebesgue-
medibles f para las que

‖f‖p =
(∫ 1

0

|f(x)|p dx
)1/p

<∞.
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La completitud de los espacios (Lp(0, 1), ‖·‖p) con 0 < p < 1 se prueba de forma
análoga al caso p ≥ 1; luego Lp(0, 1) es un espacio quasi-Banach para cada 0 < p < 1.
La diferencia principal entre los espacios Lp y `p radica en que, al ser la medida usual
de Lebesgue en el intervalo (0, 1) ⊂ R no atómica, los espacios de funciones tienen
dual trivial �esto es, Lp(0, 1)∗ = {0} para todo 0 < p < 1 (véase [14])�, mientras
que (`p)

∗ = `∞ para todo 0 < p < 1 (ver [28, Capítulo 2]).

De�nición A.14 (espacio quasi-Banach p-convexo).
Un espacio p-Banach es un espacio quasi-Banach y p-convexo.

Ejemplo A.15 (espacios p-Banach).

(i) Para 0 < p < 1, los espacios `p y Lp(0, 1) son ejemplos de espacios p-Banach.

(ii) Tal y como veremos más adelante (en el Corolario A.17), todo espacio quasi-Banach
es p-Banach para cierto 0 < p < 1.

El siguiente teorema es un resultado fundamental de la teoría geométrica de espacios
vectoriales topológicos. Originalmente, fue probado por Aoki [2] y Rolewicz [42]; esencial-
mente, a�rma que siempre que exista un entorno acotado del origen, existe un entorno
p-convexo contenido en él para algún p > 0.

Teorema A.16 (Aoki-Rolewicz).
Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico localmente acotado. En tal caso, existe p > 0
tal que (X, τ) es p-convexo.
Más exactamente, si B es un entorno acotado de 0 ∈ X tal que B + B ⊂ ρB, entonces
X es p-convexo para p tal que 21/p = ρ.

Demostración.
Por ser (X, τ) un espacio vectorial topológico localmente acotado, existe �ver Nota

A.10� una quasi-norma ‖·‖ en X que de�ne una topología equivalente a τ . Además, en
virtud ahora del Teorema A.8 anterior,

|||x|||1 = ı́nf
{( n∑

i=1

‖xi‖p
)1/p

:
n∑
i=1

xi = x
}
, para cada x ∈ X,

de�ne una quasi-norma p-subaditiva en X equivalente a ‖·‖ �pues 4−1‖x‖p ≤ |||x|||1
p ≤

‖x‖p� y entonces �ver Nota A.11� (X, τ) es un espacio vectorial topológico localmente
p-convexo.

Corolario A.17. Todo espacio quasi-Banach es p-Banach para algún p > 0.

Nota A.18 (quasi-normas & módulos de concavidad).
La constante ρ del enunciado del Teorema A.16 anterior es tal que

‖x+ y‖ ≤ ρ máx{‖x‖, ‖y‖}, para todo x, y ∈ X. (A.3)

Sin embargo, a la hora de trabajar con quasi-normas, es mucho más común considerar
módulos de concavidad , que serían aquellas constantes k ∈ R+ para las que

‖x+ y‖ ≤ k(‖x‖+ ‖y‖), para todo x, y ∈ X. (A.4)

Observemos que (A.3) implica (A.4) con k = ρ, mientras que (A.4) implica (A.3) con
ρ = 2k.
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Por tanto, el Teorema A.16 anterior a�rma que si se cumple (A.3), podemos considerar
una quasi-norma equivalente |||·|||1 de modo que

|||x+ y|||1 ≤
(
|||x|||1

p + |||y|||1
p)1/p

, para todo x, y ∈ X,

lo cual implica que

|||x+ y|||1 ≤ 21/p−1(|||x|||1 + |||y|||1) =
ρ

2
(|||x|||1 + |||y|||1), para cada x, y ∈ X.

Así pues, renormando, podemos considerar k = ρ/2.
Es decir, el Teorema A.16 (Aoki-Rolewicz) anterior a�rma que si se cumple (A.4),

entonces X es p-convexo para 21/p = 2k, o equivalentemente, para k = 21/p−1.

Lema A.19 (una desigualdad muy útil).
Si (X, ‖·‖) es un espacio quasi-Banach, existen números positivos L y p tales que∥∥∥ n∑

i=1

xi

∥∥∥ ≤ L
( n∑
i=1

‖xi‖p
)1/p

, para xi ∈ X con 1 ≤ i ≤ n.

Demostración.
Sea ‖·‖ la quasi-norma original de X,

k = ı́nf{c > 1: ‖x+ y‖ ≤ c(‖x‖+ ‖y‖) para todo x, y ∈ X}

y 0 < p < 1 tal que 21/p = 2k. En tal caso, en virtud del Teorema A.16 anterior,

|||x|||1 = ı́nf
{( n∑

i=1

‖xi‖p
)1/p

: x =
n∑
i=1

xi

}
, para cada x ∈ X,

de�ne una quasi-norma en X equivalente a ‖·‖ satisfaciendo que∥∥∥ n∑
i=1

xi

∥∥∥p ≤ 4−1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1

xi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ p
1
≤ 4−1

n∑
i=1

‖xi‖p, para xi ∈ X con 1 ≤ i ≤ n.

Demostración del Teorema A.8.
Probaremos que

1

4
‖x‖p ≤ |||x||| ≤ ‖x‖p, para todo x ∈ X. (A.5)

La segunda desigualdad de (A.5) es evidente a partir de la de�nición de |||·|||. Por otra
parte, la primera desigualdad será clara una vez tengamos probado que

‖x1 + · · ·+ xn‖ ≤ 41/p
(
‖x1‖p + · · ·+ ‖xn‖p

)1/p
. (A.6)

Para mostrar la veracidad de (A.6), comencemos observando que

‖x1 + · · ·+ xn‖ ≤ máx
1≤k≤n

Ck‖xk‖ (A.7)

y considerando la aplicación H : X −→ R dada por

H(x) =

 2n/p, si 2(n−1)/p < ‖x‖ ≤ 2n/p,

0, si x = 0,
n ∈ Z,
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para la que

‖x‖ ≤ H(x) ≤ 21/p‖x‖, para todo x ∈ X.

Así pues, si probamos que

‖x1 + · · ·+ xn‖ ≤ 21/p
(
H(x1)p + · · ·+H(xn)p

)1/p
, (A.8)

la desigualdad (A.6) será entonces obvia.
Para n = 1, la desigualdad (A.8) es trivial. Supongamos luego que (A.8) es cierta para

m ∈ N y consideremos x1, . . . , xm+1 ∈ X. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
‖xi‖ ≥ ‖xi+1‖ para cada 1 ≤ i ≤ m. Distinguiremos dos casos.

Inicialmente, supongamos que H(xi) 6= H(xi+1) para todo 1 ≤ i ≤ m. En tal caso,
teniendo en cuenta que H(xi) ≤ 2(1−i)/pH(x1), concluimos que

Ci‖xi‖ ≤ CiH(xi) = 2i/pH(xi) ≤ 21/pH(x1)

≤ 21/p
(
H(x1)p + · · ·+H(xn)p

)1/p
, para cada 1 ≤ i ≤ m.

Luego (A.8) es consecuencia directa (A.7).
Si existe 1 ≤ j ≤ m tal que H(xj) = H(xj+1), existe r ∈ Z tal que 2(r−1)/p < ‖xj+1‖ ≤

‖xj‖ ≤ 2r/p; luego ‖xj + xj+1‖ ≤ C máx{‖xj+1‖, ‖xj‖} = 21/p‖xj‖ ≤ 2(r+1)/p y entonces,

H(xj + xj+1)p ≤ 2r+1 = H(xj)
p +H(xj+1)p. (A.9)

Por tanto, aplicando la hipótesis de inducción y teniendo en cuenta (A.9), concluimos
�nalmente que

‖x1 + · · ·+ xm+1‖p ≤ 2
( ∑
i 6=j,j+1

H(xi)
p +H(xj + xj+1)p

)
≤ 2
(m+1∑

i=1

H(xi)
p
)
.

Nota A.20 (sobre espacios métricos).
Un espacio vectorial topológico metrizable se dice que es un F -espacio si es comple-

to para cierta (y entonces para toda) métrica invariante. Una importante resultado de
V. L. Klee (ver [30]) a�rma que todo espacio vectorial métrico completo puede ser metri-
zado mediante una métrica invariante, respondiendo así a�rmativamente a una cuestión
formulada por el propio S. Banach en [3, p. 141].

Todo espacio vectorial topológico metrizable X puede ser embebido como un subes-
pacio denso de un F -espacio X̃. Además, el espacio X̃ es único en el sentido de que no
depende de la métrica (invariante) escogida en X.

Si N ⊂ X es un subespacio cerrado de un espacio vectorial topológico metrizable,
entonces X/N también es metrizable. Además, si X es completo entonces X/N también
es completo.

A.3. El 3-Lema

El siguiente resultado es bien conocido y puede encontrarse en cualquier libro de
álgebra homológica (véase, por ejemplo, [22]). Debido a su importancia a la hora de
de�nir la equivalencia de sumas torcidas �De�nición 1.2�, preferimos incluir aquí su
demostración.
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Lema A.21 (el 3-lema).
Sea un diagrama conmutativo con �las exactas

0 A B C 0

0 D E F 0

α γ β

En tal caso, si α y β son aplicaciones inyectivas, entonces γ es inyectiva; además, si α y
β son sobreyectivas, γ es sobreyectiva. Por tanto, si α y β son isomor�smos, entonces γ
también es un isomor�smo.

Demostración.
Veamos en primer lugar que γ es inyectiva. Si γ(b) = 0 para algún b ∈ B, entonces

�por la conmutatividad del diagrama� β(qB(b)) = 0, donde qB es la aplicación cociente.
Puesto que β es inyectiva, qB(b) = 0 y b ∈ ker(qB).

Como las �las del diagrama son exactas, existe a ∈ A tal que iA(a) = b, siendo iA la
inclusión. Por conmutatividad, iD(α(a)) = γ(iA(a)) = γ(b) = 0, por lo que a = 0 al ser α
inyectiva. Luego, b = iA(a) = 0.

Veamos ahora que que γ es sobreyectiva. Para ello, sea e ∈ E arbitrario. Como β es
sobreyectiva, existe c ∈ C tal que β(c) = qE(e). Luego, existe b ∈ B tal que β(qB(b)) =
qE(e). Por conmutatividad, qE(γ(b)− e) = 0, por lo que existe d ∈ D tal que γ(b)− e =
iD(d).

Dado que α es sobreyectiva, d = α(a) para algún a ∈ A. Luego, γ(iA(a)) = iD(α(a)) =
iD(d) = γ(b)− e, por lo que e = γ(b− iA(a)).
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Anexo B

En este segundo anexo incluimos resultados relacionados con bases de Schauder y los
espacios de Orlicz. Estos resultados son empleados en el Capítulo 3.

Para su elaboración hemos empleado las referencias [18, 33, 1].

B.1. Bases de Schauder

B.1.1. El concepto de Base de Schauder

De�nición B.1 (base de Schauder).
Sea (X, ‖·‖) un espacio vectorial normado in�nito dimensional sobre el cuerpo K y

(ei)i∈N una sucesión (ordenada) de vectores de X.
Se dice que (ei)i∈N es una base de Schauder de X si:

para cada x ∈ X existe una única sucesión a = (ai)i∈N ⊂ K tal que x =
∞∑
i=1

aiei.

Nota B.2.

El concepto de base de Schauder es la generalización natural para espacios de Banach
seprables (ya que X = span{ei : i ∈ N}) del concepto de base de Hilbert para espacios de
Hilbert.

No obstante, a diferencia de lo que ocurre en el caso de éstos últimos �todo espacio
de Hilbert admite una base de Hilbert�, tal y como demostró En�o [16] en 1972, existen
espacios de Banach separables que no admiten base de Schauder.

De�nición B.3 (conceptos asociados al de base de Schauder).
Sea X un espacio vectorial normado con base de Schauder (ei)i∈N. En tal caso, de�nimos

(a) la proyección natural Pn : X −→ X como la aplicación dada por

Pn(x) =
n∑
i=1

aiei, para cada x =
∞∑
i=1

aiei ∈ X.

(b) la norma |||·||| : X −→ R dada por

|||x||| = sup
n∈N
‖Pnx‖ = sup

n∈N

∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥, para cada x =
n∑
i=1

aiei ∈ X.
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(c) la constante de la base (ei)i∈N como bc (ei)i∈N = sup
n∈N
‖Pn‖ ∈ [1,+∞) (ver Teorema

B.9).

(d) el funcional biortogonal en
∗ : X −→ K como la aplicación dada por

en
∗(x) = an, para cada x =

∞∑
i=1

aiei ∈ X.

De�nición B.4 (tipos de bases).
Una base de Schauder (ei)i∈N de un espacio vectorial normado X se dice:

(a) normalizada si ‖ei‖ = 1 para todo i ∈ N;

(b) monótona si bc (ei)i∈N = 1, esto es, si ‖Pn‖ = 1 para todo n ∈ N.

(c) incondicional si, para cada x ∈ X, la serie
∑∞

n e∗n(x)en converge incondicionalmente,
esto es, la serie

∑∞
n e∗π(n)(x)eπ(n) converge para toda biyección π : N −→ N.

Lema B.5 (las proyeccións naturales).

(a) Sea X un espacio vectorial normado con base de Schauder (ei)i∈N. En tal caso:

(i) dimPn(X) = n

(ii) PnPm = PmPn = Pmı́n{m,n}

(iii) ĺım
n→∞

Pnx = x en (X, ‖·‖)

(b) Si unna sucesión de proyeccións lineales (Pn)n∈N en un espacio vectorial normado X
satisface las propiedades (i), (ii) e (iii) anteriores, entonces (Pn)n∈N es la sucesión
de las proyecciones naturales asociadas a cierta base de Schauder de X.

Demostración.
(a)

Por ser (ei)i∈N una base de Schauder, {ei : i ∈ N} es un conjunto linealmente indepen-
diente; luego (i) es claro. La propiedad (iii) es una consecuencia directa de la de�nición
de base de Schauder y (ii) es consecuencia directa de la de�nición de Pn.

(b)
Para cada i ∈ N, escojamos ei ∈ Pi(X) ∩ Pi−1

−1(0). En tal caso, teniendo en cuenta
que dimPi(X)/Pi−1(X) = 1 para todo i ∈ N, concluimos entonces que, dado x ∈ X (si
P0 = 0)

x = ĺım
n→∞

Pnx = ĺım
n→∞

Pnx− P0x = ĺım
n→∞

n∑
i=1

(Pix− Pi−1x)

=
∞∑
i=1

(Pix− Pi−1x) =
∞∑
i=1

αiei, donde αi ∈ K para cada i ∈ N.

Además, la unicidad de la sucesión de coe�cientes (αi)i∈N es una consecuencia directa de
que αiei = Pi(x)− Pi−1(x) para cada i ∈ N y de la propiedad (iii) del enunciado. Por lo
tanto, (ei)i∈N es una base de Schauder de X que tiene a (ei)i∈N por sucesión de proyeccións
naturales.

Lema B.6 (la norma |||·|||).
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(a) Si (ei)i∈N es base de Schauder de (X, ‖·‖), entonces (ei)i∈N es base de Schauder de
(X, |||·|||).

(b) Las proyecciones naturales asociadas a (ei)i∈N son uniformemente acotadas respecto
de |||·|||.

Demostración.
(a)

Probaremos que (ei)i∈N es una base de Schauder de (X, |||·|||) mostrando que la sucesión
de proyecciones naturales (Pn)n∈N satisface las propiedades (i), (ii) e (iii) del Lema B.5
anterior. Las propiedades (i) y (ii) no dependen de la norma; luego tan sólo tenemos que
probar (iii). No obstante, dado que

|||x− Pmx||| = sup
n∈N
‖Pnx− PnPmx‖ = sup

n≥m
‖Pnx− Pmx‖,

concluimos que ĺımm→∞ |||Pmx− x||| = 0 para todo x ∈ X.

(b)
Para probar la acotación uniforme de las proyecciones naturales respecto de |||·|||, basta

observar que

|||Pm||| = sup
|||x|||≤1

|||Pmx||| = sup
|||x|||≤1

sup
n∈N
‖PnPmx‖ = sup

n∈N
sup
|||x|||≤1

‖PnPmx‖

= sup
n∈N

sup
{
‖PnPmx‖ : sup

i∈N
‖Pix‖ ≤ 1

}
≤ 1, para todo m ∈ N.

Lema B.7 (la hipótesis de completitud).
Sea (X, ‖·‖) un espacio vectorial normado con base de Schauder (ei)i∈N de modo que

sup
n∈N
‖Pn‖ <∞.

En tal caso, (ei)i∈N es base de Schauder de la complección X̂ de X.

Demostración.
Para cada n ∈ N, sea P̂n : X̂ −→ X̂ la extensión de la proyección natural Pn. Dado que

Pn(X) es de dimensión �nita, Pn(X) es un conjunto cerrado en X̂ y entonces, P̂n(X̂) ⊂
Pn(X). Por lo tanto, Pn(X) = P̂n(X̂) para todo n ∈ N. A continuación, probaremos que
las proyecciones (P̂n)n∈N satisfacen las propiedades (i), (ii) e (iii) del Lema B.5 anterior.
En efecto, pues:

(i) es una consecuencia directa de que P̂n(X̂) = Pn(X): dim P̂n(X̂) = dimPn(X) = n;

(ii) es una consecuencia de la continuidad de las proyecciones Pn:

P̂nP̂m(x) = ĺım
i→∞

PnP̂m(xi) = ĺım
i→∞

PnPm(xi) = ĺım
i→∞

Pmı́n{n.m}(xi) = P̂mı́n{n,m}(x);

(iii) es una consecuencia de la acotación de la sucesión de números reales (‖Pn‖)n∈N:

‖P̂n(x̂)− x̂‖ = ‖P̂n(x̂)− P̂n(xi) + P̂n(xi)− x̂‖
≤ ‖P̂n(x̂− xi)‖+ ‖P̂nxi − x̂‖
≤ ‖P̂n‖‖x̂− xi‖+ ‖Pnxi − x̂‖
≤ ‖P̂n‖‖x̂− xi‖+ ‖Pnxi − xi + xi − x̂‖
≤ ‖Pn‖‖x̂− xi‖+ ‖Pnxi − xi‖+ ‖xi − x̂‖ < ε para n >> 1.
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Además, dado que ei ∈ Pi(X) ∩ Pi−1
−1(0), tenemos entonce que ei ∈ P̂i(X̂) ∩ P̂i−1

−1(0)
para todo i ∈ N.

Por tanto, en virtud del Lema B.5 anterior, (Pn)n∈N es la sucesión de proyecciones
naturales asociada a la base de Schauder (ei)i∈N del espacio de Banach X̂.

Proposición B.8 (equivalencia de las normas |||·||| y ‖·‖).
Si (X, ‖·‖) es un espacio de Banach con base de Schauder, las normas |||·||| y ‖·‖ son
equivalentes.

Demostración.
Supongamos que (X, |||·|||) es un espacio de Banach. En tal caso, I : (X, |||·|||) −→

(X, ‖ · ‖) es una aplicación lineal, continua �pues ‖ · ‖ ≤ |||·|||� e biyectiva entre dos
espacios de Banach. Luego, en virtud del Teorema de la Aplicación Abierta, la aplicación
I−1 también es continua; es decir, |||·||| y ‖·‖ son normas equivalentes en X. Basta entonces
probar la completitud de (X, |||·|||).

Sea X̂ la complección de X respecto de |||·|||; veremos que X̂ ⊂ X. Para ello, co-
mencemos indicando que, en virtud del Lema B.7 anterior, (ei)i∈N también es base de
Schauder de X̂. Así pues, dado x ∈ X̂, existe una única sucesión de escalares (αi)i∈N
tal que x =

∑∞
i=1 αiei en (X, |||·|||). Teniendo en cuenta que ‖·‖ ≤ |||·|||, concluimos que

sn =
∑n

i=1 αiei es una sucesión de Cauchy en (X, ‖·‖); luego
∑∞

i=1 αiei = x′ en (X, ‖·‖).
Por tanto, razonando como en el Lema B.6 anterior, concluimos que

∑∞
i=1 αiei = x′ en

(X, |||·|||) y así �por unicidad del límite� x = x′ ∈ X.

Teorema B.9 (S. Banach).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (ei)i∈N. En tal caso,

sup
n∈N
‖Pn‖ <∞ y ej

∗ ∈ X∗ para cada j ∈ N.

Demostración.
Basta tener en cuenta que ‖·‖ y |||·||| son equivalentes y que |||Pn||| ≤ 1 para todo n ∈ N.

Por otra parte, dado que ‖Pjx− Pj−1x‖ = ‖ej∗(x)ej‖ = |ej∗(x)| ‖ej‖,

‖ej∗‖ = sup
‖x‖≤1

|ej∗(x)| = ‖ej‖−1 sup
‖x‖≤1

‖Pj(x)− Pj−1(x)‖ ≤ 2‖ej‖−1 sup
n∈N
‖Pn‖

y entonces,
‖ej‖ ‖ej∗‖ ≤ 2 bc (ei)i∈N, para todo j ∈ N.

B.1.2. Sucesiones básicas

De�nición B.10 (sucesión básica).
Sean X e Y dos espacios de Banach.

(a) Una sucesión (xi)i∈N ⊂ X se dice sucesión básica si es base de Schauder de span {xi : i ∈
N}.

(b) Dos sucesiones básicas (ei)i∈N ⊂ X y (εi)i∈N ⊂ Y se dicen equivalentes si

∞∑
i=1

aiei ∈ X ⇐⇒
∞∑
i=1

aiεi ∈ X.
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Proposición B.11 (criterio de Grumblum).
Una sucesión (ei)i∈N ⊂ X es sucesión básica si y sólo si existe K > 0 tal que,

∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥ ≤ K
∥∥∥ m∑
i=1

aiei

∥∥∥, para toda sucesión a = (ai)i∈N ⊂ K y n ≤ m.

Además, la menor constante K que podemos escoger es bc (ei)i∈N.

Demostración.
La necesidad de la condición enunciada es clara. En efecto, pues basta tener en cuenta

que ∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥ =
∥∥∥Pn( m∑

i=1

aiei

)∥∥∥ ≤ ‖Pn‖∥∥∥ m∑
i=1

aiei

∥∥∥ ≤ bc (ei)i∈N

∥∥∥ m∑
i=1

aiei

∥∥∥.
Recíprocamente, si Pn : span {ei : i ∈ N} −→ span {ei : 1 ≤ i ≤ n} es la aplicación

dada por

Pn

( m∑
i=1

aiei

)
=

n∑
i=1

aiei, para cada x =
m∑
i=1

aiei ∈ span {ei : i ∈ N} con m > n;

entonces �en virtud de la hipótesis que estamos asumiendo�, ‖Pn‖ ≤ K. Por tanto,
para cada n ∈ N, podemos extender la aplicación Pn a span {ei : i ∈ N}; por comodidad
en la notación, denotaremos a dicha extensión por Pn.

A continuación, veremos que la sucesión (Pn)n∈N satisface las propiedades (i) − (iii)
del Lema B.5 anterior. En efecto, pues:

(i) dado que span {ei : 1 ≤ i ≤ n} es cerrado, ImPn = span {ei : 1 ≤ i ≤ n};

(ii) basta tener en cuenta la de�nición de Pn;

(iii) dado ε > 0 y x ∈ span {ei : i ∈ N}, existe y = a1e1 + · · ·+ amem ∈ span {ei : i ∈
N} tal que ‖x− y‖ < ε/(2K); luego, ‖Pm(x− y)‖ < ε/2 y entonces

‖x− Pmx‖ = ‖x− y + y − Pmx‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − Pmx‖

= ‖x− y‖+ ‖Pm(y)− Pmx‖ <
ε

2K
+
ε

2
.

Por tanto, el resultado enunciado es ahora consecuencia directa del Lema B.5 anterior.

Proposición B.12 (equivalencia de sucesiones básicas).
Si (ei)i∈N ⊂ X y (εi)i∈N ⊂ Y son dos sucesiones básicas en X e Y respectivamente, los
siguientes enunciados son equivalentes:

(a) (ei)i∈N es equivalente a (εi)i∈N;

(b) existe un isomor�smo T : span {ei : i ∈ N} −→ span {εi : i ∈ N} tal que

Tei = εi, para cada i ∈ N;
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(c) existen C1, C2 > 0 tales que, para cada n ∈ N,

C1
−1
∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥
X
≤
∥∥∥ n∑
i=1

aiεi

∥∥∥
Y
≤ C2

∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥
X
, para todo ai ∈ K con 1 ≤ i ≤ n.

Demostración.
(a) =⇒ (b)

La aplicación T : span {ei : i ∈ N} −→ span {εi : i ∈ N} dada por

Tx =
∞∑
i=1

aiεi, para cada x =
∞∑
i=1

aiei ∈ span {ei : i ∈ N},

está bien de�nida y es biyectiva. Para probar que T es un isomor�smo, emplearemos el
Teorema del Grafo cerrado y el Teorema de la Aplicación abierta.

Sea entonces (zk)k∈N una sucesión de vectores de X tal que

ĺım
k→∞

zk = ĺım
k→∞

∞∑
i=1

akiei =
∞∑
i=1

aiei = z y ĺım
k→∞

Tzk = ĺım
k→∞

∞∑
i=1

akiei =
∞∑
i=1

ciei.

En tal caso, dado a que los funcionales biortogonales son continuos, tendremos entonces
que aki → ai y a

k
i → ci. Por tanto, ai = ci para todo i ∈ N y entonces

ĺım
k→∞

Tzk =
∞∑
i=1

aiei = Tz.

(b) =⇒ (c)
Basta considerar C2 = ‖T‖ e C1 = ‖T−1‖.

(c) =⇒ (a)
Ls desigualdades de (c) nos permiten a�rmar que

n∑
i=1

aiei es de Cauchy ⇐⇒
n∑
i=1

aiεi es de Cauchy.

Teorema B.13 (Krein�Milman�Rutman).
Sea X un espacio de Banach y (ei)i∈N una sucesión básica normalizada con bc (ei)i∈N = K.
En tal caso, si (εi)i∈N es una sucesión de vectores de X tal que

(a)
∞∑
i=1

‖ei − εi‖ <
1

2K
, entonces (εi)i∈N es una sucesión básica equivalente a (ei)i∈N;

(b) si span {ei : i ∈ N} es complementado en X mediante una proyección P : X −→ X
y

∞∑
i=1

‖ei − εi‖ <
1

8K‖P‖
,

entonces span {εi : i ∈ N} es complementado en X.

Demostración.
(a)
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Veamos inicialmente que si x =
∑∞

i=1 aiei ∈ X, entonces
∑∞

i=1 aiεi ∈ X. Para ello,
teniendo en cuenta que |ai| = |ei∗(x)| ‖ei‖ ≤ ‖ei∗‖ ‖ei‖ ‖x‖ ≤ 2‖x‖K, observamos que∥∥∥ l∑

i=k

aiεi

∥∥∥ =
∥∥∥ l∑
i=k

ai(εi − ei)
∥∥∥+

∥∥∥ l∑
i=k

aiei

∥∥∥ ≤ k∑
i=1

|ai|‖εi − ei‖+
∥∥∥ l∑
i=k

aiei

∥∥∥
≤ 2K‖x‖

k∑
i=l

‖εi − ei‖+
∥∥∥ l∑
i=k

aiei

∥∥∥.
Ahora, teniendo en cuenta (a), deducimos que el primer sumando tiende a 0 cuando
k, l → ∞. Por otra parte, en virtud de la de�nición de x, el segundo sumando también
satisface la misma propiedad.

Por lo tanto, la aplicación T : span {ei : i ∈ N} −→ span {εi : i ∈ N} dada por

Tx =
∞∑
i=1

aiεi, para cada x =
∞∑
i=1

aiei ∈ span {ei : i ∈ N},

está bien de�nida. Probaremos que T es un isomor�smo y entonces el resultado enunciado
se deducirá a partir de la Proposición B.12 anterior.

Comencemos observando que, para x =
∑∞

i=1 aiei ∈ span {ei : i ∈ N} arbitrario,

‖x− Tx‖ ≤
∞∑
i=1

|ai| ‖εi − ei‖ ≤ 2K‖x‖
∞∑
i=1

‖εi − ei‖ ≤ ‖x‖ (B.1)

y entonces ‖Tx‖ ≤ ‖Tx − x‖ + ‖x‖ ≤ 2‖x‖; luego T es un operador acotado. Por otro
lado,

‖x‖ ≤ ‖x− Tx‖+ ‖Tx‖ ≤ 2K‖x‖
∞∑
i=1

‖εi − ei‖+ ‖Tx‖,

de donde deducimos que (
1− 2K

∞∑
i=1

‖εi − ei‖
)
‖x‖ ≤ ‖Tx‖;

luego T−1 también es un operador acotado.
Por tanto, ya sabemos que T es un isomor�smo entre span {ei : i ∈ N} y T (span {ei : i ∈

N}). Además, dado que T (span {ei : i ∈ N}) es cerrado en span {εi : i ∈ N} y contiene a
span {εi : i ∈ N}, concluimos �nalmente que T (span {ei : i ∈ N}) = span {εi : i ∈ N}.

Nota B.14. Si (ei)i∈N es base de Schauder, (εi)i∈N también es base de Schauder.
De acuerdo con lo anterior, basta probar que span {εi : i ∈ N} = T (X) = X. Si dicha

igualdad no fuese cierta, en virtud del Lema de Riesz sobre elementos casi-ortogonales
[18, p. 19], existiría x ∈ SX tal que

dist(x, T (X)) ∈
(

2K
∞∑
i=1

‖xi − ei‖, 1
)
⊂ R,

contradiciendo así (B.1), pues

‖x− Tx‖ ≤ 2K
∞∑
i=1

‖xi − ei‖.
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(b)
Considerando el operador T del apartado (a) anterior, para y =

∑∞
i=1 aiεi, tenemos

que

y = T
( ∞∑
i=1

aiei

)
= TP

( ∞∑
i=1

aiei

)
y entonces �como |ai| = |εi∗(y)| ≤ ‖εi∗‖ ‖y‖ = ‖(Tei)∗‖ ‖y‖ ≤ ‖T‖ ‖ei∗‖ ‖ei‖ ≤ 2K‖T‖ ‖y‖
y ‖T‖ ≤ 2�

‖TPy − y‖ =
∥∥∥TP( ∞∑

i=1

ai(εi − ei)
)∥∥∥ ≤ ‖T‖ ‖P‖ ∞∑

i=1

|ai| ‖εi − ei‖

≤ 8K‖P‖ ‖y‖
∞∑
i=1

‖εi − ei‖ ≤ δ‖y‖, con δ < 1.

Sea S la restricción de TP a span {εi : i ∈ N}. De modo análogo a lo mostrado
en el apartado (a) anterior, se prueba ahora que S es un isomor�smo sobreyectivo de
span {εi : i ∈ N} en span {εi : i ∈ N}; luego S−1TP es una proyección de X sobre
span {εi : i ∈ N}.

B.1.3. Sucesiones básicas bloque

De�nición B.15 (sucesión básica bloque).
Sea (ei)i∈N una sucesión básica en un espacio de Banach X. Una sucesión básica bloque
de (ei)i∈N, (uj)j∈N, es una sucesión de vectores no nulos de la forma

uj =

pj+1∑
i=pj+1

aiei, con ai ∈ K y p1 < p2 < . . .

Lema B.16 (el nombre �sucesión básica bloque� es correcto).
Toda sucesión básica bloque de una base (ei)i∈N es una sucesión básica con constante básica
menor o igual que bc (ei)i∈N.

Demostración.
Es una consecuencia directa de la Proposición B.11 (Grumblum). En efecto, pues para

k ≤ l,

∥∥∥ k∑
j=1

αjuj

∥∥∥ =
∥∥∥ k∑
j=1

αj

pj+1∑
i=pj+1

aiei

∥∥∥ =
∥∥∥ k∑
j=1

pj+1∑
i=pj+1

αjaiei

∥∥∥
≤ bc (ei)i∈N

∥∥∥ l∑
j=1

pj+1∑
i=pj+1

αjaiei

∥∥∥ = bc (ei)i∈N

∥∥∥ l∑
j=1

αjuj

∥∥∥.
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (ei)i∈N tal que bc (ei)i∈N = K.

Teorema B.17 (Peªczy«ski: utilidad de las sucesiones básicas bloque).
Si Y ⊂ X es un subespacio de dimensión in�nita, existe un subespacio Z ⊂ Y tal que

(a) Z tiene dimensión in�nita;
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(b) Z tiene base de Schauder equivalente a una sucesión básica bloque de (ei)i∈N.

Demostración.
Dado p ∈ N arbitrario, sea Wp ⊂ X el subespacio vectorial de codimensión �nita dado

por

Wp =
{
x ∈ X : x =

∞∑
i=p+1

aiei

}
= span {ei : i > p}.

Puesto que Wp es un subespacio de codimensión �nita e Y es in�nito dimensional, el
subespacio intersección Wp ∩ Y tiene dimensión no �nita y entonces, Wp ∩ Y 6= {0} para
todo p ∈ N.

Para cada j ∈ N, dado yj =
∑∞

i=j a
j
iei ∈ SY , escojamos pj ∈ N de modo que

uj =

pj∑
i=pj−1+1

aj iei =⇒ ‖yj − uj‖ <
1

4jK
, siendo K = bc (ei)i∈N. (B.2)

Procediendo de tal modo, construimos una sucesión básica bloque (uj)j∈N de (ei)i∈N
tal que

∞∑
j=1

‖yj − uj‖ <
∞∑
j=1

1

4jK
=

1

3K
.

Por tanto, en virtud del Teorema B.13 anterior, (yj)j∈N es una sucesión básica equivalente
a (uj)j∈N. Por lo tanto, Z = span {yj : j ∈ N} satisface la propiedad requerida en el
enunciado.

Realizando un ligera modi�cación de la anterior demostración se obtiene el siguiente
resultado, conocido habitualmente por Criterio de selección de Bessaga-Peªczy«ski. Una
demostración explícita del mismo puede consultarse en el artículo original [7] y también
en [1].

Teorema B.18. [Criterio de Bessaga-Peªczy«ski]
Si (xn)n∈N es una sucesión de vectores de X tal que:

(a) ı́nfn∈N ‖xn‖ > 0,

(b) xn → 0 débilmente;

entonces existe (xnk
)k∈N subsucesión de (xn)n∈N tal que (xnk

)k∈N es sucesión básica equi-
valente a una sucesión básica bloque de (ei)i∈N.

B.1.4. Bases y dualidad

Dado un espacio de Banach X con base de Schauder (ei)i∈N, ¾forman los coe�cientes
biortogonales (e∗i )i∈N una base del espacio dual X∗? Pese a que, en general, la respuesta es
negativa �téngase en cuenta que para que ocurriese es necesario que X∗ sea separable�
los siguientes resultados muestran bajo qué condiciones tenemos asegurada una respuesta
a�rmativa.

Lema B.19 (Motivación).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (ei)i∈N y proyecciones canónicas aso-
ciadas (Pn)n∈N. En tal caso, (ei

∗)i∈N es una base de Schauder de span {ei∗ : i ∈ N} con
proyecciones canónicas asociadas (Pn

∗)n∈N.
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Demostración.
Para n ∈ N, f ∈ X∗ y x =

∑∞
i=1 ei

∗(x)ei ∈ X arbitrarios, tenemos que

Pn
∗f(x) = f(Pnx) = f

( n∑
i=1

ei
∗(x)ei

)
=

n∑
i=1

ei
∗(x)f(ei)

y entonces, identi�cando X con X∗∗,

Pn
∗(f) =

n∑
i=1

f(ei)ei
∗ =

n∑
i=1

ei(f)ei
∗, para cada n ∈ N. (B.3)

Por tanto, para cada n ∈ N, tenemos que dimPn
∗(X∗) = n.

Por otra parte, para f ∈ span {ei∗ : i ∈ N}, tenemos que Pn
∗f = f para n >> 1. Así

pues, dado f ∈ span {ei∗ : i ∈ N} arbitrario, tenemos que (escogiendo g ∈ span {ei∗ : i ∈
N} tal que ‖f − g‖ < ε)

‖Pn∗f − f‖ = ‖Pn∗f − Pn∗g + Pn
∗g − g + g − f‖

= ‖Pn∗‖ ‖f − g‖+ ‖Pn∗g − g‖+ ‖g − f‖
≤ ε sup

n∈N
‖Pn‖+ ε, se n >> 1

y entonces,
ĺım
n→∞

‖Pn∗f − f‖ = 0, para todo f ∈ span {ei∗ : i ∈ N}. (B.4)

Es inmediato probar que Pn
∗Pm

∗ = P ∗mı́n{n,m} para todo n,m ∈ N. Por tanto, el
resultado enunciado es consecuencia del Lema B.5 anterior.

Nota B.20 (sobre (B.4)).
Tenemos que Pn

∗f → f débilmente∗ en X∗ para todo f ∈ X∗. En efecto, pues al ser f
continua,

f(x) = f
( ∞∑
i=1

ei
∗(x)ei

)
=
∞∑
i=1

ei
∗(x)f(ei) = ĺım

n→∞

n∑
i=1

ei
∗(x)f(ei) = ĺım

n→∞
Pn
∗f(x).

De�nición B.21 (base de Schauder contractiva & Base de Schauder acotadamente com-
pleta).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (ei)i∈N; se dice que (ei)i∈N:

(a) es una base contractiva (en inglés, shrinking) si span {ei∗ : i ∈ N} = X∗;

(b) es una base acotamente completa (en inglés, boundedly complete) si

sup
n∈N

∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥ <∞ =⇒
∞∑
i=1

aiei ∈ X.

Ejemplo B.22 (bases contractivas y acotadamente completas).

(a) La base canónica de c0 y `p, con 1 < p < ∞ es contractiva; la base canónica de `1

no es contractiva.

(b) La base canónica de `p, con 1 ≤ p <∞ es acotadamente completa; la base canónica
de c0 no es acotadamente completa (basta considerar xn = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . )).
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Proposición B.23 (caracterización de bases contractivas I).
Sea (ei)i∈N una base de Schauder de X con proyecciones asociadas (Pn)n∈N. En tal caso,

(ei)i∈N base contractiva ⇐⇒ (ei
∗)i∈N es base de Schauder de X∗.

Demostración.
Si span {ei∗ : i ∈ N} = X∗, entonces �en virtud del Lema B.19 anterior� (Pn

∗) genera
una base de Schauder de X∗.

Recíprocamente, si las proyecciones naturales Pn
∗ generan una base de Schauder deX∗,

entonces ĺımn→∞ ‖Pn∗f−f‖ = 0 para todo f ∈ X∗ y entoncesX∗ = span {ei∗ : i ∈ N}.

La siguiente proposición motiva la elección del nombre �contractiva� para este tipo de
bases.

Proposición B.24 (Caracterización de bases contractivas II).
Sea (ei)i∈N una base de Schauder de X con proyecciones asociadas (Pn)n∈N. En tal caso,

(ei)i∈N base contractiva ⇐⇒ ĺım
n→∞

‖f |span {ei : i>n}‖ = 0 para todo f ∈ X∗.

Demostración.
Comencemos observando que si P : X −→ X es una proyección lineal y acotada,

entonces
sup

y∈P (BX)

|f(y)| = sup
x∈BX

|f(P (x))| = sup
x∈BX

|P ∗(f(x))| = ‖P ∗f‖

y
BP (X) ⊂ P (BX) ⊂ ‖P‖BX ∩ P (X) ⊂ ‖P‖BP (X).

Así pues, para las proyecciones canónicas (Pn)n∈N asociadas a la base de Schauder (ei)i∈N,
tenemos que

‖f |(I−Pn)(X)‖ = sup{|f(x)| : x ∈ B(I−Pn)(X)} ≤ sup{|f(x)| : x ∈ (I − Pn)(BX)}
≤ sup{|f(x)| : x ∈ (‖Pn‖+ 1)B(I−Pn)(X)}.

Por tanto,

‖f |(I−Pn)(X)‖ ≤ ‖f − Pn∗(f)‖ ≤ (‖Pn‖+ 1)‖f |(I−Pn(X))‖, para todo f ∈ X∗,

y entonces (ei)i∈N es una base contractiva si y sólo si

ĺım
n→∞

‖f |span {ei : i>n}‖ = 0, para todo f ∈ X∗.

El siguiente Teorema B.28 proporciona una caracterización de los espacios de Banach
con base de Schauder que son re�exivos. Para su demostración emplearemos tres teore-
mas clásicos que involucran topologías débiles de un espacio de Banach; recordamos a
continuación sus enunciados (su demostración puede consultarse en [18]).

Teorema B.25 (Teorema de Mazur).
Sea X un espacio de Banach. Entonces, todo conjunto C ⊂ X cerrado y convexo es
débilmente cerrado.

Teorema B.26 (Teorema de Goldstine).
Sea X un espacio de Banach. Luego, BX es débilmente compacto si y sólo si X es re�exivo.
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Teorema B.27 (Teorema de Eberlein�Smulyan).
Sea X un espacio de Banach separable y C ⊂ X un conjunto cerrado. Entonces,

C débilmente compacto ⇐⇒ C débilmente secuencialmente compacto.

Teorema B.28 (James. Bases de Schauder en espacios re�exivos).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (ei)i∈N. Entonces,

X es re�exivo ⇐⇒ (ei)i∈N es contractiva y acotadamente completa.

Demostración.
Supongamos inicialmente que X es re�exivo. En tal caso, para toda f ∈ X∗, tenemos

que Pn
∗f → f en la topología débil∗ de X∗ (ver Nota B.20). No obstante, dado que X

es re�exivo, tal propiedad de convergencia también es cierta en la topología débil de X.
Luego, teniendo en cuenta (B.3) y el Teorema B.25 (convexo y cerrado implica débilmente
cerrado), concluimos que

X∗ = spanw {ei∗ : i ∈ N} = span {ei∗ : i ∈ N}.

Es decir, (ei)i∈N es una base contractiva de X.
Sea ahora (ai)i∈N una sucesión de escalares tal que

sup
n∈N

∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥ <∞
y consideremos, para cada n ∈ N,

xn =
n∑
i=1

aiei ∈ X.

Sea x ∈ X un punto límite débil de la sucesión (xn)n∈N �cuya existencia está asegurada,
al serX re�exivo, por los Teoremas B.26 y B.27 �. Para i ≤ n tenemos que, ei

∗(xn) = ai y
entonces ei

∗(x) = ai para todo i ∈ N. Por tanto, en virtud de la unicidad de los coe�cientes
proporcionados por una �serie de Schauder�,

x =
∞∑
i=1

aiei ∈ X

y entonces la base de Schauder (ei)i∈N es acotadamente completa.

Recíprocamente, supongamos ahora que (ei)i∈N es una base contractiva y acotadamen-
te completa de X. Probaremos que X es re�exivo empleando el Teorema B.26 viendo que
BX es débilmente compacto.

Dado que (ei)i∈N es una base contractiva de X, el dual X∗ es separable. Por tanto, en
virtud del Teorema B.27, para probar que BX es débilmente compacto basta mostrar que
toda sucesión (xk)k∈N ⊂ BX admite una subsucesión débilmente convergente.

Sea luego (xk)k∈N ⊂ BX una sucesión arbitraria. Empleando el argumento diagonal de
Cantor, podemos extraer una subsucesión denotada nuevamente por (xk)k∈N tal que

ĺım
k→∞

ei
∗(xk) = ai ∈ K, para cada i ∈ N.
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Así pues, para cada n ∈ N, tenemos que

n∑
i=1

aiei =
n∑
i=1

ĺım
k→∞

ei
∗(xk)ei = ĺım

k→∞

n∑
i=1

ei
∗(xk)ei = ĺım

k→∞
Pn(xk)

y entonces

sup
n∈N

∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥ = sup
n∈N

∥∥∥ ĺım
k→∞

Pn(xk)
∥∥∥ = sup

n∈N
ĺım
k→∞
‖Pn(xk)‖ ≤ sup

n∈N
‖Pn‖ <∞.

Por tanto, dado que (ei)i∈N es acotadamente completa,

x =
∞∑
i=1

aiei ∈ X.

Además, dado que span {ei∗ : i ∈ N} = X∗ y

ĺım
k→∞

ei
∗(xk) = ai = ei

∗(x), para todo i ∈ N.

concluimos �nalmente que (xk)k∈N converge débilmente a x ∈ BX .

B.1.5. Sucesiones básicas bloque en `p

Proposición B.29 (Sucesiones básicas bloque en `p).
Si (ui)i∈N es una sucesión básica bloque normalizada de la base canónica (ei)i∈N de `p, con
1 ≤ p <∞, entonces:

(a) (ui)i∈N es equivalente a (ei)i∈N y span {ui : i ∈ N} es isométrico a `p;

(b) existe una proyección sobreyectiva P : `p −→ span {ui : i ∈ N} con ‖P‖ = 1.

Demostración.
Para cada j ∈ N, supongamos que el j-ésimo vector de la sucesión básica bloque

normalizada (uj)j∈N viene dado por

uj =

pj+1∑
i=pj+1

λiei, con

pj+1∑
i=pj+1

|λi|p = 1.

(a)

En tal caso, dado que∥∥∥ m∑
j=1

ajuj

∥∥∥ =
( m∑
j=1

pj+1∑
i=pj+1

|aj|p|λi|p
)1/p

=
( m∑
j=1

|aj|p
pj+1∑
i=pj+1

|λi|p
)1/p

=
( m∑
j=1

|aj|p
)1/p

=
∥∥∥ m∑
j=1

ajej

∥∥∥,
es claro que (ui)i∈N y (ei)i∈N son equivalentes. Además, la aplicación dada por

T
( ∞∑
j=1

ajuj

)
=
∞∑
j=1

ajej, para cada
∞∑
j=1

ajuj ∈ span {ui : i ∈ N}.
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de�ne una isometría entre span {ui : i ∈ N} y `p.
(b)

Dado j ∈ N, sea uj
∗ ∈ `p

∗ tal que uj
∗ ∈ span {ei : pj + 1 ≤ i ≤ pj+1} ⊂ `q y

‖uj∗‖ = uj
∗(uj) = 1. En tal caso, uj

∗(uk) = 0 para todo k 6= j y entonces,

Px =
∞∑
j=1

u∗j(x)uj, para cada x = (xn)n∈N ∈ `p,

de�ne una proyección lineal y sobreyectiva P : `p −→ span {uj : j ∈ N}. Además, dado
que

|uj∗(x)|p ≤ ‖uj‖p ‖x‖p ≤ ‖x‖p =

pj+1∑
i=pj+1

|ai|p, para cada x =
∞∑
i=1

aiei ∈ `p,

tenemos entonces que ‖P‖ = 1. En efecto, pues

‖Px‖p =
∞∑
j=1

pj+1∑
i=pj+1

|u∗j(x)|p|λi|p =
∞∑
j=1

|u∗j(x)|p ≤
∞∑
j=1

pj+1∑
i=pj+1

|ai|p = ‖x‖p.

B.2. Espacios de Orlicz

De�nición B.30 (función de Orlicz).
Se dice que una función M : [0,+∞) −→ [0,+∞) es una función de Orlicz si M es
continua, creciente, convexa y cumple que:

M(0) = 0, ĺım
t→+∞

M(t) = +∞.

Además, se dice que:

(a) M es una función de Orlicz degenerada si existe b > 0 tal que M(t) = 0 para todo
t ∈ [0, b].

(b) M satisface la 42-condición en 0 si

ĺım sup
t→0

M(2t)

M(t)
<∞.

De�nición B.31 (espacios de Orlicz).
Para cada sucesión x = (xn)n∈N de escalares consideramos

‖x‖M = ı́nf
{
ρ > 0:

∞∑
n=1

M
( |xn|
ρ

)
≤ 1
}
∈ [0,+∞].

y de�nimos entonces los siguientes espacios:

(a) `M =
{
x = (xn)n∈N :

∞∑
n=1

M
( |xn|
ρ

)
<∞ para algún ρ > 0

}
,

(b) hM =
{
x = (xn)n∈N :

∞∑
n=1

M
( |xn|
ρ

)
<∞ para todo ρ > 0

}
;
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en los que ‖·‖M de�ne una norma.

Nota B.32 (Sobre los espacios de Orlicz).
El espacio (`M , ‖·‖) es un espacio de Banach de sucesiones que generaliza a los bien

conocidos espacios `p; pues éstos se obtienen como caso particular cuando consideramos
M(t) = tp. Si M es una función degenerada, entonces ‖·‖M = ‖·‖∞ y `M = `∞, mientras
que hM = c0.

En general, para una función de Orlicz arbitraria M , la sucesión (en)n∈N formada
por los vectores unitarios canónicos no es una base de Schauder de `M ; ello justi�ca la
importancia del siguiente resultado, cuya demostración puede consultarse en [33].

Teorema B.33 (Sobre los espacios de Orlicz).
Para una función de Orlicz M : [0,+∞) −→ [0,+∞), los siguientes enunciados son equi-
valentes:

(a) M satisface la 42-condición en 0;

(c) (en)n∈N es una base de Schauder acotadamente completa `M ,

(d) `M = hM ,

(e) `M es separable,

(f) ĺım sup
t→0

tM ′(t)

M(t)
<∞,

(g) x = (xn)n∈N ∈ `M si y sólo si
∞∑
n=1

M(|xn|) <∞.

El último teorema de esta sección da una condición necesaria y su�ciente para que dos
espacios de Orlicz, de�nidos éstos por funciones de Orlicz que veri�quen la condición ∆2,
sean isomorfos. Nuevamente, una demostración del mismo se encuentra en [33].

Teorema B.34.

Sean M1, M2 : [0,+∞) −→ [0,+∞) dos funciones de Orlicz que satisfacen la condición
42. En ta caso, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) `M1 y `M2 son espacios de Banach isomorfos;

(b) existe K > 0 y t0 > 0 tal que

1

K
≤ M1(t)

M2(t)
≤ K, para todo t ∈ [0, t0).
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