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1. Introduccion

En este trabajo se introducen los conceptos fundamentales de la teoria de espacios ortogonales
sobre un cuerpo K de caracteristica distinta de 2. Se prueba el teorema de Witt que afirma que toda
isometria entre dos subespacios de un espacio ortogonal V' se puede extender a una isometria de V'
y a partir de este teorema se prueban la ley de cancelacion y el teorema de descomposiciéon de Witt.
Se definen invariantes que permiten clasificar los espacios ortogonales sobre un cuerpo K, si K es
cuadraticamente cerrado o bien es euclidiano o pitagérico o si se trata de un cuerpo finito. Se calcula
el grupo de Witt de K en estos casos.

2. Preliminares

2.1. Espacios vectoriales ortogonales
Sea V un espacio vectorial de dimensién n > 0 sobre el cuerpo K.

Definicién 2.1. Se dice que una aplicaciéon o: V x V — K es una aplicacion bilineal simétrica o una
forma bilineal stmétrica en V si verifica las siguientes condiciones:

(1) o(A1v1 + Agvg,w) = A o(vy,w) + Ay o(ve,w), v1,va,w €V, A1, Ag € R.
(2) 0'(2),>\1 w1 + Ao TUQ) =)\ a(v,wl) + Ao O'(U,ZUQ), v,wi, we €V, A, Ao € R,
(3) o(v,w) =o(w,v), vyweV

Si o es una aplicacién bilineal, denotaremos con frecuencia o(u,v) por w-v y v -v por v2.

Un espacio ortogonal es un par (V, o), donde V es un espacio vectorial sobre K y 0: V xV — K
es una forma bilineal simétrica. Lo denotaremos por (Vo) o simplemente por V.

Denotaremos por M, (K) el conjunto de matrices n x n sobre K.

Definicién 2.2. Sea o: V x V — K una forma bilineal simétrica en V' y sea B = {v1,...,v,} una
base de V. Se llama matriz de Gram de o respecto a la base B a la matriz simétrica

g1 912 --. 9Jin
g1 Gg22 ... @Gon

G; =" : = (9ij) € Mn(K)
gnl Gn2 -+ Gnn

donde g;; = v; - vj, 1,5 =1,...,n.



Proposicion 2.3. Sea o: V x V — K una forma bilineal simétrica en V' y sea B = {v1,...v,} una
base de V. Sean v = x1v1 + ...+ TpUy, W = Y101 + . . . + Yp vy vectores de V y Gf = (gij) la matriz de
Gram de o respecto a B. Se tiene:

n Y1
U(U,w):Zgij:ciyj:(:vl xn)Gf :
ij=1 Yn
Proposicion 2.4. Sean B = {v1,...,v,} una base de V yv = xiv1+...+Tpvp, w = y101+. ..+ Ynvp

vectores de V. Sea A = (ai;j) € Mp(K) una matriz simétrica. La aplicacion oa: V x V — K dada por
n Y1
oa(v,w) = Z aijTiy; = ( 1 ... Ip )A :
ni=1 Yn

es una forma bilineal simétrica en V cuya matriz de Gram respecto a la base B es la matriz A.

Proposicion 2.5. Sean B = {v1,...v,} y B' = {v},...v),} bases de V y sea 0: V XV — K una
forma bilineal simétrica. Sea P = 1pp = (pi;) la matriz de cambio de base de B’ a de B,

n
UZ'» = ijivj, 1=1,...,n.
j=1
Entonces se tiene
B’ t ~B
G, =P'G,P
siendo P! la matriz traspuesta de la matriz P.

Sea K* el grupo multiplicativo de los elementos de no cero de K. Puesto que K* es un grupo
abeliano con el producto, el conjunto de sus cuadrados

K2 ={2%| z € K*}
es un subgrupo de K* y podemos formar el grupo cociente K*/K*2. La igualdad
det GB' = (det GB)(det P)?
demuestra que la clase (det GZ) K*2 no depende de la base considerada, es decir
(det GE') K*? = (det GP) K*?

Definicién 2.6. Si (V,0) es un espacio ortogonal no singular se llama discriminante de (V,0) y se
denota por disc (V, o) o disc (V) a la clase (det GZ) K*2, donde B es una base cualquiera de V.

Definiciéon 2.7. Sean A, B € M, (K). Se dice que las matrices A y B son congruentes si existe una
matriz regular P € M, (K) tal que
P'AP=B8B

10 .8. La relacién "ser congruentes’ es una relacién de equivalencia en el conjunto de
Observacion 2.8. L | 7 tes” | d 1 | to d
matrices M, (K).



Proposicion 2.9. Si A, B € M, (K) son matrices congruentes entonces tienen igual rango.
Demostracion. Dos matrices congruentes son equivalentes y por lo tanto, tienen el mismo rango. [

Definicién 2.10. Se llama rango de una forma bilineal simétrica o: V x V' — K al rango de la matriz
de Gram Gf de o respecto a una base B cualquiera de V,

rango o := rango Gf

Observacion 2.11. De las proposiciones 2.5 y 2.9 se sigue que el rango de o no depende de la base
considerada en V.

Definicién 2.12. Se dice que un espacio ortogonal (V, o) es no singular si el rango de o coincide con
la dimensién de V.
2.2. Isometrias

Definicién 2.13. Sean (V,o) y (V',0’) espacios ortogonales sobre K. Se dice que una aplicacion
f:V — V' es una isometria si verifica

(1) f es un isomorfismo de espacios vectoriales sobre K.
(2) v-w=f(v)- f(w), v,we V.

Si existe una isometria f: V — V' entonces se dice que (V,o) y (V',0') son espacios vectoriales
ortogonales isométricos.

Propiedades 2.14. (1) Si(V,0) es un espacio ortogonal sobre K, entonces la aplicacion 1y : V. — V
es una isometria.

(2) Si (Vi,01), (Va,02) y (V3,03) son espacios ortogonales sobre K y f1: Vi — Vo y fa: Vo — V3 son
isometrias, entonces fi o fo: Vi — V3 es una isometria.

(3) Si (V,o) y (V',0') son espacios ortogonales sobre K y f: V. — V' es una isometria, entonces
1V =V es una isometria.

Proposicion 2.15. Sean (V, o) y (V',¢’) espacios ortogonales sobre K de dimensiénn, B = {v1,...v,}
una base de V. y f: V. — V' un isomorfismo de espacios vectoriales. Se tiene que f es una isometria
siy solo sivi-v; = f(v)- f(vy), 4,5 =1,...,n.

Demostracion. Si f es una isometria, entonces v; - v; = f(v;) - f(vj), 4,5 =1,...,n.
Reciprocamente, supongamos que v; - v; = f(v;) - f(vj), 4,5 =1,...,n. Sean v = z1v1 + ...+ zpVy
vy w=y1v1 + ...+ ypv, vectores de V. Se tiene

n n n n
F(0) - flw) = Q@) - Q_wivi) = Y wiyi fvi) - flog) = D wayjoi-vj =v-w
i=1 i=1 ij=1 ij=1
O
Teorema 2.16. Sean (V,0) y (V',0’) espacios ortogonales sobre K de dimension n. Son equivalentes

(1) (Vo) y (V' 0") son isométricos.



(2) Existen bases B de V. y B’ de V' tales que las matrices de Gram de o respecto a B y de o’
respecto a B’ coinciden, es decir, tales que Gf = Gf/

Demostracion. (1) = (2) Sea f: V — V' una isometria. Si B es una base de V, entonces G2 = GﬂB).

(2) = (1) Sean B = {v1,...,v,} vy B' ={v],...,v)} bases de V' y V', respectivamente, y tales que
GB = Ggl. Sea f: V — V' el isomorfismo de espacios vectoriales dado por f(v;) = v, i = 1,...,n.
De la igualdad G5 = GCJ:,(B) se sigue que f(v;) - f(vj) = v; - vj, parai,j = 1,...,n. Por la proposicion
2.15, f es una isometria. O

Corolario 2.17. Sean (V,o) y (V',0’) espacios ortogonales sobre K de dimension n. Sea B una base
de V y sea B' una base de V'. Se verifica que (V o) y (V',0") son isométricos si, y solo si, las matrices
de Gram GB y Gf/ son congruentes.

)

iy . . . B .
Demostracion. Si f: V — V' es una isometria, entonces GZ = Gi,( . Por la proposicion 2.5, las

. B ! . . /
matrices Gf;,( ) y Gg son congruentes. Asi, las matrices G2 y GE son congruentes.
! . .
Reciprocamente, dado que G2 y GE son congruentes, existe una matriz regular P tal que

GE =pPGEP

Sea B la base de V tal que P = 155. Por la proposicién 2.5, P! Gf P = Gf. Por tanto Gf = GUB,' y
utilizando el teorema 2.16 se tiene que (V, o) y (V’,0’) son isométricos. O

Proposicion 2.18. Si dos espacios ortogonales no singulares son isométricos, entonces tienen igual
discriminante.

Demostracion. Se sigue del corolario anterior. O

Observacion 2.19. Dos espacios ortogonales de igual discriminante no son, en general, isométricos
ni siquiera en el caso de tener igual dimension. Por ejemplo, consideremos en R? las formas bilineales
oy o' cuyas matrices de Gram en la base canénica C son

Gg = diag(lv 1)7 Gg’ = diag(_lv _1)7
Se tiene que disc (R?, o) = disc (R?,0’) = R*? pero (R?,0) y (R?,0’) no son isométricos, puesto que o

y o’ tienen distinta signatura (teorema 5.13).

3. Ortogonalidad

Sea (V, o) un espacio ortogonal sobre el cuerpo K.
Definicién 3.1. Se dice que los vectores v y w son ortogonales si v - w = 0.

Definicién 3.2. Sea S C V. Se llama subespacio ortogonal a S al siguiente subespacio de V' :
St={weV]|v-w=00veS}

Definiciéon 3.3. Sea (V, o) un espacio ortogonal. Se llama radical de (V, o), y se denota por rad(V),
al subespacio
rad(V)={v eV|v-w=0,w eV}



Proposicion 3.4. Si (V,o0) es un espacio ortogonal de dimension n. Se tiene

dimg rad(V) =n —rangoo

Demostracion. Sea B = {vi,...,v,} una base de V. Se tiene
n T 0
rad(V):{inviEV\Gf ; = : |}
=1 Tn 0

O]

Corolario 3.5. Sea (V,0) un espacio ortogonal. Se tiene que (V,o) es no singular si y sélo si
rad(V) = 0.

Proposicion 3.6. Sea (V,0) un espacio ortogonal sobre K. El espacio vectorial cociente V/rad(V) es
un espacio ortogonal sobre K no singular con la forma bilineal

g: V/rad(V) x V/rad(V) - K
dada por o(u+rad(V),v +rad(V)) = o(u,v) para cada u,v € V.

Demostracion. Vamos a probar que & esta bien definida. Si u +rad(V) =« 4+rad(V), v +rad(V) =
v/ +rad(V) y n1,ne € rad(V) son tales que v/ = u+ny y v' = v + ng, entonces

o(u',v") = o(u,v) + o(u,n2) + o(n1,v) + o(n1,n2) = o(u,v),

y por tanto la aplicaciéon ¢ esta bien definida. Es facil ver que ¢ cumple las propiedades de la definicién
2.1 con lo cual 7 es una forma bilineal simétrica. Veamos que V/rad( V') es no singular. En efecto, si
v+rad(V) € rad(V/rad(V)), entonces

o(v,v") = (v +rad(V),v +rad(V)) =0, v’ € V.
Asi, v erad(V) y v 4+ rad(V) = rad(V). O

Proposicion 3.7. Sea (V,0) un espacio ortogonal sobre K y sea U un subespacio de V. El espacio
vectorial U es un espacio ortogonal sobre K con la forma bilineal simétrica oy : U x U — K, dada por

ou(u,u') = o(u,u’)
Proposicion 3.8. Sea (V,0) un espacio ortogonal sobre K y sea U un subespacio de V. Se tiene
rad(U) =UNU*

Definicién 3.9. Sean Uy, ..., U, subespacios de un espacio vectorial V. Se dice que la suma Uy +. . .4+ U;
es directa y se denota por Uy & ... ® Us si se verifica la condicion

up €U,...,us €Us, ur+...4us=0 = u1=...=us=0



Observacion 3.10. Si Uy, ..., U son subespacios de V, entonces U1 + ...+ Us=U1 D ... ® Uy, siy
so6lo si,
Uiﬂ(ZUj) =0,2=1,...,s.
J#i
Si la suma Uj + ... 4 Us es directa, entonces dimg (U + ...+ Ug) = dimg Uy + ... + dimg Us.

Definiciéon 3.11. Sea (V, o) un espacio ortogonal. Se dice que el subespacio U es ortogonal al subes-
pacio W siu-w =0, paracadau e U, w e W.

Definiciéon 3.12. Sea (V, o) un espacio ortogonal y sean Uy, ..., U, subespacios de V. Se dice que la
suma Uy + ...+ U, es una suma ortogonal y se denota por Uy L ... 1L U, si

V) Ui+..4+0,=U:0...0U,.
(2) U; es ortogonal a U; para todo i # j.
Proposicion 3.13. Sea (V,0) un espacio ortogonal.

1) Sean Uy, ..., U, subespacios de V tales que U; es ortogonal a U; para i # j.
J
(a) SiV =U; +...4+ U, entonces
rad(V) = rad(Uy) + ... + rad(U,).

Si ademds V. =U; L ... L U,, entonces rad(V) =rad(Uy) L ... L rad(U,).

(b) SiUy,..., U, son no singulares, entonces
UO+...4U,=U; L... LU,.
(2) Sea W un subespacio suplementario de rad(V'). Se tiene
V =rad(V) L W
y W es un subespacio de V' no singular. Ademds, V/rad(V)) y W son espacios isométricos.

(3) Si W y W’ son subespacios de V- y V =rad(V) L W =rad(V) L W', entonces W y W' son
1SOMELTICoS.

Demostracion. (1) (a) Dado v =>",_, u; € rad(V), con u; € U;. Para cada w; € U;, j =1,...,r, se
tiene

,
uj'wj:Zui-wj:U-wj:O, j=1,...,7r
i=1
Por tanto, u; € rad(Uj), para j =1,...,7. Asi,
rad(V) Crad(Uy) + ... +rad(U,).

Reciprocamente, si iy u; € Y i rad(U;) y v = Y% wj, con u; € rad(U;) y w; € Uj, para

1,7 =1,...,r, entonces
' T T
(D wi)- (Qwg) =D ui-wi=0.
i=1 j=1 i=1

6



Por tanto ), u; € rad(V).
(1) (b) Supongamos que » ;_; u; = 0, con u; € U;. Para cada w € Uj se tiene

T T
w-uj:Zw‘ui:w-(Zui):O
i=1 i=1

Por tanto u; € rad(U;) = {0}, j =1,.

(2) Si W es un subespacio suplementarlo de rad( V), entonces V =rad(V) e W =rad(V) L W.
Por (1)(a) rad(V) = rad(rad(V)) L rad(W) = rad(V) L rad(W), ya que opqvy = 0 . Asi,
rad(W) C rad( V) Nrad(W) = {0}.

La aplicacion f: W — V/rad(V) dada por f(w) = w + rad( V') es una isometria. Para probarlo
veamos que f es una aplicacion biyectiva. En efecto, si w 4+ rad(V)) = rad(V'), entonces w € rad(V), y
por tanto w = 0. Ademaés, para cada u € rad(V'), w € W, se tiene

(u+w) +rad(V) = (u+rad(V)) + (w +rad(V)) =rad(V) + (w+rad(V)) = w +rad(V) = f(w)

La aplicacion f es una isometria puesto que w-w’' = f(w) - f(w') Vw,w’ € W.
(3) Por (2), existen isometrias f: W — V/rad(V) y f': W — V/rad(V). La aplicacion f ' o
f: W — W’ es una isometria. O

Definicién 3.14. Los subespacios W y W’ de la proposicién anterior se denominan componentes no
singulares de V.

Lema 3.15. Sean (V,0) y (V',0’) espacios ortogonales sobre K. Sean Uy y Uy subespacios de V' tales
que V.= Uy L Uy y sean U] y U} subespacios de V' tales que V! = U{ L US. Sean f1 : Uy — Uj y
fo:Us — Ué isometrias. La aplicacion

f1 1 f2: V=V
dada por (fi L f2)(u1 4+ u2) = fi(u1) + fa(u2) es una isometria.

Demostracion. La aplicacion fi L fo es una isometria puesto que es un isomorfismo de espacios
vectoriales y ademaés para todo ui,v1 € Uy y ug,ve € Us, se tiene

(fi L f2)(ur +u2) - (f1 L f2)(v1 +v2) =(f1(w1) + fa(u2)) - (fi(v1) + f2(v2))
=f1(u1) - f2(v1) + fr(ua) - fa(v2)
+fa(uz) - fi(v1) + fa(uz) - fa(w2)

=uy - v +ug - vy = (u1 + ug) - (v1 + va).
O

Proposicion 3.16. Sean V y V' espacios ortogonales. Se tiene que V y V' son isométricos si, y sélo
s, tienen tgual dimension y componentes no singulares isométricas.

Demostracion. Si V y V' son isométricos, entonces rad(V) y rad(V’) son isomorfos y V/rad(V) y
V' /rad(V') son isométricos. Sea g: V/rad(V) — V’'/rad(V’) una isometria y

V=rad(V) LW, V' =rad(V') LW



Por la proposicion 3.13 (2), existe una isometria f: W — V/rad(V) y una isometria f': W/ —
V'/rad(V’). La aplicacion f~' o g o f: W — W' es una isometria. Reciprocamente, dado que
dimg rad(V) = dimg V — dimg W = dimg V' — dimg W = dimg rad(V’), rad(V) y rad(V’) son
isomorfos. Sea f: rad(V) — rad(V’) un isomorfismo y f': W — W’ una isometria. Se tiene que
f L f:V — V' es una isometria. O

Observacion 3.17. La proposiciéon anterior permite reducir la clasificacion de espacios ortogonales a
la clasificacion de espacios ortogonales no singulares.

Proposicion 3.18. Sea (V,0) un espacio ortogonal no singular y sea U un subespacio de V. Se tiene
(1) dimg U +dimg U+ = dimg V.
(2) (Ut =T
(3) rad(U) =rad(UL) =UNU*L.
(4) Si U es no singular, entonces V=U 1L U+,
(5) Sean U y W subespacios de V. Si V. =U L W, entonces W = U+.

Demostracion. (1) Sea B = {v1,...,v,} una base de V, By = {u1,...,u,} una base de U y u; =
bjiv1 + ...+ bjpv,, i =1,...,r. Pongamos
b11 bin
C= :
brl brn

La matriz C tiene rango r. Ya que V es no singular, el rango de ¢ es n y entonces la matriz C G2 tiene
rango 7.
El vector v = Y1 | x;v; € UL si, y solo si,

€1
UZ’-'U:(bil bm)GB =0,1=1,...,n

(e

Ln

Por tanto, UL es el conjunto de vectores cuyas coordenadas en B son soluciones del sistema de 7
ecuaciones lineales homogéneas en n variables

Z1
cGE| : | =0

Ln

Dado que la matriz C G2 tiene rango r, dimg U+ =n — 1.

(2) Se tiene que U C Ut y dado que dimg Ut +dimg UL+ = dimg V y dimg UL +dimg U =
dimg V, dimg U = dimg UL+, Asi, U = U

(3) rad(U+) = UL nU =rad(U).

(4) rad(U) =U N U+ =0, luego U + U+ = U L U+. Dado que dimg V = dimg U + dimg U+,
se tiene que V=U L U*.

(5) Dado que W c U+ y dimW = n — dimU = dim U™, se tiene que W = UL, O



Definiciéon 3.19. Sea (V, o) un espacio ortogonal sobre K y sea v € V', v # 0. Se dice v es isdtropo si
2
v° = 0.

Lema 3.20. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y sea (V,0) un espacio ortogonal sobre
K. Si o # 0, entonces existe un vector v € V., v # 0, no isdtropo.

Demostracion. Sea (V, o) un espacio ortogonal. Supongamos que todos los vectores de V' son isétropos.
Para cada v,w € V| se tiene

0=@w+w?=v*4+2v-w+uw?=20v-w.
Dado que la caracteristica de K es distinta de 2, v - w = 0. Luego o = 0. O

Observacion 3.21. Si la caracteristica de K es 2, existen espacios no singulares sobre K donde todos
los vectores son is6tropos. Por ejemplo, sea V' el plano ortogonal sobre K con la forma bilineal cuya
matriz de Gram respecto una la base B es

5_ (01
a2 =(94)

Todos los vectores de V' son isdtropos y V' es no singular.

Teorema 3.22. (Teorema de estructura de espacios ortogonales) Sea K un cuerpo de caracteristica
distinta de 2 y sea (V, o) un espacio ortogonal sobre K de dimension n > 1. Existen vectores vy, ...,y
tales que,

V={(v1) L... L {vy).

Demostracion. Supongamos que V' es no singular. Razonaremos por induccién sobre n. Para n =1 es
trivial. Supongamos que el teorema es cierto para espacios ortogonales sobre K de dimensiéon n — 1
y veamos que es cierto para espacios ortogonales de dimension n. Sea (V, o) un espacio ortogonal de
dimensién n. Si 0 = 0, cualquier base de V' da un conjunto de vectores con esta propiedad. Si o # 0
por el lema 3.20, existe un vector v; € V, v% # 0. Por la proposicion 3.18,

V= (ur) L (o1)"

Aplicando la hipotesis de induccion a ((vq)*, 0,y L) Se tiene que existen vectores vy, ..., vn € (v1)*

tales que (v1)* = (vo) L ... L (v,) . Asi,
V=(v1) L... L (vp)

Si V es singular, entonces V = rad(V) L W siendo W es un subespacio de V no singular. Por ser W

no singular existen vectores vy, ...,v, € W tales que W = (vy) L ... L (v;). Sea vy41,...,v, una base
de rad(V). Se tiene que V = (v1) L ... L (vy). O
Definiciéon 3.23. Sea (V, o) es un espacio ortogonal sobre K. Se dice que la base B = {v1,...,v,} es

una base ortogonal de V, si v; - v; = 0 para todo 7 # j.

Observacion 3.24. Una base B de V es base ortogonal de (Vo) si, y solo si, GUB es una matriz
diagonal.



Corolario 3.25. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y sea (V,0) un espacio ortogonal
sobre K. Existen bases ortogonales de V.

Demostracion. Por el teorema 3.22; existen vectores vy,...,v, tales que V.= (v1) L ... L (v,). El
conjunto B = {vy,...,v,} es una base ortogonal de V. O

Observacion 3.26. Si la caracteristica de K es 2, entonces existen espacios ortogonales sobre K que
no tienen bases ortogonales. El plano del ejemplo de la observacién 3.21 no tiene bases ortogonales.

Notacion 3.27. Denotaremos por C' la base canonica de K™ para n > 0; es decir,

C={e,."en}, e =(0,...,1,...,0), i=1,...,n.

Corolario 3.28. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y sea A € M, (K). Si A es una matriz
stmétrica entonces es congruente a una matriz diagonal.

Demostracion. Consideremos el espacio ortogonal (K", 04), donde o4 es la forma bilineal de K™ cuya
matriz de Gram respecto a la base candnica es A. Por el corolario 3.25, existe una base ortogonal B
de (K™, 04) y por tanto la matriz GfA es una matriz diagonal. Por la proposicion 2.5, las matrices A
y GB ', son congruentes. O

El problema de clasificacion de espacios ortogonales es uno de los problemas centrales de la teoria
de espacios ortogonales. Se quiere determinar todas las clases de isometria de espacios ortogonales
sobre un cuerpo dado. El método principal de clasificar espacios ortogonales es asociar invariantes a
estos espacios de forma que el espacio quede determinado por estos invariantes.

Notacion 3.29. Si (K™, 0) un espacio ortogonal tal que la matriz de Gram de o respecto a la base
canonica es la matriz diag(ay, ..., a,), entonces para simplificar la notaciéon denotaremos (K", o) por

(al, PN ,an>.

4. Clasificacién de espacios ortogonales sobre cuerpos cuadraticamen-
te cerrados.

Se dice que un cuerpo K es cuadrdticamente cerrado si todo elemento de K tiene raiz cuadrada.
Los cuerpos algebraicamente cerrados, en particular el cuerpo de los ntimeros complejos, y los cuerpos
finitos de caracteristica 2 son cuerpos cuadraticamente cerrados. Existen también ejemplos de cuerpos
cuadraticamente cerrados que no son algebraicamente cerrados. Por ejemplo, si [, es un cuerpo finito
de carateristica p # 2 con ¢ elementos y ¢ = 1(mod4), entonces los cuerpos Un21 Fy( 2y/a), con
ael, - IF;Q, son cuadraticamente cerrados pero no son algebraicamente cerrados.

En esta secciéon consideraremos espacios ortogonales de dimension finita sobre cuerpos cuadratica-
mente cerrados de caracteristica distinta de 2.

Proposicion 4.1. Sea (V,0) un espacio ortogonal sobre K. Si rangoo = r entonces existe una base
ortogonal B de V tal que la matriz de Gram de o respecto a B es la matriz diagonal:

diag(1,.7.,1,0,...,0).
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Demostracion. Sea {v1,...,v,} una base ortogonal de V. Supongamos que los vectores vy, . .., v, estan
ordenados de forma que

11127&0,@':1,...,7', U?zO,i:r—i—l,...,n.
Pongamos,
. o —1 . . .
ui—( vi) vi,t=1,....7, u;=v;,t=r+1,...,n.

y B={u1,...,u,}. O

Veremos ahora que las clases de isometria de espacios ortogonales sobre un cuerpo cuadriticamente
cerrado estan determinadas por dos invariantes: la dimensién y el rango.

Teorema 4.2. (Teorema de clasificacion) Sean (Vo) y (V',0') espacios ortogonales sobre K . Se
tiene que (V,o) y (V' 0’) son espacios ortogonales isométricos si, y solo si, dimg V = dimg V' y
rango o = rango o’ .

Demostracion. Se sigue de la proposicién anterior y del teorema 2.16. O

Corolario 4.3. Sea (V, o) un espacio ortogonal de dimension n sobre K. Si el rango de o esr, entonces
(V,0) es isométrico al espacio ortogonal (1,.7.,1,0,...,0).

5. Espacios ortogonales sobre cuerpos ordenados.

En esta secciéon vamos a suponer que el cuerpo K es ordenado y vamos a clasificar los espacios
ortogonales sobre cuerpos euclideanos.

Definicion 5.1. Se dice que un cuerpo K es ordenado, si existe un subconjunto P cuyos elementos se
llaman positivos, que cumple :

(1) K=—-PU{0}UP. (unién disjunta).
(2) P+PCP.
(3) P-PCP.
Propiedades 5.2. Sea K un cuerpo ordenado, entonces se cumplen las siguientes propiedades :

(1) Para todo a € K*, a® € P.

(2) 1€ P.

(3) La caracteristica de K es cero.
(4) Sia € P, entonces a™! € P.

Demostracion. (1) Sea a € K*. Si a € P, entonces a®> € P. Si a ¢ P, entonces a € —P y por tanto
—a € P.Asi,a®> =(—a)* € P.

(2) Se sigue de la propiedad anterior, ya que 1 = 1% € P.
(3) 1+ .7. +1 € P, ¥r > 0.
(4) Sia € P, dado que a=! = a(a™1)2, se obtiene que a~! € P. O
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Definicién 5.3. Sea K un cuerpo ordenado y P el conjunto de elementos positivos. Se dice que a < b
sib—a€P

Proposicion 5.4. Sea K un cuerpo ordenado y P el conjunto de elementos positivos, la relacion <
es transitiva.
Demostracion. Sia < by b < c, entonces b—a, c—b € P. Por tanto,

c—a=(c—b)+(b—a)eP O

Ejemplos 5.5. Los cuerpos R y QQ son cuerpos ordenados. El cuerpo de los complejos y los cuerpos
finitos no son cuerpos ordenados.

Definicién 5.6. Sea K un cuerpo ordenado y o: V' x V — K una forma bilinear simétrica. Se dice
que o es semidefinida positiva si v2 > 0, Yv € V. Se dice que o es definida positiva, si v > 0, para
todo v € V, v # 0. Se dice que o es semidefinida negativa si v2 <0, Vv € V. Se dice que o es definida
negativa si v? < 0, para todo v € V, v # 0.

Definicién 5.7. Sea B = {v1,...,v,} una base ortogonal de V. Sea p es el ntumero de vectores v; de
la base B tales que v? > 0y q es el nimero de vectores v; de B tales que v? < 0. Se llama signatura
de o y se escribe sigo, al par de ntimeros enteros (p, q).

Observacion 5.8. Sisigo = (p, q) entonces rango o = p+ ¢. En efecto, podemos suponer que v? > 0,
parai=1,...,p, yvz2 <0,parat=p+1,...,p+ q, y entonces

B : 2 2,2 2
G, = diag(vi, ..., V5,V 155 Upigs 0,000, 0).

Teorema 5.9. (Ley de inercia de Sylvester) La signatura de o no depende de la base ortogonal de V
considerada.

Demostracion. Sean B = {v1,...,v,}, B' = {v},..., v}, bases ortogonales de (Vo). Podemos supo-
ner
vl-2>0,i:1,...,p, vl-2<0,i:p—i—1,...7p+q, v?zO,i:p—i—q—i—l,...,n.
1/?>O,i:1,...,p', v/?<0,i:p/+1,...,p/+q/, v'?zoji:p/—l—q/—l—l,...,n.
Pongamos
‘/1:<U1a--'7vp>7 Vv2:<vp+17"'7vp+q>v ‘/E’):<Up+q+17"'avn>
‘/1,:<’U/1,...,'U;/>, ‘/2,:<’U;/+1,...,'U;/+q/>, ‘/3,:<”U;/+q/+1,...,v7l,l>
Se tiene
V=VlValVa=V 1LV LV3
Supongamos que p > p. Se tiene
dim( Vi N (Vy L V5)) +dim( Vi + (V4 L V5)) =dim Vi + dim(Vy L Vi)
y dado que
dim(V; + (V§ L V4)) < dim V,

entonces

dim(Vy N (V5 L V3)) >dim V; + dim(V;y L V3) —dim V
>dim V +dim (V4 L V) —dim V = 0.
Con lo cual concluimos que existe al menos un vector v € Vi N (V4 L V3), equivalentemente v > 0

y v2 < 0 lo cual es una contradiccion. De forma analoga se prueba que p’ > p. El razonamiento para
probar que g = ¢’ es similar. O
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Observacion 5.10. Sea K un cuerpo ordenado y (V, o) un espacio ortogonal sobre K de dimension
n. Se tiene

o es definida positiva si, y solo si, sigo = (n,0).

o es semidefinida positiva si, y solo si, sigo = (r,0) con r < n.

o es definida negativa si, y solo si, sigo = (0,n).

o es semidefinida negativa si, y solo si, sigo = (0,7) con r < n.

Los espacios ortogonales sobre R de signatura (n,0) se llaman espacios euclideos.

La ley de inercia de Sylvester es valida en espacios ortogonales sobre un cuerpo ordenado. La
dimensién y la signatura no describen por completo la estructura del espacio ortogonal; lo hacen en el
caso particular en que todo elemento positivo de K es un cuadrado.

Definicién 5.11. Se dice que un cuerpo ordenado K es euclidiano si todo elemento positivo es un
cuadrado, es decir si P = K*2, siendo P el conjunto de elementos positivos de K. Son ejemplo obvio de
cuerpos euclidianos el cuerpo R de los numeros reales, y el cuerpo A de los niimeros reales algebraicos,
es decir A = Q NR, siendo Q la clusura algebraica de Q (tomada dentro del cuerpo de los ntimeros
complejos), Otro ejemplo de cuerpo euclidiano es el cuerpo de los nimeros reales constructibles QNR,
siendo Q el cuerpo de los nimeros constructibles; Q no es un cuerpo euclidiano.

Proposicion 5.12. Sea K un cuerpo euclidiano y (V, o) un espacio ortogonal sobre K. Sisig o = (p,q),
entonces existe una base ortogonal B de V' tal que la matriz de Gram de o respecto a B es la matriz
diagonal que denotaremos por

diag(1,.7.,1,-1,.9.,—1,0,...,0)

Demostracion. Sea {v1,...,v,} una base ortogonal de V. Supongamos que los vectores vy, . . ., v, estan
ordenados de tal forma que

vl~2>0, 1=1,...,p, v?<0,i:p+1,...,7‘, v?:O,i:T—l—l,...,n.

Pongamos,
[ oy —1 , / —1 ) )
ui:( Uf) vi, 1t =1,...,p, ui:( —vf) vi,t=p+1,...,r, w=v,t=r+1,...,n.
y B=A{v1,...,u,}. O

Teorema 5.13. (Teorema de clasificacion) Sea K un cuerpo euclidiano y (V,o) y (V',0') espacios
ortogonales sobre K. Se tiene que (V,o) y (V',0’) son espacios ortogonales isométricos si, y solo si
dimg V = dimg V' y sigo = sigo’.
Demostracion. Sean V' y V' dos espacios ortogonales isométricos, existen bases B de V' y B’ de V'
tales que G2 = Ggl. Si sigo = (p, q),/ la matriz G2 es congruente a la matriz diag(1,.7.,1,—1,.9.
,—1,0,...,0). Dado que la matriz Gg es congruente a la matriz diag(1,.7.,1,—-1,.9.,—1,0,...,0),
por la demostracion del corolario 2.17 existe una base B’ de V' tal que

GB' = diag(1,.7.,1,-1,.9.,—1,0,...,0).

Asi, sigo’ = (p, q).
Reciprocamente si sig o = sigo’ = (p,q), existe una base B de V y una base B’ de V' tal que
G5 = diag(1,.7.,1,-1,.9.,-1,0,...,0) = Gf,/. Aplicando el teorema 2.16, V' y V’ son isométricos. []

Corolario 5.14. Sea K un cuerpo euclidiano. Todo espacio ortogonal sobre K de dimension n con
sigo = (p,q), es isométrico al espacio ortogonal (1,.7.,1,—1,.9.,—1,0,...,0).
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6. Isotropia y espacios hiperboélicos

En esta seccion vamos a considerar espacios ortogonales de dimensién finita sobre cuerpos de
caracteristica distinta de 2.

Definicion 6.1. Un plano hiperbdlico es un espacio ortogonal no singular de dimensioén 2 que contiene
un vector isétropo. Un espacio hiperbdlico es un espacio ortogonal que es suma ortogonal de planos
hiperbdlicos.

Un espacio ortogonal (V, o) se dice que es isotrdpico si tiene un vector isétropo. Un espacio ortogonal
(V,0) se dice que es totalmente isotropico si o = 0.

Un espacio ortogonal se dice que es anisotropico si no tiene vectores isétropos.

Observacion 6.2. Los espacios anisotrépicos son no singulares.

Los espacios anisotrépicos de dimensiéon n sobre cuerpos euclidianos son los espacios de signatura
(n,0) o (0,n). En efecto supongamos que (V, o) es anisotropico y sigo = (p,q), p+q=n.Sip#0y
q#0y B ={v1,...,v,} es una base tal que

GE = diag(1,.7.,1,-1,.9.,-1).

entonces los vectores v; +v; para i € {1,...,p} y j € {p+1,...,n} son vectores isotrépos de V.
Reciprocamente, sea (V,0) un espacio ortogonal tal que sigo = (n,0) o sigo = (0,n) y sea B =
{v1,...,v,} unabase de V tal que GZ = diag (1,...,1) 0 GZ = diag (—1,...,—1).Siv = Y1 | v; # 0

y ¢; # 0 para algin j € {1,...,n}, entonces

n

UQZZn:x%7§O 0 v2:Z—x?7éO
=1

=1

Los tnicos espacios anisotropicos sobre cuerpos cuadraticamente cerrados son los espacios orto-
gonales no singulares de dimensiones 0 o 1. En efecto, sea K un cuerpo cuadraticamente cerrado y
V un espacio ortogonal sobre K. Si dimgV = 1y v; € V es tal que v} = 1, entonces para cada
A € K — {0}, se tiene que (Av1)? = A? # 0. Si dimg V > 2, B = {v1,...,v,} es una base de V tal que
GB =diag(1...1) y ¢ € K es tal que €2 = —1, entonces el vector v + v es un vector isétropo.

Los planos hiperbolicos sobre cuerpos euclidianos son los de signatura (1,1) y los espacios hiper-
bolicos son los espacios ortogonales de dimensiéon n par y de signatura (n/2,n/2).

Los planos hiperbélicos sobre cuerpos cuadraticamente cerrados son los planos no singulares y los
espacios hiperbolicos son los espacios ortogonales no singulares de dimensién par.

Lema 6.3. Sea V' un espacio ortogonal y u € V' un vector isétropo tal que u & rad(V'). Erxiste un plano
hiperbolico P tal que u € P.

Demostracion. Dado que u ¢ rad(V), existe v € V tal que u-v # 0. Se tiene que u y v son linealmente
independientes, ya en el caso contrario v = Au con A € K y por tanto u - v = Au? = 0. Pongamos
P = (u,v). La matriz de Gram del plano P en la base {u, v} es

0 u-v
u-v 2 ’

Asi, P es un plano no singular que contiene un vector isétropo. O
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Lema 6.4. Sea V un plano hiperbdlico y w € V' un vector isdtropo. Fxiste un tnico vector isétropo v
tal que u-v = 1.

Demostracion. Sea {u,w} una base de V. Dado que V es no singular u - w # 0. Calculamos todos los

vectores v = zu + yw tales que
v2:y2w2+23:yu'w:0, u-v=yu-w=1

Se tiene

O
Definicién 6.5. Sea V' un plano hiperbolico. El par (u,v) € V x V se dice que es un par hiperbdlico si
w?=0, v2=0, u-v=1.

Lema 6.6. Sea (V,0) un plano hiperbolico. Existen bases B y B’ tales que

@=(1o) @ =(a )

Demostracion. Sea v € V tal que u? = 0. Por el lema 6.4, existe un vector v tal que v2 =0y u-v = 1.
Dado que u - v # 0, los vectores u y v son linealmente independientes. Pongamos vy = u, vo = v y

B = {vy,v2}. Se tiene
5 (01
GE — ( : 0).

Pongamos
!/ 1 !/ 1
vl—vl+§v2, v2—vl—§v2.
Se tiene )
2 2 2
vy :1)1—1—11}2—4—111-1)2:1)1-1)2:1
/ 1
v22:v%—i-zv%—vl'w:—vl-vg:—l
1
! /2 2 _
'1)1'7}2*'1)1_11)2f0.

Si B' = {v},v}}, entonces
/ 1 0
B’ _
6 (o %)

Lema 6.7. (1) Sea (H,o) un espacio hiperbdlico de dimension 2n. Erxiste una base B de H tal que
la matriz de Gram de o0 en B es la matriz diagonal por bloques

O

1 0
0 -1
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(2) Dos espacio hiperbolicos de igual dimension son isométricos.

Demostracion. (1) H = P L ... 1 P,, donde P;, para i = 1,...,n, es un plano hiperbolico. Sea
{ui,v;} una base de P; tal que Gf;_ = diag(1l,—1), parai =1,...,n, y B ={u1,...,01,...,Upn, U}
La matriz de Gram de o en B es la matriz ().

(2) Sean (H,o) y (H',0') espacios hiperbdlicos y By B’ bases de H y H', respectivamente, tales
que las matrices de Gram de o respecto a B y a ¢’ en B’ son iguales a la matriz (). Por el teorema
2.16, (H,o0) y (H',0') son isométricos. O

Definicién 6.8. Sea V' un espacio ortogonal sobre K. Se dice que V' es universal si para cada a € K
existe v € V, tal que v? = a.

Lema 6.9. Todo plano hiperbélico es universal.

Demostracion. Sea (u,v) un par hiperboélico y a € K. Se tiene

1
a= (u+§av)2.

O]

Corolario 6.10. Sea K un cuerpo. Todo elemento de K se puede escribir como diferencia de dos
cuadrados.

Demostracion. Consideremos el plano hiperbolico (1, —1). Dado que (1,—1) es universal, para cada
a € K existe un vector (b,c) € K? tal que (b,c)? = b? + c? = a. O

7. Teorema de Witt

En esta seccién vamos a considerar espacios ortogonales sobre cuerpos de caracteristica distinta de
2. Probaremos el teorema de Witt que afirma que toda isometria entre dos subespacios de un espacio
ortogonal V' se puede extender a una isometria de V.

Definicién 7.1. Sean V' y V' espacios ortogonales sobre K. Sea U un subespacio de V', W un subespacio
de V''y f: U — W una isometria. Se dice que la isometria f': V — V' extiende a f si f'(u) = f(u),
para cada u € U; tambien se escribe f'|y = f.

Lema 7.2. Sea V un espacio ortogonal no singular y sea U un subespacio singular de V. Sea W una

componente no singular de U y sean uy,...,u, los vectores de una base de rad(U).
(1) Euxisten vectores vy, ..., v, en'V tales que (u;,v;) es un par hiperbdlico parai =1,...,r y tales que
los planos hiperbdlicos P; = (u;,v;), parai=1,...,r, sean ortogonales dos a dos y ortogonales a
W.

(2) SiU=P +---+P.+W, entoncesU =Py 1 --- LP, LW, U es no singular y U C U.

Demostracion. Se tiene que U =rad(U) L W.

(1) Lo probaremos por induccién sobre r. Si r = 1, entonces U = (u;) L W. Luego u; € W+. Por
el lema 6.3, dado que W+ es no singular, existe un plano hiperbolico P, ¢ W+ tal que u; € P;. Por
el lema 6.4, P; contiene un par hiperbdlico.
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Supongamos el resultado cierto para r — 1. Pongamos
Up = (uty...,up—1) L W.
Se tiene que u, € UOl y u, & Uy. Por ser V no singular, rad(Up) = rad(Ud-) y entonces
rad(Ug") = (u1, ..., ur_1).

Dado que u, & rad(UoL), existe v € UOL tal que u, - v # 0. Por el lema 6.3, los vectores u, y v
son linealmente independientes y el plano P, = (u,,v) es un plano hiperbdlico. Sea (u,,v,) un par
hiperbélico que genera P,. Puesto que P, C Uol, entonces Uy C PTL. Se tiene

Up =rad(Up) L W C P, rad(Up) = (us,...,ur_1).

Utilizando la hipotesis de induccion en P (que es un espacio no singular) existen vectores vy, ..., v,_1 €
PTl tales que cada par (u;,v;) es un par hiperbolico para ¢ = 1,...,7 — 1 y tales que los planos
P, = (u;,v;), para i = 1,...,r — 1, sean ortogonales dos a dos y ortogonales a W. Dado que son
ortogonales a P, y que P, es ortogonal a W se tiene el resultado.

O

Proposicion 7.3. Sean V y V' un espacios ortogonales no singular. Sea U un subespacio singular de
V y U un subespacio singular de V'. Si f: U — U’ es una isometria, entonces f se puede extender a
una isometria entre dos subespacios no singulares de V y V', respectivamente.

Demostracion. Si U y U’ son no singulares, una extension de f es f. Supongamos que U y por tanto
U’ son singulares. Pongamos U = rad(U) L W. Se tiene

U' = f(U) = f(rad(U)) L f(W) = rad(U") Lf(W).

Sean uj. ..., u, los vectores de una base de rad(U). Los vectores f(u1),..., f(u,) forman una base de
rad(U’). Por el lema 7.2, existen vectores existen vectores v1,...v, € V y vectores v} € V', i =1,...,r,
tales que cada par (u;,v;) es un par hiperbolico, cada par (f(u;),v}) es un par hiperbolico y tales
que los planos Py = (uj,v;), ¢ = 1,...,r son ortogonales dos a dos y ortogonales a W y los planos
P! = (f(u;),v), i=1,...,r, son ortogonales dos a dos y ortogonales a f(W). Los espacios U = Py L
. L P L WyU =P L ... L P 1 f(W)son no singulares. Por el lema 6.7 (2), la aplicacion
lineal g: P L ... L P.— P{ L ... L P/ dada por g(u;) = f(u;), g(v;) =i, parai =1,...,7, es una

isometria. Luego, la aplicacion f = g L flw: U — U’ es una isometria que extiende a f. O

Proposicion 7.4. Sea (V,0) un espacio ortogonal no singular. Sea U un subespacio de V y f: U — U
una isometria. Friste una isometria de V' que extiende a f.

Demostracion. Si U es no singular entonces V = U L U+. Dado que 11 UL — Ut es una isometria,
f L 11 es una isometria que extiende a f.

Sea U es un subespacio singular de V, U =rad(U) L W y uq,...,u, son los vectores de una base
de rad(U). Por la proposicion 7.2, existen vectores vy, ..., v, tales que los pares (u1,v1), ..., (4, v,) son
pares hiperbdlicos y los planos P; = (u;, v;), parai = 1,...,r, son ortogonales dos a dos y ortogonales

aW.Pongamos U=P; L ... L P. LW.
Se tiene que U = f(U) = f(rad(U)) + f(W). Dado que f: U — U es una isometria, U = rad(U) L
fWV) vy {f(u1),..., f(u)} es una base de rad(U). El espacio ortogonal U es no singular y U C U.
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Por la proposicién 7.2, existen vectores v},...,v. € U tales que los pares (f(u;),v}), parai=1,...,r,
son hiperbolicos y los subespacios P, = (f(u;),v,), para ¢ = 1,...,r, son ortogonales dos a dos y
ortogonales a f(W). Se tiene

Pl+...+P +fW)=P L...LP LfW)cCU.

Dado que dimg (P} L ... L P, 1 f(W)) = dimg U, se tiene que U = P{ 1. ... L P, 1 f(W). Por el
lema 6.7 (2), existe una isometria g: P, L ... L P. — P{ 1 ... L P’ Laisometria f =g 1 flw: U —
U extiende a f.

Dado que U es un subespacio no singular de V, por la primera parte de la demostracion, f se
extiende a una isometria de V. O

Teorema 7.5. (Teorema de Witt) Sea (V, ) un espacio ortogonal no singular. Sean U y W subespacios
isométricos. Toda isometria f: U — W se puede extender a una isometria de V.

Demostracion. Si U = W aplicando la proposicion 7.4 se tiene el resultado.
Supongamos que U # W.

» Sidim U =dim W =1.SeaueU,u#0y f(u) =w. Puesto que (u) =U, (w) =W yU #W,
los vectores u y w son linealmente independientes. La aplicacién lineal g: U+ W — U 4+ W dada
por g(u) = w y g(w) = u es una isometria. En efecto,

g(u) - gu) =w-w=f(u) f(u) =u-u
g(w)-gw) =u-u= f(u)- flu)=w-w
g(u) - g(w)=w-u=u-w.
Por la proposiciéon 7.4, g: U + W — U + W se puede extender a una isometria de V.
» Supongamos que dim U = dim W > 1. Sea U y por tanto W no singular. Razonaremos por
inducciéon sobre la dimensiéon n de V. Si n = 1, el teorema es trivial. Supongamos el teorema

cierto para espacios ortogonales no singulares de dimensién menor que n. Sea v € U un vector
no isétropo y sea f(u) = w. Entonces

U= <U>J—U/> W= <w>J—f(U/)¢
donde U’ es el subespacio ortogonal a (u) en U y f(U’) es el subespacio ortogonal a (w) en W.

Dado que f|(,y: (u) — (w) es una isometria, por el caso anterior existe una isometria g: V. — V/
que extiende a f|.,. Se tiene

g(u) =w, g(U)= (w)Lg(U).
Dado que f(U"), g(U") C (w)*, (w)* es no singular y dim({w)* = n—1, por hipétesis de induccion
la isometria

f‘U’ Og_1|g(U/)2 g(U/) — f(U/)

L+ — (w)*. Consideremos la isometria

se puede extender a una isometria 7: (w)
f'=QuyL1)og: V=V

Se tiene

flw) = Q) Lr)(w) =w = f(u), u e
fi) =1(g(u)) = (Fog o)) = f(u), v € U"

Por tanto f’ es una extension de f a V.
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s Si U y por tanto W es singular, por la proposiciéon 7.3, f se puede extender a una isometria entre
dos espacion no singulares de V' y esta tltima se puede extender, por el razonamiento anterior a
una isometria de V. ]

Observacion 7.6. Sea (V,0) es un espacio ortogonal no singular de dimensién n sobre un cuerpo
euclidiano. Si la signatura de o es (n,0) o (0,n), la demostracion del teorema de Witt es facil. En
efecto, sea f: U — W una isometria, dim U = r. Se tiene que V. =U L U+ =W 1L W', dimU*+ =
dim W+ = n—r. Por el teorema de clasificacion dado que U+ y W tienen la misma signatura (n—r,0)
o (0, — r), entonces son isométricos. Si g: U+ — W+ es una isometria entonces f L g: V — V es
una isometria que extiende a f.

Observacion 7.7. El teorema de Witt no es cierto, en general, si V' es un espacio ortogonal singular.
En efecto, consideremos el espacio vectorial V' de dimensiéon 3 con la forma bilineal o cuya matriz de
Gram respecto a la base B = {v1,v2,v3} es la matriz

g

01 0
GE=110 0
00 0

(V,0) es un espacio singular. La aplicacion lineal f: (vs3) — (v1) dada por f(vs) = vy, es una isometria.
Si existiese una isometria f': V' — V extendiendo a f, entonces f’(rad(V)) = rad(V'). Esto altimo no
es cierto, puesto que rad(V) = (v3) v f'((v3)) = (v1) # (v3).

El siguiente teorema se conoce también como el teorema de Witt.
Teorema 7.8. Sean V y V' espacios ortogonales no singulares isométricos. Sea U un subespacio de

V y U" un subespacio de V'. Si f: U — U’ es una isometria, entonces f se puede extender a una
isometria de V a V.

Demostracion. Dado que V' y V' son isométricos, existe una isometria g: V' — V’. Consideremos la
isometria

(g7 o) o f: U = g 1 (U).

Por el teorema de Witt, la isometria (g7 !|;7) o f se puede extender a una isometria h: V — V.
Consideremos la isometria go h: V — V', Se tiene

(goh)(w) =g(g” (f(w)) = f(u), Yuel.
Asi, g o h extiende a f. O

Corolario 7.9. (Ley de cancelacion de Witt) Sean V' y V' espacios ortogonales no singulares isomé-
tricos y sean U y W subespacios de V' y U’ y W’ subespacios de V' tales que

V=U.1W, V' =U1W.
Si U y U’ son no singulares e isométricos, entonces W y W’ son isométricos.

Demostracion. Sean f: U — U’ una isometria. Por el teorema 7.8, existe una isometria f': V — V'
que extiende a f. Dado que W = U+ y W/ = U'"| se tiene que f/(W) = W', Asi, f'lw: W — W' es

una isometria. OJ
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Teorema 7.10. (Teorema de Witt para matrices) Sean A, A" € M,,(K) matrices simétricas requlares
y sean S,S8" € M, (K) y T,T" € M,,_(K) matrices tales que

-G - ()

Si las matrices A y A’ son congruentes y las matrices S y S’ son congruentes, entonces las matrices T
y T son congruentes.

Demostracion. Claramente las matrices S, S, T y T’ son regulares y simétricas. Sea V un espacio
vectorial sobre K de dimensién n y sea ¢ la forma bilineal simétrica en V' cuya matriz de Gram en la
base B = {v1,...,v,} es la matriz A. Sea V' otro espacio vectorial sobre K de dimension n y o’ la
forma bilineal simétrica cuya matriz de Gram en la base B’ = {v1,...,v,} es A’. Dado que las matrices
Ay A’ son regulares, los espacios ortogonales (V, o) y (V’,¢’) son no singulares. Por el corolario 2.17,
dado que las matrices A y A’ son congruentes, (V,0) y (V’,¢’) son isométricos. Sea U = (v1,...,v,) y
U = (v},...,v.). La matriz de Gram de oy en la base {v1,...,v,} es S y la matriz de Gram de oy en
la base {v],...,v,.} es §’. Dado que S y S’ son matrices congruentes, los espacios (U, or) y (U', 0p,)
son isométricos. Se tiene

Ut = (Wri1yeesvn)y, U =@, 0.

La matriz de Gram de o1 en la base {v,41,...,v,} es T y la matriz de Gram de o1 en la base
{vl,... v} es T'. Dado que (U,op) y (U’,07;) son isométricos, por el corolario 7.9, se tiene que U+
y U'* son isométricos. Asi, las matrices T y T” son congruentes. [

8. El teorema de descomposicién de Witt

En esta secciéon consideraremos espacios ortogonales sobre cuerpos de caracteristica distinta de
2 y probaremos que todo espacio ortogonal admite una descomposicién como suma ortogonal de un
subespacio totalmente isotrépico, un subespacio hiperbélico y un espacio subespacio anisotrépico y que
esta descomposicién es tinica salvo isometrias.

Proposicion 8.1. Sea V' un espacio ortogonal no singular. Todo subespacio totalmente isotropico de
V' estd contenido en un subespacio totalmente isotropico mazimal. Todos los subespacios totalmente
isotropicos maximales de V' tienen la misma dimension.

Demostracion. Dado que V es un espacio de dimension finita todo subespacio totalmente isotropico de
V' esta contenido en un subespacio totalmente isotrépico maximal. Sean U y W subespacios totalmente
isotropicos maximales de V' con dimg U < dimg W y sea W’ un subespacio de W de igual dimensién
que U. Todo isomorfismo de espacios vectoriales f: U — W’ es una isometria y por el teorema de
Witt se puede extender a una isometria g de V. El subespacio g~ '(W) es totalmente isotrépico y
U C g Y(W). Luego, U = g~ (W) y dimg U = dimg W. O

Definicion 8.2. Sea V un espacio ortogonal no singular. Se llama indice de Witt a la dimensiéon de
los subespacios totalmente isotropicos maximales de V; lo denotaremos por ind(V).

Teorema 8.3. (Teorema de descomposicion de Witt) Sea V' un espacio ortogonal. Se tiene que

V=V LV LV,
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siendo V{) un subespacio totalmente isotrépico, V}, un subespacio hiperbélico (o cero) y V, un subespacio
anisotropico. Ademas el subespacio totalmente isotropico Vj, el subespacio hiperbolico (o cero) Vj, y el
subespacio anisotrépico V, estdn determinados de forma tnica salvo una isometria.

Demostracion. Veamos que esta descomposicion existe. Sea W una componente no singular de V'
V=rad(V) L W.

Se tiene que rad(V) es totalmente isotropico y W es no singular. Si W es isotropico, por el lema
6.3, podemos escribir W = P; 1 Vi, donde P; es un plano hiperbélico. Si V] es también isotrépico
podemos escribir V3 = P, L V5, donde P, es un plano hiperbélico Despues de un namero finito de
pasos, obtenemos una descomposicién

V=rad(V)LP L...LP 1LV, r>0,

donde rad(V) = Vj es totalmente isotropico, P L ... L P, = V} es hiperbolico (o cero) y V, es
anisotrépico. Asi,
V=W1lV,L1V,.

Para probar la unicidad, supongamos que V = Wy L W), L W,, siendo W, un subespacio totalmente
isotropico, W}, un subespacio hiperbolico (o cero) y W, un subespacio anisotropico. Se tiene

rad( V) = rad(Wp) L rad(W3) L rad(W,) = rad( Wp) = Wy,

luego Wy = Vp. Por la proposicion 3.13 (3), V, L V, y W), L W, son isométricos. Pongamos Wy, =
P/ 1L ... L Pl. Dado que P; = PJ, por la ley de cancelacion de Witt,

Ppl...LPLlV,~PjLl...LP LW,

De forma anéloga, podemos cancelar un plano hiperbélico cada vez y dado que V, y W, son anisotropi-
cos tiene que ser r = s y entonces V;, =2 W},. Despues de cancelar los r planos hiperbodlicos, obtenemos
que V, = W,.

O

Definicién 8.4. Diremos que V, y W, son unas componentes anisotropicas de V.

Corolario 8.5. Si (V,0) es un espacio no singular, el indice de Witt de V' coincide con %dimK Vy,. El
indice de Witt estd determinado de forma inica por la descomposicion de Witt.

Demostracion. Sea U un subespacio totalmente isotrépico maximal de V, dimg (U) = 7. Sea U el
subespacio hiperboélico de dimensién 2r construido en el lema 7.2. Puesto que U es no singular, por
la proposicion 3.18 (4), V = U L U~ . El subespacio U~ es anisotropico, puesto que si v € U+ es un
vector isétropo, entonces U + (v) es un subespacio totalmente isotropico de V' tal que U C U + (v), lo
cual contradice la maximalidad de U. Por la unicidad, salvo isometria, en el teorema de descomposiciéon
de Witt se tiene que Vi, = U y V,, = U+, Asi,

1
ind(V) =dimgU=r= 3 dimg Vy,.
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Proposicion 8.6. Sean V y V' espacios ortogonales no singulares. Se tiene que V y V' son isométricos
si, y solo si, tienen igual dimension y componentes anisotrépicas isométricas.

Demostracion. Sean
V=H1V, V' =H 1V,

donde H y H' son subespacios hiperbolicos y V,, y V. subespacios anisotropicos. Si f: V — V' es una
isometria, entonces dimg V = dimg V' y se tiene

V' = f(H)Lf(Va),

donde f(H) es hiperbélico y f(V,) es anisotropico. Por el teorema de descomposicion de Witt, f(V,) y
V! son isométricos. Luego, V, y V/ son isométricos. Reciprocamente, si V' y V’ tienen igual dimension y
Vo y Vi son isométricos, entonces H y H' tienen igual dimension y por el lema 6.7 (2) son isométricos.
Sean f: H— H'y f': V, — V! isometrias. Se tiene que fLf': V — V' es una isometria. O

Observacion 8.7. De la proposicion anterior se deduce que la clasificaciéon de espacios ortogonales no
singulares se reduce a la clasificacion de espacios anisotrépicos. Por la proposicion 3.16, la clasificacion
de espacios ortogonales se reduce a la clasificacién de espacios no singulares. Por tanto, para clasificar
espacios ortogonales basta clasificar espacios ortogonales anisotrépicos.

Observacion 8.8. FEl teorema de descomposicion de Witt representa la extension de la ley de inercia
de Sylvester a cuerpos arbitrarios. En efecto, sea V un espacio ortogonal sobre un cuerpo euclidiano
K, B={vi,...,v,} y B'={v],...,v],} bases ortogonales de V. Supongamos que

vi2>0,i:1,...,p, 1)1»2<0,i:pﬂ—l,...,p—l—q7 v?:O,:p—i—q—l—l,...,n
V2 >0,i=1,...,p, v2<0,i=p +1,....p0+¢, vP=0,i=p+q,....,n
Se tiene
rad( V) = (Upigrs-- -, 0n) = (Uppgrits - Un),

y rango o0 = p + q = p' + ¢. Para probar la ley de inercia de Sylvester basta probar que p = p’. Si
p<qyp <, entonces

V= <'L)1, ce ,’U2p> 1 <U2p+1, ce 7'Up+q> 1 rad( V)

Vo= (v, v9) L (Vs U ) Lrad( V),
donde (vy,...,v9p) y (Vf,..., ’Uép,> son hiperbolicos y (vop+1, ..., Uptq) ¥ <Uép,+1, . ,U;,+q,> son aniso-
tropicos. Por el teorema de descomposicion de Witt los subespacios (vq,...,v9) ¥ (V],... ,vép,> son

isométricos. Asi p =p’.
El caso p < qy p’ > ¢ no se puede dar. En efecto, si p < gy p’ > ¢ se tiene

/ / / / / /
Vo= (U Uy Uity O L (Wpgas oo 0) Lrad(V),
, P , . . , p L . .
donde (v1,..., Vgrs Uy 15+ - ,vp,+q/> es hiperboélico y <Uq’+17 . ,Up,) es anisotropico definido positivo.

Por el teorema de descomposicion de Witt, (vapt1, ..., Uptq) ¥ <UZ], IETRRTS U;,> son isométricos lo cual
no puede ser cierto, puesto que (Uap1, - .., Uptq) €s definido negativo. Obsérvese que dimg V, =| p—q |.
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9. El grupo de Witt

En esta seccién vamos definir el grupo de Witt de un cuerpo K. Vamos a suponer que el cuerpo K
tiene caracteristica distinta de 2.

Proposicion 9.1. Sean V y V' espacios vectoriales sobre K, o y o’ formas bilineales simétricas sobre
V y V', respectivamente. La aplicacion o &o': (V x V') x (V x V') = K dada por

(e @) ((v,0), (w,w')) = o(v,w) + o' (v, w)
es una forma bilineal simétrica.

Es facil probar que o @ ¢’ es una aplicacion bilineal simétrica.

Notacion 9.2. Si (V,0) y (V',0’) son espacios ortogonales sobre K, denotaremos por (V&V', o0 @d’)

o por V&V’ el espacio ortogonal (V x V' 0 @d’) y lo llamaremos la suma ortogonal externa de (V, o)
y (Vo).

Lema 9.3. (1) Sean V y V' espacios ortogonales sobre K. Se tiene

(a) Las aplicaciones i: V. —V x {0} y j: V' — {0} x V' dadas por:

i(v) = (v,0), j(')=(0,v)
son isometrias y VOV =i(V) Lj(V').

(b) Si V y V' son no singulares, entonces V&V’ es no singular.

(¢) Sean B y B’ bases de V' y V', respectivamennte. La matriz de Gram de o & o’ en la base

i(B) U j(B') es la matriz
GB | o
0 |GE )

(d) Los espacios ortogonales (V& V') y (Vo & V), son isométricos.
(e) VOV y V&V son espacios isométricos.

Sea V" otro espacio ortogonal sobre K. Se tiene que (VOV)YSV" y V& (V' & V") son
espactos 1Sométricos.

—~
=

(2) Sean' V., W, V' y W' espacios ortogonales sobre K. Si f: V — W y f': V' — W' son isometrias,
entonces la aplicacion

fof:veav -wow’
") = (fv), f'(v')), es una isometria.

(fo
Demostracion. (1) (a) Las aplicaciones i: V. — V x {0} y j : V! — {0} x V' son isometrias ya que
) =

(clr(@lo )/()( v),i(w)) = (6&0")((v,0)(w,0)) = o(v,w) y (¢&")(j(v'), j(w)) = (¢Sc")((0,v'), (0, w)) =
Aderﬁés se tiene

dada por

(v,0) = (v,0) + (0,v') = i(v) +j(v)
(U@U)(( U, ) (0 U)) (Uﬂ0)+0(07vl):0
Por tanto V&V’ =¢(V) L j(V').
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(1) (b) Si V y V' son no singulares, entonces (V) y j(V’) son no singulares y por la proposicion
3.13, (V) L 4(V') es no singular.

(1) (¢) Sean B = {w1,...,v,}, B' = {v],..., v} bases de V y V'  respectivamente. Se tiene que
i(B) es base de i(V) y j(B’') es base de j(V'). Por tanto i(B)Uj(B’) es una base de i(V)Lj(V’). Dado

que
(0@ 0")((vi,0)(vs,0)) = o(vi, v))
(0@ 0")((vi,0)(0,v})) = o(v;,0) + 0’(0,v}) =0
(0 © ") ((0,v})(0,v3)) = o’ (v}, v}),

se tiene

cieie) _ (67| 0
7So’ 0o |GE )’

(1) (d) Se sigue del teorema de descomposicion de Witt. En efecto,
(VOV)e=i(V) Lj(V))a=(i(V)a Li(V)a Li(V)a L5(V')n)a
(i(V)a L 3 (V')a)a,

vy (i(V)a L j(V')a)a es isométrico a (i(V,) L 5(V)))a = (Va & V))a.
(1) (e) La aplicacion f: VOV = V'@V, f(v,v') = (v/,v) es una isometria. En efecto,

(0’ @ o)(f(v,0), f(w,w) =(o" © o) (v, ), (v, w)) = o' (), ') + o(v, w)
=(0&d")((v,v), (w,v)).
(1) (f) Es facil probar que la aplicacion f: (VEV) V" - V' 'a& (Ve V"), dada por f((v,v),v") =

(v, (v, 0")), es una isometria.
(2) Utilizando la notacion v - w para la imagen por una forma bilineal del par (v, w) se tiene

(Ulavi) : (vg,vé) =v1 - V2 + U/1 'Ué = f(v1) - f(v2) + f’(“i) : f/(Ué)
=(f(v1), f'(v1)) - (f (v2), f'(v3)).
]

Consideremos en la coleccion de espacios anisotrépicos la relacion de equivalencia "ser isométri-
cos". Si (V,0) es un espacio anisotropico, denotaremos por [(V, )] o simplemente por [V] su clase de
isometria, es decir su clase de equivalencia con respecto a la relacién "ser isométricos". Denotaremos
por W(K) el conjunto de clases de isometria de espacios anisotropicos.

Proposicion 9.4. El conjunto W(K) es un grupo. con la operacion adicion
Vie[V]=[(VeV,
donde (V& V'), es la parte anisotrépica de VA V',

Demostracion. La adiciéon esta bien definida ya que por el lema 9.3 se tiene que si V' y V4 son isométricos
y V' y V] son isométricos, entonces V&V’ y V) & V/ son isométricos y entonces por la proposicion

6, VeV ),y (Vi &V/), son también isométricos. La adicion verifica la propiedad conmutativa ya
que por el lema 9.3 los espacios V&V’ y V' &V son isométricos y entonces (V SV’ ), y (V' &V),
son también isométricos. Asi,

VieV]=[(VeV)d =[(V'eV)=[V]sV]
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La adicion tiene elemento neutro ya que [0] & [V] = [(0©V),] = [V]. La adicién verifica la propiedad
asociativa ya que por la proposicion 9.3 (1) (d) y (f) y la proposicién 8.6 se tiene

(VieVhe [V

(VeV).oV")d=[(VeV)eV ). =[((Ve (V' aV"),
(Ve (V' &V = VI (V] V).

La clase opuesta de [(V,0)] es la clase [(V, —0o)]. En efecto, sea B = {v1,...,v,} una base ortogonal
de (V, o). La base B también es base ortogonal de (V,—o). Si o(v;,v;) = a4, i = 1,...,n, entonces
GP = diag(as,...,a,), GB, =diag(—ai,...,—ay)
Y i(B)Uj(B
Gz,(@)_gj( ) = diag(ai,...,an, —ai,...,—ay)
Se tiene

(VO V,0©-0) = (i), g(e1)) L. L (i(en), (o)
Cada Hy, = (i(vk), j(vk)), k = 1,...,n, es un plano hiperbélico, ya que la matriz de Gram de (6©—0)|g,
en la base {i(vg), j(vg)} es la matriz

Q. 0

0 —ai )’

que es regular y Hy, tiene un vector isétropo, el vector i(vg) + j(vg). Por tanto (VO V0 @ —0o) es un
espacio hiperbolico y por el teorema de descomposicion de Witt su parte anisotropica es (0,0). Asi,

(Vo) @[(V.—o)] =[(VO V0@ —0)d = [0].

Definiciéon 9.5. Se llama grupo de Witt del cuerpo K al grupo W (K).

Observacion 9.6. Sio: V xV — K yo': V' x V' — K son formas bilineales simétricas, entonces la
aplicacion o ® o’: (V @g V') x (V @k V') = K dada por

(c®d)((ver), (wew)) =0 w)d (W, w)

es una forma bilineal simétrica. Si denotamos por V ®g V' el espacio ortogonal (V @k V' o ® o’),
entonces W (K) es un anillo commutativo y unitario con la operacién producto

(Vo) @ [(V',0")] = [(V @k V')l

donde (V ®x V'), es la parte anisotropica de V @x V. Con este producto W (K) se denomina el anillo
de Witt de K. El elemento unidad del anillo es el espacio ortogonal (1).

Demostracion. Se razona como en la proposicion 9.4. O

Definiciéon 9.7. Se llama ideal fundamental del anillo de Witt W (K) al conjunto

I(K)=A{[V] e W(K) | dimg V par}
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Observacion 9.8. I(K) es un ideal de W(K). En efecto, si [V],[V'] € I(K), dimgV = 2m,
dimg V' = 2n, entonces (V & V'), tiene dimension par, puesto que dimg(V & V') = 2(m + n), la
dimension de (V & V'), es par y

VoV = VaV), L VeV,

Ademas, [0] € I(K) y si [(V,0)] € I(K) entonces —[(V,0)] = [(V,—0)] € I(K). Si [V] € W(K),
dimV =m, y [V'] € I(K), dim V' = 2n, se tiene que dimg (V @k V') = 2mn y entonces (V g V'),
tiene dimension par. Asi, [V] ® [V'] € I(K).

Definicion 9.9. Se llama discriminante con signo de un espacio ortogonal no singular V' al elemento
de K*/K*? dado por
dist (V) = (=1)*®=D/2 dig(V),

donde dimg V =n y dis(V) es el discriminante de V' de la definicion 2.6.

Observacion 9.10. El discriminante con signo de un espacio hiperbélico es K*2. En efecto, por el
lema 6.7, si H es un espacio hiperbolico de dimensién 2r, dis(H) = (—1)" K*2.

Lema 9.11. Si V es un espacio ortogonal no singular, entonces dis+(V) = dis+(Va), siendo V, una
componente anisotropica de V.

Demostracion. Pongamos V =V, L Vj, dimg V =m, dimg V, = n y dimg Vj, = 2r. Se tiene
dist (V) =(—=1)"™m=D/2 dig(V) = (—1)+200+2r=1/2 455 (V)
—=(—1)™=1/2 (_1)2rCr=D/2 gig(V,) dis(Vy,)
=(—1)""=D/2 dig(V,) = dis+ (V)
O

Observacion 9.12. Dado que espacios ortogonales sobre K no singulares e isométricos tiene el mismo
discriminante, se tiene una aplicacién

dis: W(K) — K*/K*?
(V,o]) — (= 1)"(" 1)/Qdisc(\/',a)
0 — K*2,

donde dimg V' = n, que llamaremos aplicacion discriminante con signo. Sin embargo, dist no es en
general un homomorfismo de grupos. Por ejemplo dist([(1)]) = 1, pero dis+([(1)] & [(1)]) = —1, si
—1 ¢ K*2. Sin embargo, la aplicacién restriccién de dist al ideal fundamental I(K), que denotaremos
también por dis4, es un homomorfismo de grupos,

Proposiciéon 9.13. La aplicacion dist : I(K) — K*/K*2, dis1([V]) = (—1)* disc(V), sidimV = 2r > 0
y dis+([0]) = K*2, es un homomorfismo de grupos suprayectivo.

Demostracion. Sean [V]y [V'] elementos de I(K), dimg V = 2m y dimg V' = 2n. Se tiene
disg (V) = (=1)™dis(V), disx (V') = (—=1)"dis(V’), dise (VO V') = (—=1)"dis(Ve V).

Asi,
dist ([V] & [V']) =dis+ (VO V'),) = diss (VS V') = (—1)™ ) dis(Va V')

=(=1)™M ) dis(V) dis(V") = disx ([V]) dis=([V']).

La aplicacion disy : I(K) — K*/K*2 es suprayectiva, puesto que d(0) = K*? y si a € K* — K*? entonces
a(({1, ~a)]) = a K*2. 0
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10. Ejemplos

El problema de clasificar espacios ortogonales no singulares sobre un cuerpo K es esencialmente
equivalente al calculo de su grupo de Witt . Por la ley de cancelacién de Witt distintas clases de
isometria de espacios ortogonales no singulares corresponden a diferentes elementos de W(K). El
calculo del grupo de Witt es uno de los problemas béasicos de la teoria de espacios ortogonales.

En esta seccion se calcula el grupo de Witt de un cuerpo cuadraticamente cerrado y se caracterizan
los cuerpos euclidianos o los pitagoricos por la estructura de su grupo de Witt.

Teorema 10.1. Si K es un cuerpo cuadrdticamente cerrado, entonces el grupo W (K) es isomorfo al
grupo Z]27.

Demostracion. Si K es un cuerpo cuadraticamente cerrado, los espacios anisotropicos sobre K son el
(0) y los espacios ortogonales no singulares de dimensiéon 1. Por tanto

W(K) = {[0)], (1},

es un grupo ciclico de orden 2. La aplicaciéon

es un isomorfismo de grupos. [
Teorema 10.2. Son equivalentes

(1) K es un cuerpo euclidiano.

(2) El grupo W(K) es isomorfo al grupo Z de los nimeros enteros.

Demostracion. (1) = (2) Sea K un cuerpo euclidiano (definicién 5.11). Los espacios anisotropicos sobre
K son los espacios de signatura (n,0) y los espacios de signatura (0,7n), n € N. Existen exactamente
dos clases de isomorfia de espacios anisotropicos en cada dimension n > 0, la clase de los espacios de
signatura (n,0) de la cual un representante es el espacio (1,.7.,1) y la de los espacios de signatura
(0,n), de la cual un representante es el espacio (—1,.7.,—1). Dado que

(1.2, D] =n[M)], [(=L.%, D] =n[{-1)] = (=n) [(1)]

se tiene que
W(K) = {n[(1)] | n ez}
es el grupo ciclico generado por [(1)]. La aplicacion signatura
s: W(K)—1Z
n[(1)] ~ n
es un isomorfismo de grupos.

(2) = (1) Puesto que W(K) = Z, el ideal fundamental I(K) es un grupo ciclico. Dado que la
aplicacion discriminante con signo dist: I(K) — K*/K*? es un homomorfismo de grupos sobreyec-
tivo, K*/K*2 es un grupo ciclico. Los elementos de K*/K*? distintos de K*? tienen orden 2, luego
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| K*/K*? |< 2. El caso | K*/K*? |= 1 no es posible, por 10.1. El elemento [(1)] de W (K) no tiene
orden aditivo 2, luego [(1)] @ [(1)] = [(1,1)] es anisotropico. Asi, —1 € K*? y K*/K*? = {K*?, —K*?}.

Veamos que —1 no es suma de dos cuadrados. Supongamos que —1 = a? + b2, a,b € K y conside-
remos el vector u = (a,b) € (1,1). Se tiene que u?> = —1 y si w € (u)*, w # 0, entonces {u, w} es una
base ortogonal de (1,1) y Gy = diag(—1,w?), donde o denota la estructura métrica en (1,1). Se
tiene que dis(1,1) = —w? K*?, luego w? = —¢? para algiin ¢ € K*. Si v = ¢ 'w, v?2 = —1 y entonces

Gl = diag(—1,—1), Asi, (1,1) = (-1, —1) y se tiene
A =[0I (L, D] =1, DI (-1, -] = [((1, 1, -1, =1))a] = [((1, =1) + (1, =1))a] = 0,

puesto que (1,—1) es un plano hiperbolico. Asi, [(1)] es un elemento de W (K) de orden 4, lo que
contradice que W(K) es un grupo ciclico infinito.

Dado que K*/K*?> = {K*?, ~K*?}, se tiene que K = K*? U {0} U —K*2. Puesto que —1 no es
suma de dos cuadrados, a® + b> ¢ —K*2, para todo a,b € K* y asi, a® + b> € K*2. Por tanto,
K*2 +K*2 C K*2' ]

Observacion 10.3. Los isomorfismos de grupos s y d de los teoremas 10.1 y 10.2 son también
isomorfismos de anillos.

Definicién 10.4. Un cuerpo K es pitagorico si toda suma de dos cuadrados es un cuadrado.

Los cuerpos cuadraticamente cerrados y los cuerpos euclidianos son pitagéricos. Los cuerpos de
caracteristica 2 son pitagoricos, puesto que si K es un cuerpo de caracteristica 2, a® + b? = (a + b)2,
para todo a,b € K.

Teorema 10.5. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Son equivalentes
(1) K es un cuerpo pitagdrico.
(2) W(K)=ZJ/27 o W(K) es libre de torsion.

Demostracion. (1) = (2) Si todo elemento de K es un cuadrado, entonces W(K) = Z/27Z por el
teorema 10.1.

Supongamos que no todo elemento es un cuadrado. Veamos que —1 no es suma de cuadrados. En
efecto, si —1 es suma de cuadrados, entonces —1 es un cuadrado por ser K pitagérico y dado que
todo elemento de K es una diferencia de cuadrados, para cada z € K, existen a,b € K tales que
r=a’—-b?>=a’+(—1)b? € K2, lo que contradice que K # K?.

Para probar que W (K) es libre de torsion consideremos un espacio anisotrépico (ay, . .., a,). Veamos
que la suma ortogonal

k
(a1,...,a,)® B. (a1, ..., a,),
es un espacio anisotropico. Supongamos que existe un vector is6tropo
V= (Z11y s Tlny e vy Thiy -+, Thn) € (A1, 0n) ... (a1, ..., an).

Se tiene

ay (23 + . kxR dan (2R, . 4 22) =0,
con algin x;; # 0. Dado que K es pitagorico, :Jc%j + ...+ mij = yjz., para algin y; € K, j=1,...,ky
como —1 no es suma de cuadrados, algin y; # 0. Asi,

aly%—l—...—i—anygzo.
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con algin y; # 0y el vector u = (y1,...,yn) € (ai1,...,a,) es un vector isétropo, lo cual es una
contradiccion. Por tanto k [(a1,...,an)] # 0 en W(K).

(2) = (1) Supongamos que = € K* es suma de cuadrados, x = a® + b%, pero no es un cuadrado.
Entonces W (K) # 7Z/27. Consideremos el vector u = (a,b) € (1,1). Sea w € (u)*, w # 0. Se tiene
que Gl = diag(z,w?). Dado que dis((1,1)) = K*? = 2 w? K*?, existe ¢ € K* tal que zw?c? = 1.
Si v = ¢z w, entonces v = z y por el corolario 2.17, (1,1) = (x, x). Dado que z no es un cuadrado, el
plano (1, —z) es anisotropico, luego [(1,—x)] # 0 y se tiene

2 [<17 _37)] [<17 —.CC>] S [<17 —$>] = [<17 -, 1, —:13” = [<17 1>] S [<_‘T7 —CII>]
=0,

= [z, )] ©[(—z, —2)] = [(z, —0)] © [{z, —x)

por ser (x,—x) un plano hiperbolico Por tanto, si z es suma de cuadrados pero no es un cuadrado,
W (K) es un grupo con torsion.

O

Corolario 10.6. Sea K es un cuerpo pitagdrico de caracteristica distinta de 2. Se tiene que W(K) =
ZJ27 si, y solo si, —1 es un cuadrado.

Demostracion. Si —1 = a?, con a € K* y w = aey, entonces Géel’w} = diag(1l, —1), luego (1,1) =

(1,—1) es un espacio universal. Asi, todo elemento de K es una suma de 2 cuadrados, luego un
cuadrado. Por el teorema 10.1, W(K) = Z/2 Z. Reciprocamente, si —1 no es un cuadrado, entonces
por el teorema anterior, W(K) 2 Z/2 Z.

O

11. Espacios ortogonales sobre cuerpos finitos

En este capitulo vamos a estudiar los espacios ortogonales sobre cuerpos finitos. Por la proposi-
cion 3.16, nos limitaremos a clasificar espacios ortogonales no singulares. Veremos que los espacios
ortogonales sobre cuerpos finitos se clasifican por su dimensién y su discriminante.

Sea F, un cuerpo de caracteristica p # 2 de g elementos (¢ = p”, p primo, p # 2) y [y el grupo
multiplicativo de los elementos no nulos de [F,.

Lema 11.1. La aplicacion
f:F, =T,

xwa

es un homomorfismo de grupos cuya imagen F3* = {a® | a € F} tiene orden (q —1)/2 e indice 2 en

Fy. Sis el — ]Fff, entonces todo elemento de Fy — F;Q es de la forma s x> con x € . Ademds, todo

elemento de IFy es suma de dos cuadrados.

Demostracion. Dado que Fy es un grupo abeliano f es un homomorfismo de grupos. El nicleo de f es
{1,—1} y su grupo imagen f(F}) = F;? tiene orden (¢ — 1)/2, por ser isomorfo al grupo F/{1,—1}.
Por el teorema de Lagrange F;;Q tiene indice 2 en FFy. Asi,

* /T*2 *2 *2 * *2
Fi/F:2 = {F:2, sF2), s € Fi—F2,

* TR *2
y entonces Fy — F = = s~
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Todo elemento de I, es suma de dos cuadrados. En efecto, sea x € F; y consideremos los conjuntos
ng{a2|a€Fq}, x—Fizx—{aﬂaqu}.

Dado que los conjuntos Fg VT — Fg tienen cada uno (q 4 1)/2 elementos, su interseccion es no vacia.
Por tanto, existen a,b € F, tales que z = a® + b2 O

Proposicion 11.2. Sea (V,0) un espacio ortogonal no singular sobre Fy de dimension 1. El espacio
(V,0) es isométrico al espacio ortogonal (1) o al espacio ortogonal (s).

Demostracion. Sea V = (u). Se tiene que u? = a? o u® = sb?, con a,b € F;. Pongamos v = a tu, si

u? =a? ov=>b"lu, si u? = sb% Se tiene que v2 =1 0 v?> = 5. Si B = {v}, entonces

Gf:(l) o Gf/:(s).
El resultado se sigue del teorema 2.16. O

Lema 11.3. Sea (V,0) un espacio ortogonal no singular sobre Fy de dimension 2. Eziste v € V tal
2
que v* = 1.

Demostracion. Sea s = a® 4+ b2, a,b € Fy, y u €V tal que u? # 0.

Siu? € IE‘ZQ, entonces u? = x? para algin z € 7 y tomamos v = .

Siu? ¢ F(’;Q, pongamos V = (u) L (w). Si w? € IFZQ, entonces w? = y?, con y € Fy, y tomamos
v=y lw. Siw?¢ IF‘;2, existen z,y € F; tales que u? =225 y w? = y?s y tomamos v = a(zs) "t u +
b(ys) L w. O

Proposicion 11.4. Sea (V,0) un espacio ortogonal no singular sobre Fy de dimension 2. El espacio
(V,0) es isométrico al espacio ortogonal (1,—1) o al espacio ortogonal (1, —s).

Demostracion. Por el lema 11.3, existe u € V tal que u? = 1. Pongamos V = (u) L (w). Se tiene

que —w? = a? 0o —w? = sb® con a,b € Fy. Siv= a 'w, cuando —w? = a? o v = b=t w, cuando
—w? = sb?, entonces v2 = —1 0 v? = —s. Ademas, V = (u) L (v). Si B = {u,v}, entonces

GP = diag(1,-1) o GB = diag(1,—s).
Obsérvese que si v> = —1, entonces V es un plano hiperbolico y que si v> = —s, V es un plano
anisotropico. El resultado se sigue del teorema 2.16. O

Lema 11.5. Si (V,0) es un espacio ortogonal no singular sobre F, de dimension 2, entonces es uni-
versal.

Demostracion. Si B = {u,v} es una base de V tal que GZ = diag(1, —1), entonces (V, o) es un plano
hiperbélico y por el lema 6.9 es universal.

Supongamos que GZ = diag(1, —s) y sea A € F,,. Si A = a? para algiin a € [y, entonces (a u)? =\
SiAég IF;"IZ, entonces A = a? + b> = ¢%s, donde a,b,c € F, Si —1 € F;Q, entonces —1 = d? para
algin d € F, y si —1 ¢ IF;Q , entonces s = —d? para algtin d € F,. Si \ ¢ IF;Q y —1 € ]F;Q, entonces
(cdv)> =X Si )¢ ]F;Q y—1¢ Ff, entonces (au+bd~1v)? =\

[

Lema 11.6. 5i V' es un espacio ortogonal no singular sobre Fy de dimension n > 3, entonces V' es un
espacio 1s6tropo.
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Demostracion. Por el lema 3.20, existe v; € V tal que v; es no isétropo. Puesto que V' es no singular,
V = (v1) L {(v1)*. Por ser (v1)* no singular existe vy € (v1)" tal que vz es no isétropo. Los vectores
{v1,v2} son linealmente independientes puesto que si vo = Avy, entonces vo € (v1) N (v1)*~ = {0}. El
plano P = (v, v2) es no singular y por ser V no singular, P+ es no singular.
Sea v € PL un vector no isétropo. Por el lema 11.5, existe un vector w € P tal que w? = —v?. Se
tiene que v + w # 0, y ademas
(v+w)? = v +w? =0. O

Asi, v + w es un vestor isétropo de V.
Proposicion 11.7. Sea (V,0) un espacio ortogonal no singular sobre Fy de dimension n > 3.

(1) Sin es par, entonces (V,o) es isométrico al espacio ortogonal (1,—1,---,1,—1) o al espacio
ortogonal (1,—1,---,1,—1,1,—s).

(2) Sin es impar, entonces (V, o) es isométrico al espacio ortogonal (1,—1,---,1,—1,1) o al espacio
ortogonal (1,—1,--- ,1,—1,s).

Demostracion. (1) Sea n par. Si V es hiperbolico, por el lema 6.6, existe una base en la cual la matriz

de Gram de o es
diag(1,-1,---,1,—1).

Si V no es hiperbodlico, por el teorema de descomposicion de Witt se tiene que V =V L V, y por
el lema 11.6, dim V, = 2. Por la proposiciéon 11.4 y por el lema 6.6, existe una base donde la matriz
de Gram de o es

diag(1,-1,---,1,—1,1,—s).

(2) Si n es impar, por el teorema de descompomposicion de Witt, V- =V, L V, y por el lema 11.6,
Vo = (v). De esta forma se obtiene que V' =V}, L (v). Por la proposicion 11.2, se puede tomar v de
forma que v? = 1 o0 v? = 5. Por tanto, existe una base donde la matriz de Gram de ¢ es

diag(1,-1,---,1,—1,1) o diag(1,-1,---,1,—1,s). O

Observacion 11.8. Obsérvese que los dos espacios ortogonales de la proposicion 11.7 (1), tienen
discriminantes (—1)%IF 22 y (—1)% S IF;Q, respectivamente, y por tanto no son isométricos. Los espacios
ortogonales de la proposicion 11.7 (2), tienen discriminantes

n—1 2 n—1 )
(—=1) 2 IFZ o (—=1)z2 SFZ
respectivamente, y por tanto no son isométricos.

Teorema 11.9. Sea F, un cuerpo finito de caracteristica # 2. Dos espacios ortogonales no singulares
sobre Fy son isométricos si, y solo si, tienen igual dimension e igual discriminante. En cada dimension
n existen exactamente 2 clases de isometria de espacios ortogonales no singulares de dimension n.

Demostracion. Si dos espacios ortogonales no singulares son isométricos, entonces por la proposicion
2.18 tienen igual discriminante.

Reciprocamente si dos espacios ortogonales no singulares sobre F, tienen igual discriminante e
igual dimension por la observacién anterior y por las proposiciones 11.7, 11.4 y 11.2 se sigue que son
isométricos. O
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12. Grupo de Witt de un cuerpo finito
Sea [F, un cuerpo con ¢ elementos de caracteristica p # 2. Denotaremos por | Fy | el orden del
grupo Fy. En esta seccion vamos a calcular el grupo de Witt de F,.
Lema 12.1. Se tiene
(1) ¢=1(mod4), si, y solo si, —1 € F}2.
(2) ¢ =3(mod4), si, y solo si, —1 & F*2.

Demostracion. Dado que ¢ es un nimero impar, ¢ = 1(mod 4) o ¢ = 3(mod 4); ademas, solo se puede
dar una de estas dos condiciones, puesto que (1 +47) N (3 +4Z) = @. Es suficiente probar (1).
(1) Si ¢ = 1(mod4), es decir | F; |= ¢ — 1 € 4Z, entonces por ser F; un grupo ciclico, existe un
elemento = € [, de orden 4. Dado que z? tiene orden 2, se tiene que 22 = —1. Asi, —1 € F;z.
Reciprocamente, si —1 € F(’;z, entonces existe z € Fy tal que x? = —1. Por tanto, el orden de z es
4 y teniendo en cuenta que el orden de un elemento es un divisor del orden del grupo, se tiene que
q—1=|Fyx|€4Z. Asi, ¢ = 1(mod 4). O

Teorema 12.2. Sea F,; un cuerpo con q elementos de caracteristica p # 2. Se tiene
(1) Sig=1(mod4), entonces el grupo W (F,) es isomorfo a Z/27 x 7/2Z.
(2) Siqg=3(mod4), entonces el grupo W (F,) es isomorfo a Z/47Z.
Demostracion. (1) Si —1 € IF:;Q, entonces
W(Fy) = {[(0)], D], [(s)], [{(1, =s )]}
1], [(s)], [{((1,—s))] tienen orden 2. Dado que
1,1) =F;* = (-1)F;* = disc (1, 1)
S,8) = 82F22 = F;Q

1,—s,1,—s) = (=8)’F;> = F:*> = disc (1,-1,1,-1).

Veamos que los elementos [

—

disc
disc

disc

o~~~

se tiene
(W& (D] =[(1,1)a] = (1, =1)a] = [(0)]
() ©[(s)] = [{s,s)a] = [(1, —1)a] = [(0)]
[(1,=s)] & [(1, =s)] = [(1, =5,1, =s)a] = [(1, =1, 1, =1)a] = [(0)]
Por tanto W(F,) = Z/27Z x Z/27.
(2) Si —1 ¢ F;?, tomando s = —1 se tiene

W () = {[{0)], [({(D], [{(=1)1, [(1, DI}
Veamos que el elemento [(1)] genera al grupo de Witt. En efecto,
(WIS ] = [(1,1)a] = [(1,1)]
(WM [(1)] =[(1,1,1)d = [(1, -1, =1)a] = [(-1)]
(Me e lm]e (] =L (-1 =[(1,-1))a] = [(1, -1)] = [(0)]
Luego W(F,) es un grupo ciclico. Asi, W(F,) = Z/4AZ. O

o
(=)

Observacion 12.3. Obsérvese que los isomorfismos del teorema anterior son isomorfismos de anillos.
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