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Resumen

Este articulo estd dedicado a Alonzo Church, que fallecié en Agosto de 1995, tras una larga
vida dedicada a la légica. A él le debemos el cilculo lambda, la tesis que lleva su nombre y la
solucién al Entscheidungsproblem. Suyo es también Introduction to Mathematical Logic, vol. 1, el
libro que definié qué era la légica, el enfoque y los temas basicos. Finalmente, él fue el impulsor
del Journal of Symbolic Logic, 1a revista més conocida del 4rea de la que fue editor durante décadas.

Este articulo se desarrolla en tres partes. La primera es periodistica: cuento la vida de Alonzo
Church, incluyendo algunas de las muchas anécdotas que me han ido llegando. La segunda esta
dedicada a su obra, aunque no he pretendido, en absoluto, ser exhaustiva. La tercera es algo
més personal: pretendo mostrar que el gran descubrimiento de Church fue el clculo lambda, y
que a ese acierto inicial debemos muchas de sus posteriores inspiraciones, tanto como las de sus
discipulos, incluyendo la Teorfa de la Recursién de Kleene y la prueba de completud de Henkin.
He afiadido un apéndice en donde presento el cdlculo lambda con tipos y una demostracién de
indecidibilidad de la légica de primer orden.

Palabras clave: Church, Entscheidungsproblem, cdleulo lambda, indecidibilidad de la légica
de primer orden.

Abstract

This paper is dedicated to Alonzo Church, who died in August 1995 after a long life devoted
to logic. To Church we owe lambda calculus, the thesis bearing his name and the solution to the
Entscheidungsproblem. His well-known book, Introduction to Mathematical Logic, vol. 1, defined
the subject matter of mathematical logic, the approach to be taken and the basic topics addressed.
Church was also the creator of the Journal of Symbolic Logic, the best-known journal of the
area, which he edited for several decades.

This paper is divided in three sections. The first is written in journalistic style: the story of the
life of Alonzo Church is told, including some of the many anecdotes I have collected from different
sources. The second part is devoted to his work, but is far from being exhaustive. The last part is
more original; in it T attempt to show that Church’s great discovery was lambda calculus and that
his remaining contributions were mainly inspired afterthoughts in the sense that most of his
contributions as well as some of his pupils derive from that initial achievement. Included are
Kleene’s Recursion Theory and the completeness proof of Henkin. I have added an appendix in
which is presented the typed lambda calculus and a proof of the undecidability of first-order logic.

Keywords: Church, Entscheidungsproblem, lambda calculus, undecidability of first-order
logic.

* La revista Agora y la autora agradecen el amable permiso para la presente publicacién a
Taylor & Francis Ltd. y a la revista History and Philosophy of Logic, en cuyo volumen 18 de
1997, pp. 211-232, aparecié la version orginal bajo el titulo «Alonzo Church: His Life, His Work
and Some of His Miracles».
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1. Inicio

Incluso no siendo unos fanéticos de la informatica, s6lo por el hecho de
poder usar el correo electrénico, hemos de reconocer que el flujo de la infor-
macién ha cambiado radicalmente nuestro Ambito en los dltimos anos. Si,
como suele decirse, la informacién es poder, no cabe duda de que éste se ha
repartido de forma impensable hace s6lo unas décadas (Posiblemente no todo
el poder se haya repartido, seguro que sélo lo menos importante.) Pensaba
yo todo esto cuando recibia por métodos diversos, todos fulgurantes, infor-
macién para realizar mi Alonzo Church: in memoriam. (Para hacer honor a
la verdad y poner un contrapunto a este canto a las autopistas de la infor-
macién he de decir que la fuente de informacién era Leén Henkin y John
Addison en US.A y Wilfrid Hodges en el Reino Unido, a quienes respeto
intelectualmente como se merecen y con los que tengo, ademads, la suerte de
mantener una relacién cordial pues han sido mis maestros. Quiero decir con
esto, ¢habria podido de forma anénima haber abierto la espita de la infor-
macién?)

.Y Church?, ;Cémo debié vivir estos cambios, €él, que no sélo presenci6
casi un siglo de l6gica, sino que tendria que sentirse responsable directo de
su creacién y de buena parte de su desarrollo?

Intentaba yo ponerme en la piel de Alonzo Church, pensando en el vértigo
del salto que él habia realizado, presenciado y favorecido por ser uno de los
creadores mas distinguidos (yo dirfa que el segundo en relevancia, sélo
después de Godel) de las dos disciplinas que a nivel teérico sustentan la
informatica: la 16gica matemaética y la teoria de la computacion (reducibles
a uno sola: la 16gica matematica). Algunos dirfan que su responsabilidad no
s6lo es a nivel teérico: Hoy se aceptal, en general, que gracias a los trabajos
de su famoso alumno Turing, pudo John von Neumann, a finales de los afios
cuarenta, disefiar el primer computador digital, electrénico.

Curiosamente, la respuesta me llegé casualmente unos meses después de
formularla puiblicamente?.

Pasé la primavera de 1996 en el CSLI de Stanford y un dia, hablando
con John Perry de Alonzo Church me comenté que John Etchemendy me
contaria una anécdota divertida. Ocurrié en el curso 1983-84, habian invitado
a Alonzo Church al CSLI para dar una conferencia y Etchemendy lo fue a
recoger y le estuvo ensefiando el centro. En aquel momento tenian bastantes
ordenadores Xerox Dandelion, con procesadores LISP. Y puesto que dicho
lenguaje estd basado en el cdlculo lambda de Church (extremo que parece
negar su creador, John Mc Carthy, asegurando que fue un descubrimiento
paralelo), John le hizo una demostracién en una de aquellas Dandelion,
explicandole que el lenguaje LISP esta indirectamente basado en el calculo

} Véase, Martin Davis [20].
2 En Enero de 1996, en el Congreso «Truth, Logic, Representation and World» celebrado en
Santiago de Compostela. Alli presenté «Alonzo Church: in memoriam» en una sesién dedicada a él.
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lambda. Church no parecié entusiasmarse y al final, para justificar su evi-
dente falta de interés, le comenté que él no sabia nada de ordenadores, pero
que habia tenido un alumno, llamado Alan Turing, que sabia bastante de
eso.

2. Su vida

Fechas y datos relevantes. Alonzo Church nacié en 1903 en Washinton
DC; su padre, Samuel Robbins Church fue Juez de la Audiencia municipal
del distrito de Columbia (Justice of the Municipal Court of the District of
Columbia). Su abuelo fue bibliotecario del Senado de los Estados Unidos y
su bisabuelo, que se llamaba como ¢él, fue profesor de mateméticas y astro-
nomia en la Universidad de Georgia.

Alonzo Church estudié en Princeton en donde fué discipulo de Oswald
Veblen, un geémetra notable. En 1924 terminé su licenciatura, se casé con
Mary Kuczinski en 1925, y en 1927 realizé su doctorado.

A continuciacién Church pasé dos afios con una National Research Fe-
llowship; el primer afio estuvo en Harvard, trabajando con Birkhoff (el al-
gebrista) y con Huntington. En aquel momento en Harvard habia una no-
table concentracién de 16gicos: Sheffer, Lewis y Whitehead pertenecian a
dicha Universidad.

El segundo afio lo pasé en Europa. Estuvo en Géttingen trabajando con
los miembros de la escuela de Hilbert; el propio Hilbert y Bernays. Fue
también a Amsterdam en donde estudié con el 16gico intuicionista Brouwer.

A su regreso de Europa, en el otofio de 1929, comenzé a enseflar en
Princeton. Durante diez afios fue profesor ayudante, estuvo otros ocho como
asociado y en el 1947 fue nombrado catedratico. Estuvo en Princeton hasta
1967 y entonces se fue a Los Angeles para evitar retirarse (ya que en
Princeton el retiro era obligatorio a los 68). Estuvo en California como
profesor en activo hasta 1990, jtenia 87 afios!. El suyo era un contrato mixto:
Flint Professor en Filosoffa y profesor de Matemaéticas, lo que le permitia
desempefiar su labor docente en ambos departamentos; de hecho siempre se
habia mantenido en una posicién semejante.

Veraneaba en las Bahamas, para estar tranquilo y poder pensar sin que
nadie lo interrumpiera.

Fué un trabajador incansable toda su vida, y conté con un insaciable apetito
intelectual hasta sus tltimos afios. En 1983, con motivo de su 80 cumplearios,
le hicieron una entrevista para el UCLA Monthly en la que declaraba®:

«I will retire when one of two things happens: when I am told by the university
I have to or when I'm told by my doctor I have to. I will continue as long as it can

be done. It might be tomorrow, it might be a year from now, or it might be 10 years
from now. But that’s highly unlikely».

3 Stuart Wolpert [1983], «A legend turns 80», UCLA Montly.
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En esa entrevista Robert Yost, vicedecano del Departamento de Filosofia,
a la pregunta de por qué Church es tan bueno contesta:

«He is just smarter than anybody else»,

y aftade que se lo lee todo y no olvida nada.

Por aquella época continuaba haciendo a pie el recorrido entre su casa y
el Departamento. No quiso nunca tener coche porque no queria tenerle que
dedicar el mismo tiempo que a sus clases y a sus investigaciones, dijo en la
mencionada entrevista.

Se fue finalmente a Hudson en 1992 para vivir cerca de su hijo Alonzo
Church Jr. Murié el 11 de Agosto de 1995. La nota necrolégica del New York
Times del 5 de Septiembre de 1995, escrita por Nicholas Wade, se titulaba:
«Alonzo Church, 92, Theorist of the limits of Mathematics». La del Inde-
pendent de Londres que escribié Wilfrid Hodges viene acompafiada de una
foto con el siguiente pie: «A truly rational mind».

Dice Henkin que Church mantuvo vivo su interés por la 16gica hasta el
final ya que en su mesilla de noche, al morir, tenia un volumen de homenaje
a su persona, con varios puntos de libro situados en varias de las contribu-
ciones, lo que muestra que lo estuvo hojeando y que se interesé por algunos
de los escritos.

Dicho volumen lo compilaron Anthony Anderson y un estudiante suyo,
Mikhail Zeleny. Contribuyeron, entre otros, Shepherson, Shapiro, Paulson,
Meyer, Kripke, Henkin y Feferman. Pretendia ser un regalo de cumpleafios
por su 90 aniversario y no se pudo publicar por falta de editor. (El volumen
que Church tenia en la mesilla era una encuadernacién manual.) Henkin
cuenta que en vista de las dificultades para encontrar editor, él mismo sugirié
a Antony Anderson que le regalaran la encuadernacién manual; Church
murié unas semanas después. Dos de los articulos de este volumen, el de
Martin Davis [21] y el de Henkin [31], se publicaron en el Bulletin of Sym-
bolic Logic.

Docente. Una carrera docente de 61 afios es de por si extraordinaria, pero
sus discipulos aseguran que su estilo particular hacia su docencia inolvidable
vy que dejé una profunda huella en todos ellos, aunque como docente era
modesto, paciente y poco expresivo. (Algunos le achacan carencia de pasién.)
Esta parece ser también la opinién de Alan Turing, que pasé dos afios en
Princeton como alumno suyo y que hizo la tesis con él*.

Segtin parece su trabajo era siempre muy minucioso, su anélisis de gran
calado y los detalles cuidados al extremo, pues no habia detalle irrelevante
para él.

David Kaplan dice que él recomendaba a sus alumnos que hicieran un
curso con Church asegurdndoles que los cambiaria y que, incluso si no

4 Ver Hodges [35], p. 119.
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estaban muy interesados en el tema del curso, siempre podrian contar a sus
nietos que habian sido alumnos de Church.

Henkin [31] cuenta que en 1941, como parte del programa de doctorado,
hizo un curso de Légica con Church cuyo programa era el siguiente:

1. En el primer semestre se estudiaban varios sistemas de 16gica propo-
sicional y de primer orden, se introducia el concepto de forma normal, se
demostraba completud y se discutian los teoremas de Lowenheim-Skolem.
La prueba de completud era la de Gédel (la de Henkin, obviamente, no
existia) y se remarcaba la naturaleza constructiva de la prueba.
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2. En el segundo semestre se estudiaba un sistema de segundo orden 3,
en particular, se introducia la Aritmética de Peano con gran detalle y se
demostraban los resultados de incompletud de la aritmética y de la légica
de segundo orden. Para demostrar incompletud se introducian las funciones
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recursivas, pero sélo las primitivas. Las funciones recursivas generales no
se estudiaban, pero se mencionaba el papel que juegan en los casos en los
que queramos establecer que no existe un procedimiento de decisién.

Segtin Henkin aunque el contenido del curso no era, como habeis visto,
en absoluto sorprendente, si que lo era el estilo de su maestro, la manera
que tenia de trasmitir su concepcién de la légica. Hacia, segun parece, pa-
radas frecuentes para aclarar que se seguia el método logistico; delimitar
claramente qué era lenguaje y metalenguaje, cémo el lenguaje formal habia
de ser establecido de manera completamente efectiva y porqué el metalen-
guaje (Inglés, en su caso) habia de limitarse. Uno puede hacerse una idea
de cémo eran sus cursos leyendo su manual, el libro Introduction to Mathe-
matical Logic, vol. L.

Tesis doctorales dirigidas. A lo largo de su dilatada vida Church dirigié
31 tesis doctorales, sus discipulos son los siguientes:

Alfred Foster, Alan Turing, Stephen Kleene y Barkley Rosser, en los afios 30.

Enrique Bustamante, Leon Henkin y John Kemeny, en los afios 40.

Martin Davis, Dana Scott, Hartley Rogers, Norman Shapiro, Maurice
LAbbé, Willian Boone, Thacher Robinson, Michael Rabin, Simon Kochen,
Aubert Daigneault y Raymond Smullyan, en los 50.

Peter Andrews, Robert Ritchie, James Guard, James Bennet, Robert Win-
der, Wayne Richter, Gustav Hensel, Willian Easton, Joel Robbin y Donald
Collins, en los 60.

Richard Malitz y Anthony Anderson, en los 70.

Gary Mar, en los 80.

La dtima tesis la dirigié cuando sobrepasaba los 80. (Henkin recuerda a
un alumno mexicano, llamado Zubieta, del que duda si hizo la tesis con
Church en los 50. Esta persona aparece en el prefacio del libro de Church,
Introduction to Mathematical Logic; se le agradece el haber confeccionado
el indice y el haber detectado errores.)

Su Persona. Todos lo describen como una persona amable, de buen humor
y muy, muy ponderado en sus juicios. Algunos incluso se extrafnaban de que
un genio como él pudiera ser un ser humano tan equilibrado.

(Yo me imagino que durante muchos afios tuvo que soportar la compara-
cién con el también profesor en Princeton, Kurt Gédel, de quien no puede
decirse, ni remotamente, que fuera un ser equilibrado. Estando yo en Ber-
keley, durante el curso 1977-1978, murié Gédel, y circularon por allf algunas
anécdotas suyas. La mds simpética, otras eran algo patéticas, era de cuando
iban a darle la nacionalidad americana. Tenia que entrevistarse con un
funcionario del gobierno e hizo a Einstein que lo acompafiara porque, segin
parece, estaba asustado pues pensaba que posiblemente le preguntarian su
opinién acerca de la Constitucion americana, que él se habia leido concien-
zudamente, y, si tenia que ser sincerc y leal, habria de declarar que estaba
plagada de contradicciones).
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De Church, no circulan anécdotas tan divertidas, pues €l era poco estri-
dente; no sélo racional, sino también razonable. Era una persona de gran
corpulencia y enorme tamafio (incluso su letra era grande), que se cuenta
usé en alguna ocasién para poner un muro entre un orador implacable y su
exhausta audiencia, cuampliendo asf su labor de moderador de una conferen-
cia que se alargaba en exceso.

Una foto suya aparece en el articulo que a él dedica la Encyclopedia of
Computer Science and Engineering. Otra foto aparece en el libro de Baren-
dregt sobre el calculo lambda.

Una de las anécdotas que también se cuenta en la nota necrolégica que
escribié Hodges es que en una reunién de evaluacién con otros profesores
acept6 aprobar a un alumno con un trabajo deficiente a condicién de que se
comprometiera a no escribir ningtn articulo sobre la relevancia filoséfica
del Teorema de Gidel, yo subscribiria una propuesta semejante.

Church estuvo casado durante 50 afios, su esposa murié en 1976, y tuvo
tres hijos: Alonzo, Mary Ann y Mildred. La segunda de ellas esté casada con
John Addison, el reconocido 1égico de Berkeley, y viven cerca del Cerrito.

Profesor Visitante. Ademds de desempefiar la funcién de catedratico de
Filosofia y Mateméticas en Princeton y Los Angeles, como profesor visitante
estuvo en:

1. Universidad de Illinois (1956-57)

2. Universidad de Berkeley (primavera de 1960)

3. Universidad de California en Los Angeles.(1960-61)

Nombramientos honorificos. En 1967 fue elegido miembro de la Academia
americana de Artes y Ciencias y de la Academia Internacional de Filosoffa
de la Ciencia.

En 1978 fue nombrado miembro de la Academia Nacional de Ciencias y
de la Academia Briténica.

En 1969 fue investido Doctor Honoris causa por la Case Western Reserve
University, en 1985 en la de Princeton y en 1990 lo hizo la State University
of New York en Buffalo. (El dia antes de recibir este grado honorifico, se
celebré en dicha universidad un simposio en su honor, que organizé John
Corcoran.)

Journal of Symbolic Logic. Cuando en 1935 se fundé la Association for
Symbolic Logic, Church se convirtié en editor de su revista, el Journal of
Symbolic Logic y estuvo a cargo de la seccién de critica hasta 1979. Dicha
revista alcanzé unas cotas elevadas de objetividad y durante muchos afios
fue la revista de Légica por antonomasia.

Muchos afirman que como editor de su seccion de critica era muy estricto;
jamads permitié que nadie se excediera en sus comentarios. Cuentan que él
mantenia que una critica podia ser muy negativa sin ensafiamiento y, sobre
todo, no permitia la mordacidad ni la ironia, pues estaba convencido de que
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en esto no se puede dar marcha atras, ni deja espacio para una posible
defensa.
Segtin David Kaplan, la opinién de Church al respecto era:

«Evaluations can be rebutted, and errors can be corrected, but sarcasm can
neither be rebutted nor correcteds».

También dicen que los que se retrasaban en mandar sus comentarios
recibian the Bomb, una carta demoledora.

Church se mantuvo al corriente de las publicaciones en légica durante
muchos afios y en el Journal aparecia una magnifica seccién bibliografica
puesta al dia periédicamente.

3. Su Obra

3.1. Primeros escritos

El primer articulo de Church [4] se publicé en 1924 y el tdltimo [4] en
1995.

En su tesis doctoral Church se propone hacer en la Teoria de conjuntos
lo que otros hicieron al crear la geometria no euclidea. De la misma manera
que Lobachevsky considerd el axioma de las paralelas como un postulado
cuya aceptacion podia ser cuestionada, y, por lo tanto, digna de consideracién
la teoria axiomatica resultante al afiadir su negacién al resto de los axiomas
de Euclides, Church hizo lo propio con la teoria de conjuntos de Zermelo.
Church propuso diferentes axiomas, que contradicen el axioma de eleccién,
como alternativas a la axioméatica de Zermelo.

En su A. Church [1926], «Alternatives to Zermelo’s assumption», Tran-
saction of the American Mathematical Society, vol. 29, pp. 178-208, se plan-
teaba como cierta la posibilidad de que dicha axiomatica no constituyera
una teoria completa, incluso afiadiendo el axioma de eleccién, pues pensaba
que caso de serlo deberia ser posible construir una funcién F del tipo reque-
rido por el axioma de eleccién. Sin embargo, la naturaleza no constructiva
del axioma de eleccién impedia, claramente, dicha posibilidad. Algunos afios
después, al crear su célculo lambda, intentaria derivarlo sin éxito: tenia que
ser postulado como axioma. Esto contrastaba con lo que sucedia con otros
axiomas de la teorfa de Zermelo que postulaban la existencia de conjuntos
para los que el calculo lambda no necesitaba mas que sus propias reglas de
formacién de expresiones para asegurar su existencia.

En un articulo de 1928, claramente bajo la influencia de su maestro
Brouwer, A. Church [1928], «On the law of the excluded middle», Bulletin of
the American Mathematical Society, Vol. 84, pp. 75-78, Church se plantea la
posibilidad de eliminar la ley del tercio excluso. En general, su actitud hacia
los principios de la légica no es dogmética, pues su postura est4 abierta a
considerar variantes de los sistemas l6gicos obtenidos al modificar dichos
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principios. Frente a esto reaccionaron fuertemente algunos 16gicos, Langford
entre otros, considerando que la légica es el sistema de las proposiciones
que expresan hechos analiticos de naturaleza formal y que por lo tanto no
puede haber més que un sistema, el sistema.

Ese mismo afio se plantea con precisién el problema de la decidibilidad
de la l6gica de primer orden, considerandose crucial, y unos anos méas tarde
tanto Church como Turing (segin parece, independientemente) lo resuelven
negativamente. Como veremos en la seccion 4, es justamente este problema,
el décimo de Hilbert, lo que hace que ambos se vean forzados a precisar y
definir la nocién de computabilidad efectiva.

3.2. Introduction to Mathematical Logic, vol. I

El libro de Church, Introduction to Mathematical Logic, vol. I, es el libro
de légica por antonomasia, el que definié qué era la logica, explicité el
enfoque que la caracterizaria y los temas basicos durante varias generacio-
nes. El segundo volumen fue escrito sélo en parte pero circulé como ma-
nuscrito mecanografiado, pues estaba depositado en la biblioteca de la Uni-
versidad de Princeton. Una versién previa del manual aparecié en 1944 como
volumen de Annals of Mathematical Studies y en 1946 ya estaba el manus-
crito depositado en la biblioteca.

Este libro, cuyo indice se corresponde con el curso que Henkin dice haber
recibido®, tiene un capitulo introductorio, de 70 paginas, que es un auténtico
ensayo. En una carta personal, Leén Henkin me comenta al respecto:

«I have several times in recent decades re-read the long Introductory chapter
of the book, and each time was excited by the richness of its ideas. It contains the
basis for much future work by logicians, I am sure».

Se hace alli un analisis muy agudo e inteligente de los supuestos onto-
16gicos y semanticos que asumimos al elegir la légica clasica. Y también se
suministran las razones que justifican la aceptacién de dichos principios.
Una parte importante de dicho capitulo de introduccién se dedica a la pre-
sentacién y esclarecimiento de los conceptos matematicos y lingiiisticos que
constituiran los pilares del andlisis légico: nombres, funciones, constantes,
variables y proposiciones. Se estudian también otros propiamente légicos; a
saber, los conectores y cuantificadores. La obra de Frege es usada y comen-
tada en esta parte, haciéndose hincapié en la distincién entre sentido y
referencia. De especial interés es el apartado 07 de dicha introduccién, que
est4 precisamente dedicado a la exposicién del método logistico; es una joya.
En realidad alli lo que se hace es explicitar los principios que necesariamente
aceptamos cuando hacemos légica formal; principios que ahora no nos sor-

5 Esto no es completamente cierto, pues el capitulo V, dedicado a la l6gica de segundo orden,
contiene la prueba de completud que su alumno hizo a finales de los afios cuarenta.
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prenden, como el de la distincién estricta entre lenguaje y metalenguaje,
pero que en aquel momento tenian gran importancia pues se estaba atn
saliendo de una fase de confusién. También establece con claridad cuales
son los requisitos de efectividad del lenguaje y del sistema légico. Dichos
requisitos se exigen:

1. Al especificar los signos primitivos (dado un signo hay que poder
determinar si es 0 né un signo primitivo).

2. Al definir formulas (dada una sucesién de signos hay que poder deter-
minar si es o né una férmula).

3. Al especificar los axiomas (dada una férmula hay que poder determinar
si es 0 nd un axioma).

4. Al definir las reglas de inferencia (cuando se propone una férmula como
conclusién de una inferencia inmediata se debe poder determinar si es
correcta, conforme a las reglas).

Como el propio Church sefiala, el que se cumplan estas condiciones nos
permite afirmar que el concepto de prueba es efectivo en el sentido de que
haya un método mediante el cual, dada una secuencia finita de férmulas,
podamos determinar si es 0 n6 una prueba. Insiste en la necesidad de contar
con procedimientos de prueba efectivos, pues lo contrario significaria que
siempre se puede solicitar una prueba de que la prueba dada lo es de hecho,
y ello nos llevaria a una infinita recurrencia. Afiade que la prueba de un
teorema del lenguaje objeto debe hacerse sin recurrir a la interpretacién,
sin usar la semaéntica, y que hay tres razones para que asi sea: (1) la
distincién entre forma y contenido; un razonamiento légico es correcto por
su forma, (2) la demostracién ha de usar exclusivamente los axiomas y las
reglas de inferencia y (3) que los sistemas l6gicos, por usar recursos mate-
maticos y lingiifsticos limitados son mucho mds seguros que las interpreta-
ciones dadas en la semantica, en donde se involucran méas recursos. Hoy
diriamos: se requiere mas potencial de teoria de conjuntos para la semdantica
que para el calculo (aceptando que la teorfa de conjuntos es nuestro substrato
matematico).

Sin embargo, la nocién de ser un teorema no es necesariamente efectiva
en el sentido de que tenga que existir un método mediante el cual, dada una
férmula, nos permita determinar si es o deja de ser un teorema.

En el libro se insiste en que el concepto de efectividad utilizado es el
intuitivo; es la nocién de algoritmo usada cominmente en matemaéticas (por
ejemplo, el algoritmo de Euclides para hallar el maximo comtn divisor, o la
criba de Eratéstenes para determinar los niimeros primos menores que uno
dado). Cuando tenemos un algoritmo que determina si se cumple o né una
cierta propiedad, el conjunto o relacién definido por ella se denomina deci-
dible. Si el algoritmo determina los valores de una funcién, a ésta se la llama
efectivamente computable (o simplemente, computable). Church resalta el
hecho de que para distinguir métodos efectivos de los que no lo son es
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suficiente con el concepto intuitivo, y en una nota a pie de pagina® se indica
que la definicién precisa estd en un articulo del autor y se dan las referencias
de los articulos de Turing, Post, Kleene, Church y Hilbert & Bernays, que
introducen otras definiciones y en donde se prueban las equivalencias per-
tinentes.

La descripcién intuitiva del concepto de procedimiento efectivo (o, equi-
valentemente, de funcién efectivamente computable) es suficiente cuando lo
que se quiere es establecer que una funcién es, de hecho, computable. En el
libro se muestra que la 1égica proposicional es decidible (apartado 15: «Tau-
tologies, the decision problem») simplemente aclarando que las tablas de
verdad constituyen un procedimiento de decision’. Para la légica de primer
orden no se demuestra indecidibilidad; se prueba, eso si, que hay ciertos
conjuntos decidibles de formulas de primer orden®. De hecho, en el libro no
se puede demostrar indecidibilidad porque no se ha definido matematica-
mente el concepto de procedimiento efectivo o algoritmo que permita demos-
trar que un conjunto sea indecidible o una funcién no computable.

Es curioso que en el libro no se desarrolle ninguna de las tres grandes
contribuciones de Church a la légica y a la informaética: el calculo lambda,
la tesis que lleva su nombre y la demostracién de la indecidibilidad de la
16gica de primer orden. Yo creo que esta decisién fue tomada sobre la base
de acertadas consideraciones pedagoégicas.

No se puede acabar hablando de este libro sin comentar los suculentos
apartados histéricos y las notas a pie de pagina. Dichas notas son una
muestra de lo extraordinariamente detallista que era Church, de la finura
de su analisis, de su erudicién, y también de cémo y hasta qué punto su
libro era producto de una superposicién de reescrituras. Hoy en dia, con los
tratamientos de texto desaparecen las trazas de las distintas versiones pre-
cedentes, y con la aversién de los editores a las notas a pie de péagina,
solicitAndonos que en todo caso pasen al final, se estdn practicamente ex-
tinguiendo. El libro de Church, cargado de notas, me encanta, especialmente
el larguisimo capitulo de Introduccién, y estoy de acuerdo con Henkin en
que hay todavia en él material para trabajos futuros, especialmente para

6 En la pagina 52 del libro, la nota 119 que reproduzco a continuacién: «For a disscussion
of the question and proposal of a rigorous definition see a paper by the present writer in the
American Journal of Mathematics, vol. 58 (1936), pp. 345-363, especially (7 thereof. The notion
of efectiveness may also be described by saying that an effective method of computation, or
algorithm, is one for which it would be possible to build a computing machine. This idea is
developed into a rigorous definition by A. M. Turing in the Proceedings of the London Mathe-
matical Society, vol. 42 (1936-1937), pp. 230-265 (and vol. 43 (1937), pp. 544-546). See further:
S. C. Kleene in the Mathematische Annalen, vol. 112 (1936), pp. 727-742; E. L. Post in the Journal
of Symbolic Logic, vol. 1 (1936), 103-105; A. M. Turing in the Journal of Symbolic Logic, vol. 2
(1937), pp. 153-163; Hilbert and Bernays, Grundlagen der Mathematik, vol. 2 (1939), Supplement
1.

7 Esta es la prueba de Post [48].

8 La decidibilidad de la légica de predicados monarios, tanto la de primer orden como la de
segundo orden, es un resultado de Lowenheim [45].
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los interesados en una filosofia de la légica rigurosa, que no dé la espalda
a la tradicién fregeana.

3.3. La Bella y la Bestia (Légica e Informdtica)

Cuando digo que Church debia sentirse responsable directo de la base
tedrica sobre la que se sustenta la Informética estoy pensando en las tres
contribuciones de Church arriba mencionadas, fruto de su trabajo en los
afios treinta, y que han tenido un impacto decisivo en esta disciplina. Todas
ellas directamente relacionadas con el concepto de computabilidad (o recur-
sién), que es, obviamente, el concepto central de la informatica.

Informdtica. La informatica trata de los computadores y de la computa-
cién. A la informatica le concierne la invencién y analisis de los algoritmos,
el disefio de programas y de lenguajes de programacién para expresar algo-
ritmos y la construccién de sistemas de computacién, maquinas incluidas,
para ejecutar o implementar los lenguajes de programacién.

Légica. A la légica se le atribuye como principal objetivo el analisis y
codificacién del razonamiento; le interesa el significado y la transformacién
de los enunciados que empleamos en nuestro discurso sobre el mundo.

En légica se define con precisién un lenguaje artificial, se atribuye sig-
nificado a los enunciados del lenguaje mediante modelos matematicos y se
define un céalculo; esto es, un sistema de axiomas y reglas que rigen la
transformacién de los enunciados del lenguaje formal. Dependiendo del nivel
de abstraccién que vayamos a necesitar y de la realidad a tratar hay varios
tipos de logica.

Por otra parte, ha sido en la légica matematica en donde se ha desarro-
llado la teoria de la computabilidad, definido el concepto matemaéatico de
recursividad y caracterizado matematicamente el poder de los algoritmos.
Se hizo en los afios 30, antes de la aparicién de los ordenadores, pero si no
se hubiera hecho entonces se habria hecho mas tarde, en informatica.

La Légica en la Informdtica. La l6gica aparece en cualquiera de los niveles
en los que nos situemos para describir tanto el funcionamiento de un com-
putador como la ejecucién de un programa en una méaquina. Aparece al nivel
inferior, implicada en el hardware; aparece en la cascada de lenguajes que
desde el usuario bajan al lenguaje méquina, el que el ordenador entiende;
aparece también cuando, situados en un nivel metatedrico, razonamos acerca
de los programas; es decir, cuando hacemos légica de programas.

Pues bien, las contribuciones de Church inciden directamente en todos
estos niveles. No sélo define el concepto matemdtico de recursividad, sino
que nos proporciona herramientas para crear un lenguaje de programacién
y establece también, claramente, la frontera de la computabilidad. Yo creo
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que una parte importante de estos resultados hay que atribuirselos a la
enorme fortuna del lenguaje y calculo A que brevemente presentaré al final
de este articulo.

4. Algunos Milagros de Church

En lo que sigue intentaré hacer plausible mi tesis de que el gran descu-
brimiento de Church fue, sin lugar a dudas, el del calculo lambda, y que el
resto de sus contribuciones, asi como las de algunos de sus discipulos se
deben a este acierto inicial. El hilo argumental sera éste:

4.1. El cdlculo lambda. En las primeras décadas de este siglo seguramente
se consideraba imprescindible para un légico que se preciara el presentar
un sistema légico propio. Church creé el cdlculo lambda tomando como base
el concepto de funcién y distinguiendo claramente entre el valor de una
funcién para un argumento, F(x), y la propia funcién, AxF(x). Para ilustrarlo
pongamos uno de los ejemplos que el propio Church usa’:

Jf we say, (x*+x) is greater than 1,000 we make a statement which depends
on x and actually has no meaning unless x is determined as some particular natural
number. On the other hand, if we say (x“+x) is a primitive recursion function, we
make a definite statement whose meaning in no way depends on a determination
of the variable x (so that in this case x plays the rdle of an apparent, or bound
variable). The difference between the two cases is that in the first case the expres-
sion (x’>+x) serves as an ambiguous, or variable, denotation of a natural number,
while in the second case it serves as the denotation of a particular function. We
shall hereafter distinguish by using (x*+x) when we intend an ambiguous denota-
tion of a natural number, but (x(x*>+x)) as the denotation of the corresponding

function —and likewise in other cases».

El elegir el concepto de funcién como base fue ya un gran acierto, pero el
distinguir en el lenguaje los valores de la funcién de la funcién misma, lo fue
atin mayor. Si a esto afiadimos la caracteristica de que la formalizacién permite
que una funcién anide a otras, el lenguaje estd preparado para expresar la
recursién. De hecho, a diferencia de los sistemas axiomaéticos fundacionales, la
existencia de los objetos matematicos (en nuestro caso, funciones) no se postula,
sino que son generados por las propias reglas de formacién de expresiones.

Este lenguaje es tan compacto y tan adecuado para expresar funcionali-
dad que se convirti6 en lenguaje de programacién. Como ya comenté anterior-
mente, se atribuye la inspiracién para crear el lenguaje LISP, desarrollado
por John Mc Carthy, al calculo lambda.

El cdlculo lambda, aunque llevaba circulando varios afios, no aparece en
prensa hasta principios de los cuarenta'®. A comienzos de los afios treinta

9 Véase [10], p. 6 de la edicién de 1951.
El pequefio volumen [10] es interesante. Una presentacién moderna se encuentra en el
libro de Hindley [33] y en el de Barendregt [2].
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Church ya sabia que tanto la funcién del siguiente como la suma eran

A-definibles, pero fue su alumno Kleene quien fue gradualmente descubrien-

do lo amplia que era la clase de las funciones definibles mediante lambda

v estos resultados constituyeron parte de su tesis. Este es el origen de la

teoria de la recursién. Sin embargo, los resultados de la investigacion les

llevaron mas lejos de lo esperado. Veamos lo que dice Martin Davis [19] al
respecto:

«Church published a pair of substantial papers on the system he developed

and set his students Stephen C. Kleene and J. Barkley Rosser to work on it. Their

work was extremely effective, if not exactly what one dreams of having one’s

graduate students accomplis for one: Kleene and Rosser proved that Church’s
system was inconsistent!».

Pese a ese tropiezo inicial, pronto se vi6 que la definibilidad mediante
lambda equivalia a la recursividad y a la computabilidad mediante maquinas
de Turing, proporcionando asi un argumento de gran fuerza a favor de la
denominada tesis de Church; es decir, la de tomarlas como una definicién
posible de computabilidad efectiva o algoritmo. Ademés, usando la mencio-
nada tesis, Church demostré la indecibilidad de la 1égica de primer orden.

Veremos mas adelante c6mo el célculo lambda sirvié también de base a
la Teoria de tipos, produciendo una presentacién muy elegante de la misma.
Y no sélo eso, di6 origen a la prueba de completud de Henkin, la que seguimos
actualmente en cualquier 16gica, no sélo en la teoria de tipos con lambda.

4.2. Entscheidungsproblem. Uno de los temas que més interesaba en aquel
momento (estamos en los afios treinta) era el de la decidibilidad. Hilbert y
Ackerman [34] lo expresan asi:

«El Entscheidungsproblem se resuelve cuando uno conoce un procedimiento
que le permite decidir, mediante un ntmero finito de operaciones, acerca de la
validez, respectivamente la satisfacibilidad, de una expresién légica».

Este problema estaba en el centro de los intereses de la escuela de Hilbert,
quienes por aquel entonces esperaban una solucién positiva del famoso
problema décimo. Pronto, sin embargo, se pasé a esperar una respuesta
negativa pues ya se veia que en caso contrario traeria consecuencias poco
plausibles. En particular, tras la demostracién de Godel de la incompletud
el panorama y las expectativas eran completamente diferentes!!.

Como comenté anteriormente, mostrar que un conjunto es decidible no
requiere mas que sefialar el algoritmo que lo genera. Y puesto que la nocién
intuitiva basta para identificar a un procedimiento como efectivo, puede
hacerse sin una definicién matematica de computabilidad. Sin embargo, para
demostrar que no es decidible no basta con tener una nocién intuitiva, se
necesita una definicién en regla.

u Gandy [24] expone maravillosamente cudl era la situacién.
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O sea, que del deseo de resolver problemas de indecidibilidad se derivaba
la necesidad imperiosa de contar con una definicién matematica de compu-
tabilidad. Y en particular, el resolver el famoso problema décimo de Hilbert
pudo muy bien servir de acicate en Church para ponerse a la tarea de
proporcionar tal definicién'®. Puesto que las investigaciones de Kleene y las
suyas propias habian mostrado el enorme poder expresivo del lenguaje in-
troducido por Church, parecia razonable pensar que una tal definicion podia
ser precisamente la A-definibilidad.

Por lo que al Entscheidungsproblem se refiere, Church demostr6 que para
la 16gica de primer orden no es posible encontrar un algoritmo que determine
si una férmula es o né valida. El articulo en el que Church prueba este
teorema [8] aparecié en 1936 y estd basado en un articulo suyo del mismo
afio [7] y en la godelizaciéon®®. (Al final de este articulo he afladido una prueba
de indecidibilidad de la l6gica de primer orden; el argumento es el de Church,
la presentacién es la comin actualmente).

4.3. Computabilidad: recursividad. La Teoria de la recursion cldsica abar-
ca el estudio de las funciones definidas sobre los naturales, pero la teoria
de la recursién actual, al ir desarrollando su potencial propio y sus métodos
especificos, ha alcanzado un notable desarrollo abstracto y aplicaciones in-
sospechadas. Los origenes de la teoria cldsica pueden hallarse en Dedekind,
cuando en 1888 introduce el estudio de las funciones definibles sobre el
conjunto de los nimeros naturales usando ecuaciones y, recurrentemente, la
induccién sobre los naturales que él habfa formulado y precisado. De ahi
viene, justamente, el que se adoptara el nombre de Teorfa de la recursion.

Por lo que respecta a su estadio presente , cuyo radio de accion cubre la
totalidad de las funciones efectivamente computables, los origenes hay que
buscarlos en el grupo de Princeton; empezé con Church, pero si hay que
atribuirle un padre, éste es Kleene. El fue quien la impulsé, defini¢ y acoto.
Suyos son los teoremas de la forma normal y el de la recursién®.

En cuanto a la definicién misma, comentamos con anterioridad que cir-
culaban varias versiones de este concepto, aunque, como veremos en el
siguiente apartado, habia cierta resistencia a aceptarlas como definicién.
Varios de estos conceptos aparecieron en los afios 30 para caracterizar no-
ciones que en un principio parecfan diferentes: la primera era la caracteri-

12 Sabemos que fue tambien ésta la razén que movié a Turing a definir el concepto de
computable mediante una méaquina abstracta; sus famosas mdquinas.

3 Pambién se dice que el teorema de incompletud, caso de no haber sido probade por Godel,
podria haberse derivado de los resultados de Church; veamos lo que dice Shoenfield [51] en una
nota a pie de pagina al respecto: Kleene has pointed out that if Godel had not already proved
his Incompleteness Theorem, Church might well have derived it from his results. The reader
interested in such a derivation of the Incompleteness Theorem can consult my book Mathematical
Logic. Of course, this takes nothing away from Godel's supreme achievement in discovering the
Incompleteness Theorem».

¥ ayis [18] es una antologia de los articulos basicos de este campo. En Kleene [43] se hace
un estudio histérico de los inicios.
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zacién de Godel de las funciones definidas mediante recursién, la segunda
era la nocién de funcién definible con el operador A, que Church y Kleene
introdujeron, y la tercera, era la de funcién computable mediante una ma-
quina abstracta, las maquinas de Turing. Pronto se demostré que los tres
nociones definian las mismas funciones. Si bien estaba claro que todas las
funciones definidas mediante cualquiera de los procesos anteriores era efec-
tivamente computable, este resultado seguia sin servir para demostrar que
un conjunto es indecidible; necesitamos la conversa. Por su propia naturaleza
esta afirmacién no puede ser demostrada, y si no se considera adecuado que
sea una definicién, hay que proporcionarle otro status.

4.4. Tesis de Church. Otro de los grandes méritos suyos es el haber
formulado la tesis de que el concepto matematico preciso de recursién, tal
y como lo habia definido Turing, se correspondia exactamente con el concepto
intuitivo de computabilidad efectiva.

Shoenfield [51] dice que la tesis de Church surgié de manera casual, yo
diria algo muy parecido, que surgié de forma natural. Habiendo introducido
su sistema lambda y estando interesado en el alcance de las funciones
A-definibles, se fue dando cuenta gradualmente (como dije, en parte gracias
a su alumno Kleene) de que dicha clase era muy, pero que muy extensa.
Estaba claro que las funciones A-definibles eran computables y parecia ra-
zonable pensar que todas las computables eran A-definibles. Es decir, que la
nocién intuitiva de computabilidad (o efectividad) se correspondia exacta-
mente con la de A-definibilidad. En un principio la formulé como definicién
y luego Kleene la cambié al status de tesis, con el que la conocemos actual-
mente. En su primera formulacién computabilidad efectiva fue identificada
con A-definibilidad, ptblicamente fue anunciada como recursividad y méas
tarde fue generalmente aceptada como computabilidad mediante maquinas
de Turing. Las vicisitudes de la tesis pueden verse bien en Davis [19].

Aunque por tratarse de una tesis no se puede demostrar matematica-
mente, hay razones poderosas para aceptarla:

1. La primera es una razén basada en la experiencia acumulada: todos
los algoritmos conocidos son recursivos. Gandy [24] afiade al respecto:

«Kleene’s dissertation shows, as we might now put it, the power of the A-calculus
as a high-level programming language. A A-term can take other A-terms (subrou-
tines), instead of numbers, as inputs; and, if taken in the right order, successive
conversions do correspond to a natural way of implementing the program wich the
A-term represents. Of course Kleene did not think in these terms, but this way of
putting it helps one to appreciate the intuitions which led Church and Kleene to
believe in the truth of the thesis».

2. La segunda estd basada en la equivalencia entre los tres conceptos
introducidos para establecer la nocién de algoritmo: resulta tranquilizador
que desde planteamientos tan distintos se lleguen a definir exactamente las
mismas funciones.
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3. La tercera, que fue la que sin duda convencié a Gédel, esta relacionada
con el analisis que Turing hizo del concepto de computabilidad; no se interesa
tanto por la naturaleza de las funciones computables como por el propio
proceso de computacién. Al comienzo de su trabajo Turing afirma:

«The real question at issue is What are the possible processes which can be
carried out in computing a number?.

Las funciones se construyen a partir de funciones elementalisimas de las
que no cabe duda de su carécter algoritmico mediante procesos que tampoco
plantean dudas al respecto.

4. De hecho, el argumento anterior es muy similar al dado por Church,
que expone Gandy [24] asi:

«The Step-by step Argument. This is Church’s chief argument. He considers the
evaluation of a value fm of a function either by the application of an algoritm, or
by the derivation of fm = n from axioms about f in some formal system. In each
case the evaluation proceeds in a series of steps. If each step is recursive then f
will be recursive. As evidence for the premise he points out that Godel had shown
that the steps in a proof in Godel system P are primitive recursive».

5. Finalmente, la razén que convencié a Kleene: la del fracaso del argu-
mento diagonal. Llamamos diagonalizacién al proceso que mimetiza el que
Cantor introdujo para demostrar que @ no es biyectable con ® y que
permite sefialar conjuntos (en el caso mencionado, Y={x|x ¢ f(x)}) que no
han sido incluidos en una enumeracién, pretendidamente completa de un
determinado dominio.

Ahora se podia demostrar que un conjunto no era decidible pues bastaba
con mostrar que no era recursiva la funcién que cifraba la pertenencia a él.
Esto lo hizo Church en 1936 para un problema del célculo lambda. En el
mismo afio, apoyandose en los resultados de Gédel, Church demostré que si
fuera decidible la légica de primer orden, también lo seria el sistema del
articulo anterior.

4.5. El cdlculo lambda vy la teoria de tipos. En primer lugar, el calculo A
de Church permite indagar la naturaleza de las operaciones matemaéticas y
hemos visto que se consiguen resultados de gran importancia asociados a la
definibilidad mediante A. En segundo lugar, y de eso nos ocupamos ahora,
el calculo lambda sirve también para hacer una magnifica presentacién de
la teoria de tipos.

Posiblemente para solucionar el problema de inconsistencia del céalculo
lambda sin tipos, Church formulé la teoria de tipos que Russell y Withehead
habian introducido en los Principia en su potente y peculiar lenguaje lambda
y para él definié un célculo con algunas de las reglas de la conversién lambda.
El resultado fue una maravilla, pues a la capacidad formalizadora de las
expresiones con lambda se afiadia la naturalidad de la representacién con
tipos. (En mi opinién la solucién propuesta en la teoria de tipos para solu-
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cionar el problema de las paradojas, la de distinguir niveles o tipos de
variables, es muy razonable ya que para representar un paisaje montafioso,
lleno de niveles, tal y como nos agrada imaginarnos a la jerarquia de con-
juntos, o de tipos, no nos sirve un lenguaje de representacién plano, que sea
incapaz de dar cuenta de ello; necesitamos un lenguaje que incluya las curvas
de nivel.)

Church [9] propone un lenguaje A con tipos simples en el que las deno-
minadas paradojas 16gicas o matemadticas, como la de Russell, o la de Cantor,
desaparecen porque la propia sintaxis del lenguaje no permite que se formen
las construcciones autorreflexivas causantes de las contradicciones. Las lla-
madas paradojas semanticas, tales como la del mentiroso, se evitan al adop-
tar la semédntica de Tarski, como resultado de distinguir claramente lenguaje
objeto y metalenguaje. Haciendo esto no precisa la complicacién adicional
de establecer érdenes, tal y como hace Russell en su teoria ramificada. (En
el apéndice de esta articulo presento el lenguaje de Church para la teoria
de tipos simple®®).

Pasados muchos afios Church publica un articulo [13] en el que se com-
para la solucién de Russell con la de Tarski.

Otra versién del célculo lambda es la que publica Church [11] en los
cincuenta. En ella se toma la tesis de Frege, conforme a la cual para entender
un lenguaje no nos basta con conocer la estructura del lenguaje simbélico y
el universo de objetos a los que el primero se refiere; hay que interponer
una tercera instancia de entes abstractos; a saber, los sentidos o conceptos.
Church en el articulo citado desarrolla una teoria matematica del sentido,
en la acepcién arriba mencionada, y de su relacién con los objetos del uni-
verso. Para ello utiliza el lenguaje de tipos del articulo de 1940 y le afiade
una nueva jerarquia de tipos para los sentidos.

4.6. Completud de Henkin. Cuando se introduce un lenguaje formal, con
un calculo deductivo asociado, y una seméntica, es una cuestién obligada la de
indagar acerca de la adecuacién de estos dos procedimientos de seleccién de
férmulas. Godel lo habia resuelto positivamente para la légica de primer orden
y negativamente para cualquier sistema l6gico capaz de contener la aritmética.

El célculo lambda para la teoria de tipos, con la semantica habitual sobre
una jerarquia estandar de tipos era capaz de expresar la aritmética y por
consiguiente no podia ser otra cosa que incompleto.

No obstante, Henkin demostré que si se interpretan las férmulas de una
manera menos rigida, aceptando otras jerarquias de tipos que no tengan
necesariamente que contener a todas las funciones, sino sélo a las definibles,
se prueba facilmente que toda consecuencia de un conjunto de hipétesis es
demostrable en el célculo. Las férmulas vélidas en esta nueva semantica,

5 En Manzano [46] se presenta también este lenguaje de Teoria de tipos con A, asi como
uno de segundo orden que cuenta también con el abstractor lambda. Parte del libro de Andrews
[1] trata de teoria de tipos.
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llamada general, se reducen hasta coincidir con las generadas por las reglas
del célculo.

Como todo el mundo sabe, la pruecba de completud de Henkin consiste en
demostrar que todo conjunto consistente tiene un modelo. Para hacerlo se
extiende el conjunto consistente a uno maximamente consistente y ejempli-
ficado y se construye el modelo que las férmulas de este conjunto méxima-
mente consistente estan describiendo; pues estos conjuntos precisamente se
caracterizan por ser una descripcién pormenorizada de un modelo.

Por supuesto, no entraré aqui en el detalle de este teorema de Henkin,
lo dnico que me interesa sefialar es en qué modo su descubrimiento esta
relacionado con el calculo lambda.

Segtin cuenta su creador, estaba tratando de representarse mentalmente
las funciones que pueden ser nombradas mediante expresiones con A. Clara-
mente, si tenemos un universo de individuos numerable, el de conjuntos de
individuos serd supernumerable, pero puesto que el lenguaje es sélo nume-
rable, los conjuntos que pueden ser nombrados es sélo numerable. El clik
definitivo se produjo, segtn parece, cuando se dié cuenta de que al intentar
representarse a los objetos de esta jerarquia de tipos, para eliminar repeti-
ciones, estaba usando las reglas de conversién lambda y que por lo tanto
implicaba a la sintaxis y al calculo. Para identificar a los objetos nombrados
mediante M* y N® usaba al célculo como criterio; en especial que, | M = N*.
Finalmente, la prueba se cerré al darse cuenta de que para que el universo
de los objetos nombrados mediante proposiciones (el de los valores de verdad)
se redujera a s6lo dos habria de ampliar los axiomas hasta que constituyeran
un conjunto maximamente consistente, de suerte que las clases de equiva-
lencia inducidas por la relacién FM® = N se redujeran a dos.

Extraeré una serie de frases claves del bonito e ilustrativo relato que
hace Henkin [31] de su propio descubrimiento.

«I decided to try to see just which objects of the hierarchy of types did have
names in S».

«As 1 struggled to see the action of functions more clearly in this way, I was
struck by the realization that I have used A-conversion, one of the formal rules of
inference in Church’s deductive system for the language of the theory S . All my
efforts had been directed toward interpretations of the formal language, and now
my attention was suddenly drawn to the fact that these were related to the formal
deductive system for that language».

«As soon as I observed this, it occurred to me that if we were to add further
cwifs of type 0 to the list of formal axioms, this would have the effect of reducing
the number of elementes in £ ¢, and that ultimately, by taking a maximal con-
sistent set of axioms, the number of elements in 2 ‘0 would be two».
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5. Apéndice
5.1. Teoria de Tipos

En lo que sigue presentaré brevemente la teoria simple de tipos del
articulo de Church de 1940, complementada en su parte seméntica con los
de Henkin [27] y [30].

Jerarquia de tipos. La teoria de tipos alli expuesta, que llamaré 3 podria
describirse asi: Los tipos estdn estructurados en una jerarquia que cuenta
con:

O, es un conjunto no vacio; el de individuos de la jerarquia.

D, es el dominio de valores de verdad (como estamos en légica binaria,
dichos valores se reducen a Vy F)

El resto de los dominios se construyen a partir de los tipos basicos: si
D,y D, han sido construidos ya, definimos D o) COMO el dominio formado
por todas las funciones de . en D, Los conJuntos se representan mediante
funciones caracteristicas y asi Dy ©s el conjunto potencia de @ﬁ formado
por todos los subconjuntos de Dy

Para hablar acerca de esta Jerarqula se introduce un lenguaje formal. El
del articulo de Church es, como dijimos, un lenguaje de tipos, que razona-
blemente posee distintas clases de variables, que corresponden a los dife-
rentes tipos y se cuenta adem4s con el abstractor.

op)

Lenguaje

Alfabeto. Contamos con variables de diferentes tipos, con un superindice
que lo indica.

En este articulo de Church se introducen también las constantes N«m) v
A((oo)o) (para la negacién y la conjuncién) y 00 (nos permitira expresar
cuantificacién). Finalmente Voo €8 un selector.

Expresiones. Hay dos formas fundamentales de formar expresiones:

Las simples: Formulas o constantes solas son férmulas cuyo tipo es el
del indice.

Las compuestas son de dos clases: (1) Con A. Si XP es una variable y M*
es una expresion, (AX*M %) es una expresién de tipo (cf) (2) También, si F©@»
y BP son expresiones, F*YBP es una expresién de tipo o.

Interpretacion. La interpretacién de estas expresiones es como sigue:

Las variables toman valores en los universos o dominios correspondien-
tes. Las constantes tendran valores decididos de antemano; por ejemplo, N ©0)
serd negacién y A - sera disyuncién.

La expresién (XXﬁM"‘) se interpretara como una funcién de £y, en D,
(Por ejemplo, (AXPX") serd la funcién identidad. Sin embargo, ()\Xf?(b) se in-
terpretara como la clase de los elementos de D, que verifican la condicién

expresada por la férmula ¢.)
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Finalmente, la expresién F?PBP se interpreta como el valor de la funcién
que interprete a F© para el valor que interprete a BP.

Por su parte, la funcién IT - asigna a cada subconjunto de O (que
sera un elemento de ) el valor F excepto cuando dicho subconjunto sea
el propio O, la totahdad Asi, podemos pensar que este predicado de pre-
dicados afirma de ellos su universalidad. Se entendera, pues, que 00
(AX*¢) exprese cuantificacién, VX" . Literalmente afirma: la clase de los
individuos que verifican ¢ es universal, es todo el universo ©_  (Hay un
lenguaje de la teoria de tipos que me gusta adn maés, es el que tiene A e
igualdad como Unicos signos primitivos. En él los conectores y los cuantifi-
cadores se definen usando sélo estos signos. Por ejemplo, VX% se define
mediante esta férmula: (AX"))=(AX*X*=X")16),

La interpretacion de v . es la de un selector que a cada elemento de
Do (es decir, a cada subconjunto de ) le asigna un elemento de Q.
Cuando la interpretacién de la férmula (?\.Xﬁ(b) es una clase unitaria el se-
lector asigna a dicha clase ese Unico elemento y asi (1 (AX"p)) se abrevia
como (1X"¢) considerdndose como un descriptor.

La diferencia de interpretacion entre las constantes N, A o~y I
por un lado, y v . ) por otro, es que en el primer caso ésta esta fijada de
antemano y de fsorma univoca. En el segundo se dice que ha de ser cualquier
funcién de eleccién del tipo adecuado, sin determinarse cual. Parece ser que
esta asimetria, esta indeterminacién, estd en la base de la investigacién que
llevé a Henkin a descubrir sus pruebas de completud. De manera que a ella
debemos una pieza clave de toda ldgica, la reina de las pruebas de los
sistemas formales, pues su procedimiento, a diferencia del usado por Godel
para demostrar completud para la 16gica de primer orden, es tan versatil
que se adapta facilmente a otras légicas.

Cédlculo. El calculo deductivo de dicho articulo de Church incluye seis
reglas de inferencia y once axiomas. Las tres primeras reglas son reglas de
sustitucién, incluyendo las reglas de A-conversidn; entre otras, la siguiente

(o(0o)

(X" M)
S (M)

(una aplicacién de esta regla nos permitiria pasar de (AX"RX%A a RA.)

y su conversa.

Hay también una regla de instanciacién, modus ponens y generalizacién.

Ademais de tener los axiomas proposicionales y los de cuantificadores, se
incluye el siguiente axioma para las descripciones

(f(O(x)XU) RN (VYO!(f(OOt)Ya N Xa - Ya) - f\’OO()(L )f(Oa)))

Se afade también extensionalidad, eleccion e infinitud, pues Church que-
ria que sirviera como alternativa a la teoria de conjuntos, como sistema

16 Ver Henkin [29] y [30], también estd en Andrews [1].
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fundacional. El axioma de definicién de clases y relaciones no es preciso
afiadirlo ya que se sigue de las reglas de conversiéon lambda.

(FOX") = (F*0, ., 7)) es 1a elegante formulacién del axioma de eleccién
que en este lenguaje propone Church.

VXBFBXPE = glohXB) 5 fob) = glB) o5 extensionalidad.

Henkin [31] sostiene lo siguiente:

«Several features of the theory S sketched above were interesting to me, but
I was especially attracted by the neatness and shortness of the formula expressing
the axiom of choice. It seemed to me that the symbol 1 was put into the formal
languaje of S originally to serve the function of the definite article the, as expressed
in Axiom 9% (el de las descripciones), and that its availability to provide such a
succint formulation of the axiom of choice was a fortuitous circumstance that must
have come to Church as an inspired afterthought».

En este articulo se introducen como abreviaturas las constantes para
cada numero natural y se define a éstos, siguiendo a Russell y a Frege. Se
prueba para ellos, como teoremas, los postulados de Peano.

En particular, el cero, el uno y el dos se definen asi:

0% = Af*NXX™

la‘ - Kf(a(x))\‘Xn(f(aa)er)

o )\I]((au)ka(}c(am)(f(um)Xu ) )

La funcién del siguiente y el concepto de ntmero natural también son
definidos mediante expresiones con lambda. Incluye Church en su articulo
la definicién de la funcién del predecesor de un nimero natural, uno de los
logros de Kleene [37], que sirvié a ambos para calibrar la enorme potencia

de la A-definibilidad.

5.2. Indecidibilidad de la Légica de Primer Orden

La indecidibilidad de la l6gica de primer orden no se demuestra directa-
mente, se utiliza algin sistema finitamente axiomatizable del que ya sabe-
mos que es indecidible. Church [7] utiliza el de su articulo precedente [8],
normalmente ahora solemos usar el sistema Q (la aritmética de Robinson),
una subteoria de la aritmética que tiene sélo siete axiomas; a saber:

Q, =Vxylox =cy > x=y)

Q, = Vx(c # ox)

Q Vx(x # ¢ — Jylx = ay)

Q Vx(x + ¢ = x)

Q5 Yxy(x + oy = o(x + y))

Q,=Vx(x xc=c)

Q, = Vxy(x X oy) =(x xy) +x)

La maquinaria introducida por Godel nos permite decir que un conjunto
de férmulas es decidible, si el conjunto de los nidmeros de Gédel de sus
elementos es recursivo. Asi, una teoria es decidible si y sélo si el conjunto
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de los nimeros de Godel de sus teoremas es recursivo o, de forma equiva-
lente, es recursiva su funcién caracteristica. Dada una teoria decidible hay
un metodo efectivo para decidir si una sentencia es un teorema: se halla su
nimero de Godel y se usa ese nimero como argumento en la funcién carac-
teristica. La sentencia serd un teorema si y sélo si el valor es 1. Por el
contrario, si una teoria no es decidible, y si aceptamos la tesis de Church,
no habra un método efectivo para decidir si una sentencia es un teorema.
Si lo hubiera, la funcién caracteristica de los numeros de Gédel de sus
teoremas seria efectivamente computable y, por lo tanto, recursiva, usando
la tesis de Church.

La prueba de que Q no es decidible!” usa los recursos de Gédel (es decir,
gbdelizacién y diagonalizacién) y ciertas propiedades de Q (en particular,
que todas las funciones recursivas son representables en Q).

El argumento de Church se puede presentar como sigue:

(1) Sea eEA1i7Qi (La conjuncién de los axiomas de Q).

(2) Por el teorema de la deducién tenemos que: Q + ¢ < +6 — ¢ (Haciendo
uso de los teoremas ya disponibles de completud y correccién, podemos
parafrasear este resultado diciendo que un test de validez equivale a un test
de pertenecia a la teoria Q: para decidir si ¢ es un teorema, hagamos el test
a 6—0.)

(3) Designemos mediante #o al nimero de Godel de la formula o. Sea f
una funcién que a cada ndmero natural n le asigna #(6 — § ), donde, #3 = n.
Esta funcién es claramente recursiva. Para cada formula ¢, de ntimero de
Godel n, f(n) = #6 > ).

(4) Sea g3 ={#y|+}; es decir, el conjunto de los numeros de Godel de los
teoremas de los teoremas légicos de la 16gica de primer orden.

(5) Sea 3= {#q)iQHp }. Por lo tanto, pa={#¢ |6 — o} = {n|f(n) € P }. Pero
79 no es recursivo, puesto que es el conjunto de los numeros de Godel de los
teoremas de Q, y sabemos que Q no es decidible.

(6) Por consiguiente, 73, tampoco es recursivo.

(7) La conclusién es que la légica de primer orden no es decidible; no hay
test de validez.

¥ Una demostracién de este teorema puede leerse en Boolos [3], en la pagina 175, basada
en resultados demostrados en el libro. Desgraciadamente, este gran légico también murié re-
cientemente, este mismo afio de 1996.
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Remark 1. En 1985, en un Congreso del ASL, Robin Gandy'®, quien fuera
alumno de Turing y, segtin se dice, el dltimo que estuvo con él antes de su
muerte, di6 una conferencia en la que se preguntaba, «jpor qué todo sucedié
en 1936%». Desde entonces he ido entendiendo mejor sus razones para ha-
cerse semejante pregunta.
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