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Breve descricién do contido

A execucién comezard cunha revision dos elementos basicos relati-
vos 4 Anélise Funcional. A continuacién, realizarase unha revisiéon
bibliogréfica dos distintos enfoques para abordar o tema, co obxecti-
vo de obter unha visiéon das posibles formas de estudar o resultado
de Lax-Milgram. Por tltimo, presentaranse os resultados méis desta-

cados derivados do teorema central e algunhas das stias aplicaciéns

mais salientables.
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Resumo

Neste Traballo de Fin de Grao propoénse o estudo exhaustivo do Teorema de Lax-Milgram,
comezando pola maneira na que xurdiu, seguindo coa sta respectiva demostraciéon e rematando

con algunhas das stas posibles aplicacions.

Antes de abordar o traballo, realizarase unha introducién para comprender como xurde este

resultado a partir do estudo de ecuaciéns en derivadas parciais, ademais do seu contexto histérico.

No primeiro capitulo, levarase a cabo unha revision de conceptos e resultados relativos & Ana-
lise Funcional que seran imprescindibles para a comprension e demostracion do dito teorema. A
maioria destes elementos foron estudados ao longo do Grao de Matematicas, especialmente na
asignatura de cuarto curso “Analise Funcional en Espazos de Hilbert". Destacaremos a impor-
tancia de dous teoremas, ambos fortemente relacionados cos espazos de Hilbert: o Teorema da
Proxeccion Ortogonal e o Teorema de Representacion de Riesz. Este tltimo sera unha ferramenta

fundamental para o estudo do Teorema de Lax-Milgram e as stias variantes.

Seguiremos co segundo capitulo, onde veremos a demostracién desde dias diferentes aproxi-
maciéons do noso resultado central. Na primeira delas, apoiarémonos no Teorema de Represen-
tacién de Riesz presentado no primeiro capitulo, mentres que para a segunda, faremos uso do

Teorema de Hanah-Banach.

No terceiro capitulo, veremos a xeneralizacién mais importante deste teorema: o Teorema de
Stampacchia. Con tal proposito, levaremos a cabo previamente o enunciado e demostraciéon do

Teorema do Punto Fixo de Banach.

Por ultimo, no cuarto capitulo, centrarémonos en algunhas aplicaciéns dese teorema no ambito
das ecuaciéns diferenciais. Para iso, faremos previamente un repaso da teoria das distribuciéns
e espazos de Sobolev. Ademais, presentaremos o Método Variacional, que empregaremos na

segunda seccién deste capitulo para a resoluciéon dos diferentes problemas.

IX



X INDICE

Abstract

In this final project we propose the exhaustive study of the Lax-Milgram Theorem, beginning
with the way in which it arose, continuing with its respective demonstration and ending with

some of its possible applications.

We will make before starting the report, an Introduction to understand how this arises, re-

sult from the study of partial differential equations, in addition to the historical context.

In the first chapter we will make a review of concepts and results related to the Functional
Analysis that will be essential for the understanding and demonstration of the theorem. Most
of these elements have been studied throughout the Mathematics Degree , especially in subject
Functional Analysis in Hilbert Spaces. We will will emphasize in two theorems related to Hilbert
spaces: the Projection Theorem and the Riesz Representation Theorem. The last one will be a

fundamental tool for the study of the Lax-Milgram Theorem and its variants.

We will continue with the second chapter, where we will see the demonstration of our central
result from two different approximations. In the first one we will use the Riesz Representation
Theorem presented in the first chapter while for the second, we will use the Hanah-Banach Theo-

rem.

In the third chapter, we will examine the most significant generalization of this theorem: the
Stampacchia’s theorem. Before proving it, we will provide a preliminary demonstration of the

Banach fixed-point theorem.

Finally, in the fourth chapter, we will focus on some applications of this theorem in the field
of differential equations. To do this, we will previously review the theory of distributions and
Sobolev spaces. We will also describe the Variational Method, which we will use in the second

section of this chapter to solve the different problems.



Introducion

A anélise funcional xurdiu e desenvolveuse como unha disciplina independente no século XX,
como resultado da evolucién da analise clésica, a fisica, as matematicas, a topoloxia e o alxebra.
O seu xurdimento débese & necesidade de atopar novas técnicas para abordar novos problemas

que os métodos tradicionais que existian no momento non eran capaces de resolver.

Unha das contribuciéns maéis significativas no campo da analise funcional é o teorema que seréa
abordado neste traballo, conecido como o teorema de Lax-Milgram. Dito teorema foi formulado

polos matematicos Peter David-Lax e Arthur Norton Milgram.

Peter David Lax, nado o 1 de maio de 1926 en Budapest, Hungria, é un destacado matema-
tico, conecido polas stias importantes contribuciéons 4 matemaética e fisica, é reconecido a nivel
internacional pola stia destacada carreira.

Lax comezou a stia traxectoria académica na stia cidade natal, onde mostrou unha gran habilida-
de e interese polas mateméticas dende unha idade temprana. No ano 1941, xunto cos seus pais,
emigrou a Nova York buscando refuxio da Segunda Guerra Mundial. Foi ali onde continuou co
seu percorrido académico e profesional.

Ao longo da sta carreira, Peter Lax realizou valiosas achegas en diversas areas da matemética e
fisica. Dedicou parte dos seus estudos ao estudo dos sistemas integrables, a dinamica de fluidos
e ondas de choque, asi como & fisica de solitons. Tamén se destacou no desenvolvemento de leis

de conservaciéon hiperbdlicas e no campo da computacion cientifica e matematica.

XI
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Figura 2: Peter D. Lax co profesor Juan J. Nieto

na sua visita & USC no ano 2007
Figura 1: Peter D. Lax

Arthur Norton Milgram (1912-1961) foi un destacado matematico estadounidense.
Milgram destacouse polo seu traballo na teoria dos nimeros e na analise mateméatica. E sabido
que Milgram formulou varios teoremas que lle permitiron avanzar no conecemento matematico e
que as suas investigaciéns axudaron a comprender e resolver problemas matematicos fundamen-
tais, deixando unha pegada duradeira na disciplina.

Faleceu tan s6 seis anos despois da publicacién do teorema.

Figura 3: Arthur Milgram

O papel crucial que xoga o teorema de Lax-Milgram no ambito das ecuaciéns en derivadas
parciais é innegable. Ata agora, a nociéon de soluciéon para problemas relacionados con estas
ecuacions limitabase & solucion clasica. Con todo, na década dos anos 40, os matematicos Sergei

Sobolev e Schwarz introduciron os espazos de Sobolev, baseados no concepto de derivada débil.

Isto deu lugar a métodos como o Método Variacional para resolver eses problemas. A pre-
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sentacion do Teorema de Lax-Milgram foi de grande utilidade na formulacién de problemas
variacionais e problemas con soluciéns débiles, utilizando o Método Variacional para establecer

a existencia e unicidade de solucions débiles.

Ademais das stas aplicaciéns directas, a stia importancia radica en todas as xeneralizaciéons

e métodos que se derivaron a partir del.
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Capitulo 1

Preliminares sobre analise funcional en

espazos de Hilbert

Neste capitulo, centrarémonos no estudo detallado dos conceptos e resultados necesarios
para comprender e demostrar o Teorema de Lax-Milgram. Estes conceptos e resultados foron
presentados ao longo dos estudos do Grao de Mateméticas e son de vital importancia para o

desenvolvemento do teorema.

Dentro destes resultados, dous dos méis relevantes e que merecen da nosa especial atencién
son o Teorema da Proxeccidon Ortogonal e o Teorema de Representacion de Riesz. O Teorema
da Proxeccion Ortogonal establece a existencia e unicidade da proxecciéon ortogonal dun espazo
vectorial sobre un subespazo pechado, o que é fundamental no contexto do Teorema de Lax-
Milgram. Por outro lado, o Teorema de Representacion de Riesz permitenos establecer unha
correspondencia entre os elementos dun espazo de Hilbert e os funcionais lineais continuos nese
espazo, o que nos brinda poderosas ferramentas para a anélise funcional e para abordar a proba

do Teorema de Lax-Milgram e o estudo das stias diversas variantes.

Ao comprender estes resultados, estaremos preparados para enunciar e demostrar o Teorema

de Lax-Milgram de maneira rigorosa e completa en capitulos posteriores.

1.1. Espazos métricos

Definiciéon 1.1. (Espazo métrico). Un par (X, d) é un espazo métrico se X é un conxunto e
d : X? — R ¢ unha aplicaciéon, chamada distancia ou métrica, tal que cumpre as seguintes

propiedades:
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(I)Lei de Leibniz: d(z,y) =0 se e s6 se x = y.
(II)Simetria: d(z,y) = d(y,z) ,para todo, z,y € X.
(III)Desigualdade triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y € X.

Definicion 1.2. Dicese que unha sucesion {z,}7°; de elementos de X converxe a z € X nun

espazo métrico se Ve > 0, Ing(€) € N: d(z,z,) < €,Vn = ny(e).

Definicién 1.3. Dicese que unha sucesion {z,} é de Cauchy se Ve > 0,3ng(e) € N: p, ¢ > ny =
d(zp, zq) < €.

Definiciéon 1.4. (Espazo métrico completo). Un espazo métrico completo é un espazo métrico
X no cal se cumpre que calquera sucesion de Cauchy en X é converxente a algtiin elemento de
X.

1.2. Espazos normados

Definicién 1.5. (Espazo normado). Un par (V|| -||) dicese que é un espazo (vectorial) normado
se V & un espazo vectorial sobre un corpo F (xeralmente R ou C) e || - || ¢ unha norma, é decir,
unha aplicacion || - || : V — [0, 00) que satisfai as seguintes propiedades:

(I)Desigualdade triangular: ||u + v|| < |Ju|| + ||v]|| para u,v € V.
(II)Homoxeneidade: ||[Au|| = |[A| - ||u|| para u € V, A € F.
(IIT) Definicion: Se v € V' y ||v|| = 0 entén v = 0.

Observacion 1.6. Nun espacio normado, a norma || - || leva & definicion dunha métrica d(z,y) :=
lly — x||. Dita métrica induce & sua unha topoloxia. Ademais, calquera espazo normado é un

espacio vectorial topoloxico coa topoloxia inducida pola norma e a topoloxia usual de F.

1.3. Espazos de Banach

1.3.1. Definicién

Definiciéon 1.7. (Espazo de Banach). Sexa (V|| -||) un espazo normado, enton dicese que é un

espazo de Banach se coa distancia inducida é un espazo métrico completo.

Observacion 1.8. Un subespazo dun espazo métrico considérase completo se e s6 se é pechado
con respecto 4 topoloxia inducida pola métrica. Por tanto, un subespazo vectorial dun espazo de
Banach é un espazo de Banach se e s6 se é pechado; en tal caso, dicese que é un subespazo de

Banach.
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1.3.2. Operadores lineais en espazos normados

Observacion 1.9. Cando tratemos con espazos normados, imos utilizar o termo “operador” en
lugar de “funcién”. Ademais, ao facer referencia a un operador T entre espacios normados, em-
pregaremos a notacion Tz en lugar de T'(z). Por ultimo, diremos que un operador que vai dende

un espacio normado ata o corpo de escalares de dito operador denominase “funcional”.

Definiciéon 1.10. (Operador lineal). Consideremos X,Y dous espazos normados e o operador
T:X — Y. Enton, dicese que dito operador é lineal cando ciimprense as seguintes duas propie-
dades:

(I)Aditividade: T'(z,y) = Tz + Ty Va,y € X.

(II)Homoxeneidade: T'(ax) = aTz Ya € R.

Notacion 1.11. Sexan X e Y dous espazos normados, designamos por .Z(X,Y’) ao espazo dos

operadores lineais de X en Y.

Notacion 1.12. Sexa T : D(T') C X — Y un operador lineal, temos entéon que:
(I)D(T) denota o dominio de T e é o subespazo vectorial de X onde esta definido.

(II)R(T") denota O rango de T, ¢é dicir, R(T) = {y € Y |y = Tz, x € D(T)}. R(T) é un

subespazo vectorial por ser T un operador lineal e D(T') un subespazo vectorial.

N(T) denota ao espacio nulo ou nicleo de T, é dicir, N(T') = {z € D(T) | Tx = 0}.

Definicién 1.13. (Operador lineal acotado). Escollemos un operador lineal T : X — Y entre
dous espazos normados X,Y. Entén dicese que é lineal e acotado se satisfai unha propiedade

adicional de acotamento. E dicir, existe unha constante real e positiva ¢ > 0 tal que
1T ()| < cllzf| , Vo € X.

Notacion 1.14. A partir deste momento faremos uso da notacion ZA(X,Y’) para facer referencia
ao espazo dos operadores lineais e acotados que van dende o espacio normado X ata o espazo

normado Y.

Exemplo 1.15. Cabe destacar que non todos os operadores lineais son acotados. En efecto,

imos considerar o operador lineal multiplicacién dado por

T:D(T) — L*R)

r — tx
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onde D(T) C L(R).
O dominio D(T) do operador T consiste en todolos z € L?(R) tales que Tz € L?(R), isto ¢,
o
/ t2|2(t)|2dt < oc.
—0o0

Agora ben, para cada n € N, sexa

1, sen<t<n+1
xn(t) =

0, calquera outro caso

Claramente, ||z,| =1 e ademais
n+1
| Tx,||* = / t2dt > n?.
n

En consecuencia, || Tz, ||/||zn| > n onde n € N pode ser elexido arbitrariamente grande. Podemos

concluir entén que T non esta acotado.

Teorema 1.16. Consideremos un operador lineal T : X — Y que vai dende un espacio normado

X nun espacio normado Y. Enton cumprese que o operador T € continuo se e so se € acotado.

Demostracion. Vexamos en primeiro lugar que o feito de que T estea acotado implica que T sea
continuo. Para T = 0 a demostracion é trivial. Consideremos entén que T # 0 e deste xeito
IT|| # 0. Asumimos que T' & acotado por hipotese e consideramos un zo € D(T') arbitrario.

Como T é lineal, para cualquera € > 0 e para cada z € D(T) tal que

€
|z — x0|| < d onde § = —
[

temos que
IT(x) = T(zo)l| = T(x — zo)|| < [Tl — ol < [IT[|6 = €.

Como fixemos a eleccién de xg arbitraria, T é continuo.

No sentido inverso, veremos que se 1" é continuo entén é acotado. Asumamos por hipétese que

T & continuo nun punto z¢ € D(T') arbitrario. Entén para calquera € > 0 existe un § > 0 tal que
se ||z — zo|| < d enton || T(x) — T'(xo)|| < e. (1.1)

Tomamos agora y # 0 € D(T) e
0
rT=x0+ Y.
1yl

Enton

o
T—To= Y
1yl
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Asi ||z — z¢|| < 6 polo que podemos facer uso de

Como T é un operador lineal, temos que

(@) = Tl = 176 — o)l = |7 (20) | = 7)1

e por [1.1] isto implica que

1)
T @)l <e
[yl
e asi
€
1T < 5yl

Tomando ¢ = €/§ temos que ||T(y)| < clly|l, o que proba que efectivamente o funcional T' é

acotado. O

Definicion 1.17. Se consideramos dous espazos normados X e Y, a norma
T = sup {[|T|| : [[z]| <1},T € Z(X,Y)

e ZABX,Y)={T ¢ Z(X,Y) : |T| < oo}. Enton (LA(X,Y),|.||) € un espazo normado

chamado espazo dos operadores lineais acotados de X en Y.

Definiciéon 1.18. (Isomorfismo isométrico). Un isomorfismo isométrico é un operador lineal e

bixectivo T': X — Y tal que preserva as normas, é dicir
1T ()] = |l=]| Vo € X.

Ademais de preservar as normas, tamén se conservan as propiedades relevantes como son a
completitude e a compacidade. Asi, dous espacios normados (X, ||.|[1) e (Y,]|.||2) dicese que son

isométricos se existe un isomorfismo isométrico T : X — Y.

Observacion 1.19. Os espazos de Banach desempenian un papel fundamental na analise funcional
debido a que proporcionan un marco riguroso e completo para o estudo de funciéns e operadores
lineais.

Unha propiedade relevante que distingue a certos espazos de Banach é a reflexividade. Para poder

comprender a reflexividade, examinaremos primeiro o concepto de espazo dual.

Definiciéon 1.20. (Espazos dual e bidual). O espazo dual de un espazo normado X, denotado
como X*, é o conxunto de téodalas funciéns lineais e continuas definidas en X. E dicir, X* =
{f|f:X —K, flineal e continua}.

O bidual dun espazo normado X, denotado como X** é o espazo dual do espazo dual de X. E

dicir e o conxunto de todalas funcions lineais continuas en X*.
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Definiciéon 1.21. (Inmersion canoénica). A inmersion candnica asociada a V', sendo V un espazo

vectorial normado é a aplicacién
J: X - X

que mapea cada elemento v € V' ao elemento correspondente no bidual V** de acordo coa relacion

J@)) = [f)] veV, feV

Definicion 1.22. Dicese que un espazo B de Banach é reflexivo se a inmersiéon canoénica J : B —

B** entre B e B** é un isomorfismo isométrico.

Observacion 1.23. Podemos razoar o feito de que J sexa sobrexectiva é a tnica condiciéon para
que un espazo de Banach sexa reflexivo. En efecto recordamos que un isomorfismo isométrico
non é méis que un operador lineal, bixectivo e tal e que preserva as normas. Pddese probar
que nun espazo de Banach a inmersion canénica é sempre lineal e isométrica. Ademaéis tamén e
inxectiva xa que por ser isométrica temos que ||J(z)| = ||z||, entén se J(x1) = J(x2) camprese
que 0 = ||J(z1) — J(z2)|| = ||x1 — x2||, polo que z1 = x2. Asi, a Gnica condicién que temos que

esixir é que J sexa sobrexectiva.

Exemplo 1.24. Non todo espazo de Banach é reflexivo. Consideremos para isto o espazo de
Banach denotado como ¢*° que non é mais que o espazo de todas as sucesiéns acotadas dotadas
da seguinte norma:

[2]loc = sup |-
n

Sexa ¢y o subespazo que consta de todas as sucesions cuxo limite é cero. Este é un subespazo de
Banach de £°° xa que, como as sucesions de ¢y tenden a cero, tenen que estar acotadas e a norma de

co ¢ a mesma que a de £°°. O espazo de James, denotado por J, definese como: todolos elementos

x de ¢y que satisfacen sup{||z|, | p € P} < oo, dotado da norma |z| := sup{||z||, : p € P}.
P denota a familia de todalas sucesiéns crecentes finitas de enteiros de lonnxitude impar. Para
calquera sucesion de nameros reais © = (z,,) y p = (p1,D02, - - -, Pan+1) € P definimos
n 1/2
HxH’p = x§2n+1 + Z(xmmfl - xp2m)2
m=1

O espazo de James é un exemplo de espazo de Banach que non é reflexivo.

1.4. Espazos de Hilbert

1.4.1. Definicién e exemplos

Definicién 1.25. (Forma sesquilineal). Sexa X un espazo normado, B : X x X — K con K(=R

ou C), dicese que é unha forma sesquilineal se cumpre as seguintes dias propiedades:



1.4. Espazos de Hilbert 7

()B(ax +y,z) = aB(z,2) + B(y, 2), Vx,y,z € X, Va, f € K.

(I)B(z, By + z) = aB(x,y) + B(x, 2), Vz,y,z € X, Va, B € K.

Definiciéon 1.26. (Forma bilineal). Consideremos X un espazo normado sobre R. Enton dicese
que a : X x X — R é unha forma bilineal se cumpre as seguintes dias condicions:

(Da(ax + By, z) = aa(z, z) + Baly, 2), Vx,y,z € X, Va, f € R.

(INa(z, ay + Bz) = aa(z,y) + Ba(x, 2), Vr,y,z € X, Va, 5 € R.

As formas bilineais seran o principal obxeto de estudo do Teorema de Lax-Milgram e sobre
elas aplicaremos a conclusion deste.

Definiciéon 1.27. (Forma sesquilineal coerciva). Considérese un espazo normado X e unha forma
sesquilineal B : X x X — K. Entén dicese que B ¢é fortemente coerciva se existe unha constante

real positiva a > 0 tal que se cumpre a seguinte desigualdade:
B(z,z) > al|z||?, vz € X.

Veremos que esta condicién sera a hipdtese mais importante para a obtencién da conclusiéon do

Teorema de Lax-Milgram e evitar asi que B poida ser nula o dexenerada.

Definiciéon 1.28. (Forma sesquilineal positiva). Sexa X un espazo normado. Dicese que unha

forma sesquilineal B : X x X — K é positiva se B(x,z) > 0,Vz € X.

Advértase que esta condiciéon é menos forte que a condicion de ser fortemente coerciva.
Definiciéon 1.29. (Produto interior). Nun espacio vectorial X, definese o produto interior, ta-
mén cofecido como produto escalar, como unha forma bilineal simétrica e definida positiva. E
dicir, unha aplicaciéon < -,- >: X x X — R que satisfai as seguintes propiedades:

(I)Linealidade na primeira variable: (ax + By, z) = a(z, z) + By, 2), Vx,y,z € X, Vo, 5 € R.

(II)Simetria: (z,y) = (y,x),Vz,y € X.

(ITI) Definicion positiva: Para calquera x € X camprese que (x,z) > 0, e a igualdade oco-

rre s6 se x = 0.

(IV){(z,z2) =0 <z =0.
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Imos presentar seguidamente outro tipo de espazo fundamental na analise funcional, o espazo
de Hilbert, o cal leva este nome en honor ao mateméatico David Hilbert. A teoria de espazos de

Hilbert baséase no concepto de produto interior que definimos con anterioridade.

Definiciéon 1.30. (Espazo prehilbertiano). Consideremos X un espazo vectorial. Enton dicese

que X é un espazo prehilbertiano se estd dotado dun produto interior.

Un espazo prehilbertiano non é méis que una xeneraliazacién do concepto de espazo de Hilbert

que veremos a continuacién, onde se omiten as propiedades de completitude e ortogonalidade.

Definiciéon 1.31. (Espazo de Hilbert). Un espazo de Hilbert é un espazo prehilbertiano (X, <
-,» >) que é un espacio métrico completo coa norma inducida polo produto interior, é dicir, a

norma ||z| = <l’,l’>%

No ambito da anélise funcional, os espazos de Hilbert proporcionan un marco matemaético
para o estudo de funciéns e e operadores lineais en espazos normados. En particular, no teorema
de Lax-Milgram, a formulacién necesita da existencia dun espazo de Hilbert, sobre o cal definir
unha forma bilineal, acotada e fortemente coerciva.

Imos agora a presentar un exemplo de espazo de Hilbert.

Exemplo 1.32. Consideremos os espazos de Lebesgue LP(X, u,F) onde F é un corpo R ou C e
@ ¢ unha medida. Enton para o caso no que p = 2 temos que o espazo de funciéns L?(X, u,F) é

un espazo de Hilbert co produto interior (f,g) := [y fgdpu.

Lema 1.33. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sexa X wun espacio vectorial complexo con

produto interior e dous elementos x,y € X, a desigualdade de Cauchy-Schwarz establece que:

(@, 9)] < ll=[llly]

onde (-) denota ao produto interior e ||-,-|| € a norma inducida por €l. Ademdis, a igualdade nesta

desigualdade alcanzase se e so se x ey son linealmente independentes.

Na definicién de espazo prehilbertiano, establécese a necesidadde de definir unha norma a
partir do produto interior. Isto é factible debido a que calquera espazo con produto interior pode
ser considerado como un espazo normado. Esta afirmacion baséase na posibilidade de definir a

norma dun elemento x da seguinte forma:
1
=] := (z,z)2.

Esta construcién sempre cumpre coas propiedades requeridas para ser considerada unha norma,
Xa que:

1. Se z # 0, entén (z,z) > 0 e polo tanto ||z| > 0.
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2. |IAz||?2 = Az, Az) = A\ (z, z) = [A*(z,z). E asi | Az|| = [A|||z]].
3. Facendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz demostramos a propiedade de subaditividade

da norma:

lz+yl* = (z+y,x+y)
= (z,2) + (z,y) + (v, 2) + (v, 9)
= [lz|* + 2Re((z, v)) + [lyl>
< lzl* + 2z, )| + [yl
< l=l* + 2ll=/l[lyll + lly?
= (Il + lly])*.

Asi todolos espazos prehilbertianos son espazos de Banach. Sen embargo, o reciproco non é certo

e para que isto suceda tense que cumprir a identidade que imos definir a continuacion.
Definicién 1.34. Chamamos Identidade do Paralelogramo & seguinte identidade alxebraica
2 2 2 2
2+ yl” + llz — gyl = 2(l=]" + [[y[I%)- (1.2)

Proposicion 1.35. Consideremos B un espazo de Banach real. Enton, dito espazo B € un espazo

prehilbertiano se e sé se cumpre a Identidade do Paralelogramo, € dicir:

lz + 11 + llz = ylI* = 2(|=1* + llylI*)

Demostracion. Supofiamos que B é un espazo prehilbertiano, é dicir, é un espazo con produto

interior e a stia norma é a inducida por este, polo que:
lz +yl* = (z +y, 2 +y) = (z,2) + 2z, 9) + (,9) = [«]® + 20z, 9) +ly[* (L13)
Cun razoamento semellante, vemos que
lz =yl = (z —y,x — y) = |l2|* = 2(z, y) + [ly[ (1.4)
e sen mais que sumar as ecuacions e obtemos que
Iz +ylI” + [l — yl? = 2l|=[* + 2{z, y) — 20z, y) +2|ylI* = 2(|z]* + [y]*)-

Para ver a outra implicacién, temos que ver que B é un espazo con produto interior. Para iso,
consideramos a Identidade de Polarizacion real (que expresa o produto interior en certo espazo

normado en funcion da sta norma):

() = 1(lz + ol ~ Iz~ y)?). (15)
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Vexamos que & é un produto interior en 5. Para que isto aconteza temos que ver que se cumpren

as catro propiedades enunciadas na Definicion [I,29] En primeiro lugar, vemos que
1
§(w,2) = (122" = [lo]f*) = |||
polo que claramente cimprense as propiedades (III) e (IV). Ademais é doado ver que

{(a:,y) = é(yax)

Por ultimo, para a propiedade (I), vemos que

1
&(z,2) +&(z,y) = (2 + 2|2 = Nl = 2l + [l + yl* = Iz = y]I*). (1.6)

2 _|[(*+Y (f_y)
|z + = —H< 5 —l—z)—i— 55

vt =50 2) -G 3)

Facendo uso da Identidade do Paralelogramo que vemos en obtemos que

2
IR ER
9 +2H + 5 9 .

Pero temos que
2

2

lz + 2117 + lly + 2|* = 2 (

d

De maneira anédloga

lz = 211% + Ily — 21|

2
S| Al
2 ZH + 5 9 .

Deste xeito, sen mais que substituir en [1.6

1 z+y 2 r  yl? x4y 2 Tz Y2
aesen =1 54 -2 (5 + 54 -
§(x,2) +&(2,y) 4[< 5 —l—zH 5~ 35 5 2l 5 73
1 T+y 2 T+y 2 r+y
= —|— - =2 .

(1.7)

Se tomamos y = 0 na ecuacién anterior, obtemos

E(x,2) +&(2,0) =2 <x;0,z> =2¢ <g,z>.

Pero pola identidade de Polarizacién Real
1
£(0,2) = 2(l0+ 2] = o — 2[*) = 0,

polo que quedarianos que

E(x,2) =2¢ (g,z> . (1.8)
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Se agora sustituimos x por z + y en obteriamos que:

E(x+ya Z) :€($,2)+£(y, Z)‘ (19)

Ao facer un razoamento indutivo, podemos ver que para as fraccions 2-adicas (fraccions p-adicas
da forma a = 1% onde p é o nimero primo 2, a é un enteiro e b ¢ un namero natural) cimprese

a ecuacion:

§(ax,y) = af(z,y) (1.10)

Dado que ||ax + y|| y |Jax — y|| son continuos con respecto a «, pola Indentidade de Polarizacion
Real &(ax,y) tamén o é. Por ultimo, debido a que o conxunto das fraccions 2-adicas é denso
na recta real , a ecuacion [[.10] camprese para calquera o € R. Coa ecuacion[I.9)e a ecuacion [I.10]

queda rematada a proba da propiedade (I). O]

Observacion 1.36. Se nos dtopasemos no caso de espazos de Banach ou prehilbertianos comple-
x0s, a demostracion realizariase de xeito analogo pero facendo uso neste caso da Identidade de

Polarizacion Complexa:

1 . , .
§,y) = (e +yl” = llw = ylI* + ll + iyl — illz — iy *

1.4.2. O Teorema da Proxecciéon Ortogonal

Para finalizar este primeiro capitulo, imos probar dous resultados moi importantes relativos
aos espazos de Hilbert, que seran ferramentas fundamentales para a posterior demostraciéon do
teorema de Lax-Milgram. O primeiro deles e que presentaremos nesta seccién é o teorema da
Proxeccion Ortogonal.

O teorema da Proxecciéon Ortogonal garantiza a existencia e unicidade dunha proxeccioén orto-

gonal nun espazo de Hilbert. Comencemos entén, definindo o concepto de ortogonalidade.

Definiciéon 1.37. (Ortogonalidade). Sexa H un espazo de Hilbert, f,g € H, dicese que f e
g son ortogonais se (f,g) = 0 e se escribe f 1L g. Se A,B € H e f L g para todo f € A,
g € B, entén A e B son ortogonales e escribese A L B. Chamamos espazo ortogonal ao conxunto
At :={feH:fLg Vge A}

Definicién 1.38. (Aproximacion 6ptima). Sexa H un espazo prehilbertiano e L un subespazo
vectorial de H. Dado un vector x € H, dicimos que yg é aproximacién 6ptima de z relativa a L

se [l — yoll < llz gl & dicir, se d(z, yo) = inf d(x,y) = d(r, L)
ye

Observacion 1.39. O concepto de aproximacion 6ptima, como se deduce da definicién, sé “utiliza”
a estrutura métrica de H, e pode definirse, polo tanto, nun espacio métrico e relativa a un

subconxunto do mesmo. No caso de que H sexa un espazo prehilbertiano, dicimos que yo é unha
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Figura 1.1: Tlustracion en R? do Teorema m

aproximacion 6ptima de x relativa a L se e s6 se, por definicién, yg é a proxeccion ortogonal de

x sobre L.

Teorema 1.40. (da Prozeccion Ortogonal). Consideremos H un espazo de Hilbert e L un subes-
pazo vectorial de H cerrado, convero e non vacio. Enton cumprese que:

(1)Calquera punto x € H ten unha e sé unha proxeccion ortogonal sobre L.

(II)Sexa x € H e yo € L a proxeccion ortogonal de x sobre L. Enton z = x —yg € ortogonal a L,

é dicir, © —yo € L.

Demostracion. (I)Na primeira parte da demostracion probaremos por orde a existencia e unici-
dade.
(Existencia). Se x € L, é trivial, pois a aproximacion 6ptima de x relativa a L seria x e é tnica.

Supoiiamos enton que z € ‘H — L. O subespazo L é cerrado e, en consecuencia:
o =d(z, L) = inf ||z —y| > 0.
yeL

Por definicién de «, existe en L unha sucesion (y,), tal que ||z — yn ||, — a.
Vexamos que (y,)n ¢ de Cauchy, o que probara que é converxente, por ser L completo (ao ser
un subconxunto non vacio e cerrado nun espazo métrico completo), e o seu limite serda una

aproximacion 6ptima de x relativa a L pois
a= lim ||z —y,| = [z — Hm yy[.
n—oo n—oo

En virtude da Identidade do Paralelogramo (1.2

2
2
+ Hyp - Z/q” .

1
T — i(yp +yq)

2 2 2 2
2 (Il = upl> + 12 = wall”) = 22 = v — wall> + lup — all* = 4
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Polo tanto,
2

1
:U_*(yp“‘yq)

2 2 2
Iy = wall* = 2 (llz = ol + 1o = 9 l1*) 4| = 5

Como %(yp +y,) € L (pois L é un subespazo convexo de H), por definicion de o temos que

2

1 1
T =5 W +yg)|| = a= 4|z — S (yp+yg) < —40?.

2

Entoén,
2 2 2
Iy = vall* < 2 (llz = ol + 1z = g4 1*) = 40>

Agora ben, por hipétese, (|| — ynl|),, = . logo (||z — nyH)n — a2

Polo tanto
€2

Ve>0,30eN/n>6= |z —ya|® <a?+ 1

E asi,
Ve > 0,36 € N/p,a > 6 = gy — wall* < 2 (Jo =l + 1o — i 12) — 0

2 e 2 e 2 2
<2(a +Z+a +4>4a = €°.

Enton, se p,q > 6 tense que ||y, — y4|| < €. Polo tanto (y,), é de Cauchy en L e, asi, existe una

proxeccion ortogonal de x sobre L.

(Unicidade). Suponamos que yo e y(, son aproximacions 6ptimas de z relativas a L. En virtude
da Identidade do Paralelogramo [I.2] temos que

2

1
=5 (0 + )

lwo — w6l* =2 (Jl — oll® + |}z — || — 4

Como ||z — yol = [z — y)l| = o e ademais 4 ||z — % (yo +y6)“2 > 4a?, xa que 1(yo +v)) € L,
tense que

lyo — vp||* < 2(a? + o) — 4a% = 0.

E asi concluimos que yy = y,, probando a unicidade.

(IT)Por contradicion, suponamos falso que z L L. Asi, para cualquera y; € L tal que

(z,y1) =B #0 (1.11)
¢ obvio que y; # 0 pois se non teriamos que (z,y;) = 0. Ademais, para cualquera escalar 7

Iz =yl = (= = w2 = ) = {20 2) = Tz ) =7 [ 2) = o)) = (1.12)

(z,2) =3B = [B— ¥y, )] -
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A expresion [1.12] é cero se escollemos

(y1,91)
Polo apartado (I) do teorema temos que ||z|| = || — yo|| = «. Sustituindo isto na ecuaciéon m

nos queda que

3 I} 8
=l = el = B s = el = Ly ot 2

«
(ylayl> <ylayl>
Pero isto non é posible xa que z — yy; = (x — yo) — yy1 = x — y2 onde y2 = yo + yy1 € L. Asi,
Iz — vy1]| > « pola definicion de . Ao no cumprirse concluimos a demostracion. O

Definicién 1.41. Sexa H un espazo de Hilbert e L un subespazo vectorial de H cerrado, convexo
e non vacio, chamamos proxeccién ortogonal sobre L & aplicaciéon P, : H — L que asocia a cada

x € H a stia proxeccion ortogonal sobre L.

1.4.3. O Teorema de Representacion de Riesz

Imos a finalizar o primeiro capitulo co estudo de teorema de Representacion de Riesz. Este
importante teorema foi orixinalmente demostrado por D. Hilbert (1862-1943) , Fréchet (1878-
1973) e F.Riesz (1880-1956). Na década de 1920, os esforzos destos tres matematicos culminaron
coa publicacién das sias respectivas demostraciones do teorema.

O teorema de Representacion de Riesz establece que todo elemento do espazo dual dun espazo
de Hilbert pode ser representado de xeito tnico por un elemento do propio espazo de Hilbert.
Sen embargo, antes de adentrarnos na demostracion, é necesario verificar un resultado prelimiar.

Ao final desta seccién proporcionaremos un importante resultado relativo aos espazos de Hilbert.

Definicién 1.42. (Suma directa). Consideremos un espazo vectorial V. Enton dicese que dito

espazo vectorial é suma directa de dous subespazos Y e Z de V, e escribese
V=Ya&Z
se cada elemento z € V ten unha representacion tinica do seguinte xeito:
r=y+zconyeY, ze .

Neste caso, chamamos a Z complementario alxebraico de Y en V e viceversa. O para Y ,Z é

chamado par complementario de subespazos de V.

Para o noso traballo, interésanos o caso particular para espazos de Hilbert no que repre-
sentamos o espazo H como unha suma directa dun subespazo pechado Y. Dito subespazo é o
complementario ortogonal

Yi={seH|zLY}
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Teorema 1.43. (Teorema da suma directa). Consideremos H un espazo de Hilbert e Y un

subespazo pechado calquera do espazo H. Enton cumprese que
H=YdZ

con Z =Y.

Demostracion. Como H é completo e Y é un subespazo pechado, entéon Y é completo. Ademais
Y é convexo. Polo Teorema [I,40] da Proxeccion Ortogonal temos que para cada z € H existe un
y €Y tal que

rT=y+z (1.13)

onde z € Z = Y. Para probar a unicidade, asumimos que
r=y+z=y1+21 (1.14)

onde y,y1 €Y ez,z1 € Z. Entony —y; =21 — 2. Comoy —y1 €Y e 21 —2 € Z =Y, tense
que y —y1 € Y NY+ = {0}, o cal implica que y = y; e asi z = 2. O

Teorema 1.44. (Teorema de Representacion de Riesz). Cada funcional acotado f : H — K

sobre un espazo de Hilbert H pode ser representado como un produto interior do sequinte xeito
flz)=(z,2),zeH (1.15)
onde z € dependente de f, estd determinado de maneira inica por f e ten norma

121l = [1A1I- (1.16)

Demostracion. Para comprender mellor a demostraciéon de este teorema imos dividila en tres
partes:

(1) f ten representacion tnica como f(z) = (x, z).

(2) zen f(z) = (z,z) é anico.

(3) A norma de z es ||z]| = || |-

(1) Se f =0, enton z = 0 e tense de maneira trivial que

f(x) =(,0)=0
Ifll=1zll=0
cumprindose asi as ecuacions y [L.16]

Suponiamos enton que f # 0. En primeiro lugar temos que z # 0 pois de non acontecer isto
atopariamonos no caso anterior no que f = 0. En segundo lugar, se (z,z) = 0 para todo z,

teriamos que f(x) = 0, é dicir, serfa o espazo nulo N(f) de f. Asi z L N(f). Isto suxire
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considerar N(f) e o seu complementario ortogonal N (f)*.
N(f) ¢ un espazo vectorial e é cerrado pola continuidade de f. Ademais como f # 0, existe
x € H tal que f(z) # 0. Asi N(f) # H e polo Teorema da Suma Directa se concliese que

N(f) # 0. Deste xeito N(f)* contén un zg e compofiemos o conxunto
v ={vy € Hlvo = f(x)z0 — f(20)7,20 € N(f)" e w € H}.
Aplicando f a vg temos

f(vo) = f(f(z)20 — f(20)z)
= f(f(z)z0) — f(f(20)
= f(z)f(20) — f(20)f(z) = 0.

Isto mostra que vy € N(f). Do feito de que zy € N(f)*, tense que

x)

0 = (vo, 20) = (f(2)z0 — f(20)z, 20)
= (f()20, 20) — (f(20)z; 20)
= f()(20, 20) — f(20)(, 20)

f@)20l* = f(20){x, 20)-

Ademais ||z0]|? # 0 e polo tanto da ecuacién anterior obtemos que

f(@)l20l* = £(20)(x, 20)
f(20)

f(.%) = HZOHQ <$7 Zo>
_ . f(=0)
f(x) - <$7 ”ZOH2ZO>
Asi, se escollemos z = / (zﬁ% zp, concliese que

llzo
f(@) = (z,2).

Como a eleccién de x fixémola de maneira arbitraria, a primeira parte da demostraciéon queda

probada.

(2) Vexamos agora que z é tnico. Suponiamos entén que para todo x € H, existen 21,29 € H

tales que
f(@) = (2, 21) = (z, 29).
Entén

(x,21) — (z,20) = (x,21 — 22) = OVx € H.

Escollendo x = z1 — 2 deste xeito, tense que

(21 — 22,21 — 22) = |21 — 22||* = 0.
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Desta maneira, z; — zo = 0, e asi 21 = z9, é decir, que o elemento z é tnico.

(3) Para rematar, vexamos que ||z|| = || f||. Sexa f # 0, entéon z # 0. Se consideramos = = z
na ecuacion f(x) = (x, z) probada na primera parte e usamos a hipotese de que f é acotado,

obtemos que
121 = (z,2) = £(z) < I £Illl=]-

Dividindo por ||z|| na ecuaciéon anterior (o cal e posible xa que ||z|| # 0) y obtemos que

[wal=yIE1 P

Para a outra desigualdade, facendo uso da ecuacion f(z) = (z,z) e a desigualdade de Cauchy-

Schwarz
|f(2)] = Kz, 2)| < lzll|=]|-

Aplicando para rematar o supremo na circunferencia de radio un e centro cero, concluimos que

IfII= sup [(z,2)] < |=]

lzll=1
e asi xuntando as duas desigualdades demostrase que || f|| = ||zl O
O feito de que o Teorema [[;44] de Riesz verifiquese para calquera espazo de Hilbert H,

permitenos identificar H con H*.

Concretamente, tense que a aplicacién 3 : H — H* definida por
by (h)=(,h), VheH

é un isomorfismo isométrico, é dicir, é lineal, bixectiva e verifica que
[P (R)[| = [|P]| Vy € H.

En particular, tanto ®3; como @7_{1 son continuas. Isto axudaranos para cerrar o primeiro capitulo

demostrando o feito de que todo espazo de Hilbert é reflexivo.

Teorema 1.45. Todo espazo de Hilbert H € reflexivo.

Demostracion. Para facer mais doada a demostracion imola dividir en dias partes:
(1) O dual dun espazo de Hilbert é un espazo de Hilbert.

(2 )Aplicamos o teorema de Riesz sobre H e sobre o seu espazo dual H*.

(1) Sexa H un espazo de Hilbert, vexamos que que cumpre que o seu espazo dual H* é ta-
mén un espazo de Hilbert co produto interior dado por (f, g)x+ = f(q)lglg) para todo f,g € H*.
Sean f,g € H* y a € RT:
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(D{f +ag,hyg- = (f + ag)(@5'h) = f(®5'h) + alg(®y'h)) = (f, By + alg, h)p-.

(IT) Por definicion de ® 7, temos que f = (-, &' f), polo que {f, g) = = f(®'g) = (P, g, @5 f) =
(@' f. 25 9) = (9. ).

(I (f, f) - = (P f. @5 f) > 0.

(IVI(®, £, @5 f) = 0 se e s6 se ®;'f = 0. Como ® é bixectiva, tense que &' f = 0 se

esose f=0.

(2)Temos que ®g é un isomorfismo isométrico. Como na primeira parte xa vimos que H* é
tamén un espazo de Hilbert, atopamonos en condiciéns de aplicar o Teorema de Represen-
tacién de Riesz ao dual H* e asi @+ é tamén un isomorfismo isométrico. Deste xeito, temos
que g+ o @y é un isomorfismo isométrico entre os espazos H e H** que coincide ademais coa
inmersién canénica. Tense entén por definicién tal e como queriamos comprobar que todo espazo
de Hilbert H é reflexivo. O



Capitulo 2
O Teorema de Lax-Milgram

O segundo capitulo do noso traballo dedicarémolo ao estudo do Teorema de Lax-Milgram.
Dito teorema recibe este nome en honor aos matematicos Peter Lax y Arthur Milgram que o
demostraron por primeira vez no ano 1954. Ainda que ao principio foi introducido coma un lema,
mais tarde déuselle a consideracion de teorema debido a su gran importancia tanto na Anaélise

Funcional coma no estudio das ecuacioéns en derivadas parciales.

No primeiro capitulo proporcionaronse as ferramentas necesarias para a analise do mismo. Ve-
remos dias posibles demostraciéons deste importante resultado co obxectivo de proporcionar
distintos enfoques do mesmo:

-A primeira das demostracions, realizarémola la haremos apoidndonos fuertemente no Teorema
de Representacion de Riesz presentado no anterior capitulo.

-A segunda das demostracions levarase a cabo facendo uso do Teorema de Hanah-Banach que

probaremos previamente na segunda secciéon deste capitulo.

2.1. Primeira demostracion

Nesta primeira secciéon do capitulo , imos enunciar por primeira vez o resultado central de
estudo deste traballo, o Teorema de Lax Milgram.

Para esta demostraciéon apoiarémonos nas demostracions que podemos atopar en [1] y [2].

Teorema 2.1. (Teorema de Laz-Milgram). Sexa H un espazo de Hilbert e sexa
B:HxH—->R

unha funcion tal que cumpre as sequintes propiedades:

19
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(1)B(x,y) é unha forma bilineal

(2)B € acotada, € decir existe unha constante c tal que
[B(a,y)| < cllzlllylVa,y € # (2.1)
(3)B € fortemente coerciva, € dicir, existe unha constante positiva ¢ tal que
B(z,z) > §||z||*Vz € H (2.2)

Enton para cada funcional acotado F' € H*, temos que existe un unico vector yo € H dependente

de F' e F pode representarse do sequinte xeito:

F(x) = B(z,y0)- (2.3)

Demostracion. Para facer mais doado o entendemento da demostraciéon, imos dividila en catro

partes:

(1) Primeiro construimos un operador 7' tal que sexa lineal e acotado.
(2) En segundo lugar vexamos que R(7") é un subespazo pechado.

(3) Vexamos tamén que se cumpre que R(T) = H.
(4)

4) Comprobamos para rematar que F'(x) = B(z, o).

(1) Fixando o elemento y; € H, temos a aplicacion
By = Blr,y) - H - R

Dita aplicacion By, ¢ lineal pois, facendo uso da hipotese de que B(z,y) é unha forma bilineal,

temos que para x1,z2 € H y «, 8 € R verificase que
By, (o + pr2) = B(axi + Bxa,y1) = aB(x1,y1) + BB(z2,y1) = aBy, (x1) + BBy, (z2).
Ademais, dado que B é acotada tense que
1By | = 1B, yu)|| < ellz|lllyll = dll]

con d = cljy1]|.
Desta maneira, By, ¢ un funcional lineal acotado e polo tanto polo Teorema de Represen-

tacion de Riesz existe un tnico z € ‘H dependente de By, e tal que
By, = B(z,y1) = (x,2) Vo € H. (2.4)

Como a eleccién de z depende do funcional By, e cada funcional By, depende da eleccién do y;

podemos definir o seguinte operador

T:H—H
y—=Ty==z
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Vexamos entén que o operador elixido e lineal e acotado. En efecto tense a linealidade pois para
Yy, € Hea,B €R:
(z,T(ayy + By2)) = B(w, a1 + Bya2)
= aB(z,y1) + BB(z, y2)
= alz, y1) + B(z, y2)
= (z,ay1 + By2)
= (x,aTy1 + BTya2)

Xa que
B:HxH—>R
(z,y) = B(z,y) = (z,Ty)
Ademais polo feito de que B é acotada 2.1 temos que
1Tyl = (Ty, Ty) = B(Ty,y) < cl|Tylllyll
ITy)? = el Tylllyl <0
1Tyl Tyl = cllyll) < 0.

A desigualdade anterior camprese se e so se || Ty||—c||ly|| < 0, polo que dedticese que [|Ty|| < ¢||y]|.

Deste xeito queda demostrado que o operador T é lineal e acotado.

(2) Vexamos agora que o subespazo R(T') é cerrado. Consideremos x = y # 0. Empregando
o Teorema de Riesz temos que

B(y,y) = (y, 2).

Facendo uso entén da hipdtese de coercitividade forte de B2.2] e aplicando a desigualdade de

Schwarz tense que existe unha constante 6 > 0 tal que

Sllyll* < Bly,y) = {y, 2) < [{y, 2)] < [lyllll=l (2.5)

Dividindo entre ||y|| a 4mbolos lados da desigualdade (xa que ||y|| # 0), obtense que d|y|| <
||| = || Ty||. Por outro lado, usando a desigualdade anterior, se y € N(T")

Ty =0<+=|Tyll =0 [[z]| = 0 <= dllyl| = 0 <= |ly[l = 0.

Desta maneira N(T') = {0} e polo tanto o operador T ¢ inxectivo.
Suponamos enton que a sucesion {z,} é de Cauchy en R(T') e que z, — z € H. Acabamos de

ver que 1" é inxectivo, polo que

3! {y,} tal que z, = Ty, para cada n € N.
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Enton vemos que

[2n = 2mll = [[Tyn — Tymll = 1T (yn — ym)ll = 6llyn — yml|- (2.6)
Pero supuxemos que {z,} é de Cauchy, polo que

lim ||zp, — zm| = 0.
n,m—00

Logo, facendo uso da desigualdade , a sucesion {y,} tamén é de Cauchy. Ainda mais, por ser
‘H un espazo de Hilbert, {y,} é converxente coa norma usual a un elemento digamos y € H.
Para rematar utilizamos a continuidade de T para ver que

z= lim z, = lim Ty, =T(lim y,) =Ty.
n—oo n—oo n—oo

E dicir, z =Ty € R(T), o que proba que o subespazo R(T') é completo.
Asi, ao ser un subespazo completo nun espazo métrico completo tense que R(T') é un subespazo

cerrado.

(3) Vexamos en terceiro lugar que se cumpre a igualdade R(T') = H.
Suponamos, por reduciéon ao absurdo, que R(T') # H, isto é, que R(T) C H. No apartado (2)
probamos que o subespazo R(T') é cerrado, polo que podemos usar o Teorema da Suma
Directa e representar H como

H = R(T)® R(T)*.

Deste modo, para wy # 0, wy € R(T)*, pola desigualdade existe unha constante § > 0 tal
que
(SHIU(]H S B(wo,’wo) = <’LUO,T?U0> = 0.

A tnica opcién viable é que ||wg|| = 0 < w = 0 que resulta unha contradiccion. Queda probado
enton que R(T) = H. Asi, o operador T' é bixectivo e podese concluir a unicidade da solucion

para a ecuacion Ty = z.

(4) Para rematar, aplicando o Teorema de Riesz para calquera funcional F' en H lineal

e acotado, tense que
F(z) = (z,2r)

para un unico zrp € H. No apartado (3) viramos que s6 é posible encontrar un yy € H satisfacendo

aecuacion Ty = zp. Tendo isto en conta e regresando & ecuacion [2.4] temos finalmente que
F(l’) = <JT, ZF> = (13,Ty0> = B($7y0>

tal e como queriamos demostrar. O



2.1. Primeira demostracién 23

Poderiamos dicir entén que o Teorema de Lax-Milgram non fai méis que xeneralizar o
Teorema [T,44] de Riesz.
Mentres que no Teorema a representacion dun funcional lineal e acotado queda restrinxida
ao produto interior, no Teorema exténdese a calquera forma bilineal, acotada e fortemente
coercitiva. En efecto, o produto interior por definicién é simétrico. Ademais cumpre a hipotese

de coercitividade pois

(@, 2)| = ||z]]?,

é dicir, é fortemente coercivo con constante § = 1.
Por ultimo, esta claro que tamén cumpre a hipotese de acotamento pois pola desigualdade de

Cauchy-Schwarz

(@, )] < [l ][]l

Por outro lado no Teorema de Representacion de Riesz tense a igualdad entre ||F|| e ||yol|. No

caso do teorema de Lax-Milgram, a relacion entre ||F|| el|yo|| ven dada polo seguinte teorema.

Teorema 2.2. (da Dependencia Continua). Baizo as hipdteses do Teorema de Lax-Milgram,

se yo € o elemento asociado ao funcional F e § € a constante coerciva tense a sequinte relacion

1
loll < 51171l

Demostracion. Consideremos o operador T' que empregamos na demostracion do Teorema [2,1]
Viramos que este operador é continuo e bixectivo, polo que a solucién da ecuacion Ty = zp é

tnica. Agora, como B é fortemente coerciva existe unha constante § > 0 tal que
Sllyoll < B(yo,yo) < (o, Tyo) < [{yo, Tyo)| < llwollITyoll = llyollllzr |- (2.7)
Facendo uso do Teorema temos que
IE] = [lzFll
e sustituindo esta igualdade en obtemos, tal e como queriamos demostrar, que
lsoll < £

O

Observacion 2.3. A conclusiéon mais importante que nos proporciona o Teorema da Depen-
dencia Continua é una acotaciéon para o elemento yg do cual non tinamos ningunha informacion.

Isto quere dicir que o elemento yy depende continuamente do funcional F'.
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2.2. Segunda demostraciéon

Pecharemos o capitulo cunha demostraciéon alternativa do Teorema de Lax-Milgram. Neste
caso, e co obxectivo de presentar outro enfoque para o resultado central, apoiarémonos no Teo-

rema de Hahn-Banach, ou mais concretamente nun resultado consecuencia deste.

O teorema de Hahn-Banach debe o seu nome a dous mateméticos. O matematico austriaco Hans
Hahn formulou por primeira vez unha version preliminar do teorema. Méis tarde, en 1930, o po-
laco Stefan Banach presentou un enfoque mais completo do mesmo. Ainda que ambos traballaron
de xeito independente, as stas contribuciéns resultaron esenciais para o seu desenvolvemento e
difusion.

Este resultado establece condiciéns para a extension de funcionais lineais e acotados definidos en

subespazos vectoriais a todo o espazo vectorial que os contén.

Antes de aventurarnos na demostracion, serd necesaria a definicion de varios conceptos, asi como

o enunciado e demostraciéon dos resultados que sustentan a proba.

Para esta segunda demostracion apoiarémonos nas demostracions recollidas en [1I] e [2].

Definicién 2.4. (Orde parcial). Unha relaciéon < nun conxunto M dicese que é unha orde parcial
se cumpre as seguintes tres condicidns:

(I)Reflexiva: a < a , Va € M.

(IT) Antisimétrica: a <bAb<a=a=0b,Va,be M.

(III) Transitiva: a <bAb<¢c— a < ¢, Va,b,c € M.

Do conxunto (M, <) dicese que é parcialmente ordenado.
Se un conxunto parcialmente ordenado cumpre ademais a propiedade de que dados dous elemen-
tos calesquera entén sempre estan relacionados, o conxunto ten orde total e chAmase conxunto

totalmente ordenado ou cadena.

Lema 2.5. (Lema de Zorn). Se M # 0 é un conzunto parcialmente ordenado e cada cadena

C C M ten unha cota superior, enton M ten un elemento mazximal.

Definiciéon 2.6. (Funcion sublineal). Sexa X un espazo vectorial sobre un campo K(=R ou C)
e consideremos unha funcién p : X — K. Entén dita funcién dicese que é unha funcién sublineal
(o funcional sublineal no caso de que K = R) se cumpre as seguintes dias propiedades:
(I)Homoxeneidade positiva: p(az) = ap(z) Vo € X.

(IT)Subaditividade: p(z +y) < p(x) + p(y) Vz,y € X.

Esta funcién tamén recibe o nome de cuasi-seminorma ou funcional de Banach.
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Definiciéon 2.7. (Seminorma). Sexa X un espazo vectorial sobre un campo K(=R ou C), unha

funcién de valor real p : X — K chdmase funcién seminorma se cumpre as seguintes propiedades:

(I)Homoxeneidade absoluta: p(az) = |a|p(z) Vz € X.
(II)Subaditividade: p(z +y) < p(x) + p(y) Vz,y € X.

Estas condicions implican que p(0) = 0 e que cada seminorma p tamén ten a seguinte pro-
piedade:
(III)Non negatividade: p(z) > 0, Vo € X.

Teorema 2.8. (Teorema de Hahn-Banach). Sexa X un espazo vectorial e M un subespazo vecto-
rial do espazo X. Ademais consideremos p(x) unha funcion sublineal e f un funcional real lineal

definido no subespacio M e tal que
f(z) <p(x) Vo e M. (2.8)

Enton baizo estas hipdteses demdstrase a existencia dun funcional lineal f definido en todo X e
tal que

(i) f € unha extension de f, é dicir,f(z) = f(x) Vo € M

(i) f(z) < p(z) Vo € X

Demostracion. Para que a demostraciéon resulte mais doada imos dividila en dtas partes:
(1) Demostracion da existencia dun elemento maximal f no conxunto de tédalas extensions
lineais g de f tales que g(x) < p(x) sobre D(g).

(2) Proba da igualdade D(f) = X

(1) Imos a comezar considerando o conxunto A de todalas extensions lineais g de f tales que

g(x) < p(x) Vo € D(g).

E claro que A é non baleiro xa que f € A, pois f é extensiéon de si mesma. Damos a este conxunto

un orde parcial definindo a relacién <, onde
g = h , se h é unha extension de g.

Por definicion de extension D(g) C D(h) e g(z) = h(x) para cada x € D(g).
Vexamos ahora que calquera cadena C' ten unha cota superior. Nunha cadena arbitraria C C F
definimos g como

g(z) =g(z) , Vo € D(g),9 € C

onde o seu dominio o definimos como
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que é un espazo vectorial dado o feito de que C' é una cadena. Polo feito de que C' é unha cadena,
cimprese que para g1, g2 € C se ten que g1 = g2 0 g2 = g1.
Asi pola definicién que demos de g e o seu dominio cimprese que g é cota superior de C. Deste

modo polo Lema de Zorn concluimos que A ten un elemento maximal f tal que

f(x) < p(z) Vx € D(f).

(2)Vexamos agora a igualdade D(f) = X. Para iso supofiemos por reduciéon ao absurdo que

D(f) # X, é dicir, que D(f) C X.
Deste xeito, existe un yo € X — D(f) cumprindo que 3o # 0 (pois 0 € D(f).
Consideremos agora o subespazo

Y={y=d+ay | de D(f),a € R}

A representacion anterior de y € tUnica.
En efecto, se y = d + ayo = d' + By, ao ter que yg # 0 obtense que d —d' = (8 — a)yp o que
implica que d —d' =0 e 8 — a = 0, y obtendo desta maneira a unicidade. Agora definimos para

calquera constante real ¢ o funcional g sobre Y do seguinte xeito

g9(x) == g(d + ayo) = f(d) + ac.

Este funcional g é lineal en X. Por definicién de Y, tense que D(f) C D(g) polo que g é unha

extension de f e f(z) < g(x). Vexamos agora que
g9(x) < p(x) Vo € D(g). (2.9)

O feito de que x = d + ayy é equivalente a que g(d + ayy) = f(d) + ac < p(d + ayp), o cal

tradicese nas seguintes duas condicions:
~(d d
fl—)+c<p|—+y ) paraa>0
o «

f<(jy)>—0§p<(jla)—yo> para a < 0

Sexan d' = ﬁ ed = g, para que se cumpran as ddas condiciéns é necesario tomar ¢ tal que

F(d) = p(d —yo) < e < p(d” +yo) — f(d") ¥d',d" € D(f).
Tal escolla é posible xa que como
Fd) + f(d") = f(d +d") < p(d' +d") = p(d —yo +d" +y0) < p(d' — yo) +p(d" + yo)
basta tomar c entre os valores

swp [f(d) —p(@ )] e if _[p(d" +yo) ~ F(d")].
d'eD(f) d"eD(f)
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Como comprobamos [2.9] ciimprese que g € A, é dicir, que g é unha extension de f tal que
g(z) < p(z)Vz € D(g). Pero g é unha extensién de f e no apartado anterior viramos que f é o

elemento maximal do conxunto A polo que chegamos a unha contradiccion. Asi D(f) = X tal e

como queriamos comprobar. O

Presentaremos a continuacion unha xeneralizacion do Teorema [2,8 de Hahn-Banach para

espazos vectoriais complexos.

Teorema 2.9. (Teorema de Hahn-Banach Xeneralizado). Considérese X un espazo vectorial
(real ou complexo) e sexa M un subespazo vectorial de dito espazo X. Ademais sea p(x) unha

seminorma e f un funcional lineal complexo definido no subespazo M e tal que cumpre que
|f(z)] < p(z) Vo € M. (2.10)

Enton, baizo estas hipdteses temos a existecia dun funcional lineal f definido en todo X e tal
que:

(i) f € unha exstension de f, € dicir,f(x) = f(x) Vo € M.

(ii) |F(@)] < pl) v € X.

Demostracion. (1) Caso espazo vectorial real: Se X é un espazo vectorial real, o feito de que
|f(z)] < p(x) Vo € M implica que f(x) < p(z) Vx € M. Enton polo Teorema de Hahn-

Banach, existe unha extension lineal f de f que cumpre

f(z) <p(x) Vz € X.

Por outro lado, como p é unha seminorma definida en X

e deste xeito |f(x)| < p(z)Vr € X.

(2) Caso espazo vectorial complexo: Imos dividir a demostracién para o caso complexo en tres
partes:

(2.1) Vexamos en primeiro lugar que f é unha extension de f dende M ata X.

(2.2) Comprobamos que f é un funcional lineal no espazo vectorial complexo X.

(2.3) A extensiéon f cumpre que |f(z)| < p(z) Vo € X.

(2.1)En primeiro lugar, notemos que un espazo vectorial complexo é tamén un espazo vecto-
rial real restrinxindo a multiplicacién por escalar aos niimeros reais. Temos que f é un funcional

lineal sobre M por hipétese . Se expresamos f(x) como a suma das funcions g(x) e ih(x), onde
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g(z) é a parte real e h(x) a parte imaxinaria de f, tense que ditas funcions g e f son funcions
reais definidas en M.

Agora ben, a parte real dun niimero imaxinario non pode exceder o seu valor absoluto, logo
9(@) < |f(@)] < p(x) Va € M.
Asi, podemos aplicar o Teorema de Hahn-Banach e existe g extension lineal de g a X tal que
g(z) < p(x) Vo € X.

Por outro lado, para a parte imaxinaria h(x), do feito de que f(x) = g(z) + ih(z) obtemos a

ecuaciéon
g(iz) +ih(iz) = f(iz) = if(x) = i(g(x) + ih(z)) = —h(z) +ig(x) Yz € M.
Se na anterior ecuacion collemos e igualamos as partes reais, quedarianos que
h(z) = —ig(x) Vo € M.
Polo tanto, escollendo
f(@) = g(=) —ig(iz) (2.11)

teriase que f é unha extensiéon de f, pois se x € M

F(x) = 3(x) — ig(ix) = g(x) — ig(iz) = g(x) + ih(z) = f(a).

(2.2) Claramente o funcional complexo f ¢é lineal pois

Fiz) = (i) — ig(—a) = ig(x) + gliz) = i [3(x) — ig(a)] = if ().

(2.3) Finalmente, usando a forma polar para niimeros complexos, escribimos f como f(x) = | f|e?

de maneira que
|| = f()e ™ = f(e ™).
Como | f(z)| es real, usando a hipétese de que p é unha seminorma (propiedade de homoxeneidade

absoluta) concluimos que

[F@)] = F(e™%) = gle™2) < ple™ ) = |7

p(x) = p(z).
O

Definiciéon 2.10. (Conxunto equilibrado). Dicese que un conxunto S é equilibrado se cumpre

que aS C S para tédolos escalares a tal que |a| < 1 onde:
aS :={as|se€S}.

Deste xeito, o conxunto mantense “equilibrado” en relacién 4 multiplicaciéon por escalares no

intervalo [—1, 1].
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Definiciéon 2.11. (Conxunto absorbente). Considérese un espazo vectorial sobre un campo K.
Entén dicese que un subconxunto S do espazo X é absorbente se para cada vector x € X existe

un namero real » > 0 tal que:
x € ¢S para calquera ¢ € K tal que |c| > 7. (2.12)

E dicir, que escollendo un escalar positivo o suficientemente grande o conxunto S “absorbe” os

vectores do espazo vectorial X.

Definiciéon 2.12. (Absolutamente convexo). Sexa X un espazo vectorial sobre K e coonsidérese
un subconxunto S de X. Entén dicese que dito subconxunto S é absolutamente convexo se é

convexo e equilibrado.

Definiciéon 2.13. (Convexidade local). Consideremos un espazo vectorial topoloxico. Enton de
tal espazo dicese que é localmente convexo se a orixe ten unha base local de conxuntos os cales

cumpren que son absorbentes e absolutamente convexos.

Observacion 2.14. Nun espazo localmente convexo sempre hai seminormas continuas as cales
poden adxudicar valores diferentes a puntos distintos. Isto significa que, se temos dous puntos
distintos 1 e x2 en X , podemos atopar unha seminorma continua p tal que p(z1) é distinto de
p(x2).

Esta propiedade de separacion de puntos mediante o uso de seminormas continuas é relevante na
teoria de espazos localmente convexos, xa que nos permite establecer diferenzas e proporcionar

unha nocién de distinciéon entre puntos no espazo.

Definicion 2.15. (Funcional de Minkowski). Sexa M un subconxunto convexo, equilibrado e
absorbente dun espazo vectorial real ou complexo X. Enton definese o funcional de Minkowski

para o conxunto M como
pu(z) = mf{t >0 | % € M,t € R}. (2.13)

Pédese comprobar que:
1. pp(x) é continuo se e s6 se M é un entorno da orixe en X.
2. Se par(x)é continuo, enton Int(M) = {x € X | ppm(z) <1} y Cl (M) ={z € X | ppm(x) < 1}.

Teorema 2.16. (Ezistencia de funcional lineal continuo non trivial). Sexa X un espazo vectorial
topoldzico real ou complexo, xy un punto de X e p(x) unha seminorma continua en X. Enton

existe un funcional lineal continuo F sobre X tal que

F(xzo) = p(xo) e |F(x)] < p(x) en X.

Demostracion. Consideremos M o conxunto de toédolos elementos azg e definamos f en M por

f(axg) = ap(xg). Deste xeito f é lineal en M, pois para ayzg, aaxg € M e f € (R ou C) tense
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que
f(Blarwo) + azwo) = f((Bon + az)wo)
= (Bai + az)p(wo)
= Baap(zo) + czp(zo)
= Bf(a1zo) + f(a2z0)
e ademais

|f(awo)| = |ap(zo)| = plawo).

Deste modo atopamonos baixo as hipoteses do Teorema de Hahn-Banach Xeneralizado e asi
existe unha extension F' de f tal que |F(z)| < p(x) € X.

O funcional F' é continuo con respecto a p(x) no punto x = 0. Deste xeito, por ser F' un funcional
lineal, o feito de que sexa continuo nun punto implica polo Teorema [I,16] que é acotado, o cal

implica & sta vez o feito de que é continuo en todo punto de X. O

Corolario 2.17. Sexa X un espazo localmente convezo e considérese xog # 0 un elemento do

espazo X. Enton temos que existe un funcional lineal f en X cumprindo que:

f(xo) #0 e [f(z)| < p(z)Ve € X.

Demostracion. Da hipétese de que zg # 0 e facendo uso da observacion tense que existe
unha seminorma p en X cumprindo que p(xg) # 0. Deste xeito, polo Teorema probase a
existencia dun funcional f o cal verifica que f(zg) = p(zo) # 0 e |f(x)| < p(x). O

Teorema 2.18. (Teorema de Mazur). Nun espazo vectorial real ou complexo X tal que sexa
localmente convexo consideremos un subconzunto M pechado, convexo e equilibrado do espazo
X. Enton, para cada alemento xqg € M, pddese atopar un funcional lineal e continuo f sobre X
cumprindo que

f(zo) >1e |f(xo)] <1en M.

Demostracion. Por ser M un subconxunto pechado, existe un entorno V' da orixe convexo, equi-
librado e tal que
MnN (wo + V) = 0.

Como o entorno V é equilibrado e convexo, tense que

(M+%)ﬂ(aro+g):(b.

Agora ben, o conxunto (aco + %) ¢ un entorno de zo e a anterior intersecciéon é baleira entéon a

clausura U de (M + %) non contén ao xg. O conxunto convexo equilibrado U é un entorno do

0 pois 0 € M e U contén a % como subconxunto.
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Sexa py o funcional de Minkowski de U. Como U é un entorno da orixe, py é continuo. Ademais,
como U é pechado, py(xg) > 1sexg € U e py(z) < 1sex € U. Enton polo Corolario existe

un funcional lineal continuo f sobre X tal que
f(xo) = pam(xo) > 1y |f(2)] < pu(x) <1en X.

O

Corolario 2.19. Sexa X un espazo vectorial localmente convero e M wun subespazo lineal e

pechado de X. Enton, para calquera xqg € X — M, existe un funcional lineal continuo f tal que

f(zo) >1y f(x) =0 conx € M.

Demostracion. Por hipotese, M é un subconxunto convexo. Ademais por ser subespazo vectorial
é equilibrado e herda de X o feito de ser localmente convexo. Entén polo Teorema de Mazur

existe un funcional f sobre X tal que
flxo) >1el|f(z)]<1len M.

Pero f(M) ten que ser {0} por ser subespazo propio do campo escalar. Enton f(x) = 0 con
x e M. O

Teorema 2.20. (Teorema de Laz-Milgram). Sexa H un espazo de Hilbert y sexa
B:HxH—->R

unha funcion cumprindo as sequintes tres propiedades:

(i)B(x,y) é unha forma bilineal.

(i) A forma B é acotada, é dicir, existe unha constante c tal que
B(a,y)| < ellalllyl¥a,y € . (2.14)
(iii) A froma B € fortemente coerciva, é dicir, existe unha constante positiva § tal que
B(z,z) > §|z||*Vz € H. (2.15)

Enton baixo estas hipdteses para calquera funcional acotado F € H*, existe un unico vector

Yo € H dependente de F' e F' pode representarse como

F(z) = B(z,yo). (2.16)
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Demostracion. Para que a demostracion resulte méais doada imos dividila en catro partes:

(1) Construcion dun operador T lineal e acotado.
(2) Proba de que o subespazo R(T') é pechado.
(3) Proba da igualdade R(T') = H*.

(4) Comprobacion da igualdade F(z) = B(z,yo).

(1) Fixando o elemento y € H, temos a aplicacion
B, =B(.,y): H—R.

B, é lineal sobre H dado que B(z,y) é una forma bilineal, tal e como viramos na primeira

demostracion. Podemos definir entén o seguinte operador

T:H—H*
y— Ty =D,

O operador T' ¢ lineal e tamén acotado (por ser lineal e acotado tamén é continuo) polo feito de
que B é acotada e bilineal (Ver demostracion do Teorema [2,1).

(2) Vexamos agora que R(T) é un subespazo pechado en H*. Facendo uso do feito de que

B é fortemente coerciva tense que existe un § > 0 tal que

Slyll2 < 1B(y,9)| = ITy() = Iyl \Ty (qu)\ <l swp v € H) = Iyl (217
y g

Dividindo entre ||y|| a ambos lados da desigualdade obtense que d||y|| < ||Ty||. Por outro lado,
usando a desigualdade anterior, se y € N(T')

Ty =0<+=|Ty| =0<+=dy| =0+ |yl = 0.

Deste xeito N(T') = {0} e polo tanto T" é inxectivo.
Suponiamos enton que {z,} é unha sucesion de Cauchy en R(T'), o rango de T', e que z, — z € H.

Ao ser T inxectivo, sabemos que
3! {y,} tal que z, = Ty, para cada n € N.
Enton vese que
120 = zmll = [ Tyn = Tymll = [T (Yn = ym)Il = 0llyn — yml|- (2.18)
Pero {z,} en particular ¢ de Cauchy, polo que

lim ||z, —2zm|| =0
n,m—00
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logo, pola desigualdade a sucesion {y,} tamén é de Cauchy. Ainda mais, como H ¢é un
espazo de Hilbert, a sucesion {y,,} é convergente coa norma usual a un elemento digamos y € H.

Para rematar utilizamos a continuidade de T para ver que
z= lim z, = lim Ty, =T(lim y,) =Ty.
n—oo n—oo n—oo

E dicir, z = Ty € R(T), o que demostra que R(T) é completo. Asi, ao ser un subespazo completo

nun espazo completo tense que R(T') é un subespazo pechado.

(3) Imos comprobar agora que R(T) = H*.

Suponamos, por reduccion ao absurdo, que R(T) # H*, é dicir, que R(T") C H*. Enton existe
FcH* tal que F & R(T) (F #0).

Polo Corolario do Teorema de Mazur, existe z € H** tal que

2(F) >1e z(F) =0 para todo F € R(T).

Como H é un espazo de Hilbert, é reflexivo e podemos identificar a z € H** con x € H, polo que

F(z)>1e B(z,y) = Ty(z) = 0 para todo y € H.

Pola coercitividade forte de B, B(z,y) = 0 > §||=||>. Asi, z = 0 e como F ¢ lineal, entén F(z) = 0
para todo x € H (o cal contradice que F # 0).
Logo tense que R(T) = H.

(4) O apartado anterior implica que para cada F' € H* existe un tnico yo € H tal que F' = Ty,
é dicir

F(z) = Tyo(z) = B(z,y0) Vx € H.
Ademais, dado que o operador 1T é inxectivo, o elemento yg é tnico, tal e como queriamos

demostrar. 0

O feito de ter demostrado o teorema dende dous enfoques diferentes proporcionounos unha
mellor comprensién do teorema, asi coma unha visiéon mais completa e profunda do resultado
central do traballo.

Na primeira demostracion, a perspectiva elexida permitenos comprender a maneira na que se es-
tablce a equivalencia entre a existencia e unicidade de soluciéns para unha ecuacioén variacional.
Por outro lado, o segundo enfoque fundaméntase na extensiéon de funcionais lineais definidos en
subespazos.

Ademais este estudo de demostracién de dous xeitos distintos permitenos ver a estreita rela-
cion entre os tres teoremas, todos grandes pilares da anélise funcional. Por exemplo ao facer
uso na segunda demostracién da propiedade de reflexividade para espazos de Hilbert, usamos

implicitamente o Teorema de Riesz, pois para a proba de tal propiedade fixemos uso do teorema.
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Capitulo 3

Unha xeneralizacion do teorema de

Lax-Milgram

Neste capitulo, adentrarémonos no estudo dunha xeneralizaciéon do Teorema de Lax-Milgram

coniecida como o Teorema de Stampacchia.

3.1. O Teorema de Stampacchia

Este teorema debe o seu nome ao matematico Guido Stampacchia (1922-1978). Este matema-
tico italiano nado na cidade de Napoles, que gradouse no ano 1944 pola Universidade de Népoles
é conecido polas stas contribuciéns & teoria de ecuaciéns diferenciais elipticas e ao célculo varia-
cional. Publicou o teorema do que falamos neste capitulo no ano 1966, o que serviulle para ser

elixido presidente da Unién Matematica Italiana o ano seguinte.

Para a proba do Teorema de Stampacchia apoiarémonos nas demostracions recollidas en [3],
2] e [5].

3.1.1. O Teorema do Punto Fixo de Banach

Para poder levar a cabo a demostraciéon do teorema protagonista deste terceiro capitulo, imos
presentar en primeiro lugar o teorema do punto fixo. Recibe o seu nome en honor ao polaco Stefan
Banach, quen o formulou e probou na década dos anos 1920. A demostracion de dito teorema

esta recollida en [7].

35
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Definicién 3.1. (Punto fixo). Un punto fixo dunha aplicacion T : X — X é un x € X tal que
Ter=x (3.1)
é dicir, a sua imaxen é el mesmo.

Definiciéon 3.2. (Contraccion). Imos considerar un espazo métrico (X, d) e unha aplicacion

T: X — X. Enton dicese que dita aplicacién é unha contraccidén se cumpre que
Ja € (0,1) tal que d(Tx,Ty) < ad(x,y), Vo,y € X. (3.2)

Teorema 3.3. (Teorema do punto fizo de Banach). Sexa (X, d) un espacio métrico completo e
sexa T : X — X wunha contraccion. Enton baixo estas hipdteses ciumprese que T ten un inico

punto fixo.
Demostracion. Imos dividir a proba en duas partes: existencia e unicidade.
(1) Para comezar, tomamos z € X e definimos a sucesion

xo=x, Tn =T (xp_1) Yn > 1.

O noso obxectivo ¢ ver que dita sucesion {xy},~, cumpre que é de Cauchy. Por hipotese, temos

que T é contractiva, polo que existe unha constante a € (0,1) tal que:
d(xn—‘rla xn) < ad(mn, xn—l) <-... < and(xl7$0)
Agora, facendo uso da desigualdade triangular, podemos obter a seguinte desigualdade:

d(l‘n+k, :L'n) < d(l'n—i-ka :L‘n—&-k—l)
+ d(Tngk—1, Tnyk—2)
ot d(l’nJrl, CBn)

Deste xeito, tendo en conta as desigualdades e quédanos que

d(Tpik, Tn) < a"+k_1d(x1, xo) + oz”+k_2d(x1, xo) + -+ ad(xy,mp) <

E dicir, para m > 0

Sup d(Tp 4k, Tn) < T
A parte derecha tende a cero cando n tende a infinito xa que a € (0,1) e d(z1,z¢) é fixa. Deste
xeito, a sucesion escollida é de Cauchy. Como o espazo métrico (X, d) por hipotese é completo
tense que a sucesiéon é converxente.
Suponiamos agora que ese limite é x e vexamos que é un punto fixo de T'. Pola continuidade de
T,

T(x) = T(lim (T™(z)) = lim (T""(z)) = z.

n—oo n—oo
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(2)Por ultimo, supofiamos a existencia de dous puntos fixos de X e distintos z; e x3. Enton, se
T(x2) = x9 e T(x1) = x1, temos que d(T(x2),T(x1)) = d(xz2,21) o cal contradice a hipdtese de

que T é una contraccion. O

O Teorema do Punto Fixo de Banach, o cal e conécese tamén co nome de Teorema da
Contraccion ten moi diversas aplicaciéns nas matemaéticas e na ciencia.
Unha das aplicacién mais conecidas e salientables é a da proba do Teorema de Picard-Lindel6f,
o cal proporciona para unha ecuacién diferencial e ordinaria a existencia e unicidade de solucion.
Outra importante aplicacion, neste caso das mateméticas aplicadas & economia, recae na proba
da existencia de equilibrios de Nash. Como vimos na asignatura de tltimo curso Teoria de Xogos,
a existencia destes equilibrios en certos xogos e modelos matemaéticos é de grande importancia

para a toma de decisiéns estratéxicas e o analise do comportamento de posibles competidores.

3.1.2. Demostracion do Teorema de Stampacchia

Previamente & demostracion do Teorema de Stampacchia procederemos ao enunciado e proba

dun teorema que serd necesario para 0 mesmo.

Observacion 3.4. Recordemos do primeir capitulo que sexa K un subconxunto cerrado e convexo

dun espazo de Hilbert H, entén a proxecciéon de x sobre K é o elemento yg que cumpre que
Tz —yol| =min|z—y
| II= min | |

e o escribimos como yg = Pg(x).

Teorema 3.5. Sexa H un espazo de Hilbert e considérese K C H un conzunto pechado, convexro

e non baleiro. Enton yo = Pk (x) € a prozeccion de x en K se e s se,

(* —yo,y1 —yo) <0, Vy; € K.

Demostracion. Vexamos a primera implicacion. Por hipotese, como yg é a proxeccion de x en K,

cumpre por definiciéon que ||z — yo|| = ;Télfr(l |z — yl||. Sexa y2 € K, temos pola convexidade que
y1 = (1 —t)yo +ty2 € K, Vt € [0,1]
e polo tanto
Iz = woll < llz =yl < [l = [(1 = t)yo + tyo] || = [[(x — yo) — t(y2 — wo) I
Deste modo

2 —yol* < llz — voll* — 2t{x — yo, y2 — yo) + t*||ly2 — wol|?, ¥t € [0, 1].
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Da ecuacion anterior, pasando certos términos dun lado a outro, quédanos que

2(z — yo,y2 — o) < tlly2 — yoll*, Vt € [0,1].

Asi, cando t — 0 temos que

(x —yo,y2 — yo) < 0.

Para a outra implicacién, vexamos que yo cumpre ser a proxeccién. Por hipétese tense que yo

satisfai a desigualdade (x — yo,y1 — yo) < 0. Entén obtemos que

\y0*95’2*\y1*l"2 Yo — T, Y0 — ) — (Y1 — T,y1 — 1)

=
= (Yo — 7,90 — = — (y1 — 7))
= (Yo — 7,90 — ¥1) = (Yo — =, Y0) — (Yo — T, Y1)
= (Y0, %0) — (7, %0) — (Yo, y1) + (T, 41)
= —(x,90) — (Yo, v1) + (@, y1)
s —Y0) + {2, y1) — (Yo, y1)
z,90 — y1) + (2, y1) — (Yo, v1)

— %0, %1 — Yo0) — (Yo — Y1, %0 — Y1)

2(
=2(x —yo,y1 — Yo) — |Yo — y1|2 <0.

Pola desigualdade obterior, tense que
lyo — CE|2 < |y — x\z para calquera y; € K
polo cal podemos deducir que yg é a proxecciéon de x sobre K. O

Corolario 3.6. Sexa H un espazo de Hilbert e consideremos K un subconzunto pechado, convexo
e non baleiro do espazo H. Enton baizo estas hipdteses tense que a prozeccion Py é un operador
non erpansivo, € dicir,

| Pic(ar) — Prc(aa)]l < s — aa].

A propiedade de non expansividade é ttil na anélise e na optimizacion de algoritmos, xa que
garantiza que a aplicacién repetida dun operador non expansivo non aumenta a distancia entre

os puntos, o cal en certos casos pode conducir 4 converxencia.

Teorema 3.7. (Teorema de Stampacchia). Suponamos H un espazo de Hilbert e un subconzunto
K C H de dito espazo tal que cumpre que é pechado, convezxo e non baleiro. Enton, sexa B(x,y)
unha forma sesquilineal, coerciva e acotada, o teorema establece que para calquera f € H* tense

a existencia dun unico yg € K cumprindo a desigualdade:

B(x —yo,90) > f(x — ), Vx € K. (3.3)
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Demostracion. Imos dividir a proba en duas partes:

1. Atopar o elemento yg que cumpre a desigualdade
2. Ver a stia unicidade.

(1) En primeiro lugar, atopamonos baixo as hipoteses do teorema Teorema de Riesz. Ao

aplicalo a f temos a existenciase dun tnico z cumprindo a igualdade

f(z) = (z,2) Vx € H.

Doutra banda, fixando o elemento y € H tense que a aplicacion
¢y:H—R
z = ¢y(x) = B(z,y)

¢ lineal e continuo. Imos aplicar novamente o Teorema de Riesz pero neste caso a ¢,. Logo
atopamos un tnico elemento z, € H (ao cal chamaremos A, xa que ¢ depende de y) que cumpre
que

B(z,y) = ¢y(z) = (x, Ay) Vo € H.

Claramente A é un operador satisfacendo que:

- E lineal: Como <JZ‘, A(yl +y2)> = B(IL’, y +y2) = B(‘T7 y1)+B(337 y2) = <$, Ay1> +<x7 Ay2> =
(x, Ay1 + Ays), tenmos que:
A(yr + y2) = Ayr + As. (3.4)

= E acotado: Como B(Ay,y) = (Ay, Ay) = || Ay|]* v |B(Ay, y)| < k|| Ay]ll|yl|, temos que:

[ Ayl < Kllyll (3:5)

= Cumpre esta propiedade derivada da coercitividade de B:

(y, Ay) = B(y,y) > &|ly||*, Vy € H. (3.6)

O noso problema [3.3] é entén atopar un tnico yo € K tal que para p > 0

pB(z,y) = p{r — yo, Ayo) > pf(z —yo) Vo € K
0> pf(x—yo) — plx — yo, Ayo) Vo € K
0> p(f,z —yo) — p{Ayo,x — yo) Vo € K
02> (pf — pAyo + Yo — yo,x — yo) Yz € K
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Polo Teorema
Yo = Pr(pf — pAyo + yo)-

(2) Deste xeito, para cada y € K, definimos T'(y) = Px(pf — pAyo + yo)-

O problema réducese entéon a ver que g € o inico punto fixo, e en consecuencia a Unica solucién
ao noso problema.

Temos enton que escoller correctamente p para que T sexa unha contraccion. Polo Corolario [3,0]

tense que Px cumpre que
| Prc(21) — Prc(z2)|| < [|21 — 22|

de onde obtemos facendo uso de [3.5] e [3.6] que:

IT(1) = T(2)lI> < ll(pf — pAyL +31) — (pf — pAyz + y2)||?
= [I(y1 — y2) — p(Ayr — Aya)|?
= [[(y1 —y2) — p(A(y1 — ¥2))
= ((y1 — y2) — p(A(y1 — y2)), (1 — y2) — p(A(y1 — v2)))
= llyr — wall® — 20(A(v1 — v2), 11 — v2) + P* Ay — 2)1?
< llvr = a2l = 200lly1 — wal® + P*K Iy — w2
= lly1 — yall(1 — 206 + p*k?).

I?

Escollendo entén p > 0 tal que 1 — 2pd 4 p?k? < 1, é dicir, 0 < p < i—g, tense que T ten un dnico

punto fixo polo Teorema do Punto Fixo de Banach. Asi, gy é tinico e cumpre [3.3 O

Tras a proba, queda claro que o Teorema[3,7]¢ un caso mais xeral do Teorema de Lax-Milgram.

Efectivamente no Teorema [2,1] o subconxunto K tomase tal que K = H.



Capitulo 4

Aplicaciéons do Teorema de

Lax-Milgram

Neste tltimo capitulo mostraremos algunhas aplicacions do Teorema de Lax-Milgram no am-
bito das ecuacions en derivadas parciais e os espazos de Sobolev.
Para isto, faremos uso do que se coniece como o Método Variacional. Para este capitulo apoiare-
monos en [3], [1, [6] e [5].

4.1. Teoria previa sobre espazos de Sobolev

Para poder levara cabo a solucién de problemas mediante o Método Variacional é imprescin-
dible un estudo teodrico previo sobre os espazos de Sobolev.
Os espazos de Sobolev que imos introducir méis adiante, reciben o seu nome grazas ao matemati-
co Sergei Sobolev (1908-1989). Este matematico ruso graduado pola antes chamada Universidade
de Leningrado introduciu ditos espazos na década dos anos 1930, os cales deron lugar a unha
nova e completa area da analise funcional.
Nestes espazos de Sobolev, a idea central xira en torno 4 nocién de formulacion débil.
Para entender o concepto imos considerar o seguinte exemplo. Se, por exemplo temos un espa-
zo V e dous elementos de dito espacio digamos u,v € V e un operador S, entén poderiamos

reformular a ecuacion

Su=v
de maneira débil do seguinte xeito:

(Su, w) = (v,w), Yw € V.

41
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O método variacional, apdiase nesta teoria ca finalidade de resolver problemas de EDPs. En
troques de buscar solucions fortes ou clasicas (as cales requiren derivadas fortes e condicions de
regularidade estritas), a finalidade é atopar unha solucion débil. Desta maneira, ao ampliar a
clase de funciéns admitidas, resulta posible abordar problemas nos que as soluciéns clésicas ou
ben non existen ou ben non tefien a regularidade necesaria. Toda esta teoria xunto co Teorema
de Lax-Milgram vai a servirnos de ferramenta de cara & resoluciéon de problemas de ecuacions

diferenciais.

4.1.1. Os espazos de Sobolev

Nesta seccién imos entén a introducir distintos conceptos e resultados sobre espazos de So-

bolev.

Definiciéon 4.1. (Espazo LP(f2)). Consideremos un conxunto medible €2 equipado cunha medida

p. Enton temos que o espazo LP(2) é o espazo de todalas funcions medibles f : Q@ — C tales que

1/p
1l = (/Qlflpdu> <o

onde p é un nimero positivo. A norma || f||, conécese como a norma L da funcion f e se é finita

a seguinte norma sexa finita:

entén a funcién f dicese integrable en LP.

Estes espazos tefien importantes propiedades como:

» O espazo LP(2) é completo, o que quere dicir que calquera sucesion converxente de funcions

no espazo, ten una funcion limite que esta tamén no espazo LP(£).

= Se p éigual a dous, enton o espazo é de Hilbert co produto interior (f, g) = (fQ f(x)g(ac)dx).

Definicion 4.2. Sexa €2 un conxunto aberto en R™. Entén unha funcion f : Q — C dicese que
é localmente integrable se para calquera subconxunto compacto K € 2 temos que existe unha

constante M > 0 tal que:

/K \f(2)|dz < M. (4.1)

L () é o conxunto de tédalas funciéns localmente integrables en €.

Asi, o espazo Lj,,.

Definiciéon 4.3. (Multi-indice). Un multiindice é unha n-dupla ordenada o = (o, ..., ) de

enteiros non negativos «;. A cada multi-indice « aséciaselle o operador diferencial D%, o cal

o [ O\ g\

lal = a1+ ... .

definese do seguinte xeito:

A orde de dito operador é
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Definicién 4.4. (Funcions de soporte compacto). Dicese que unha funciéon f ten soporte com-
pacto se a clausura do conxunto onde a funcién non é nula cumpre que é un conxunto pechado
e limitado, é dicir

K = Talf(2) 20} (4.2)

¢ un conxunto compacto.

Notacion 4.5. Chamamos D(Q2) = C§° ao espazo das funciéns de proba (ou test) de soporte
compacto definidas no conxunto ). Estas funciéns de proba son infinitamente diferenciables e

empréganse para definir e traballar coas distribuciéns.

Definiciéon 4.6. (Distribucion). Se consideramos agora o espazo D({2), unha distribucion en 2

é un funcional lineal e continuo en dito espazo.

Definiciéon 4.7. (Derivada distribucional). Sexa w unha distribuciéon en © e o un multi-indice.

A a a-ésima derivada distribucional de u (a cal denotamos por D*u) definese do seguinte xeito:
(D%u,v) := (—1)*(u, D%), Yv € D().

Definicion 4.8. (Derivada débil). Sexa u € L} (). Dicese que v’ € L} (Q) ¢ a derivada débil

loc loc

de u se ctimprese que

w(z) D (z)de = (=D [ o/ (z)v(z)dz.
[ w@D*ote)s = (-1 [ i @)ota)a

O espazo de Sobolev WP

Definicion 4.9. (Espazo de Sobolev W™P). Consideremos un conxunto 2 aberto en R". Enton
o espazo W™P & o composto por todalas funcions u definidas no conxunto {2 tales que as siias
derivadas débiles ata orde m pertencen a LP. Isto quere dicir que para multiindice o onde || < m

e sexa p > 1 un numero real, tense que:
Wm™P(Q) = {u e LP(Q) | D € LP(), Va € N* C LP(Q).
O espazo W™P é un espazo de Banach coa norma

lullwme = > ID*(w)llp.

0<|a|<m

Observacion 4.10. No caso no que escollamos p = 2, o espazo W™2(Q) dendtase como H™()) e

é un espazo de Hilbert co produto interno

(V) g2y = > (D%, D*0)12(q).

0<|ar|<m
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O espazo de Sobolev W"”

Definicién 4.11. (Espazo de Sobolev Wan’p). O espazo Wan’p é un subespazo do espazo W™P no

que tédalas funcions tefien soporte compacto en 2. Isto traducese nas duas seguintes condiciéns:

1. Todalas derivadas parciais de orde m de f son integrables no senso de LP en ().
2. Existe un conxunto K € ) pechado e limitado tal que a funcién antlase fora del.

Observacion 4.12. Para o caso WOI’2 temos un espazo de Hilbert e o denotamos como W01’2(Q) =
HE(Q).

Teorema 4.13. (Desigualdade de Poincaré). Sexa ) un conzunto aberto e limitado e un nimero

real p > 1. Enton temos a existencia dunha constante C (dependente de Q e p) a cal cumpre que:

lull Loy < ClIVull Loy, Yu € Wy P(Q).

Demostracion. Podese consultar a proba en [3] ou [8]. O

Corolario 4.14. Sexa Q2 un subconzunto aberto de R™. Enton temos a existencia dunha constante

C1 > 0 que cumpre a sequinte desigualdade:

lullws () < Kl[Vull o), Yu € WH(Q).

Demostracion. Facendo uso da Desigualdade de Poincaré para cada u € W1P(£2) obtemos

lalZysny = lellZoy + 1Vul2n@y < (14 C)[VulZogy = CillVulloq)-

4.1.2. A formulacion variacional

Co obxectivo de introducir o comprender de maneira mais doada a formulaciéon variacional,

imos a realizar unha serie de exemplos.

Exemplo 1

Considérese o seguinte problema:

(P1)
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onde as funcions f e ¢ son funciéns continuas en [a, b]. Imos suponier ademais que a funciéon c é

estritamente positiva no intervalo [a, b].

Definicién 4.15. Unha solucién clasica (ou solucion forte) do problema [P1]¢é unha funcion
de C2([a,b]) tal que u(a) = u(b) = 0 e —u" (t) + c(t)u(t) = f(t)Vt € [a,b].

Se multiplicamos a ecuacion —u’ (t) + ¢(t)u(t) = f(t) por unha funcion test v tal que v €

D((a,b)) e v(a) = v(b) =0, temos que

1"

—u (t)v(t) + c(t)u(t)v(t) = f(t)v(t).

Se agora integramos no intervalo [a, b] obtemos que

/ab—u”()()dt—i—/ c(t)u(t)v(t)dt = /f

Integramos por partes o primeiro termo e tense que

!

—u (b)v(b)+u’(a)v(a)+/abu’() ()dt+/ c(tyu(t)o(t)dt = /f

Pero v(a) = v(b) = 0 xa que v € D((a, b)) e énton quédanos que

/:u/() ()dt+/ c(t)u(t)o(t)dt = /f

Cada termo da ecuacién ten en efecto sentido cando v € H!((a,b)). Ademais, sendo D((a,b))
denso en H'((a,b)), a ecuacion verificase para todo v € H'((a,b)).

Podemos enton definir de novo o problema:

Atopar u € Hi((a,b)) tal que
(Q1)
[Pd @) (tydt + [P e(tyult = [? f(t)o(t)dt Yo € HY((a, b))

a

Este novo problema recibe o nome de formulacién variacional (ou formulacion débil) do

problema Ademais toda soluciéon do problema [QI] chamase solucion débil.

Exemplo 2

Sexa €2 un aberto limitado de R™. Quremos resolver agora o problema:

—Vu+u=f en 2
(P2)
Opu = 0 sobre 9S2
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Definicion 4.16. Unha solucion clasica (ou solucién forte) do problema[P2]é unha funcién
de C?(Q2) tal que —Vu+u =0 en Q e d,u = 0 sobre 9.

Vemos que isto impoén que f sexa C°(Q). Toda solucién clasica verifica entén que:

/Q—Vuv—l—/ﬂuv:/gfv Yo e CH(Q).

Se integramos agora por partes o primeiro termo, tendo en conta que d,u = 0 sobre 92, quédanos

/QVUVU—F/qu:/va.

Pero, C1(Q) = H'(Q2) e podemos definir entén o novo problema como:

que:

Atopar u € H*(Q) tal que
(Q2)
Jo VuVo + [quv = [, fv Vv € HY(Q)

Esta é a formulacién variacional do problema Decatamonos tamén que dito problema esta
definido cando f € L?(9).

Formulacion xeral

Os exemplos anteriores mostran que, dun xeito xeral, a formulacién variacional sera obtida
facendo o producto escalar L?({) da ecuacién cunha funcién v a cal pertence a un espazo V (o
cal temos que precisar) e integrando por partes os termos de orde mais elevada tendo en conta

as condiciéns na fronteira do problema. Chegamos entén a unha formulaciéon do tipo
B(u,v) = F(v), Vv € V (PV)

onde B :V x V — R é unha forma bilineal e ' é unha forma sobre V.

4.2. Resolucion de problemas aplicando o teorema de Lax-Milgram

Na anterior seccién, levamos a cabo a presentacién da teoria necesaria para a resolucién de
distintos problemas relativos &s ecuacions diferenciais. E aqui onde entra en xogo o teorema de
Lax-Milgram sobre o que esta centrado este traballo, pois veremos que tras realizar a formulacién
variacional do problema, poderemos probar a existencia e unicidade da solucién débil grazas a

el.
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4.2.1. Resoluciéon de problemas de ecuacions diferenciais ordinarias

Vexamos entén en primeiro lugar a resoluciéon de varios problemas de ecuacions diferenciais

ordinarias facendo uso do Método Variacional.

Problema de Dirichlet homoxéneo

Comezamos cun problema de tipo Dirichlet homoxéneo. Dito problema refirese a unha ecua-
cion diferencial e unhas condiciéns de fronteira. Ditas condicions esixen que a solucién antulase
na fronteira do dominio.

Sexa entén o problema:

—d"(t) +ult) = f(t) enI=(0,1), f € L*(),
(4.3)

1. Levamos a cabo a formulacién variacional do problema: Unha solucién clésica de
é unha funcion u € C%((0,1)) que cumpre [4.3|no senso clasico. Se multiplicamos a nosa
ecuacion —u’ (t) 4+ u(t) = f(t) por unha funcion v € H(I) (a escolla deste espazo débese
a que a nosa soluciéon ten que anularse na fronteira) temos que

"

—u (t)v(t) +u(t)v(t) = f(t)v(t).
Integrando agora no intervalo [0, 1] obtemos que
1 1 1
/0 _d (o(t)dt + /0 w(t)o(t)dt = /0 FOo(t)dt.

A continuacion, integrando por partes o primeiro termo tense que

1 1 1
—u' (1)v(1) 4 u (0)v(0) + / u (t)v (t)dt + / w(t)v(t)dt = / F(t)v(t)dt,
0 0 0
o cal equivale a que
T 1 1
/ u (t)v (t)dt —l—/ u(t)v(t)dt = / ft)w(t)dt, Yo € Hi(I). (4.4)
0 0 0
2. Pobamos a existencia e unicidade da solucién: Vexamos agora que a solucién débil

existe e ademais é unica.

Proposicién 4.17. Escollemos o espazo de Hilbert Hi(I). Entén sexa f un funcional

f € L*(I) e B unha forma bilineal simétrica cumprindo que:

Blu,v) = /I o ()0 ()dt + / w(tyo(t)dt = (u, v).

I
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Baizo estas hipdteses tense a existencia dunha tinica solucion débil u € H}(I) ao problema

73

Demostracion. A forma bilineal B é trivialmente continua e coerciva por tratarse do pro-

duto interno. Ademais, o funcional

F:H}(I) —

R
v—>/lfv

= (u,v) 21y < If Iz vl p2ry < Cllwll, Yo € Hg(1).

é continuo, pois:

IFo)] = \ [

Deste xeito, atopadmonos en condiciéns de aplicar o Teorema de Lax-Milgram e obtemos

que u existe e ademais é Unica. O

O problema de Dirichlet non homoxéneo

Consideremos agora o problema de Dirichlet non homoxéneo, no que a diferencia do homoxé-
neo as condiciéons de fronteira esixen que a solucién na fronteira sexa non nula e igual a un valor
conecido:

—u" (t) +u(t) = f(t) enI=(0,1), f € L*(I),
(4.5)
u(0) =, u(l) =20 a,BeR
Neste problema basta escoller ug verificando que up(0) = a y up(1) = S e tomar @ = u — ug

satisfacendo o problema

"

—a'(t)+a(t) = f(t) +ug —up enI=(0,1), f € L*(I),
(4.6)
@(0) =0, a(1) =0 a,BeER

Deste xeito reformulamos o problema noutro que se resolve de maneira anéloga ao problema[4.3]

Problema de Neumann homoxéneo

En terceiro lugar temos o problema de tipo Neumann non homoxéneo. O obxectivo é atopar
unha solucion a cal satisfai ademais da ecuacion diferencual a condicién de fronteira. Tal condicién

require que a derivada da solucion sexa cero na fronteira. Sexa enton:
() +ult) = f() en I =(0,1), f € L3(1),
(4.7)
u(0)=u(1)=0
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1. Levamos a cabo primeiro a formulacién variacional do problema: Unha soluciéon
clasica do problema [4.7/é unha funciéon u € C?((0,1)) a cal cumpre 4.7 no sentido clésico.
Se multiplicamos a nosa ecuacion —u” (£) + u(t) = f(t) por unha funcién v € HY(I) ( a

escolla deste espazo débese a que os valores de u na fronteira son desconecidos) temos que

17

—u (t)v(t) +u(t)v(t) = f(t)v(t).

Integrando, obtemos que

1 1 1
/0 " (o(t)dt + /0 w(t)o(t)dt = /0 F(o(t)dt.

A continuacion, integrando por partes o primeiro termo tense que

’

1 1 1
—u' (1)w(1) + 4 (0)v(0) + /O o' (t)v' (£)dt + /0 u(t)v(t)dt = /O Ft)(t)dt,

o cal equivale a que
/1 u () (t)dt + /1 w(t)v(t)dt = /1 F()v(t)dt, Yo € H'(I). (4.8)
0 0 0

2. Probamos a existencia e unicidade da solucién: Vexamos agora que a soluciéon débil

existe e ademais é tnica.

Proposiciéon 4.18. Consideremos o espazo de Hilbert H(I), un funcional f € L*(I) e a

forma bilineal simétrica

B(u,v) = / u (t)v (t)dt + / u(t)v(t)dt = (u,v).

1 1

Enton tense que existe unha tinica solucion débil u € H'(I) ao problema .

Demostracion. A forma bilineal B é trivialmente continua e coerciva por tratarse do pro-
duto interno. Ademais, o funcional
F:HYI) -

R
v—>/lfv

é continuo, pois:

IF(o)] = \ [

Deste xeito, atopamonos en condiciéns de aplicar o Teorema de Lax-Milgram e obtemos

= (u,v) 21y < | fll2pllvllz2y < Cllvll, Yo € HY(T).

que u existe e ademais é tnica. O
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Problema de Neumann non homoxéneo

Consideremos por tltimo nesta seccién o problema de Neumann non homoxéneo:

a0 Fult) = f(6) enT=(0,1), f € I2(D),
(4.9)
uw(0)=a,u' (1) =8 a,feR

Tendo en conta o problema anterior, se escollemos o espazo H!(I) e aplicamos o teorema de

Lax-Milgram & mesma forma bilineal

B(u,v) = / o (B0 ()t + / w(t)o(t)dt = (u, v),

1 1

mais elixindo neste caso o funcional continuo
F:HY ) =R

v — /va —av(0) + pu(1)

o problema queda resolto.

4.2.2. Resolucion de problemas de ecuacions en derivadas parciais

O teorema de Lax-Milgram emprégase para garantir a existencia e unicidade de soluciéon de
ecuaciéns en derivadas parciais.
Consideremos entén a ecuacion de Poisson, xa que esta ecuacion de gran importancia en areas
como a Inxenieria ou a Fisica, foi a que levou ao matemaético Sergei Sobolev a definir o espazo
H(Q).

Ecuacién de Poisson con condiciéns de fronteira de Dirichlet

Consideremos entonces el problema:

Vu=—f en )
(4.10)
u=20 en I' = 00

Transformamos o noso problema nunho variacional.

Multiplicando por unha funcién test v € H(I), temos que

—vVu = fu.
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—/UVudQ:/fde.
Q Q

A Primeira Identidade de Green afirma que:

Integrando agora obtemos que

/(UVU + Vu - Vo)dQ = / v@df,
o) T 8’0
pero como v = 0 sobre I', o lado dereito da igualdad antilase e quédanos que
/(vVu + Vu - Vu)dQ = 0.
Q

Deste xeito, obtemos finalmente que

/Vu-Vde:—/vVudQ:/fde.
Q Q Q

Consideremos a forma

B(u,v) = / Vu - VodS2
Q
e o funcional

F(v) = /Q FodoQ.

O noso problema rediicese entéon a atopar v € H}(Q) a cal cumpre que B(u,v) = F(v) Vv €
H} (). Para funcions v € H}(Q) que se anulan na fronteira tense que [vllz2qry = O e pola

Desigualdade de Poincaré temos
2 2 2 2
[0ll71 ) < CTllVVllT2i) = CiB(v, v).
Asi, B ¢ fortemente coerciva con constante § = C~1/2. Ademais, o funcional F' é continuo xa que

IF(v)] = ‘/ﬂf

Podemos concluir, polo teorema de Lax-Milgram, que o problema [£.10] ten solucién tnica.

< 2@ vz @) < Iz lvlla @)-
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