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Resumen

Este trabajo se centra en los teoremas de Tonelli y Fubini dentro del contexto de los espacios
de medida. Primero, se explican conceptos relacionados con los espacios de medida, como se
generan las medidas, y la medida producto, que serviran para entender mejor estos teoremas.
Luego, se analizan las secciones de conjuntos y funciones, ademas de algunas definiciones y lemas
necesarios para poder presentar una demostracion detallada de los teoremas de Tonelli y Fubini
en diferentes tipos de espacios de medida. Finalmente, se discute el ejemplo especifico de los

teoremas en el espacio (RN , Ln, my), mostrando su utilidad en este espacio de medida concreto.

Abstract

This work focuses on Tonelli and Fubini’s theorems within the context of measure spaces.
First, it explains concepts related to measure spaces, how measures are generated, and the
product measure, which will help in better understanding these theorems. Then, it analyzes
the sections of sets and functions, along with some necessary definitions and lemmas to provide
a detailed proof of Tonelli and Fubini’s theorems in different types of measure spaces. Finally, it
discusses the specific example of these theorems in the space (RY, £y, my), demonstrating their

utility in this particular measure space.






Introduccion

En este trabajo trataremos de explorar en profundidad los teoremas de Tonelli y Fubini
precedidos de un breve preambulo. Comenzaremos explicando el concepto de espacio de medida,
para lo que serd necesario incluir la definicién de medida y de o-algebra. Ademas, se presenta
algin ejemplo que facilitara la comprension de estos conceptos. Este primer capitulo seré la base

para los siguientes.

Con todo esto ya aclarado, nos centraremos en los espacios de medida producto. En este
capitulo, por tanto, definiremos formalmente la medida producto y sus propiedades. Ademas,

sera clave para poder extender los teoremas de Tonelli y Fubini.

En el ultimo capitulo, comenzaremos definiendo algin lema necesario para poder enunciar
y demostrar los Teoremas de Tonelli y Fubini, como puede ser el principio de Cavalieri, que
explica como integrando la medida de las secciones de un conjunto, podemos obtener la medida
de éste. Posteriormente abordaremos los Teoremas de Tonelli y Fubini en distintos espacios de
medida. Primero en espacios de medida producto arbitrarios; después en espacios de medida pro-
ducto completados y terminaremos abordédndolos en un espacio de medida producto completado

concreto, el espacio de medida (RY, Ly, my).

IX
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Capitulo 1

Espacios de medida

1.1. Conceptos basicos sobre espacios de medida

Se presentan primero los conceptos mas basicos de los espacios de medida.

Definiciéon 1.1. Dado un conjunto X no vacio, A* C P(X) es una o-algebra si se cumple:

1. 0, X Cc A* .
2. Si E € A*, entonces, £ = X \ F € A*.
3. Si {Ep}tnen C A", entonces, |J,, .y En € A"
Definicién 1.2. Dado un conjunto X y una o-algebra en X, al par formado por (X,.4*) lo

llamaremos espacio medible.

En la siguiente proposiciéon enunciamos algunas propiedades de la o-dlgebra de los espacios
medibles. Podemos encontrar la demostracion de estas propiedades en [4, 1.2.5. Comentarios
sobre la definicion 1.2.2.]

Proposicion 1.3. Sea (X, A*) un espacio medible, entonces:

1. Dados Ey, para k =1,...,n, un conjunto finito de elementos de la o-dlgebra, se tiene que

Up_q Ex € A*.
2. Dados Ey, paran € N, un conjunto de elementos de A*, entonces (,cn En € A*.
3. Dados Ey, para k =1,...,n, un conjunto de elementos de A*, entonces (\j_, Ey € A*.

4. Dados dos elementos E, F € A*, se tiene que E\ F € A*.

1
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Ahora que tenemos la definiciéon de un espacio medible, veamos un ejemplo para aclararlo.

Ejemplo 1.4. (N, P(N)) Vamos a considerar el espacio de los nimeros naturales N y como o-
algebra, consideramos todos los subconjuntos de N desde el conjunto vacio () hasta el conjunto

N mismo. Este conjunto es P(N). Veamos que la coleccion P(N) es una o-algebra:

Por definicion del conjunto P(N) ya tenemos la primera propiedad:
e P(N) y NeP(N).

Sabemos que si el conjunto E esta en P(N), también lo estarda el complementario por seguir
siendo un subconjunto de N:

E°=N\ A4 e PN).

Por tanto, solo nos queda ver si es cerrado bajo uniones numerables de subconjuntos de P(N):
Si {Ep}nen es una coleccion numerable de elementos de P(N), entonces la unién de todos esos

conjuntos también pertenece a P(N), ya que esta union sigue estando contenida en N:

U En e P(N).
neN
Por lo tanto, el par (N,P(N)) es un espacio medible donde N es el conjunto de los nameros

naturales y P(N) es su o-algebra de todos los subconjuntos.

Podemos ilustrarlo con un ejemplo muy sencillo que facilita ver que esto se cumple para todos

los subconjuntos de N). Supongamos que tenemos los siguientes subconjuntos de N:
A=1{1,3,5}, B=1{2,4,6}

que son elementos de P(N). Ademas, la union de Ay Bes AUB = {1,2,3,4,5,6}, que claramente
es un subconjunto de N, por lo tanto esta en P(N). El complemento de A con respecto a N es

A°=N\A4=1{0,2,4,6,7,8,9,...}, que también es un subconjunto de N, y por lo tanto esta en
P(N).

El ultimo elemento necesario para formar un espacio de medida, es precisamente la medida,

que requiere la explicacién del concepto de recta real extendida antes de ser definida.

Definiciéon 1.5 (Recta real extendida). Denotaremos por R o, simplemente por [—oo, 0], al

espacio que se obtiene a partir de la recta real R anadiendo los elementos +0co y —o0.

En analisis, a menudo encontramos funciones cuyos limites tienden a infinito, ya sea positivo
o negativo. Al extender la recta real para incluir +00 y —o0, se proporciona un "lugar"bien
definido para estos limites. Otra de las razones viene motivada por el hecho de que con frecuencia

consideraremos el supremo de un conjunto de nimeros reales, ya que en la recta real si un
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conjunto de ntimeros reales no esta acotado superiormente/inferiormente no podemos asignarle
un supremo/infimo finito y con la recta real extendida podemos definir como +00 0 —oo el

supremo o infimo de un conjunto que no esté acotado.

Ya podemos definir una medida:
Definicién 1.6. Si A* es un o-algebra de subconjuntos de un conjunto X, entonces una medida
en A* es una funcién p con imagen en la recta real extendida y definida en A* tal que:

1. u(®) =o0.

2. u(E) > 0 para todo E € A*.

3. Si {Ey}nen es cualquier secuencia de conjuntos disjunta en .A*, entonces

K (U En) = ZN(En)
neN neN

Ahora que ya definimos una medida, ya estamos en disposicién de definir espacio de medida.

Definiciéon 1.7 (Espacio de Medida). Dada una o-algebra A* en X y una medida p en A*,

diremos que el triple (X, A*, u) es un espacio de medida.

Veamos algunas de las utilidades de los espacios de medida. Los espacios de medida sirven pa-
ra definir la integracion de funciones, como pueden ser la integracion de Lebesgue, empleando el
espacio de medida de Lebesgue en RY, definido mas adelante tal que (RN JLN,mpy), u otros espa-
cios de medida; y aunque no esté directamente relacionado con este trabajo, también sirven para
definir y manipular conceptos como la probabilidad, ya que el espacio de medida proporciona una
base para definir la probabilidad de que ocurra un suceso. Se considera esta probabilidad como
la medida sobre dicho espacio de medida y debe ser no negativa y obviamente la probabilidad o

medida total del espacio de la muestra sumar 1.

Un espacio de medida puede ser finito, o-finito o incluso ninguna de las dos. Definamos los

conceptos de espacio de medida finito y o-finito:

Definicién 1.8 (Espacio de medida finito). Decimos que un espacio de medida (X, A%, u) es
finito si p(X) < oo.

Definiciéon 1.9 (Espacio de medida o-finito). Decimos que un espacio de medida (X, A*, u) es
o-finito si IH{ A, : n € N} C A* tal que Vn € N, u(4,) <ocoy Upoy 4n = X.
Veamos algtin ejemplo de espacio de medida o-finito para entenderlo mejor.

Ejemplo 1.10. Consideremos el espacio de medida (R, B(R),m), donde:
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= R es el conjunto de los nimeros reales.

» B(R) es la o-algebra de Borel en R, es decir, la o-4lgebra generada por los conjuntos abiertos
en R. Esta o-élgebra esta definida en [2, 14.3 Definition|.

= m es la medida de Lebesgue en R.
Este espacio de medida es o-finito porque R puede ser escrito como una unién numerable de
intervalos [n,n+1), cada uno con medida de Lebesgue finita igual a 1. Esto nos ayuda a ver que,

aunque un conjunto como R tiene medida infinita, puede ser descompuesto en partes manejables

(con medida finita), lo que es una caracteristica clave de los espacios de medida o-finitos.

Como dijimos, también cabe la posibilidad de que el espacio de medida no sea ni finito ni
o-finito. Podemos verlo en este sencillo ejemplo: sea X un conjunto no vacio cualquiera y sea A*

el o-dlgebra de todos los subconjuntos de X. Definamos i sobre A* mediante:
u(@) =0, w(E)=4oc0siE #0.
Aunque no es una medida muy interesante, vemos que g no es finita ni o-finita.

Antes de mencionar el concepto de espacio de medida completo, veamos algunas propiedades
basicas (pero fundamentales) més de un espacio de medida. El teorema siguiente establece algunas

de estas propiedades, que encontramos demostradas en |2, Lemma 3.3| y [2, Lemma 3.4]

Teorema 1.11. Dado un espacio de medida (X, A*, 1), se tendrd que:

~

. Si E,F € A* son tales que E C F, entonces u(E) < p(F).
2. Si E,F € A* son tales que E C F' y u(E) < oo, entonces u(F \ E) = u(F) — u(E).

3. St E,F € A" son dos conjuntos cualesquiera, entonces w(E U F) < u(E) + u(F). En

particular, dada {E}}_; C A* una coleccion finita de conjuntos, entonces:

n n

> uteo < (U ).

k=1 k=1
4. Si{E,}neny C A" con E, C Ept1, Yn € N, entonces:

H (U En) = JLIIQOM(ETL)
neN

5. Si{Fy}nen C A* con Fypq1 C F, Vn €N, y u(Fy) < 400, entonces:

2 (ﬂ Fn> = JLIISOM(Fn)

neN
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Definamos ahora un espacio de medida completo:

Definiciéon 1.12. Dado un espacio de medida (X, .4*, i), diremos que es completo si cualquier

subconjunto de un conjunto medible de medida nula es medible.

Un espacio de medida puede tener o no la propiedad de completitud y podemos ver un ejemplo

que aclare un poco més esta propiedad.

Ejemplo 1.13. La medida de Lebesgue es completa en la o-4lgebra de los subconjuntos Lebesgue-
medibles de R; no obstante, no es completa en la o-algebra de Borel, ya que, por ejemplo, el
conjunto ternario de Cantor, C, es un boreliano con medida de Lebesgue nula, como se puede

ver en [4, Notas 2.5.3]. Pero no todos los subconjuntos de C' son borelianos.

Un espacio de medida, aunque no sea completo, podemos completarlo a través del siguiente
teorema. Después de enunciar y demostrar el teorema de completitud encontrado en [3, Theorem

2.4.8], también hablaremos de la importancia de estos espacios de medida completos.

Teorema 1.14 (Teorema de completitud). Sea (X, A*, u) un espacio de medida. Eziste un

espacio de medida (X, Ao, po) tal que

1. A* C Ay,
2. u=po en A*,
3. Ae Ay & A= BUE, donde B € A* y E C D para algin D € A* que satisface u(D) = 0,

4. st A€ Ay, no(A) =0, y S C A, entonces S € Ay y pno(S) =0.
Demostracion. Dividiremos la demostracion en cuatro partes.

1. Antes de ver que Aj es una o-dlgebra, que sera el objetivo de este apartado, vemos que con
la definicién de un A € Ag definida en ‘3’ obtenemos ‘1’ . A* C Ag, ya que dado A € A*
tenemos A = AU(. Ya tenemos ‘1’. Ahora veamos que Ay, definido por ‘3’, es una o-algebra.
Dado {An}nen € Ag tenemos que |, ey An = Upen(Bn U En) = U, eny Brn U Upen Bn con
Unen Bn € A*, ya que A* es una o-algebra. Claramente, |, ey En € Upeny Pn ¥ Upen Dn €
A*, ya que D,, € A* y A* es una o -algebra; ademas, pu({J,cy Dn) < D oney i(Dy) =0, ya
que siendo (X, .A*, ) un espacio de medida, para {Dp, }peny € A* tenemos que p(lJ,, Dn) <
> oory (Dy) . En consecuencia, Ag esta cerrado bajo uniones numerables. Necesitamos
también () € Ag, lo cual es muy claro y por tanto solo nos falta ver que A € Agy cuando
A € Ay. Observa que A° = B°N E¢ = (B°N D U (DN E°N B¢, donde BN D¢ € A*,
DNE‘NB°CDe A y u(D) =0. Asi, A° € Aj por la definicion de Ay dada en "3".

Por lo tanto, Ag es una o-algebra, que es lo que buscabamos.
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2. Veamos si u = pg en A*. Con la notacién que tenemos en ‘3’, es decir, A = BUFE, definimos
to(A) = u(B), con lo que ya tendriamos ‘2’. Lo que nos falta es ver si g, esta bien definida.
Tomando A = By U E1 = By U F3 nos basta ver u(By) = u(Bs), y esto es sencillo ya que
By € BoUFEs C BoUDs y también By C ByUFE) C B1UDq, lo que por definicién de p nos
lleva a u(B1) < pu(Ba2), y p(B2) < p(Bi). Por tanto concluimos que pg estd bien definida,
y que p = po en A*.

3. Ahora veamos que g es una medida. Tenemos que obviamente po(0) = 0, y que po > 0
por la segunda parte. Nos falta ver que si {Ap}nen C Ag tal que A; N A;j =0 con i # j
entonces o (Up—y An) = Y poy o(Ay) para ello consideremos A, = By, U E,, como des-
cribimos en ‘3’. Entonces o (e An) = po (Up—y Bn) U (Upey En)) = (U~ Bn) =
S m(Br) = D07 po(Ay), donde la segunda igualdad se da por no aportar (J,~ | E,
nada a la medida (los FE, son de medida nula), y porque ademéas vimos en el anterior

apartado que p = pg en A*. Por tanto, ya lo tendriamos concluido.

4. Por ultimo, demostramos que si A € Ay, po(A) =0y S C A, entonces S € Ay y po(S) = 0.
Supongamos que pg(A) = 0 para un A € A* y S C A. Una vez que ya hemos visto que
(X, Ao, 110) es un espacio de medida, consideramos S = 0 U (AN S), con ANS C Dy
sabemos que (D) = 0. Por lo tanto, S € Ay y po(S) = p(0) = 0 por el apartado 2.

O

El teorema que acabamos de ver nos lleva de una medida definida en una o-algebra de
conjuntos a una medida definida en una o-algebra de conjuntos también, pero mas grande, sin

perder propiedades como la monotonia o la o-aditividad.

Para terminar este apartado vamos a incluir alguna definicién y teorema que necesitaremos

en apartados siguientes, ya que serdn mencionados y utilizados en bastantes ocasiones.

Empecemos con los conceptos de funcién medible y de funcion simple medible, para poder

definir la integral de Lebesgue para éstas.
Definiciéon 1.15. (Funcion medible). Sea £ € A*y f: E — R, diremos que f es medible en FE,
si:
{reE: f(x)>a} e A" VYaecR.
Definiciéon 1.16. (Funcion simple medible). Dado un elemento E € A*, se dice que una funcion

s : E — R es una funcion simple medible si existen: {Ej}}_, C A* tales que E;NE; =0, 1 # j,
U1 Bx = E'y {ai}}—; C R, tales que:

s(x) = Z arX g, ().
k=1
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Ademés de estas definiciones, vamos a enunciar el teorema de aproximacién de funciones
medibles por funciones simples medibles, el cual nos dice que siempre es posible aproximar una
funcién medible no negativa por una sucesiéon monéotona creciente de funciones simples medibles.
Este teorema sera necesario para demostrar los teoremas de Tonelli y Fubini y estd demostado

en [4, Teorema 1.4.2]. Veamoslo:

Teorema 1.17 (Aproximacion de funciones medibles). Sean E € ¥ y f : E — R, una fun-
cion medible no negativa. Entonces existe una sucesion {sy}nen de funciones simples medibles

definidas sobre E tales que:

1. {sp}nen converge puntualmente a f en E.
2. 0 < sp(x) < spt1(x) < f(x), para todo x € E y para todo n € N.
Ya estamos en disposicion de definir la integral de Lebesgue . La definiremos para una funcién

simple medible, para una funciéon medible no negativa y por tltimo para una funcién medible
definida en R.

Definicion 1.18 (Integral de Lebesgue de una funcion simple medible no negativa ). Si s es

una funcién simple, medible no negativa, definimos la integral de s con respecto a pu como el

/SdM = apu(Ey).

k=1

numero real extendido

Empleamos la convenciéon de que 0 - (+00) = 0.

Definiciéon 1.19 (Integral de Lebesgue de una funciéon medible no negativa). Sea una funcion

f: X — [0,00] medible, definimos su integral tal que:

frueo ()

siendo s : X — R simple, medible, no negativa, con 0 < s(z) < f(z),Vz € X € [0, o]

Definiciéon 1.20 (Funcién Lebesgue integrable). Dada una funciéon f : X — R medible, diremos
que es Lebesgue integrable si se verifica que tanto las partes positiva como negativa f, f~ de f

tienen integrales finitas con respecto a p. En este caso, definimos la integral de f con respecto a

[tan=[sran- [ 1 an
/Efdu=/Ef+du—/Ef—du.

{4 como

Si E pertenece a X, definimos
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Vamos a incluir también el enunciado de dos teoremas interesantes demostrados en |2, Theo-
rem 4.6] y en |2, Theorem 5.6|, que también nos seran utiles en varias demostraciones de secciones

siguientes.
Teorema 1.21 (Teorema de la convergencia monétona). Sean f, : X — [0,00], n € N, funciones
medibles no negativas tales que:

v fo(z) < fuyi(x) para todo n € N y para todo x € X.

v limy, o0 fu(x) = f(z), para todo v € X, con f : X — [0,00] una funcion medible no

negativa.

Entonces:

/fdu— h'm/fndu.
X n—oo X

Teorema 1.22 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea { fn}nen una sucesion
de funciones medibles que converge casi en todo punto a una funcion medible f de valores reales.

Si existe una funcion integrable g tal que |f,| < g para todo n € N, entonces f es integrable y
/fdu = lim /fndu.
n—oo

1.2. Generacion de medidas

Para llegar a definir el concepto de espacio de medida producto, primero es necesario gene-

ralizar algunas ideas de espacios de medida.

Sera necesario definir el concepto de algebra de conjuntos que sera de importancia ya no solo
en este capitulo, sino que tambien en los siguientes, pero también definiremos el concepto de
semialgebra de conjuntos que es similar al de algebra y sera tutil en el siguiente capitulo sobre el

producto de medida.
Definiciéon 1.23 (Semialgebra de conjuntos). Dada una familia de conjuntos R C P(X), se dice
que R es una semiélgebra de conjuntos si cumple las siguientes condiciones:

= () y X son elementos de R.

= Paratodo A,B€e R, ANB € R.

» Paratodo A€ R, X\ A= U;'L:1 A;, para algin conjunto {Ai,...,A,} C R de elementos

disjuntos.
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Definicién 1.24 (Algebra de conjuntos). Decimos que una familia A de subconjuntos de un

conjunto X es un algebra si se cumple que:

= () y X pertenecen a A.
» Si F pertenece a A, entonces su complemento X \ E también pertenece a A.

» Si Ey,..., E, pertenecen a A, entonces su union | J; ; E; también pertenece a A.

Observacion: Podemos considerar como parte de la definicién o consecuencia de ella que
si By, ..., Ey, pertenecen a A entonces (i, E; € A. Esto se deduce de las leyes de Morgan y

utilizando el punto 2 y 3 de la definicién de algebra de conjuntos.

Ahora veamos la definicién de medida sobre un algebra de conjuntos en lugar de una o-

algebra, que realmente es muy similar.

Definiciéon 1.25. Dado un algebra de conjuntos A C P(X), diremos que una aplicacion pu :

A — R es una medida si:

1. u(®) =o0.
2. u(F) > 0 para todo E € A.

3. Si {En}nen C A es una coleccion de conjuntos disjuntos de A tal que |J,cn En € A,
entonces i (U, ey Bn) = D nen 4(En).

Definiciéon 1.26. Sea A C P(X) un algebra de conjuntos y u una medida definida sobre .A.

Definimos la medida exterior asociada a u como sigue:
u*:BeP(X)— p*(B) eR,

donde:
(*(B) = inf {Z p(An) : B C | An, {An}nen C A} .

neN neN

La medida exterior definida ahora (referida a cualquier medida p definida sobre un &lgebra
de conjuntos) puede no ser numerablemente aditiva. Esta propiedad quiere decir que cualquier
coleccion numerable {E,, },en de conjuntos disjuntos dos a dos (es decir, E; N E; = () para todo
i # j), cumple que la medida del conjunto unién es igual a la suma de las medidas de todos los
conjuntos individualmente:

w* <I\J<Eh> ::EE:;ﬁ(Eh).
neN neN

Veamos que al restringir la medida exterior a cierta coleccién de conjuntos, conocida como la

coleccion de conjuntos de Carathéodory, la medida exterior se convierte en una medida.



10 1. Espacios de medida

Definicién 1.27 (Condicion de Caratheodory). Sea p una medida definida sobre un algebra
de conjuntos A, y p* la medida exterior asociada. Diremos que un conjunto £ C X cumple la

condicion de Carathéodory si:

pr(A) = (ANE) +p"(A\E), VACX.

Denotaremos A* al conjunto de todos los subconjuntos de X que cumplen esta condicion. Es
decir,

A" ={EC X : " (A)=p*"(ANE)+u*(A\ E),VA C X}

Siguiendo esto, tenemos el teorema de extensiéon de Caratheodory que nos dice que una
medida p definida en un algebra A puede ser extendida a una medida p* en un o-algebra A*
que contiene a A. La o-algebra A*, que es precisamente la que hemos obtenido anteriormente, es
completa. Se ha utilizado la siguiente bibliografia para abordar este teorema: |1, Theorem 1.3.6]
y |2, Theorem 9.7]

Teorema 1.28 (Teorema de extension de Caratheodory). Sea p una medida definida sobre un
dlgebra de conjuntos A y p* la medida exterior asociada. Se tendrd que el conjunto A* es una

o-dlgebra que contiene a A. Ademds, la restriccion de p* a A* es una medida.

Demostracion. Primero, demostraremos que el conjunto que forman todos los conjuntos que

cumplen la condicién de Carathéodory seré una o-algebra.

» Recordamos la condicién de Carathéodory, pu*(A) = p*(ANE) + p*(ANES) VACX .

Considerando £ = X y F = (), vemos que cumplen ambos esta condicion:
pi(A) = p (AN X) + p* (AN X) = p*(A) + p* (0) = " (A).

pr(A) = p (AND) + p* (AND%) = (D) + 17 (A) = p*(A).

Ahora veremos que si F € A*, entonces E¢ pertenece a A*. En efecto
pw(A)=p* (ANE)+ " (AN E°),VA C X.
Por tanto, para E°€, tenemos
(A =p (ANE°) + " (ANE),YACX,

lo que nos lleva a que E¢ € A*.
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Por altimo, suponiendo que { £}, C A* sean disjuntos dos a dos, necesitamos demostrar
que Upo Ex, € A*. Es decir,

pHA) = pr(An [ Ew) + e (An (U B,
k=1 k=1

Vamos a ver antes, para poder llegar ahi, que dado F, F € A*, se tiene que ENF € A*.
Sean E, F € A*, por un lado tenemos

W (A) = 1*(AN B) + p* (AN E)

y por el otro que
WANE)=p (ANENF)+pu (ANENF°).

Ahora, juntéandolas:
pr(A) =p (ANENFE)+p (ANENF®) + p* (AN E°). (1)

Si tomamos el conjunto AN (E N F°) en la condicion de Carathéodory asociado a E € A:
P AN(ENE)) = (AN(ENF)NE)+p* (AN(ENF)NE°)
=p (ANF°NE)+ u (AN E°). (2)

donde la ultima igualdad se deduce por propiedades de conjuntos. Si sustituimos (2) en

(1):
pH(A) = p (AN (ENF)) + p (AN (ENF))

y puesto que A es arbitrario, EN F € A*.

Recordamos que tenemos que ver para Ey, Fj, C A disjuntos dos a dos implica que:

UEccA
k=1
y ademas que:
AN E) =D w (AN E)
k=1 k=1

Por lo visto antes de que E N F € A*, sabemos que EF U F' € A*. Esto nos ayudara ahora

a ver para n = 2 la afirmacion que dijimos de p*:
n n
p AN By =D p(ANEy)
k=1 k=1

Dado A arbitrario, si consideramos AN (F U F) en la condicion de Carathéodory asociada
abe A"

PAN(EUF)) = (AN(EUF)NE)+ " (AN(EUF)NES) = p* (ANE)+pu*(ANF)
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y ya lo tenemos demostrado para n = 2.
Por induccién, lo tendriamos demostrado para cualquier n.
Veamos, ahora si, que dados E C A*, tendremos |J, . Ex € A*

Sabemos que | J,_, By € A*, n € N por el apartado anterior. Dado A C R" arbitrario

u*(A)=u*(Aﬂ((U Ek)»w* (Am (U Ek) )
k=1 k=1
OAm (Eg))) + p* (Am( ))

k=1
=Y p(ANEg) +u* (Am (U Ek> )
k=1

Obviamente |J;_; Ex € Upen Er, vy por tanto AN (Up—y Ex)¢ € AN (Ugen k) con lo cual

||C:

HE(A) 2 Y (AN B + 0 (Am (U Ek) )
k=1

keN

También tendremos simplemente tomando limite cuando n — oo

WA 2 AN B (Am (U Ek> )
k=1

keN

Por tanto, ya llegamos a que p*(A) > p* (AN (Upen Ex))) + 1 (AN (Upen Ex)©)-

Como la otra desigualdad es clara, llegamos a que |J,cy Er cumple la condiciéon de Ca-
rathéodory y asi, Upey Ex € A* (conjunto de todos los subconjuntos que cumplen Ca-
rathéodory) es una o-algebra. Ahora nos falta ver que p* restringida a A* es una me-
dida. Con esta desigualdad: p*(A) > Y02, p* (A N Ey) + p* (AN (Upen Er)) v esta:

1 (A) > (AN ((Upen Bx))) + 1% (AN (Upen Ex)©) nos llegard para demostrarlo (son
desigualdades obtenidas en la otra parte de esta demostracion).

» Veamos que p* es o-aditiva. Consideremos {Ej }reny C A* disjuntos dos a dos y considere-

mos | Jp—; Ex. Si tomamos A = [J;~; Ej en las desigualdades enunciadas justo encima.

W (U B =) wi (B,
k=1 k=1



1.2. Generacion de medidas 13

esto es:

o oo

7 (Un) = Swm
k=1 k=1

Las otras dos propiedades necesarias de la medida exterior para ser una medida sobre A*

se cumplen trivialmente (u*(A) > 0 para todo A € A* y la medida exterior de p*(0) es 0).
Por tanto, tenemos ya totalmente demostrado el teorema de extensiéon de Caratheodory. OJ

Veamos ahora otro teorema interesante que restringe la medida a ser o-finita. En este caso,

existird una unica extension de p a A*. Antes vamos a ver un ejemplo en el que p no sea tnica.

Ejemplo 1.29. Consideremos la medida de contar, que nos sera util también en ejemplos pos-

teriores. Vamos a definirla: sea la funcion de conjunto p : P(X) — [0, oo] definida por:

card(A4) si A es finito
n(A) = . '
00 si A es no finito
donde card(A) es el niimero de elementos que tiene A, a esta funcion la llamaremos la medida de
contar. Esta medida es o-finita si y solo si X es un conjunto numerable. Consideramos X = R,

y concluimos que p no es o-finita, ya que

o
B{ X, nen C P(X), de manera que X = U Xn vy wuw(Xp) <oo VneN.
n=1
Teorema 1.30 (Teorema de extension de Hahn). Supongamos que p es una medida o-finita en

un dlgebra A. Entonces existe una extension iunica de p a una medida en A*.

Demostracion. Ya vimos enunciando el teorema de extension de Caratheodory que p* define una
medida en A* sin suponer que p sea una medida o-finita. Ahora veamos la unicidad de ésta. Sea
v una medida en A* que coincide con p en A. Primero, supongamos que p es finita y, por lo

tanto, también u* y v son medidas finitas.

» En este caso v(X) = u(X) porque, por definicién, v y u coinciden en todos los conjuntos
de A, incluido el conjunto completo X. Sea E cualquier conjunto en A* y sea { ), }nen una
secuencia en A tal que E C |J,,cyy En- Dado que v es una medida y coincide con p en A,

tenemos
o

v(E) <v (U En> <> v(E)) =) u(Ey).

n=1 n=1 =1



14 1. Espacios de medida

Por lo tanto, v(E) < p*(F) para cualquier E € A* por la definicion de medida exterior
en una algebra de conjuntos. Concluimos que p*(E) = v(E) para todo E € A*, gracias a
la propiedad de aditividad de p* y v. En efecto, u*(E) + p*(X \ E) = p*(X) = v(X) =
v(E)+v(X \ E) y como los términos en el lado derecho son finitos y no mayores que los
términos correspondientes en el lado izquierdo, ya tenemos la igualdad. Esto establece la

unicidad cuando p es una medida finita.

» Supongamos ahora que p es o-finita y sea {F),}2°, una secuencia creciente de conjuntos
en A con p(F,) < +ooy X = ;2| F,. Del parrafo anterior, p*(ENF,) = v(ENF') para
cada E € A*. Por lo tanto,

p(E) = lim p*(ENF,) = lim v(ENF,) =v(E),

n—oo n—o0

por lo que p* y v coinciden en A*.

O

Para terminar este apartado, vamos a hablar del espacio de medida de Lebesgue, ya que a
partir del siguiente capitulo sera utilizado con més frecuencia. En concreto, nos referiremos al
espacio de medida de Lebesgue en RY. Vamos a definir su medida exterior, pero en la definicion
hay algtn término que puede generar confusion, como puede ser el de celda de RY. Nos referiremos

a una celda con la notacion I.

Definicién 1.31. Una celda I en RY se puede expresar como el producto cartesiano de n
intervalos (a;,b;) con a; y b; pertenecientes a R. Estos intervalos pueden ser cerrados, abiertos o

semiabiertos.

En cuanto a ) ;2 I(I)), esto representa la suma de las longitudes (o &reas, o volimenes) de
una coleccion infinita de celdas I. Por tanto, {(I) denota la longitud (o medida) de la celda Ij.

Ahora ya podemos definir la medida exterior de un subconjunto de RY.

Definicién 1.32. (Medida Exterior de un Subconjunto de RY) Dado E C RY, definimos la

medida exterior de E, m*(E), como:

m*(E) = inf < I(Iy) : E C U Ii;, con I, una celda de RN, Vk € N) .
k=1 k=1

Esta medida exterior claramente tendra todas las propiedades generales que dimos a una
medida exterior general. Veamos ahora cémo llegamos al espacio de medida de Lebesgue a partir

de esta medida exterior.
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Definiciéon 1.33. (Condicion de Carathéodory)

Sea m* la medida exterior definida sobre los subconjuntos de RY. Diremos que un conjunto

E c RY cumple la condiciéon de Carathéodory si:

m*(A) =m*(ANE)+m*(ANE°), VYAcCRY.

Llamamos al conjunto de todos los subconjuntos que cumplen la condicién anterior, la o-
algebra de Lebesgue, L. Se puede ver con el teorema de extension de Caratheodory, que demos-
tramos para un caso general en este capitulo, que Ly es una o-algebra. Ademas, la restricciéon
de la medida exterior (dada anteriormente) a la o-algebra de Lebesgue es una medida sobre Ly,

la medida de Lebesgue.
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1. Espacios de medida




Capitulo 2

Medida producto

La medida producto surge al querer extender el concepto de medida de dos espacios de medida
(X, Xx, p1z) e (Y, Xy, uy) al espacio producto X x Y. A partir de ahora utilizaremos Xx y Xy
para referirnos a la o-algebra de los conjuntos arbitrarios X e Y; y ux y puy para referirnos a

las medidas definidas sobre ¥ x y Xy.

A continuacién, definiremos el concepto de rectangulo medible, elemento imprescindible para

la construccion del espacio de medida producto.

Definiciéon 2.1 (Rectangulo medible). Si (X, Yx,ux) y (Y, Xy, py) son espacios de medida,
entonces un conjunto de la forma A x B con A € ¥x y B € Xy se llama un rectangulo medible,

o simplemente un rectdngulo, en Z = X x Y.

El conjunto de rectangulos medibles es una semialgebra de conjuntos. Lo vemos en la siguiente
proposicion:
Proposicion 2.2. Dados (X, Xx, ux) y (Y, Xy, uy) dos espacios medibles, se tendrd que:

R={AxB:Ae¥x,BeXy}CP(XxY)

es una semidlgebra de conjuntos.

Demostracion. Vamos a probar que cumple las tres condiciones de la definicién de semialgebra.
Por un lado, veamos que el conjunto () y el conjunto Z = X x Y estan en R. El conjunto vacio
puede ser expresado como () = () X (), y teniendo () € Xx y 0 € Xy, ya llegamos a que ) x ) € R.
Es decir, el conjunto vacio estd en R. Facilmente vemos también que el conjunto Z = X x Y
estden R. Z = X XY es el producto cartesiano de X e Y y como X € X x y Y € Xy, tenemos

que X XY € R. Por lo tanto, el conjunto X x Y esta en R. Veamos ahora que R es cerrada para

17
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las intersecciones finitas de elementos de R. Sean (A; x Bi), (Aa x B2) € R, se tendra que:
(A1 X Bl) N (A2 X B2> = (Al N Ag) X (Bl N BQ) € R.

Nos queda ver que para todo E = Ax B € R, Z\ E = U?Zl E;, para algin conjunto
{E1,...,E,} C R de elementos disjuntos. Esto se cumple, ya que dado un elemento (Ax B) € R,

Z\(AXB)=((X\A4)xB)U(Ax (Y \B))U((X\A)x(Y\B)),
con lo cual, el complementario de un elemento de R se puede expresar como la unién finita de
elementos de R. Ya tenemos entonces que R es una semialgebra de conjuntosen Z = X xY. [
A partir de esta semiélgebra de conjuntos podemos generar un algebra de conjuntos, que
seria sencillamente la coleccion de todas las uniones finitas de estos rectdngulos A x B.
Lema 2.3. La coleccion de todas las uniones finitas de rectingulos {A x B: A€ Xx,B € Yy}

es un dlgebra de conjuntos de Z = X x Y. Denotaremos esta coleccion como Xz, .

Demostracion. Primero, obviamente () y Z = X x Y son elementos del conjunto X z,. También
es facil ver que Xz, es cerrado para las intersecciones finitas de elementos de Xz,. Si tomamos

(A1 X By), (A2 x Bg) € Xz, llegamos a que:
(Al X Bl) N (A2 X Bg) = (A1 ﬂAg) X (Bl ﬂBg) € ZZO

Solo nos falta ver que el complementario de un elemento de Xz, es un elemento de ¥z,. Sea
(A X B) eX Zo»

Z\(AxB)=((X\A4) x B)U(Ax (Y \B)U(X\A)x(Y\B))

Es decir, el complementario de un elemento de ¥z, se puede expresar como la unién finita de
rectangulos {A x B: A € Xx,B € Yy} y sabemos que la union finita de estos elementos esta
en Yz, precisamente por como definimos ¥ z,. Por tanto, ya tenemos demostrado que Xz, es un

algebra de subconjuntos de Z. O

Ahora vamos a definir la medida producto sobre ¥z, .

Definicion 2.4 (Medida producto sobre ¥Xz,). Dado un rectangulo medible A x B € X x Y,

definimos su medida producto de la siguiente forma:
mo(A x B) = ux(A) - py(B), A€X,BeY

donde estamos asumiendo la convencion de que 0 - (£o0) = 0.
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Veamos a través del siguiente teorema que siempre se va a poder definir la medida 7y de la

definicién 2.4 en los subconjuntos del algebra ¥z,

Este teorema nos permite también definir la integral de funciones en espacios producto que
serd necesario mas adelante para definir los teoremas de Tonelli y Fubini. Nos hemos apoyado

en [2, Theorem 10.4] para demostrarlo.

Teorema 2.5 (Medida producto sobre ¥ z,). Si (X, Xx, tz) v (Y, Ey, p1y) son espacios medibles,

entonces existe una medida Ty definida en el dlgebra de conjuntos ¥z, tal que
mo(A x B) = px (A)py (B)

para todo A € ¥x y B € Xy.

Demostracion. Supongamos que el rectangulo A x B es la unién disjunta de una secuencia

(Aj x Bj) de rectangulos; asi
XaxB(T,y) = xa() Z Xa5(x) x xB;(y)

para todo x € X, y € Y. Manteniendo fijo x, integramos con respecto a y, aplicamos el Teorema

de Convergencia Mondtona y la definicién de funciéon simple medible, para obtener

Xa(@)py (B) =Y xa,nv(B
j=1

Veamos como llegar a esa igualdad paso a paso: sabemos por la definicion de funcién simple

medible que
xa@) iy (B) = xa(x) / x5 () dy

y es claro que

xa(z) / xB(y)dpy = / xA(x)xs(y)duy

Tenemos ya definida la igualdad xa(z) - xp(y) = Z;’il X4, () X xB,(y) y por tanto
/ZXA ©)XB,dpy = / ( lim ZXA )X, )dpy

Esta igualdad viene de ser xa,(7) >0y xp; > 0.

Ahora aplicando el teorema de convergencia mondtona en la primera igualdad de las tres

siguientes, tenemos

/ Jim ZXA z)xp,)dpy = lim / ZXA )X, dpy
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=t Y [ @) diy = 3 xa, @y (B)
=1 j=1

Ahora, integramos en x con respecto a la medida px y aplicamos de nuevo el Teorema de

Convergencia Mondtona para llegar a
px (A)py (B) = px(Aj)py (B;)
j=1

Para terminar, sea E/ € Y z,, que se pueda expresar como una unién numerable de elementos de

Yz, definimos su medida producto:

o o) [ee]

m(E) =m0 | J(A4) x Bj) | = mo(4jxB;)) = 7o(Ax B) = px (A)-py (B) = Y px(Aj)-py (Bj).
j=1 j=1 j=1

Por tanto, por lo visto en el parrafo anterior, my esta bien definida y es numerablemente aditiva

en Yz, y asi concluimos, que tenemos una medida definida sobre el élgebra de conjuntos ¥z, .
O

Definicién 2.6 (o-algebra producto). Si (X, Xx, pa) , (Y, Xy, py) son espacios de medida, defi-
nimos >z = Y, X Yy como la o-algebra de subconjuntos de Z = X x Y generada por el algebra

de conjuntos ¥z,. Esta o-algebra sera la menor que contiene a los rectangulos medibles.

En el siguiente teorema veremos la extensiéon de mp a una o-algebra que contiene a Xz, .
Ademaés como Xz estd contenida en cualquier o-algebra que contenga a ¥z, la extension de m

esté bien definida para la o-algebra producto.

Teorema 2.7. (Extension de la medida producto). Consideremos (X, Xx,pux) , (Y, Xy, puy)
como dos espacios de medida. Entonces, existe una medida 7 definida en la o-dlgebra producto

Yy =Xx X Xy tal que:

ﬁ(AXB):Mx(A)-;Ly(B), VA € Yx,VB € Yy.

Si los espacios de medida son o-finitos, la medida © que satisface la propiedad anterior es
unica.
Demostracion. La existencia es una consecuencia del teorema de extension de Carathéodory, y
la unicidad estéd determinada por el teorema de extensiéon de Hahn. Si alguno de los espacios

involucrados no es o-finito, la extensién no es necesariamente es tnica. O

Veamos un ejemplo en el que precisamente uno de los espacios de medida no sea o-finito.
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Ejemplo 2.8. Consideremos dos espacios de medida (X, ¥ x, pux) e (Y, Xy, puy ), donde uno de

ellos no es o-finito. Tomemos Y como un espacio de medida no o-finito.

» (R,B(R), ux), donde B(R) es la o-algebra de Borel y px es la medida de Lebesgue, que es

o-finita.

» (R,P(R),uy), donde P(R) es el conjunto de todas las partes de R), y uy es la medida de

contar, que ya hemos definido en el capitulo anterior.

Usando el teorema de extensiéon de la medida producto, existe 7 una medida en la o-algebra
generada por B(R) x P(R). Sin embargo, debido a que py no es o-finita, la extension de 7 no es
Unica, ya que ya vimos que esta medida es o-finita si y solamente si X es un conjunto numerable,

pero R no es numerable.

A pesar de cumplirse que si (X, Xx, px)y (Y, Xy, uy) son o-finitos, entonces 7 es una medida
o-finita en la o-algebra ¥, (al igual que ocurre en espacios de medida no producto), no es tan
sencillo con la propiedad de completitud, ya que no esté garantizada para el espacio de medida
producto atun siendo los dos espacios de medida completos. Se ve en la siguiente proposicién, la

cual se enuncia en |3, Proposition 3.7.1]:

Proposicion 2.9. Sean (X, %X,, nx) y (Y, Xy, py) espacios de medida. Si (X, X, pux) y (Y, Zy, py)

son espacios de medida completos y o-finitos, entonces (Z, Xz, ) no es necesariamente completo.

Veamos un ejemplo de dos espacios de medida completos que generan un espacio de medida

producto que no es completo.

Ejemplo 2.10. Vamos a tomar (X,Xx,ux) = (R,£,m) e (Y, Xy, uy) = (R, £, m). Es decir,
ambos son el espacio de medida de Lebesgue, el cual sabemos que es completo (esta demostrado
en [1, Proposition 1.5.2]). Consideremos entonces el espacio de medida producto (R, L,m) x
(R, L, m). Consideramos A = {0} x R € ¥. Este conjunto tiene m(A) = 0- oo = 0. Si ahora
tomamos un conjunto B = {0} x V), siendo V el conjunto de Vitali, que es un conjunto no medible
en el espacio de medida (R, £, m) (se demuestra que no es medible en |2, Theorem 17.6]), vemos
que B ¢ Yz por no ser medible una de sus secciones (veremos esta implicacion en un lema un
poco més adelante). Ademéas B C A, por tanto el espacio de medida producto mencionado, NO

es completo.

Aunque estemos en la medida producto, seguimos teniendo un modo de extender el espacio
de medida a otro espacio de medida completo. También se haré a través del teorema de extension
de Caratheodory, que como ya vimos para un espacio de medida que no es producto, este teorema

ya nos da la extension a un espacio de medida completo. Vemos que el algebra de conjuntos A
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mencionado en el teorema de extension de Caratheodory para una medida u se corresponde con
Y 7,, ¥ la medida p con la medida 7y definida en el teorema de medida producto. Por lo tanto,
podemos extender la medida 7y a una medida 7* definida en una o-algebra, que no tiene que
ser igual a ¥z (puede ser mas grande) y que contiene a X z,. Lo que hay que destacar es que el
espacio de medida (Z, E}O,W*) es completo y en cambio si hablamos de la o-algebra producto

Yz C X7, el espacio de medida resultante (Z,%z7,m) no tiene por qué ser completo.

Dado que X7 es la o-algebra mas pequena que contiene a X z,, como ya dijimos, cualquier
conjunto en Xz estard también en X7 . Esto es porque X7 no solo contiene a Xz, sino también
todos los conjuntos que son necesarios para completar la o-dlgebra bajo la medida exterior,

incluyendo aquellos en X z.

Ahora vamos a pasar al concepto de seccién de un conjunto que nos hara falta para relacionar

la integracién con respecto a una medida producto y la integracién iterada.

Definiciéon 2.11 (Seccién de un conjunto). Si E es un subconjunto de Z = X xY y z € X,
entonces la seccion en = de F es el conjunto E, = {y € Y : (z,y) € E}. De manera similar, si

y € Y, entonces la seccion en y de E es el conjunto EY = {x € X : (z,y) € E}.

Siguiendo la definicién, veamos este lema sobre las secciones de un conjunto, cuyo enunciado

y demostracion podemos encontrar en |1, Lemma 5.1.2] :

Lema 2.12. Sean (X, Xx,ux) vy (Y, Xy, ny) espacios de medida, se tendrd que:

= 51 E € Xy, entonces cada seccion E, pertenece a Xy y cada seccion EY pertenece a Xx.

Demostracion. Supongamos que x pertenece a X. Definamos F como la coleccién de todos los
subconjuntos E de Z tales que E, pertenece a Yy y veamos que es una o-algebra. F contiene
todos los rectangulos A x B donde A € ¥x y B € Yy, ya que la seccion (A x B), es Bsixz € A
y 0 si & ¢ A. Tambien tenemos X x Y = Z € F porque (X xY), =Y € Xy. Nos queda ver
que si E € F, implica que E¢ € F. Esto se cumple porque (E¢), = (E;)¢. Por ultimo, si {E,}

es una sucesion de conjuntos en F, entonces

(U En)> = |J(En)a-
n=1 z

n=1

y por tanto también es cerrado para las uniones numerables. Ya queda comprobado que F es

una o-algebra.

Puesto que F incluye todos los rectangulos A x B y ¥z es la menor o-algebra generada por
estos rectangulos, se sigue que Xz C F Por lo tanto, si F € Yz, entonces E, € Yy. Con un

argumento similar mostrarfamos que EY € ¥x. O
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Gracias a la idea de seccién y de este lema, podemos descomponer un conjunto medible F, en
el espacio producto X x Y (con X espacio medible cuya medida asociada es pux y con Y espacio

medible con py como medida asociada), en A x B conjuntos medibles, (A C X y BCY).

Esto lo hacemos de la siguiente forma:

B=JEx )= ({2} x E)
yey reX
Vimos en el lema anterior que las secciones de un conjunto son medibles, por tanto, cada conjunto
EY x {y} es un conjunto medible en X x Y, y cada conjunto {x} x E, es un conjunto medible en
X x Y. Con E descompuesto en los anteriores conjuntos medibles, podemos integrar funciones
sobre F a través de integrales mas simples al tener dividido el dominio de integracién en partes

més manejables, que es justamente la idea de la integracion iterada.

Para terminar este apartado, es interesante comentar un concepto que notaremos en el si-
guiente apartado al enunciar y demostrar los teoremas de Tonelli y Fubini. Hasta ahora, y en
la primera parte del siguiente capitulo, trabajamos en espacios de medida arbitrarios, ya que
no habria apenas diferencias con lo que podriamos decir en el caso de trabajar en los espa-
cios (R™, A*, i), y realmente hay una diferencia importante de trabajar en espacios de medida

arbitrarios a hacerlo en R™ y se explicaré en el siguiente capitulo.

Ya vimos que si (X, YXx,pux) y (Y, Xy, uy) son espacios de medida arbitrarios y queremos
relacionar las integrales de funciones definidas en X x Y con integrales de funciones definidas en
los espacios factores, X e Y, resulta necesario introducir en X x Y una colecciéon de conjuntos
medibles que tengan cierta relacién con los conjuntos medibles en X y en Y, es decir, requiere
construir una o-algebra de subconjuntos de X x Y, bien relacionada con las o-algebras X x y
Yy, lo que lleva a introducir la o-algebra producto. Claramente necesitamos también disponer
de una medida en X X Y que tenga ciertas relaciones con las medidas ux y py originales. Toda
esta construcciéon previa, vista en este apartado, no seria necesaria en el marco de los espacios
RY pues en cada uno de los RY ya tenemos una estructura de espacio de medida, sea cual sea

la dimensién del espacio en cuestién.

Mas adelante, veremos los teoremas de Tonelli y Fubini en el caso particular de este marco

de los espacios RV ademas de verlos en los espacios de medida arbitrarios.
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2. Medida producto




Capitulo 3
Teoremas de Fubini y Tonelli

Los teoremas de Fubini y Tonelli estdn inicialmente relacionados con la integral de Riemann,
pero tienen formulaciones més generales en el contexto de la teoria de la medida, lo que permite
su aplicacién en espacios de medida producto. Necesitaremos que estas medidas en los espacios
de medida producto sean o-finitas para que los teoremas sean aplicables, y en el caso del teorema

de Fubini, que la funcién F : Z = X x Y — R sea integrable en el sentido de Lebesgue.

Atn siendo necesaria la integrabilidad de Lebesgue de la funcién F' para aplicar el teorema
de Fubini, vamos a ver estos teoremas recientemente mencionados para espacios de medida arbi-
trarios. Esto es posible ya que las definiciones y propiedades como la medibilidad e integrabilidad
son generales (visto en el primero de los capitulos) y no se restringen a una medida concreta,

como podria ser la de Lebesgue.

Antes de nada, vamos a entender lo que son las aplicaciones secciones de f (secciones de una
funcion). Después, sera necesario hacer mencion a algunas definiciones, y enunciar y demostrar
algtin lema como el principio de Cavalieri para poder llegar a los teoremas de Tonelli y Fubini

en el espacio de medida producto.

Supongamos pues, que f : I = [a,b] x [c,d] € R? — R es una funcién continua y no negativa
en el rectangulo I, en cuyo caso, la integral [ ;1 [ (que consideramos una integral de Riemann),

nos daré el volumen bajo la gréifica de f.

Para cada x en el intervalo horizontal [a, b] consideremos la funcion f, : y € [¢,d] — f(z,y) =:
f=(y). La continuidad de f en I, nos dice que las funciones f, asi definidas son continuas y, por lo
tanto, integrables en el intervalo [c, d]. Si zg € [a, b], podemos interpretar la integral fcd fzo(y) dy

tal que nos da el 4rea de la seccién vertical de la region bajo la grafica de fy,.

Supongamos que el conjunto de descontinuidades de una funcion f en el segmento [a, b] X [¢, d],

sea xq X [¢, d] de forma que fy,, es discontinua en todo punto de [c, d]. En esta situacion, la integral
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de la funcién correspondiente f,(y) sobre [c,d], es decir,

/c )y

carece de sentido en términos de una integral de Riemann convencional. Sin embargo, siempre

tiene sentido hablar de las integrales inferior y superior de la funcion fy, sobre el intervalo [c, d].

Este inicio de la explicacién de cémo aplicar el método de Riemann para integrales dobles nos
sirve para entender bien la utilidad de las secciones (concretamente secciones de una funcion),
que facilitan el célculo de estas integrales dobles. Vamos a definir formalmente secciéon de una

funcion:

Definiciéon 3.1 (Secciéon de una funciéon). Sean f: Z — Ry x € X, definimos la secciéon con

respecto a x de f como la siguiente funcion:

fmier%fx(y):f(xay)eR'
Anélogamente, dado y € Y, definimos la seccién con respecto a y de f como la siguiente funcion:
ffrxeX — fY ) = f(z,y) €R.

(recordar: (Z,¥ 7, 7) es el espacio de medida producto)

Los conceptos de seccién de un conjunto y secciéon de una funcién son realmente similares,
y vemos que tenemos el mismo lema sobre la medibilidad, tanto para la seccién de una funcién
como para la seccion de un conjunto. Al igual que para el caso de la secciéon de un conjunto,

podemos encontrar este lema en |1, Lemma 5.1.2].

Lema 3.2. Sean (X,Yx,ux) y (Y, Xy, uy) espacios de medida, se tendrd que:

» Sif:Z — R es medible en (Z,%7), entonces fr: Y — R y f¥: X — R son medibles en,
respectivamente, (Y, 2y ) y (X, Xx).

Demostracion. Este lema se sigue del lema 2.12 y de las identidades siguientes:
(f2) 1 (D) = (f7H(D))e
(f)~HD) = (FH(D))

Para cualquier conjunto medible D, el conjunto de preimagenes bajo f, v fY es medible, debido
a que las preimagenes de f lo son. Esto asegura que f, es Yy-medible y f¥ es X x-medible.
En efecto, como f es ¥z-medible, la preimagen f~!(D) de cualquier conjunto medible D es un
conjunto en la o-algebra ¥z, es decir, también es medible. Por el lema 2.12, tenemos que cada

seccion (f~1(D)), pertenece a Yy y cada seccion (f~1(D))Y pertenece a Y.

Por lo tanto, (f;)~'(D) es medible en Ly y (f¥)~1(D) es medible en ¥ x. O
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3.1. Teoremas de Tonelli y Fubini en espacios de medida producto

arbitrarios

El teorema de Tonelli no se aplica directamente en la integral de Riemann, pero en cambio
el teorema de Fubini, tiene aplicaciones similares para integrales de Riemann y para espacios de
medida producto. Si, por ejemplo, hablamos de estos teoremas para la integral Riemann y para
el espacio de medida de producto de Lebesgue, habra muchas funciones para las que podremos
aplicar los teoremas para el espacio de medida producto de Lebesgue, y también aplicarlos en
Riemann. Ocurrird en muchas ocasiones, cuando la funcién sobre la que lo aplicamos sea Riemann

integrable y a la vez Lebesgue integrable.

Para llegar a demostrar estos teoremas para espacios de medida producto necesitamos, como
ya mencionamos anteriormente, demostrar el principio de Cavalieri para espacios de medida pro-
ducto. Nos hace falta definir el concepto de clase mondtona, que seré utilizado en la demostracion

de dicho principio.

Definiciéon 3.3. Una clase mondtona es una coleccion no vacia de conjuntos M € P(X) que

satisface las siguientes condiciones:

» Si {A,}nen es una sucesion creciente de conjuntos en M, (A, C A, 1 para todo n € N),

entonces la unién de esta sucesion estéd en M:
{An}neny € M tal que, Vn e N A, C Ay = U A, € M.
neN

» Si{B),}nen es una sucesion decreciente de conjuntos en M, (B,, D Bj41 para todo n € N),

entonces la interseccién de esta sucesién estd en M:

{Bn}nen € M tal que, ¥n € N, B, 2 Bojy = [ | Bn € M.
neN

Es facil demostrar que si A es una coleccién no vacia de subconjuntos de un conjunto A*,
entonces la o-algebra A* generada por A contiene a la clase monétona M generada por A.

Vedmoslo como ejercicio:

Ejercicio 3.4. Demuestra que una o-dlgebra es una clase mondtona. Ademds, dado A C P(X),
siempre es posible encontrar la menor clase mondtona que contiene a los elementos de A (clase
mondtona generada por A). En particular, la clase mondtona generada por A estd contenida en

la o-dlgebra generada por A.

Demostracion. Primero vamos a ver que una o-algebra es una clase monétona y después que la
clase monétona generada por A esta contenida en la o-dlgebra generada por A. Una o-algebra

A* por definicién cumple con:



28 3. Teoremas de Fubini y Tonelli

1. Si E € A*, entonces E€ € A*.

2. Si {Ep}nen € A*, entonces | J,, oy En € A"

Para demostrar que A* también es una clase mondtona, consideremos:

Una sucesion {Ep }neny € A* mondtona creciente (E,, C F, 11 para todo n). Por la propiedad

de las o-algebras: | J,, oy En € A"

Ahora consideremos una sucesion {F, }neny € A* monotona decreciente (F,, O F, 41 para
todo n). Consideremos los conjuntos G,, = F} \ Fj,, que forman una sucesiéon monétona creciente

(G, € Gpy1). Por la propiedad de las o-algebras:

UG.=UEN\F) =R\ () Fed,

neN neN neN

y tomando el complemento: (), .y I € A"

Ahora veamos la menor clase monoétona que contiene a A, y para ello consideramos la inter-
seccion de todas las clases monotonas que contienen a A. Denotemos esta clase mondtona por
M(A). La interseccion de clases mondtonas que contienen a A es no vacia, porque P(X) es una
clase monotona que contiene a A. Por lo tanto, M(A) es no vacia y es una clase monotona. Es
facil ver también que M(A) es la menor clase mon6tona que contiene a A porque se define como
la intersecciéon de todas las clases mondtonas que contienen a A. Sélo nos falta ver la relacion
con la o-dlgebra generada por A y como cualquier o-algebra es una clase mondtona, la o-dlgebra
generada por A también contiene a M(A). Por lo tanto, M(A) esta contenida en la menor

o-algebra generada por A.

Otro detalle importante para demostrar el principio de Cavalieri es que si A es un &lgebra,

entonces A* = M. Esto se denomina como lema de la clase mondtona.
Lema 3.5. (Lema clase mondtona). Si A es un dlgebra de conjuntos, entonces la o-dlgebra A*

generada por A coincide con la clase mondtona M generada por A.

Demostracion. Sabemos que M C A*. Por tanto, veamos ahora que también se tiene que A* C
M. Esta ultima afirmacion quedard demostrada si comprobamos que M es una og-algebra de

conjuntos, ya que A* es la menor o-algebra que contiene a Ay M C A*. Sea E € M, definimos:

M(E)={FeM:E\F,ENF,F\E €M} C M.
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Evidentemente (), E € M(E), ademéas, M(FE) es una clase monoétona. Veamoslo: supongamos que
{Fy }nen es una secuencia creciente de conjuntos en M(E) y que cada F,, € M(E). Queremos
demostrar que |J,2 , F, € M(E).

Sea F = J;2 | Fy,queremos probar que E\ F, ENF,y F\ E estan en M, ya que asi

llegarfamos a que ;2 | F), estd en M(E).

E\F=E\|JF.,=)(E\Fy.
n=1 n=1

Claramente {F \ F,},en es una secuencia decreciente de conjuntos en M y M es una clase
monotona, (),,cy(E\Fp) € M. Veamos ahora que teniendo ENF = ENJ;_ | F, = U, en(ENE,),
y como {F N F,} es una secuencia creciente de conjuntos en M, llegamos a que ENF € M. En
cuanto a F'\ E, con un procedimiento similar llegamos a la misma conclusion. Ahora suponiendo
que {Gy, }nen es una secuencia decreciente de conjuntos en M(FE) con cada G, € M(E), llegamos
de una forma muy similar a que ()2, G, € M(E). Con esto ya tendriamos probado que M(E)
es una clase montétona. A esto que probamos , le sumamos que se cumple que F' € M(E) si y
solamente si £ € M(F'). Si E € A, entonces, es claro que A C M(FE), puesto que A genera M.
Ahora bien, como M es la menor clase mondtona que contiene a A, tenemos que M(E) = M,
para todo E € A. Por lo tanto, si E € Ay F € M, entonces, F' € M(E). En particular, si
E e Ay F € M, se tiene que E € M(F), de donde, A C M(F). Volviendo a emplear otra
vez el caracter minimal de M, M(F) = M, para todo F' € M. Se cumple entonces que M
es cerrada para las intersecciones finitas y complementarios relativos. Pero como X € M, sea
E € M entonces E€ esta en M. Por tanto, M es un algebra y, como también es una clase

monodtona, M es una o-algebra. O

Después de estos enunciados ya estamos en disposiciéon de enunciar y demostrar el lema del

principio de Cavalieri en espacios producto. Nos hemos apoyado en [4, Teorema 7.2.1].

Lema 3.6 (Principio de Cavalieri en espacios producto). Sean (X,Yx,pux) y (Y, 3y, uy) dos

espacios de medida o-finitos y E € ¥z = Xx X Xy. Se tendrd que, entonces, las funciones:
f(@) = py (Ez),  g(y) = px(EY)
son medibles y, ademds,

| finx=(E) = [ gdur.

Demostracion. Denotemos por M el conjunto de los elementos de 37 para los cuales la afirmacién

es cierta: e {E € Sy s n(E) = /XHY(ESL‘)d“X(x) = /YMX(Ey)dMY(y)}

y veamos que M = Y.
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Para demostrar la afirmacion anterior, es suficiente con demostrar que M es una clase mo-

noétona que contiene al algebra de conjuntos Xz, ya que, gracias al lema de la clase mondtona,

M=%z

Ahora bien, dado un rectangulo medible £ = A x B, con A € ¥x vy B € Yy, se tiene que
f(x) = py(Ez) y 9(y) = px (Ey) se pueden escribir tal que:

f(x) =xa@)uy(B) y gy)=xsy)ux(A4),

por lo tanto:

[ £ = (A (B) = [ gy
X Y

Sabemos que los elementos de Xz, se pueden escribir como unién finita de rectangulos por
definicion del algebra de conjuntos para espacios de medida producto, y juntando esto con la

linea anterior llegamos a que Xz, C M.

Ahora solo nos queda ver que M es una clase monétona, y esto serd més fécil verlo para

espacios finitos, y luego generalizarlo a espacios o-finitos.

Supongamos que pux(X) < ooy que py(Y) < oo. Necesitamos ver que la uniéon y la inter-
seccion numerable de conjuntos esta en M para llegar a que es una clase monétona. Por tanto,
comencemos por ver que esta la union. Sea {E, },eny € M con E,, C E, 41 para todo n € N, se

tendrd que:
fa(@) = py ((En,)) v gn(y) = nx((E))
son tales que:
/an dux = n(Ep) = /an dpy,

para todo n € N.

Denotemos ahora por E = | E,,, gracias al punto 4 del teorema 1.11:

neN

m(E)=m <U En> = JLH;oW(En)

neN

Como E,, C Ep41 entonces (Ep)y C (Ent1)z ¥ (En)? C (Ep41)Y. Esto también nos lleva a que

o< forr Y 90 < gnn1

entonces f,, g, son mondtonas crecientes y no negativas. Por tanto, solo nos falta ver la convergencia puntual.

Six € X, tenemos que

im fo(2) = Hm py ((En)e) = py (U (En)x> = py (Ey) = f(z)
n=1



3.1. Teoremas de Tonelli y Fubini en espacios de medida producto arbitrarios 31

ysiy €Y, tenemos que
lim_gn(y) = 9(y) = px ((EY))

n—oo
En este punto ya tenemos comprobada la convergencia puntual y por tanto se cumplen todas las

hipotesis del Teorema de Convergencia Monétona. Lo aplicamos como sigue:

[ = .ttt = [ o - i

= lim gnduy:/ lim g, d,uy:/ gduy

n—oo
Ademas es claro que lim,,_oo m(E;,) = w(E). Por tanto queda demostrado que E € M. En el caso
{Fu}tnen, Fn € M con F 1 C Fy, hay que ver que F' = (), oy Fr. Para comenzar, mencionamos
que puesto que los espacios son finitos, entonces 7(F)) < oo, y asi podemos podremos utilizar
el quinto punto del teorema 1.11, que es el que se relaciona con la interseccién numerable de
conjuntos:
E) = =1 .
m(E)=m (nrgNEn> nlggl@ 7(Ey)
Vamos ahora a demostrar que se cumplen las hipotesis del teorema de convergencia dominada
utilizando el hecho de que estamos con medidas finitas y el quinto punto del teorema 1.11

recientemente mencionado. Tomamos

fo(@) = py ((Fa)2) vy gn(y) = px ((Fn)?)

que seran mondétonas decrecientes de términos no negativos. Como las medidas son finitas, po-

demos decir
fa(@) <xe(@py (Y) vy gn(y) < px(X)xy(y)

y por tanto las funciones estan dominadas.

Tenemos que probar también la convergencia puntual. Para ello podremos aplicar la propiedad

5 del teorema 1.11. Si x € X, entonces

lim fo(z) = lm py ((Fn)e) = py (ﬂ (Fn)x> = py (Fz) = f(x)

n—o0 n—o0o
neN

Siy €Y, entonces con el mismo razonamiento
lim g, (y) = 9(y) = px((F*))
n—oo

Por ultimo, al igual que en el caso de la unién numerable de conjuntos, aplicamos el teorema

de convergencia mondtona y concluimos que

/deuxz/ygduyzﬂ(E)



32 3. Teoremas de Fubini y Tonelli

es decir, F' € M.

Terminado ya para los espacios finitos, veamos ahora lo que ocurre si los espacios de medida
son o-finitos. Si lo son, tenemos que Ay € Ay € A3 C--- C X con px(A,) <00y UpenAn =X
yque By € By C B3 C--- CY con py(Bn) < 00y U,enyBn =Y. En particular la medida
producto es o-finita, por lo que existira una sucesion de rectangulos medibles {Z, },en = {An X

By, }ren tales que:

s Zn C Zni1, para todo n € N,

» 7(Zy) < oo, para todo n € N,
L] Z == UTZEN Zn.

Sea F € Yz medible, tal que E, = EN Z, con u(E,) < oco. Como los Z, forman una
sucesion creciente en el producto, que ademés llena a todo el producto, tenemos que FE, C
E,+1 y que lim, o E, = E. Ahora, definiendo para cada E,, f,(x) = puy((En)z) , gn(y) =
px((Ep)Y) v f(x) =py(Ez), 9(y) = px(EY), podemos repetir el argumento que hicimos con
la sucesion creciente para el caso finito, con la sucesion de conjuntos {Ep }nen = {F N Zp bnen,

y tendremos entonces, usando el teorema de convergencia monoétona, lo siguiente:

/X fdpx = /X Tim fu djux = lim /Y fudpty = lim x(E,)

= lim gnduy—/ lim gndw—/ g dpy

n—oo

Este limy, o0 7(Ey) es igual a m(U, ey £n) = T(Upen(E N Zn)), aplicando la propiedad 5 del
teorema 1.11 a la sucesion {E N Z, }nen. Por tanto, |, ey En € M y en conclusion M es una

clase monétona considerando medidas o-finitas.

O

El principio de Cavalieri se usa principalmente para calcular medidas de conjuntos en espacios
producto y secciones, y a diferencia de los teoremas de Tonelli y Fubini que veremos ahora, no sirve
para intercambiar el érden de integracion de las variables. Por tanto, el Principio de Cavalieri,
aunque se relaciona con la medicién de volimenes usando secciones, no es tan general como los

teoremas como los teoremas de Tonelli y Fubini.

Visto esto, vamos a ver los teoremas de Tonelli y Fubini. Para enunciarlos y demostrarlos nos

hemos apoyado en [2, Theorem 10.9] y en [2, Theorem 10.10].

Teorema 3.7. (Teorema de Tonelli). Sean (X,YXx,pux) e (Y, Xy, py) dos espacios de medida
o-finitos y (Z,Xz,m) el espacio de medida producto. Dada F : Z = X x Y — R una funcion

medible con respecto a (Z,X7) y no negativa, entonces:
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Para todo x € X la funcion Fy :' Y — [0,00] es medible con respecto a (Y, Xy ).

Para todo y € Y la funcion FY : X — [0,00] es medible con respecto a (X,¥x).

La funcion f:x € X — f(x) = [, Fpduy € [0,00] es medible con respecto a (X,Xx).

» La funcion g:y €Y — g(y) = [y FYdux € [0,00] es medible con respecto a (Y, By ).

/ fdpx = / Fdr = / gdpy,
X Z Y
o0, lo que es lo mismo:

/X</de“Y) d”X:/ZFdWZ/YUXquX) dpuy

Demostracion. Si F' es la funcién caracteristica de un conjunto en Z, la afirmaciéon se deduce

Se cumple que:

por el principio de Cavalieri como vemos a continuaciéon: consideramos F' como la funcién carac-
teristica de un conjunto A € X x Y. Queremos demostrar que las integrales en X y Y se pueden

intercambiar.

Primero, observemos que para cualquier x € X, la funcion F,, definida como F,(y) = F(z,y),

es medible con respecto a (Y, Xy ), ya que F' es la funcién caracteristica de un conjunto.

Similarmente, para cualquier y € Y, la funcion FY, definida como FY(x) = F(z,y), es medible

con respecto a (X, Xx).

Ahora, queremos intercambiar el orden de integracion. Esto significa que queremos demostrar

que:

/X (/}/F(w,y)dﬂy> dMX:/}/</)(F(x7y)duX> duy

Para hacerlo, podemos utilizar la definicién de la funcién caracteristica y llegamos al principio

de Cavalieri para espacios producto:

/X (/YXA(at,y)d,uY> d,ux—/y</XXA(x,y)dMX> duy

Ahora demostrémoslo para una funcién simple medible. Una funcién simple medible F' puede

expresarse tal que:

Flz,y) =Y ¢ xa,(z,9)
=1
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donde ¢; son constantes y A; son conjuntos medibles.

Como la integral de una funcién simple se puede calcular como la suma de las integrales
de sus componentes, podemos separar la integral de F' en una suma de integrales de funciones

caracteristicas:

/X (/YF(az,y) dﬂY) dpx :/X (izngci/yxm(x,y) d,uy) dpx

Continuamos sacando las constantes ¢; fuera de la integral por la linealidad de esta:

gci/x </YXA1-(:vvy)duy> dux

Ahora, como vimos anteriormente, para cada 4, la funcion x4, (z,y) es medible con respecto
a (Y,Yy). Entonces, podemos aplicar el Teorema de Tonelli para funciones caraceristicas, y

podemos intercambiar el orden de integracién dentro de cada término de la suma:

Z:;C/Y (/X X (2, y) dux> dpy

Por dltimo, usamos otra vez la linealidad de la integral para combinar las integrales y llegar a:

/}/(i Cz‘/XXAi(%y) dux) dpy = /Y (/X F(z,y) dux) dpy
i=1

Por lo tanto, hemos demostrado que el Teorema de Tonelli se cumple para funciones simples
medibles. Nos queda solamente verlo para F' siendo una funcién medible no negativa, para lo
que nos apoyaremos en lo que hemos hecho hasta ahora. Por el teorema de aproximaciéon de
funciones medibles que enunciamos anteriormente, tenemos que existe una secuencia (®,) =
Y ohey QnX By, de funciones simples medibles no negativas que converge de manera monétona
creciente en Z a F', siendo oy, ,, constantes y Ej, , son conjuntos medibles. Si ¢, y ¥, se definen
por:

on(r) = /Y(%)m dpy = Zak,nuy (Ekn)e)

k=1

) = [ (Gu)y i = 3t (B,

k=1

es decir, ¢, vy ¥, medibles, mondtonas crecientes y no negativas, Vn € N, entonces por el
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Teorema de la Convergencia Mondtona estas sucesiones dadas convergen respectivamente a
f@) = [ Feduy v o) = [ Fydus

Otra aplicaciéon del Teorema de la Convergencia Mondtona implica que

/fd,uX: lim / Yndux = lim ®,, dr = lim wnduy:/gduy.
X n—oo Jx Y Y

n—o0 VA n—oo

El mismo teorema también muestra que

/Fd?T = lim d,, dr,
Z

n—oo 7

de lo cual se sigue la conclusién:

/fduX:/FdWZ/gduy
X 7 Y

O

El teorema de Tonelli es més flexible con respecto a integrales infinitas, siempre que la funcion
sea no negativa y los espacios de medida sean o-finitos. El teorema de Fubini permite funciones
que no tienen que ser no negativas, pero exige integrabilidad en el sentido de Lebesgue, y asi
garantiza que las integrales iteradas [ fdux y [y gdpy sean finitas. Esto, ademés de exigir
la o-finitud de los espacios de medida, al igual que ocurre el teorema de Tonelli. Los conjuntos
donde la funcion f : 2z € X — f(z) = [, Foduy € [0,00] y la funcion g : y € Y — g(y) =
| y FVdux € [0, 0] toman los valores infinito deben ser conjuntos de medida cero, es decir, no
aportar nada a la integraciéon en infinito, ya que en otro caso las integrales de f y de g serian

infinitas.

Teorema 3.8. (Teorema de Fubini). Sean (X,Xx,px) e (Y, Xy, uy) dos espacios de medida
o-finitos y (Z,%z,7) el espacio de medida producto. Dada F : Z = X x Y — R una funcion

Lebesgue integrable con respecto a (Z,%z,m), entonces:

= Casi para todo x € X la funcion F, : Y — R es Lebesque integrable con respecto a
(Ya EYv/JY)‘

» Casi para todo y € Y la funcion FY : X — R es Lebesque integrable con respecto a
(X7 EX)MX)

» La funcion definida en casi todo x € X por f(z) = fY F,duy € R es Lebesque integrable
con respecto a (X, X x, pix).
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» La funcion definida en casi todo y € Y por g(y) = fX FYdux € R es Lebesque integrable

con respecto a (Y, Xy, 1y ).

= Se cumple que:

/fdux—/Fdﬂ—/gduy,
X z Y
o, lo que es lo mismo:

/x</deW> dMXZ/ZFdw:/Y</XFdHX> diy

Demostracion. Sabemos que F : Z — R una funcién Lebesgue integrable con respecto a la
medida producto 7. Se tiene que, por definicién de una funciéon Lebesgue integrable [ 5 |Fldr <
00, y por tanto, su parte positiva F* y su parte negativa F'~ tienen integral finita. Ahora
aplicamos el teorema de Tonelli a estas funciones F* y F~, y como son medibles por serlo F

tenemos que:

f+($)==/£(F+)mqu» f—<m>=:/£<F—>xduy,

f@zé@Wﬂm f@zéwwwx

son medibles para todo x € X y para todo y € Y, respectivamente. Entonces, ya tenemos que

F* y F~ son medibles y tienen integral finita. Gracias a esto tltimo:

/f+dHX:/§+d,lLY:/F+d7T<OO,
X % 7z

/fdﬂX_/gduy—/Fdﬂ<oo,
X Y Z

yasi, ft,f~ € LX)y §gT,5~ € L(Y), es decir, son todas Lebesgue integrables. Por tanto,

tendremos f(z), f~(z) < ooy §T(y),§ (y) < oo excepto en conjuntos A € ¥x y B € Xy con
px(A) = py(B) = 0, para los cuales no se tiene porqué cumplir. Es decir, tenemos garantizado

que:

f+(m),f_(x) < oo, Ve e X\ A,
9 (), (y) < o0, Vy e Y\ B,

Por otro lado, es claro que:
Fp = (F+)a:_ (Fi)xv FY = (FJr)y_(Fi)yv

de donde, dado un elemento = € X \ A, tenemos garantizado que F, € L£(Y') y, dado un elemento
yeY \ B, FY € L(X). Con lo cual, las funciones

f:xEX\A%f(x):/}/deuy,



3.1. Teoremas de Tonelli y Fubini en espacios de medida producto arbitrarios 37

g:er\B%g(y)—/ FYdux,
X

estan definidas en casi todo punto de, respectivamente, X e Y. Tenemos ademéas que:

f(a) = /Y F, dpy = /Y (F*)y dy — / (F ) dpy = FHz) - F(2),

Y

o(y) = /X FVduy = /X (FHYY dpx — /X (F W dux = 5 (9) — 5~ ().

Por tanto, como ya vimos que f*, f*, g*,g~ son funciones Lebesgue integrables, f y g
también serdn funciones Lebesgue integrables al poder expresarse como combinacién lineal de

funciones integrables. Para terminar:

faux = | frdux— | fdux= [ (| (FDaduy)dux — [ ([ (F7)zdpy)dux
X X X X JY X JY

:/F+d7r—/F_d7T:/Fd7T,
Z Z Z

/YngY:/Y§+dMY_/Y§dHY:/Y(/X(F+)deX)dMY_/Y(/X(F)ydMX)d,uY
:/F+d7r—/Fd7T:/Fd7T,
z z z

y asi quedaria demostrado el teorema de Fubini. O

Un concepto interesante que obtenemos del teorema de Fubini es que, teniendo en cuenta
que requiere verificar la condicién de que f sea Lebesgue integrable en Z, si f : Z — R es una

funcién medible, entonces, cada una de las integrales:

/X</Y|f(x,y)dMY(y)> dpx (), /Y(/le(:v,yﬂdux(x)) dpy (y),

/ ()| dn(z, ),
A

es finita si, y solo si, lo son también las otras dos. Esto se deduce facilmente con ayuda del

teorema de Tonelli.

En las condiciones expuestas en estos dos teoremas, vimos que se garantiza la existencia de
las integrales iteradas (que podrian no ser finitas, en el caso del Teorema de Tonelli), pero estas
integrales podrian existir sin que exista la integral de la funcién correspondiente fen Z = X x Y.
En tal situacién, no tenemos garantizada la igualdad de estas integrales. Sin embargo, podria
darse que fuesen iguales las iteradas, aunque f no sea integrable. Veamos un ejemplo que ilustra

esto ultimo:
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Ejemplo 3.9. En este ejemplo trabajaremos con el espacio de medida producto de Lebesgue.

Consideremos el rectangulo de R%, I = [0,1] x [0,1]. Para cada n € N, sean, 7, = 1 — 2,%1 y

E, = (Tmrn-i-l) X (Tn;"'n—f—l)-

Figura 3.1: Representacion de la funcién

El conjunto E = (J;2 | E,, es un elemento de la o-algebra Ly (que serd la o-algebra del
espacio producto de Lebesgue), por ser una uni6on numerable de rectangulos bidimensionales.
Subdividamos cada rectangulo F,, en 4 subrectangulos, E,(f), 1 =1,2,3,4, como se muestra en la

siguiente figura.

Figura 3.2: Divisiéon en subrectangulos

Ademas, definimos la funcién f: R x R — R.
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. = (1 (3
ity =4 ey e BYUED,
f(x7y):: '—Eii%zjiz'—4n7 si(x,y)EEﬁw?)LJﬁﬂfx
0, otro caso.

Vamos a ver que

/ f2(y)dmi(y) =0, paratodo z € R,
R

Siz ¢ (0,1), entonces © = r, , & = rypy1 0 & = (ry + Tnt1)/2, para algin n € N, enton-

ces fp es identicamente nula en R por definiciéon de la funcién f y, siendo medible y, ademas,

Jg f2(y)dma(y) = 0.

Pero, si z no estd en las anteriores condiciones, entonces, para algin n € N, o bien z €

(rn, Lg"“) o bien = € (7r”+§"+l,rn+1>.

Vamos a llamar, al igual que pusimos en la figura, I,, = (rn, w#) vy Jp = (W#, Tn+1>-

Asi, si x € I, f. es, claramente, una funcion simple medible y tendremos, trivialmente:

/R Folw)dma () = /1 Sy + /J )y =0

Como I, y J, tienen la misma longitud exactamente, la funcién f toma valores constantes y

opuestos. Si & € Jy,, con el mismo razonamiento llegamos a que [ fo(y)dm1(y) = 0.

Asi que ya tenemos

/ fz(y)dmi(y) =0, para todo z € R,
R

/R </R fﬂ:@)dml(y)) dmy (x) = 0.

Ademas, teniendo en cuenta la simetria de comportamiento de f, respecto de las variables x e v,

/R (/R fy(ﬂ:)dml(x)> dm (y) = 0.

Por lo tanto, existen ambas integrales iteradas y coinciden, como queriamos ver.

es decir,

llegaremos a la relacion:

Vemos que, ya no es solo que no podamos concluir de esta igualdad que f sea Lebesgue

integrable en R?, sino que

/R fldma = Y

neN

/ [fldmz =) ma(E,) - 4" = oo,
En n=1

de lo que deducimos que f no es Lebesgue integrable (R?).
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De manera analoga, obtendriamos también,
/ ftdme = f dmo = .
RxR RxR

Es decir, la integral foR fdms no existe ni siquiera en sentido amplio.

Podemos también ver un ejemplo para entender mejor lo que ocurre si una de las medidas
no es o-finita, ya que, como comentamos después de demostrar el teorema de Tonelli, es una

condicién necesaria para que se cumplan los teoremas:

Ejemplo 3.10. Sea X =Y = [0, 1], ux la medida de Lebesgue en [0, 1], uy la medida de contar

en Y, y definamos f(x,y) como:

1 six=wy,
0 sixz#y.

Entonces tenemos:

/fy(x)duxz(), /fx(y)duyzl-
X Y

La primera de las integrales tiene valor 0, puesto que f(z,y) = 1 solamente en un conjunto de
medida nula para la medida de Lebesgue. En cambio, para la segunda de las integrales, como
hablamos de la medida de contar y f(x,y) = 1 en un s6lo punto, manteniendo x fijo (en el punto

x =1y), ésta es igual a 1.

/Y (/X fY () d#x) dpy =0
/. ( [ 5w dw) dux = 1

Por tanto, no se cumplen los teoremas de Tonelli y Fubini. Esto se debe a que puy no es

o-finita.

Nos surge ahora la duda si estos teoremas siguen manteniéndose en espacios de medida
completos, puesto que estos espacios de medida producto no tienen porqué serlo, a pesar de que

si sabemos que podemos completar cualquier espacio de medida producto.

Pero para poder demostrar estos teoremas en espacios producto completados, necesitamos
enunciar algin lema primero que nos ayudard en la demostracion. Este primer lema no estara
referido especificamente a espacios de medida producto. Podemos encontrarlo demostrado en [4,

Lema 1].
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Lema 3.11. Sea (X, A*, 1) un espacio de medida y (X, Ao, po) el espacio de medida completado.
Dada una funcion f : X — R medible con respecto a (X, Ag), siempre es posible encontrar una
funcion g : X — R medible con respecto a (X, A*), de forma que f(x) = g(z), para todo
x e X\ E, siendo E € A* tal que u(E) = 0.

Aunque podemos encontrar una funciéon g en A* que sea igual en casi todo punto a f (excepto
en un conjunto de medida cero), no podemos asegurar que f sea medible en A*, a menos que

(X, A*, u) sea completo. Esto ultimo es obvio, ya que en un espacio de medida completo A* = Ay.

Ahora ya volviendo a espacios de medida producto, veamos otro lema que seré indispensable

para poder demostrar los teoremas.

Lema 3.12. Sean (X, Yx,ux) e (Y, Xy, uy) dos espacios de medida completos y o-finitos, y
(Z,%7,m) el espacio de medida producto. Consideremos ahora h una funcion medible con respecto
a (Z,%7%,), tal que eziste E € Xz, con m(E) = 0, de forma que h(z,y) = 0, para todo (z,y) €
Z \ E. Entonces:

1. Casi para todo x € X, hy es medible con respecto a (Y,Xy) y hy(y) = 0, casi para todo
yey.

2. Casi para todo y € Y, h¥ es medible con respecto a (X,Xx) y h¥(x) = 0, casi para todo
zeX.

Demostracion. Por el principio de Cavalieri, tenemos lo siguiente:

0= [ (B dix = w(B) = | px(E")dy-
X Y
Esto sera clave en la demostracion.

Llamemos U al siguiente conjunto: U = {x € X : py(E;) > 0} € Xx. Ahora, vamos a
suponer que pux(U) > 0, entonces U tendria una medida positiva en X. Por tanto, hay un
subconjunto de X con medida positiva, concretamente U, donde py (E;) > 0. Entonces, como

U tiene medida positiva y puy (E;) > 0 en U:

/ py (Ez) dpx > 0.
U

Esto es una contradiccién porque hemos visto que fU pwy (Ey)dux = 0. Como U es el conjunto
de puntos z en X para los que la medida de la secciéon E, en Y es mayor que cero, claramente
six ¢ U pues uy(E;) =0 =n(E,). Es mas, dado = ¢ U, h,(y) = 0 para todo y ¢ E,. Ademas
ya vimos que para x ¢ U, E tiene medida cero en Y (uy(Ez) = 0 = w(E;)), lo que significa

que h,(y) = 0 para casi todos los y € Y. Por tanto, si escogemos un elemento = ¢ U, h, es
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igual en casi todo punto a la funcién constante cero y, puesto que ademas, el espacio de medida

(Y, Xy, ny) es completo, h, es medible con respecto a (Y, Xy ).

El segundo caso, casi para todo y € Y, hY es medible con respecto a (X,Xx) y h¥(z) = 0,

casi para todo x € X, es anélogo.

Con estos dos lemas ya tenemos gran parte del teorema de Tonelli demostrado, y por tanto
también del de Fubini. Estos dos teoremas se presentan en uno sélo con el nombre de Fubini-

Tonelli en |3, Theorem 3.7.9], pero veamoslos por separado para que sea mas facil su comprension.

Teorema 3.13 (Teorema de Tonelli en el espacio producto completado). Sean (X,Xx,ux) ¥y
(Y, Xy, py) dos espacios de medida completos y o-finitos, y (Z,%Xz, ) el espacio de medida pro-
ducto. Denotemos por (Z, E*ZO,W*) el espacio de medida producto completado. Dada una funcion

F 1 Z — [0, 00] medible con respecto a (Z,%7 ,m*), entonces:

1. Casi para todo x € X, la funcion Fy 1Y — [0,00] es medible con respecto a (Y, Xy).
2. Casi para todo y €Y, la funcion FY : X — [0, 00] es medible con respecto a (X,¥x).

8. La funcion definida en casi todo punto x € X por f(x) = [, Fpduy € [0,00] es medible
con respecto a (X,¥x).

4. La funcion definida en casi todo punto y € Y por g(y) = fX FYduyx € [0,00] es medible
con respecto a (Y, Xy).

Se cumple que:

/ fdux = / Fdn* = / gdpy,
X Z Y
o0, lo que es lo mismo:

/X</de“Y) d,UXZ/ZFdW*:/Y</XFd,uX> dpiy .

Demostracion. Dada una funciéon no negativa F : Z — R medible con respecto a (Z, ¥%,)s por
el lema 3.11, existe una funcién no negativa G : Z — R medible con respecto a (Z,Xz) y un
conjunto F € Yz, con w(E) = 0, tal que F(z,y) = G(z,y) para todo (z,y) € Z\ E. En
particular, si denotamos por H = F' — G, se tendra que H(z,y) = 0 para todo (z,y) € Z \ E.
Por el lema anterior, tenemos que casi para todo z € X, H, es medible con respecto a (Y, Xy ), y
también que casi para todo y € Y, HY es medible con respecto a (X, ¥x). Veamos primero qué

implica que H, es medible con respecto a (Y, Xy ).

Como G, es medible con respecto a (Y,Xy) para todo z € X (por serlo G), se tiene que
F, = H,+ G, es medible con respecto a (Y, Xy), casi para todo € X. Ademas, F;(y) = Gx(y),
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casi para todo y € Y. Aunque el hecho de que HY es medible con respecto a (X, X x) nos lleva con

un razonamiento anélogo a que FY es medible casi para todo y € Y. Vamos a verlo igualmente.

Como GY es medible con respecto a (X, X x) para todo y € Y, se tiene que F¥ = HY + GY es
medible con respecto a (X, Xx), casi para todo y € Y. Ademas, F¥(z) = GY(x), casi para todo
reX.

Teniendo en cuenta lo visto hasta ahora y, gracias a la aplicacién del teorema de Tonelli a la
funcion G, demostremos ahora que la funcion, definida para casi todo x € X, f(z) = fY F,duy €
[0, 00] es medible con respecto a (X, Xy ) para todo x € X y la funcion, definida para casi todo

yeY , g(y) = [y GYdux es medible con respecto a (X,Yx) para todo z € X.

La funcion f(z) = [, G, duy es medible con respecto a (X,YXx) para todo z € X. Por
tanto, sabemos que f(z) = [, Gz duy = [y Fy duy esta bien definida casi para todo z € X y
es medible con respecto a (X,YXx). En cuanto a la funcion g(y) = [ GY dux, ésta es medible
con respecto a (Y, Xy ) para todo y € Y. Con lo cual, g(y) = fX GYdux = fX FYdux esta bien
definida casi para todo y € Y, y es medible con respecto a (Y, Xy ).

Se cumple, por lo tanto, que:

[ ([ ra)ane= [ i [ ([ Fan) i

Ahora, como F(z,y) = G(x,y) para todo (z,y) € Z \ E, y ademés siendo n(E) =0y F
medible con respecto a (Z,3z), fZ Gdr* = fZ F dn*. Concluimos con que, fZ Fdr* = fZ Fdr.

Esto se debe a que el hecho de haber completado la medida 7 a 7* no modifica el valor de la

/Gdﬂ'*:/Fdﬂ'*:/FdTr.
A A Z

Es decir, ya tenemos demostrado el teorema. O

integral de F'.

Teorema 3.14 (Teorema de Fubini en el espacio producto completado). Consideremos (X, X x, pix)
e (Y, Xy, uy) dos espacios de medida o-finitos y (Z,% 7, m) el espacio de medida producto. Deno-
temos por (Z, Z*Zo,ﬂ'*) el espacio de medida producto completado. Dada una funcion F : Z — R

Lebesgue integrable con respecto a (Z, E}O,ﬂ'*), entonces:

» Casi para todo x € X la funcion F, : Y — R es Lebesque integrable con respecto a
(Y> ZYaMY)'

» Casi para todo y € Y la funcion FY : X — R es Lebesque integrable con respecto a
(X> EX)/’LX)

» La funcion definida en casi todo x € X por f(z) = fY F,duy € R es Lebesque integrable
con respecto a (X, X x, pix).
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» La funcion definida en casi todo y € Y por g(y) = fX FYdux € R es Lebesque integrable
con respecto a (Y, Xy, uy)

= Se cumple que:

/ fdpx = / Fdn™ = / gdpy
X z Y
o, lo que es lo mismo:

/X</de“Y> d“X:/ZFdW*=/Y<AquX> dpy.

Demostracion. Para demostrar el teorema de Fubini en el espacio producto completado, uti-
lizaremos el ya demostrado teorema de Tonelli para el espacio de producto completado. Esta
demostracion sera idéntica al del teorema de Fubini en espacios producto, por tener ya demos-
trado el teorema de Tonelli. Para aplicar el teorema de Tonelli a una funcién F' general (no
necesariamente no negativa), consideramos la funcion F' como una diferencia de funciones no
negativas:

F=Ft—F",

donde F* = méx{F,0} y F~ = max{—F,0}.

Dado que F es Lebesgue integrable, ya sabemos que ambas F'* y F'~ son Lebesgue integrables
y podremos aplicar el teorema de Tonelli a cada una de ellas por separado. Como son Lebesgue
integrables, seran medibles y tendran integral finita. Ademas, como F' es medible, se tendra por el
teorema de Tonelli que [, (F 1), duy , [y (F1)edpy , [x(FY)duxy [ (F~)Y dux son medibles,
y como ya dijimos, la integral de estas integrales tiene que ser finita (son Lebesgue integrables).
Por tanto, estas funciones, que denominaremos como sigue, f*(z), f~(z) y §T(y),§~ (y), seran
menores que infinito excepto en conjuntos A € ¥x y B € Xy con ux(A) = uy(B) =0, para los

cuales no se tiene porqué cumplir. Es decir, tenemos garantizado que:

Fr(@), [~ (2) < oo, Vo € X\ 4,
37 (),57(y) < oo, Yy e Y\ B,
Ademas, claramente:

Fm:(F+)m_(F_)ra Fy:(F+)y_(F_)ya

de donde, dado un elemento = € X \ A, tenemos garantizado que F, € L(Y) y, dado un elemento
y €Y\ B, FY € L(X). Con lo cual, las funciones

>~<

f::cEX\A—)f(x):/deuy,

g:yeY\B—gy) /Fydux,
X
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estdn definidas en casi todo punto de, respectivamente, X e Y. Tenemos ademas que:

f(a) = /Y F, dpy = /Y (F*)y dy — / (F ) dpy = FH@) - [ (2),

Y

o(y) = /X FY dyy = /X (FH)Y dpx — / (F ) dux = () — 5 ().

X

Por tanto, como ya vimos que f,f~,g",§~ son funciones Lebesgue integrables, f v g
también serédn funciones Lebesgue integrables, al poder expresarse como combinacion lineal de

funciones integrables. Para terminar:

fdpx = | [Tdux — [ fdux = [ (| (FD)adpy)dux — [ (| (F7)adpy)dux
X X X X JY X JY

:/F+d7r—/Fd7T:/Fd7T,
Z Z Z

/Ygduyz/yfduy—/yé‘duyZ/Y(/X(Fﬂydux)duy—/Y(/X(F_)ydux)dﬂy
—/F+d7r—/Fdn—/Fd7r,
Z Z Z

y asi quedaria demostrado el teorema de Fubini.

3.2. Teoremas de Tonelli y Fubini en (RY, Ly, my)

En esta seccion veremos los resultados particulares de los teoremas de Tonelli y Fubini, pero
en el espacio de medida de Lebesgue en RY, (RN ,Ln,mp). Lo primero que vamos a hacer
es, considerando el espacio de medida de Lebesgue en RN, que este espacio de medida es la
complecion del espacio de medida producto (RP, £, m,) por (R?, L,,mg), con p+ g = N. Esto
lo demostraremos después de enunciar un teorema que seré necesario en su demostraciéon. Su

demostracion se encuentra en [4, Teorema 2.5.2].

Vamos a utilizar F, para referirnos a uniones numerables de conjuntos cerrados, y Gs para re-
ferirnos a intersecciones numerables de conjuntos abiertos. Estos conjuntos son Borel y Lebesgue

medibles.

Teorema 3.15. Para un subconjunto E de R"™, tenemos las siquientes afirmaciones son equiva-
)

lentes:
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= F es Lebesgue medible.

» Existen conjuntos A y B, de modo que A es un Fo, BunGs, AC EC Bymy(B\A) =0.

Con este teorema, ya tenemos herramientas suficientes para demostrar que (RN LN, my)
es la complecion del espacio de medida producto de (R?, £,, m;) por (R?, L,, my). Nos hemos

apoyado en [4, Teorema 7.4.2].

Teorema 3.16 (Complecion del espacio de medida producto de Lebesgue). Sea (RY, Ly, my) el
espacio de medida de Lebesgue en RY , se tendrd que (RY, Ly, my) es la complecion del espacio

de medida producto de (RP, L,,m,) por (R?, Ly, my), conp+q=N, p,qg>1

Demostracion. Denotemos por By a la o-algebra de Borel en RY, es decir, es la menor o-algebra
que contiene a las celdas abiertas de RY. Denotemos por (RY, L, x Lg,my x my) al espacio de

medida producto de (R?, £, mp) por (R?, L,, my). Se tendra que:
BNC,CpX,CqC,CN.

En efecto, por un lado, resulta claro que las celdas abiertas de RY son elementos de la o-algebra
producto £, x L4. Por tanto, claramente By C L, x L4. Por otro lado, por el teorema que
acabamos de enunciar, sabemos que, sea un rectangulo medible ' x F' € £, x L,, se tiene que
tanto el conjunto £ x R, como el conjunto R? x F', son elementos de la o-algebra de Lebesgue
Ly en RY. En particular, £ x F = (ExRI)N(R? x F) € Ly y, puesto que todos los rectangulos

medibles de £, x L4 son elementos de Ly, se deduce que £, x L, C L.

Sea ahora F' € L, x L, C Ly, gracias al teorema anterior, existen elementos A, B € By tales
que A C E C By, ademéas, my(B \ A) = 0. Puesto que, tanto my como my, x mg, son medidas
invariantes por translaciones que toman el mismo valor en las celdas abiertas de RY, se tendra

que ambas coinciden en la o-algebra By (se demostrara en forma de ejercicio). En particular,
mpy X mg(E\ A) <mp x mg(B\ A) =mpy(B\ A) =0.
Con lo cual:
my X mg(E) = my, x mg(A) = mn(A) = my(E).

Esto es, las medidas m;, X my y my toman el mismo valor en los elementos de la o-algebra

producto £, x L,.

Veamos finalmente que (RY, Ly, my) es la complecion de (RP x RY, L, x Ly, my, X my). Para
ello, es suficiente con que demostremos que los elementos de Ly se pueden expresar como la
unién de un conjunto de £, x £, y un subconjunto de un conjunto de medida producto cero,

esto es: Ly = (£, x Ly)', siendo

(Lyx Ly) ={ECRN:E=FUH,F€L,xLy,H CHHEL,x Lymyx my(H) =0}.
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Ahora bien, dado un elemento E € Ly, gracias al teorema anterior, existen elementos A, B € By

tales que A C E' C By, ademas, my (B \ A) = 0. Por lo tanto:
E=FUH,,

donde F = A e By C Ly, xLy;yH =E\ACH=DB\A¢€ By C L, xL,, ademés
my X mg(H) = my(H) = 0, con lo cual E € (£, x L;). Por otro lado, dado un elemento
Ee (L, *xLy),

E=FUH\,FeLy,xLyH  CHHEL,xLymyxmg(H)=0,

se tiene que F' € L, x L, C Ly y H1 € Ly, ya que Hy C H, siendo H € L, x L, C Ly tal que
my X mg(H) = my(H) = 0 (recordemos que el espacio de medida (RY, Ly, my) es completo).
Conlo cual F € Ly. O

Veamos ahora la demostraciéon que nos queda pendiente de este teorema.

Ejercicio 3.17. Prueba, teniendo en cuenta que, my y my X mg son medidas invariantes por
translaciones, que my y my, X my toman el mismo valor en las celdas abiertas de RN y que por

tanto se tiene que ambas coinciden en la o-dlgebra By .

Demostracion. La invarianza por traslaciones indica que para cualquier conjunto medible A
en RY y cualquier vector v en RY, se cumple que my(A) = my(A +v) y (mp x my)(A) =
(my x mg)(A+v)

Por tanto, asegura que trasladar un conjunto no influye en su medida. La medida de Lebesgue
en RN es invariante por traslaciones, lo cual se sabe por la propia definicion de medida de

Lebesgue.

La medida producto m, x m, en RY con N = p + ¢ también es invariante por traslaciones.
Esto se debe a que trasladar el producto cartesiano de los conjuntos de un A x B por un vector

(u,v) es equivalente a trasladar A por uy B por v.

Ahora veamos que estas medidas toman el mismo valor en las celdas abiertas de RY y asi ya
tendriamos que coinciden en la o-algebra By. Sea A C RP, B C RY, sea C C RY.

Si tenemos una celda abierta en RY, C' = (ay,b1) x ... x (ay,by), su medida de Lebesgue
mpy sera:

mN(C) = (bl —al) X ... X (bN—aN)

Si ahora consideramos la medida de Lebesgue en m,, y en my en A C RP y B C R? respecti-

vamente:
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A= (al,bl) X ... X (ap,bp)

B= (ap+1,bp+1) X ... X (CLN,bN)

Tendremos:
mp(A) = (bl — al) X ... X (bp —ap)

mg(B) = (bp+1 — ap+1) X ... x (bv — an)
Si ahora consideramos C' = A x B, veamos a qué es igual (m, x mgq)(C):
(mp x mg)(C) =mp(A) x mg(B) = (b1 —a1) x ... x (by —ap) X (bpp1 —apt1) X ... x (by —an)

que precisamente es my(C). Por tanto, ya sabemos que coinciden en las celdas abiertas de Ry
como la o-algebra de Borel BY es la menor o-algebra que contiene a las celdas abiertas de RY,

podemos decir que coinciden my y m, x my en esta o-algebra. O

Ahora que ya vimos que (RY, Ly, my) es la complecion de (RP x R%, L, x Ly,m, X my),
podemos aplicar los teoremas de Tonelli y Fubini que hemos demostrado para un espacio producto
completado (Z, X ) en este caso concreto. Es (}RN ,Ln,mp) el espacio de medida producto

completado.

De todas formas, podemos enunciarlos y demostrarlos concretamente para el espacio de me-
dida de Lebesgue, .

Teorema 3.18 (Teorema de Tonelli en (RY, Ly, my)). Sea f : RN — [0,00] una aplicacion
L-medible. Se cumple:

al) Para casi todos x € RP, respecto de my,, fy es Lq-medible.

a2) Para casi todos y € RY, respecto de mq, f, es L,-medible.

b1) La aplicacion ¢ : & — [p, fodmy definida c.t.p.(my) de RP, es L,-medible.

b2) La aplicacion  : y — [p, fYdm,, definida c.t.p.(mgq) de RY, es L,-medible.

c) fRN fdmy = pr pdmy, = qu P dmyg es decir:

L tamanyen = [ ([ angm) an = [ ([ o am) an,o.

Demostracion. Sea f : RN — [0,00] una aplicacién £y-medible. Probaremos las afirmaciones
relativas a las secciones por = € RP| de los apartados: al), bl) y la primera igualdad de ¢), siendo

similares las pruebas relativas a las secciones por y € RY.



3.2. Teoremas de Tonelli y Fubini en (RY, Ly, my) 49

Realizaremos la prueba gradualmente, empezando por el caso de las funciones caracteristicas

de los conjuntos medibles.

= Sif=xp F C RN, hay que tener en cuenta que: E C N = xE es Ly-medible.
Ademas, para casi todo x € RP, E, € L, y por tanto, para casi todo x € RP, xg, es

L4-medible. Por lo tanto, casi todas las funciones secciones de f = xg son medibles.

» Observemos ahora que la afirmacion del apartado bl) equivale a la afirmacion de que la
aplicacion ¢ : z € RP — ¢(x) = my(E,) (definida c.t.p.(m,) de R?) es L,-medible, ya que

Jra fodmg = [y XE, dmq = me(E,). Por ultimo, vamos a probar la igualdad

/RN f(z,y)dmy(z,y) = /Rp ( y fz(y) qu(y)> dmyy(z)

del apartado c). Vamos a deducirlo:

- fRN f($7y) dmN(:Bay) = IRN XE dmN(iﬂ,y) = mN(E)
- pr (qu f2(y) qu(y)) dmp(@ = pr (f]Rq XE, (¥) qu(y)) dmp(x) = pr mq(Ecc) dmp(@

Concluimos con el principio de Cavalieri que se cumple la igualdad, ya que:

my(E) = mq(Ez) dmy(x)
RP

Por tanto el teorema es vélido para funciones caracteristicas de conjuntos medibles.

= Si ahora suponemos que f es una funcién medible, simple y no negativa, es decir f =
o ¢iXE (x,y) donde ¢; > 0 son constantes y E; C R” son conjuntos medibles, entonces,
la parte previa en la que lo probamos para funciones caracteristicas de conjuntos medibles,

junto con la linealidad de la integral, completaran la prueba.

= Finalmente, si f : RY — [0,00] es una aplicacion £y-medible, entonces existe una suce-
siéon de funciones medibles, simples y no negativas {s., }men, que es monétona creciente y
converge puntualmente a f en RY. Tendremos entonces que, para cada x € RP, la suce-
sion {(Sm)z tmen de las secciones por z, es una sucesion mondtona creciente que converge

puntualmente a la seccién en f, en R".

Ademas, siendo s,, funciones medibles, simples y no negativas, tenemos, por los visto
antes, que cada s,,, es Ls-medible para casi todo x € RP. Por tanto, para cada m € N, el
conjunto N,,, = {x € RP : s, , no es medible} es un conjunto de medida nula. Por lo tanto,
si N = U ey
para los x € N, siendo N un conjunto de medida nula por ser una unién numerable de los

Ny, las secciones f, serdn Lebesgue medibles en RY, salvo, posiblemente,

conjuntos NN, de medida nula. Por lo tanto, se cumple el apartado al) para las funciones

medibles no negativas.
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Vamos a probar ahora bl). Si, para cada m € N consideramos la funcion definida ¢,, :

RP — [0, 00, c.t.p. (myp) de RP por:

©m () :/ S,z dMyg
Ra

tendremos, por lo visto en la etapa previa, que por ser s,, una funcién simple medible y

no negativa, que ¢, es medible y:

/ smdmN:/ gpmdmp:/ (/ S qu> dmy,.
RN RP RP R4

Como la sucesion {¢m, fmen es también monotona creciente, aplicando el Teorema de la

convergencia monoétona tendremos que, para casi todo x € RP:

lim ¢, (z) = lim Sm, dMg = / lim s, dmg = / fzdmg = p(z)
Ra R R4

m—00 m—00 g M—00
de lo que deducimos que ¢ es medible.

Por tanto, solo nos falta probar c¢). Aplicando de nuevo el Teorema de la convergencia

mondétona a la sucesion {¢m, bmen tendremos, finalmente:

N M—0o0 m—oo JpN m—r00

= lim gpmdmp:/ cpdmp:/ < [z qu> dmy,.
m—o0 Jpp RP RP Ra

/ fdmpy :/ lim s,,dmy = lim Smdmpy = lim (/ Sm,z dmyg) dmy,
RN R Rr JR4

Para concluir, veamos el teorema de Fubini.

Teorema 3.19 (Teorema de Fubini en (RY, Ly, my)). Sea f : RY — R una aplicacion de

LY(RN), es decir, Lebesgue integrable en RN .

Se cumple:

al) Para casi todos los x € RP, respecto de my, f, es de LY(RY).
a2) Para casi todos los y € RY, respecto de my, f¥ es de L'(RP).

b1) La aplicacion ¢, definida casi en todo punto (c.t.p.) de RP, es de L} (RP):

px)= [ flx,y)dmy(y).
R4

b2) La aplicacion 1, definida c.t.p. de RY, es de L1 (RY):

Y(y) = | flx,y)dmy(z).

RP
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/ fdmN—/ gadmp—/ P dmyg,
RN RP R4
es decir,

[ remansea = [ ([ rwan) i@ = [ ([ e ) an,o.

Demostracion. Sea f € LY(RY) y pongamos
f=r—r.

Como sabemos, tendremos f*, f~ € L1(RY) y, ademas,

/RNfdmN:/RNﬁdmN—/RNf—dmN.

Observando que, para x € R? y para y € R?, se cumple, respectivamente, f, = (f1), — (f7 )z =
(fo) T =)=y =) = (=7 = ()

Si juntamos el teorema de Tonelli con el hecho de que f y f~ sean Lebesgue integrables y

9

no negativas, entonces tenemos las igualdades

/ f+dmN:/gp+dmp:/@Z)+qu
RN p q

f_dmN:/cp_dmp:/w_qu.
P q

Estas implican que ¢, o~ y 97,1~ son, también, Lebesgue integrables. Por tanto, quiere decir

RN
que:

» o7, son finitas en c.t.p.(m,) de RP

= )t 4~ son finitas en c.t.p.(m,) de R?

Sabiendo esto, como

o@) = [ fuly) dmyly) = / S () dimg(y) - / £ () dmg(y) = o (2) - o™ (2)
R4 R4 R4

para casi todos los x en RP, respecto de m,, f, es Lebesgue integrable; y como

xTr) = T)amp\T) = +.%' Mp\T) — +xmx
ve) = [ P@dmyla) = [ (@) dmyla) = [ () @) dmy(a)

para casi todos los y en RY, respecto de my, fY es Lebesgue integrable. Podemos concluir que,
fr € LY(RP) para casi todo z, respecto de m,, y que, f¥ € L*(R?) para casi todos los y en g,
respecto de m,. Claramente, como ™, ¢~ y 9™, ¢~ son, también, Lebesgue integrables, bl) y
b2) se cumplen; y por ultimo, la igualdad en c) se deduce también de lo visto hasta ahora en la

demostracion junto al teorema de Tonelli. O
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