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Resumo

O obxectivo deste traballo é contextualizar, enunciar e demostrar algtins dos teoremas mais
relevantes da teoria global de curvas planas desde a perspectiva da xeometria diferencial. Asi,
abordaremos o estudo da Umlaufsatz de Hopf, o teorema da curva pechada de Jordan, a des-
igualdade isoperimétrica, o teorema de Fenchel e o teorema dos catro vértices. Despois dunha
breve introducion aos conceptos basicos da xeometria diferencial de curvas planas, presentaremos
as ferramentas necesarias para o estudo de cada un dos resultados mencionados, para finalmente
proporcionar unha proba de cada un deles. Tales probas serdn eminentemente xeométricas, se

ben en varios casos contaran cunha componente topoléxica e analitica importante.

Abstract

The objective of this work is to contextualize, state and prove some of the most relevant
theorems of the global theory of plane curves from a differential geometry perspective. Thus, we
will address the study of Hopf’s Umlaufsatz, Jordan’s closed curve theorem, the isoperimetric
inequality, Fenchel’s theorem and the four-vertex theorem. After a short introduction to the
basic concepts of differential geometry of plane curves, we will present the necessary tools for the
study of each of the mentioned results, to finally provide a proof of each of them. Such proofs
will be eminently geometric, although in several cases they will have an important topological

and analytical component.
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Introducién

Nas seguintes paxinas levaremos a cabo o desenvolvemento dunha serie de teoremas e as stias
respectivas demostracions, cuxo significado tivo unha grande importancia no éxito da xeometria
diferencial ao longo das ultimas décadas. A disciplina da xeometria diferencial esta presente en
gran cantidade de estudos das Matematicas, ainda que certamente tamén resulta indispensable

para outras ramas das ciencias.

Para o estudo da xeometria diferencial precisamos dunha serie de ideas e nociéns bésicas
doutras ramas das matematicas como poden ser a analise, a topoloxia ou a &lxebra. Asi, no
primeiro capitulo, que servird a modo introdutorio, recordaremos unha serie de ideas referidas
4 xeometria diferencial clasica e, en particular, 4 teoria de curvas planas, as cales resultaran
esenciais para o posterior traballo dos teoremas. Asi mesmo, ao longo de todo o traballo e
cando sexa pertinente incluiranse as definiciéns e proposiciéns relativas a distintos campos das
matematicas que resulten cruciais para o entendemento completo das cuestions relativas ao tema
que esteamos a tratar. Ademais, ao longo do traballo incluiremos unha serie de imaxes e debuxos,
baseados principalmente nas figuras de [22], que seran de grande axuda & hora de entender
as diversas demostraciéons de cardcter xeométrico, pois moitos dos teoremas basearin a sua
demostracion nunha idea xeométrica. De todas formas, algunhas probas poderiamolas considerar
tamén de caricter analitico, sendo por exemplo a demostracién do teorema dos catro vértices
unha demostracion por reducién ao absurdo tendo en conta o signo da derivada da funcion
curvatura. Para a realizacion deste traballo botouse man dunha ampla bibliografia, ainda que
os principais resultados e demostracions podense atopar nas seguintes referencias: [2} 5], 17, 22],

sendo algtins deles libros de grande relevancia na historia recente da xeometria diferencial.

Os teoremas que trataremos forman parte do que comunmente se nomea como teoria global
de curvas planas, de af o titulo do traballo. En xeral, traballaremos con curvas planas simples
e pechadas, cuxo significado veremos no primeiro capitulo, e sempre consideraremos curvas pa-
rametrizadas diferenciables, caendo asi no marco da xeometria diferencial. Nos capitulos que
constitiien o nucleo principal do traballo faremos unha pequena introducién a cada un dos teore-

mas, xa sexa con contexto historico ou coas definiciéns e lemas necesarios e, 4s veces, con ambas
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Introducién

cousas. A continuacién, procederemos ao enunciado e demostraciéon dos diversos teoremas, on-
de nalgtins casos finalizaremos o capitulo cunha serie de xeneralizaciéns ou anotaciéns sobre o

mesmo. Comentamos brevemente o contido de cada un destes capitulos.

No capitulo 2 trataremos sobre o teorema da Umlaufsatz de Hopf. Para iso, primeiramente
definiremos o grao dunha funcién da circunferencia en si mesma, pois esta serd a clave de toda a
demostracion. Coa axuda dun lema sobre o grao de funciéns baixo certas hipoteses probaremos
que o indice de rotacion dunha curva cumprindo plana pechada simple é £1 (que é o contido da
Umlaufsatz de Hopf), grazas & relacion latente entre o indice de rotacion dunha curva e o grao
da mesma. Neste capitulo tamén destacaremos a relacién existente entre o teorema que d4 nome

a este capitulo co do seguinte.

No terceiro capitulo trataremos un dos teoremas mais relevantes e coniecidos, que cunha gran-
de sinxeleza no seu enunciado destaca pola sia complexidade & hora da demostracién. Este é o
teorema da curva de Jordan. Neste caso precisaremos definir o concepto de vecifianza tubular
e 08 seus respectivos teoremas de existencia local e global. Ademais, poderiamos dividir a de-
mostracién en daas partes, unha primeira de caricter xeométrico na que empregaremos o indice
dunha curva respecto dun punto e a idea de grao dunha funcién, para despois finalizala cunha
parte cuxo razoamento podemos considerar mais topoloxico. Ademais, comentaremos brevemen-
te unha serie de xeneralizaciéns e demostracions alternativas. Cabe salientar neste punto que
a demostracién coa que traballaremos en profundidade ten a peculiaridade de que a curva que

estamos a empregar debe ser diferenciable, pois o teorema orixinal 86 precisa da continuidade.

Seguindo co cuarto capitulo, comezaremos presentando a interesante orixe do problema da
desigualdade isoperimétrica, que se enmarca nunha lenda da Antigiiidade, ainda que o teorema
tivo unha longa traxectoria na historia da Matemética. Previo 4 demostracién, recordaremos un
teorema fundamental do célculo como o é o teorema de Green e un lema como consecuencia do
mesmo. Procederemos entén co desenvolvemento da demostracién basedndonos esta vez nunha
serie de ideas analiticas pero que en gran medida poderemos relacionar coa xeometria. Para
finalizar, analizaremos unha serie de xeneralizacions a dimensions superiores, en particular, ao

caso de superficies e volumes no espazo euclidiano tridimensional.

Para o capitulo 5 comezaremos por definir novamente unha serie de termos que serdn cruciais
tanto para o teorema como para a demostracién do mesmo. Neste caso estaremos a falar do
teorema de Fenchel: trataremos de ver que a curvatura total dunha curva pechada simple no
plano é maior ou igual ca 27 e veremos a condicién para que se cumpra a igualdade. Para iso,
botaremos man dunha serie de lemas de grande interese xeométrico e que resultaran ser o punto
clave para ver a posterior convexidade, cuxa definicién e caracterizacién tamén estudaremos, da

curva que esteamos a considerar.



Introducién

Para finalizar o traballo estudaremos o coniecido como teorema dos catro vértices, que afirma
que toda curva plana pechada e convexa ten polo menos catro vértices. Definindo primeiramente
a nocién de vértice dunha curva, despois veremos unha versién da demostraciéon do teorema dos
catro vértices. Para iso, usaremos un par de ideas relacionadas co célculo integral. Adicional-
mente, faremos unha introduciéon a dias demostracions alternativas, baseandose a primeira nas
circunferencias circunscritas e a segunda, na que afondaremos mais, nas circunferencias oscula-
trices. Ademais, enunciaremos o cofiecido como teorema da ltia nun charco, que nos dara a chave

para poder levar a cabo a demostracion alternativa.

Deste xeito, neste traballo desenvolvemos unha anélise dalgtns dos principais teoremas da
teoria global de curvas planas diferenciables. Se ben estes resultados se poden catalogar como
teoremas clésicos, é importante sinalar que tefien dado lugar a multiples xeneralizacions e a linas
de investigacion de relevancia no eido da xeometria diferencial e a andlise xeométrica, algunhas

das cales seguen vixentes na actualidade.






Capitulo 1

Curvas diferenciables no plano

Para poder iniciarnos co obxectivo do traballo, que vén a ser a demostracién dalgins dos
teoremas sobre curvas planas mais importantes, teremos que primeiro ver e comprender unha
serie de termos e ideas sobre xeometria diferencial, 4 vez que asentaran unha base para poder
desenvolver os contidos teéricos. Por todo iso, este capitulo serviranos para recoller todas estes
conceptos e conectalos de xeito que cando os nomeemos mais adiante xa tefiamos unha idea do
que estamos a falar. As definicions clésicas aqui escritas podense atopar en [8, (17, 22, 23] entre
outros, ainda que poderia variar a notacién. Todos elas serdn explicados sen afondar demasiado,

pero si coa concision suficiente como para que a sta claridade nos permita o posterior uso.

Comecemos por introducir a definicién de curva nun plano. Podemos pensar intuitivamente
nunha curva como o movemento que realiza unha particula. De xeito méis matemético, unha
curva é unha aplicacién a: I — R" determinando para cada instante ¢ unha posicién no espazo
euclidiano R™ e onde o intervalo I se corresponde con calquera das seguintes posibilidades:
(a,b), [a,b], (a,b], [a,b), (a,00), (—o0,b), [a,00), (—o0,b], (—o0,00) con a,b € R; en particular,
para o intervalo I = [a,b] estaremos a considerar o que as veces se denomina segmento de
curva. Podemos escribir as coordenadas dunha curva a no espazo R™ do seguinte xeito: a(t) =
(a1(t), aa(t), ..., an(t)). Deste modo de definila podemos desenvolver unha serie de novas nociéns
e caracteristicas a ter en conta, como poden ser a velocidade dunha curva ou a orientacién, que

veremos mais adiante.

Para poder falar da velocidade e da aceleraciéon dunha curva debemos de ter en conta a
diferenciabilidade da mesma. No noso caso estaremos a supofier que todas as nosas curvas son
de clase C'*°, é dicir, infinitamente diferenciables. O noso concepto de curva neste traballo seré,
por tanto, o de curva parametrizada diferenciable. Ademais, cabe destacar que habitualmente se
fai un uso abusivo da linguaxe empregando de xeito equivalente as ideas de curva e traza dunha

curva parametrizada, sendo a segunda a imaxe da aplicacion, isto &, a(I) C R™.
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Cando estamos a percorrer unha curva debemos de ter en conta como estamos a facelo. Por
iso, diremos que parametrizar € 0 mesmo que ver o xeito que temos de percorrer a curva. Asi
mesmo, podemos definir outras nociéns relacionadas cunha curva, como é o vector velocidade

en cada instante t € I, que consiste en tomar a respectiva derivada en cada compoiiente de a,
o/ (t) = (@) (), ..., ap(t)).

Outra caracteristica que resultard de grande utilidade para algin dos resultados que veremos
estd relacionada co que poderiamos chamar a “existencia de puntos criticos na curva’. Por iso,

recordamos a idea de curva regular:

Definicion 1.1. Sexa a: I — R unha curva e I un intervalo aberto. Dicimos que a curva ¢
regular se para todo t en I a derivada non se anula, é dicir, &/(t) # 0, para todo ¢t € I.

No caso en que se cumpra ' (tp) = 0 para algin t( teremos que « ten un punto singular en t.

Agora ben, algunhas veces interesaranos recorrer a (traza dunha) curva de xeito distinto
a como vén definida. Para iso, faremos o que se denomina como reparametrizacion, é dicir,
componer a nosa curva cun difeomorfismo de xeito que a resultante da composicién serd a nova

curva. De xeito mais preciso temos:

Definicion 1.2. Se a: I — R" é unha curva, chamamos cambio de parametro a un difeo-
mortfismo h: J — I, onde J é un intervalo aberto de R. Asi, denotamos por 8 = aoh: J — R"”

4 reparametrizacion de « determinada polo cambio de parametro 5.

Neste caso, se queremos calcular a derivada da curva § chega con aplicar a regra da cadea,
B'(t) = o/ (h(t))-h'(t) paratodo t € J. Ademais, sabemos que se « é regular enton calquera repara-
metrizacion tamén o serd, xa que por ser h un difeomorfismo tense que h'(t) # 0 para todo ¢ € J.
No caso de ser esta derivada positiva ou negativa estaremos mantendo ou invertendo a orientacion

da curva, respectivamente.

Outro concepto asociado a unha curva diferenciable que serd crucial conecer € o de lonxitude
dunha curva. Se quixeramos calcular de xeito analitico a lonxitude dunha curva tomariamos
unha particién da mesma de xeito que canto maéis fina fose mais axeitada seria a aproximacion.
Baseados nesta idea de lonxitude como limite, definimos a lonxitude dunha curva a: I — R"

no intervalo [a,b] C I como:
b
L) = [ la'(olat,

onde || denota a norma do vector. Se se sobreentende polo contexto cal é o segmento de curva
do que se esté calculando a sta lonxitude, poderemos escribir simplemente L(«). Temos ademais

que a lonxitude dunha curva permanece invariante por reparametrizacions.

Unha vez chegados a este punto, interesaranos considerar curvas parametrizadas diferencia-

bles con propiedades concretas que nos facilitardn o traballo de contas para certas demostracions.



Estas son as chamadas curvas parametrizadas por lonxitude de arco.

Definiciéon 1.3. Diremos que unha curva a: I — R" estd parametrizada por lonxitude

de arco se se cumpre que para todo ¢ € I a velocidade ten moédulo un, |o/(¢)| = 1. Denotarémola

por p.p.a.

Podemos entén enunciar o seguinte resultado, crucial para poder desenvolver a teoria de

curvas.

Teorema 1.4. Toda curva regular admite unha reparametrizacion por lonzitude de arco cun

cambio de pardmetro que conserva a ortentacion.

Este teorema non implica expresamente que vaiamos ser capaces de atopar tal reparametriza-
cién explicitamente, senén que, mais ben, teoricamente sempre poderemos supoier que as curvas

que tomemos estan parametrizadas por lonxitude de arco.

Ao longo do traballo empregaremos curvas planas, é dicir, contidas nun plano. Antes de
caracterizar este tipo de curvas cabe primeiro recordar como funciona a estrutura complexa en
R?) & dicir, a rotacién de /2 radians en sentido positivo dun vector. Se esta rotacion a denotamos
por J, podemos definila como a aplicacion J: R? — R2 de xeito que J(z,y) = (—y,z). Asi,

chegamos & definicién de vector normal a unha curva o nun punto «(¢):

Definicién 1.5. Chamaremos vector normal nun instante ¢t € I a unha curva o: I — R? plana
regular e parametrizada por lonxitude de arco ao vector que denotaremos por N(t) = J(&/(t)),
onde a J é a estrutura complexa que acabamos de ver. O vector de velocidade e o vector normal

dunha curva nun instante dado conforman unha base ortonormal de R2.

Podemos entén dar unha definicién para a curvatura que describa de xeito local a nosa curva.

Definicién 1.6. Chamaremos curvatura (con signo) dunha curva a: I — R plana regular

parametrizada por lonxitude de arco & aplicacién ks: I — R dada por:

Dende un punto de vista local, unha curva plana ten “poucas posibilidades 4 hora de moverse”,
por iso serd de crucial importancia ter en conta a curvatura, que caracterizard a sta xeometria.
Pois, segundo o teorema fundamental da teoria local de curvas planas, teremos que dada unha
aplicacion curvatura, k: I — [0,00), existe unha curva plana a: I — R? parametrizada por
lonxitude de arco tal que a sta funcién curvatura con signo é precisamente k. Ademais, tal
curva é tnica salvo movementos rixidos do plano (¢ dicir, composicions de rotacions, reflexions e

translacions no plano). Pédese consultar o enunciado completo e unha demostracion do mesmo
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en [5]. Ademais, para unha curva a p.p.a. teremos que o valor absoluto |ks| da sta curvatura con

signo coincide coa sta curvatura k, definida como norma da aceleraciéon de «, xa que:

k(t) = | (t)] = [ks(t) - Jo/ (£)] = |ks(t)]. (1.1)

Para cada punto «(t) dunha curva a, podemos definir duas rectas relevantes: a recta tanxente
e a recta normal. Chamamos recta tanxente a aquela recta pasando polo punto «(t) e con di-
reccion o (t), sempre e cando o/(t) # 0, e que intuitivamente podemos pensala como a recta mais
“pegada” 4 curva en tal punto. Pola contra, a recta normal a « no instante ¢ é a recta perpen-
dicular & recta tanxente no instante ¢ que pasa polo punto a(t). Notemos que estamos definindo
os conceptos afins de recta tanxente e normal. Con frecuencia, isanse os mesmos termos para
referirnos aos subespazos vectoriais de R? correspondentes. En cada caso debe sobreentenderse

cal das duas nocions (afin ou vectorial) convén empregar.

Unha vez vistas algunhas nociéns maéis bésicas da teorfa local de curvas planas, vexamos
agora unha serie de definiciéns e ideas relacionadas coa teoria global, reflectidas na seguinte

figura:

(a) Curva pechada non simple. (b) Curva pechada simple.

Comecemos por definir unha curva pechada. Intuitivamente podemos velo como que unha
curva é pechada se comeza e acaba no mesmo punto, con diferenciabilidade. E dicir, poderiamos
pensar que dada unha curva a: [a, b] — R? bastaria que se cumprise a(a) = a(b), mais na nociéon
de curva pechada requirese ademais que a curva peche “ben”. Vexamos unha definicién formal

mais precisa.

Definicién 1.7. Diremos que unha curva parametrizada regular plana «: [a,b] — R™ é pechada

se cumpre que todas as derivadas coinciden no bordo do intervalo:

As veces pode ser tutil pensar unha curva pechada a través da stia extension periodica a R, é

dicir, a tinica aplicaciéon diferenciable a: R — R™ de perfodo b — a tal que &, = o. Podemos



tamén pensar unha curva pechada como unha aplicacién (diferenciable) da circunferencia S! en
RTL

Finalmente, con frecuencia interesaranos que a nosa curva non tefla autointerseccions, para

o cal se introduce a nocién de curva simple.

Definiciéon 1.8. Diremos que unha curva a: I — R™ é simple se é inxectiva ou se, sendo

periodica de periodo fundamental s, cumpre que «(t;) = a(t2) se, e 86 se, to —t; = ns, n € Z.

Habitualmente ao longo deste traballo consideraremos curvas diferenciables pechadas e sim-

ples, constituindo estas, no caso plano, o obxecto fundamental de estudo.






Capitulo 2
Teorema da Umlaufsatz de Hopf

Neste capitulo afondaremos no teorema da Umlaufsatz de Hopf (que se poderia traducir
como “teorema da circulacion"), debido ao matematico suizo-aleman Heinz Hopf (1894-1971).
Como veremos, este resultado esta relacionado co teorema que trataremos no seguinte capitulo,
o teorema da curva pechada de Jordan. Ambos proporcionan unha condicion para determinar a
orientacién dunha curva. No caso deste primeiro teorema proporcionaranos a condiciéon de que
unha curva « estd positivamente orientada se o seu indice de rotaciéon é 1, que é a primeira
entrada da Definicion 3.6

2.1. Grao dunha funcién

Antes de pofiernos coa demostracion do teorema de Hopf primeiro precisaremos ver unha serie
de definiciéns e ideas que serdn clave para a posterior demostracién. Comezaremos por definir
o concepto de grao dunha curva pechada. As definiciéons e proposicions desta seccién poddense

atopar en [5]. Consideremos a circunferencia
St{ecC:|z=1}
e a aplicacion m: R — S, que sera un recubrimento de S! pola recta real R, dada por 7 (t) = e,

teR.

Para poder ver un dos teoremas fundamentais sobre levantamentos, primeiro debemos definir
o que é un recubrimento. Para iso, tomemos dous espazos topoloxicos B e B. Chamaremos
aplicacion recubrimento a unha aplicacién 7: B — B cumprindo:

1. 7 é continua e 7(B) = B.
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2. Cada punto p € B ten unha vecinanza U en B cumprindo
N U) = Ve,
(6%

onde os V,, son subconxuntos abertos de B disxuntos dous a dous e tales que a restricion

da aplicacién m a cada conxunto V, é un homeomorfismo de V, en U.

Asi, diremos que o espazo topoléxico B é un recubrimento de B.

Proposicion 2.1. Seza m: B — B un recubrimento, ¢: [0,l]] = B unha aplicacion continua e
po € B un punto de B de zeito que w(po) = ¢(0) = po. Enton, existe un unico levantamento
@: [0,1] — B de « con orize en Py, € dicir, unha dnica aplicacion continua @ cumprindo Top =

e ¢(0) = po.

Para a demostracion podese consultar |5, pax. 382].

Consideremos unha aplicacién continua ¢: [0,1] — S! tal que ¢(0) = ¢(I) = p € S, a
cal podemos denominar como arco pechado en S' no punto p. O arco ¢ poédese levantar, via
o recubrimento 7: R — S, ¢t + e, pola proposiciéon anterior nunha tinica aplicaciéon continua
@: [0,1] = R, tal que $(0) =2z € R e w(x) = p. Como 7(4(0)) = 7(¢(1)), tense que a diferenza
&(1) — ¢(0) & un maltiplo de 27.

Definicion 2.2. Chamamos grao de ¢, e denotarémolo por deg ¢, ao niimero enteiro cumprindo
que
¢(l) — ¢(0) = deg ¢ - 2.

Pode demostrarse que o grao se conserva por homotopias, como se pode ver en [5], pax. 398|.

Se o pensamos xeometricamente, é facil ver que o grao de ¢ é o ntimero de veces que a funcion
¢: [0,1] — St enrosca o intervalo [0,1] arredor de S'. Ademais, a funciéon $: [0,1] — R é unha
determinacion continua do édngulo positivo que o vector fixo ¢(0) — O fai co vector ¢(t) — O,
onde t € [0,1] e O = (0,0).

Aplicaremos agora o concepto de grao ao caso de curvas planas pechadas. Sexa a: [0,1] — R?
unha curva plana continua e pechada. Tomamos agora un punto py € R?, po ¢ «([0,1]), e sexa
¢: [0,1] — S* dada por

o0) =1 teo,1.

a(t) — pol’
Temos entén que p(0) = ¢(I). Ademais, ¢ pddese identificar cunha aplicacion de S en
S1, especificamente, coa aplicacién dada por Q,Z)(e@) = o(t), para t € [0,1]. A aplicaciéon ¢

denominaselle aplicacién posicidon de « relativa a pg. Ao grao de ¢ chamarémoslle indice
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da curva « respecto de pg e denotarémolo por ind,,C, sendo C a traza da curva «. Ademais,
tense que o indice de «a respecto de py é independente do punto pg que tomemos nunha mesma

componente conexa de R? \ «([0,1]).

Pasando xa a considerar curvas diferenciables, o concepto de grao permitenos definir o que
chamaremos indice de rotacién dunha curva. Para iso, tomemos unha curva a: [0,1] — R?
plana, regular e pechada e definamos a aplicacion ¢: [0,1] — S* como:

o/(t)
t) =

t e 0,1].

Neste caso teremos que a aplicacion ¢ é diferenciable cumprindo ¢(0) = ¢(1). O indice de rotacion
da curva « serd o grao da funcién ¢ asociada. Podemos interpretalo como o nimero de voltas

enteiras que da o vector tanxente & curva a no seu percorrido.

2.2. Teorema e demostracion

Se temos unha curva plana pechada que non se autointerseca o seu indice de rotaciéon sera 1
ou —1. Ainda que esta afirmacién xa fora enunciada por Euler, a primeira vez que foi entendida
e demostrada foi por H. Hopf. A demostraciéon que veremos é un exemplo dunha combinacién

elegante de argumentos xeométricos e analiticos.

Antes de afondar no resultado como tal vexamos un lema previo que precisaremos para
a sta demostracion. Seguimos aqui a referencia [22 pax. 63| ainda que adaptado & notacion
que empregamos para a Definicion de grao. Dada unha funcién continua ¢: [0,1] — S!
coma na definicion de grao, o seu levantamento ¢: [0,{] — R ten unha interpretacion xeométrica
interesante: tratase dunha determinacién continua do d4ngulo, como xa indicamos xusto despois da
Definicion [2.2] Tal levantamento denominarémolo funcién angulo. Reformulemos brevemente
isto, introducindo unha nova notaciéon. Consideraremos, sendo equivalente para a definicién, que
o intervalo no que estd definida ¢ sexa [a,b] en lugar de [0,!], pois é o dominio habitual que
estabamos a empregar 4 hora de definir as curvas. Podemos entén escribir a seguinte funcién
continua f: [a,b] — S cumprindo f(a) = f(b) de xeito que a funcién angulo 0: [a,b] — R cumpre
para todo t € [a, b] que:

f(t) = (cosO(t),senb(t)).

Esta funcién é tnica salvo por adicién dun miltiplo enteiro de 27. Asi, definiremos de xeito
equivalente & Definicion [2.2 0 deg f como o enteiro 5-(6(b) — 6(a)). Serd de interese para futuros
calculos ver que relacion existe entre a funcién angulo que acabamos de definir e a definicién de

curvatura con signo que vimos no capitulo 1, Definicién Vexamos enton que:

0'(t) = ks(t), (2.1)
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para unha curva «: I — R2. Supofiamos dita curva a p.p.a. de xeito que a sua velocidade
se escribe en coordenadas como o(t) = (2/(t),%'(t)) e cumprindo que (2/(¢))? + (y/(¢t))? = 1.
Enton, existe a funcion 6 de clase C*°(I) de xeito que se pode escribir o/ (t) = (cos0(t),sen 0(t)).
Comezamos co lado dereito da igualdade, usando a definiciéon de curvatura chegamos & seguinte

expresion:

ks(t) = (o (1), Jo/ (2)) = (2" (1), 5" (1)), (—¢/ (1), 2" (1)) = =" (O)y'(t) + ' (O)y" (). (22)

Vexamos agora que ocorre coa funcion angulo. Partindo da igualdade o'(t) = (2/(t),y/(t)) =

(cosO(t),senB(t)) podemos obter que a funcion 6 se define como 6(t) = arctan gjgg + ngm, sendo

ny € Z un enteiro dependente de t € I. Temos que esta definicién de 6 sirve s6 de xeito local e
non global (xa que se poderia ir a infinito, o que nos levaria a problemas na sta definicion) mais
podese consultar [22], pax. 36] para ver a existencia global da funcion e da igualdade (2.1)). Agora

ben, se derivamos a funciéon 6(¢) obtemos:

oy 1 y"(t)a'(t) — ' (t)" (1)
=17 (%3)° (a'(1))?
(2'(t))? y ()’ (t) —y'(t)a" (1) (2.3)

Claramente, tense que (2.2)) e (2.3)) son iguais, polo que temos probado que 0'(t) = ks(t).

Vexamos agora o seguinte lema que nos di que se diias funciéns tefien unha imaxe que nunca

apunta en direcciéns opostas entén deberan ter o mesmo grao.

Lema 2.3. Sezan f1,fy: [a,b] — St funcidns continuas con fi(a) = f1(b) e fa(a) = f2(b). Se f; e

fo tenien grao distinto enton f1(tg) = —fa(to) para algin to € [a,b].

Demostracion. Sexan 61,03: [a,b] — R funciéons angulo para f; e fy. Definimos a diferenza §(t) =
02(t) — 01(t). Se acoutamos esta diferenza tendo en conta a definicion de grao vista ao comezo

da seccién temos:

(02(b) — 01(0)) — (62(a) — 01(a))| =
(62(b) — 0(a)) — (62(8) — 61(a))| = [27 deg by — 2 deg £,

Se ademais temos en conta que os graos son distintos e que estamos a tomar a diferenza en valor

absoluto existird un valor k£ > 0 de xeito que podemos reescribir a igualdade anterior como:
|27 deg fo — 2w deg f1| = 27 - |deg fa — deg f1| = 27k > 2.

Como, entre a e b, § varia un minimo de 27, polo teorema do valor intermedio deberd existir un

to € [a,b] tal que 6(tp) € un multiplo enteiro impar de 7. Isto quere dicir que podemos relacionar
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as funciéns angulo nese punto como 602(ty) = 61(to) + (2s + 1)m con s € Z, o que se traduce en
fl(t()) = —fg(t()). O

Podemos entén proceder co teorema da Umlaufsatz de Hopf, tendo en conta todos as ideais

previas ata agora vistas.

Teorema 2.4 (Teorema da Umlaufsatz de Hopf). Seza v: [a,b] — R? unha curva plana pechada

simple. Enton, o indice de rotacion de v é 1 ou —1.

Demostracion. Denotemos por C' = v([a, b]) a traza da curva . Tomemos un punto p € C tal
que C esta totalmente dun lado da recta tanxente L a C no punto p. Podemos tomar este punto
considerando a circunferencia centrada en calquera punto de R? con raio suficientemente grande
para que contena a C; despois reduciremos o raio ata que a circunferencia toque por primeira

vez a traza C. O punto onde se tocan é o punto p que buscabamos.

Suporniamos, sen perda de xeneralidade, que 7 estd parametrizada por lonxitude de arco

cumprindo vy(a) = p. Consideremos o triangulo T' = {(t1,t2) € R? : a < t; <ty < b}

b4 @0 (b,b)
*T @
} {
a b

Figura 2.1: Triangulo T

Definamos a funcion ¥ : T — S como:

7'(t1) se t1 = ta,
U(ty,ta) = ggz; :XEZ;‘ se t1 # tg e (t1,t2) # (a,b),

—/(a) se (t1,t2) = (a,b).
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Como consideramos + parametrizada por lonxitude de arco sabemos que o vector /(t1) é
unitario, é dicir, cumpre ~/(t1) € S! para todo t; € [a,b] tal que (t1,t1) € T (primeira parte
da definicion de ¥). Se tomamos o caso particular en que t; = a temos que o vector —'(a) &
un vector unitario e polo tanto —y'(a) € S'. No caso da segunda entrada da funcién ¥ estamos
normalizando o vector que une os puntos y(¢1) e y(t2), polo que claramente volvemos ter que

esta en S'. Podemos asegurar asi que a funcién W : T — S' est4 ben definida.

Vexamos que a funcién ¥ é continua. Para iso, chega con ver que o limite da definicion
da funcion no interior do triangulo coincide co valor da funcion no extremo (a,b) e na recta
t1 = t9, pois no resto do seu dominio a funcién é continua por involucrar sé sumas, produtos e

composicions de funciéns continuas. Calculemos os limites:

» Para calcular o primeiro limite cando nos aproximamos & recta t; = t9 redefinamos a
variable to de xeito que to = t; + h. Entén calcularemos, asumindo a siia existencia que
veremos despois, o seguinte limite:

it h) —yt) _ vt h) =) (k) -t
h=0 [y(tr+h) —y(t)] w0 (B h)—tr [y(t+ h) —y(t)]
g YR ) (k)
h—0 h h—0 |y(t1 + h) —y(t1)]

Se nos fixamos é claro que o primeiro limite coincide coa derivada de ~ avaliada en t;. No
segundo elemento do produto podemos englobar toda a fraccién no valor absoluto xa que
to > t1, que posteriormente intercambiamos co limite, pois o valor absoluto é unha funcién

continua. Quédanos entén o seguinte:

At h) () (tLth)—t ! i h
| 1 =7 ()] N
I T TG A ) R YRy
— / t —_— = ! t1).
) gy = ®)

A qultima igualdade témola por ser a curva y parametrizada por arco. Este limite coincide
co valor da funcién no punto ao que nos aproximamos, polo que a funcién é continua na

recta t1 = to.

= Se queremos ver a continuidade da funcién no punto (a, b) chega con ver o valor do seguinte
limite, no cal tomamos fixa a variable t; pois, como veremos, existe tal limite e calculamos

o limite orixinal s6 en funciéon dunha variable:

A=) () = ()

m == lim ———
(t1t2)=(ad) [Y(t2) = ()] 2= |y(t2) —v(a)]
Como a curva 7y que estamos tomando ¢ pechada podemos intercambiar y(a) = ~(b) de

xeito que o limite queda:

oy V) —e) . (te) =) ) (t2) —v(b) to—b

im = lim =1l S lim ————.
b [y(t2) = y(a)] 2= y(t2) —=v(0)] 2=l —b b |y(t2) — (D)
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Agora ben, temos que to —b < 0 polo que para poder incluir o numerador no valor absoluto
debemos meter un signo menos para compensar que o numerador tena signo negativo.
Finalmente, igual que antes, intercambiamos o limite co valor absoluto e obtemos o valor
final do limite:

() — () tg—b S 1 ’ to —b ‘ )
hmi.lm—: b-hm— — 0 |= b .
R R S T R AR S By e R A I O]

Volvendo intercambiar o valor de v(a) = v(b) e tendo en conta que a curva estd parame-

trizada por lonxitude de arco obtemos o valor do limite:

lim 22— = —~/(a).
i ) = - @

E dicir, obtivemos finalmente que a funcién ¥ é continua no tridngulo de definicién.

Sexa agora ag : [0,1] — T unha parametrizacion do segmento unindo (a,a) e (b,b). Parame-

tricemos esta curva como:
ap(t) = (a+t(b—a), a+tb—a)).

Sexa aq : [0,1] — T a parametrizacién do camifio que resulta de concatenar primeiro o segmento

que une (a,a) co punto (a,b) co segmento que une (a,b) con (b, b). Definimola como:

(a, a+2t(b—a)) set <
(a+2(t—3)(b—a), b) set>

9

aq (t) =

NI NI

Construimos unha homotopia entre os caminos que acabamos de definir, denotada por as(t), que

serd a interpolacién continua de ag e «1. Para definir a funcién de homotopia primeiro tomamos

3, )

Parametrizamos ademais o segmento que recorre o noso tridngulo de definicién T dende o punto

o punto medio do segmento unindo (a,a) con (b,b) que denotamos como m =

medio m ata o punto (a,b):

B(s)—(a;b—s—s(a;b),a;b—i—s(bga)), s €1]0,1].

Definimos entén a funcion as(t) tendo en conta o anterior:

(a,a) 4+ 2t(B(s) — (a,a)) set <
Bls) +2(t = 3)((b,b) — B(s)) set>

I

Q

~

Il
N N~

)

onde s € [0,1]. Graficamente as funciéns que acabamos de definir represéntanse no triangulo 7'

anterior como se mostra na seguinte Figura:
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ol (@) (bo)
A
s m
oL,
T @9
: :

Figura 2.2: Caminos auxiliares.

E claro que Qs|s=0 = ap, pois substituindo o valor s = 0 obtemos:

-Setﬁ%:
a+b a+b
(a,a)+2t(5(0)—(a,a)):(a,a)+2t<( 5 3 >—(a,a)>:
b—a b—a
(a,a)—l—2t< 55 ):
(a+t(b—a),a+t(b—a))
-Set>%:

(a+t(b—a),a+tb—a)).

Como arriba, coincide coa expresion de ag para todo t € [0, 1].

Vexamos agora que o ,_, = a1 substituindo o valor s = 1:

m Set <

N[

(a,a) + 2t((a,b) — (a,a)) = (a,a + 2t(b — a)).
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u Set>%

(a,b)+2<t—;) ((b7b)—(a,b)):(a7b)+2<t—;) (b—a,0)
—(a+2<t—;> (b—a),b),

a cal coincide coa definicién que demos anteriormente de aj.

Vexamos agora a continuidade de a. Temos que no dominio [0,1] x [0, 1] a funcién « que

leva (s,t) — as(t) € R? é unha funcién continua nos aberto do dominio para os pares de puntos

1
"2
Para iso, temos que ver os limites da funcion cando se achega aos puntos de discontinuidade.

(s,t) tales que ¢ # 3. Vexamos entén que a funcién é continua nos punto (s, 3), con s € [0,1].

Calculemos tales limites pola esquerda e pola dereita cando ¢ se achega a %:

- Hmt—)%_ ((a7a) + Qt(ﬂ(s) - (CL, a))) = (CL, a) + ﬂ(s) - (CL, a’) = B(S)7
= Jim,_ue (B(s) +2(t = 3)((6,0) — B(5))) = Bls).

O valor dos limites coinciden en ¢t = % polo que podemos asegurar a continuidade da funcién
as(t) para todo (t,s) € [0, 1] x [0, 1], pois con respecto & variable s xa temos a continuidade en
todo [0, 1]. Se redenotamos as(t) = H(s,t) podemos dicir que a funcién homotopia H é continua

de [0,1] x [0,1] en T, como acabamos de ver.

Para cada s € [0,1], sexa D(s) o grao de W o ay: [0,1] — S!. Vexamos que s + D(s) é
localmente constante, para iso fixemos un ¢y de xeito que tg € [0,1]. Por ser ¥ o as continua
respecto de s, xa que é composicién de funciéns continuas, tense que para todo € positivo existe

un 0 > 0 tal que se |s — 5| < ¢ enton:
| U o as(ty) — W o as(ty)] < e.

Como a imaxe de Wo ay estd en S', tomemos € < 2. Enton, teriamos que para todo 5 cumprindo
|s — §| < 0 temos que:

Vo ag(ty) # —V o as(ty).

Isto tense do feito de que W o ag(tg) e W o az(tg) estan “suficientemente proximo” en S* o que

implica que non poden ser opostos.

Usando o Lema [2.3| tense que como non existe un tg € [0, 1] tal que Vo as(tg) = —¥ o a(to)

enton:
D(s) = deg(¥ o as) = deg(V o az) = D(S) para todo s tal que s € (§ — 0,5+ 9).

O que implica que nunha vecinanza de 5 a funcién D toma valores constantes, é dicir, D ¢

localmente constante.
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O feito de que a funcién grao sexa localmente constante nun intervalo pechado e conexo
implica directamente a continuidade da funcién no intervalo [0, 1] xa que para cada aberto que
tomemos a funcién tomard o mesmo valor constante en cada vecifianza, o que implica a conti-

nuidade.

Temos enton que a funcién D é continua e pola definicion de grao s6 toma valores enteiros.
Podemos asegurar entén que, por ser o intervalo de definicién un conxunto conexo e a funcién D
cumprir as propiedades anteriores, D é constante en [0, 1]. E dicir, D(0) = D(1). Por definicién,
D(0) é o grao da funciéon tanxente unitaria de -, que é precisamente o indice de rotacion de ~.

Polo tanto chega con demostrar que D(1) é 1 ou —1.

Dividamos o camifio a1 en dous tramos para poder analizar que ocorre coa funcién a través
dos dous segmentos claramente diferenciados. Tomemos primeiro o segmento o, segmento verde
da Figura|2.2| que une o punto (a,a) con (a,b). Se facemos a composicion coa funcion ¥ a funcion

que obtemos é:

Vo Oél(tl,tg) = \I’(a,tg) =

Por tal e como se define o indice respecto dun punto, neste caso respecto de ~y(a), teremos
que os vectores resultantes de aplicar esta composicién seran os vectores na circunferencia S*
que abarcan s6 a metade superior da circunferencia, sendo esta a circunferencia con centro p
e tal que o didmetro contén a recta L definida anteriormente tanxente & curva en dito punto.
Suponeremos que a recta L é horizontal de forma que a curva quede por encima dela, sen perda de
xeneralidade. Ademais, supofiamos que a curva se move de esquerda a dereita partindo do punto
p. Graficamente, como se pode ver na Figura [2.3] o que se estd representando son os vectores
verdes que trazan a metade superior da circunferencia S'. Ademais, debemos notar que estes

vectores apareceridn de dereita a esquerda a medida que percorremos a curva.

Agora ben, se tomamos a parametrizacion do segmento a; que une o punto (a,b) co punto
(b,b), segmento de cor violeta na Figura temos que o resultado da sta composicién coa
funciéon ¥ resulta:

Vo ai(t,ta) = ¥(ty,b) =

Igual que coa composicién anterior, neste caso podemos interpretar os vectores como o indice
respecto a y(b) e estarianos a dar os vectores que percorren a metade inferior da circunferencia de
esquerda a dereita. Se vemos a Figura neste caso estamos representando as linas debuxados

en cor violeta.
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Figura 2.3: Representacion do grao D.

Xuntando a interpretaciéon xeométrica dos segmentos que representan «; teriamos que o
indice total seria unha volta completa & circunferencia posto que primeiro estamos percorrendo
a metade superior de S' de dereita a esquerda e despois estamos percorrendo a circunferencia
de esquerda a dereita, é dicir, obtivemos que D(1) = 1. Se supuxeramos que a curva se move
de dereita a esquerda dende o punto p, é facil ver que v enton obteriamos D(1) = —1, pois os

vectores recorrerian a circunferencia en sentido contrario. O






Capitulo 3

Teorema da curva de Jordan

O seguinte teorema que analizaremos é un dos mais importantes dentro da historia das
matematicas por diferentes motivos, sendo un deles o feito de que, a pesar de que o seu enunciado
é intuitivamente evidente, a stia demostracién non é trivial e, de feito, levaronse a cabo diversas
demostracions ao longo do tempo, sendo algunhas mais rigorosas que outras. O teorema da curva
de Jordan foi enunciado por vez primeira por Camille Jordan en 1887 no seu libro Cours d’Analyse
e a sua demostracion resultou realmente sorprendente para os mateméaticos da época. Mais a
sorpresa foi ainda maior cando ao afondar na proba proporcionada por Jordan se deron conta de

que habia ocos cuxo contido era considerablemente notable pola stia omision |17, capitulo 9].

O enunciado involucra curvas continuas no plano, mais noés, seguindo a filosoffa xeral deste
traballo que se enmarca no eido da xeometria diferencial, centrarémonos no caso en que a curva
sexa diferenciable. Para iso faremos unha demostracion de caracter maioritariamente xeométrico,
ainda que para poder concluir teremos que botar man dunha serie de ideas topoléxicas. E por iso
que antes de demostrar este teorema veremos a definicién de vecifianza tubular e os respectivos

teoremas de existencia de tales vecinanzas.

Cabe mencionar que, cando se fala de curva de Jordan, estamonos referindo a unha curva
simple e pechada no plano R?, é dicir, como xa vimos na Definicién trétase da imaxe C' dunha
aplicacién continua e inxectiva dunha circunferencia no plano. Veremos entén neste capitulo que
unha curva destas caracteristicas divide a plano en diias componentes conexas, sendo unha delas

limitada e a outra non.

19
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3.1. Vecinanza tubular

Precisamos definir a idea de vecifianza tubular posto que serd de gran utilidade & hora de
facer a demostracién, xa que nos proporciona un subconxunto aberto do plano que resulta ser
unha vecinanza da curva e que posie, via certo homeomorfismo, o que poderiamos chamar unha
estrutura produto, da propia curva por un intervalo aberto. Tal intervalo corresponderase con
segmentos normais 4 curva en cada punto. Aqui, por segmento normal de raio € a unha curva
regular o nun punto p = a(t) entenderemos o conxunto de puntos {p+sN(p) € R? : s € (—¢,¢)},

onde recordemos que por N (p) denotamos un dos dous vectores normais unitarios a acen p = «/(t).

Definiciéon 3.1 (Vecinanza tubular). Sexa C' a traza dunha curva diferenciable regular simple
en R?, a: I — R% A unién N.(C) de todos os segmentos normais a C' de raio e denominase
vecinanza tubular de C de raio € > 0 se ¢ un aberto de R? e a aplicacion
¢: (—e,e) x C — N(C)
(87]?) = (b(sap) =p+ SN(p),
sendo N(p) = J(d/(t)) se p = a(t), & un difeomorfismo.

Agora ben, precisamos diferenciar dous teoremas sobre a existencia de vecinanza tubular,
sendo un deles a versiéon local e o outro, global. Suponamos para ambos que a nosa curva esta
parametrizada por lonxitude de arco. Os teoremas e demostracions que veremos a continuacion
estén sacados de [5l pax. 113, 115-116|, mais adaptados para o noso caso, ¢ dicir, tendo en conta

que noés traballamos con curvas cuxa imaxe estd en R? e non con superficies en R2.

Vexamos primeiro a version local:

Teorema 3.2. Seza unha curva reqular simple a: I — R?, sendo I un intervalo aberto, cuza
traza denotaremos por C. Sexa p € C. Entdn, existe unha vecirianza W de p en C' e un € > 0 tal

que W ten unha vectiianza tubular de rato e.

Demostracion. Tomemos a curva « parametrizada por lonxitude de arco e dias veces diferencia-
ble. Para un ¢ > 0 definamos a funcién ¢: (—¢,¢) x I — R2. Esta aplicacién definese, de xeito
equivalente & da Definicion €omo:

0(s,t) = a(t) + sJ(d/(t)) = a(t) + sN(t). (3.1)
Escribindo a curva en coordenadas a(t) = (x(t),y(t)) teremos que:
o(t) = ("), y' (1) e N(t)=(=y(t),2(t)).

Se calculamos a matriz jacobiana de ¢ teremos que:

(=) 20— s
Tolst) = ( 20 0+ sx"(t)) |
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Se calculamos o determinante da matriz anterior nun s = 0 e para t = to con «(tp) = p teremos
que:

—y'(to) ' (to)
'(to) ¥/ (to)

Grazas ao visto podemos asegurar que polo teorema da funcién inversa para s = 0 e para

det J,(0, to) = — —(@/(t0))* = (¢/ (o)) = =1 £ 0.

t = to existen un ¢/ > 0, un § > 0 e un aberto U de R? de xeito que se definimos o aberto
V = (—¢,€') x (to — 0,t0 + 9), teremos que a restricion gy : V — U C R? ¢ un difeomorfismo. E
dicir, leva os rectangulos (—¢’,¢’) x (tg — 6,tg + &) no aberto U de R? que, pola definicién de ¢,

non é mais ca vecinanza tubular do anaco de curva W = «a((to — d,tp + 9)) de C con raio &’. O

Ademais, debemos de ter en conta o seguinte lema:

Lema 3.3 (Lebesgue). Seza V C R? un conzunto compacto e {Uy} unha familia de subconzuntos
abertos de V' cumprindo |J,Us = V. Enton, existe un nimero § > 0, chamado nimero de
Lebesgue relativo d familia, de zeito que dous puntos p,p € V que estean a unha distancia

d(p,p) < 0 implicard que pertencen ao mesmo aberto U,.

Podese ver unha demostracion deste resultado de topoloxia de espazos métricos en |15
pax. 192].

Probemos agora a existencia de veciianza tubular para unha curva pechada simple no plano.

Teorema 3.4. Sexza C C R? unha curva regular, pechada e simple. Entén, existe un € > 0 tal
que para calquera p,q € C' os segmentos das rectas normais de lonzitude 2¢, centrados en p e q,

son diszuntos, ¢ dicir, que existe unha vecifianza tubular de C de raio €.

Demostracion. Polo teorema anterior sabemos que para cada punto p en C existe unha
vecinanza Wy, de p en C' e un €, > 0 tal que o enunciado do teorema que estamos probando se
cumpre para os puntos de W), con € = ¢,,. Se desprazamos p a través de C' temos a familia {IV),}
con UpeC W, = C. Por compacidade, podemos escoller un nimero finito de W),, que denotaremos
Wi, ..., Wi, cos seus respectivos €1, ..., £, tal que Ule W; = C. Vexamos que podemos tomar como
€ > 0 que cumpra o que se afirma no enunciado calquera dado por:
) 4]

e< mln(sl, vy €k 5),
onde § é o nimero de Lebesgue dado polo Lema para a familia {W;}. Sexan dous puntos
p,q € C. Se ambos pertencen a algin W;, ¢ = 1,...,k, os segmentos normais de centro p e ¢
con lonxitude 2¢ non se cortan, pois € < &;. Se 0s puntos non pertencen ao mesmo Wj;, entén
d(p,q) > 6, e se supofiemos que os segmentos normais centrados en p e g e de lonxitude 2¢ se

cortasen nun punto p, teriamos:

2e > d(p,p) + d(p,q) > d(p,q) > 0,
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o que contradi a definiciéon de e. Temos asi que existe un ¢ suficientemente pequeno co que

podemos construir a aplicacion de vecifianza tubular respecto da nosa curva con traza C. O

3.2. Teorema e demostracion

Vexamos enton agora o enunciado e a demostracion do teorema da curva de Jordan no caso
diferenciable. A demostracion que daremos estd baseada en [2]. Na proba, veremos primeiro
que a diferenza dos indices respecto de dous puntos é un, o cal nos permitird en segundo lugar

determinar cales son as componentes conexas que se mencionan no teorema.

Teorema 3.5. Sexa C unha curva simple pechada de polo menos clase dous no plano euclidiano
R2. O complementario R? \ C ten exactamente dias compornentes conexas, das cales unha é

limitada. A componente limitada chamarémola inlerior e d outra exlerior.

Demostracion. Sexa m un punto da curva simple e pechada C, e sexan u e v dous puntos
distintos de m situados na recta normal & curva no punto m. Suponamos, sen restriciéon de
xeneralidade, que tomamos a recta tanxente a C en m como horizontal. Ademais, supofiamos
0s puntos suficientemente préximos a m pero cada un a un lado da recta tanxente horizontal.
De feito, tomarémolos tal que a curva deixe 4 esquerda o punto u de xeito que percorremos a
curva de esquerda a dereita partindo dende o punto m, como se pode ver na Figura 3.1} Tendo
en conta a nocién de indice respecto dun punto da curva que vimos na Definicién ind,,, C,
vexamos que |ind,C' — ind,C| = 1. En concreto, coa forma de percorrer a curva que definimos

teremos ind,C' — ind,C = 1.

Figura 3.1: A curva e outros elementos.
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Antes de probalo vexamos que nos quere dicir isto. Se estamos a suponer que a curva, se
percorre como na Figura de xeito que o punto que estamos a tomar “por féra” é o punto u
teriamos que o indice da curva respecto a este punto seria 0, xa que intuitivamente a curva non
da ningunha volta arredor de tal punto. Asi mesmo, no caso do punto v teriamos que, en valor
absoluto, a curva d& unha volta arredor deste punto, que tendo en conta a orientacién horaria
da curva traduciriase en que o indice respecto da curva sexa —1. Se xuntamos estas conclusiéns

chegariamos a que a diferenza dos indices é 1.

Vexamos entén que é certo. Para iso, tomemos un rectangulo R con centro m de xeito que a
curva C preto de m sexa un grafo contido no rectangulo sobre a recta tanxente a C' en m (toda
curva é un grafo sobre a recta tanxente nun punto). Ademais, os puntos u e v que tomamos
anteriormente deben quedar dentro do rectdngulo, de ai que os tomemos moi préximos a m e de

xeito que non pertenzan 4 curva C.

Deformemos a curva por homotopia, de xeito que nos quede como na Figura [3.2

Figura 3.2: Deformacién da curva.

E dicir, consideremos unha nova curva que pase a percorrer o segmento que divide horizon-
talmente o rectangulo e os bordes verticais ascendentes ata o punto onde a curva C' cortaba ao
rectangulo. Deste xeito, denotaremos por D a curva (s6 continua) parametrizada por arco en cada
segmento onde é diferenciable. Observemos que a definicion de indice de D respecto de m como o
grao da aplicacion oy, (s) = @87:2' € S! segue tendo sentido a pesar da non diferenciabilidade
de D. Ademais, pola invariabilidade do grao a través de homotopias, temos que ind,C = ind, D
e ind,C' = ind,D. Do mesmo xeito, o indice non variard se movemos u e v ao longo da recta

normal a m sen atravesar C.
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Agora ben, fixemos dous puntos a e b equidistantes a m no segmento de recta horizontal
da curva D contido no rectingulo R e suficientemente préximos, para que a circunferencia de
didmetro ab e centro m estea contida no rectangulo, como se pode ver na Figura[3.3] Establezamos
que os puntos u e v distan € de m e vexamos que para os puntos p € D \ ab o angulo formado

polos vectores Pl e ﬁ aproximase uniformemente a cero a medida que € tende a cero.

D\[a1b]

Figura 3.3: Curva D.

Recordemos que o lugar xeométrico de puntos do plano dende os cales o dngulo que subtende
a un segmento uv dado é constante serd a unién de dous arcos de circunferencia de igual raio. De
xeito que se tomamos unha circunferencia de maior raio que as anteriores daré lugar a angulos
méis pequenos. Estes dngulos son, en concreto, a metade do angulo u/O\v, onde O é o centro de

cada circunferencia.

Tendo isto claro, sera sinxelo ver a converxencia uniforme. Sempre e cando se cumpra € < %b,
é dicir, que os puntos u e v caian dentro da circunferencia de diametro ab, para todo p en D\ ab
teremos que se cumpre

L, ) < (b, b0).

Tomemos calquera punto p féra da circunferencia de didmetro ab e centro m que, ao mesmo
tempo, estard nun arco de circunferencia que acaba en u e v (excepto se u, v e p estan alinados,
en cuxo caso o angulo pu, pv é 0). Esta circunferencia tera raio maior que a que pasa polos
puntos u, v e b, de xeito que grazas ao que vimos anteriormente é claro que o angulo que forman

— . , .
bu e bv & maior que o angulo formado por ﬁi e ﬁ, como se observa na Figura .

Tomando limites cando ¢ tende a cero, obtemos o seguinte:

lim £ (i, pb) < lim £(bu, bv) = 0,
e—0 e—0

onde a valor do segundo limite é claro, pois ao diminuir a distancia que distan v e v do eixo
horizontal o dngulo que forman con b aproximase a cero. Deste xeito, obtemos a converxencia

uniforme do angulo entre p—& e ﬁ a0, con pen D\ ab.
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Q.

(4
N

D\ ab

Figura 3.4: Angulos.

Sexa « unha parametrizacion da curva D con periodo L > 1 e cumprindo a(0) = a e a(1) = b.
Deste xeito, identificaremos o segmento ab co intervalo de definicién [0,1] e D\ ab co intervalo
[1, L]. Definamos as aplicacions f,g: Z/LZ — S* como

alt) —u alt) —v
ft) = —— 9(t) = 1

|a(t) — ul ja(t) = vl

E dicir, estas funciéns representan os vectores que unen os puntos ao longo da curva, os p, cos

puntos u e v, despois de ser normalizados, na circunferencia unidade.

Por definicién sabemos que ind,D = deg(f) e ind,D = deg(g). Ademais, se f ¢ o levanta-
mento de f a R, respecto da proxeccion m: R — S, 7(¢) = €', Proposicion , ograode féo

enteiro n tal que f(t + L) — f(t) = 2n7 para todo t, e de xeito equivalente para g.

Tomemos un ¢ suficientemente pequeno para que o dngulo entre ﬁ e ﬁ sexa Imenor que un
n < m fixado, para os p en D\ ab. Agora ben, se escollemos f e g de xeito que |f(1) —g(1)] <,
visto graficamente isto significaria que f e g distan proxectados na circunferencia unidade un
angulo n, é dicir, a lonxitude do arco de circunferencia unindo 17) e % normalizados é menor que

n, como podemos ver na Figura [3.5]

Entoén, teriamos |f(t) — g(t)| < n para todo t en [1, L] dado que as funciéns levantamento
f e g son continuas e a proxeccion 7: R — S! & trivialmente inxectiva en calquera intervalo de

lonxitude 7. Por tanto, poderiamos establecer |f(L) — g(L)| < 7.

Fixemos a orixe en S' na direccién do vector %. Se tomamos un € pequeno poderiamos
posicionar na recta real as imaxes dos levantamentos de f e g de xeito que f(0) e g(0) estaran
proximos a —m e a , respectivamente. Do mesmo xeito, as imaxes f(1) e g(1) estan proximas a

0, a primeira por baixo e a segunda por riba.
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m
3(1)
a b 200
_ab_
|8l
¢ 200) g
(a) Vectores no debuxo. (b) f e g na esfera.

Figura 3.5: Funciéns f e gen 0e 1.

Entén, vemos que claramente se cumpre [f(1) — g(1)| < 7. E polo que vimos no paragrafo

anterior temos que |f(L) — g(L)| < n.

Pero entén a diferenza ind,C — ind,C equivale & diferenza dos graos de f e g. Se escribimos

tal diferenza
(f(L) = f(0)) — (g(L) — g(0)) = (F(L) —g(L)) — (£(0) —g(0)),

esta equivaleria ao niimero enteiro resultante da resta anterior dividida entre 27. Se nos fixamos,
a primeira paréntese esta limitada por n < 7 e a segunda, como se ve na Figura deberd ser
proxima a —2m. Como podemos facer tender n a cero (facendo tender € a cero), chegamos ao

resultado que queriamos, ¢é dicir, ind,,C — ind,,C' = 1.

4y
]

S
Q|
N
~—
th__
—
™~
S

Figura 3.6: Funciéns f e g na recta real.

Con isto, poderemos probar o teorema de Jordan propiamente dito. Polo teorema de existencia
de vecinanza tubular, podemos tomar un € > 0 de xeito que a aplicacion ¢: (—¢,e) xC' — N¢C'é
un difeomorfismo, tal e como se definiu na Definicion [3.1] Non obstante, ((—¢,&) x C)\ ({0} x C)

ten exactamente ddas componentes conexas que chamaremos S; e S2. Como P|(—ee)xC € un
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difeomorfismo e leva {0} x C' en C, N°C'\ C ten dtias componentes conexas. Denotarémolas por
(,0(51) = T1 [§] (,0(52) = TQ.

Sexan agora Wi, W, ..., Wi, ... as componentes de R? \ C. Claramente T e T» estan contidas
en compoiientes de R? \ C, ainda que non poden estar na mesma compoiiente porque o indice de
C respecto a puntos de T3 e Ty son distintos, xa que como vimos méis arriba nunha componente

o indice serd 0 mentres que na outra serd —1. Por tanto, podemos asumir 77 C W e To C Wh.

Como C ¢ un subconxunto pechado de R?, cada compoiiente conexa Wj de R%2\ C ¢é un
aberto de R2, polo que a fronteira de cada W}, esta contida en C. Esta fronteira ademais é non
baleira xa que senén Wi = R2, polo que podemos tomar un punto x na curva C de xeito que
cada vecinanza de x interseca Wy. Pero N°C' = T1 UC'NT5 é unha vecifianza de x, que interseca
s6 a W1 e Wa, polo que R? \ C non ten mais compoiientes conexas. Isto tamén demostra que a

fronteira comtin aos abertos W7 e W5 é a curva C. O

Como se dixo a comezos do capitulo 2, existe unha relacion entre a orientaciéon dunha curva
e as condiciéns que nos proporcionan este teorema mais o teorema de Hopf. Como se pode ver
en [22, pax. 62|, a equivalencia entre as condiciéns permitenos dar a seguinte definicién, cuxo

contido depende, como vimos de dicir, da validez dos teoremas de Hopf e de Jordan.

Definicion 3.6. Unha curva pechada simple a: [a,b] — R? diremos que est4 positivamente

orientada se satisfai as seguintes condiciéns, que son equivalentes:

1. O indice de rotacion da curva é 1.

2. O interior queda & esquerda a medida que percorremos a curva, € dicir, para cada punto ¢ no
intervalo [a, b] o vector J(/(t)) apunta cara a rexion limitada (interior) de R? determinada

por a.

Claramente, diremos que a curva « estd negativamente orientada se o indice de rotacion é —1 e

se o vector J(d/(t)), con t € [a,b], apunta cara o exterior.

A demostracion vista neste capitulo é a demostracion dunha particularizacién do teorema da
curva de Jordan para curvas diferenciables. Non obstante, o teorema orixinal debido a Jordan

era xeral para curvas continuas e a sta demostracién é de caracter topoldxico alxébrico.

O teorema para curvas continuas enunciase como segue [17]:

Teorema 3.7 (Teorema da curva de Jordan). Seza 7y: [a,b] — R? unha aplicacion continua tal
que y(a) = v(b) € V|jap) € inzectiva. Sexa C' = v([a,b]) a sia traza. Entdn R2\ C = {p € R?:

p ¢ C} ten exactamente dias componentes conezas.
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O bordo comin a ambas componentes é C'. A componiente que estd limitada chamarémola

interior, mentres que d outra chamarémola exterior, que serd non limitada.

A demostracion deste teorema é un caso particular do seguinte teorema, que consiste nunha
xeneralizacién a méis dimensiéns dada a comezos do século pasado da man de Lebesgue e

Brouwer. O seu enunciado di:

Teorema 3.8. Sexa X unha esfera topoldzica de dimension n do espazo R"TY, ¢ dicir, a imaze
dunha aplicacion continua e inzectiva da esfera S™ en R™ L. Enton, o complementario de X
en R ten exactamente diias comporientes conexas. Unha delas estd limitada e chamarémola
o interior, mentres que a outra non estd limitada e serd o exterior. Ademais, o bordo comin a

ambas componentes é o conzunto X.

Para a demostracién do teorema debemos recorrer & teoria de homoloxia. Grosso modo,
unha homoloxia consiste en asignar a un espazo topoloxico certos obxectos alxébricos (grupos de
homoloxia). Dita demostracién baséase en que a homoloxia integral reducida de Y = R**1\ X
sendo X C R™! homeomorfo a unha k-esfera, é:

- Z seq=n—kouq=n,
Hq(Y) =
{0} mnoutro caso.
Se n = k a homoloxia de orde cero de Y terd rango 1 o que mostraria que Y ten diias componentes

conexas (de feito, conexas por caminos) e ademais o bordo comin é X. Para méis detalles véxase
[9, pax. 169] ou [21], pax. 198].

Existe unha versiéon do teorema de curva de Jordan, chamada teorema de Jordan-Schonflies,
que resulta mais forte cé teorema xeral. Este teorema di que as rexiéns planas do interior e o
exterior definidas por unha curva de Jordan en R? son homeomorfas ao interior e ao exterior da

circunferencia unidade. Podese consultar unha demostracion en [4].

O paso dos anos deu lugar a que xurdiran novas demostraciéns. Unha das mais cofiecidas ou
destacables é a que se atribtie a Maehara [14]. Esta demostracion baséase no uso do teorema do

punto fixo de Brouwer cuxo resultado di:

Teorema 3.9 (Punto fixo de Brouwer). Toda aplicacion continua dun disco en si mesmo ten un

punto fixo.

A sta demostracion podese ver en [12]. Esta version da demostracion do teorema da curva

de Jordan é 1til en matematica computacional.



Capitulo 4
A desigualdade isoperimétrica

Neste capitulo centrarémonos en contextualizar, enunciar e demostrar o teorema da desigual-
dade isoperimétrica para curvas planas. Este teorema ten a sta orixe ligada 4 creacion da cidade
de Cartago no séc. IX A.C. e na intencién de achar cal de todas as curvas pechadas simples

dunha lonxitude dada é a que encerra maior area.

Segundo conta a lenda, que se pode consultar en [I3], pax. 135], tras escapar de Tiro, unha
cidade fenicia, despois da vitoria do rei Pigmalion a raifia Elyssa (tamén chamada Dido na lenda)
toma direccién as costas de Ttunez, onde negocia co rei da tribo local para poder adquirir unhas
terras. Este proporciénalle unha pel dun touro e estipula que lle cederd o terreo que consiga
abarcar con ela. Ante tal situacién a raina, que era bastante habil, cortou a pel en finas tiras e
formou unha tira de gran lonxitude (a nosa curva plana) coa que abarcou unha grande extension
de terreo tendo en conta ademais, que estaba situada & beira do Mediterraneo. A soluciéon que
deu a raina Dido foi unha semicircunferencia con didmetro ao longo da costa. Isto serviu para
asentar a base dos problemas que hoxe en dia se conecen como problemas de tipo Dido, nos que

se emprega a fronteira como parte da curva.

Se continuamos coa historia “matematicamente falando” do problema isoperimétrico (véxase
[17, pax. 311]) os gregos xa conecian que a curva plana que encerraba a maior area, para un
perimetro fixado, era a circunferencia. A primeira solucién apareceu da man de grego Pappus, séc.
IV A.C., establecendo que a solucién era unha circunferencia. Durante séculos non houbo unha
proba rigorosa desta afirmacién, xa que moitas das probas asumian a existencia de solucién. Non
obstante, a Pappus este problema serviulle para crear un tratado contendo diversos problemas
isoperimétricos como, por exemplo, por que as abellas decidian facer as celas en forma hexagonal,
11, pax. 7|.

Tras vinte e dous séculos, Weierstrass publicou en 1870 a primeira proba rigorosa da des-

igualdade isoperimétrica no plano. Weierstrass deuse conta de que cuestiéns parecidas non tinan

29
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solucion e deu unha demostracién completa da existencia de solucién para o problema isope-
rimétrico. Tal proba era realmente complexa xa que se trataba dun corolario da teoria que el
mesmo desenvolvera para resolver problemas de maximizar e minimizar integrais, teoria que de-
nominamos calculo de variaciéons. E dicir, o problema isoperimétrico converteuse nun exemplo

de cuestions mateméticas que poden ser abordadas polo calculo de variacions [17, pax. 311].

Mais tarde apareceron novas demostracions, por exemplo da man de Hurwitz en 1902, na que
empregaba expansiéons de Fourier, ou de Schmidt en 1939, que é a mais recorrente nos diversos

libros de xeometria diferencial de curvas. Ambas demostraciéns pédense ver en [0, pax. 108].

A demostraciéon que nos veremos €, en efecto, a de Schmidt, baseada na aplicaciéon do teo-
rema de Green. Por tanto, primeiramente lembraremos o devandito teorema e un corolario, que

denotaremos como lema, que serd fundamental para a demostracién do problema isoperimétrico.

Antes de nada, concretemos que as curvas que usaremos ao longo de todo o capitulo seran
curvas parametrizadas diferenciables e regulares. Ademais, dada unha curva plana pechada e
simple C, falaremos da rexiéon que encerra tal curva (ou da rexion interior & curva), que non
é mais ca compoifiente conexa limitada de R? \ C cuxa existencia e unicidade queda garantida
polo Teorema da curva de Jordan que estudamos no Capitulo 3. Recordemos tamén (Definicion
que unha curva pechada simple a: [a,b] — R? est4 positivamente orientada se o indice de

rotacion de o é 1.

Teorema 4.1 (Teorema de Green). Sezxa C unha curva plana, simple, pechada, positivamente
orientada e regular a cachos e sexa D a rexion que encerra. Se L e M son funcions de (z,y) € R?

definidas nunha rexion aberta contendo a D e de clase 1, entdn:

oM 0L
/C(de + Mdy) = //D (836 - (f?y) dzdy,

onde o camino de integracion ao longo de C' € antihorario.

A demostracion deste teorema cléasico da analise matematica podese consultar en [16] pax. 492-
494]. Vexamos agora un corolario deste teorema que nos serd de utilidade para o calculo de areas
e para cuxa demostracion basta tomar L =0 e M = x (ou L=-y e M=0) e aplicar o teorema de

Green. A demostracion completa podese consultar en [22, pax. 97].

Lema 4.2. Sexa C unha curva plana simple pechada e positivamente orientada parametrizada
por a(t) = (x(t),y(t)), t € [a,b]. A drea da rexion interior d curva, que denotamos D, obtense

como:
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4.1. Teorema e demostracion

Temos entén agora todo o necesario para poder demostrar o teorema que da nome a este
capitulo. Para iso faremos uso dunha serie de resultados de andlise 4 vez que o veremos xeome-

tricamente usando unha figura recorrente ao longo da demostracion.

Teorema 4.3 (Desigualdade Isoperimétrica). Sexa C' unha curva plana pechada e simple. De-

notemos por | a lonzitude de C' e por A a drea da rexion que encerra a curva C. Enton:
12> 47 A,

cuza tgualdade se obtén se, e sd se, C é unha circunferencia.

Demostracion. Tomemos duas rectas paralelas que non intersecan a C' e movamolas ata que
ambas toquen a C, de forma que sexan tanxentes 4 curva en dous puntos distintos. Denotemos
tales rectas tanxentes por R e R'. Enton, temos que a curva C esta completamente contida na

rexion limitada polas rectas R e R'.

Sexa S'(r) unha circunferencia tanxente a R e R’, é dicir, na banda que forman ambas
rectas, de forma que non corte a C. Denotemos por O o centro de S e tomemos un sistema
de coordenadas con orixe O e cuxo eixo x é perpendicular 4s rectas R e R’. Sen perda de
xeneralidade asumimos que a curva estd posicionada encima da circunferencia S* e as rectas R

e R’ son verticais, como podemos ver na Figura

C
3(0)
&)
54.
40)
At 1 >
X
R’ R

Figura 4.1: Posiciéns da curva e da circunferencia.
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Denotemos por a(t) = (z(t),y(t)), t € [0,1], unha parametrizacion por lonxitude de arco de
C, de forma que estd positivamente orientada e cuxos puntos de tanxencia coas rectas R e R’/

sonent=0eent=tg,ty € (0,1), respectivamente.

Parametrizamos a circunferencia S' por B(t) = (z(t),7(t)) de forma que a primeira coordena-
da de a(t) e de B(t) coincidan. Deste xeito, a medida que percorremos S! estaremos verticalmente
alifiados con percorrer C' con velocidade un. E dicir, para un instante ¢ fixado, unha particula
imaxinaria que recorre « estard na mesma vertical ca outra particula imaxinaria que recorra .

A componente g definirémola, por tanto, como:

r2—xz(t)2  sete|0,ty),

—/r? —z(t)? set € [to,l).

Temos que esta parametrizaciéon de S non é necesariamente regular nin inxectiva, pero isto non
afectara 4 nosa demostracion. Sexa 2r a distancia entre R e R’. Polo lema previo, as areas das

rexions encerradas por C' e S! son respectivamente:

l l
= ! e r? = — g(t)' .
A= /0 x(t)y' (t)dt /0 g(t)x'(t)dt

l
A+mr? = /xy —yxdt</|xy — g’ |dt <

/]a: 9|1y, — )|dt:/0 Va2 + g2dt = (4.1)

l
- /O BBt = /O Ve = e = [ rae=in

onde se usou a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a hipotese de que a estd parametrizada por

Suméndoas obtemos:

lonxitude de arco e a definicién de 3. Chegamos entén a que A + mr? < rl.

Agora ben, xa que a media xeométrica de dous niimeros positivos é menor ou igual que a sia

media aritmética, con igualdade se, e s6 se, ambos ntimeros son iguais, chegamos a que:

VAVTr? <

rl
A 7
(A+7r?) < 5"

l\.')\r—t

De onde obtemos finalmente a desigualdade que buscabamos:
A A < 12

Chega con ver entén que ocorre cando 471 A = [2. Neste caso, todas as desigualdades tornaran-
se igualdades. Como temos a igualdade de extremos en ({.1), A + 7r? = rl, teremos que as
desigualdades entre elas seran tamén igualdades, polo que a desigualdade de Cauchy que apli-

camos serd unha igualdade, o que quere dicir que ambos vectores son proporcionais, ¢ dicir,
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(z,7) = My, —2'), para algin A € R. Tomando normas obtemos o seguinte:

/22 1+ 2
(v')? + (')
E facil ver que o denominador é non nulo pois estamos a supofier a curva parametrizada por
lonxitude de arco. Temos entén que x = £ry’. Como r non depende da direccion escollida para

R, pois a igualdade 47 A = [? implica a igualdade A + 72 = rl, como acabamos de ver, e ambas

implican que r = [/2m, podemos intercambiar x e y, do que obteriamos y = +rz’. Enton:

co que teriamos que C' é unha circunferencia. O

4.2. Mais dimensions

No artigo [18] tratanse casos mais xerais e detallados relacionados coa desigualdade isoperi-
métrica que acabamos de ver. Entre algunhas destas variacions relacionadas co problema isoperi-
métrico temos unha que esta altamente relacionada coa fisica, onde se maximizan os autovalores
dunha ecuacién diferencial nun dominio circular, sendo este dominio a curva cuxa lonxitude

traballaramos sobre ela.

Agora ben, este mesmo problema podémolo formular en mais dimensiéns, dende R™ ata
unha variedade riemanniana calquera. Se o vemos no primeiro caso teremos que o problema se
traduce en minimizar a area dunha hipersuperficie pechada que encerra un volume dado ou, o
que é o mesmo, maximizar o volume que encerra unha hipersuperficie pechada dada a area. Se o
pensamos, a solucién a este novo problema serd analoga & anterior. Antes tinamos que a solucién
para que se mantivese a igualdade é que a curva fose unha circunferencia, agora teremos que seré
unha esfera. Non obstante, o caso con n > 2 é un problema que a dia de hoxe segue vixente, pois
non existe unha proba sinxela para un dominio nun plano. Como antes, a forma que poderiamos
idear para resolver este problema seria o uso do célculo de variaciéns, que é o que se usa para
probar o seguinte resultado, onde se emprega unha modificaciéon da contorna de xeito que se
preserve o volume coa posibilidade de que a &rea diminta, como se pode ver en [I8, pax. 1187].

Disto podemos concluir o seguinte teorema:

Teorema 4.4. Se a hipersuperficie de R™ ten drea minima entre todas as que acoutan un volume,

enton a curvatura media desta ten que ser constante.

A sua vez, isto permitenos formular toda unha seria de cuestions se relacionamos o teore-

ma cos resultados que xa tiamos en menos dimensions. Por exemplo, as hipersuperficies cuxa
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curvatura media permanece constante son necesariamente esferas? Esta idea pode verse dende
unha perspectiva fisica, de xeito que podemos reescribir a pregunta como: unha pompa de xabon
pode ter outra forma que non sexa unha esfera? Se pensamos nas propiedades fisicas da pom-
pa, teremos que para cada punto da pelicula a curvatura media serd proporcional & diferencia
da presién do aire en ambos lados. Enton, poderiamos concluir que a pompa debera ter unha
curvatura media constante que vird dada pola diferenza de presién entre o exterior e o interior.

Para unha informacion mais completa e detallada podese seguir a lectura en [I8].

Para finalizar coas xeneralizacions que temos sobre a desigualdade isperimétrica usaremos [17]
e falaremos sobre un par de resultados concretos sobre superficies e que son de grande importancia
na actualidade. Supofiamos agora unha superficie S compacta e conexa en R3. Temos a mesma
idea que antes, minimizar a area dado un volume. Para iso enunciaremos a desigualdade de Brunn-
Minkowski, que se trata dunha proposicion crucial na teoria da integracion de Lebesgue en R3,
onde vemos unha vez mais a gran relacién que existe entre os diversos campos das Matemaéticas.

Antes de nada definamos a suma de conxuntos, dados A e B dous subconxuntos de R™ escribese:
A+B={a+b: a€ A, be B}.

Enunciamos entén o teorema de Brunn-Minkowski, que nos proporciona unha desigualdade entre

a suma dos volumes dos subconxuntos.
Teorema 4.5. Sezan A e B dous subconzuntos abertos e limitados do espazo R3, enton:

(vol A)3 + (vol B)3 < (vol (A + B))3

A demostracion deste teorema podese consultar en [I7, pax. 189].

Isto non é méis que unha ferramenta de utilidade para poder ver o que realmente nos interesa,
que serfa poder escribir o analogo 2-dimensional da desigualdade isoparamétrica para curvas

planas que vimos neste capitulo. E asf polo que podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.6 (Desigualdade isoperimétrica espacial). Seza S unha superficie compacta e coneza
en R3. Entén A(S)? > 36m(vol £2)2, onde 2 é o seu dominio interior. Ademais, a igualdade ddse

se, € s0 se, S € unha esfera.

Podese consultar a demostracion do mesmo en [I7, pax. 195]. Este teorema permitenos, de
xeito andlogo ao teorema principal deste capitulo, relacionar a través dunha desigualdade a area
e o volume da superficie. Do mesmo xeito que antes, a igualdade vén dada polo feito de que a

superficie sexa unha esfera.

O estudo das desigualdades isoperimétricas segue a ser un tema de investigacion de actualida-
de e p6édense atopar moitas referencias que falan sobre o estudo en mais dimensions, en variedades
riemannianas, ou sobre distintas relaciéns e desigualdades de motivacién isoperimétrica. Suxirese
a consulta de [11, [3] [10].



Capitulo 5
O teorema de Fenchel

A diferenza do resto de capitulos nos que traballamos con curvas planas, neste traballaremos
cun teorema que se enuncia para curvas en R?, pero que caracteriza certas curvas espaciais como
planas se se acada certa igualdade para a curvatura total. Se estamos a estudar a teorfa local de
curvas, unha observaciéon importante é a de diferenciar entre as funciéns curvatura referidas a
curvas do plano ou do espazo, xa que para as do plano podemos definir unha curvatura orientada,
mentres que para as segundas podemos s6 definir unha curvatura non negativa |17, pax. 312|. Por
outra parte, podese considerar o concepto de curvatura total das curvas en R? como unha media
entre as curvaturas ao longo dos puntos. Neste capitulo veremos que unha cota inferior para
a curvatura total serd 27 e, usando a idea da convexidade dunha curva, o teorema de Fenchel
(debido ao matematico aleman Werner Fenchel en 1929) aseguraranos que esta cota é vélida
para curvas pechadas en R3 (por simplicidade verémolo para n = 3, ainda que ¢ valido en R™).

Usaremos como referencia para practicamente todo o capitulo o libro [22].

Formalmente podemos escribir a curvatura total como un promedio (a integral) das curvaturas

tendo en conta a parametrizacion. Asi temos:

Definicién 5.1. Definese a curvatura total dunha curva regular «: [a,b] — R? como

b
curvatura total de o = / k()| (t)|dt,

onde k(t) denota a curvatura da curva a.

Antes de meternos de cheo na demostracion do teorema de Fenchel debemos de ter en conta
unha serie de definiciéns e lemas que seran fundamentais para a posterior proba. Definamos a idea
de curva convexa. Intuitivamente podemos pensar que unha curva pechada simple é convexa se
dados dous puntos na rexién interior da curva a recta que os une tamén esta nesa rexién interior.

Formalmente diremos:

35
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Definicion 5.2. Unha curva simple plana e pechada é convexa se toda a stia traza queda a un

lado de cada unha das stas rectas tanxentes.

(a) Convexa. (b) Non convexa.

Existe unha caracterizacién para probar que unha curva sexa convexa mediante a siia curva-

tura con signo, ks, deste xeito:

Proposicion 5.3. Seza o unha curva plana simple e pechada. Equivalen:

1. a é conveza.

2. A curvatura con signo ks de oo non cambia de signo, € dicir, ou € > 0 ou < 0 en todo o seu

dominio.

Ademais, unha curva plana periddica regular con indice de rotacidn +1 € convezxa se, e s se, a

sta curvatura non cambia de signo.

A demostracion e a equivalencia con outra condicion pddense ver en [22 péx. 75|, asi como

unha demostracion alternativa podese atopar en [17), pax. 337].

Unha pregunta natural cando estamos a traballar con curvas pechadas é se existe algunha
condicion necesaria sobre a curvatura para que unha curva plana simple sexa pechada. A primeira
conclusiéon que podemos sacar ¢ consecuencia dun teorema que xa vimos en profundidade, o

teorema da Umlaufsatz de Hopf, que nos proporciona a proba case directa do seguinte resultado.
Lema 5.4. A curvatura total dunha curva o: [a,b] — R? plana simple e pechada é > 2w, cuza

igualdade se dd se, e sé se, é conveza.

Demostracion. Suponiamos a curva « plana, simple, pechada e parametrizada por lonxitude de

arco. Deste xeito, a integral da stia curvatura con signo vén dada polo teorema da Umlaufsatz
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de Hopf. Asi, retomando a notacion da funcion angulo e a relacion xa vista en (2.1) entre a

curvatura con signo e funcién angulo teremos:
b b
/ ks(t)dt = / 0'(t)dt = 0(b) — 6(a) = 2 - (indice de rotacion) = +2r.

Esta integral podemos relacionala facilmente coa integral sen signo do seguinte xeito, tendo en

conta a igualdade vista en (|1.1)):

/abk:(t)dt - /ab|k:s(t)dt z‘ /ab ka(t)dt ‘: o, (5.1)

A igualdade vird dada se, e s6 se, a curvatura ks non cambia de signo, que pola proposicion

anterior equivale a que a curva « sexa convexa. O

O noso obxectivo serd probar o Lema para todas as curvas pechadas en R”. Mais, como
xa dixemos, centrarémonos no caso en que n = 3. Agora ben, se consideremos a esfera S?
chamaremos curva en S? a unha curva en R3 cuxa traza sexa un subconxunto de S2. En concreto,
denominaremos circulo méximo & intersecciéon de S? cun plano de R3 pasando polo centro da
esfera. Ademais, dados dous puntos p e ¢ en S? denotaremos por pg a distancia sobre a esfera
entre os puntos, é dicir, a menor lonxitude de arco que tomara o segmento de curva regular que

une ambos puntos.

Unha vez temos estas ideas claras, vexamos dous lemas: o primeiro relacionaranos a lonxi-
tude de arco entre dous puntos cos circulos maximos, cuxa demostraciéon é trivial, e o segundo
relacionaranos a lonxitude de arco dunha curva co feito de que corte os circulos maximos da

esfera.

Lema 5.5. Se temos dous puntos p,q € S?, con p # q, entén pq < 7, cuza igualdade vird dada
se, e s0 se, p = —q. Existird un segmento dun circulo mdrimo que une p e q con lonzitude pq, e
serd tinico salvo que p = —q. A traza de cada curva en S? unindo p e q con lonzitude de arco pq

€ un segmento dun circulo mdzimo.

O seguinte lema serd crucial para a demostraciéon do teorema, xa que nos facilitard en gran

medida os razoamentos.

Lema 5.6. Sexa v unha curva reqular pechada da esfera S?. Se a traza da curva interseca a cada
circulo mdzimo da esfera S* teremos enton que a lonzitude de arco da curva serd > 2w, cuza

igualdade vird dada se, e s se, a curva v é unha parametrizacion simple dun circulo mdzimo.

Demostracion. Tomemos a curva 7: [0,1] — S? parametrizada por lonxitude de arco, sen perda
de xeneralidade. Denotemos os puntos da curva p = v(0) = () e ¢ = v(l/2). Sexan agora v; e

2 as restricions da curva vy aos respectivos intervalos [0,1/2] e [I/2,!]. Distingamos dous casos:
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= Caso p = —q. Neste caso estariamos a tomar dous puntos que son antipodais, polo que

claramente pg = w. Deste xeito, as curvas 71 e 79 terdn lonxitude de arco > w, cuxa
igualdade vird dada polo feito de que a traza de cada unha delas se corresponda coa
metade dun circulo maximo. Asi, a lonxitude de arco total para « seria > 27, con igualdade
soamente se a traza de v son duas metades dun circulo maximo, que pola regularidade da

curva 7 terdn que ser ambas metades do mesmo circulo maximo.

Caso p # —q. Polo lema previo sabemos que existe un unico circulo maximo, C, que
contena a p e ¢. Se tomamos o punto medio nas cordas que unen p e ¢ neste circulo
maximo, que denotaremos por Z e Z, trazaremos un circulo maximo M ortogonal a C
que sexa perpendicular 4 lina recta unindo Z e Z pasando polo centro da esfera, de xeito
que tal circulo maximo M estard 4 mesma distancia de p e de ¢, como se pode ver na
Figura . Sen perda de xeneralidade, suporemos que Z e Z son o polo norte e sur de S?
respectivamente. Temos que a traza da curva -y interseca o circulo maximo M, xa que polo
enunciado do lema sabemos que interseca cada circulo méaximo da esfera, nun punto que
denotaremos como s. Tense que $p = —sq, pois o xiro de 180 graos sobre o eixo vertical
que acabamos de definir na esfera é un movemento rixido que leva os elementos p — ¢ e
s — —s. Enton, temos

p+5g=—5q¢+35G=m.

Figura 5.1: Elementos na esfera.
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Tanto a curva ; como a curva 72 pasan por p e ¢ pasando por s, polo que a lonxitude
de arco da curva unindo os puntos serd como minimo sp + s¢ = w. En concreto, esta
lonxitude serd maior estrito que 7, pois se fose estritamente a igualdade teriamos que os
cachos de curva entre os puntos p e s e entre s e ¢ coinciden coas xeodésicas, as linas
negras da Figura[5.I} que unen eses mesmos puntos. Pero como estamos a traballar con ~
diferenciable en todo o seu dominio implica que debe selo tamén no punto de unién, cousa
que s6 ocorreria se o angulo que forman as xeodésicas fose de 180 graos, o que implicaria
p = —q, e que contradi a suposiciéon inicial. Acabamos de ver, por tanto, que a lonxitude
de 71 e a lonxitude de 2 son maiores que 7, polo que a lonxitude de arco total da curva -y

sera > 27, como queriamos ver. O

5.1. Teorema e demostracion

Temos agora todo o necesario para poder presentar o resultado de Fenchel. Comezaremos por
enuncialo e despois faremos a sta demostraciéon cun razoamento sinxelo usando as circunferencias

méaximas da esfera e o vector velocidade da curva.

Teorema 5.7 (de Fenchel). A curvatura total cunha curva pechada en R3 é > 27, cuza igualdade

se dd se, e s6 se, a curva € simple, conveza e estd contida nun plano de R3.

Demostracion. Sexa a: [0,1] — R? unha curva pechada que supofiemos parametrizada por lon-
xitude de arco. Por ser o parametrizada por lonxitude de arco denotamos v = o/, que sera unha
curva en S2. Isto vén dado polo feito de que se tomamos a curva parametrizada deste xeito cada
vector velocidade v(t) debuixase con orixe na respectiva orixe da esfera, enton a correspondencia

t > v(t) tratase dun camifio na esfera S2.

Usaremos o feito de que a curva sexa pechada para ver que a traza de v interseca cada circulo
maximo. Sexa entéon R C R? un subespazo dous dimensional calquera, de xeito que M = RN S?
sexa un circulo méximo calquera da esfera. Sexa agora n un vector normal a R. Deste xeito, un
punto de S? estara en M se, e s6 se, este é ortogonal a n, ¢ dicir, se o vector posicién do punto
é ortogonal ao vector normal do plano. Como temos

d

Slalh),m) = (' (5, m) = (v(t),n),

entén polo teorema fundamental do calculo podemos obter
l
[ vt miar = ta),m)  (a(0)m) = o
0

onde a ultima igualdade vén dada polo feito de que a curva sexa pechada. Agora ben, pola

continuidade da integral e polo feito de que o valor desta sexa cero sabemos que para algin
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punto tg € [0,!] teremos que (v(ty),n) = 0. Por tanto, a traza de v corta a cada circulo maximo
da esfera. Pero entén, polo Lema temos que a lonxitude de arco de v serd > 2. Xa vimos
que, por estar a curva « parametrizada por lonxitude de arco, a stia curvatura vén dada por

k(t) = [v'(t)|, polo que teremos:
! l
curvatura total de a = / k(t)dt = / |v/(t)|dt = lonxitude de arco de v > 2.
0 0

Se tiveramos a igualdade na desigualdade anterior, polo Lema [5.6] entén teriamos que v debera
ser unha parametrizaciéon simple dun circulo méximo, é dicir, do circulo méximo que denotamos

M =R U S2. Podemos escribir a curva a como
t
alt) = / v(w)du + a(0),
0

polo que a traza da curva « debera estar no plano que escribiremos como {a(0) + 2z : z € R}.
Aplicando un movemento rixido a este plano, podemos asumir que estamos tomando o plano
xy, considerando asi a curva « como unha curva plana. A sda funcion velocidade v serd unha
parametrizaciéon simple da circunferencia unidade S'. Pero entén teremos que a curva a ten
indice de rotacién =£1, isto é pola propia definicién de indice, xa que vimos en que era
igual ao grao da funcién velocidade para a nosa curva «. Como acabamos de ver que v é unha
parametrizacion simple de S! podemos concluir degv = £1. Ademais, temos que a curvatura
non cambia de signo, é dicir, ks > 0 ou ks < 0. Para ver isto tenamos en conta a seguinte relacion

de desigualdades:
21 = /k(t)dt = /|l<:s(t)|dt 2‘ /k‘s(t)dt ’: 2.

A primeira igualdade vén dada por hip6tese xa que estamos a supofier que a curvatura total é 2m,
a segunda vén dada polo feito de que k = |k, a terceira desigualdade é debida & desigualdade
triangular para integrais e a cuarta igualdade vén por que acabamos de ver que o indice de
rotacién é 1, como no Lema Temos entén que a desigualdade > é unha igualdade, pero se
na desigualdade triangular temos unha igualdade isto implica que o integrando é > 0 ou < 0 e,
por tanto, que ks > 0 ou ks < 0. Con estas duas hipoteses e grazas 4 Proposicion podemos

asegurar que finalmente a curva o cumpre ser convexa. O



Capitulo 6

Teorema dos catro vértices

Para rematar, trataremos un dltimo teorema relativo & teorfa global de curvas planas pe-
chadas e convexas. Este é o chamado teorema dos catro vértices, que di que unha curva destas
caracteristicas ten polo menos catro vértices, cuxa definicion veremos a continuacién. Comece-
mos cun breve contexto historico sobre o teorema; para unha maior extension véxase [I7]. No
ano 1909 foi demostrado por primeira vez da man do xeémetra indio H. Mukhopadhyaya e re-
descuberto por A. Kneser no ano 1912. Dende o seu descubrimento converteuse nun teorema de
relevancia no eido da xeometria diferencial. Ao longo dos anos levaronse a cabo diversas demos-
traciéns; destacamos a realizada por H. Gluck en 1966 na que mostrou que o teorema da unha
condicién suficiente para que unha funcién periédica sexa a funcién curvatura correspondente
a unha elipse. Neste capitulo trataremos de demostrar o teorema no caso de que a curva sexa

convexa e faremos un par de puntualizaciéns sobre a xeneralidade do teorema.

Antes de nada debemos entender que é un vértice. Intuitivamente pensamos nun vértice como
o punto de unién entre duas rectas, como poderfa ser o vértice dun tridngulo. Neste caso estamos
traballando cunha curva diferenciable, polo que a unién debe ser “suave”. Por iso, nés trataremos
os vértices dunha curva como os puntos en que a curva fai un “pico” (diferenciable), é dicir, onde

cambia notablemente a curvatura da curva. Formalmente temos, seguindo |17, 22]:

Definicién 6.1. Sexa a: I — R? unha curva plana regular e C a traza da curva. Diremos que
un punto «a(t) € C' é un vértice se a stia funciéon curvatura ten un méximo ou un minimo local

en t. Onde I é un intervalo aberto de R.
Dado que toda funcién continua nun compacto acada un maximo e un minimo, podemos

deducir que toda curva pechada no plano (que, polo tanto, ten traza compacta) ten polo menos

dous vértices.

41
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Se tratamos de pensar en dous casos nos que claramente existird un nimero non finito de
vértices podemos pensar en cousas tan sinxelas como unha recta ou unha circunferencia. Pois
neste caso, cada punto serd un maximo e un minimo local, polo que todos estes puntos seran

vértices.

A demostracion que veremos en profundidade, que aparece en [22], usa o feito de que a curva
sexa convexa. Pero previamente necesitamos un lema que relaciona a convexidade da curva coas

rectas do plano.

Lema 6.2. Sexan C a traza dunha curva simple, plana, pechada e conveza e L unha recta no

plano. Entén, temos:

1. Se L ¢é tanzente d traza en dous puntos distintos entdn a traza contén o segmento de L

comprendido entre os puntos.

2. Se a interseccion C' N L ten mdis de dous puntos entdn, a troza contén o segmento enteiro

de L entre os respectivos pares de puntos.

Pédese consultar a demostracion en [22, pax. 73].

S6 precisamos unha tltima cousa para poder comezar coa demostracion, escribir a curva e a
sda curvatura en componentes. Para iso, se suponemos a curva p.p.a., sabemos que as coordenadas
da curva se escriben «(t) = (z(t), y(t)) de xeito que podemos reescribir a ecuacion da curvatura
como:

a'(t) = —ks(t)y/' (1),
y'(t) = ks(t)2'(2).

6.1. Teorema e demostracion

Temos agora todo o necesario para poder enunciar e demostrar o teorema dos catro vértices,
para o caso convexo. A demostracion estd guiada pola que aparece en [22, pax. 74-75], ainda que

podemos atopar unha demostracion similar en [2].

Teorema 6.3. Cada curva plana simple pechada e conveza ten polo menos catro vértices.

Demostracion. Sexa a: [0,1] — R? a curva do enunciado e sexa C a sfa traza. Supofiamos
sen perda de xeneralidade que a curva « estd positivamente orientada. Supofiemos ademais que
non hai ningtn intervalo no que a curvatura de a permaneza constante, senén teriamos que
os puntos dese intervalo serfan todos vértices, o que implicaria directamente que a curva terfa
unha cantidade infinita non numerable de vértices e, por tanto, méais de catro. Do mesmo xeito

podemos asumir que a curva non contén ningunha lina recta.
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= Suponiamos que a curva « ten tres vértices. Isto implica que dous deses vértices seran
do mesmo tipo, é dicir, ou hai dous méximos locais ou hai dous minimos locais. Pero
isto non pode ser, porque a funcién curvatura vimos que non era constante localmente e
¢ diferenciable, polo que non pode ter extremos locais consecutivos do mesmo tipo. Visto
doutra forma, se tiveramos dous maximos seguidos implicaria ou ben que a curva se mantén
con curvatura constante polo medio, que vimos que non podia ser, ou ben a curvatura entre
os puntos diminuiria polo que teriamos polo medio un punto para o cal haberfa un mfinimo

relativo, que tampouco pode ser.

= Suponiamos agora que a curva ten menos de tres vértices. Podemos denotalos por p € C|
sendo este o punto da curva onde se alcanza a curvatura méaxima en C, e ¢ € C, que se
corresponderfa co punto onde se alcanza a curvatura minima en C. Claramente, os puntos
son distintos, porque estamos suponendo que a curvatura non é constante. Denotemos por
L alina recta que pasa polos puntos que acabamos de marcar, p e ¢q. Polo segundo resultado
do Lemal[6.2]sabemos que a lifia 86 corta 4 curva en p e ¢, pois senén C conteria un segmento

recto e iso levarianos a unha contradicion.

Supotriamos que a curva « estd parametrizada por lonxitude de arco. Podemos escribir os
puntos p e ¢ en funcion da parametrizacion como «(0) = a(l) = p e a(a) = ¢ para algin
a € (0,1).

Analicemos como é a curvatura entre os respectivos intervalos comprendidos entre os puntos
p e q. No intervalo (0,a) temos que a curvatura vai dun méximo a un minimo, é dicir, a
funcion é decrecente, polo que k., < 0 no intervalo (0,a). Do mesmo xeito, para o intervalo
(a,l) teremos que curvatura vai dun minimo a un méaximo, polo que sera crecente e podemos
velo como k% > 0 no intervalo (a,!). Tomemos como eixo horizontal a recta L e como eixo

vertical a recta ortogonal a L pasando polo punto p, sen perda de xeneralidade.

Tenamos agora en conta a curva « en componientes, a(t) = (x(t),y(t)). Temos duas po-
sicions relativas posibles respecto dos puntos, que se ven reflectidas na Figura [6.1] Temos

que:

e Se p queda 4 dereita de ¢: a imaxe da curva no intervalo (0,a) queda por encima da

recta L e a imaxe no intervalo (a,l) queda por debaixo da recta L.

e Se p queda & esquerda de ¢: a imaxe da curva no intervalo (0,a) queda por debaixo

de recta L e a imaxe no intervalo (a,l) queda por encima da recta L.

Ademais, temos que a compofiente y(t) s6 se anula en t =0, ¢t = a e t = [ (que son puntos
onde a curvatura acada extremos relativos, polo que a derivada da curvatura tamén se
anula). Enton, vexamos que para os dous casos anteriores o produto y(t)kL(t) non cambia
de signo no intervalo [0,!] botando man da Figura
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< J y <
K\(s)<o0 K'(s1>0
L L
= =oL(0) =0L(0) =00,
@ Pre® =) e
K0 K (s)<o
(a) p & dereita de q. (b) p & esquerda de gq.

Figura 6.1: Posicions relativas dos puntos.

e Se p queda & dereita de ¢:

Sete (0,a):k,<0ey(t)>0=yk. <0

= {y(OK,(t) <0 con t € [0,1],
Sete(al):k,>0ey(t)<0=yk, <0

e Se p queda 4 esquerda de ¢:

Sete (0,a):k,<0ey(t) <0=yk,>0

= {y(OK,(t) > 0 con t € [0,1],
Sete(adl):k,>0ey(t)>0=ykl, >0

Temos enton que o produto y(¢)k.(t) permanece co signo constante no intervalo [0,1] e
ademais s6 se anula cando tamén se anula a derivada da curvatura, que non sucede en

ningun intervalo de medida non nula. E por iso que podemos afirmar o seguinte:

/MMWW#&
0

pois pola teorfa que sabemos de integracién estamos a integrar unha funcién con signo
constante e cuxos tnicos puntos onde se anula forman un conxunto de medida nula.
Non obstante, integrando por partes e tendo en conta que a curva « é pechada temos:

l

l l
/ﬁm%ww:mwwﬂ—/%ﬂwww:
0 0

0
_ /D (0 (Ot = /0 ()t — :c’(t)] 0,

Polo que acabamos de ver que a curva a non pode ter dous vértices.
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Vimos entén que non pode ter nin dous nin tres vértices e como dixemos ao comezar o capitulo
non pode haber menos que dous vértices. E asi como chegamos a que como minimo a curva debe

ter catro vértices, como queriamos ver. O

6.2. Xeneralizacions

Como dixemos, 0 que acabamos de ver é unha demostracion do teorema orixinal engadindo a
condicién de que a curva sexa convexa. Mais non é necesaria esta condicién para que o resultado
sexa valido. Como podemos ver en [19] a demostracion xeral faise usando unha circunferencia
circunscrita & curva. O teorema dos catro vértices, segundo se ve neste documento, non é mais

que unha consecuencia do seguinte teorema.

Teorema 6.4. Seza a unha curva plana, simple, pechada e regqular de clase C?. Denotemos por

C a circunferencia circunscrita d curve o. Enton:

1. anC ten polo menos dous puntos.

2. Se anNC ten polo menos n puntos, enton « terd polo menos 2n vértices.

Este resultado proporciénanos unha curiosa interpretacion, pois relaciona o nimero de vérti-
ces co niimero de veces que a curva interseca a sua circunferencia circunscrita. Isto é unha gran
diferenza coa demostraciéon anterior, pois antes sd asegurabamos a existencia dun minimo de 4
vértices. Esta proba permitenos cuestionarnos se o0 minimo ntimero axeitado de vértices debe ser
6 e non 4, que é unha consecuencia do feito de que é mais coman esperar que a curva circunscrita
corte & curva en tres puntos e non en dous. De todas formas, esta segue a ser unha discusion

aberta e vixente hoxe en dia.

Outra demostracién alternativa é a contida en [20]. Esta outra baséase na existencia de
circunferencias osculatrices nun certo niimero de puntos da curva. Podemos definir unha circun-
ferencia osculatriz nun punto como aquela que ten por raio o inverso da curvatura da curva
nese punto e que é tanxente 4 curva en tal punto [7]. Poderiamolo interpretar como a circun-
ferencia que mellor aproxima a curva nun punto da mesma. Ademais, as derivadas primeira e
segunda tanto da curva como da aplicaciéon que parametriza a circunferencia osculatriz coinciden

nese punto.

Para poder ver esta demostracién precisamos primeiro entender a idea de que unha circun-
ferencia osculatriz “suxeite” a curva « nun punto p. Diremos que a circunferencia suxeita «
nun punto p se o punto esti tanto na circunferencia como na curva e, ademais, a circunferencia

esté totalmente contida nunha das rexiéns que a curva « divide no plano. Se a circunferencia
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osculatriz queda na rexion limitada (interior) da curva diremos que a suxeita dende o interior,
do contrario diremos que a suxeita dende o exterior. Se nos fixamos na Figura [6.2] vemos que
nos puntos p e p’ as circunferencias osculatrices suxeitan a curva « dende o exterior e o interior,
respectivamente, mentres que no punto ¢ non, xa que a circunferencia non estia contida s6 na

rexion interior ou exterior limitadas pola curva a.

ol

Figura 6.2: Curva « suxeita en p e p’.

Tense ademais que se unha circunferencia osculatriz suxeita a curva « nun punto p, entén

este punto é un vértice. En consecuencia, podemos escribir o teorema dos catro vértices como:

Teorema 6.5. Cada curva plana simple e reqular estd suxeita polas stias circunferencias oscu-

latrices en catro puntos: dias dende o interior e dias dende o exterior.

A demostracion contida en [20] usa un lema que procede do que comunmente se chama

“teorema da ltia nun charco” (cuxa demostracion tamén esté contida en [20]). Dito teorema di:

Teorema 6.6 (da lua nun charco). Sexa « unha curva plana, simple, pechada e regular tal que
o valor absoluto da sta curvatura estd limitado por un. Enton, a rexidn interior d curva contén

unha bola aberta de raio un.

Ainda que exista unha restricién sobre as condiciéns da curva, € dicir, sobre o bordo do
charco, estariamos a garantir a existencia dunha circunferencia unidade no seu interior, é dicir,

o reflexo da laa. Deste resultados sacamos o seguinte lema:

Lema 6.7. Tomemos o: [0,1] — R? unha curva pechada, plana, simple e regular. Entén, nun

punto de «, distinto de «(0), a sida circunferencia osculatriz suzeita d curva o dende o interior.

Asi, a demostracion do teorema dos catro vértices emprega e existencia deste punto onde se
suxeita a curva dende o interior para probar a existencia de polo menos outro punto cumprindo
as mesmas caracteristicas. Finalmente, para ver a existencia de polo menos outros dous puntos

onde a curva estd suxeita dende o exterior faise uso dunha inversién da curva.
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