S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

O método de sub e sobresoluciéns
para problemas diferenciais
ordinarios

Santiago Rozas Trastoy

2020/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

O método de sub e sobresolucions
para problemas diferenciais
ordinarios

Santiago Rozas Trastoy

Xullo 2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Traballo proposto

Area de Conecemento: Analise Matematica

Titulo: O método de sub e sobresolucions para problemas diferen-

ciais ordinarios

Breve descricién do contido

Neste traballo estudarase o método das sub e sobresoluciéns, unha
ferramenta clasica para probar a existencia de solucién de proble-
mas non lineais con condiciéns de fronteira. Esencialmente, o método
funciona do seguinte xeito: a existencia dunha subsolucién e dunha
sobresolucién do problema diferencial, ben ordenadas, implica a exis-
tencia dunha solucién do problema localizada entre a subsolucién e a

sobresolucion.
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Resumo

O obxectivo principal deste traballo seré estudar o procedemento para atopar soluciéns
dunha ecuacién diferencial cofiecido como método das sub e sobresoluciéns. Este método
céntrase principalmente na obtencién do que chamaremos sub e sobresoluciéns do problema
para despois, grazas a diferentes resultados que presentaremos ao longo do traballo, poder
afirmar que o problema orixinal postie unha solucién entre estas dias funciéns.

Primeiramente sentaremos as bases do método para despois xeneralizar as hipoteses
utilizadas, por exemplo relaxando a suposicién de continuidade. Enunciaremos tamén im-
portantes propiedades que cumpren as soluciéns obtidas por este método. Finalmente bo-
taremos un vistazo a outras formas de formular o problema, cambiando condiciéns de

fronteira ou engadindo dependencia na derivada.

Abstract

The main goal of this work is to study the process of obtaining solutions of a differential
equation known as the method of lower and upper solutions. This method is based on the
idea of obtaining what is known as lower and upper solutions of the problem to then,
thanks to the various results displayed along these pages, be able to ensure the existence
of a solution for the original problem between these two functions.

Firstly we will establish the foundations of the method and then we will generalize the
hypotheses used, for example relaxing the assumption of continuity. We will also set forth
relevant properties that the obtained solutions will satisfy. Finally we will look into other
ways of formulating our problem, changing some boundary value conditions or including

dependency on the derivative.
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Introducion

O problema de buscar soluciéns de ecuacions diferenciais pode ser, facilmente, unha das
cuestiéons matematicas con mais utilidade e méis estudadas ao longo da historia. Dentro
dos numerosos procedementos que podemos utilizar atopamos o método das sub e sobre-
soluciéns, no cal estd centrado este traballo. Os primeiros pasos, no que repecta a este
método, foron dados por Emilie Picard, tan cedo como 1893, que usando aproximacions

sucesivas buscaba soluciéns do problema diferencial ordinario

u"+ f(t,u) =0, te[a,b],
u(a) =0, u(b) =0,

onde se asume que u = 0 é unha solucion e que f(t,-) é crecente. Concretamente a idea
era construir unha sucesion monotona de aproximacions {ay, ney de forma que converxa a
unha solucion,

oapgLap Lag<...,

satisfacendo que ag(t) > 0 con t € (a,b) para evitar a solucion trivial. Picard conseguiu

probar a existencia dunha primeira aproximacién positiva, aq, tal que

af + f(t,a0) >0, te(a,b),
ag(a) =0, ap(b) =0.

Na actualidade esta funcion é a que chamamos subsolucién, e o método empregado por
Picard é o método iterativo monétono.

O primeiro gran avance veu da man do matematico Giuseppe Scorza quen, en 1931,
chegou a probar a existencia dunha solucién do problema de Dirichlet localizada entre a e 3,
funciéns case equivalentes 4s sub e sobresoluciéns utilizadas neste traballo. Este resultado
é considerado como a base do método de sub e sobresolucions. Os seguintes avances neste
tema venen dados polo estudo de Michio Nagumo. Este demostrou a existencia de, polo
menos, unha solucién para o problema no que se introduce dependencia de f da derivada de
u. Isto esté intimamente relacionado co estudo da condicién de Nagumo, iniciado por Serge

Berstein, e finalizado polo matemaético cuxo nome leva a condicion. Mais tarde, e froito dos
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X INTRODUCION

avances de Nagumo, Scorza consideraria o problema con dependencia da derivada onde s6
se pedia que f fose Carathéodory. Esta modificacion serd tratada na segunda seccion do
Capitulo 3 do noso traballo.

En relacién coa busca de soluciéns maximais e minimais, tema que tratamos neste
traballo, os primeiros avances foron feitos para ecuacions diferenciais ordinarias de primeiro
grao por Giuseppe Peano e Oskar Perron considerando o problema de Cauchy. Méis tarde
Perron publicou resultados similares para o problema de Laplace. Outros problemas, como
o de condiciéns mixtas, tratado por Helmut Epheser, ou o de Neumann, foron estudados
maéis recentemene debido & stia maior complexidade.

Este traballo estaré estruturado en catro capitulos diferentes. O primeiro trata os con-
ceptos necesarios para poder abordar o traballo e os tres restantes estdn dedicados a ex-
plorar, cada vez con maior profundidade, o tema a tratar.

No primeiro capitulo comezaremos definindo os conceptos béasicos relacionados con
espazos de Banach, ata poder chegar a enunciar os dous teoremas méis relevantes, & hora
de probar resultados, deste traballo. Seguidamente introduciremos a cofiecida funcién de
Green e enunciaremos un importante teorema que relaciona esta funciéon coa soluciéon do
problema

Lyu(t) =o(t), te[a,b],
UZ'(’U,):O, i:1,...,n.

No segundo capitulo faremos unha primeira aproximacién ao método, pedindo moita
regularidade as sub e sobresoluciéns e requirindo que a funciéon f sexa continua. Come-
zaremos definindo as mencionadas sub e sobresoluciéns para despois presentar o principal
resultado do traballo, o Teorema 2.2, que afirma a existencia de, polo menos, unha solucién
entre unha sub e unha sobresoluciéon. Despois de ilustrar con detalle a demostracion deste
teorema introduciremos algtins exemplos sinxelos aplicando este resultado. Remataremos
este segundo capitulo cunha breve, 4 vez que interesante, observacién e un corolario que
aplicaremos nun exemplo.

Continuaremos co estudo do método no Capitulo 3, nel o obxectivo principal sera a sta
xeneralizacion. Con esta finalidade introduciremos na primeira seccion as C2-sub e sobre-
solucidns, que xeneralizan as sub e sobresoluciéns presentadas no segundo capitulo. Pese a
este cambio na definicién seguimos a ter un resultado, o Teorema 3.5, que garante a existen-
cia de como minimo, unha solucién. Seguidamente veremos que nestas hipoteses podemos
garantir a existencia de soluciéns maximais e minimais, feito que probaremos axudandonos
de proposicions presentadas anteriormente no capitulo. A continuacién analizaremos que
condiciéns debe verificar f para que o conxunto de soluciéns sexa un continuo e daremos

unha condicién suficiente para que o problema tena unha tnica solucién. Todo isto estara
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acompanado de exemplos, tendo como obxectivo clarificar os conceptos.

Seguindo no Capitulo 3 temos a seccion dedicada as solucions en W21, Esta é unha nova
xeneralizacién, pero neste caso, ademais de relaxar as hipoéteses das sub e sobresoluciéns
tamén o faremos na funciéon f. Comezaremos introducindo algins conceptos necesarios para
despois definir, como na seccién anterior, as novas sub e sobresoluciéns, que denominaremos
W?2lsub e sobresolucions. A estrutura desta seccién serd moi similar 4 da anterior xa
que simplemente nos centraremos en enunciar os teoremas analogos adaptados &s novas
hipoteses.

Finalmente botaremos unha ollada a outras formulaciéons do problema orixinal, isto
é o que trataremos no Capitulo 4. Na primeira secciéon introduciremos en f dependencia
da derivada de u, de forma que, para poder aplicar os resultados obtidos en capitulos
anteriores, debemos establecer cotas a priori sobre a derivada. Con este obxectivo daremos
algins exemplos de casos nos que se poden deducir ditas cotas da estrutura de f para, méis
tarde, falar da conecida condicién de Nagumo. Despois de introducir estas ferramentas xa
podemos engadir a definicién de sub e sobresolucién correspondente e o teorema analogo ao
Teorema 2.2. Para finalizar o traballo modificaremos as condiciéns de fronteira do problema,

orixinal e reproduciremos algiins resultados adaptandonos a estas novas condiciéns.






Capitulo 1

Definiciéns e teoremas previos

O noso primeiro capitulo estard dedicado a introducir algins teoremas e definiciéns
auxiliares que empregaremos ao longo do traballo. Estes resultados inclien dende impor-
tantes teoremas de punto fixo, ata a definiciéon de funcién de Green. Cabe destacar que

tamén serd preciso definir os conceptos previos necesarios para chegar a ditos resultados.

1.1. Espazos de Banach e operadores

Comezaremos definindo os conceptos de espazo de Banach e operador, que seran empre-
gados reiteradamente nun futuro. Para isto é preciso tamén introducir outras definiciéns
como o de espazo vectorial normado ou a de espazo métrico. Estes conceptos pddense

atopar en calquera manual de anélise funcional como, por exemplo, [6].

Definicién 1.1. Chamamos espazo métrico ao par (X,d), sendo X un conxunto e d
unha aplicacion de XxX en R (conecida como distancia ou métrica), que cumpren as

propiedades:

1. Non negatividade: d(z,y) > 0.

2. Lei de Leibniz: d(z,y) =0 se e s6 se x = y.

3. Simetria: d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € X.

4. Desigualdade triangular: d(x, z) < d(x,y) + d(y, z) para todo z,y,z € X.
Un espazo métrico dirase completo se toda sucesion de Cauchy é converxente.

En numerosas situaciéns esta métrica vira dada por unha norma, dando asi lugar aos

espazos normados. Vexamolo.
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Definicion 1.2. Sexa F un corpo. Un F-espazo vectorial V dise normado se a sta topo-
loxia deriva dunha aplicacion | - || : V' — [0, o), chamada norma, que satisfai as seguintes

propiedades:

1. Desigualdade triangular: |u+v| < |ul + |v| para u,v € V.
2. Homoxeneidade: |[Au| = || - |ul| para ue VA eF.

3. SeveV enton |v| =0 se e s6sewv=0.

Notese que todo espazo normado (V|- |) é un espazo métrico coa métrica d(x,y) = |z —yl|

en V.

Definiciéon 1.3. Un espazo normado (V|| -||) dirase de Banach se, coa distancia inducida

pola norma, é un espazo métrico completo.

Exemplo 1.4. Alguns dos exemplos mais coniecidos de espazos de Banach son o espazo
das funciéns continuas con dominio [a,b], C([a,b]), coa norma do supremo, dada por
| flloo =sup{|f(¢)| tal que t € [a,b]} e os espazos euclidianos, onde a norma neste caso vén
dada por [[t] = (S [t[2)7 con t = (t1, ., tn).

Definicion 1.5. Chamaremos operadores és funciéns entre espazos normados e denotaré-

molos habitualmente por Tz no lugar de T'(z).

Definiciéon 1.6. Sexan X,Y espazos de Banach e T : X — Y un operador. T dirase
compacto se é continuo e se T'(U) c Y é relativamente compacto (¢ dicir, T'(U) é compacto)

para todo U c X limitado.

Definicion 1.7. Sexa X un espazo topoloxico, Y un espazo métrico e ' unha familia de
funciéns de X en Y. Diremos que F' é equicontinuo se, para cada x € X e € > 0, existe
un contorno U, de z, tal que dy (f(y), f(x)) < ¢, paratodo y € U, e f € F, sendo dy a

distancia inducida pola métrica de Y.

Procederemos agora a enunciar dous importantes teoremas, Ascoli-Arzela e o do punto
fixo de Schauder. A importancia destes reside na sta utilidade para buscar soluciéns de

problemas diferenciais.

Teorema 1.8. (Ascoli-Arzeld). [4] Sexa X un espazo topoloxico compacto Hausdorff e Y
un espazo métrico completo e sexa C(X,Y) o conzunto de funcions continuas de X a'Y.
Tomando C(X,Y") coa topoloxia da converzencia uniforme temos que F c C(X,Y) ten

clausura compacta se e sé se F € uniformemente limitado e equicontinuo.

Teorema 1.9. (Punto fizo de Schauder). [7] Sexa S + @ un subconzunto limitado, pechado
e convezro do espazo normado X e T un operador compacto que cumpra que T(S) c S.

Enton T ten un punto fixo en S.
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1.2. Funcions de Green

Para esta seccion, dedicada &s funcions de Green, enunciaremos principalmente resul-
tados recollidos en [2|. As citadas funciéns servirannos para caracterizar as solucions do
noso problema asi como para transformar problemas diferenciais en problemas integrais de

punto fixo, como indicaremos mais adiante.

Consideremos o problema diferencial lineal xeral de orde n:
{ Lou(t) = o(t), t[a,b],
Ui(u) =0, i=1,...,n,
con
Lou(t) = u™ (t) + anoy () (8) + - + ay ()’ (£) + ao(t)u(t),
Ui (u) = nf(a;lu(j)(a) + B (b)), i=1,...,n,

J=0

sendo aé», 6;. € R, para todoi € {1,...,n}, j € {0,...,n -1} e o, a; € L'([a,D]), para
todo k € {1,...,n}, onde L”([a,b]) denotard o espazo de funciéns que van de [a,b] en R

cumprindo que
b
Julf, = [ ()l dt < co.

Definimos agora as anteriormente mencionadas funciéns de Green.

Definicién 1.10. Diremos que G é unha funcion de Green para o problema (1.1) se satisfai

as seguintes propiedades:

i. G esta definida no cadrado [a,b] x [a,b] (agis nos puntos t = s cando n = 1).

ii. Para k=0,...,n—-2 as derivadas parciais %TkG existen e son continuas en [a,b] x [a, b].

iii. Existen e son continuas nos tridngulos a < s <t<bea <t < s<b as derivadas parciais
omla | 9nG
ot © g

iv. Para cada s € (a,b), a funcion G(+, s) é solucion da ecuacion diferencial L,y = 0 c.p.t.

te[a,s)u(s,b], isto é:

"G ota oG
o (t, S) + an,l(t)W(t, S) + -+ ap (t)a(t, S) + Oé()(t)G(t, 8) = 0,
c.p.t. t € [a,b] ~ {s}. A notaciéon c.p.t. t € X indica que certa propiedade se cumpre
case para todo t en X, é dicir, en todo punto do conxunto X excepto un subconxunto

de medida nula.
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v. Para cada t € (a,b) existen os limites laterais

anflG o 1G o 8n71G B o lG N

W( t) = tnl(t ) e W(t’t)_atnl(t 1)
e ademais,

8n—1G o~ 1G B o 1G o 1G

o1 ( t t) otn-1 ( ) otn—1 (t’t_) otn- -1 (t t+) =1

vi. Para cada s € (a,b), a funcion G(-, s) satisfai as condicions de fronteira
Ui(G(-,s))=0,i=1,...,n, isto &

Z( 028 a,5)+ Bjajws)): i=1im.

Notese que estas propiedades son tamén unha caracterizaciéon da funciéon de Green, polo

que permiten obter a stia expresion nalgiins exemplos sinxelos coma os seguintes.

Exemplo 1.11. Consideremos o problema
u’(t)=0, te[0,1],
u(0)=u(1)=0

e busquemos unha funcién de Green usando as stas propiedades.

Por i., iii. e iv. temos que a nosa funciéon de Green ten que ser da forma:

) a@s)t+e(s), t<s,
Gts) = { c3(s)t+cq(s), t>s. (1.2

Pasamos a comprobar a vi. e obter:

G(0,s) =0 Vse(0,1) = ca(s) =0,
G(1,5) =0 Vse(0,1) = c3(s) = —ca(s).

Volvendo agora & propiedade ii., que nos indica que G é continua, temos que

(s-1)

c1(s)s=c3(s)s—c3(s) <= ci1(s) =c3(s)

e, finalmente, pola propiedade v.,

(s-1)

c3(s) —c1(s) =1 <= c3(s) (1— ):1 <~ c3(s) =s.

Substituindo na expresion (1.2) chegamos a que a nosa funcién de Green é

) (s=1t, t<s,
G(t’s)_{s(t-n, t>s.



1.2. FUNCIONS DE GREEN 5

Exemplo 1.12. Neste exemplo mostraremos unha funciéon de Green algo méis complexa,
na que a solucién vira dada por funciéns trigonométricas.

A funcién de Green do problema

u'(t) +ult)=t, te[0, 3],
u(0) = u(mw/2) =0,
sera
—cosssent, t<s
G(ta 5) = ’ ’
—-senscost, t>s.

Mostraremos agora o procedemento levado a cabo: primeiramente, sabemos que a fun-
cion de Green é continua en ¢ = s, a sta derivada ten unha discontinuidade nese mesmo
punto e satisfai as mesmas condiciéns de fronteira que u. Temos entén que, pola propiedade
iv,

0*G
W(t,s) +G(t,s) =0, parat#s.
Esta é unha ecuacion harmonica, na que a solucion vén dada por ¢q sen(t) + co cos(t), polo

que a funcién de Green sera da forma:

A(s)sen(t) + B(s)cos(t), t<s,

Glte)= { C(s)sen(t) + D(s)cos(t), > s.

Calcularemos agora as funciéns A, B, C e D de forma que cumpran as condiciéns de
fronteira. Por u(0) = 0 temos que B(s) = 0 e, de igual forma, por u(3) = 0 tense que
C(s) = 0. A continuidade de G dinos que A(s)sen(s) = D(s)cos(s) e, pola propiedade
v. deducimos que —D(s)sen(s) — A(s)cos(s) = 1. Finalmente substituindo D na segunda

ecuacién chegamos a que

sen”(s) —A(s)cos(s) =1= A(s) = _cosls) = —cos(s)

—A(s) sen?(s) +cos2(s)

cos(s)
e, polo tanto, D(s) = —sen(s) chegando ao resultado final.

Definicién 1.13. Dado un espazo de Banach X diremos que o operador L,, é non resoante

en X se e sO se a ecuacion homoxénea
Lou(t) =0, c.p.t.tela,b], ueX,

ten como Unica soluciéon a trivial.

Definiremos agora os seguintes conxuntos:

W ([a,b]) = {ueC" ! ([a,0]) / u"D € AC([a, b))},
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con AC([a,b]) o conxunto de funcions absolutamente continuas en [a,b], e
Y = {ueW"([a,b]) / Us(u) =0,i=1,...,n} c W ([a,b]).

Tense que Y é un espazo de Banach coa norma usual

[u]x = méx{Hu(i) N tal que ¢=0,...,n - 1}.

O seguinte teorema seranos de moita utilidade, xa que nos permitira saber cando o
problema (1.1) ten solucién tnica e que forma adoptara esta.
Teorema 1.14. As sequintes afirmacions son equivalentes:
1. O operador L, € non resonante en Y.
I1. Eziste unha unica funcion de Green asociada ao problema (1.1).
111. O problema (1.1) ten unha tinica solucion u e W™ ([a,b]).

Neste caso, a solucion unica vird dada pola sequinte expresion

b
u(t) = f G(t,s)o(s)ds, te[a,b],
sendo G a funcion de Green do problema (1.1).

Ademais de permitir obter mediante integracion directa as soluciéns de problemas li-
neais coma (1.1), a funcién de Green é unha ferramenta de moita utilidade & hora de probar
a existencia de solucions de problemas diferenciais non lineais. A sta utilidade radica no
feito de que a funcion de Green permite transformar problemas diferenciais non lineais en
problemas integrais de punto fixo. Esta idea, que ampliaremos a continuacién, utilizarémola

para demostrar varios resultados do Capitulo 2. En efecto, consideremos o problema:

Lyu(t) = f(t,u(t)), t€[a,b], ue X
Ui(u) =0, 1=1,...,n,

sendo X un espazo de Banach e f unha funcién non lineal. Tense entén que as soluciéns

deste problema se corresponden cos puntos fixos do seguinte operador integral:

T:X—X

u~ Tu,

con

Tu(t) = faba(t,s)f(s,u(s)) ds,
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sendo G a funcién de Green asociada ao problema

Lyu(t) =0, tela,b], ueX,
Ui(u):O, i=1,...,n.

Deste xeito, tal e como veremos no seguinte capitulo, a existencia de soluciéns de pro-
blemas diferenciais non lineais probarase a partir da existencia de puntos fixos do operador
integral correspondente, para o cal empregaremos o Teorema de Schauder. Neste contex-
to, o método das sub e sobresoluciéns, que desenvolveremos no Capitulo 2, permitiranos
ademais dar unha rexion na cal se localizara o punto fixo do operador integral e, equiva-

lentemente, a solucién do problema diferencial non lineal.






Capitulo 2
O método de sub e sobresolucions

Neste segundo capitulo enunciaremos e probaremos o resultado principal relacionado co
tema do noso traballo, o método de sub e sobresoluciéns, para logo en capitulos posteriores
estender mais estas ideas. Comentaremos tamén importantes observaciéns sobre algunhas
caracteristicas do método, todo isto acompanado dalgins exemplos.

A idea principal na que se basea este método, para atopar solucions de problemas dife-
renciais, é atopar o que chamamos sub e sobresoluciéns do problema. Logo, como veremos
neste capitulo, probaremos que a solucién se atopa entre estas duas funciéns.

Todos os resultados e observacions deste capitulo estaran baseados na referencia [3].

Outros traballos de interese relacionados con este método poden ser consultados en [1] e

[5].

2.1. Fundamentos do método

Por simplicidade, trataremos nesta seccién o problema con condiciéns de fronteira pe-
riddicas e limitarémonos a problemas diferenciais de orde dous. Cabe mencionar que estes
resultados se poden xeneralizar para unha orde n arbitraria e diferentes condiciéns de

fronteira, como veremos no Capitulo 4.

Consideraremos o seguinte problema con condicions de contorno periodicas

{ u"(t) = f(tu(t)), tela,bl,

(2.1)
u(a) =u(b), u'(a) = u'(b),
con a < be f unha funcién continua.

Definicién 2.1. Diremos que « € C%((a,b)) nC*([a,b]) é unha subsoluciéon do problema
(2.1) se:
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i o"(t) > f(t,a(t)), paratodo te (a,b),

ii. a(a) =a(d), a'(a) = a'(b).
A stia vez, B €C?((a,b)) nC ([a,b]) é unha sobresoluciéon de (2.1) se:

i. 8"(t) < f(t,B(t)) paratodo te€ (a,b),

ii. B(a) =pB(b), B'(a) < B'(b).

Probaremos agora o teorema principal deste capitulo, que afirma a existencia dunha
solucion do problema (2.1) empregando sub e sobresolucions.

Teorema 2.2. Sexan «,  sub e sobresolucions do problema (2.1) respectivamente, tales

que a < B. Asumamos que f: E —> R € unha funcion continua sendo
E={(t,u) €[a,b] xR tal que a(t) <u < B(t)}.
Entén o problema (2.1) ten, cando menos, unha solucion u € C*([a,b]) tal que
a(t) <u(t) < B(t), VYtela,bl].
Demostracion. Consideremos para a nosa proba a funcion +: [a,b] x R — R dada por

a(t), seu(t) < a(t),
Yt u(®) =y ult), sea(t) <u(t) < A1),
p(t),  seu(t) > B(1),

e o problema auxiliar

{ u'(1) = u(t) = [(t (1)) =7 u(®)), te[ab], 2.9

u(a) = u(b), u'(a) =u'(b).

Comezaremos probando que o problema (2.2) ten, polo menos, unha solucién. Para isto
comezamos observando que, tal e como se xustificou ao final do Capitulo 1, as soluciéns

do problema (2.2) se corresponden coas solucions da seguinte ecuacion integral

b
u(t) = [ Gt (5,705, u(s))) =7 (5, u(s))] ds,
sendo G a funcién de Green do problema

{ u'(t)-u(t) =0, tela,b],
u(a) = u(b), u'(a) =u'(b).
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Como xa mencionamos no Exemplo 1.4 do primeiro capitulo, C[a, b] coa norma do supremo
é un espazo de Banach e, desta forma teremos que o operador T : C([a,b]) — C([a,b]),

definido pola integral

b
(Tu)(t) = fa G(t,8)[f(s,7(s,u(s))) =(s,uls))] ds,

¢ compacto. Para probar isto veremos que T é continuo e que dado I" c C([a,b]) limitado,

T(T) é relativamente compacto.

= Ver a continuidade de T' é sinxelo dado que v e f, por definicion, e G, pola segunda

propiedade da funcién de Green, son continuas.

= Para probar que T leva conxuntos limitados en conxuntos relativamente compactos

utilizaremos o Teorema de Ascoli-Arzela. Sexa r >0 e
I'={ueC([a,b]) tal que |lul| <r}

un subconxunto limitado de C([a,b]). Vexamos primeiro que T'(I') é equicontinuo.

Dados t,t" € [a,b], tense que

[(Tu) () - (Tu) ()] < Lb!G(taS) =G, s)I[1f(s,7(s,u(s))| + (s, u(s))]] ds
< Lb |G(t,s) - G(t',s)|[R1 + Rz] ds,

sendo R; unha cota de f (f limitada por ser continua definida nun pechado) e Rp unha
cota de vy da forma |y(s,u(s))| < méx{|«], 8|} = R2 . Como G &, por ser funciéon
continua nun conxunto pechado e limitado, uniformemente continua en [a, b] x [a, ],
temos que para todo £ > 0 existe un d(g) > 0 tal que, (t1,s1), (t2,52) € [a,b] x [a,b]
cumprindo [(¢1,s1) — (t2,s2)| < d(e) implica que |G(t1, s1) — G(t2, s2)| < . Enton, se
collemos sempre a mesma s teremos que |(¢,s) — (¢, )| = |(t=t',0)| = [t = ¢'| < 6(¢)

implica que |G(t,s) - G(t',s)| < ¢, e asi,

[(Tu)(t) = (Tu)(t)| <e /ab(Rl + Ry) ds,

polo que T'(T") é equicontinuo.

Finalmente, para facer uso do Teorema de Ascoli-Arzela precisaremos ver tamén que

T(T") é uniformemente limitado. En efecto, tense que

7t = s | [ GG LGyt 0(6)) =5 uV o < [ ML+ o) s

te[a,b

sendo M unha cota de G (que existe por ser G continua en [a,b] x [a,b]).
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Logo temos que T é un operador compacto e, para empregar o Teorema de Schauder,
precisamos comprobar tamén que existe un conxunto S convexo, limitado e pechado que
cumpra que T'(S) c S.

Como

(@Ol [ 165,10, us))] + (s, u(s))]) ds
< /bM(Rl +R2) ds = (b—a)M(R1 +R2) Vte [a,b],

tomando k = (b—a)M(R1+Rz2) e S ={ueC([a,b]) / |u| <k} vese facilmente que T'(S) c S.

Vexamos agora que S é convexo:
u,v €S = Au+(1-XN)veS para todo A€ [0,1]

Xa que
[Au+ (1 =X <Au| + (1 =N)|v| < e+ (1-N)k=k.

Ao ser S limitado, de forma trivial, s6 nos queda ver que é pechado, ou o que é o mesmo,
que contén aos limites das stias sucesions converxentes. Sexa {up fneny €S converxente a u
(coa norma do espazo de Banach, é dicir, converxente uniformemente). Como u é continua,

por selo as u, (consecuencia da converxencia uniforme), entén
lunl <k = Jul <k

e temos que u € S, que é o que queriamos ver.
Xa estamos en condiciéns de empregar o Teorema do punto fixo de Schauder, que

garante que 7' ten un punto fixo, o cal é solucion do problema (2.1).

Para finalizar a demostracién temos que probar que todas as soluciéns u do problema

(2.2) estan entre a sub e a sobresolucién no noso intervalo, é dicir,
a(t) <u(t) < B(t), Vtela,b]. (2.3)
Farémolo por reducion ao absurdo, supofiendo que, para algun tg € [a,b],
min (u(t) = (1) = ulto) = a(ta) < 0,
Se to € (a,b), temos a seguinte contradicion
0 <u”(to) - a(to) = f(to, a(to)) +u(to) - a(to) - a”(to) < 0,

onde a primeira desigualdade dedicese de que u” (tg)—a' (tg) > 0 por ser u(tg)—a(tp) mini-

mo, mentres que a segunda vén de substituir na desigualdade a v’ do problema (2.2), tendo



2.1. FUNDAMENTOS DO METODO 13

en conta que o valor de v(tg,u) serd a(tp), e fixandonos en que f(tg,a(tg)) —a”(tg) <0
por definiciéon de subsolucion e que u(tg) —a(tp) < 0 pola hipotese que fixemos para o noso
argumento.

No caso no que o minimo estea nos extremos, é dicir

min (u(t) - (1)) = u(a) ~a(a) = u(b) ~a(b) < 0,

chegamos a que
u'(a) —a/(a) 202u'(b) —a'(b)

por ter u—« minimos en a e b (a derivada & dereita dun minimo é maior ou igual que cero
e 4 esquerda menor ou igual que cero). Tendo en conta parte da definicién de subsolucion
(u'(a) =u'(b), &'(a) > (b)) temos que

u'(a) - a'(a) <u'(b) - a'(b),

co que deducimos que u'(a) - a'(a) = 0. Integrando agora a expresion u”(s) — a”(s) entre

a e t, temos, por un lado, que

[ (5) -0 () ds = [w'(1) - ()] - [0 (1) = o' ()] = ' (8) - (1),

e por outro, substituindo a u” do problema (2.2),

[j u(s) - a"(s)ds = fat[f(s, a(s)) +u(s) —a(s) - a’(s)] ds.

Notese que esta segunda integral é negativa, xa que f(s,a(s))—a’(s) < 0 por definicion de
subsolucion e, como u(a) — a(a) < 0 entén existe ¢ > 0 tal que u(s) —a(s) < 0 Vse[a,t],
o cal é unha contradiciéon con que u — « tenia un minimo en a, probando asi que a < u.

A proba de que u < 8 é totalmente analoga.

En resumo, usando o Teorema de Schauder demostramos que (2.2) ten solucién e,
por reducion ao absurdo, probamos que esta cumpre (2.3). Logo, pola forma na que esta
construida y(t,u(t)), esta serd igual a u(t), e a solucién do problema (2.2) tamén o sera
de (2.1). O

Exemplo 2.3. Unha primeira aplicacién do método sub e sobresoluciéns poderia vir da-
do polo seguinte problema onde nos poderemos dar conta do importante feito de que o
Teorema 2.2 non s6 proporciona existencia de solucién, senén que tamén nos aporta a

localizacion da(s) solucion(s).

{ e2u’(t) = ud(t) - cos®(t), tel0,2n),
u(0) = u(27), v'(0) = u'(27),
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con € € R*, onde R* = {z € R tal que x > 0}. Temos que a(t) = cos(t) —2¢ é subsolucién xa
que o (t) > f(t,a(t)) con,

_ (cos(t) — 2¢)3 - cos?(t)
=2

f(t,a(t))

En efecto, como o' (t) = —cos(t),

(cos(t) —2¢)3 — cos®(t)
o2
—8¢3 + 122 cos(t) — 6 cos?(t)
2
€

a’(t) > f(t,a(t)) < —cos(t) >

<~ —cos(t) >
— 8+ §cos2(t) —13cos(t) >0
£

para todo t € [0,27]. Chamando g a esta tltima funcion, temos que esta é maior ou igual
que 0 en [0,27] se e 80 se, por ser g continua e [0,27] compacto, o minimo neste intervalo
¢ tamén maior ou igual que 0. Para ver isto procedemos a atopar os puntos criticos de
g, Xa que o minimo se atopard nun destes puntos ou nun dos extremos do intervalo. Asi,
derivando g, obtemos

g'(t) = —g cos(t) sen(t) + 13sen(t),

g'(t) =0 < 13sen(t) = % cos(t) sen(t)

<= [sen(t) = 0] ou [cos(t) = %e]

e [t=0],[t = 7], [t = 27] ou [cos(t):%g].

Estes son os posibles minimos da nosa funcién no intervalo a considerar que, como vemos,

inclien os extremos deste. Vexamos agora todos os posibles escenarios:

= g(0) = g(27) = 8 + g - 13 > 0 para todo & > 0. Isto se verifica de forma sinxela
collendo h(e) =8 + g - 13 e derivando. Chegamos entoén a que h'(g) = 8 - g% ¢ igual
a cero s6 cando € = i@. Miraremos exclusivamente & = @ xa que é o Unico de
ambos que pertence ao intervalo. Agora como h'(g) < 0 & esquerda deste punto e

h'(e) > 0 & dereita, este punto serd un minimo polo que se h (@) > 0 teremos que

h(e) > 0. Evaluando a funcién obtemos h(@) = -13 + 8/3 > 0 e finalmente, por

todo o mencionado anteriormente, concluimos que g(0) = g(27) > 0.

» g(m) =8+ g + 13 > 0 para todo € > 0 xa que todos os sumandos son estritamente

positivos.
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= Se t € [0,27] tal que cos(t) = 3¢, entén g(t) =8¢+ ¢ (13 ) — 1318 =2

15€ 51€ > 0 para
todo € > 0.

De forma analoga vemos que [3(t) = cos(t) + 2¢ é sobresolucion. Logo, polo Teorema 2.2
sabemos que existe unha solucion u tal que «a(t) < u(t) < 5(t), para todo t € [0,27].

Finalmente, esta solucion terd a forma, para un € pequeno, da aproximacion asintética
u(t) = cos(t) + O(e).

Isto pode observarse na Figura 2.1.

3 _
— cos(t)

2 | —cos(t) + %
—cos(t) - %

(e
SOl

Figura 2.1: Representacion da “converxencia” das sub e sobresolucions conforme &

tende a 0, coas subsoluciéns en azul e as sobresoluciéns en vermello.

O seguinte exemplo serviranos para ver que, en efecto, o problema non ten por que ter

solucién tnica baixo estas primeiras hipoteses.

Exemplo 2.4. Tomemos o problema

{ ”(t) - —u4(t) +u2(t) —t2 tef0,1],
E sinxelo ver que tanto a1(t) = —1 coma az(t) = 0 son subsoluciéns xa que o (¢) = 0 e
f(t,oi(t)) = —t? para i = 1,2 tendo asi que se t € [ ,2] f(t,a(t)) € [-0,25,0] e que as
condicions de fronteira se cumpren de forma trivial.

A stia vez podemos atopar By (t) = N Ba(t) = Sobresolu(nons tamén porque para
ambas B7(t) =0 < f(¢t,5(t)) €[0,0,25]. Grazas ao Teorema 2.2 sabemos que existiran, ao

menos, dias solucions uy, us en [0, 2] tales que

> > S U > 9 3 .
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Esta idea plasmarémola de forma clara na Figura 2.2.

R Ul
0,5 | —— Uy

0,5 |

//—\

-1 ‘ ‘ : ‘ »
0 01 02 03 04 05

t

Figura 2.2: Representacién do Exemplo 2.4, con u; e us hipotéticas soluciéns do noso
problema. Debuxamos aq, 51 en vermello e as, 82 en azul. Notese que as areas colore-
adas sinalan as rexions onde se encontran as verdadeiras soluciéns do noso problema.
Como vemos deberan existir, ao menos, duas solucions do problema, situadas cada

unha nunha das rexions coloreadas.

Observacion 2.5. Unha interesante interpretacion do Teorema 2.2 é que, no caso en que a
funcion de Green tena signo constante, este pode verse como unha variacién do Teorema

do Valor Intermedio para o operador

b
(Tu)(®) = [ Gt)[F (57 (5,u()) =2 (5u(5))] ds.

En efecto, se a funcion de Green é non negativa

Ta= [ G0 (s,a(s) - ()] ds> [ GC9)a"(s) - a(s)]ds 2 a

e analogamente, T3 < 8. Se a funcion de Green fose non positiva, terfase que T'a < « e
TS > 5. En ambos casos o Teorema 2.2 proba a existencia dun valor intermedio u entre «

e B tal que Tu = u.

E obvio que a maior dificultade que se nos presenta & hora de aplicar este método é
atopar sub e sobresoluciéns convenientes. A idea mais simple, isto é, a de usar funciéns

constantes, é a base do seguinte corolario.
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Corolario 2.6. Seza f :[a,b]xR — R unha funcion continua tal que para algins ri,74 € R,

r1 <19 e para todo t € [a,b] se cumpra que

f(t,r) <0< f(t,r2).

Enton o problema (2.1) ten, cando menos, unha solucion u € C*([a,b]) tal que, para todo
t€la,b],

r1 <u(t) < ro.

Exemplo 2.7. Como xa mencionamos, este corolario simplifica moito a procura de solu-

ci6ns nalgins casos. O seguinte exemplo ilustra esta idea. Consideremos o problema

{ W(t) = g(t) - cos(u(t)), tel0,2n],
u(0) = u(27), v (0)=u'(27),

con g € C([0,27]). Enton se ||g|e <1 e tomando f(¢,u(t)) = g(t) — cos(u(t)) temos que
F(1,0) <0< £(t,m).

Polo corolario anterior sabemos que existira ao menos unha solucion u € C([0,27]) entre 0

e 7, que seran sub e sobresoluciéns respectivamente.






Capitulo 3
Xeneralizacion do método

Neste terceiro capitulo teremos como principal obxectivo a xeneralizacién do método
presentado no capitulo anterior mediante a relaxacién das hipéteses, tanto nas sub e so-
bresoluciéns como no problema en si. Falaremos tamén sobre algunhas caracteristicas do
método nas novas hipoteses e certas propiedades que cumpren as soluciéons do mesmo. Mais
tarde veremos como podemos atopar unha soluciéon do problema usando conxuntos de sub

e sobresolucions e cando este conxunto de soluciéns é un continuo.

Como no capitulo anterior, os resultados aqui atopados estaran baseados na referencia

[3]-

3.1. Soluciéns en C? e as stias propiedades

Nesta seccion xeneralizaremos a Definicién 2.1 requirindo menos regularidade és sub e
sobresoluciéns, para logo presentar interesantes resultados relacionados co método das sub
e sobresoluciéns. Tamén ilustraremos algiins exemplos para axudar & comprensiéon destes

conceptos.

Definicién 3.1. Diremos que a € C([a,b]) tal que a(a) = a(b) é unha C?-subsolucién de
(2.1) se a sta extension periodica a R, a(t+b—a), que por simplicidade tamén denotaremos

a, é tal que para calquera tg € R se ten unha das seguintes condicions:

» D_a(ty) < D a(ty), onde D_a(ty) e D*a(tp) denotan as derivadas de Dini inferior

esquerda e superior dereita de « en tg, é dicir,

t—tg t—1o tot t—to

= Existe un intervalo aberto Iy con tg € Iy, e unha funcion ag € C*(Iy) tal que

19
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i. a(ty) = ag(to) e a(t) > ap(t) para todo t € I,
. «af(to) existe e af(to) = f(to, xo(to))-

A sta vez, 3 € C([a,b]) tal que B(a) = B(b) é unha C3-sobresoluciéon de (2.1) se a sta
extension periodica a R, (¢t +b—a), que por simplicidade denotaremos tamén por 3, é tal

que para calquera tg € R se ten unha das seguintes condicions:

» D,B(ty) < D™ B(ty), onde D,5(tg) e D™B(ty) denotan as derivadas de Dini inferior
dereita e superior esquerda de 8 en tg, é dicir,

D, B(to) = h’ﬁ}}lf %fo(m) e D7 j(to) =limsup —B(ti : fo(to)‘

t—t,

= Existe un intervalo aberto Iy con tg € Iy, e unha funcion 5y € C'(Ip) tal que

i. B(to) = Bo(to) e B(t) < Bo(t) para todo t € Io,
ii. ,36’(750) existe e ﬁé’(to) < f(to,ﬁo(to)).

Notese que o que estamos a facer é estender periodicamente o e 8 a R. Se tentasemos
facer isto na Definicién 2.1 resultaria que a derivada das sub e sobresoluciéns poderia ter
saltos en a e b polas condicions pedidas o'(a) > o/ (b) e f'(a) < 8'(b). Cabe tamén observar
que as Definiciéns 2.1 e 3.1 son equivalentes cando f é continua e cando «, (3 estén en
C?([a,b]); nesta situacion, ou cando non haxa posible confusion entre definicions, falaremos

simplemente de sub e sobresoluciéns de (2.1).

Observacion 3.2. Comentaremos agora brevemente a interpretacion xeométrica da defini-
cién anterior, co obxectivo de visualizar de forma maéis sinxela o significado das condiciéns
mencionadas. Centrandonos primeiramente nas condicions relacionadas coas derivadas de
Dini, estas virian a dicir que as sub e sobresoluciéns poden presentar angulos (ou discon-
tinuidades na derivada) pero estes dngulos deberan ser abertos por enriba no caso das
subsoluciéns e por abaixo nas sobresolucions tal e como se observa na Figura 3.1. Ademais
as soluciéns non poderén ser tanxentes, pola parte aberta do d4ngulo, ao vértice ¢ = ty. Por
outra parte, as condicions relacionadas coa segunda derivada indicannos que, asumindo as
desigualdades en ii. como estritas, as soluciéns non poderén ser tanxentes por enriba & sub-
solucion ou por abaixo & sobresolucion, de forma moi similar ao comentado anteriormente.
Cabe mencionar que esta interpretaciéon segue a ser valida para as sub e sobresolucions

coas que traballaremos a continuacion.

As seguintes proposicions indicannos que existe unha C?-sub (sobre) solucion, definida

a partir dun conxunto finito de C2-sub (sobre) soluciéns, que seré, en cada punto, o maxi-
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mo (ou minimo) de todas as funcions anteirores. Isto estara intimamente relacionado cos

resultados que exporemos a continuacion.

Proposiciéon 3.3. Seran o; € C([a,b]) con i€ {1,...,n} C*-subsolucions de (2.1). Logo a
funcion

a(t) = méx a;(t), tela,b]

1<i<n

¢ unha C?-subsolucion de (2.1).

Demostracion. Temos que para calquera tg € [a, b] que collamos, existe unha funcion «y tal
que a(tg) = ag(to) e a(t) > ag(t). Logo, ou ben D_ay(tg) < D*ay(to), o que implica que
D_a(tg) < D*a(tp), ou existe un intervalo aberto Iy con tg € Iy e unha funcién agg € Ct(Io)

satisfacendo i. e ii. na Definicion 3.1. Todo isto, no seu conxunto, implica que « é unha

C2-subsolucion de (2.1). O

—u
— a
1 —F

0 ~—/\/\/\

-1
0 0,5 1 1,5 p
t

Figura 3.1: Representacién xeométrica das condiciéns para ser sub e sobresolucién
con v unha hipotética solucion valida. Nétese que, polas condiciéns impostas &s sub

e sobresolucions, as discontinuidades nestas deben ter esta forma.

Proposicién 3.4. Sexan (; € C([a,b]) con j € {1,...,m} C%-sobresolucions de (2.1). Logo
a funcion

B(t) = 12;{11 Bi(t), tela,b]

<m

¢ unha C?-sobresolucion de (2.1).

Demostracion. Esta proba serfa anédloga & realizada para a Proposicién 3.3. O
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Como podiamos suponer, o Teorema 2.2, que probaba a existencia dunha solucién do
problema (2.1), podese xeneralizar para o novo tipo de sub e sobresolucions definidas nesta

seccion.

Teorema 3.5. Sezan o, § C2-sub e sobresolucions do problema (2.1) respectivamente, tales

que a < 8. Asumamos que f: E — R € unha funcion continua, con
E={(t,u) €[a,b] xR tal que a(t) <u < B(t)}.
Entén o problema (2.1) ten, cando menos, unha solucion u € C*([a,b]) tal que
a(t) <u(t) < B(t), Vtela,b].

Demostracion. Como a maioria desta proba é anédloga & do Teorema 2.2 centrarémonos nas
partes que difiren. Volvemos a considerar o problema (2.2). Despois de cambiar as nosas
hipoteses, a proba de que o problema (2.1) ten solucién segue a ser anéloga & presentada

para o Teorema 2.2, polo que s6 quedaria ver que dita solucién cumpre que
a(t) <u(t) < B(t), Vtela,b].

Farémolo de novo por reduciéon ao absurdo. Despois de estender periodicamente « e u,

supofiemos que, para algin tg € [a,b),

tir[g’r;](u(t) —a(t)) =u(ty) - a(ty) < 0.

Derivando, obtemos a seguinte desigualdade
u'(to) = D_a(ty) <u'(ty) = D a(ty).

Isto dase xa que, ao ser tg un minimo, no caso de que « tivese unha discontinuidade na
derivada, a funcion u— « formara un angulo aberto por enriba (por ser minimo), chegando
asi a que a derivada pola esquerda serd menor que a derivada pola dereita. Logo, como é
imposible que D_a(tg) < D a(tg), pola definicion de C?-subsolucion, terase que cumprir

que existe tg € Iy, sendo Iy un intervalo aberto, e ag € C1(I) tal que
1. a(to) = ao(to) e Oé(t) > ao(t) para todo tg € I.
ii. Existe og) (o) cumprindo que af (to) > f(to, ao(to))-

Por isto, temos que
u(t) - a(t) <u(t) - ao(t),

do que podemos deducir que u — ap ten un minimo en ty ao ser esta funcién igual a u — «

en tp, a cal ten un minimo neste punto pero, por outra banda, u — ag é maior ou igual a
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esta no resto. Deducimos tamén que (u — ag)’(tg) =0 e que (u—ap)”(tg) > 0. Chegamos

asi & seguinte contradicién

0< u"(to) - Oég(to) < f(to, Oéo(to)) - Oéo(to) + ’U,(to) - f(to, Oéo(to)) < 0,

onde a primeira desigualdade vén polo comentado anteriormente, a segunda da propiedade
de C2%-subsolucion, o’ > f(-,a), e de substituir u” pola stia expresion no problema (2.2).

Temos por ultimo que u(ty) — ap(tg) <0, que foi a hipotese da nosa demostracion.

De maneira anéloga probariamos que u < 3, e de igual forma que na demostraciéon do

Teorema 2.2 chegamos a que u, soluciéon de (2.2), é solucion de (2.1). O

Veremos agora que, tras esta xeneralizacién, o conxunto de soluciéns cumpre as seguin-

tes afirmacions.

Teorema 3.6. Sezan a, B C2%-sub e sobresolucions do problema (2.1) respectivamente,

tales que o < 8. Asumamos que f: E — R é unha funcion continua sendo

E={(t,u) e[a,b] xR /a(t) <u<p(t)}.

Enton o problema (2.1) ten solucions tmgpn , Umax € C2([a,b]), chamadas solucions mini-
mais e maximais, tales que

Q< Upin < Umax < Ba
e calquera outra solucion u de (2.1), con a < u < 3, cumpre que
Umin £ U < Umsx-

Demostracion. Sabemos por resultados anteriores que as solucions de (2.1) son puntos fixos
do operador T : C([a.b]) — C([a,b]), definido por

b
(Tu)(®) = [ G(t.5)[f(5u(5)) - u(s))ds,
con G a funciéon de Green do problema
{ W(t) —u(t) =0, tela,b],
u(a) = u(b), u'(a) =u'(b).

Collemos enton o conxunto
S ={ueC([a,b]) tal queu =Tu, a <u<p}

que, polo Teorema 3.5, é non baleiro e, grazas ao que vimos na demostraciéon deste mesmo
problema (T operador compacto), é tamén compacto xa que S = T'S. Consideremos agora
a familia de conxuntos

F,={ueS /u>x}, xeSb.
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Esta familia, polo Teorema 3.5 e pola Proposicién 3.3, posiie a propiedade da interseccién
finita, é dicir, a intersecciéon dos conxuntos de calquera subfamilia finita é non baleira.
Podemos afirmar isto xa que na intersecciéon sempre estaria a x maximal. Finalmente polo
demostrado no Teorema 5.1 de [4], existe
Umsx € m qu
zeS
que é, obviamente, unha solucién maximal.

A proba da existencia dunha soluciéon minimal é totalmente analoga. O

Se ademais engadimos a hipdtese de crecemento ou monotonia con respecto a u atopa-

mos que este conxunto de soluciéns é un continuo. Esta idea plasmarémola na Figura 3.2.

Teorema 3.7. Sexan o, 3 C?-sub e sobresolucions do problema (2.1) respectivamente,
tales que a < 3. Asumamos que f: E — R € unha funcion continua e mondtona crecente
con respecto a u, sendo E = {(t,u) € [a,b] xR tal que a(t) <u < B(t)}. Tomemos tg € [a,b]
e uy, € R con umin(to) < uyy < umax(to). Enton o problema (2.1) ten unha solucion u,

pertencente a € C2([a,b]), tal que Umm < u < Umax € u(to) = Uz, -
Demostracion. Sexan tg € [a,b] e uy, € R tal que umm (to) < gy < umax(to). Collamos agora
€ >0 de forma que Umsx — € < Umin + € € definimos
a1 (t) = max{umm (), umax(t) -},
B1(t) = min{umax(t), umm(t) +£}.
Notese que aj e 31 son C2-sub e sobresolucions de (2.1) respectivamente, vexamos porque:

" Upax € Umin SON solucions e por tanto C2-sub e sobresolucions.

" Umax € C? por ser solucion, e logo umgy(t) —¢ € C2. Temos que, por ser f crecente con
respecto a u, que (u(t) —¢)” =u"(t) = f(t,u(t)) > f(t,u(t) — €), cumprindo asi a
segunda condicién para ser C2-subsolucién, polo que uyax(t) — € sera C?-subsolucion.

O razoamento para ver que Uy (t) + € é C2-sobresolucion seria analogo.
min

» 0 maximo de duas C2-subsoluciéns é unha C2-subsolucion e o minimo de duaas C2-

sobresoluciéns é unha C2?-sobresolucion.

Enton este problema ten, polo Teorema 3.5, unha solucion u; tal que aq(t) < ui(t) < Bi(t)

para todo t € [a,b], do cal se deduce que

Umin (1) < u1(t) < umin(t) +¢,

uméx(t) 2 Ul (t) 2 uméx(t) —¢&.
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Agora, se ug, € [Umin(to), u1(to)] definimos

as(t) = max{umm(t), ui(t) —e/2},
B2(t) = min{ui (t), umm(t) +&/2}.

De novo, como as e (2 son C2-sub e sobresoluciéns respectivamente, polo Teorema 2.2,
temos unha solucion wug tal que, para todo t € [a,b], aa(t) < ua(t) < B2(t), do cal se deduce

que

uml’n(t) < UQ(t) < umfn(t) + 6/2,
ul(t) > UQ(t) > ul(t) - 6/2.

Se ug, € (ui(to),umax(to)], realizamos o proceso anélogo. Seguindo este procedemento
obteriamos unha sucesion de solucions {uy, ey satisfacendo |ug(to) — ug| < /2%, Final-
mente, facendo unha adaptacién do Teorema de Ascoli-Arzeld, podemos afirmar que existe
unha subsucesion {uy, }ney tal que, para algan u € C([a,b]), ug, converxe a u en C([a,b]).

Concluimos entén que u é un punto fixo de

b
(Tu)(t) = fa G(t,s)[f(s,7(s,u(s))) =(s,u(s))] ds,

ou o que é o mesmo, a funcion u é soluciéon do problema (2.1), tendo ademais que u(ty) =

lim ug, (to) = u,. O
n—00

Vexamos cun exemplo que a monotonia de f é, de feito, necesaria para a continuidade

das solucions.

Exemplo 3.8. Consideremos o seguinte problema diferencial

{ u(t) = ud(t) —u3(t), telo,1],
uw(0) =u(1), u'(0) =u'(1).

E sinxelo ver que a(t) = -2 ¢ subsolucion xa que o/ () = 0> -12 = (-2)® - (-2)? e cumpre
trivialmente as condicions de fronteira. A stia vez temos que 3(t) = 2 é sobresolucion. E
trivial ver que u =1 e u = 0 son soluciéns, pero por exemplo uw = 0,5 non o seria, violando
asi a continuidade das solucions. Isto débese a que f(¢,u(t)) non é mondtona crecente,

como podemos claramente observar na Figura 3.3.
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Figura 3.2: Representamos nesta figura o concepto da continuidade das soluciéns.
Podemos ver representados umix € Umin en azul e vermello, respectivamente e en
verde as hipotéticas soluciéon pasando polos puntos u;,. Vemos que para calquera t;
que collamos en [0, 27], existe unha solucion u pasando por calquera punto wu;, situado

entre umfn(ti) € ulnéx(ti ) .

2 1 f(tu(t)) —ud —u?

05 1 15

Figura 3.3: Representacion da f(¢,u(t)) do Exemplo 3.8, onde podemos observar que

non é monotonamente crecente empregando u(t) = t.

Probaremos agora a afirmacion realizada no Exercicio 2.1 de [3], que nos proporciona

unha condicién suficiente para a unicidade da solucién nas hipéteses do Teorema 3.6.

Teorema 3.9. Baizo as hipdteses do Teorema 3.6, se para algin M > 0 e para todo
(t,u1),(t,uz) e £
up <ug = f(t,ur) — f(t,uz) < M(uy —uz),
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enton eziste unha tinica solucion u do problema (2.1) tal que a <u < .

Demostracion. Para comezar, por mor de estar nas hipéteses do Teorema 3.6, sabemos que

existen solucidns umgx € Umin tal que calquera outra soluciéon u do problema cumpre
Umzx S U < Umin,

polo que, se demostramos que estas dtas son iguais quedaria demostrada a unicidade da
solucion.

Denotemos umm = U1 € Umsx = 2. Como ambas son solucién temos que

uy (t) = f(t,ur) e wy(t) = f(t,ug),

con u;(a) = u;(b) e ul(a) = ul(b) para i = 1,2. Logo, pola hipotese proposta polo noso
teorema,

uy (t) —ug (t) = f(t,ur (1)) = f (£, ua(t)) < M(ur(t) —ua(t)) < 0.

Se agora denotamos h(t) = uy(t) — u2(t) temos que h'(t) < 0 o que implica que h'(t) é

decrecente e polo tanto h'(b) < h'(a) ou, o que é o mesmo,

uy (b) = uy(b) < wi(a) - us(a).

Como u}(a) = u}(b) para i = 1,2, sabemos que isto tltimo ¢ unha igualdade. De todo
o anterior deducimos que h’ é unha funcién constante e que polo tanto h sera da forma
h(t) = ct para algiun ¢ € R. Finalmente, como tamén sabemos que h(a) = h(b), podemos
concluir que h(t) =0 e que polo tanto umsx = Umin, habendo, por tanto, unha soa solucion

para o noso problema. O

3.2. Soluciéns en W?! e as stias propiedades

Nesta nova seccién seguiremos un esquema moi similar 4 anterior, xeneralizaremos ainda
mais a Definicion 2.1 e seguiremos a considerar o problema (2.1), pero neste caso pedindo
soamente que a funcion f sexa L!'-Carathéodory. Ademais, enunciaremos os teoremas e
resultados equivalentes aos presentados anteriormente, engadindo algiin e acompanando

todo isto de exemplos.

Definicién 3.10. Dicimos que unha funcion f: I c [a,b] x R — R satisfai as condicions de

Carathéodory ou que é unha funcién de Carathéodory se:

i. C.p.t. t €[a,b], a funcion f(¢,-) definida en {s € R" tal que (¢,s) € I} é continua,
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ii. Para todo s € R", a funcion f(-,s) definida en {t € [a,b] tal que (¢,s) € I} é medible.
Se ademais, para algtn p € [1, 00], a funcion Carathéodory f satisfai:
iii. para todo r € R*, existe h, € L”([a,b]) tal que para todo (¢,s) € I cumprindo |s| <,
|f (2, 9)| < b (2),
diremos que f é unha funcién LP-Carathéodory ou que satisfai as condicions LP-Carathéo-
dory.

Como as solucions de (2.1) estan en W2!([a,b]), espazo definido no Capitulo 1, se f
¢ unha funcion L'-Carathéodory podemos, de forma natural, buscar sub e sobresolucions
en W21([a,b]). Esta idea vese plasmada na seguinte definicion onde, por simplicidade,

estendemos f(¢,u) periodicamente da forma f(t,u) = f(t+T,u), con T =b-a.

Definicién 3.11. A funciéon a € C([a,b]) tal que a(a) = a(b) é unha W2 -subsolucién de
(2.1) se a stia extension periodica a R, definida por a(t) = a(t+b—a), é tal que para todo

to € R se ten unha das seguintes condiciéns:
= D_a(to) < D" a(to),
» Existe un intervalo aberto Iy tal que ty € Iy, a € W2’1(Io) e c.p.t. t € Iy se cumpre

que

a”(t) 2 f(t,a(t)).

A sta vez, 8 € C([a,b]) con B(a) = B(b) & unha W?!-sobresolucion de (2.1) se a stia
extension periddica a R, definida por 5(t) = (¢t +b—a), é tal que para todo ¢y € R se ten

unha das seguintes condicions:
= D™ B(to) > D+B(to),

» Existe un intervalo aberto Iy tal que to € Iy, 3 € W (Iy) e c.p.t. t € Iy ctimprese que
B7(t) < f(t,B(1)).

Enunciaremos e probaremos agora o teorema principal relacionado coa existencia de

solucions de (2.1), localizadas no espazo de funciéns W2([a,b]).

Teorema 3.12. Sezan o e B W?t-sub e sobresolucions de (2.1) tal quea<fef: E->R

unha funcién L'-Carathéodory, con
E={(t,u) € [a,b] xR tal que a(t) <u(t) < B(t)}.

Enton o problema (2.1) ten, ao menos, unha solucion v € W ([a,b]) tal que, para todo
t € [a,b] se cumpre que

a(t) <u(t) < B(1).
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Demostracion. De novo, como na demostraciéon do Teorema 2.2, consideramos o problema
(2.2). Para probar que este problema ten, ao menos, unha solucion faremos un razoamento
practicamente analogo ao realizado no Teorema 2.2. Podemos ver que o 1inico aspecto
relacionado co que buscamos probar que se modifica dunha demostraciéon &4 outra é que
agora f xa non é continua, senéon que pasa a ser L!'-Carathéodory, unha propiedade mais
débil. Este cambio o tnico que supén é que agora f xa non se pode acoutar por unha
constante R; polo tanto, se atopamos unha nova cota de f para todos os casos nos que
acoutabamos f por R; poderiamos aplicar de forma analoga todo o razoamento feito para
o Teorema 2.2, chegando asi 4 mesma conclusién. Busquemos agora esta nova cota.

Ao ser f unha funcion L!-Carathéodory sabemos que se verifica iii. da Definicion 3.10.
Enton se tomamos r = Ry sendo Ry a cota utilizada para y(s, u(s)) no resto da demostra-
cién, teremos que

[F (7 (s,u(s)))] < hr, (1),

con hg, € L'([a,b]). Isto implica que f pode ser acoutada por unha funcién hg, integrable,
que é o que buscabamos.

S6 queda probar que esta soluciéon cumpre que

a(t) <u(t) <B(t), tela,b].

Procedemos outra vez de forma similar & demostraciéon do Teorema 2.2, asumindo primei-
ramente o oposto desta afirmacion, para chegar despois a unha contradiciéon. Asi, para
algliin £y € R,

tg[lal,lz](U(t) —a(t)) =u(ty) - a(ty) <0.

Polo mesmo razoamento que fixemos na demostracion do Teorema 3.5, derivamos e chega-
mos a que
u(to) = D_a(to) < u'(to) — D a(to),

que descarta a opcion de que D~ a(tg) < Dia(tg), e, pola definicién de W2 -subsolucién,

debe existir un intervalo aberto Iy, con tg € Iy, o € W1 (Iy) e c.p.t t € I,

& (1) > £(t,a(t)). (3.1)

Ademais por ser tp un minimo de u — o deducimos que u’(ty) — /(o) = 0. Sabemos entoén
que existe un 7 > 0 tal que,
t t
W) -a'() = [ ()~ a"()) ds < [ [F(s,0(5)) + us) - a(s) - F(s,0(5))] ds < 0.
to to
para todo t € [tp,7). E sinxelo ver que esta primeira desigualdade vén de substituir u”(s)

por f(s,a(s))+u(s)-a(s), segundo (2.2), e de considerar (3.1). A segunda desigualdade,
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estrita neste caso, chegamos cun argumento moi similar ao realizado no Teorema 2.2, que
nos di que ao coller un s moi proximo a ty, i.e. s € [to,t], tense que u(s) — a(s) <0. Isto é
unha contradicién coa nosa hipotese de que ¢y é un minimo da funcién u — a.

De forma analoga probamos que u(t) < (t) e de igual forma que no Teorema 2.2

chegamos a que u, solucion de (2.2), é solucion de (2.1). O

Neste exemplo veremos a utilidade do Teorema 3.12 & hora de bucar soluciéns de

problemas diferenciais.

Exemplo 3.13. Consideremos o problema

{ (1) = P (t) = q(t), te[0,2n],
u(0) = u(27), u'(0) = u'(27),

onde ¢ € L!([0,27]). Para construir agora a nosa subsolucion escribimos ¢(t) = G+§(t), con
q= % fo% q(s) ds o promedio de ¢, e buscamos unha subsolucion da forma «(t) = A +w(t)

_ 2 .
con W = —21 o w(s)ds=0e AeR, Ademais queremos
s

1
Vit
Tomemos w como a solucién de

{ w”(t) =4(t), te[0,2x],
w(0) =w(27), w’'(0) =w'(27), w=0.

1

Vi

(t) ~ —za®(t) = w"(t) - —za*(t) 2 g+ ().

Sabemos que este problema ten solucién xa que, por integracién directa:

W (1) = (1) = w' () = w'(0) + fot §(s) ds = w(t) = w(0) +w' (0} + fotfo §(s) ds dr,

e, usando as condicions de fronteira w(0) = w(27) obtemos w’(0) despexando en

2w rr
O=w'(0)27r+[0 fo g(s)dsdr.

De w'(0) = w'(27) deducimos que ¢ ten promedio 0, o cal xa era cotniecido. Por tltimo para

obter w(0) despexamos en

o N o rt o
o:fO w(t)dt:[w(())ter(O)E]O +f0 [Ofo G(s)dsdr dt,

donde esta tltima expresiéon vén dada polo feito de que w ten promedio 0.
Asi, |0 = |w'|eo <[] € escollendo A = —w(0), podemos escribir, para todo

t € [0,27], |a(t)| < |G| ;1 t. Comprobamos estas duas tltimas desigualdades:
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= Jw'eo < [l
Polo Teorema de Rolle, como w(0) = w(27), se ten que existe ¢y € (0,27), tal que

w'(tp) =0 e entdn, para t > to,
t
w(t) = 3(t) = () = w'(to) + [ i(s)ds
to
t
= [0/ =00 = | [ a(s) s

Analogamente para t < tg.

t 2
< [la)ds < [ lils)lds =l
to 0

= |a(®) < gt
Como A = -w(0), enton a(0) =0 e deducimos que

a(t) = a(0) +/(;to/(s) ds = |a(t)| = ‘—/Oto/(s) ds| < £t|a'(s)|ds

t
< [ 1l ds = It

Finalmente comprobamos que

0" (1) - =02() -3 (1) =~ (2m) ¥ -

Vi

o cal, dado que a'(t) = ¢(t), se reduce a comprobar que

1 i
——=a?(t) 2 - [F. (2m) 2.

Vi

En efecto,

Lamr-L

t a0 - % ’/()to/(s)ds P % (fot|o/(s)|ozs)2
t 2 t
<L (f s as) = - ([t )

12 43/2 |12 3/2
= [17:¢% < [ (2m)

e a(t) =w(t) —w(0) é unha subsolucion se
ldl3:(2m)*? + g <0,

xa que « verifica as condiciéns de fronteira.

Definimos agora B(t) = a(t) + B > a(t) e vexamos que é sobresoluciéon. E claro que 3
cumpre as condiciéns de fronteira, xa que tamén as cumpre «. Por outro lado temos que
B"(t) =" (t) = 4(t) e logo

B (t) - % (B2 <q+d(t) = % (a(t) + B) < 4.

Como ¢ é unha constante, se B é suficientemente grande entén, 3 é sobresolucién, podendo

aplicar asi o Teorema 3.12.
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Despois de modificar as definiciéns, as Proposicions 3.3 e 3.4 deixan de ser certas,
mais podemos probar un resultado practicamente equivalente o que nos leva a afirmar a

existencia de solucions entre o maximo das subsolucions e o minimo das sobresoluciéns.

Teorema 3.14. Sexan «; con i € {1,...,n} W subsolucidns e B; con j € {1,...,m}

W2 sobresolucions do problema (2.1). Consideremos d stia vez
alt) = mixai(t) ¢ A(t)= min 5(1)
tales que a < 3. Sexa agora f : E — R unha funcion L*-Carathéodory con
E={(t,u) €[a,b] xR tal que a(t) <u(t) < B(t)}.

Logo o problema (2.1) ten, ao menos, unha solucion v € W21([a,b]) tal que para todo
t€la,b],
a(t) <u(t) < B(1).
Demostracion. Consideramos o problema auxiliar
u(t) —u(t) = f(t,u(t)) = (t,u(t)), tela,b],
u(a) = u(b), v'(a) = u'(b),
con y(t,u(t)) a funciéon definida no Teorema 2.2 co mesmo nome, é dicir,
a(t), seu(t) < al(t),
Y(tu(t)) =1 u(t), sea(t)<u(t)<B(t),
B(t), seu(t) > B(t),
e f(t,u(t)) a funcion dada por

min f(¢t, max{a;(t),u(t)}), se u(t) < a(t),

1<i<n
Fltu(t)) =1 f(tu(t)), se a(t) <u(t) < B(1),
ax f(tmin{5;(t),u(t)}),  se u(t) 2 5(t).

Temos outra vez que a demostracion deste teorema é andloga 4 do Teorema 3.12 co cal o

problema (3.2) ten unha solucién e s6 nos queda probar que para todo t € [a,b],
a(t) <u(t) < B(1).

Pera demostrar este feito procederemos de novo por reducién ao absurdo asumindo que,
despois de estender « e u periodicamente, para algin tg € [a,b] e i € {1,...,n} temos que
min (u(t) — a(t)) = u(ty) — a;(to) = min (u(t) — a;(t)) < 0.
te[a,b] te[a,b]
Por un razoamento anélogo ao seguido no Teorema 3.12 chegamos 4 contradiciéon buscada

e, de igual forma, probamos tamén u(t) < §(t) para chegar ao resultado. O]
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A diferenza de capitulos anteriores, neste caso mencionaremos un resultado que enuncia
condicions suficientes para que o problema (2.1) tefia infinitas solucions. Pese a que neste

traballo non indagaremos na stia demostracion, a proba completa pode atoparse en [3].

Proposicion 3.15. Sezxa f : [a,b] x R - R satisfacendo as condicions L!-Carathéodory.

Tomamos agora as sucesions {Pk fkeNs {qk }keN, {7k keN, {Sk}ken € R cumprindo py < qx <

Tk < 8k < Pr+1. Definimos g; 1, = Gi k. + Gi g, onde g; . vén dada por

_ 1 b
ik =3 f ik (t) dt,
—a Ja
e construimos as sucesions {go x }ren, {91k tken € L' ([@,b]) Finalmente, asumamos que:

i. c.p.t. teR e para todo u € (pg,qx), temos que
f(t,u(t)) <gor(t) e gor(t) <O0.
it. c.p.t. t € [a,b] e para todo u € (i, sk),
f(tu(t)) 2 g91,(t) € gk 20.

i qx = pr > 552 1GoglL e sk =i > B gualp-

Enton o problema (2.1) ten infinitas solucions uy € [pg, Sk |-

A continuacién enunciaremos e probaremos teoremas relacionados coa estrutura do
conxunto de soluciéns adaptandonos as novas definiciéns de sub e sobresoluciéns. Estes
teoremas vefien a ser unha adaptacion dos ilustrados no capitulo anterior. As probas destes
dous teoremas seguintes resultan analogas as feitas para os Teoremas 3.6 e 3.7, pero agora
usando que a existencia das soluciéns vén dada polo Teorema 3.12.

Neste primeiro teorema probaremos a existencia de soluciéns maximais e minimais, de

forma que todas as soluciéns do noso problema quedaran localizadas entre estas.

Teorema 3.16. Sezan a e f W?1-sub e sobresolucions de (2.1) verificando a < B e sendo

f: E - R unha funcién que cumpra as condicions L'-Carathéodory con
E ={(t,u(t)) €[a,b] xR tal que a(t) <u(t) < B(t)}.

Entén o problema (2.1) ten unha solucion minimal uygy, € W2([a,b]) e unha solucién

mazimal umzyx € W21([a,b]) en [, 8], de zeito que
Q< Upin < Umgx < 67

e de tal forma que todas as solucions restantes, satisfacendo o < uw < 3, se encontrardn
entre estas dias, € dicir,

Umin £ U < Umgx-
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Finalmente daremos unha condicién suficiente para a existencia dun continuo de so-
luciéns. Notese que unha importante diferenza con respecto ao Teorema 3.5 do capitulo

anterior é que neste caso non pedimos que f sexa continua.

Teorema 3.17. Asumamos as hipdteses do Teorema 3.16 e suponamos que f € mondtona
crecente con respecto a u. Tomemos ty € [a,b] € uy, € R con umm(to) < Uy < Umax(to)-
Enton o problema (2.1) ten unha solucion u € W?1([a,b]) tal que tmpm < U < Umax €

u(to) = u,-



Capitulo 4
Variacions do problema

Ata o de agora todo o noso traballo estivo enfocado & procura de soluciéns, e ao estudo
das propiedades das mesmas, dun problema direrencial en concreto. Despois buscamos
xeneralizar as propiedades que pediamos para este problema pero sen modificar o problema
base en si. Polo tanto imos dedicar este tltimo capitulo a posibles variaciéns que podemos
realizar no problema a considerar, en particular introduciremos dependencia da derivada
de u e modificaremos as condiciéns de fronteira.

Neste capitulo non realizaremos as probas dos enunciados presentados, posto que o
obxectivo é mostrar a versatilidade do método & hora de buscar soluciéns, non entrar en
detalle nos resultados mostrados, os cales moitas veces serdn de proba similar aos presen-

tados en anteriores capitulos.

4.1. Dependencia da derivada

Introduciremos nesta secciéon a dependencia da derivada, isto é, agora a funciéon f
dependera tamén da derivada de u. Isto causard que para poder resolver o problema ne-
cesitemos certas condiciéns engadidas as que xa cofiecemos. A continuacion detallaremos

algunhas delas e presentaremos algins resultados relevantes.

Consideremos o problema

{ u(t) = f(t,u(t),u'(t), tela,b], (4.1)

u(a) = u(b), u'(a) =u'(b).
Teremos entén que o operador Nu = f(-,u,u’) estara definido en C'([a,b]), polo que
tamén o estard o problema de punto fixo correspondente. Como xa sabemos dos capitulos
precedentes, para aplicar o Teorema de Schauder precisamos cotas a priori sobre u, as cales

virdn dadas polas sub e sobresolucions correspondentes. A principal diferenza chega en que
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agora tamén precisaremos cotas a priori sobre a derivada, u’. Estas condiciéns poderan ser
obtidas de diferentes formas, como a condicién de Nagumo ou a natureza da non linealidade
de f.

Unha das primeiras formas que veremos de introducir cotas a priori na derivada sera

no caso particular de considerar a ecuacion de Rayleigh, que vén dada por

{ u’(t) + g(u'(t)) + h(t,u(t),uv'(t)) =0, tela,b], (4.2)

u(a) = u(b), u'(a) = u'(b),
con g € C(R) e h unha funcién Carathéodory.

Proposicion 4.1. Sezxa g € C(R) e h unha funcién Carathéodory. Suponamos que para

todo s >0 e para algin hg € L2([a,b]), h satisfai
cpt. tela,b], ¥(u,v) e R |ul <s=|h(t,u(t),v(t))| < hs(t).

Enton, para todo v > 0 existe R >0 tal que toda solucion u de (4.2) con |u]e <7 cumpre

que | u']|oo < R.

Se agora facemos maéis esixente a cota de h, poderemos obter unha cota de u’ indepen-

dente de r.

Proposicion 4.2. Seza g € C(R) e h unha funcion Carathéodory. Suponamos que existe
ho € L([a,b]) tal que

c.p.t. tela,b], ¥(u,v) eR% |h(t,u(t),v(t))| < ho(t).

Enton, existe R> 0 tal que toda solucion u de (4.2) cumpre que |u'|s < R.

Outro exemplo para o que podemos calcular cotas a priori na derivada é o caso da

ecuaciéon de Liénard, definida por

w’(t) + g(u(t))u'(t) + h(t,u(t)) =0, tela,b], (4.3)
u(a) = u(b), v'(a) = u'(b), '

con g € C(R) e h unha funcion L'-Carathéodory.

Proposicion 4.3. Sexan g € C(R) e h unha funcion L'-Carathéodory. Enton, para todo

r >0, existe R >0 tal que toda solucion u de (4.3) con |u]e <7 cumpre que |u'|e < R.

Falaremos agora da chamada condiciéon de Nagumo, que sera requirida cando a ecuacién

non tena ningunha estrutura especial. Nestes casos unha cota a priori na derivada pode
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obterse para ecuacioéns non lineais que non medren moi rapido con respecto da derivada.

Un primeiro exemplo serd a condiciéon de Bernstein, dada por
[t u(t),v(8)] < A+ Bo(8),

para a cal se pode probar que, para calquera r > 0, existe R > 0 tal que calquera soluciéon

u de
u'(t) = f(t,u(t),u' (), tela,b], (4.4)
con |ufe <7 cumpre que |u|o < R.
Este resultado foi xeneralizado por M. Nagumo obtendo asi a que hoxe coniecemos
por condicién de Nagumo, a cal é amplamente utilizada para obter cotas a priori para a
derivada dunha funcién. Para enunciar dita condicién consideremos «, 3 € C([a,b]) tales

que a < 3, e definamos
E = {(t,u(t),v(t)) € [a,b] x R? tal que a(t) < u(t) < B(t)}.
Diremos que f : E - R cumpre a condicién de Nagumo se satisfai que

| (& u(t), (D)l < o(Jv]), V(¢ u(t),v(t)) € E,

con ¢ : R - R unha funcién continua positiva cumprindo que

© sds

0o o(s)

A seguinte proposicién indicanos como obter a cota a priori na derivada a partir da

condiciéon de Nagumo, que era o que estabamos a buscar.

Proposiciéon 4.4. Sexvan a, 3 € C([a,b]) tales que & < B. Definamos
E = {(t,u(t),v(t)) € [a,0] x R? tal que a(t) <u(t) < B(1)},

e sexa ¢ : RY - R unha funcion continua positiva satisfacendo que
© sds
r o(s)

B(b)-a(a) B(a)-a(b)
b—a b-a } 2 0.

> i P~ iy o0

onde r = méx{

Enton existe R >0 tal que para toda funcion continua f : EE— R que satisfaga
[f(tu(®), o) < d(|v]),  V(tu(t),v(t)) € E,
e para toda solucion u de (4.4) en [a,b] tal que & < u < 3, temos que

[u'[oo < R.
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Finalmente enunciaremos o resultado, equivalente aos vistos en anteriores capitulos,
referente & existencia de soluciéns entre C2-sub e sobresolucions cando se introduce depen-
dencia da derivada.

Consideremos de novo o problema (4.1). Notese que a dependecia da derivada non vai

cambiar de forma significativa a nosa definicion de C2-sub e sobresolucion.

Definicién 4.5. Diremos que a € C([a,b]) tal que a(a) = a(b) é unha C?-subsolucién de
(4.1) se a sta extension periodica a R, a(t+b-a) que por simplicidade tamén denotaremos

a, é tal que para calquera tg € R se ten unha das seguintes condicions:
» D_a(ty) < D*a(tp).
» Existe un intervalo aberto Iy con tg € Iy, e unha funcion ag € C1(1y) tal que
i. a(ty) = ag(to) e a(t) > ap(t) para todo t € I,
. af(to) existe e o (to) > f(to, o(to), o (to))-

A sta vez, B € C([a,b]) tal que B(a) = B(b) é unha C%-sobresolucion de (4.1) se a sta
extension periddica a R, 5(t+b—a) que por simplicidade denotaremos tamén por f3, é tal

que para calquera tg € R se ten unha das seguintes condiciéns:

= D,p(to) < D™ B(to).

= Existe un intervalo aberto Iy con tg € Iy, e unha funciéon By € C*(Ip) tal que

i. B(to) = Bo(to) e B(t) < Bo(t) para todo t € Io,
i. By (to) existe e B (to) < f(to, Bo(to), B)(to))-

Teorema 4.6. Sezan o e  C2-sub e sobresolucions de (4.1) tales que o < 3,
E = {(t,u(t),v(t)) € [a,b] xR? tal que a(t) <u(t) < B(t)},
¢ : R* = R unha funcién contiunua positiva con
f°° sds o
o ¢(s)

e f + E - R unha funcion continua que cumpre a condicion de Nagumo. Enton o problema

(4.1) ten, ao menos, unha solucion u € C*([a,b]) tal que
aft) <u(t) < B(t), Vtela,b].

De forma anéaloga poderiamos xeneralizar estos resultados engadindo dependencia da

derivada ao traballo realizado no capitulo anterior, relativo as soluciéons en W21,
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4.2. QOutras condicions de fronteira

Nesta seccion final modificaremos as condicions de fronteira periddicas impostas sobre
o problema orixinal e desenvolveremos, baixo estas novas condiciéns, resultados anélogos
aos presentados anteriormente, para as C2-solucions. Notese que ainda que s6 enunciaremos
resultados relacionados coas C2-soluciéns, estes se poden xeneralizar para W2 de forma

similar ao xa realizado.

Consideremos o problema

u'(t) = f(tu(t)), tela,b],
aju(a) - agu'(a) = Ay, (4.5)
blu(b) - bgul(b) = B(),

con Ag, Bo,a1,b1 € R, as, by € R*, a% + a% >0e b% + bg > 0. Este problema, conecido como

problema de condiciéns de fronteira separadas, contén como casos particulares a:
= Problema de Dirichlet

{ u"(t) = f(t,u(t)), tela,b],
u(a) = Ag, u(b) = By.

= Problema de Neumann

{ u"(t) = f(tu(t)), tela,b],
u'(a) = Ag, u'(b) = By.

= Problema de Robin

{ u"(t) = f(tu(t)), tela,b],
u'(a) = Ag, u(b) = By.

Adaptamos agora as definicions de C2-sub e sobresolucions a este novo problema.

Definicién 4.7. Diremos que unha funcion « € C([a,b]) é unha C2-subsolucién de (4.5)
se:
(a) Para calquera tg € (a,b) se ten unha das seguintes condicions:
L] D_Oé(to) < D+Oé(t0).

» Existe un intervalo aberto Iy c (a,b) con tq € Iy, e unha funcién ag € C1(Ip) tal

que

1. a(ty) = ag(to) e a(t) > ap(t) para todo t € Iy,
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. af(to) existe e o (to) > f(to, xo(to))-
(b) a1a(a) —asD*a(a) < Ag, bya(b) + boD_a(b) < By.
A stia vez diremos que unha funcion B € C([a,b]) é unha C?-sobresolucion de (4.5) se:

(a) para calquera tg € (a,b) se ten unha das seguintes condicions:

» D, B(tg) < D™ B(to).
» Existe un intervalo aberto Iy c (a,b) con tg € Iy, e unha funcion By € C'(Ip) tal
que
i. B(to) = Bo(to) e B(t) < Po(t) para todo t € I,
. Bl (to) existe e g (to) < f(to, Bo(to))-

(b) a18(a) —az2D,p(a) > Ag, b13(b) +b2D~3(b) > B.

A continuacion formularemos os teoremas, correspondentes ao problema (4.5), de exis-

tencia de solucion e da sta localizaciéon entre solucidéns minimais e maximais.

Teorema 4.8. Sexan Ag, By, a1,b1 € R, ag,by € R, a%+a% >0e b%+b% > 0. Suponamos que
a, B €C([a,b]) son C*-sub e sobresolucions do problema (4.5) tales que a < 8. Tomemos

agora

E ={(t,u(t)) € [a,b] xR tales que a(t) <u(t) <p(t)}

e [+ E - R unha funcion continua.

Entén o problema (4.5) ten, ao menos, unha solucion u € C?([a,b]) tal que

a(t) <u(t) < B(t), Vtela,b].
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