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Traballo proposto

Area de Conecemento: Estatistica e Investigacion Operativa

Titulo: Aplicacions da teoria de xogos ao problema do passepartout

Breve descricién do contido

Nun sistema de passepartout, un grupo de provedores dun certo ser-
vizo deciden emitir un passepartout aos seus clientes que permite
utilizar servizos especificos durante un periodo limitado de tempo a
un prezo fixo. Este tipo de sistema é bastante comiin e atopamolo,
por exemplo, no &mbito do transporte publico ou de diversas activi-
dades culturais. O problema do passepartout consiste en como dividir
os beneficios conxuntos obtidos pola venta dos passepartouts.

Neste traballo, preténdese facer unha revisién de diferentes soluciéns
a este problema ofrecidas dende a teoria de xogos cooperativos, ten-
do en conta que neste tipo de xogos, suponse que un conxunto de
axentes obtefien un beneficio comun e ten entre os seus obxectivos
proporcionar mecanismos de reparticion do mesmo entre os axentes
involucrados. O estudo das propiedades matematicas das distintas so-
luciéns acompanarase da ilustracion de conceptos e resultados, polo

medio de datos tomados dun problema real.

Recomendacions

E de interese o uso de ferramentas informaéticas para a obtencién de

soluciéns, como por exemplo a libraria Game Theory de R.
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Resumo

Nun sistema de passepartout, un grupo de provedores de servizos deciden emitir un
passepartout que permite aos seus clientes acceder aos seus servizos durante un perfodo
limitado de tempo e a un prezo fixo. O problema do passepartout consiste en como dividir
os beneficios comiins obtidos pola venda dos passepartouts.

Neste traballo abordamos esta cuestiéon empregando diferentes ferramentas que nos
proporciona a teorfa de xogos cooperativos, centrandonos no caso no que o sistema de

passepartout esté formado exclusivamente por museos.

Abstract

In a passepartout system, a group of service providers decide to offer a passepartout
to their clients which allows them to access to its services for a limited period of time for
a fixed price. The passepartout’s problem consists in how to divide the common benefits
obtained by the passepartouts’ sale.

In this work we approach this issue employing different tools provided by the cooperati-
ve game theory, focusing in the case in which the passepartout system is formed exclusively

by museums.
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Introducién

0.1. A teoria de xogos

En Gonzalez-Diaz et al. (2010), libro que tomamos como referencia e no que principal-
mente se basea o primeiro capitulo deste traballo, definese a teoria de zogos como unha
teoria matematica que se encarga do estudo de problemas de decision interactivos. Estes
problemas son aqueles nos que hai un grupo de dous ou mais axentes que tefien que tomar
decisiéons particulares. En funcién das decisiéns que toman todos os axentes, obtense un
resultado, e cada axente ten as stas preferencias dentro do conxunto dos diferentes posibles
resultados.

Seguindo a terminoloxia habitual da teorfa de xogos, chamamos zogadores aos axentes,
zogos aos propios problemas de decisién e estratexias &s decisiéns disponibles para os
xogadores.

A teorfa de xogos clasica é unha teoria normativa ideal, pois indica, para cada xogo
en particular, como deberfan comportarse xogadores racionais. Por xogadores racionais
entendemos aqueles que: saben o que queren, o seu dnico obxectivo é conseguilo e son
capaces de saber cales son as mellores estratexias para facelo. En Osborne and Rubinstein
(1994), considérase que este feito pode resultar rechamante e exponse o seguinte: “Cando
falamos de xogos na vida real, acotio valoramos a asimetria entre individuos en tanto en
canto as stas habilidades ou intelixencia. Por exemplo, algiins xogadores poderian ter un
mellor entendemento dunha situacién, ou mais habilidade para analizala. Estas diferenzas,
que son criticas se analizamos situaciéns reais, non son estudadas na teorfa de xogos actual,
[...] polo que modelar asimetrias nas habilidades dos diferentes xogadores para analizar
unha situaciéon presenta un reto para a investigacion futura, que xa comezou a ser abordado
polos modelos de racionalidade limitada.”

En Myerson (1991) exponse que os teéricos de xogos tratan de entender o conflito
e a cooperacion mediante o estudo de modelos cuantitativos e exemplos hipotéticos. Es-
tes exemplos poden ser versiéons incriblemente simplificadas de problemas da vida real, o

cal permite realizar sobre eles, de maneira mais sinxela, unha anéalise sobre cales son as

XI



XII INTRODUCION

cuestions principais que os caracterizan. Deste modo, ainda que un nunca vaia a atoparse
nunha situaciéon na que as posiciéns dos distintos axentes sexan tan claras e estean tan
ben determinadas, poderd entender mellor o problema real ao que se afronta mediante o
estudo destas abstracciéns.

A teoria de xogos ocupase de modelos tanto cooperativos como non cooperativos. A
diferenza entre estes dous tipos de modelos é explicada en Gonzédlez-Diaz et al. (2010), a
través de van Damme and Furth (2002): os modelos non cooperativos asumen que todas as
posibilidades de cooperacion foron incluidas como movementos formais no xogo, mentres
que os xogos cooperativos son “incompletos” e permiten aos xogadores actuar ao marxe
das normas especificas que foron detalladas no xogo. A necesidade de usar modelos coope-
rativos foi percibida polos teoricos de xogos dende os primeiros traballos, pois nalgunhas
situaciéns os mecanismos de cooperacion son demasiado complexos para ser descritos na
sta totalidade por un modelo matematico. Deste xeito, a teorfa de xogos cooperativa tra-
ta con coaliciéns e asignaciéons, considerando grupos de xogadores que queren repartir o
beneficio derivado da sta colaboracion. Por outro lado, a teoria de xogos non coopera-
tiva trata con estratexias e pagos, considerando que os xogadores queren usar diferentes

estratexias para maximizar o pago que obtenen.

0.2. Motivacién do problema do passepartout

Suponiamos que unha serie de provedores de servizos deciden asociarse para dar con-
xuntamente aos seus clientes a posibilidade de ter, durante un determinado perfiodo de
tempo, libre acceso as stias prestaciéns mediante a compra dun bono. Nesta situacién,
preséntase o problema de como dividir os beneficios obtidos pola venda deste bono, que
de aqui en adiante denominamos passepartout, entre os diferentes axentes asociados que o
ofertan. Denominada en Estévez-Fernandez et al. (2012) como problema do passepartout,
esta cuestion aparece por primeira vez na literatura en Ginsburgh e Zang (2001).

Podemos atopar multitude de exemplos na vida real nos que unha serie de provedores
de servizos elixen este modelo de negocio, que chamamos sistema de passepartout, como por
exemplo o “Nederlandse Museumjaarkaart” en Holanda e o “Great British Heritage Pass”
en Reino Unido, no que participan distintos museos; ou o “Card Plus” en Copenhague, co
que ademais de ter acceso aos museos e parques de atracciéns da cidade, tamén pode usarse
o transporte publico da mesma. Neste traballo centramonos no caso no que a natureza dos
servizos aos que brinda acceso o passepartout é a mesma, e seguindo o exemplo da literatura
actual na que se estuda o problema do passepartout, consideramos que os distintos axentes

que se asocian son museos. Na busca dunha regra de reparticion que asigne de forma xusta
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a cada un dos museos a parte que lle corresponde dos beneficios xerados coa venda dos
passepartouts, xorden preguntas como se debemos ter en conta o ntimero de visitantes que
ten cada museo e o prezo das stias entradas individuais, ou que propiedades debe cumprir
dita regra.

No capitulo 1 deste traballo facemos unha repaso dos conceptos tedricos da teoria de xo-
gos cooperativos que empregamos mais adiante para abordar o problema do passepartout.
No capitulo 2 estudamos os modelos de Victor Ginsburgh e Israel Zang (2001, 2003) e de
Arantza Estévez Fernandez, Peter Borm e Herbert Hammers (2012), nos que se aproxima o
problema que estamos a tratar dende distintas perspectivas. No capitulo 3 presentamos os
modelos propostos por Gustavo Bergantinos e Juan D. Moreno Ternero (2015, 2016), que
xeneralizan os vistos no capitulo 2. Terminamos o traballo estudando o caso concreto dos
museos de Xénova, [talia, no ano 2007. Para rematar, incluimos a bibliografia empregada
e un apéndice onde amosamos o codigo de R que necesitamos para a andalise do caso dos

museos de Xénova mencionado.






Capitulo 1

Introducion aos xogos cooperativos

1.1. Xogos cooperativos

Nos xogos cooperativos, os xogadores comprométense a actuar dunha forma social-
mente Optima e a cuestion principal a tratar é como repartir os beneficios froito da sta
cooperacion. Polo tanto, son elementos fundamentais deste tipo de xogos os diferentes sub-
grupos de xogadores que se poden formar, que denominamos coalicidns, e o conxunto de
resultados que cada coalicién pode obter sen importar o que fagan o resto de xogadores
que non forman parte dela. Asumindo tamén que os xogadores poden establecer acordos
vinculantes, son obxecto de atencién nocidéns como a xustiza, a estabilidade e a equidade.

De aqui en adiante, denotamos por N := {1,...,n} o conxunto de xogadores. Dicimos
ademais que cada S C N é unha coalicion, sendo |S| o nimero de xogadores que forman a
coalicién S.

Neste capitulo centramonos en tratar a clase dos xogos cooperativos formada polos
xogos de wutilidade transferible, ou xogos TU, que se caracterizan porque os beneficios
xerados polas distintas coaliciéns poden repartirse libremente e sen ningunha restricién

entre os xogadores que as forman.

Definicion 1.1. Un zogo de utilidade transferible é un par (N, v), sendo N o conxunto de
xogadores e v: 2V — R, denominada funcidn caracteristica, unha funcion tal que v()) = 0,
onde 2V & o conxunto de todos os subconxuntos de N e por R denotamos o conxunto dos
nimeros reais.

Dada unha coalicion S C N, dicimos que v(S) é o seu valor, e representa o beneficio
que poden obter os membros da coalicién S independentemente do que fagan o resto de
xogadores. Denotamos por GV o conxunto de todos os xogos de utilidade transferible cun

conxunto de xogadores N e, en xeral, identificamos o xogo (IN,v) simplemente coa stia



2 CAPITULO 1. INTRODUCION AOS XOGOS COOPERATIVOS

funcién caracteristica v.

Pasamos agora a definir unha clase de xogos TU especialmente importante, a dos xogos

superaditivos.

Definicién 1.2. Un xogo v € G ¢ superaditivo se, para cada par S,T C N, con SNT = (),
v(SUT) >v(S)+v(T).

Denotamos por SGY o conxunto de todos os xogos TU de GV que son superaditivos.
Nesta clase de xogos, os xogadores sempre tefien incentivos para cooperar nunha coalicién
maior, polo que asumimos que se acadard a coalicion N, formada por todos os xogadores
e que chamamos gran coalicion. Polo tanto, é de interese establecer un xeito para repartir
v(N).

1.2. O ntcleo

Unha nocién bésica a considerar cando falamos de xogos cooperativos de utilidade
transferible é a de estabilidade, que estd intrinsecamente ligada co concepto do nicleo.
Antes de definir formalmente que ¢ o nicleo, introducimos a idea de asignacidn, tal &€ como

aparece recollida en Myerson (1991), e algunhas das stas propiedades.

Definicién 1.3. Sexa un xogo de utilidade transferible v € GV. Unha asignacién é cal-
quera vector € RY, onde cada compoifiente xz; é interpretada como o pago que recibe o

xogador 7.

Definicién 1.4. Sexan un xogo v € GV e unha asignacion z € R™. Dicimos que z é

> @i=v(N),

1€EN

eficiente se

o cal implica que, se v é superaditivo, se reparte entre os xogadores o beneficio total da

cooperacion.

Definicién 1.5. Sexa un xogo v € GV e unha asignaciéon z € R™. Dicimos que z é
indiwidualmente racional se
x; > (i), Vie N,

é dicir, se ninglin xogador recibe menos do que pode obter por si sé.

Definimos agora o conxunto de asignaciéns que son individualmente racionais e eficien-

tes.
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Definicién 1.6. Sexa un xogo v € GV Dicimos que unha asignacion x é unha imputacion

se é eficiente e individualmente racional. Definimos o conxunto de imputaciéns de v como

I(v) ={z e R": in:v(]\f); x; > (i), Vi € N}.
1EN

Cabe destacar que o conxunto de imputaciéns dun xogo superaditivo é non vacio.

A racionalidade individual das asignacions en I(v) garante que ningin xogador tena
motivos para bloquear unha imputacién, xa que por si s6 non podera obter nada mellor.
Non obstante, poderia darse o caso no que unha coalicién de xogadores sf tefia interese en
bloquear un acordo que implique algunha das asignacions de I(v). Isto lévanos a definir o
nicleo, un subconxunto do conxunto de imputaciéns cuxos elementos cumpren a seguinte

propiedade.

Definicién 1.7. Sexa un xogo v € GV e unha asignaciéon z € R™. Dicimos que z é

coalicionalmente racional se,

g x; >v(S), VS CN.
€S
Observamos que a racionalidade coalicional é unha extensién da racionalidade indivi-
dual. Ningunha coalicién ten interese en bloquear unha asignacién coalicionalmente racio-

nal, pois non pode obter un pago maior por si soa.

Definicion 1.8. Sexa un xogo v € GV. O niicleo de v, C(v), é 0 conxunto

Cv) ={x eR": Zmz =v(N), le >v(S) VS C N}.
i€EN i€s
En tanto en canto unha asignaciéon do niicleo non deixa insatisfeita a ningunha coalicién,
e polo tanto non tenen motivos para bloqueala, dicimos que as asignaciéns do ntcleo son

estables. A continuacién ilustramos o concepto do nicleo con dous exemplos clasicos.

Exemplo 1.9. O zogo da herdanza: Unha persoa deixa un millén de euros como herdanza
a tres herdeiras baixo a condicién de que s6 recibiran os cartos se polo menos duaas delas
se ponien de acordo en como repartilos. En caso contrario, o millén de euros serd doado
a algunha causa benéfica. Podemos representar esta situacién como un xogo de utilidade
transferible v € GV do seguinte xeito: N = {1,2,3}, v(1) = v(2) = v(3) = 0 e v(12) =

v(13) = v(23) = v(IN) = 1. Pois ben, ¢é sinxelo ver que o niicleo deste xogo é vacio.

Exemplo 1.10. O zogo do guante: Tres persoas estan dispostas a repartirse os beneficios

xerados pola venda dun par de guantes. Unha delas ten un guante da man dereita mentres
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que as outras dias tenen, cada unha, un da man esquerda. Como é natural, para poder
vender os guantes necesitan vender un par completo. Podemos representar esta situacion
como un xogo de utilidade transferible v € G do seguinte xeito: N = {1,2,3}, v(1) =
v(2) = v(3) = v(23) =0 e v(12) = v(13) = v(N) = 1, onde o xogador 1 é o que ten o

guante dereito. O nucleo deste xogo ¢ non vacio e ten un tnico elemento: C'(v) = {(1,0,0)}.
Vemos agora, doutro xeito, a relacion existente entre o niicleo e a nocién de estabilidade.

Definicién 1.11. Sexa un xogo v € G. Sexan S C N, S # 0 e =,y € I(v). Dicimos que

y domina a x a través de S se:
a) Yy > x; Vi € N.
b) > i <w(S).
1€S
Dicimos ademais que y domina a z se hai unha coalicién non baleira S € 2V tal que y

domina a z a través de S. Por outro lado = é non dominada se non existe y € I(v) tal que

y domine a x.

Observamos que y domina a z a través de S se todos os membros de S prefiren y a
x, sendo ademais y unha asignacién razoable para S, pois é menor ou igual ao pago que
pode garantirse a coalicién por si soa. Deste xeito, se y domina a x, haberd coaliciéns que
quereran e poderan bloquear z. Isto lévanos a concluir que, para que unha imputacién sexa

estable, debe ser non dominada.
Proposicién 1.12. Seza v € GN. Enton:

a) Se x € C(v), z é non dominada.

b) Seve SGN, C(v) ={z € I(v): z é non dominada}.

1.3. O valor de Shapley

Se na seccién anterior tratamos o concepto do ntcleo, estreitamente relacionado coa
nociéon de estabilidade, nesta presentamos o valor de Shapley, a regra de reparticiéon mais
importante nos xogos de utilidade transferible, e que esta relacionada coas ideas de equidade

e xustiza. Comezamos definindo que é unha regra de reparticion.

Definicién 1.13. Unha regra de reparticion para xogos en GV ¢ unha aplicacion ¢: GV —
RV,
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Seguindo o proceso realizado en Shapley (1953), onde se presenta o valor de Shapley
dunha forma axiomaética, en primeiro lugar introducimos a notaciéon e unha serie de de-
finiciéns necesarias para poder continuar, e presentamos tres axiomas que pode cumprir
unha regra de reparticiéon. Por ultimo, mediante unha serie de lemas, demostramos que

estes axiomas caracterizan unha tnica regra de reparticion: o valor de Shapley.

Definicion 1.14. Sexa U o universo de todos os xogadores potenciais dun xogo e definamos

un xogo superaditivo con funcién caracteristica v tal que, V S, T C U,
v(@) =0,

v(S) >v(SNT)+v(S\T).

Dicimos que un soporte de v é calquera N C U tal que,V S C U,
v(S) =v(NNS).

Observamos que todo conxunto que contén a un soporte de v é tamén un soporte de
v. Os xogadores que se atopan féra dalgin soporte non tefien influencia directa no xogo,
posto que non contribien a ningunha coalicién. Ademais, é sinxelo ver que se N e N son
soportes de v, enton v(N) = U(N) Con esta notacion obviamos a clasificacién habitual
dos xogos segundo o seu ntimero de xogadores.

Denotamos por II(U) o conxunto de permutacions de U, € dicir, as aplicaciéns que
levan a U en si mesmo. Se w € TI(U), escribimos a imaxe de S baixo a aplicaciéon m como

w9, e definimos a funcién mv por
mo(nS) =v(S), V.S CU.
Sexa enton ¢ unha regra de reparticién que cumpre os axiomas expostos a continuacion.

Axioma 1.15. Anonimato: Unha regra de reparticion ¢ satisfai o Azioma de Anonimato

se, para todo w en II(U), para todo v e para todo i € U,

pri(mv) = i(v).

Axioma 1.16. Soporte: Unha regra de reparticion ¢ satisfai o Azioma do Soporte se,

para todo v e todo soporte N de v,

> i) = v(N).

1EN
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Axioma 1.17. Aditividade: Unha regra de reparticion ¢ satisfai o Axioma de Aditividade

se, para todo par de zogos v e w,

pv+w) = ¢(v) + (w),
onde v+ w € o xogo definido por (v+ w)(S) = v(S) +w(S), VS C U.

En Roth (1988) ofrécese a seguinte interpretacion dos dous primeiros axiomas: o Axioma
de Anonimato garante que os nomes ou etiquetas dos xogadores non se tenan en conta &
hora de determinar o seu valor, senén que unicamente se observe como responde a funcién
caracteristica do xogo ante a presencia do xogador nunha coaliciéon. O Axioma do Soporte
garante que a suma do valor de cada un dos xogadores, p;(v), de calquera soporte N, sexa
v(N). As veces considérase que este axioma se pode descompoiier noutros dous: o Azioma
de Eficiencia (D ;e wi(v) = v(N) para algtn soporte N), e o Azioma do Xogador nulo
(se v(S) —v(S\{i}) = 0 para todo S 3¢ con S C N e N un soporte, enton ¢;(v) = 0).

Vemos agora unha serie de resultados que usamos para probar que hai unha dnica regra

de reparticion, ¢, que satisfai os tres axiomas anteriores.
Lema 1.18. Se N ¢ un soporte finito de v € GV, enton para todo i ¢ N, @;(v) = 0.

Demostracion. Sexa i ¢ N. Tanto N como N U {i} son soportes de v, polo que v(N) =
v(N U{i}). Logo, polo Axioma do Soporte,

D 0iw) =piv) + Y pi(v) = @i(v) =0.

JEN JEN

O

Definicion 1.19. Sexa RC U, R# () e 0 <r = |R| < co. Sexa wr € GV 0 xogo definido

por

wa(S) = (L1)

1 se RCS,
0 seR¢S.

Dicimos que wg é o zogo de unanimidade da coalicion R. Observamos, ademais, que R é

un soporte de wg.

Lema 1.20. Seza R C U, R # 0 e 0 < r = |R| < oo e seza wg € GV o zogo de

unanimidade da coalicion R. Entdn,

1/r seié€ R,

(pi(wR):{ 0 sei¢lh.
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Demostracion. Se i ¢ R, por ser R un soporte de wg, polo Lema 1.18, p;(wgr) = 0. Por
outro lado, sexa 7 € II(U) unha permutacién de R. E claro que mwp = wg. Polo tanto,

polo Axioma de Anonimato,

pi(wr) = ¢j(wr), Vi,j € R.

Como hai r xogadores en R e a suma dos seus valores é 1, temos que ¢;(wg) = 1/r para
todo 7 € R. O

Corolario 1.21. Sec>0 e 0 <r = |R| < oo, entdn,

c/r sei€ R,

pilcwn) = { 0 seié¢R.

Lema 1.22. Calquera zogo de utilidade transferible con soporte finito, v € GV, é a com-

binacion linear de zogos de unanimidade wr. E dicir,

v = Z CR(U)U)R’ (12)
RCN
RZ0
sendo N calquera soporte finito de v e wgr o zogo definido de unanimidade da coalicion R.
Os coeficientes cr(v) son independentes de N e estdn dados por
cr(v) = Y (=1)"""u(T), (1.3)
TCR

con0<r=|R|<ooet=|T|.

Demostracion. Debemos verificar que

v(S) =Y cr(v)wr(S) (1.4)
RCN
R#£D
é certo para todo S C U, para todo soporte finito, NV, de v. Se S C N, entén a expresion

(1.4) pode escribirse, usando a definiciéon de xogo de unanimidade e a expresion (1.3), como

S erur(s) = 3 enlv) = 30 3 (-1 (@) = 3| S (-1 o(@). (15)

RCN RcCS RCSTCR TCS | RCS
R#D TCR

Consideramos agora o interior dos corchetes da ultima expresién. Para todo valor de r

entre t e s, hai (i:i) conxuntos R con r elementos tales que T'C R C S. Entéon

Ey (2

RCS r=t
TCR



8 CAPITULO 1. INTRODUCION AOS XOGOS COOPERATIVOS

En Owen (1968) indicase que esta ¢ a expansiéon binomial de (1 — 1)*7%, ¢ dicir,

s—t s

oo £ (e =g (e

r—t=0 r=t

S

- (1)

r=t

polo que o interior dos corchetes da expresion (1.5) sera cero para todo t < s e 1 para

t = s. Entoén, temos que

}jcmmew>=vw»+§:[}j(jjiy—n“t

RCN TCS
R£0

para todo S C U, como queriamos demostrar. O

Teorema 1.23. Hai unha tnica regra de reparticion, ®, definida para todos 0s zogos
de utilidade transferible, que satisfai os Azxiomas de Anonimato, Soporte e Aditividade
(Aziomas 1.15, 1.16 e 1.17).

Demostracion. Probamos en primeiro lugar que ® estd definida para todos os xogos de
utilidade transferible: o Lema 1.22 garante que calquera xogo pode ser escrito como a
combinacion lineal de xogos wg. Polo Lema 1.20, a funcién ® esta univocamente definida
para eses xogos. Agora, ainda que algins coeficientes cg son negativos, é sinxelo ver que,
polo Axioma de Aditividade, se u,v e u — v son xogos, entén ®(u —v) = ®(u) — ¢(v). Polo
tanto, polo Axioma de Aditividade, a funcién ® estd univocamente definida para todos os

x0gos v. En Owen (1968) danse os pasos para a obtencién da expresion explicita da funcion

v= Z cr(v)wpr

e que, polo Lema 1.18 e o Teorema 1.23,

() = 3 en(0)®ilwn) =3 erlv) (1.6)
ik =

®. Temos que, polo Lema 1.22,

Pero, por definicion, podemos substituir cg pola expresion (1.3), logo resulta

o) =3 1|t

TCR

)

e polo tanto,

)= 3 | S )] (17)
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Denotamos

W)=Y (-1 (1)
RCN
TUu{i}CR

E sinxelo ver que, se i ¢ 7" e T = T' U {i}, entoén ~;(T") = —v;(T). Isto débese a que
todos os termos da suma da expresion (1.8) son iguais en ambos casos salvo que t = ' + 1,
polo que temos o cambio de signo. Deste xeito, podemos reescribir a expresion (1.7) do
seguinte xeito:

®i(v) =Y (1) [p(T) = o(T \ {i})].

TCN
€T

Vemos que a igualdade anterior é certa. En efecto,

®i(v) = ) (D) -v(T) =) bul(T)-o(T)]+ ) [%(T)-o(T)] =
= = a

= @) - u(@D]+ ) [=u(T) (T \ {i})] =
= =

= (@) - o(T) = () - o(T\{i})] = Y (D) [o(T) = o(T\ {i})].
e =

n—t

Agora, se i € T, hai exactamente (Tit

) coalicions R con r elementos tales que T' C

R C N. Polo tanto, temos que

(T = Zn:(_l)r_t <";:I>i _ i(_l)r—t (: : ;) /01 e

r=t
n

_ /Olzn:(_w“—t <Z:f>x7”—1dx - /01 23 (-1t <Z:§>x7"_tdx -

r=t
1 1

= / 21— 2)"de = / 2711 — )P e = Btn —t+ 1) =
0 0

T(t) T(n—t+1) (t—Dln—1)

Ft+n—t+1) n! ’
onde B(t,n) e I'(t) son as funcions Beta e Gamma respectivamente (ver Quesada e
Garcia, 1988). Enton,

ai(0) = 3 ED Oy gy (1.9)

n!
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Por dltimo, é sinxelo ver que a expresion (1.9) cumpre os Axiomas de Anonimato,

Soporte e Aditividade. O

Podemos, pois, definir finalmente o valor de Shapley.

Definicién 1.24. Para todo v € G e para todo i € N, o valor de Shapley, ®, esta definido

por
@) = 30 W IS0 6y oo ). (1.10)
SCN ’
€S

En Myerson (1991) interprétase o valor de Shapley do seguinte xeito: suponamos que
planeamos formar unha gran coalicién nunha habitacién e que os xogadores s6 poden entrar
nela dun en un, polo que aleatoriamente forman unha fila para facelo. Hai n! diferentes ordes
nas que os xogadores poden colocarse nesta fila. Suponamos agora que S € un conxunto de
xogadores que contén a i. Hai (]S|—1)!(n —|S])! formas distintas nas que a fila pode estar
ordenada de forma que S\ {7} sexa o conxunto de xogadores que estan diante do xogador
ie N\ S o conxunto de xogadores que van despois do xogador i. Logo, como as distintas

W é a probabilidade de que, cando o xogador ¢

ordes son igualmente probables,
entra na habitacion, atope a coalicion S\ {i} formada nela. Se isto ocorre, a contribucion
deste xogador & coalicion que se forma cando el entra na habitacion é v(S) — v(S \ {i}).
Polo tanto, podemos dicir que o valor de Shapley asigna a cada xogador a contribucién
que se espera que faga ao entrar nunha coalicién.

Outra posible interpretacién do valor de Shapley baséase nos chamados vectores de

contribucions marrinais.

Definicion 1.25. Sexa v € GV e denotemos por II(NN) ao conxunto de permutaciéns dos
elementos de N. Denotemos, para cada 7 € II(N), por P™(i) ao conxunto de predecesores
de i, ordenados segundo 7, é dicir, j € P™(i) se e s6 se w(j) < m(i). Dicimos que o vector

de contribucidns marzinais asociado a m, m”™(v) € R, esté definido por
mj (v) :=v(P7(i) U{i}) — o(P7(i)).

Definicién 1.26. Sexa un xogo de utilidade transferible v € GY. Chamamos conzunto de

Weber, W (v), & envoltura convexa do conxunto de vectores de contribucions marxinais,
W(v) = conv{m™(v): = € II(N)}.

Pois ben, mediante as seguintes igualdades, en Miras-Calvo e Sanchez-Rodriguez (2008)

mostrase que o valor de Shapley é a media aritmética dos vectores de contribuciéns mar-
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xinais,

®;(v) = %Z (IS] = Dt n = [SPHo(S) = v(S\ {i})] =

=

= Y 18I 1S~ DS U ) — ()] = oy
SCN\{i}

:% > [U(P”(i)u{i})—v(P“(i))}:% S miw).
" mell(N) ! T

A continuacién, vemos cal é o valor de Shapley do Xogo da herdanza e o Xogo do

guante, que xa presentamos na secciéon anterior (exemplos 1.9 e 1.10).

11 l)
3133/
o cal é sinxelo de calcular pois non hai xogadores nulos e todos son simétricos. Por outra
211
3676
do xogo, pois este ten un unico elemento, (1,0,0).

Exemplo 1.27. O valor de Shapley do Xogo da herdanza, que ten nicleo vacio, é (

banda, o valor de Shapley do Xogo do guante é ( ), que tampouco se atopa no nicleo

Interpretacién dos axiomas e discusién doutros valores

A idoneidade dos axiomas empregados na definicién do valor de Shapley para caracteri-
zar unha regra de reparticiéon “xusta” pode ser posta en dibida en determinadas situacions.
Para levar a cabo unha discusién acerca desta cuestion, estudamos cal é a motivacién detras
de cada un dos axiomas que caracterizan o valor de Shapley. Para isto, descompotfiemos o
Axioma do Soporte, como xa vimos anteriormente, nos Axiomas de Eficiencia e do Xogador
nulo.

Comezamos co Axioma de Eficiencia, que resulta o mais natural de todos. Este axioma
garante que a totalidade do valor dun xogo se reparta entre os seus xogadores. Por isto, de
entre os catro axiomas que caracterizan ao valor de Shapley, este é o inico que non parece
presentar ningn motivo para ser eliminado ou substituido por outro na caracterizacion
dunha regra de reparticién que poidamos considerar xusta. Non obstante, é certo que
cando o que se reparte ¢ o “poder” (ver os xogos simples definidos en Gonzélez-Diaz et al
(2010)), a eficiencia xa non ten tanto sentido. Nestes casos, resulta mais relevante observar
a asignacion ‘relativa” a cada xogador que preocuparse de se se reparte todo o poder.

Por outra banda, o axioma de Aditividade parece non ter relacion coa idea de xustiza.
Este axioma garante que se un xogo pode descomponerse en varios xogos distintos, sexa
indiferente aplicar a regra de reparticion aos xogos por separado ou & suma destes. En
Casas-Méndez et al. (2012) é considerado polo tanto un requirimento técnico, ainda que

non contraditorio coa idea de equidade. Pois ben, en Young (1985) 1évase a cabo unha ca-



12 CAPITULO 1. INTRODUCION AOS XOGOS COOPERATIVOS

racterizacion do valor de Shapley sen empregar o Axioma de Aditividade, que é substituido

polo Axioma de Monotonia forte, que definimos a continuacion.

Axioma 1.28. Monotonia forte: Unha regra de reparticion ¢ satisfai o Azioma de
Monotonia forte se, para todo par de zogos de utilidade transferible v,w € GN e todo
zogador i € N tal que v(SU{i}) —v(S) > w(SU{i}) —w(S) para toda coalicion S C N,

©i(v) = @i(w).
Temos polo tanto o seguinte resultado:

Teorema 1.29. O valor de Shapley é a tunica regra de reparticion definida en GV que

satisfai os Aziomas de Eficiencia, Simetria e Monotonia forte.

O valor solidario

A diferenza dos Axiomas de Eficiencia e Aditividade, o Axioma do Xogador nulo si
que é considerado inxusto, ou mais ben pouco solidario, por algins autores. O Axioma do
Xogador nulo garante que unha regra de reparticién asigne unha cantidade nula a todo
xogador nulo. E dicir, que se un xogador non contribtie a ningunha das coaliciéns das
que forma parte, entén o pago que se lle asigne sexa cero. Polo tanto, se ben tomando a
produtividade como referencia é certo que o feito de que unha regra de reparticion satisfaga
o Axioma do Xogador nulo pode resultar natural, de ningin modo poderiamos catalogar
dita regra como unha regra solidaria. Dado que o valor de Shapley si satisfai o Axioma do
Xogador nulo, o seu uso non parece adecuado en determinados problemas da vida real, nos
que non s6 se ten en conta a produtividade dos xogadores, senén tamén cuestiéns como
a solidariedade entre os mesmos, asi como as distintas necesidades que poidan ter cada
un deles. Imaxinemos, por exemplo, o caso dun grupo de irméns no que un deles non é
produtivo e non por iso se lle quere deixar de lado. Para estas situacions, outras regras de
reparticion que non satisfan o Axioma do Xogador nulo son empregadas, como pode ser

por exemplo o valor Solidario.

Definicién 1.30. Sexa un xogo de utilidade transferible, v € GV, e sexa unha coalicion
S C N. Denotamos por A™ a contribucién marxinal media dun xogador membro de S 4
propia coalicién S, é dicir,
1 .
A™(S) = 5] > [(0(S) = v(S\ {i})].
iEN

Pois ben, para todo i € N, o valor Solidario, ¢, esté definido por

i) = (IS] = Di(n — |SP! CAT(S).

n!
SCN
i€S
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Podemos interpretar o valor Solidario como a substitucion, na expresion (1.10) do va-
lor de Shapley, das contribuciéns marxinais do xogador ¢ na coalicién S pola contribuciéon
marxinal media dos membros de dita coalicion. En Calvo e Gutiérrez (2013) destacase o
valor Solidario como un bo equilibrio entre os principios de produtividade e solidariedade.
Por unha parte, ten en conta a produtividade do propio xogador ao empregar as sias con-
tribuciéns marxinais no calculo da sta asignacién; non obstante, tamén presenta un efecto
redistributivo ao facer uso non s6 das contribuciéns marxinais do xogador en cuestién,
sen6n tamén das do resto de xogadores das coaliciéns das que forma parte.

O valor Solidario foi caracterizado por Nowak e Radzik (1994), usando varios dos axio-
mas empregados na caracterizacion do valor de Shapley, como os Axiomas de Eficiencia,
Anonimato e Aditividade, pero substituindo o Axioma do Xogador nulo por un novo axio-

ma que definimos a continuacion.

Axioma 1.31. Xogador A-nulo: Unha regra de reparticion ¢ satisfai o Azioma do
Xogador A-nulo para todo zogo de utilidade transferible v € GN se, sendo i € N un

zogador A-nulo, isto €, un zogador tal que A™(S) = 0 para toda coalicion S que contén a
i7 SDl(U) =0.
Teorema 1.32. O wvalor Solidario, v, € a dnica regra de reparticion que satisfai os Aziomas

de Eficiencia, Anonimato, Aditividade e Xogador A-nulo.

A continuacién vemos dous exemplos que nos axudan a ilustrar por un lado o concepto

de xogador A-nulo e por outro, o valor Solidario.

Exemplo 1.33. Sexa o xogo de utilidade transferible v € G con N = {1,2,3} tal que
v(l) = v(3) = v(1,3) =0, v(2) = v(2,3) = 4 e v(1,2) = v(1,2,3) = 2. Temos que o

xogador 3 é un xogador nulo e o xogador 1 é un xogador A-nulo.

Exemplo 1.34. O valor Solidario do Xogo do guante (exemplo 1.10) é (%, 1—58, 1%) Vemos
que, en efecto, o valor Solidario asigna ao xogador 1 unha cantidade menor que o valor de
Shapley, o cal recordamos que é ( %, %, %), en beneficio dos xogadores 2 e 3.

O valor de Shapley ponderado

Dun xeito similar ao estudo que acabamos de realizar acerca do Axioma do Xogador
nulo, discutimos agora as implicaciéns de que o valor de Shapley satisfaga o Axioma de
Anonimato. Este axioma garante que s6 se diferencie aos xogadores polos pardmetros do
propio xogo, é dicir, que estes s6 se diferencien segundo o valor que lles asigna a funcion ca-
racteristica do xogo. En certas ocasiéns isto pode non representar debidamente 4 realidade.

Suponamos un xogo con dous xogadores, onde cada un por separado non obtén beneficio,
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pero si o fan traballando de forma conxunta. O valor de Shapley divide ese beneficio de
forma igual entre os dous xogadores. Non obstante, suponamos que un dos dous xogadores
ten que esforzarse mais que o outro para levar a cabo con éxito a stia colaboracién. Nesta
situacién, facer aos dous xogadores indistinguibles para a regra de reparticién non parece
apropiado. Outro caso no que o Axioma do Anonimato non parece favorecer que unha
regra de reparticién sexa xusta é aquel no que un dos xogadores representa a un grupo
de individuos moi numeroso e o outro s6 a uns poucos. Para estas situaciéns, en Kalai e
Samet (1987) proponse o valor de Shapley ponderado, do que facemos uso na secciéon 3.1.1,
como unha regra de reparticion que non satisfai o Axioma de Anonimato e que xeneraliza
ao valor de Shapley.

Sexa wg o xogo de unanimidade definido pola expresion (1.1). Como vimos no Lema

1.20, o valor de Shapley asigna, a cada xogador i € N,

1 sei €S,
®i(wg) =4 |9
0 sei¢dS.

Dun xeito intuitivo, dicimos que, nun xogo de unanimidade, o valor de Shapley reparte
de maneira equitativa entre os xogadores da coalicion S unha unidade, pero aos xogadores
que non pertencen a S, e que polo tanto non contribiien ao beneficio total da coalicién,
non lles asigna nada. Recordando o feito na demostracion do Teorema 1.23, temos polo
Lema 1.22 que calquera xogo de utilidade transferible, v € GV, pode ser expresado como

combinacién lineal de xogos de unanimidade, e que polo tanto,

D, (v) = Z cs(v)P;(wg) = Z cs(v) - ‘;
= ik

O valor de Shapley ponderado xeneraliza ao valor de Shapley, permitindo diferentes
maneiras de dividir a unidade de beneficio entre os membros de S no xogo de unanimi-
dade, wg, realizando a reparticién de maneira proporcional a un vector de pesos positivos
A = (A\i)ien establecido. Por outra banda, pode haber situaciéns nas que sexa interesante
realizar unha particién ordenada de N, onde certos subconxuntos de dita particién tefian
preferencia na reparticién respecto a outros. Un exemplo disto son as leis que rexen a

reparticion en situacions de quebra. Todo isto lévanos 4s seguintes definiciéns.

Definicién 1.35. Un sistema de pesos T é un par (A, X) onde A € R, con \; > 0Vi € N,
e ¥ = (51,...,5,) ¢ unha particion ordenada de N. Dicimos que un sistema de pesos
7= (A\,2X) é simple se ¥ = (N), e escribimos w = (\).

Definicion 1.36. O wvalor de Shapley ponderado con sistema de pesos T é a regra de

reparticion @, : GV — RY definida para todo xogo de unanimidade wg, S C N, do
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seguinte xeito. Sexa k = méx{j|S; NS # 0} e denotemos S = SN Sj. Entoén,

L seie S
(®,)i(ws) = { 2jes i _7
0 sei & S.

En Kalai e Samet (1987) realizase unha caracterizacion do valor de Shapley ponderado
mediante os Axiomas de Eficiencia, Aditividade e Xogador nulo, xa definidos anteriormente,

e os Axiomas de Positividade e de Colaboracion, que pasamos a definir a continuacion.

Axioma 1.37. Positividade: Unha regra de reparticion ¢ satisfai o Azioma de Positivi-
dade se, para todo Togo de utilidade transferible v € GN mondtono (é dicir, que para todo

par de coalicions T, S tales que T C S, v(T) <wv(S5)), tense que p(v) > 0.

Definicién 1.38. Sexa ¢ unha regra de reparticion e v € GV un xogo de utilidade trans-
ferible. Denotamos, para unha coalicién S C N, por ¢(v)(S) a suma ), ¢ ¢i(v). Dicimos
ademais que S é unha p-coalicion se, para cadaT C S ecada R C N\ S, v(RUT) = v(R).

Axioma 1.39. Colaboracion: Unha regra de reparticion o satisfai o Azioma de Colabo-

racion se para todo zogo de utilidade transferible, v € GV, e toda p-coalicion, S C N,

vi(v) = pile(v)(S)ws),
para todo i € S.

Para interpretar o Axioma de Colaboracién, consideramos primeiro que implica que
unha coalicién sexa unha p-coalicién. Unha p-coalicién S nun xogo v € GY poder verse
como un tnico xogador, xa que todas as stas subcoaliciéns non tefien ningtin poder, é dicir,
en certo sentido, son “coalicions nulas”. Deste xeito, S compoértase internamente igual en v
que en wg. Podemos, polo tanto, esperar que .S participe no xogo v como un tinico individuo
e despois reparta o pago obtido entre os seus membros. Temos que ¢(v)(S)ws é un xogo de
unanimidade onde os membros de S repartense ¢(v)(.S), que € o pago que obtiveron xuntos
en p(v). Por outra banda, ¢;(¢(v)(S)ws) é o que o xogador i recibe como resultado deste
reparto. O que implica o Axioma de Colaboracién é que esa cantidade, p;(¢(v)(S)ws),

debe ser exactamente o que o xogador ¢ recibe en v.

Teorema 1.40. Unha regra de reparticion ¢ satisfai os Aziomas de Eficiencia, Positivi-
dade, Xogador nulo, Aditividade e Colaboracion se e s se existe un sistema de pesos T tal

que @ € o valor de Shapley ponderado, é dicir, se ¢ = @

Lembramos agora que podemos interpretar o valor de Shapley como unha regra de

reparticion que asigna a cada xogador a contribucion que se espera que faga ao entrar nunha
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coalicién, sendo todas as posibles ordes de chegada dos xogadores igual de probables. Pois
ben, o valor de Shapley ponderado tamén pode ser interpretado dunha forma probabilista.

Denotemos por R(.S) ao conxunto de todas as distintas ordes, R, nas que poden atoparse
os xogadores da coalicién S. Para cada orde R € R(N), denotamos por B®? o conxunto de
xogadores que preceden a i na orde R. Para cada particién ordenada ¥ = (St, ..., Sy,) de
N, Ry é o conxunto das distintas ordes de N nas que todos os xogadores de 5; preceden
aos de S;41 parai=1,....,m — 1. Cada R en Ry pode describirse como R = (Ry, ..., Ry,),
onde R; € R(S;),i=1,...,m.

Sexa |S;| = s; e sexa \; € R% con Ai, > 0 para todo i; € S;, para todo i = 1, ..., m. Aso-
ciamos con \; a distribucién de probabilidade Py, sobre R(S;). Para cada R; = (i1, ...,1s,) €

R(S;), definimos

P)\i(Ri) = H 7 ’

j=1
> i
k=1

Unha maneira de obter esta funcién de probabilidade é organizando aos xogadores de S

nunha “fila” (dun xeito similar ao que facemos na interpretacion probabilista do valor de
Shapley), comezando polo final, de maneira que a probabilidade de engadir a un xogador
ao comezo da fila formada ata ese momento é a proporcién entre o seu peso e o total dos
pesos dos xogadores de S que ainda non se atopan na fila.

A cada sistema de pesos 7 = (A, %), onde ¥ = (51, ..., Si, ), asociamoslle unha distribu-
cion de probabilidade P, sobre R(N) do seguinte xeito: a distribucion P, anulase fora de
Ry e, para cada R = (Ry,..., Ryn) en Ry,

Pr(R) = HPM(Ri)v
i=1

onde ); é a proxeccion de A en R,

Para un xogo v € GV e unha orde R en R(N), a contribuciéon do xogador i ¢
Ci(v, R) = v(BR® U {i}) — v(B™).
Deste xeito, en Kalai e Samet (1987) prébase o seguinte resultado.
Teorema 1.41. Para cada zogador i € N, sistema de pesos T e zogo v € GV,
(,)i(v) = Ep, (Ci(v,-)),

onde o lado dereito da igualdade é a contribucidén esperada do rogador i respecto a distri-

bucidn de probabilidade P;.
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A continuacion ilustramos o valor de Shapley ponderado cun exemplo.

Exemplo 1.42. Sexa N = {1,2,3} e wy o xogo de unanimidade da coaliciéon N. Sexa o

sistema de pesos 7 = (A, X) con A = (2,4,1) e ¥ = {51 = {1}, 52 = {2,3}}. O valor de

4 1).

Shapley ponderado con sistema de pesos 7, ®;, do xogo de unanimidade wy, & (0, ¢, &

1.4. Xogos convexos

Os x0gos convezos presentan algunhas propiedades que os fan especialmente interesan-
tes. Un exemplo disto é que nos xogos convexos o valor de Shapley sempre se atopa no

nicleo. En Gonzalez-Diaz et al. (2010) definense do seguinte xeito:

Definicién 1.43. Un xogo de utilidade transferible, v € GV, & convexo se para cada i € N

e para cada par de coalicions S, T C N \ {i}, con S C T,
v(SU{i}) —v(S) <ov(TU{i}) —v(T).
Pédese probar que todo xogo convexo é tamén superaditivo.

Vemos agora o resultado que garante que o nticleo dun xogo convexo é sempre non

vacio e que contén ao valor de Shapley.

Teorema 1.44. Seza v € GN. As sequintes afirmacidns son equivalentes:

a) O xogo v é convezo.

b) Para cada m € II(N), m™(v) € C(v).

¢) C(v) = conv{m™(v): m € II(N)}, € dicir, o nicleo e o conzunto de Weber son iguais.
Demostracion.

a) = b)
Sexa 7 € II(N). E inmediato ver que Y.y mT(v) = v(N). Sexa S C N e sexa
i€ N\ S tal que, para cada j € N\ (SU{i}), 7(i) < 7(j). Enton P™(i) C S e,
como v é convexo, temos que
v(SU{i}) = o(S) = o(PT(i) U{i}) —o(P7(i)) = mf(v) = Y mj(v) =) mj(v).
jesuli} jes

FEnton,

Y mI() —v(Su{i}) <Y miv) - v(S).

jeSU{i} JjeS
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b) = ¢)

c)=— a)
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Repetimos agora con SU{i} o argumento que acabamos de usar para S. Deste xeito,

repetindo este proceso ata chegar & coaliciéon N, obtemos

0= Z m7(v) = v(N) <Y mj(v) —v(S) = > m7(v) > v(S).

JEN jes jes

Polo tanto, m™(v) € C(v), como queriamos demostrar.

Por b) temos que conv{m™(v): m € II(N)} C C(v). Vemos, mediante inducién no

nimero de xogadores, que
C(v) C conv{m™(v): m € II(N)}.

Se n =1, o resultado é trivial. Suponemos agora que o resultado é certo para todos
os xogos con menos de n xogadores e sexa v € GV. Posto que C(v) é un conxunto
convexo, é suficiente probar que todos os puntos da stia fronteira estan contidos en
conv{m™(v): w € II(N)}. Sexa pois z un punto da fronteira de C(v) e S C N, S # ()
tal que ) ;.qx; = v(S). Definimos agora o xogo vs € GS, para cada T C S, por
vg(T) := v(T'). Definimos tamén o xogo v; € GN\S para cada T C N \ S, por
v (T) := v(T'US) —v(S). Sexa xg a restricion de = aos xogadores de S. E sinxelo

ver que x5 € C(vg). Posto que > ,.gx; = v(S) e x € C(v), temos que, para todo

TCN\S,
in: Z xi—inZU(TUS’)—v(S).

€T 1€TUS 1€S

Polo tanto, zy\g € C(v1). Por hipétese de inducién temos que

Ty = prm™(vs) e Tms= > pm"(v1),
well(S) well(N\S)

onde, para cada w € II(S), pr > 0e Eﬂen(s) pr = le,paracadam € II(N\S), vx >0

e >, 7 = 1. Pois ben, para cada 7g € II(S) e para cada my\g € TI(N \ ),
rel(N\S)

definimos 7* € II(N) como 7* := (7T5,7TN\S). Deste xeito, temos que, para cada

i€ S, mF (v)=m]%(vs) e, para cadai € N\ S, mF (v) = m?N\S

xr = Z Z pﬂ's’yﬂ'N\Smﬂ* (U>

ws€II(S) ﬂ'N\SEH(N\S)

(Ul)' LOgO,

o cal implica que z € conv{m”(v): 7 € II(N)}.
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Sexai € NeS CT C N\ {i}. Sexa 7 € II(N) unha permutacién tal que m =
(ms, T\, TA\T) €, para todo j € N\ T, j # i, (i) < 7(j). Temos polo tanto que
o conxunto de predecesores de i é P™(i) = T e que a sta contribuciéon marxinal é

m](v) = v(P™ (i) U{i}) —v(P™(i)) = v(TU{i}) —v(T). Por outro lado, %my(v) =
v(S). Polo tanto, como m™(v) € C(v),

v(SU{i}) < Y mf(v) =v(S) +mf(v).
jesSu{i}
Enton

v(SU{i}) —o(S) <mi(v) = v(T U {i}) —o(T),

e queda probado que v é convexo.

Corolario 1.45. Seza v € GN un zogo convero. Entén ®(v) € C(v).

Demostracion. Posto que o valor de Shapley é a media dos vectores de contribuciéns mar-
xinais, como mostra a expresion (1.11), o valor de Shapley atopase no conxunto de Weber;

e pola afirmacién ¢) do Teorema 1.44, atépase no nticleo. O

Esta propiedade dos xogos convexos resulta de gran importancia, pois garante que o
valor de Shapley é unha asignacién estable neles, polo que ningunha coalicién terd motivos

para bloqueala ou impedila.

1.5. Problemas de bancarrota

Nos problemas de bancarrota un conxunto de demandantes pide que se lle asigne, en
total, unha cantidade maior & disponible, polo que é preciso atopar regras de reparticion
que, segundo o que interese en cada caso, aporten diferentes maneiras de distribuir entre
os demandantes a cantidade total a repartir. Nesta seccién definimos formalmente que é
un problema de bancarrota, e vemos varios resultados tedricos sobre eles, dos que facemos

uso na seccién 2.2, onde traballamos con problemas deste tipo.

Definicion 1.46. Un problema de bancarrota, cun conxunto de demandantes N, é unha
terna (N, E, d), onde E € Red € RY tales que, paratodoi € N,d; >0e0 < E <> d;.

Nun problema de bancarrota (N, E,d), E denota o estado, é dicir, a cantidade to-
tal a repartir; e d; € a cantidade solicitada polo demandante i. Asumimos, sen perda de

xeneralidade, que o vector de demandas esté ordenado, polo que d; < ds < ... < d,.
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Os problemas de bancarrota son modelados mediante diversos xogos cooperativos. O
seu estudo comeza con O’Neill (1982), onde a cada problema de bancarrota se lle asocia
un xogo de utilidade transferible. Unha vez feita esta aproximacion, podemos usar regras

de reparticion dos xogos TU como, por exemplo, o valor de Shapley.

Definiciéon 1.47. Dado un problema de bancarrota (N, E,d), o seu zogo de bancarrota

asociado é o xogo de utilidade transferible v € GV definido, para cada S C N, por

v(S) := max{0, £ — ZdL}
i¢S

Polo tanto, o valor dunha coalicién é o que queda do estado unha vez que o resto de
xogadores fora da coalicién reciben as stas demandas. En caso de que non quede nada, o
valor da coalicién é cero.

O feito de que os problemas de bancarrota poidan ser asociados a un xogo de utilidade
transferible permite que os diferentes resultados tedricos que existen sobre este tipo de
X0gos, como os Vvistos nas seccidns anteriores acerca do niicleo, as regras de reparticion e
0s xogos convexos, poidan empregarse no estudo desta clase de problemas. Por exemplo, é
sinxelo ver que os xogos de bancarrota son convexos, e polo tanto, que o seu nicleo é non

vacio, contendo ademais, polo Corolario 1.45, ao valor de Shapley.

Exemplo 1.48. Sexa o problema de bancarrota (N, E,d), con N = {1,2,3}, E = 200 e
d = (100,200, 500). O xogo de bancarrota asociado a este problema, v € GN, e v(l) =
v(2) =v(3) =v(12) = v(13) = 0, v(23) = 100 e v(NN) = 200. Por outro lado, é sinxelo ver
que 0 x0go v é convexo, e temos que ®(v) = (1g—0, 2%0, %) € C(v) pois

Cv) ={r €R3tal que 0 < 1, 0 < 29, 0 < w3, 100 < 29 + 3 € 21 + 2 + 23 = 200}.

Non obstante, a pesar de que poidan ser definidos como xogos de utilidade transferible,
é habitual na teoria de xogos estudar os problemas de bancarrota directamente, buscando
regras de divisiéon que se “comporten ben” e sexan “xustas” & hora de dividir entre os

demandantes a cantidade total disponible.

Definicion 1.49. Unha regra de division, f, ¢ unha funcién que asigna, a cada problema
de bancarrota (N, E,d), o vector f(N, E,d) € RV, tal que

> fi(E,d)=E,
1EN
e para todo i € N, 0 < f;(E,d) < d,.
E dicir, unha regra de division ten que dividir, entre o conxunto demandantes N, a

totalidade de F. Ademais non pode, nin exixirlle a ningtin demandante que pague, nin
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asignarlle a algiin unha cantidade maior que a stia demanda. Unha das regra de divisién

mais comuns é a regra Proporcional.

Definicion 1.50. Sexa (N, E, d) un problema de bancarrota. A regra Proporcional, PROP,

asigna, a cada i € N,

d;
PROP;(N,E,d) = ——F.
( ) ZjeN dj

En Thomson (2003) lévase a cabo un extenso estudo sobre distintas regras de division
e diversas propiedades ou axiomas que poden cumprir. Mediante as distintas combinaciéns
destas propiedades, podemos caracterizar diversas regras de division, que segundo que
propiedades satisfagan, serdn méis ou menos interesantes, ou méis ou menos desexables, &
hora de ser consideradas soluciéns xustas dos distintos problemas de bancarrota. Vemos a

continuacion algins destes axiomas.

Axioma 1.51. Truncamento de demandas: Unha regra de division f satisfai o Axioma

de Truncamento de demandas se, para todo problema de bancarrota (N, E,d),
f(N’ E’ d) = f(N7 E7 dt)’
onde d! = min{d;, E} para todo i € N.

Axioma 1.52. Respecto de demandas positivas: Unha regra de division f satisfai o

Azioma de Respecto de demandas positivas se, para todo problema de bancarrota (N, E,d),
fZ(Nv Ea d) > 07
para todo 1 € N tal que d; > 0.

Axioma 1.53. Igual trato de iguais: Unha regra de division f satisfai o Azioma de

Iqual trato de iguais se, para todo problema de bancarrota (N, E,d),
fZ(N7E7d) - f](N7E7d)7
para todo i,j € N tales que d; = d;.

Axioma 1.54. Preservacion da orde: Unha regra de division f satisfai o Axioma de

Preservacion da orde se, para todo problema de bancarrota (N, E,d),

para todo i, € N tales que d; > d;.
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Axioma 1.55. Dereitos minimos primeiro: Unha regra de division f satisfai o Axioma

de Dereitos minimos primeiro se, para todo problema de bancarrota (N, E,d),

f(N,E,d)=r(N,E,d)+ f(N,E - r{(N,E,d),d—r(N, E,d)),
iEN

onde o dereito minimo de todo demandante, i € N, é a compofniente i-ésima do vector
r(N,E,d) € RN, e ven dado por

ri(N,E,d) =méx{ 0,E— Y  d
JEN\{i}

Un exemplo de regra de divisién que cumpre algins destes axiomas é a regra Propor-
cional arustada, que foi definida e caracterizada usando algins dos axiomas anteriores por
Curiel et al. (1987).

Definicion 1.56. Sexa (N, E,d) un problema de bancarrota. A regra Proporcional azus-
tada, APROP, asigna, a cada i € N,

APROP;(N, E,d) = r;i(N, E,d) + PROP;(N, E — Y r;(N, E, d), d).
JEN

onde d é o vector de demandas axustadas, tal que para cada i € N,

d; = min{E — Y " r;j(N, E,d),d; — r;i(N, E, d)}.
JEN
Teorema 1.57. A regra Proporcional azustada € o unica regra de division que satisfai os

Azxiomas de Truncamento de demandas, Igual trato de iguais e Dereitos minimos primeiro.

Para rematar esta seccién, presentamos un resultado presente en Gonzalez-Diaz et
al (2010), que garante, baixo determinadas condiciéns, a existencia dunha relaciéon entre
unha regra de divisién dun problema de bancarrota e unha regra de reparticién dun xogo

cooperativo de utilidade transferible.

Teorema 1.58. Unha regra de division f para problemas de bancarrota pode ser repre-
sentada a través dunha regra de reparticion para xogos de bancarrota se e sé se cumpre o

Azioma de Truncamento de demandas.

Consideramos, a modo de exemplo, a regra Proporcional, que non cumpre as hipdteses
do teorema anterior, e unha nova regra de divisién, a regra de Chegadas aleatorias, que si

o fai.
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Exemplo 1.59. Sexan os problemas de bancarrota (N, E,d) e (N, E,d) con N = {1,2,3},
E =200, d = (100,200, 500) e d = (100,200, 200). Temos que

PROP(N, E, d) = (25,50,125) # (40, 80,80) = PROP(N, E, d).

Temos que PROP non satisfai o Axioma de Trucamento de demandas. Definimos agora

a regra de Chegadas aleatorias do seguinte xeito:

Definiciéon 1.60. Sexa (N, E, d) un problema de bancarrota. A regra de Chegadas aleato-
rias, CAL, asigna, a cada ¢ € IV,

CALZ-(N,E,d):% > min{d; max{0,E— > d;}}.
" well(N) JEPT(i)

II(N) denota o conxunto de permutacions dos elementos de N e, para cada m € II(N),

P7™(i) denota o conxunto de predecesores de i en 7.

Pois ben, temos que esta regra de divisién para un problema de bancarrota pode ser

representada a través do valor de Shapley do seu xogo de bancarrota asociado.

Proposicion 1.61. Seza (N, E,d) un problema de bancarrota e sexa v o seu zogo de
bancarrota asociado. Enton, CAL(N, E,d) = ®(v).






Capitulo 2
O problema do passepartout

Neste capitulo presentamos dous enfoques distintos para o problema do passepartout.
En primeiro lugar, estudamos os resultados expostos por Victor Ginsburgh e Israel Zang,
pioneiros no estudo deste problema. A continuacion, centramonos en Estévez-Fernandez et

al. (2012), artigo no que se modela o problema como un problema de bancarrota.

2.1. O modelo de V. Ginsburgh e I. Zang

En 2001, despois de que o Conseil Bruxellois des Musées (Consello de Museos de Bruxe-
las) presente a cuestion de como repartir os beneficios da venda dun pase que da acceso aos
visitantes a varios museos distintos, durante un certo periodo de tempo, Victor Ginsburgh
e Israel Zang publican o primeiro artigo no que se estuda o problema do passepartout. Nel
propoifien o valor de Shapley como regra de reparticiéon e soluciéon ao problema. Dous anos
maéis tarde, en 2003, publican un segundo artigo sobre a mesma cuestion. Ao longo dos dous
traballos, sinalan certos aspectos e propiedades do valor de Shapley, asi como algunhas van-
taxes de tomalo como regra de reparticién. Nesta seccién exponemos os resultados obtidos

por Ginsburgh e Zang nestes dous documentos.

2.1.1. Presentacion do modelo

Denotemos por N := {1, ...,n} ao conxunto de provedores que ofrecen distintos servizos
nun sistema de passepartout, no noso caso, museos e entradas a eles. Sexa S C N un
subconxunto de museos de tamano |S| e sexa M := {1,...,m} o conxunto de clientes que
mercan o passepartout. Denotamos por K; C N o conxunto de museos que son visitados

polo cliente j € M.
Definicion 2.1. Definimos o zogo do passepartout, v, para cada subconxunto S C N de

25
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museos, por

v(S)=> 1, (2.1)
JEM
K;cS
de tal xeito que v(.S) ¢ o numero de clientes que s6 utilizan o seu passepartout nos museos

que pertencen a S.

Polo tanto, v(N) = m é o numero total de visitantes que mercan o pase e fan uso
del. Asumimos que cada visitante j € M que merca un pase ten certas preferencias 4
hora de escoller que museos vai visitar. Estas preferencias son independentes das distintas
asociacions potencias que se poden producir entre os museos e polo tanto, os clientes deciden
antes de mercar o passepartout que grupo de museos K; C N visitaran. Deste xeito, para
calquera S C N, v(S) é o nimero de visitantes que o conxunto S pode garantirse por si

s6. Por ultimo, denotamos por ¢ o prezo do passepartout.

2.1.2. O valor de Shapley como solucién

Consideramos que cada visitante que merca un passepartout ten a posibilidade de vi-
sitar varios museos, todos, ou incluso o mesmo varias veces. De todos eles, alglins museos
serdn mais atractivos que outros e terédn incentivado en maior medida aos clientes a mercar
o passepartout. Polo tanto, todos os museos deben ser gratificados segundo as stias contri-
bucién relativas aos beneficios totais xerados pola venda dos pases. O problema reside en
como medir estas contribuciéns para asignar de forma xusta a cada museo a parte que lle
corresponde. En Ginsburgh e Zang (2001) exponse que unha asignacion se considera xusta

se cumpre as seguintes propiedades:

Distribucion completa: A totalidade dos beneficios obtidos é distribuida entre os mu-

seos participantes.

Simetria: Se cando un museo se une a unha coalicién de museos xa formada, a sia
contribucién aos beneficios xerados pola nova coaliciéon é sempre a mesma, sexa, cal
sexa a coalicién previa, entén esta contribucién é o pago que se lle asigna a dito

museo.

Anonimato: O pago asignado a cada museo non depende da orde na que 0s museos son

procesados.

Aditividade: Supofiamos que os compradores de pases son divididos en dous grupos. Se se
realiza a asignacion de beneficios aos museos tendo en conta cada grupo por separado,
a suma total das asignaciéns feitas é igual & asignacién calculada a partires do grupo

total de compradores de pases.
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Esta dltima propiedade garante que de diferenciar aos compradores de pases segun-
do, por exemplo, a sta idade: nenos, adultos e xubilados; ou segundo sexan turistas ou
residentes, o resultado final da asignacién non varie.

Observamos que as propiedades de Anonimato e Aditividade coinciden cos axiomas de
mesmo nome introducidos na Seccion 1.3 e que a de Distribucién completa é equivalente ao
Azioma de Eficiencia. Ademais, a propiedade de Simetria implica o Azioma do Xogador
nulo, pois a un xogador nulo, cuxa contribuciéon a todas as coaliciéns é cero, correspéndelle
segundo esta propiedade unha asignacion nula. Asi mesmo, ao combinar a propiedade de
Simetria coa de Distribucidn completa obtemos o Axioma do Soporte. Deste xeito, con
estas catro propiedades como requisitos indispensables para que unha regra de reparticién
sexa xusta, temos, polo Teorema 1.23, que o valor de Shapley é a tnica que as cumpre.
Podemos, polo tanto, expresar a cantidade de passepartouts que se venderon grazas a cada

museo, ¢ € N, mediante

(IS| = D!(n —|S|)! .

ay(v) = 3 WLZ D =I5 gy s i), 22)
SCN n.
€S

e asignar a cada museo i € N o beneficio que lle corresponde, ¢ dicir, ®(7) - 6. Obtemos

polo tanto a seguinte regra de reparticién para o xogo do passepartout:

Shi(w) = 3 W=D 215D gy (s i) -6 23)

n!
SCN
€S

Dada a natureza combinatoria do valor de Shapley, en xeral este presenta dificultades
para ser computado se o nimero de xogadores, neste caso museos, é elevado. Non obstante,
en Ginsburgh e Zang (2003) preséntase a seguinte proposicion, que proporciona, para este

caso concreto, unha expresién do valor de Shapley mais sinxela de manexar.

Proposicion 2.2. Para o problema do passepartout, o valor de Shapley implica que o
beneficio da venda de cada pase € distribuido en partes iguais entre os provedores cuxos

servizos son utilizados polo comprador do pase. Deste wxeito,

1 .
D, (v) = g —, i€ N. (2.4)
— | K|
JjEM
Kj Bl
Demostracion. A proba baséase en observar que o xogo considerado aqui é a suma de x0gos

de unanimidade, definidos no capitulo anterior. Sexa

1 se RCS,
wR(S):{

0 seR¢ S,
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a funcién caracteristica do xogo de unanimidade correspondente ao soporte R C N. Para
este xogo, os axiomas de anonimato e eficiencia implican que o valor de Shapley do xogador

i do xogo wg, ®;(wg), ven dado por

1
— se1 € R,

®;(wr) =< Rl
0 sei¢R,

e pola expresion (2.1), 4 funcion caracteristica do xogo é

v(S) = wk,(S).
jeEM
Agora, polo o axioma de aditividade, como queriamos probar, obtemos que o valor de

Shapley do xogo do passepartout ven dado por

I
(PZ(U) = Z m, 1€ N.
jem I

K;>i

Podemos, polo tanto, reescribir a expresion (2.3) do seguinte xeito:
)

Shi(v) = Y s i€ N.
o 1Kl
KjBZ'
Tamén en virtude da Proposicion 2.2, en Ginsburgh e Zang (2001) apuntase que o valor

de Shapley, nun xogo do passepartout, cumpre a seguinte propiedade.

Marzinalidade: Se un novo visitante merca un passepartout e visita un subgrupo de
museos, s6 as asignaciéons aos museos que visitou se ven modificadas, recibindo cada
un deles a fracciéon correspondente a dividir en partes iguais o beneficio que supédn a

venda do novo passepartout.

Dicimos, polo visto anteriormente, que o xogo do passepartout é un xogo “sen memoria’”,
pois non ten importancia en que momento se calcule a reparticiéon dos beneficios entre os
distintos museos. Indo mais al6, dita reparticién pode realizarse de forma sistemética cada
vez que expire o periodo de uso de cada pase.

Por ultimo, en Ginsburgh e Zang (2003) destécase que o valor de Shapley para o xogo
do problema do passepartout atépase no nicleo, polo que ningunha coalicién de museos

terd interese en romper as relacions co resto e ofrecer o seu propio passepartout de maneira
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independente, mentres a regra de reparticién usada sexa o valor de Shapley. Isto débese
a que o problema do passepartout é un xogo convexo. Expofiemos a continuacién os dous

resultados que garanten isto.
Proposicién 2.3. O zogo v € GV do problema do passepartout é convezo.

Demostracion. Sexa S C T C N \ {i}. Temos, pola expresion (2.1), que

v(SU{i}) => 1->Y 1= >1

JjeEM JEM JEM
K;csu{i}  K;CS K;>i
K;AIN\(SU{i})1=0
€
v(T U {i}) => 1->Y 1= > 1
JjeEM JEM JjEM
KJCTU{Z} KjCT K]'Bi
KGN[IN\(TU{i})]=0
Ademais,
Suf{i}cTu{i} = N\ (TU{i}) c N\ (SU{i})
polo que,
Yo < Y1 = w(Su{i}) —v(S) <u(TU{i}) —o(T).
jeEM JjeEM
Kj3i KjBi

KGNIN\(SU{iDI=0  K;n[N\(TW{i})]=0

Polo tanto, v é un xogo convexo. O

A proba anterior pode interpretarse intuitivamente do seguinte xeito: se para calquera
coalicion R C N, v(R) ¢ o numero de portadores de passepartout que s6 visitaron os
museos de R, v(RU {i}) — v(R) serdn aqueles portadores de passepartout que visitaron o
museo 4 pero non visitaron ningtn museo de N \ (RU{i}). Polo tanto, se tomamos S C T,
todos os portadores de passepartout que visitaron o museo ¢ pero non visitaron ningin
de N\ (SU{i}), tampouco visitaron ningin museo de N \ (T"U {i}). Non obstante, pode
haber portadores de passepartout que visitaron o museo i e que non visitaron ningtn de
N\ (T'U {i}), que si visitaron algin museo de N \ (S U {i}). Deste xeito, o conxunto
de portadores de passepartout que visitaron o museo ¢ e non visitaron ningin museo de

N\ (SU{i}) é menor que o daqueles que visitaron o museo ¢ e non visitaron ningin museo

de N\ (T'U{i}), é dicir, v(SU{i}) —v(S) < v(TU{i}) — v(T).
Proposicion 2.4. Sexa v € GV 0 zogo do problema do passepartout. Entén ®(v) € C(v).

Demostracion. O resultado é directo pola Proposicion 2.3 e o Corolario 1.45. O
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2.2. O modelo de A. Estévez Fernandez

Na maioria dos casos, dada a sta propia natureza, o beneficio total xerado nun sistema
de passepartout serd menor que o que terian conseguido os museos que o conforman de ter
cobrado aos seus visitantes a sta entrada regular, salvo que se produza un gran aumento
nos seus visitantes debida 4 existencia do propio passepartout. Con frecuencia, os sistemas
de passepartout son creados por motivos de benestar social, como pode ser incentivar o
ocio cultural. As veces o passepartout pode non cubrir todos os servizos ofertados polos
membros do sistema, que esperan obter un aumento nos seus clientes e, en ocasiéns, un
maior consumo do resto da siia oferta. Por exemplo, a “tarxeta 20” do Concello da Coruna
da acceso durante todo o ano a varios museos da cidade, pero non inclte o acceso, ainda que
si reduce o seu prezo, a certas actividades especiais que se desenvolven neles. Atendendo
a estas cuestions, en Estévez-Fernandez et al. (2012) proponse modelar o problema do
passepartout como un problema de bancarrota. Nesta seccién facemos un estudo deste
traballo.

2.2.1. Modelo de bancarrota
Denotamos un problema do passepartout pola 5-tupla (N, m,d, p,u), onde:
» N :={1,...,n} é o conxunto de museos que forman parte do sistema de passepartout.
= m é o nimero de passepartout vendidos.
= ) é o prezo do passepartout.

= p € R? tal que p; > 0 Vi € N, é o vector de prezos das entradas regulares dos

museos, é dicir, p; é o prezo da entrada regular do museo ¢ € N.

=y, € R™ & un vector onde cada unha das stas componentes, u;, indica o ndmero de

veces que se visitou o museo ¢ € N usando un passepartout.

Pois ben, posto que os clientes que mercan un passepartout queren obter un beneficio ao
facelo, parece razoable asumir que mdé < 3, v uip;. Polo tanto, podemos definir o seguinte

problema de bancarrota, asociado ao problema do passepartout.

Definicion 2.5. Dicimos que un problema de bancarrota asociado ao problema do passe-
partout, (N, E,d), é aquel onde o estado e o vector de demandas venen dados por E = m-¢

e d; = u; - p; para todo ¢ € N, respectivamente.

E dicir, o estado ¢ o total dos beneficios xerados pola venda dos passepartouts e o

vector de demandas representa, en cada unha das stias componentes, a cantidade que cada
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museo terfa obtido se as persoas que o visitaron usando un passepartout tiveran mercado

unha entrada regular.

2.2.2. Discusién sobre a regra de division

Como vimos na Secciéon 2.1, en Ginsburgh e Zang (2001) establécense en primeiro lu-
gar unha serie de propiedades que debe cumprir unha regra de reparticién para considerala
xusta, para logo ver que estas caracterizan ao valor de Shapley. Dun modo similar, en
Estévez-Fernandez et al. (2012) faise unha discusion acerca de que propiedades debe cum-
prir unha regra de divisiéon para que sexa adecuada nun problema de bancarrota asociado
ao problema do passepartout.

Nun problema de bancarrota asociado ao problema do passepartout, a demanda que
realiza un museo representa as ganancias que potencialmente poderia ter, segundo o prezo
da stia entrada regular e o numero de persoas que o visita facendo uso do passepartout.
Posto que as demandas dos museos indican como de importantes son para o sistema de pas-
separtout cada un deles, obsérvase en Estévez-Fernandez et al. (2012) que ignorar calquera
parte desas demandas supord un prexuizo para os museos que atraen maéis visitantes, polo
que unha regra de divisién adecuada para un problema de bancarrota asociado ao problema
do passepartout, de agora en adiante regra de passepartout, non debe satisfacer Truncamen-
to das demandas (ver o axioma 1.51). Debido a que Truncamento de demandas non é unha
caracteristica desexable para este problema, por Thomson (2003) e Curiel et al. (1987),
temos que ningunha regra de reparticién de xogos de bancarrota serd unha boa candida-
ta para ser unha regra de passepartout. Con motivo da interpretaciéon das demandas dos
museos como o seu grao de importancia no sistema do passepartout, razoamos tamén que
unha regra de passepartout debe satisfacer Preservacidn da orde (ver o axioma 1.54), pois
ningn museo deben recibir menos que outro cunha demanda menor; e ao mesmo tempo,
ningin museo debe perder mais que outro cunha demanda maior.

Por outro lado, argumentamos que unha regra de passepartout debe satisfacer Respecto
polas demandas positivas (ver o axioma 1.52), pois dado que un sistema de passepartout
baséase na cooperacién entre diferentes museos, é 16xico asumir que todos os membros do
sistema debe recibir algin beneficio pola sta participacién. Ao mesmo tempo, é natural que
para que unha regra de passepartout sexa xusta, esta non debe discriminar aos diferentes
museos, polo que debe asignar a mesma cantidade aos museos coa mesma demanda, é dicir,
debe respectar Igual trato de iguais (ver o axioma 1.53). Por ultimo, é xustificado que unha
regra de passepartout debe satisfacer Dereitos minimos primeiro (ver o axioma 1.55), pois
o dereito minimo de cada museo é a parte do estado que lle corresponde directamente por

non ter sido reclamada por ningtin dos outros museos.
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A regra de passepartout proposta en Estévez-Fernandez et al. (2012) é a regra Pro-
porcional con dereitos minimos, denotada pola sias siglas en inglés, MRPROP (Minimal

Rights Proportional Rule), e definida do seguinte xeito:

Definiciéon 2.6. Sexa un problema de bancarrota (N, E, d), a regra Proporcional con de-

reitos minimos é a regra de division tal que

MRPROP(N, E,d) = r (N, E,d) + PROP (N, E-Y ri(N,E,d),d—r(N,E, d)) ,
1EN
onde 7;(N, E,d) = max {0, E - ZjeN\{i} dj} é o dereito minimo do xogador ¢ para todo
E
i € N, e PROP é a regra Proporcional tal que PROP(N, E,d) = —=———d.
EjeN dj

A regra Proporcional con dereitos minimos, MRPROP, consiste en asignar en primeiro
lugar a cada museo o seu dereito minimo e, a continuacién, distribuir o remanente do
estado de forma proporcional 4s demandas axustadas.

En Estévez-Fernandez (2006) proporcidnase a seguinte expresion alternativa para a

regra Proporcional con dereitos minimos.

Lema 2.7. Sexa (N, E,d) un problema de bancarrota. Enton,

MRPROP(N,E,d) = d; — amin {di, Z dj, — E} ,
keEN
ZkeN dp, — E
> ken Min {dkv dien @ — E}

Demostracion. Sexa (N, E,d) un problema de bancarrota e tomemos un ¢ € N calquera.

para todo 1 € N, onde o =

Entén,

ri(N,E,d) =méx{ 0,E— > dy :di+méx{—di,E—de}:

keN\{i} keN

:di—min{di,de—E}.

keN

(2.5)

Sexa E := E — YorenTR(N,E,d) e d:i=d-— r(N, E,d). Polo tanto,
PROP;(N, E,d) = S d; —ri(N,E,d)) =
N B ) = S T — (. B,y 7 T B )

= E — 3 jen @k + Dpen min {d, 3y di — B} min q d; Z dp — E
> ren min {dka dendi— E}

:(1—a)min{di,2dk—E},

keN

keN
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ZkeN dp—E
2keN mfn{dk,ZZGN d_l_E} ’ . . . . .
Polo tanto, a regra Proporcional con dereitos minimos pode escribirse do seguinte xeito:

con o = onde a segunda igualdade é certa pola ecuacion (2.5).

MRPROP;(N, E,d) = r4(N, E, d) + PROP; (E ~ " (N, E,d),d (N, E, d)) =
keN

:di—min{di,de—E}+(1—a)min{di,2dk—E}:

kEN keEN
:di—amfn{di,de—E}.
keN
O

Vemos, a través da seguinte proposiciéon e o seguinte exemplo, que a regra Propor-
cional con dereitos minimos satisfai as condiciéns anteriormente esixidas a unha regra de

passepartout.

Proposicion 2.8. A regra Proporcional con dereitos minimos, MRPROP, satisfai os Azio-
mas de Respecto de demandas positivas, Igual trato de iguais, Dereitos minimos primeiro

e Preservacion da orde.

Demostracion. Sexa (N, E,d) un problema de bancarrota. Que MRPROP satisfai Respecto
de demandas positivas é directo pola definicion da regra, pois asigna a cada museo o seu
dereito minimo mais a parte proporcional do estado remanente, que é sempre positiva.
Igual trato de iguais tamén é inmediato por definiciéon. A continuacion, vemos que satisfai
Dereitos minimos primeiro.
MRPROP(N, E,d) =r(N, E,d) + PROP(N, E — Zri(N, E.d),d—r(N,E,d)) =
iEN
=r(N, E,d) + MRPROP(N, E — Z ri(N,E,d),d—r(N,E,d)),
1€EN
onde a segunda igualdade é certa posto que
r(N,E =Y ri(N,E,d),d—r(N,E,d)) = 0.
1EN
Por outro lado, temos que MRPROP satisfai preservacién da orde, pois para todo

i,7 € N tales que d; > dj, tamén polo Lema 2.7,
MRPROP;(N, E,d) = d; — amin {di, > di - E} >
keN

> d; — amin {dj, > di - E} = MRPROP;(N, E, d)
keN
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e

d; — MRPROP;(N, E, d) = d; — d; + amin {di, > dip - E} = amin {di, > di - E} >
keN keN

> qmin {dj, > dy - E} =d; —d; + amin {dj, > dy - E} = d; — MRPROP;(N, E, d)
keN keN

O
O seguinte exemplo amosa que MRPROP non satisfai Truncamento de demandas.

Exemplo 2.9. Sexa un problema de bancarrota (N, E,d) tal que N = 2, E = 1200 e
d = (1500, 1000). Pois ben, a asignacién que realiza MRPROP para o xogo coas demandas
truncadas, d' = (1200, 1000) &

MRPROP(2, 1200, (1200, 1000)) = (700, 500),
mentres que a asignacién asociada ao xogo orixinal é
MRPROP(2, 1200, (1500, 1000)) = (765,22, 434,78).

E dicir, MRPROP(N, E,d) # MRPROP(N, E, d*), como queriamos ver.



Capitulo 3

Outros modelos e un caso real

No capitulo anterior estudamos dias formas de modelar o problema do passepartout.
Por un lado, o modelo proposto por Victor Ginsburgh e Israel Zang, que asocia o problema
do passepartout cun xogo cooperativo de utilidade transferible e propon o valor de Sha-
pley como solucién. Por outra banda, Arantza Estévez Fernandez, Peter Borm e Herbert
Hammers modelan o problema do passepartout como un problema de bancarrota e carac-
terizan, de maneira axiomatica e especifica para este problema, unha regra de division que
denominan regra Proporcional con dereitos minimos.

Unha das diferenzas fundamentais entre os dous modelos, méis al6 das formais, reside
nas distintas bases de informacioén que requiren cada un deles. En 4&mbolos dous é necesario
coniecer que museos forman parte do sistema de passepartout, o prezo do propio passepar-
tout e o nimero deles que se vendeu. Pero mentres que no proposto en Estévez-Fernandez
et al. (2012) requirese ademais, para cada museo, o prezo da sia entrada regular e cantas
persoas o visitaron facendo uso dun passepartout, no modelo formulado en Ginsburgh e
Zang (2003) é necesario cofiecer que museos visitou cada propietario dun passepartout.
Este requirimento ten consecuencias moi relevantes na practica, como a necesidade de que
o passepartout sexa de uso nominal ou de que os distintos museos almacenen, de maneira
conxunta, a informacién relativa aos seus visitantes.

Tendo presentes estas disparidades e a importancia da base de informacion da que
se dispon & hora de afrontar un problema real, en Bergantinos e Moreno-Ternero (2015)
preséntanse dous modelos que xeneralizan os vistos no capitulo anterior, cada un deles
facendo uso dunha base de informacion distinta, para logo proponer diferentes regras de
asignacion para cada un. En Bergantinos e Moreno-Ternero (2016) retémanse estes dous
modelos para formular unha nova regra de asignacion para cada un. Neste capitulo facemos
un repaso destes dous traballos e, a continuacién, estudamos un caso real do problema do

passepartout, co obxectivo de pofier en practica e comparar as distintas regras de asignacién

35
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que presentamos ao longo deste traballo fin de grao. Por iltimo, sinalar que ao longo deste
capitulo omitimos as demostraciéns dos resultados tedricos que exponemos, remitindo ao

lector aos artigos orixinais de Gustavo Bergantinos e Juan D. Moreno Ternero.

3.1. Os modelos de G. Bergantinos e J. D. Moreno Ternero

Nesta seccién repasamos os modelos e as regras de asignacion propostas en Bergantifios
e Moreno-Ternero (2015, 2016). Cabe destacar que a diferenza dos vistos no capitulo an-
terior, estes dous novos modelos non se enmarcan dentro de ningunha clase xeral de xogos
ou problemas da teorfa de xogos, se non que se define, para cada un deles, o problema
do passepartout de maneira especifica. Por outra banda, e como vimos facendo neste tra-
ballo, consideramos que todos os distintos provedores de servizos membros do sistema de

passepartout son museos.

3.1.1. O primeiro modelo

Comezamos co primeiro dos dous modelos, que xeneraliza o presentado en Ginsburgh e
Zang (2003), compartindo con este a asuncion de que conecemos o subconxunto de museos
visitados por cada propietario dun passepartout. Ademais, este novo modelo tamén ten en
conta o prezo das entradas regulares de cada museo, asi como o seu namero de visitantes

sen passepartout.

Definicion 3.1. Chamamos primeira modificacion do problema passepartout & 6-tupla
(N, M, 4, K,p,w), onde:

» N é o conxunto de museos membros do sistema de passepartout, con |N| = n.
» M é o conxunto de visitantes propietarios de passepartouts, con |M| = m.
= §€R, § >0, ¢é o prezo do passepartout.

= K € 2™ ¢ o conxunto de museos visitados por cada propietario dun passepartout, é
dicir, K = (K;)jem e, para cada j € M, K; C N denota o conxunto de museos de N
visitados polo propietario do passepartout j, con k; = |K;|. Asumimos que K; # ()

para todo j € M.

= p € R? tal que p; > 0 Vi € N, é o vector de prezos das entradas regulares dos

museos, é dicir, p; é o prezo da entrada regular do museo ¢ € N.

» w e Z"\ {0} é o vector de visitas regulares, é dicir, w; é o namero de visitantes do

museo ¢ € N que mercaron unha entrada regular en lugar de usar un passepartout.
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Deste xeito, dicimos que o beneficio total xerado a través do sistema de passepartout é
E=m-9.

Para cada ¢ € N, denotamos por U;(K) o conxunto de propietarios de passepartouts
que visitan o museos i, é dicir, Uj(K) = {j € M: i € K;}, con |U;(K)| = u;.

Denotamos a familia formada por todos os problemas descritos desta forma por PP¥. A
continuacién definimos daas subclases distintas dentro de PP¥: denotamos por PP a familia
de problemas definidos como a 5-tupla (N, M, d, K, p), onde cada componente esta definida
como na primeira modificacién do problema passepartout. Observamos que estes problemas
corresponden a aquelas situaciéns nas que non se tefien en conta o numero de visitas sen
passepartout de cada museo. Por outra parte, denotamos como P a familia de problemas
definidos como a 4-tupla (N, M,d, K), onde cada compofiente estd tamén definida como
na primeira modificaciéon do problema passepartout. Esta clase de problemas é a estudada
en Ginsburgh e Zang (2001,2003) e na seccion 2.1 deste traballo, é dicir, correspondese
coas situaciéns onde non se tenen en conta nin o nimero de visitas regulares que tivo cada

museo, nin o prezo das stas entradas regulares.

Regras de asignacion

Definimos agora formalmente que é unha regra de asignacion e presentamos catro exem-
plos destas. Facémolo para a clase de problemas PP¥ | sendo a obtencién das stas definiciéns

para P e PP, directa a partir desta.

Definicion 3.2. Unha regra de asignacion en PPY é unha aplicaciéon que asocia, a ca-
da primeira modificacién do problema do passepartout, unha asignacién que indica que
parte lle corresponde a cada museo do beneficio total xerado polo sistema de passepar-
tout. Formalmente, R : PP*¥ — R”, onde R4 é o conxunto de ntimeros niimeros reais

non-negativos, é tal que, para cada (N, M, d, K, p,w) € PP?,

ZRi(NaMa(S,Kap’w) = L.
iEN

E dicir, R é eficiente, pois se reparte a totalidade do beneficio entre os museos de N.

Vemos agora unha regra de asignaciéon que reparte o beneficio obtido pola venda de cada

passepartout de maneira equitativa entre os museos nos que se fai uso dese passepartout.

Definicion 3.3. Sexa (N, M, 0, K,p,w) € PP¥. A regra de Shapley, que denotamos por S,

asigna, a cada museo i € N,

0
Si(N, M6, K,pw)= > e
jeM, K;3i 7
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Posto que a regra de Shapley non ten en conta nin p nin w, a sta definicién é valida tamén
para P e para PP.
Vemos agora a primeira xeneralizacion desta regra, de modo que p si é relevante 4 hora

de facer a asignacion.

Definicién 3.4. Sexa (N, M, d, K,p,w) € PP*. A regra de p-Shapley, que denotamos por

SP . asigna, a cada museo ¢ € N,

SN, M6 Kopw) = S <P
JEM, i€K; ZleKj Di

Observamos que esta regra tamén estd definida en PP, pero non en P.

A seguinte regra, que xeneraliza as dias anteriores, si ten en conta todos os elementos

da primeira modificacion do problema passepartout e, polo tanto, s6 esté definida en PPY.

Definicién 3.5. Sexa (N, M, 6, K,p,w) € PP¥. A regra de pw-Shapley, que denotamos por
SPY asigna, a cada museo ¢ € N,

SPU(N, M6, K pw)= Zpi“’wa
jeM, ick; Le1eK; P

Por ltimo, definimos unha regra de asignacién, tamén definida s6 en PPY, pero que
a diferenza da anterior tamén ten en conta o ntumero de visitas con passepartout de cada

museo.

Definicion 3.6. Sexa (N, M., K,p,w) € PP*. A regra de Shapley-ponderada, que deno-

tamos por W, asigna, a cada museo i € N,

Wi(NaMafs,K,p,w) = Z pl(wz+uz) ‘
jEM, icK; Zle}(j pi(wy + uy)

Axiomas

Vexamos agora unha serie de axiomas para unha regra de asignaciéon R. De novo facé-
molo para a clase de problemas PP¥, sendo directa a obtencién das definiciéns para PP e

P.

Axioma 3.7. Igual trato de iguais: Para cada (N,M,d, K,p,w) € PP¥ e cada par
i,j € N tal que (U;(K), pi, w;) = (U;j(K), pj, wj),

Ri(N7M757K7p7w) = Rj(N7M767K7p7w)'
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E dicir, se dous museos tefien 0 mesmo nimero de visitantes con passepartout, o mesmo
prezo para a siia entrada regular e o mesmo ntimero de visitantes sen passepartout, ambos

museos reciben a mesma asignacion.

Axioma 3.8. Xogador nulo: Para cada (N, M,0,K,p,w) € PP* e cada i € N tal que
Ui(K) =0,
R;(N,M,é, K,p,w) = 0.

E dicir, se un museo non ten visitantes con passepartout, a sia asignacién é nula.

Axioma 3.9. Aditividade dos visitantes: Para cada par (N, M, 5, K, p,w),
(M,N?,6, K2, p,w) € PP,

R(N’Ml UM2?5’ (K17K2)7p’w) = R(N7M1757K1’p’w) +R(N’M275?K2’p7w)'

E dicir, dados dous grupos de propietarios de passepartouts, non hai diferenza en conside-

ralos de forma conxunta ou por separado.

Axioma 3.10. Proporcionalidade das visitas regulares: Para cada
(N, M, 6, K,p,w) € PP e cada pari,j € N tal que U;(K) = U;(K), pi =pj e w; < wj,

Rj(N7M75aK7p7w) = %RZ(N,M,(S,K,]?,U))

Este axioma é unha xeneralizacion do Axioma de Igual trato de iguais, e regula como debe

afectar & asignaciéon dun museo o nimero de persoas sen passepartout que o visitan.

Axioma 3.11. Proporcionalidade das visitas: Para cada (N, M,0,K,p,w) € PP¥ e
cada par i,j € N, tal que U;(K) = U;(K), pi = pj e w; < wj,
Wj + Uj
R;(N,M,s, K,p,w) = —2—2LR;(N,M, 5, K,p,w).
i ( pw) = p,w)
Dun xeito similar ao Axioma de Proporcionalidade das visitas regulares, este axioma regula
como debe afectar & asignacién dun museo o nimero de persoas que o visitan, con ou sen

passepartout.

Axioma 3.12. Proteccion ante fraccionamento: Sexa (N, M, 0, K,p,w) € PP*, i € N
e (N',M,6 K',p/,w') € PPY tal que

» N = (N\{i})u{il, ... .i"}.

K],:K] seing,

= Para todo j € M, { f . 1 .
K= (K; \{i}) U{i*,....,i"} noutro caso.

= Para todo 1 € N\ {i}, pj = p1, e Py + Do + - + pir = i
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» Para todo l € N\ {i}, w] = wy, e w), = wy = - = wjy = w;.
Enton,

Ri(N, M, 8 K,p,w) = Ry(N', M, 5, K',p/,w'), ¥l €N\ {i},

e polo tanto,
,

RZ(Na M7 57 Kapa w) = ZRiS(N/7M7 67 K/7p/7w,)'
s=1

E dicir, se un museo decide fraccionarse en varios museos distintos, asumindo que calquera
visitante, con passepartout ou non, que fora a visitar o museo orixinal tamén visitara todos
0S Novos museos, e que o prezo da entrada regular do museo orixinal sexa igual 4 suma das
entradas regulares dos novos museos, a asignacion a cada un dos outros museos do sistema
de passepartout non varia. Do mesmo xeito, a asignacién que recibe o museo orixinal sen

fraccionarse é igual 4 suma das asignacions dos museos nos que se divide.
Axioma 3.13. Marzinalidade: Para cada (N, M,d, K, p,w) € PP¥ e cada par i,j € N
tal que U;(K) = U;(K), pi = pj e wi < wjy,

Rj(N,M,(S,K,p,U}) _Ri(N7M757K7p7w) Wy — Wy
Ri(N7M757K7p7w) N wz+uz

E dicir, se dous museos son idénticos salvo no seu nimero de visitantes sen passepartout,
o incremento relativo da asignacién dun museo respecto & do outro debe ser o incremento
relativo do niimero de visitantes sen passepartout do primeiro respecto ao niimero total de

visitantes do segundo.

Resultados tedricos sobre as regras de asignaciéon

Presentamos a continuaciéon unha serie de resultados axiométicos para as regras de
asignacién anteriormente vistas. En primeiro lugar, vemos os teoremas relacionados coas
regras de asignacién S, SP e SP¥, terminando o estudo do modelo cunha comparacion entre
as ddas regras mais complexas, SP¥ e W.

Comezamos caracterizando a regra de Shapley para o dominio P.

Teorema 3.14. Unha regra de asignacion definida en P satisfai os Axiomas de Igual trato

de iguais, Xogador nulo e Aditividade dos visitantes se e sé se € a regra de Shapley.
Vemos agora, de xeito similar, unha caracterizacion da regra de p-Shapley para o do-
minio PP.

Teorema 3.15. Unha regra de asignacion definida en PP satisfai os Axiomas do Xogador
nulo, Aditividade dos visitantes e Proteccion ante fraccionamento se e s6 se é a regra de

p-Shapley.
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Engadindo aos axiomas empregados no teorema anterior o Axioma de Proporcionali-
dade das visitas regulares, obtemos unha caracterizacién da regra de pw-Shapley para a

clase de problemas PPY.

Teorema 3.16. Unha regra de asignacion definida en PPV satisfai os Aziomas de Pro-
porcionalidade das visitas requlares, Xogador nulo, Aditividade dos visitantes e Proteccion

ante fraccionamento se e so se é a regra de pw-Shapley.

Recordamos agora que, como vimos na seccion 2.1, en Ginsburgh e Zang (2003) asociase
a cada problema do passepartout, (N, M,d, K) € P, un xogo cooperativo de utilidade
transferible, v € GV, onde para cada S C N, 9(S) = ZjeM,chS 1 & o nimero de persoas
que s6 visitaron museos de S. Definimos agora un novo xogo v(S) = 9(S) - §, que denota
os beneficios xerados polos propietarios de passepartouts que sé visitaron museos de S. A
continuaciéon vemos un resultado que relaciona este novo xogo, o valor de Shapley e tres

das regras de asignaciéon anteriores.

Teorema 3.17. Seza v € GN un zogo de utilidade transferible tal que para cada S C N,

As sequintes afirmacions son certas:

1. Para cada problema P = (N, M,6,K) € P, S(P) coincide co valor de Shapley de v,
D (v).

2. Para cada problema P = (N, M, d, K,p) € PP, SP(P) coincide co valor de Shapley

ponderado de v, con sistema de pesos T = (p;)ien, Pr(v) .

3. Para cada problema P = (N,M,d, K,p,w) € PP¥ SPY(P) coincide co valor de

Shapley ponderado de v, con sistema de pesos 7/ = (piw;)ien, P (v).

En efecto, observamos que a regra de Shapley non é outra que 4 regra de reparticion
Sh, proposta en Ginsburgh e Zang (2003) para a clase de problemas P, que estudamos na
seccion 2.1. Por outra banda, o seguinte teorema garante que estas tres regras de asignacion

son estables.

Teorema 3.18. Seza v € GN un zogo de utilidade transferible tal que para cada S C N,

As sequintes afirmacions son certas:
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1. Para cada P = (N,M,6,K) € P, S(P) C C(v)
2. Para cada P = (N, M, 6, K,p) € PP, SP(P) C C(v)
3. Para cada P = (N, M, 6, K,p,w) € PPV, SP*(P) C C(v)

A primeira afirmacion é equivalente, polo teorema anterior, & Proposicion 2.4 vista
na seccion 2.1. Por outra banda, en Kalai e Samet (1987) probase que calquera valor de
Shapley ponderado é unha combinacién convexa de vectores de contribucién marxinais,
polo que a proba das outras dias afirmaciéns podese obter, tamén por medio do teorema
anterior, dunha xeito analogo ao feito no Corolario 1.45.

Para finalizar o estudo deste modelo, vemos un resultado de especial interese, pois
compara as daas regras de asignacién propostas para o dominio PP¥ a regra de pw-Shapley

e a regra de Shapley-ponderada.
Teorema 3.19. As sequintes afirmacions son certas:

1. A regra SP¥ satisfai os Axiomas de Igual trato de iguais, Xogador nulo, Proporciona-

lidade das visitas regulares, pero non Proporcionalidade das visitas e Marzinalidade.

2. A regra W satisfai os Aziomas de Igual trato de iguats, Xogador nulo, Proporciona-

lidade das visitas e Marzinalidade, pero non Proporcionalidade das visitas requlares.

A partires deste tltimo resultado, en Bergantifios e Moreno-Ternero (2016) criticase a
idoneidade da regra de pw-Shapley, SP¥, como regra de asignaciéon para a primeira modifi-
caci6n do problema passepartout, en favor da regra de Shapley-ponderada, W. Obsérvase
que, nalguins casos, a regra de pw-Shapley pode resultar inxusta por dar demasiada rele-
vancia 4s visitas realizadas con entradas regulares e ningunha as visitas realizadas usando
un passepartout. Suponamos unha situaciéon na que dous museos ¢,j € N, con entradas
regulares de igual prezo, p; = p;, reciben o mesmo niimero de visitantes con passepartout,
por exemplo, u; = u; = 1000. Suponiamos, ademais, que o museo ¢ sO ten unha visita con
entrada regular, mentres que o museo j ten duas, é dicir w; = 1 < 2 = w;. Pois ben,
nesta situacion, precisamente por satisfacer o Axioma de Proporcionalidade das visitantes
regulares e non os de Marxinalidade e Proporcionalidade de visitas, SP* asigna ao mu-
seo j o dobre que ao museo ¢, o cal pode considerarse excesivo. Non obstante, a regra de
Shapley-ponderada non presenta este problema, pois si satisfai Marxinalidade, ademais de

Proporcionalidade das visitas en lugar de Proporcionalidade das visitas regulares.

3.1.2. O segundo modelo

Se 0 modelo anterior xeneraliza o proposto en Ginsburgh e Zang (2003), compartindo a

asunciéon de que se cofiece que grupo de museos visita cada propietario dun passepartout,



3.1. OS MODELOS DE G. BERGANTINOS E J. D. MORENO TERNERO 43

podemos considerar que este segundo modelo é unha xeneralizaciéon do proposto en Estévez-
Fernandez et al. (2012), no cal non é necesario ter esta informacion, pero si cofiecer o niimero
total de propietarios de passepartouts que visitan cada museo. No estudo deste modelo
seguimos unha estrutura moi similar 4 empregada no anterior, definindo en primeiro lugar
o modelo e que consideramos unha regra de asignacién para este. Despois, presentamos

unha serie de regras de asignacién, axiomas e resultados axiomaticos sobre estas.

Definicion 3.20. Chamamos segunda modificacion do problema passepartout & 6-tupla

(N, m, 6, u,p,w), onde:
a) N é o conxunto de museos membros do sistema de passepartout, con |[N| = n.
= m é o niimero de passepartout vendidos.
= ) €R, § >0, éo prezo do passepartout.

=y € Z, w > 0, é o vector de visitas con passepartout, é dicir, u; € o ntimero de

visitantes con passepartout que tivo o museo ¢ € N.

= p € R" p >0, éo0 vector de prezos das entradas regulares dos museos, ¢é dicir, p; é

o prezo da entrada regular do museo ¢ € N.

» w e Z"\ {0} é o vector de visitas regulares, é dicir, w; é o namero de visitantes do

museo ¢ € N que mercaron unha entrada regular en lugar de usar un passepartout.

Dicimos que o beneficio total xerado a través do sistema de passepartout ¢ £ = m - 4.
Denotamos a familia formada por todos os problemas descritos desta forma por prw,
A continuaciéon definimos dtas subclases distintas dentro de PP¥: denotamos por PP a
familia de problemas definidos como a 5-tupla (N, n,d, K, p), onde cada compofiente esté
definida como na segunda modificaciéon do problema passepartout. Observamos que estes
problemas corresponden a aquelas situaciéns nas que non se tefien en conta o niimero de
visitas regulares de cada museo. Por outro lado, denotamos por P a familia de problemas
definidos como a 4-tupla (N, m, d, K), onde cada compofiente tamén esta definida como na

segunda modificacién do problema passepartout.

Regras de asignacién

Definimos agora formalmente que é unha regra de asignacion e presentamos catro exem-
plos. Facémolo para a clase de problemas PP¥, sendo a obtencién das stas definiciéns para

P e PP directa a partir desta.
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Definicion 3.21. Unha regra de asignacidn en PPY & unha aplicaciéon que asocia a cada
segunda modificacién do problema do passepartout unha asignacién que indica que parte
lle corresponde a cada museo do beneficio total xerado polo sistema de passepartout. For-
malmente, R : pro R’ , onde R € o conxunto de niimeros reais non-negativos, ¢é tal

que, para cada (N, m,d,u,p,w) € 731”“’,
ZRZ-(N, m, 8, u,p,w) = E.
iEN
E dicir, R é eficiente, pois se reparte a totalidade do beneficio entre os museos de N.

A primeira das regras de asignacion que presentamos reparte o beneficio do sistema de

passepartout proporcionalmente ao nimero de visitas con passepartout.

Definiciéon 3.22. Sexa (N, m,d,u,p,w) € pro. A regra Proporcional, que denotamos por

PROP, asigna, a cada museo ¢ € N,
Dlen W

Posto que a regra Proporcional non contempla nin o prezo das entradas regulares de

PROP; (N, m, 6, u,p,w) E.

cada museos nin o seu numero de visitas regulares, a stia definicién tamén é valida para P
e PP. Vexamos agora unha regra de asignaciéon que si ten en conta os prezos das entradas
regulares de cada museo. Esta regra é similar & regra Proporcional con dereitos minimos
considerada en Estévez-Fernandez et al. (2012), e estudada na seccion 2.2 deste traballo
no dominio 73]”, que reparte o beneficio xerado pola venda dos passepartout de maneira
proporcional 4 cantidade que cada museo terfa gafiado se cada propietario dun passepartout
que o visitou tivérao feito pagando a entrada regular. A diferenza entre as diias é que a regra
Proporcional con dereitos minimos asigna primeiro o seu dereito minimo a cada museo,
e é despois cando divide o remanente do estado de maneira proporcional as demandas

axustadas.

Definicion 3.23. Sexa (N,m,d,u,p,w) € Pro. A regra p-Proporcional, que denotamos

por PROPP. asigna, a cada museo i € N,

Diug

PROP?(N,m, 6, u,p,w) = —=————F.
i ) > ien P

A seguinte regra ten en conta todos os pardmetros que definen a segunda modificacion
do problema do passepartout, repartindo o beneficio do sistema de passepartout entre os
museos que o componen, de maneira proporcional 4 cantidade que cada museo teria obtido
se cada propietario dun passepartout que o visitou tivérao feito pagando a entrada regular,

ponderada polo nimero de visitas regulares que efectivamente tivo.
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Definiciéon 3.24. Sexa (N, m,d,u,p,w) € pro. A regra pw-Proporcional, que denotamos

por PROPPY¥ | asigna, a cada museo i € IV,

Ditiw;

PROPY(N,m, 6, u,p,w) = e==————
. ) 2ieN Pruwy

E.

Por ultimo, presentamos unha regra que reparte o beneficio xerado polo sistema de
passepartout entre cada museo membro do sistema, de maneira proporcional 4 cantidade
que cada museo terfa ganado se todos os visitantes, con ou sen passepartout, tiveran pagado

as entradas regulares dos museos que visitaron.

Definicion 3.25. Sexa (N, m,d,u,p,w) € Pro. A regra Proporcional-ponderada, que de-

notamos por WP, asigna, a cada museo ¢ € N,

WP(N,m, 8, u,p,w) = pi(ui + w;)
2 ten pi(w + wy)

Observamos que se pode establecer unha relacién conceptual entre estas catro regras
de asignacion e as presentadas para a primeira modificaciéon do problema do passepartout.
Por unha parte, en cada un dos modelos temos tres regras de asignacién similares entre
elas, onde cada unha é unha xeneralizacion da anterior a unha clase de problemas definida
por mais parametros: S, SP e SPY para o primeiro ¢ PROP, PROP?P ¢ PROPP" para o
segundo. Por outra banda, nos dous modelos presentamos regras de asignacion, W e W?
respectivamente, que consideran todas as visitas de forma conxunta, sexan con ou sen

passepartout.

Axiomas

Definimos agora unha serie de axiomas que unha regra de asignacion R en PP¥ pode
satisfacer. A obtenciéon da definicién de todos eles para as clases de problemas P e PP &
directa. Comezamos con aqueles que son equivalentes a axiomas presentados no modelo

anterior, cos cales comparten nome.

Axioma 3.26. Igual trato de iguais: Para cada (N, m,0,u,p,w) € PPY ¢ cada par
7:7.7‘ S N tal que (uhp’uwl) = ('U:J,p],w]),

Ri(Nvma 5,u,p,w) = Rj(N’mv 55 U,P,w)-

Axioma 3.27. Xogador nulo: Para cada (N, M,d,u,p,w) € PP ¢ cada i € N tal que
u; =0,

R;(N,M,é,u,p,w) = 0.
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Axioma 3.28. Aditividade dos visitantes: Para cada par (N,m', 6, u', p,w),
(N,m?2,6,u?, p,w) € 73’"”,

R(N,m1 —|—m2,5, ul —|—u2,p,w) = R(N,ml,d,ul,p,w) + R(N,m2,5,u2,p,w).

Axioma 3.29. Proporcionalidade das visitas regulares: Para cada (N, m, 0, u,p,w) €
P ¢ para cada par i,j € N tal que u; = uj, p; = p; e w; < wj,
"y
Rj(N,?TL,(S,U,p,’lU) = —]‘Ri(N,m,(S,u,p,w).
K3

Axioma 3.30. Proporcionalidade das visitas: Para cada (N,m,d,u,p,w) € PP e

para cada par i,j € N tal que u; = uj, p; = p; e w; < wy,
Rj(N,m,d,u,p,w) = -7

Axioma 3.31. Marzinalidade: Para cada (N, m,d,u,p,w) € PP e para cada par i,j €
N tal que u; = uj, p; = p; e w; < wj,
Rj(N7m757u7p7w) - RZ(Na m757u7p7 w) _ w; — Wy

Ri(Nvm’éauvpvw) wl+ul

Vemos agora tres axiomas que non gardan relaciéon con ningin definido para o modelo

anterior.

Axioma 3.32. Aditividade do prezo do passepartout: Para cada par
(N7 m7 617“’71)7 w)7 (N7m7527u7p7 'LU) S 7/)\[7107

R(N’ m7 51 +62’u’p7w) = R(N’ m? 51’u’p7w) + R(N’ m762’u?p?w)'

Supofiamos un sistema de passepartout onde se venden dous tipos de passepartouts
distintos. Suponiamos ademais que todos os visitantes dos museos do sistema mercan os
dous passepartouts. Nesta situacion, a suma das asignaciéons que se fai a cada museo con-
siderando dous sistemas de passepartout distintos, un con cada pase, é igual & asignaciéon
que se obtén ao considerar un tinico sistema, onde hai un tinico passepartout e cuxo prezo

é a suma dos prezos dos distintos passepartouts.

Axioma 3.33. Compatibilidade™ : Para cada (N,m,d,u,p,w) € PP gl que

ZieNpiini =m-J,
R;(N,m,d,u,p,w) = pju;w; Vi € N.

E dicir, se o beneficio total do sistema de passepartout é igual 4 suma dos beneficios
que poderfan ter obtido cada museo, ¢ € N, no caso de que todas as persoas que o visitaron
facendo uso dun passepartout tiveran mercado unha entrada regular, p;u;, ponderados polo
nimero de visitas sen passepartout que realmente tiveron, w;, é natural que a cada museo

se lle asigne dita cantidade, p;u;w;.



3.1. OS MODELOS DE G. BERGANTINOS E J. D. MORENO TERNERO 47

Axioma 3.34. Compatibilidade™: Para cada (N, m,d,u,p,w) € PP g] que
Y ien Pi(u; +wi) =m0,

R;(N,m,d,u,p,w) = p;j(u; + w;), Vi € N.

Este axioma, dun xeito analogo ao anterior, regula como debe comportarse unha regra
de asignacién naqueles escenarios onde é factible que os museos cheguen a un acordo sobre
a reparticién do beneficio obtido polo sistema de passepartout. Se este beneficio total é
igual 4 suma dos beneficios que poderian ter obtido cada museo, ¢ € N, no caso de que
todas as persoas que o visitaron, facendo uso dun passepartout ou non, (u; + w;), tiveran
mercado unha entrada regular, p;, é natural que se lle asigne a cada museo dita cantidade,

pi(ui + wi).

Resultados tedricos sobre as regras de asignaciéon

Comezamos vendo que os Axiomas de Igual trato de iguais, Xogador nulo e Aditividade
dos visitantes son incompatibles entre si no dominio P, e polo tanto nos dominios PP e
PP¥: ao contrario do que acontece no modelo anterior, a primeira modificacién do problema

do passepartout, onde estes tres axiomas caracterizan a regra de Shapley no dominio P.

Teorema 3.35. Non hat ningunha regra de asignacion definida en P que satisfaga Iqual

trato de Iguais, Xogador Nulo e Aditividade de visitantes.

Presentamos agora un resultado que caracteriza, en diferentes dominios, as catro regras
de asignacién vistas para o modelo da segunda modificacién do problema do passepartout.
Cabe destacar que os axiomas empregados en cada caso son aqueles correspondentes ao do-
minio onde é caracterizada cada regra de asignacion e que polo tanto, a pesar de compartir

nome, son axiomas distintos.
Teorema 3.36. As sequintes afirmacion son certas:

1. Unha regra de asignacion en P satisfai os Aziomas de Aditividade do prezo do pas-

separtout e Compatibilidade™ se e s6 se é a regra Proporcional, PROP.

2. Unha regra de asignacion en PP satisfai os Aziomas de Aditividade do prezo do

passepartout e Compatibilidade™ se e s6 se € a regra p-Proporcional, PROP?.

3. Unha regra de asignacion en prw satisfai os Aziomas de Aditividade do prezo do

passepartout e Compatibilidade™ se e s6 se € a regra pw-Proporcional, PROPPY.

4. Unha regra de asignacion en prw satisfai os Aziomas de Aditividade do prezo do

passepartout e Compatibilidade™ se e s6 se é a regra Proporcional-ponderada, WP.
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Para rematar o estudo deste modelo, presentamos un resultado que, dunha forma ana-
loga ao Teorema 3.19 na primeira modificacién do problema do passepartout, compara as

duas regras mais complexas deste segundo modelo, PROPPY e WP.
Teorema 3.37. As sequintes afirmacions son certas:

1. A regra PROPPY satisfai os Axiomas de Iqual trato de iguais, Xogador nulo, Propor-
cionalidade das visitas requlares, Aditividade no prezo do passepartout e Compatibili-
dade™, pero non os de Proporcionalidade das visitas, Marzinalidade ¢
Compatibilidade™.

2. A regra WP satisfai os Aziomas de Igual trato de iguais, Proporcionalidade das visitas,
Marzinalidade, Aditividade no prezo do passepartout e Compatibilidade™, pero non

0s de Xogador nulo, Proporcionalidade das visitas requlares e Compatibilidade™ .

3.2. Estudo dun caso real

A continuacién, nesta seccion, levamos a cabo a aplicaciéon a un problema real das
distintas regras que estudamos ao longo deste traballo. En concreto, estudamos o caso dos
museos de Xénova no ano 2007, no cal 16 museos da cidade ofrecian de maneira conxunta,
e cun prezo de 16€, o “Card Musei”, un passepartout do cal se venderon 2040 unidades, e
que permitia a quen o mercara visitar todos estes museos nun prazo de 48h.

Co estudo destes datos, que atopamos en Casas-Méndez et al. (2014) e na paxina

1 non buscamos tanto resolver un

web da oficina de estatistica do municipio de Xénova
problema real, como exemplificar a aplicaciéon das regras de reparticién expostas, os seus
requirimentos e o seu comportamento. De feito, para poder computalas todas cos datos
dos que disponemos, tivemos que realizar varias operaciéns previas. En primeiro lugar,
asumimos que os museos s6 reciben dous tipos de visitas: por un lado visitas regulares,
aquelas que realizan visitantes que mercan unha entrada regular para o museo en cuestion; e
visitas con passepartout, aquelas que realizan visitantes propietarios da “Card Musei”. Isto
facémolo porque na base de datos 4 que puidemos ter acceso non se diferencian os distintos
tipos de entradas individuais coas que se visitan os museos, como poden ser entradas con
descontos para nenos, estudantes ou xubilados. Polo tanto, obtemos o ntimero de visitas
regulares de cada museo como a diferenza entre o seu ntimero de visitas totais, sexa cal sexa

a entrada ou pase empregado, e o seu niimero de visitas con passepartout. Por outra banda,

tampouco disponiemos de informacién acerca de que museos visitou cada propietario dun

'Na direccion: hittp://statistica.comune.genova.it/pubblicazioni/download/storico /turismo/musei.zls,
consultada o 5 de xullo de 2019.
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passepartout, polo que para poder empregar as regras relacionadas co valor de Shapley (.S,
SP.SPY e W) xeramos de maneira aleatoria estes datos, atendendo a duas restricions: que
todo propietario dun passepartout visita polo menos un museo, e que o numero total de
visitas con passepartout que recibe cada museo segundo estes datos xerados se corresponda
co indicado na nosa base de datos.

Deste xeito, podemos aplicar tédalas regras que estudamos, dando lugar aos resultados

que se mostran nas Taboas 1 e 2.

Téboa 1
Museos Prezo Visitas S SP Spv w
(€) passepartout regulares

Musei dei Palazzi Rosso, Bianco, Tursi 8 1701 131910 12589.07 14201.29 18883.35 18879.56
Museo d’ArteOrientale “E.Chiossone” 4 161 8014 852.27 606.26 142.57 142.35
Museo di S. Agostino 4 279 17633  1558.93  1122.26 499.47 497.85
Museo del Risorgimento 4 902 12387  5469.33  3809.16  1286.15  1321.08
Museo di ArcheologiaLigure 4 32 17880 173.60 124.54 64.95 64.18
Museo Navale di Pegli 4 33 4680 177.07 132.00 32.06 3L.77
Museo di Storia e Cultura Contadina 2.8 30 2000 149.07 77.14 2.77 2.77
Raccolte Frugone 4 179 10064 955.47 674.82 199.39 198.06
Museo “G. Luxoro® 4 42 1663 234.13 169.97 51.56 51.57
Galleria d’ArteModerna 6 115 9574 618.67 580.93 200.19 199.10
Museo di StoriaNaturale “G. Doria” 4 80 31591 418.67 285.21 148.46 146.75
Museo di ArteContemporanea 4 92 44402 490.13 355.51 267.77 265.92
Museo del CastelloD’Albertis 6 388 18143  2176.80  1987.65 751.14 752.78
Collezione Wolfson 5 20 3258 97.07 79.84 5.81 5.71
Museo del Tesoro di S.Lorenzo 5.5 58 4470 302.13 272.71 37.80 37.28
Galata Museo del Mare 10 1028 129163  6377.60  8160.70 10066.55 10043.27

2

Recordamos que & regra de reparticion proposta en Ginsburgh e Zang (2003), Sh, é
equivalente 4 regra de Shapley, S, que estudamos na seccién 3.1.

Na Téaboa 1 podemos observar que apenas hai diferenzas entre a asignaciéon froito da
regra de pw-Shapley e a regra de Shapley-ponderada. Isto débese a que os sistemas de
pesos que tenen asociado ambas regras son practicamente iguais, posto que o ntimero de
visitas con passepartout que recibe cada museo é relativamente pequeno comparado co seu

nimero de visitas totais, é dicir,

piw; ~ p;(w; + u;) para todo i € N.
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Taboa 2
Museos Prezo Visitas PROP  PROP? MRPROP PROPP WP
(\euro) passepartout regulares

Musei dei PalazziRosso, Bianco, Tursi 8 1701 131910 10801.68 12833.80  13301.79 17862.96 10945.23
Museo d’ArteOrientale “E.Chiossone” 4 161 8014  1022.38 607.36 543.85 51.36 334.84
Museo di S. Agostino 4 279 17633  1771.70  1052.51 942.44 195.83 733.66
Museo del Risorgimento 4 902 12387  5727.88 267.77 3301.79 444.75 544.31
Museo di ArcheologiaLigure 4 32 17880 203.21 120.72 108.09 22.78 733.66
Museo Navale di Pegli 4 33 4680 209.56 124.49 111.47 6.15 193.04
Museo di Storia eCultura Contadina 2.8 30 2000 190.51 79.22 70.94 1.67 58.20
Raccolte Frugone 4 179 10064  1136.68 675.26 604.65 71.71 419.55
Museo “G. Luxoro® 4 42 1663 266.71 158.44 141.87 2.78 69.84
Galleria d’ArteModerna 6 115 9574 730.27 650.74 582.69 65.74 595.28
Museo di StoriaNaturale “G. Doria” 4 80 31591 508.02 301.79 270.23 100.60  1297.22
Museo di ArteContemporanea 4 92 44402 584.22 347.06 310.77 162.60  1822.44
Museo del CastelloD’Albertis 6 388 18143  2463.88  2195.55 2021.79 420.31  1138.53
Collezione Wolfson 5 20 3258 127.00 94.31 84.45 3.24 167.83
Museo del Tesoro di S.Lorenzo 5.5 58 4470 368.31 300.85 269.39 14.19 255.01
Galata Museo del Mare 10 1028 129163  6528.00  9695.14 9973.79 13213.34 13331.34

Non obstante, en xeral, podemos observar que segundo a regra de reparticién que
empreguemos, a asignaciéon de cada museo pode variar notablemente, diferencidndose en
miles de euros nalgtins casos. Isto evidencia a importancia de escoller adecuadamente a base
de informacién coa que se traballara. Por este motivo, non podemos deixar de destacar a
importante vantaxe que presentan as regras que requiren menos parametros para a sta
computacién sobre as mais complexas. Deste modo, ainda que as regras asociadas ao valor
de Shapley, é dicir, as propostas por Victor Ginsburgh e Israel Zang (2001) e no primeiro
modelo de Gustavo Bergantinos e Juan D. Moreno Ternero (2015, 2016), presentan moi
boas propiedades na teoria, a necesidade de que os museos garden de forma coordinada
un rexistro que reflicta que museos visitou cada propietario dun passepartout dificulta
enormemente o seu uso na practica. A pesar de que en Ginsburgh e Zang (2001) afirmase
que estas regras de reparticién son moi sinxelas de implementar coa tecnoloxia moderna, no
desenvolvemento deste traballo atopamonos con que ningunha das entidades coas que nos
puxemos en contacto disponia desta informacion. Por outra banda, as regras propostas por
Arantza Estévez Fernandez, Peter Borm e Herbert Hammers (2012) e no segundo modelo
de Gustavo Bergantinos e Juan D. Moreno Ternero (2015, 2016) presentan maéis facilidades
4 hora de ser aplicadas nun problema real.

Poédenos resultar de interese, tamén, ver que regras presentan unha maior dispersién
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na asignacion que realizan. Con esta fin, presentamos os graficos 3 e 4, que amosan a
desviacion tipica e a diferenza entre o valor maximo e minimo da asignacién de cada regra
(ambolos dous valores en euros). Observamos que, neste exemplo, son as regras que tefen
en conta mais parametros (SP¥, W, e PROPPY) as que amosan unha maior dispersion e
unha maior diferenza entre as cantidades maximas e minimas que asignan aos museos;
chegando, calquera das tres regras, a asignar ao “Museo di Storia e Cultura Contadina’
menos de 3€, e mais de 17500€ ao “Musei dei Palazzi Rosso, Bianco, Tursi ”. Isto débese
a que, no problema que estamos a estudar, os museos cun prezo mais alto na stia entrada
regular son tamén os que tefien mais visitas, xa sexan regulares ou con passepartout.
Non obstante, observamos que, a pesar de ter en conta os mesmos pardmetros, a regra
Proporcional-ponderada, WP, non provoca diferenzas tan grandes entre as asignaciéns aos
distintos museos. E natural pensar que na préctica serd mais interesante empregar regras
nas que as asignaciéons que reciben os museos non sexan extremadamente dispares, pois

ainda que poidan existir xustificaciéns tedricas para que se produzan tales diferenzas, estas
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poderian provocar desacordos entre as distintas entidades &4 hora de organizar o sistema de

passepartout.
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Conclusions

Ao longo deste traballo fin de grao levamos a cabo o estudo dun problema extraido do
mundo real, como é o problema do passepartout, a través das ferramentas que nos brinda
a teoria de xogos cooperativa. Na sta elaboracién, procuramos non s6 dar solucién a dito
problema, senén, na medida do posible, elaborar un documento autocontido e accesible para
o lector sen conecementos previos na teorfa de xogos. Deste modo, no primeiro capitulo
repasamos algins conceptos fundamentais dos xogos cooperativos, como o nicleo e o valor
de Shapley, ademais doutros como a convexidade ou os problemas de bancarrota; para a
continuacién afondar no propio problema.

No proceso de resoluciéon do problema do passepartout, a metodoloxia que seguimos
foi sempre a mesma, a cal non é outra que a empregada na literatura xa existente que
trata esta cuestion. En primeiro lugar, definimos que propiedades debe cumprir unha regra
de reparticién para ser unha solucién “xusta” ao problema e, a continuacién, tratamos de
caracterizar axiomaticamente ditas soluciéns. Isto implica que segundo que autores estude-
mos, atopémos distintos criterios e, polo tanto, distintas soluciéns para o mesmo problema.
Esta falta de unicidade da solucién resulta fundamental & hora de afrontar un problema
real. As distintas regras de reparticién que consideramos neste traballo non s6 se diferencian
nas sias propiedades, senén que requiren de distintas bases de informacién para poder ser
empregadas. Isto é crucial, pois como vimos ao traballar co caso dos museos de Xénova, as
veces 0s museos non dispofien de todos os datos que algunhas delas requiren. Deste modo,
dispofier de soluciéns alternativas, lonxe de ser un defecto, facilita a resoluciéon do problema
na préctica, pois ainda que algunhas das soluciéns poidan resultar adecuadas na teoria, o
seu uso en casos reais pode resultar moi complexo ao requirir de moita informacion.

Por dltimo, destacar que ainda que a priori o problema do passepartout poida parecer
un caso moi particular e concreto dentro da teoria de xogos, o dito e aprendido durante o
seu estudo pode ser aplicado a outros problemas similares, xa sexa de maneira directa ou
con certas adaptaciéns. Entre outros, algtins exemplos disto son: a reparticién de custos
dun proxecto, o deseno de tarifas de amortizacién de instalaciéns, como aeroportos ou

autoestradas; ou a reparticiéon dun certo capital en situaciéns de quebra.
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Apéndice A

Codigo de R

Codigo da linguaxe de programacion R empregado para computar as regras de repar-

ticion.

# Valor de Shapley, S

# S(museos, passe vendidos, prezo passe, mus cada visitante)

S=function (n,m, delta ,K){
x=rep (0,n)
for (i in 1:n){
for (j in 1:m){
if (K[[j]ITil==1{
x[i]=x[i]+1/sum(K[[]]])

}

y=xxdelta

return(y)

# Valor de p—Shapley, Sp

# Sp(museos, passe vendidos, prezo passe, mus cada visitante ,

# vec prezos reg)

Sp=function (n,m, delta ,K,p){
x=rep (0,n)
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for (i in 1:n){
for (j in 1:m){
if (K[[j T i==1){
xli]=x[il+p[i]/sum(K[[j]]+*p)

}

y=xx*xdelta

return (y)

# Valor de pw—Shapley, Spw
# Spw(muses, passes vendidos, prezo passe, mus cada visitante ,

# vec prezos reg, vec vis reg)

Spw=function (n,m, delta ,K,p,w){
x=rep (0,n)
for (i in 1:n){
for (j in 1:m){
if (K[[j]ITi]l==1){
xli]=x[i]+(p[i]*w[i])/sum(K[[]]]*p*w)

}

y=xxdelta

return(y)

# Valor de Shaley—ponderada, W
# W(museos, passe vendidos, prezo passe, mus cada visitante ,

# wvec prezos regulares, wvec vis reg, vec vis pase)

W=function (n,m, delta ,K,p,w,u){
x=rep (0,n)
for (i in 1:n){
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for (j in 1:m){

if (K[[5111i]-—1)
s il=x[]4+pl i ] (wlil-uli]) fsum(K[[ ] #p(wiu))

}

y=xxdelta

return(y)

# Regra Proporcional
# P(museos, passe vendidos, prezo passe,

# wvec wvisitantes con passe)

P=function (n,m, delta ,u){
x=rep (0,n)
x=(u/sum(u))*(m«delta)

return (x)

# Regra p—Proporcional, P p
# P _p(museos, passe vendidos, prezo passe,

# vec wvisitantes con passe, vec prezos reg)

P p=function(n,m, delta ,u,p){
x=rep (0,n)
x=(p*u/sum(p=*u))*(mkdelta)

return(x)

# Regra Proporcional con dereitos minimos, MRPROP
# MNPROP(museos, passe vendidos, prezo passepartout,
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# vec wvisitantes con passes, wvec prezo reg)

install . packages("GameTheory")

library (GameTheory)

MRPROP=function (n,m, delta ,u,p){
E=delta=m
d=p=*u
x=rep (0,n)
r=rep (0 ,n)
d_mod=rep (0,n)
for (i in 1:n)

e [§]-max(0,E—(sum(d)—d[i]))

E mod=E-sum(r)

d_mod=d—r

x=round (r+Proportional (E mod,d mod)$‘Results < ,2)

return (x)

# Regra pw—Proporcional, P pw
# P _pw(museos, passe vendidos, prezo passe,
# wec wisitantes con passe, vec prezos regulares,

# vec wvisitantes reg)

P pw=function(n,m,delta ,u,p,w){
x=rep (0,n)
=(p*usxw/sum(p*xusw) ) *(mxdelta )

return (x)

# Regra Proporcional—ponderada
# W p(museos, passe vendidos, prezo passe,
# wvec wisitantes con passe, vec prezos regulares,

# vec wvisitantes reg)



W p=function (n,m, delta ,u,p,w){
x=rep (0,n)
x=(p*(utw) /sum(p*(utw)))*(mxdelta )

return(x)
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