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Breve descricién do contido

Neste traballo estudarase a teoria do célculo de variaciéns. Despois de
introducir exemplos clasicos que nos levan 4 necesidade de minimizar
funcionais definidos en espazos de dimension infinita, deduciranse as
ecuacions de Euler-Lagrange. Unha vez obtidas, aplicaranse a proble-

mas fisicos e xeométricos.
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Resumo

Ao longo deste traballo faremos unha introduccién aos conceptos fundamentais do calculo de
variacions. Comezaremos por exponer os exemplos clasicos que fomentaron o desenvolvemento
posterior, que nos levaréd ao resultado clave da materia, a ecuaciéon de Euler-Lagrange. Veremos
algins exemplos concretos e a sta resolucién, asi como posibles xeralizaciéns a funcionais con
derivadas superiores e funciéns de n variables. Posteriormente tamén se trataran aplicacions a

problemas reais que xorden na fisica ou na enxenaria.

Abstract

Along this work we will do an introduction to the most relevant concepts regarding the calcu-
lus of variations. We will begin with the classical examples that encouraged further development,
which will lead us to the key result: the Euler-Lagrange equation. We will study a few specific
cases and their resolution, as well as possible generalizations to higher-order derivatives and n-
dimensional functions. Subsequently, we will also address real-life applications to problems that

appear in physics or engineering.

IX






Introducion

O desenvolvemento dos problemas de optimizacion, isto é, atopar maximos e minimos, é
un dos mais importantes e fructiferos ao longo da historia das matematicas. Neste traballo
realizaremos un percorrido polos principios bésicos da optimizacién non linear en espazos de
funciéns de dimensién infinita, unha rama conecida como "célculo de variaciéns". As técnicas
empregadas son fundamentais en moitas areas, e tenen aplicaciéns tanto tedricas como practicas.
Os métodos de resoluciéon dos problemas variacionais son esencialmente moi similares aos métodos
de atopar maximos e minimos en funciéns reais de variable real. O célculo da variaciéns constitte
unha parte extensa e importante da andlise mateméatica e esta estreitamente relacionada con

problemas de fisica, xeometria ou enxenaria.

O inicio do céalculo de variaciéns remoéntase aos primeiros problemas de optimizacion estu-
dados na Antigiidade clésica, sendo un exemplo destacable o problema da raifia Dido. Porén,
a formalizacién de dito campo tal e como o conecemos hoxe en dia iniciouse no século XVII,
con Johann Bernoulli e o seu problema da braquistécrona. A materia suscitou o interese das
grandes mentes matematicas do seu tempo, tales como Newton ou Leibniz. Os desenvolvementos
maéis destacables e que abordaremos neste traballo vineron da man de Euler e Lagrange, que

remataron de asentar todo o coniecido en relacion ao calculo de variacions.

Na actualidade, o célculo de variaciéns segue a ser unha area de interese e estudo, con
aplicaciéns orientadas en multitude de disciplinas, dende a economia ou a teoria de control ata

a enxenaria eléctrica.

Este traballo estara dividido en 5 capitulos, ao longo dos cales iremos desenvolvendo diversos
aspectos do célculo de variaciéns. Primeiramente exporemos algiins dos exemplos clasicos mais
destacables (o xa mencionado problema da braquistocrona, ou o da raifia Dido) que motivaron os
traballos de Euler e Lagrange. Estos seran mencionados no segundo capitulo, onde afondaremos
en detalle na obtencién da ecuacién de Euler-Lagrange. Tamén veremos aplicaciéns a casos
concretos de funcionais onde dita ecuacion se simplifica, e resolveremos os problemas expostos
ao inicio. Dedicaremos un capitulo a tratar posibles xeralizaciéns a derivadas de orde superior e

funciéns de n variables, acompanadas de exemplos practicos onde se aplican ditas xeralizaciéns.
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Introducién

Para finalizar, dedicaremos o ultimo capitulo a falar de certos tipos de restricciéns que poden
ser impostas nos problemas variacionais, tales como as restricciéns isoperimétricas. Desenvolve-
remos a teoria dos multiplicadores de Lagrange, que nos servirdn para atopar extremos condi-
cionados, e nos serdn de utilidade neste tipo de problemas. Veremos aplicaciéns dos problemas
isoperimétricos, dende o da raina Dido ata algins que a simple vista non se corresponden co
calculo de variaciéns, pero poden ser tratados como tales facendo as consideraciéns pertinentes.
Un exemplo disto sera a busqueda de constantes nas desigualdades de Sobolev ou o calculo de

autovalores do problema de Sturm-Liouville.



Capitulo 1

Problemas de variacions suxeitos a

condicidéns de contorno

Comezaremos expoiniendo as cuestiéns que deron inicio ao calculo de variaciéns. En cada sec-
cion abordaremos un exemplo concreto: a braquistécrona, o calculo de xeodésicas, as superficies
minimais e o problema isoperimétrico. O maéis significativo, e o que compre mencionar primeiro
pola sta relevancia nos desenvolvementos posteriores, é o descrito a continuaciéon. Apoiarémonos

nas referencias bibliograficas de Kot [7], Rindler [9], Simmons [I0] e Van Brunt [11].

1.1. O problema da braquistécrona

O punto de partida do célculo de variaciéns atopase no chamado problema da braquistocrona,
proposto en xufio de 1696 por Johann Bernoulli na revista Acta Eruditorum, e no que traballaron

algtins dos grandes matematicos europeos do seu tempo. O problema é o seguinte:

Dados os puntos A e B nun plano vertical, encontrar o camino, denotado por AMB, que

percorrerd un punto en movemento M dende A ata B pola accion do seu propio peso no menor
tempo posible. (ver Figura

Imaxinemos que un fio de arame une os puntos A e B, e que o punto M (podemos supofier
que é una canica) pode deslizarse en sentido descendente polo fio. Johann Bernoulli supuxo que
o arame poderia tomar a forma de calquera curva arbitraria, e pedia atopar a que conlevaria o
menor tempo de descenso. De ai o nome de braquistocrona (do grego brachistos, méais curto, e
chronos, tempo). Como aclaracion, Bernoulli advirte que a solucion non se resume nunha simple

lifia recta, como se poderia pensar apresuradamente. Outras solucions intuitivas poderian ser un
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Figura 1.1: Curva de descenso

arco de circunferencia, unha parabola ou incluso unha catenaria, pero non constittien soluciéns

Optimas.

Matematicos como Leibniz, Newton, L "Hoépital, o propio Johann Bernoulli ou seu irméan
Jacob Bernoulli proporcionaron cadanstas soluciéns, que servirfan de inspiracién para futuros

desenvolvementos do problema.

Analiticamente, podemos expresar este problema do xeito seguinte: Sexa unha particula M
con masa m, suxeita 4 accion dun campo gravitatorio g, movéndose a través da curva y = y(x)

dende A = (a,y,) ata B = (b,y). O tempo de descenso vén dado por:

b
1
/dt/ﬁﬁ /m:/vvuw%x

sendo ds = /1 + y’2 o parametro lonxitude de arco, L a lonxitude da curva e v a velocidade da

particula.

Supofiendo que podemos despreciar o rozamento, aplicaremos a lei de conservaciéon da enerxia

mecanica. Se a particula se atopa inicialmente en reposo, temos que:

1
imv2 + mgy = mgyq.

Podemos expresar a velocidade como:

v =/29Ya —¥)-

O noso obxetivo é, enton, achar a curva y = y(z) tal que o valor da seguinte integral

r/ﬁd“’”

suxeita as condiciéons de contorno y(a) = yq, y(b) = yp se minimiza.
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Veremos méis adiante que a solucién ao problema da braquistdcrona é a cicloide invertida,

parametrizada por:

z(0) =a+ R(0 —senf)
y(0) =y, — R(1 —cosf), HeR

sendo R unha constante que depende dos puntos inicial e final. A cicloide é a curva resul-
tante de seguir a traxectoria dun punto da circunferencia de radio R rodando ao longo da recta
horizontal y = y, (véxase Figura|1.2)).

Yany

Figura 1.2: Cicloide con R = %ya ea=20

1.2. CAlculo de xeodésicas

Outro problema clésico que compre mencionar é descrito a continuaciéon. Como é sabido
intuitivamente, unha recta é a distancia mais curta entre dous puntos nun plano. Seguindo esta
idea, queremos achar os caminos mais curtos entre pares de puntos en superficies mais xerais.

Esta curva chamarase xeodésica e xorde como resultado de minimizar a lonxitude de arco.

Consideremos dous puntos A e B nunha superficie parametrizada. Desexamos unilos pola
curva continuamente diferenciable de minima lonxitude. O vector de posiciéon dun punto en

coordenadas cartesianas seré:

r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u, v)k,

sendo u, v, os parametros da superficie, e sendo i, j e k, a base ortonormal cartesiana. Sexa agora

a curva dada pola parametrizaciéon
u = u(t), v =u(t). (1.1)

O vector I = % = %u + g—qu ¢é tanxente & curva e & superficie. O cadrado da distancia entre
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dous puntos da superficie obterémolo integrando a seguinte expresion:

dsQ:dr-dr:<ﬁd +@dv)-(ard +gdv>:Edu2—|—2qudv—|—de2, (1.2)

odu ov ou ov
onde
Loe or e o o o
 Qu Ou’  Ou Ov’ v O

O termo da dereita en (1.2)) denominase primeira forma fundamental da superficie. Polo tanto,

dados os puntos A = (ug,v,) € B = (up, vp) na curva descrita en (1.1)), a distancia entre eles seréa:

o [ e

con u(ty) = Uq, v(ty) = v, u(ty) = up, v(ty) = vp. NOtese que temos dias variables dependentes,

u(t) e v(t), e unha variable independente, t. Podemos reescribir v = v(u), v como funcion de u,

e tendo en conta que = %L %‘, a integral anterior a minimizar quedaria:

s—/ \/E+2F +G(jz> du,

con v(ug) = vq, v(up) = vp.

1.2.1. Superficie de revolucion: a esfera

Tlustraremos o problema do calculo de xeodésicas cun exemplo practico sinxelo. Sexan dous
puntos A e B nunha esfera de radio R con centro na orixe. O noso obxectivo é unir os dous
puntos por unha curva continuamente diferenciable e coa menor lonxitude posible. O vector de

posicion é r(z,y,z) = xi+ yj + zk, sendo i, j e k a base ortonormal cartesiana.
Realizamos un cambio de variable a coordenadas esféricas (r, 0, ¢):

r=rsenfcos¢p y=rsenfsen¢ z=rcosb,

Enton o vector de posicién r tomaré a forma seguinte:

r(r,0,¢) = rsenfcos ¢i + rsen f sen ¢j + r cos fk. (1.3)

Dado que o vector de posicién depende de r,0 e ¢,
Jr or Or
dr = 8—dr + —d@ + —d)dtﬁ hrdré, + hgdfég + hgdpéy, (1.4)

onde é,, €y e €, son os vectores unitarios nas direcciéns de 7, e ¢, respectivamente; e

=gl =1 re=llggll=r ne= g5l =rsens
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son os factores de escala nas coordenadas esféricas.

O elemento de lonxitude de arco en coordenadas esféricas vén dado pola expresion:

ds = Vv - dr = [R2dr? + h3d62 + h3dg? = \/dr? + 12d6 + 17 sen? 0. (1.5)

Nunha esfera de radio r = R, a expresion redtcese a

ds = R+\/db? + sen? fdg2. (1.6)

Se asumimos que ¢ = ¢(f), a curva que minimiza a distancia entre os puntos A = (6,4, ¢4) €

B = (0y, ¢p) obtense minimizando a seguinte integral:

B O
5= / ds =R V1 + sen20(dep/dh)2de, (1.7)
A 04

suxeita as condicions de contorno

¢(0a) = ba,  B(0h) = dv.

Veremos maéis adiante que os camifios mais curtos sobre unha esfera son os arcos dos circulos

mAaximos.

1.2.2. Superficie de revolucion: o helicoide

O helicoide é unha superficie de revolucién xerada a partir do movemento helicoidal dunha

recta ao redor dun eixo. Consideramos a parametrizaciéon seguinte:
r(u,v) = (u cos v,u sen v,av), a € R.

Logo temos:
Or Or

ol (cos v,sen v,0), = (—u sen v, u cos v, 1) (1.8)
u

5 =

Os coeficientes da primeira forma fundamental son os seguintes:

or Or
E=au ="

or Or
=0 a0 ="
_Or Or 9
C=o0 T

En virtude do descrito anteriormente, teremos que atopar a curva (u(t),v(t)), pasando polos

puntos A = (uq,v,) € B = (up, vp) do helicoide, que minimiza o funcional lonxitude de arco:

5= /ttb \/(65:)2 1+ ()] (%)2@
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suxeita as condicions de contorno u(ty) = ug, v(te) = va, u(ty) = up, v(ty) = vp. Isto é equivalente

a buscar a curva v = v(u) que minimiza o funcional:

o [ e AT

con v(ug) = vq, v(up) = vp.

1.3. Superficies minimais

O problema das superficies minimais é unha xeralizacion natural do problema das xeodésicas.
Temos unha curva no espazo C C R? e buscamos atopar a superficie S coa menor area posible
entre todas aquelas cuxa fronteira é C. E dicir, desexamos minimizar a integral de &rea da
superficie que ten a C como fronteira, e a superficie obtida denominarémola superficie minimal.
Isto é o que tamén se cofiece como o soap-film problem, ou problema de Plateau, en referencia ao

fisico Joseph Plateau, que estudou amplamente esta cuestion no século XIX.

Fisicamente, se dobramos un arame coa forma da curva C' e o introducimos en auga con
xaboén, a tension superficial causard que se minimice a area ocupada, e polo tanto adquirird a
forma da superficie minimal. A mediados do século XX atopouse unha solucién satisfactoria para
este problema, que segue a ser unha cuestiéon moi activa e fonte de investigaciéns en enxenaria,

arquitectura ou bioloxia.

Procedamos coa formulacion matematica do problema. Sexa a curva de partida C e a sta
proxeccién I' no plano (z,y) que encerra un dominio aberto Q@ C R?, como se ve na Figura
A curva C vird parametrizada por z = g(z,y) para (z,y) € I' = 9Q. Por simplicidade,
asumiremos que a superficie minimal S estaré definida como o grafo dunha funcion z = f(z,y)

para (z,y) € Q.

Figura 1.3: Superficie minimal
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A area de dita superficie estaréd dada pola integral dobre:

S://ﬂ,/1+f§+fy2dmdy. (1.9)

Para atopar a superficie minimal, deberemos achar f tal que minimiza a integral (|1.9)), suxeita

as condicions de contorno que definen a curva C: f(x,y) = g(x,y), (z,y) € Q.

Lagrange probou que unha superficie que minimiza ((1.9) debe satisfacer a ecuacion de super-
ficie minimal [8]:
(Lt ) faw = 2fafyfoy + L+ £2) fyy = 0.

Un caso sinxelo deste problema consiste en considerar dous puntos A = (a, y,) € B = (b, y5) no
plano, unidos por unha curva continuamente diferenciable y = y(x) de tal xeito que a superficie
de revolucion, xerada rotando a curva en torno ao eixo OX tefia a menor area posible. Noutras

palabras, temos que minimizar a integral:

b
S:27T/ yv1+y?dr,
a

suxeita as condicions de contorno y(a) = ya, y(b) = ys.

1.4. O problema isoperimétrico

O problema isoperimétrico é unha das cuestiéons méas antigas referentes ao célculo de varia-
cions. A cuestion que nos atinxe é a seguinte: construir a curva plana pechada (sen autointersec-

cions) cunha lonxitude dada L > 0 tal que o seu interior ten a maior area posible.

Unha versién clasica é o chamado Problema da raina Dido, que se remonta ao século IX a.C.
Dido era unha raifia cartaxinesa, a quen, nunha negociaciéon para fundar unha cidade no norte de

Africa, ofrecéuselle tanta cantidade de terreo como lle fose posible delimitar cunha tira de coiro.

O plantexamento matemético é o seguinte: dados a, 8 > 0, atopar a curva y : [0,1] — R tal

que se maximiza o funcional
1
Tl = [ vio)do

suxeito as condicions de contorno y(0) = «a, y(1) = 3, e ademais

1
/ V1+y?2de=A
0
onde A ¢é a lonxitude da curva (o perimetro).

Neste caso, non s6 temos como restricciéns as condicidéns de contorno usuais, senén que se
imp6n unha condicién global para todo o dominio de definiciéon. Méis adiante trataremos esta

cuestion en detalle.
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Os exemplos anteriores sirvennos como pedra angular para introducir o tema fundamental
deste traballo, o calculo de variacions. Todo isto restimese en: encontrar unha funcion y(x), que

minimiza ou maximiza o funcional dado pola integral

b
Jly) = / f (@ y(@). o (2))dz.

sendo f : [a,b] x R? — R unha funcién dada.

Os problemas mencionados neste capitulo, asi como outros exemplos clasicos, poden ser
tratados mediante o calculo de variaciéns. Debémoslles a Euler e a Lagrange o desenvolvemento

dun método sistemético para resolver estes problemas.



Capitulo 2
A ecuacion de Euler-Lagrange

Tras introducir estes exemplos, enfrontdmonos ao problema subxacente, que, como xa se

mencionou, ¢ maximizar (ou minimizar) unha integral da forma:

b
Tl = [ o yta). o/ (2)da,
a
suxeita as condicions de contorno:

y(a) =Ya, y(b) = yp.

Os métodos a seguir seran, esencialmente, moi similares ao caso de funcions reais de variable
real. Os extremos locais dunha funcién real de variable real atépanse nos puntos criticos, onde a
derivada se anula. Un proceso analogo se aplica neste caso; evidentemente, isto constituird unha

condicién necesaria para a existencia de minimos ou méximos.

Notemos que estamos traballando, non con funcioéns, senén con funcionais, é dicir, con ope-
radores que levan funciéns a ntmeros reais. Estaremos traballando nos seguintes espazos:

1. C"[a,b], o espazo das funciéns de clase n no intervalo [a,b]. A derivabilidade nos extremos

entendémola no sentido das derivadas laterais.

2. Dla,b], o espazo das funciéns continuas a anacos no intervalo [a, b].

3. Dla,b], o espazo das funcions C[a, b] con derivada continua a anacos en [a, b].

Polo tanto, o noso obxectivo sera calcular extremos de funcionais. Un dos resultados maéis
importantes neste campo sera a ecuacion de Euler-Lagrange.

Introduciremos primeiro o caso mais sinxelo de calculo de variaciéons, no cal a nosa incégnita

¢ unha funcién escalar continuamente diferenciable, e o funcional a minimizar dependera como

9
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méaximo, da derivada de orde un. A continuacién imos ver as duas formas de enfocar e resolver

o problema, a de Euler e a de Lagrange. Seguiremos a metodoloxia empregada en [7].

2.1. Aproximaciéon de Euler

En 1744, Leonhard Euler publicou o traballo Methodus Inveniendi [5], (cuxo titulo completo
tradtcese por Método para atopar curvas que gozan de propiedades de mdxrimo ou minimo, ou
solucion de problemas isoperimétricos no sentido mdis amplo). A forma na que Euler aborda o

problema é a seguinte:

Buscamos unha funcion y = y(z) € Cla, b], suxeita as condicions de contorno:

y(a) =Ya, yb) =wp

que minimiza o funcional

b
Tl = [ fay(o). v/ @)do. (21)
a
Dividimos o intervalo pechado [a, b] mediante a particion a = xo < 21 < ... < Ty, < Tpt1 = b,
resultando n + 1 subintervalos iguais, de lonxitude Az = Z;Jr‘i.

O enfoque de Euler baséase en aproximar a funciéon y(z) por unha poligonal cuxos vértices
son (20,%0), -, (Tn+1,Yn+1). Por brevidade, denotaremos y; = y(z;). Podemos agora aproximar

o funcional definido en ([2.1)) pola seguinte expresion:
T, s yn) = ( .,M»
(y1 Yn) Zz:;f Liy Yi Az

Facemos a derivada parcial respecto a un y fixado.

aJ Ykl — ?/k) Yk — Yk—1 Yk+1 — Yk
= — b b - A A /< — 1 - 77) - ,( ) 77) M
T fy <Jfk N T+ fy (Tr—1,Yr—1 Ap Jy (s Yk s

Para atopar un extremo, seguimos un proceso similar ao que seguiriamos con unha funcion
real de variable real, igualando a derivada parcial a 0. Ademais se tomamos o limite cando n — oo

enton Ax — 0. Para realizar o calculo dividimos previamente por Ax:

1 0J Ye+1 — Yk 1 Ykl — Yk Uk — Uk )
A[IJ ayk - fy(xkayka A.’L’ ) AJZ' (fy/(.fﬁk,yk, A{I; ) fy/(xk—byk—l, Am ) .

Tomando os mencionados limites chegamos & seguinte expresion:

07 Lod ,
8y _fy(x7y7y) dxfy’(xayay)'
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Nun extremo local (méximo ou minimo), a derivada antlase, resultando a denominada ecuacion

de Euler-Lagrange:

o~ ()

Ay da\dy'

Notese que esta ecuacion deberd ser modificada se a curva buscada non se atopa no interior da
rexion. Ademais, de xeito andlogo aos puntos criticos no caso real, a ecuacion de Euler-Lagrange

é condicién necesaria, mais non suficiente para a existencia de extremo.

2.2. Aproximacién de Lagrange

Euler obtivo a ecuacién anterior variando unha soa das ordenadas y;. Lagrange chegou a

conclusion de que podia obter o mesmo resultado variando todas as ordenadas do funcional ([2.1)

Suponamos que a funciéon y = g(z) é solucion do problema, e consideramos unha variaciéon da
solucion, isto é, unha funcion h(z), tal que y(z) = y(z)+h(x), con h(a) = h(b) = 0. Traballaremos
con variacions da forma h(x) = en(x), con n(a) = n(b) = 0. Ademais consideraremos 7(x)

independente de . E obvio que cando e — 0, entén a variacién h(x) tamén tende a 0.
Estamos en condiciéns de reescribir o funcional do seguinte xeito:
1) =T+ e = [ 1,360 + ente). @) + enw)ae
Sexa a variacion total:
AT =06 0 = [ 10,3 + @) i) + enede — [ o500 @)
Suponiemos f suficientemente regular como para considerar a sia expansion de Taylor:

1 1
AJ = J(e) — J(0) = J'(0)e + 5J”(o)e2 +0E) =6J + 552,1 +0(e?),

onde
dJ
6J =J(0)e = d(;:) 5
62T = J"(0)e* = d2dJ€(;) 5:062
A primeira variacion vén dada pola seguinte expresion:
7= YO e [y, + gy e 2.2
e=0 @

E analogamente, a segunda variacién é:

b
52 = 82 / [fyy(-% g7 @/)772 + 2fyy’ (CU, gv :0/)7777/ + fyy’ (.f, :&7 ?9/>77/2]d37-
e=0 a
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Se J[g] € un minimo local ou relativo, debe cumprirse

6J =0, 6%J>0.

Por outra banda, para ter un méximo relativo, debe cumprirse:
§J =0, 6*J<0.
Estamos en condiciéns de enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Unha condicion necesaria para que o funcional Jy| teria un extremo relativo en

y =gy(x), é que a primeira variacion de Jy| sexa nula:
6J =0

para y = Y(x) e para todas as variacions admisibles n(x).

2.3. Simplificacién de Lagrange

Integrando por partes no segundo sumando de (2.2)), temos:

B —/bnd(af)dx
o Ja dz \oy'/

of
oy’

b
/ Fy (@, 5,9 ) de = n(z)

Como, por hipdtese, a funcion 7(x) é nula nos extremos do intervalo, a expresion da condicion
necesaria en (2.2]) redicese a

b
6/(1 n(x) [g:{: - % (25/)] g’gld:n =0.

Lagrange asumiu que 7(x) debia ser nula, mais non o probou. Para verificar que isto é
certo, deberemos empregar un lema, cofiecido comoo lema fundamental do calculo de variacions,
probado por du Bois-Reymond (1879).

Lema 2.2 (Lema fundamental do célculo de variacions). Sexa M (x) € Cla,b] tal que

b
/ M(@)n(z)de = 0,

para todo n(z) € Cla,b] cumprindo que n(a) = n(b) =0, entén M(z) = 0 para todo x € [a, b].
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Demostracion. Farémola por reducion ao absurdo.

Sen perda de xeralidade, supofiamos que 3 ¢ € (a,b) tal que M(c) > 0. Por continuidade,

existird un intervalo compacto [z1, 22| C [a,b] con ¢ € [x1, x2] onde M (z) & positiva.

Sexa agora, 1(z) € C'{a,b] definida como segue:

() = { (x —21)%(z — 22)?, se x € [z, 2],

, noutro caso.

Asi,
b T2
/ M(x)n(z)de = / M(x)(x — 1) (z — x2)%d.
a 1
Da non negatividade do integrando séguese que: fab M (z)n(x)dz > 0, o cal é unha contradicion.

Polo tanto, necesariamente M (x) = 0 en (a,b). Dado que M (z) é continua, deducimos que tamén

se anula nos extremos do intervalo. O

Agora xa podemos enunciar a condicién necesaria para a existencia de extremos relativos:

Teorema 2.3 (Condicién de Euler-Lagrange). Calquera §j(z) € C?[a,b] que seva un extremo

relativo da integral (2.1)) satisfai a ecuacion diferencial de FEuler-Lagrange:

0 15)
AR

2.4. Simplificaciéon de Du Bois-Reymond

A simplificacion de Lagrange obriganos a supoiier que a soluciéon y € C?[a, b]. Preguntdmonos
agora se poderiamos rebaixar esta condicion. Suponamos que as funciéons g(x) e n(z) anterior-

mente definidas son s6 de clase C'[a, b], e integremos por partes o primeiro termo do integrando
en (22):
b
| ttadimde = )o@z, - [ o) da.
a

sendo

o) = [ Ry i), /)

A continuidade de fy(x,9,79') e de n(x) garante que a integral anterior estea ben definida.

Dado que n(a) = n(b) = 0, a condiciéon necesaria

b
5J[77] = 8/ [fy(xa ya @,)77 + fy’(xa §7§I)77/] Cl.%' = 07

INCR R NELED o3

reducese a



14 2. A ecuacion de Euler-Lagrange

Precisamos do seguinte lema para continuar.

Lema 2.4 (Lema de du Bois-Reymond). Seza M(x) € Cla,b] tal que

b
/ M(a) o (2) dz = 0,

para toda n(x) € Cla,b] cumprindo n(a) = n(b) =0, entén M(x) = ¢, con ¢ constante para todo
x € [a,b)].

Demostracion. Sexa p o valor medio de M (x) no intervalo pechado [a, b],

Logo verificase,

A funcion n(z) é de clase Clla,b] e cumpre n(a) = n(b) = 0, e n'(x) = M(z) — p. Por hipotese,

b b
/ M(z) 7 (z) dx = / M (z)[M(x) — p]dz = 0.
Ademais,
b b
| M@I@) iz~ [ M@0 () - pldo =

Podemos reescribir,

b
/ (M (z) — 1%z = 0. (2.4)

Sexa xg € [a,b] un punto onde M(x) é continua. Se M (xg) # p, existirfa un subintervalo
onde M (x) # u, pero isto contradiria (2.4). De aqui séguese que M (x) = p en todos os puntos

de continuidade, e polo tanto M (x) é constante en [a, b]. O

Aplicamos agora este lema 4 condicion ([2.3)), facendo

_of [Tof
M(x)_@ . oyt

que é continua en [a, b] e satisfai as condicions do lema de du Bois-Reymond. Dedticese que:

of _ LJ vV . 2.
y ydu +e¢, Vz€la,b (2.5)
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Isto conécese como a forma integral da ecuacién de Euler-Lagrange.

Concluimos que o termo dereito da ecuacion ([2.5) é diferenciable, e polo tanto, tamén o é o

segundo termo, o que implica que g satifai a ecuaciéon de Euler-Lagrange:

of _d (ﬁ)
oy  dx\oy' /)’
E dicir, todas as solucions con derivadas continuas deben verificar Euler-Lagrange, e non se limita

s6 as de clase C%[a, b].

2.5. Casos especiais

Veremos algunhas casuisticas particulares onde os funcionais poden non depender de x, de y
ou de 3/, e polo tanto, a ecuacion de Euler-Lagrange:
af d ( of )

dy  du\oy

% @ = 0. (2.6)

se simplifica. Desenvolvendo o segundo sumando de (2.6)), obtemos

i(ﬂ) _ Ofy dx i Ofy dy i Ofy dy'
dz \ 9y’ Or dvr Oy dr Oy dx’

xa que f, é funcion de z,y,y/, e ademais, y e ¥ dependen de x. Chegamos asi & forma ultra-

diferenciada da ecuacion ([2.6)):

fy - fy’:c - fy’yy/ - fy’y’y// =0.

2.5.1. Funcionais dexenerados

Plantexamonos que ocorreria coa ecuacion ([2.6) se o integrando do funcional (2.1) non de-
pendera explicitamente de 3/, ou dependera linealmente de 7/, é dicir, estamos ante unha f da

forma:
[z, y,y") = M(z,y) + N(z,9)y,

onde N(z,y) pode ser nula. Estos funcionais chamarémolos funcionais dexenerados, e para eles,

a ecuacion de Euler-Lagrange ten a forma:

oM ON, ON oN
oy 3yy ox ayy_

ou, 0 que € 0 mesmo,
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o cal non contén derivadas da funciéon y, e polo tanto non é unha ecuaciéon diferencial.

A continuaciéon, poremos un exemplo para ilustrar este caso. Consideremos o funcional:

Ir1
Iyl = /0 [5(9: —y)* + (sen y)y’] da,
que depende linearmente de y, é dicir:
1 2

M(z,y) = 5 (z —y)

5 N(z,y) = seny,

polo tanto, a sta ecuaciéon de Euler-Lagrange sera:
Yy—x= Oa

isto é,
y=ux,

que non satisfai a maioria das condiciéns de fronteira.

2.5.2. Funcionais que non dependen explicitamente de y

Sexa agora un integrando da seguinte forma:

b
Jlyl = / f(x,y)dz.

A ecuacién de Euler-Lagrange adopta a seguinte expresion:

d(9f)
de\ oy | 7

of
5y = °

sendo ¢ unha constante. En mecénica, isto cofiécese como coordenada ciclica e a sta integral

o cal é equivalente a

primeira correspéndese coa conservacién do momento.

2.5.3. Funcionais que non dependen explicitamente de x

Suponamos agora que estamos ante un integrando da forma:

b
Iyl = / fy,y') de.

Neste caso, a ecuaciéon de Euler-Lagrange redtcese a

d
fy — @fy/ = fy— fyuy' = fyyy" =0.
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Agora ben, observemos que

d
V) = Sy fy " = fy =y fyt" ="y = Fod = Fy =Y " = (Fy= Sy = ")y = 0.
Polo tanto, temos que
d /
aliar ) =0,
¢ equivalente 4 condicion de Euler-Lagrange (sempre que 3y’ # 0). Polo tanto, a ecuacion ten

como integral primeira
Fyfy=c (2.7)

Nos casos mais sinxelos, isto correspéndese en fisica coa conservaciéon da enerxia, ou, en xeral,
coa conservacion do hamiltoniano. Veremos a continuacién un caso particular onde non temos

dependencia explicita de x.
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Capitulo 3

Aplicaciéon da ecuaciéon de

Fuler-Lagrange a casos particulares

Neste capitulo veremos algunhas aplicacions a casos concretos da ecuacién de Euler-Lagrange
e as condiciéns obtidas no Capitulo anterior. Resolveremos algtins exercicios propostos extrai-
dos da bibliografia, e ademais, tamén abordaremos a resoluciéon dos problemas plantexados na

Introduccion.

3.1. Aplicaciéon a problemas particulares

A continuacién procederemos & resolucion dalguns casos particulares deixados como exercicio

ao lector en [7]. En todos eles, o obxectivo é atopar extremos para os funcionais seguintes.
Exercicio 3.1. )
Iyl = / (v + 2y — 16y°) .
a

A ecuacion de Fuler-Lagrange neste caso é:

of d of d
or _ 7(87/) =2y =32y — (2 +2y) =2 ~ 32— 2 — 2 = 0.

oy dx
A expresion anterior redicese d ecuacion diferencial de orde 2 sequinte:
/"
Yy + 16y =0,
que ten como solucion xeral

y(x) = C1 cos(4x) + Cy sen(4zx),

onde Cy e Cy dependerdn das condicions de contorno escollidas en cada caso. Como se verd no

capitulo sequinte, este € un exemplo de funcional sen dependencia explicita de x.

19
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Exercicio 3.2. L
Iyl = / (zy +y* = 2%y") da.
0
A ecuacion de Euler-Lagrange neste caso é:

of d (af

dy  du\oy

d
= 2y — dyy — (—2¢%) = 2y — dyy + 4y
oy i ) T+ 2y yydx( y*) =2+ 2y — dyy’ + 4yy

E claro que a ecuacion resultante,
x
y(l‘) = _5’

non satisfai a maioria das condicions de contorno.

Exercicio 3.3. Este exemplo foi extraido de [J]. Consideremos o funcional seguinte:

1
Tl = /0 (/) + 12y) do,

suxeito ds condicions de fronteira

A ecuacion de Fuler-Lagrange resulta ser

of d (of d . "
- (=) =122 - —(2y) =122 —2¢y" =0
oy dw(@y’) “ d:):( v) N ’
0 que nos conduce d ecuacion diferencial
y" — 62 =0.

Integrando, obtemos a solucion xeral
y(z) = 22+ Ciz + Co,
e aplicando as condicions de contorno, temos que Cy = Cy = 0, € dicir, a funcidn que proporciona

un extremo para o funcional €

y(z) = 2.

3.2. Superficie minimal de revolucién

Revisitaremos agora o problema de minimizar a area

b
S—27r/ y1+y?dx,
a

dunha superficie de revolucion suxeita s condicions de contorno y(a) = y,, y(b) = yp no plano.



Introduciéon 21

Observamos que o noso funcional non depende explicitamente de z, é dicir, estamos ante
un integrando da forma dada na subseccion anterior. No noso caso particular, a expresion ([2.7))
lévanos a:

/
Wity?—y——— =a,

Vi

onde « é unha constante real, e que se simplifica a

Y

Vit

Suponendo a > 0, y > 0, temos
y=a\1+y2
Elevamos ambos membros ao cadrado, e asi

12 1

Y= S0P -a?) = Y=y a2
« «

Temos unha ecuacion en variables separadas, e se tomamos a solucién positiva, chegamos a:

1 1
/ ——dy dx.
/y2 _ OéQ o
Faremos o cambio de variable y = a cosh u, e empregaremos as relaciéons conecidas

d
cosh?u — 1 = senh? u, T cosh u = senh w.
U

A integral redicese a

1
/ du = — / dx,
a
que ten por solucion
1
u= (@ p)
A nosa curva solucion resulta ser a catenaria:
T —
y(z) = a cosh ( B).
e

As curvas desta familia dan lugar as superficies de revolucion conecidas como catenoides, como

se pode apreciar na Figura seguinte.

3.3. A braquistécrona

Imos agora a examinar de novo o problema da braquistécrona. Lembramos que o obxectivo
era minimizar o tempo do movemento dunha particula entre dous puntos, que viia dado pola

integral:

b b
1 1
T:/ ds:/ =1+ y?dz,
a v a v
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o

~— —— —_—

Figura 3.1: Catenoide

suxeita 4s condicions de contorno y(a) = y,, y(b) = yp, € onde ds = /1 + y'2dx é o elemento
lonxitude de arco usual, e v é a velocidade instantanea. Empregaremos a conservacion da enerxia

mecénica, e asumindo que non hai rozamento, escribimos:

1
imv2 + Mgy = MgYa,

e enton v = /2¢(y, — y). Temos logo o funcional a minimizar:

1 b1 4y
) V29 Jo \ va—v

Consideremos o cambio de variable u = y, — ¥, e asi:

b 2
J[u}:l/ \/1+u dx.
V29 Ja u

De xeito anélogo ao caso anterior, non temos dependencia explicita de x, polo que a ecuacién

de Euler-Lagrange teré como integral primeira

,Of Vi+u? 1 u?

T T -

f - =
Vu Vu/1+u?
A ultima ecuacién simplificase como
1

Vu(l +u'?)

Resolvendo en u/, quedamos coa expresion
du /11— a?u
dx au

a?u
1
dx 7 2udu, (3.1)

Esta ecuacion é separable,

1

e aplicando o cambio de variable u = —5 sen? 6, temos du = % sen 0 cos 6 df.
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Agora, a ecuacion (3.1)) reducese a
2 [sen?6
du= 1" T sen 0 cos0d) = o?dr =2 sen* 0 df = (1 — cos 20) df.
a2V cos? 0
Disto séguese que .
a23::9——256n 20 + 3,
e

e lembrando que y = y, — u,

1 1
y:ya—ESGHQQZya—ﬁ(l—cos%).

Sexa
1 B

:ﬁ’ ¢ =20, G—ga

entén podemos reescribir a nosa solucién na forma paramétrica:

2(¢) = a+ R($ — sen ¢),
Y(#) = ya — R(1 = cos ¢).

Esta curva, denominada habitualmente cicloide, describe a traxectoria dun circulo de radio
R rodando ao longo da recta y = y, (ver Figura [3.2)).

Ya

Figura 3.2: Cicloide con R = %ya ea=20

3.4. Xeodésicas

Vimos previamente na Introduccién que podemos representar unha superficie en forma vec-
torial:

r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k

A xeodésica é, como xa se mencionou, a curva de menor lonxitude unindo dous puntos A =

(Uq,vq), B = (up,vp) en dita superficie. Lembramos que para isto, serd preciso minimizar o

t
o= [\ Erer(R) + ()

funcional:
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LA LN Bk o kN oa
s

Figura 3.3: Helicoide de revolucién

suxeito as condicions de contorno

v(ug) = Vg,  v(up) = up.

Os coeficientes da primeira forma fundamental vinan dados por:

or Or
Bl v) =50 50
or Or
Pl =50 a0
or Or
Gluv) =50 5y

Aplicando a ecuacién da Euler-Lagrange nesta superficie xeral, resulta:

E, +2F,v + G2  d
2WE 4+ 2Fv + Gv?  du

F+ G
VE + 2Fv + Gv'?

=0, (3.2)

Esta expresion simplificase bastante no caso de certas superficies, sendo de gran relevancia
as superficies de revolucion, obtidas mediante a rotaciéon dunha curva plana en torno a un eixo.

Completando o exemplo da Seccion [[.2.2] consideramos un helicoide parametrizado como:
r(u,v) = (u cosv,u senv,av), a€R,

e que os seus coeficientes da 1* forma fundamental, aplicando o resultado obtido en ([1.8]), son:

or Or
FE=—.—=1
ou Ou
_or or
Oou Ov
or Or 9
ov Ov tu
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Notese que estos coeficientes non dependen da variable v, e ademais, F' = 0. Como resultado,

(13-2) queda:

af e ], . af_asew ]
du | E + G2 ’ du | /14 (1 + u2)v?

Polo tanto, séguese:
(1+u?)

14 (14 u?)o? B

C1,

sendo ¢; unha constante.
Aqui distinguimos dous casos:
= Se ¢; = 0: Enton temos que (1+ u2)v’ =0, e como, 1+ u? # 0, necesariamente implica que

v' =0, é dicir, v(u) = k, con k constante. Estas curvas son os meridianos de revolucion

(linas rectas arredor da xeratriz do helicoide).

= Se ¢ # 0: Neste caso, elevando ao cadrado, chegamos a:

(1_|_u2)2 ,U12 iy
L+ (1+u?)v?

_C].’

polo tanto,
(1+u?)?0? = 1+ (1+0?) 0],

(1422 = & (L+u2)] 0 = .

Resolvendo para v'(u) e integrando, chegamos a que a xeodésica ten a seguinte forma:

du+62

1
v(u) =1 / \/(1 +u2)2 = 21+ u?)

A contiuacién, seguindo o exemplo descrito na Seccién [1.2.1] consideramos a esfera S para-

metrizada por:

r(0,¢) = Rsenfcos ¢i + Rsenfsen ¢j + R cos Ok,

de radio R, con 0 <0 <mel<¢p<2m.

Os coeficientes da primeira forma fundamental son:

_or or
or Or
F—%-%—O
G = Or Or = R%sen?0.

=36 5"
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Polo tanto, a lonxitude de arco é:

5= \/R29’2 + R2sen? 0 - ¢'2dLt,

ta

e a ecuacion de Euler-Lagrange, simplificada igual que no exemplo anterior:

d G¢ _d R?sen?0 - ¢/ B
do | \/JE+G¢?| dO| /R (1 +sen?6 - $7)
Integrando obtemos
Rsen?6 - ¢/

5 5 = C2,
v/ 1+4sen?6 - ¢’
sendo ¢y unha constante. Analogamente, distinguimos varios casos:
= Se ¢y = 0: Temos que sen’f - ¢’ = 0, de onde saen dous subcasos.

e ¢/ = 0: Isto quere dicir que ¢ é constante, i.e., tratase dun meridiano de revolucion.

e sen?§ = 0: Ocorre cando § = km, con k € Z. Neste caso non son curvas, polo que non

son de interese no calculo de xeodésicas.

= Se ¢y # 0: Integrando de xeito andlogo ao caso do helicoide, chegamos a que as xeodésicas

2 2 /
/\/R sen 9 ¢ b+ cs.

son da forma:



Capitulo 4

Xeralizacions a orde ou dimensions

superiores

A teoria exposta nos capitulos anteriores fai xurdir de xeito natural algunhas preguntas: como
podemos estender estos resultados as derivadas de orde superior? Podemos aplicar a ecuacion de

Euler-Lagrange a funciéns de varias variables?

4.1. Funcionais con derivadas segundas

Comezaremos considerando funcionais que contenan derivadas segundas. Mantendo a nota-

cién anterior, sexa o funcional
b
Tl = [ o y(a)./ (@), () da
a
suxeito as condicions de contorno

y(@) =ya, yb) =w, Y(a)=ys, () =y

Procederemos de xeito similar ao caso anterior. Suponamos que temos unha solucion y = g(x),

e consideramos a variacion h(x) = en(x), e asi

y(x) = §(z) +en(z).
Esta funciéon ten que verificar as condicions de contorno, polo que 1 debe cumprir que n(a) =

n(b) =n'(a) =n'(b) = 0.

A variacion total é
b
AJ = Jle] = J[0] = / f@,g+eng +en', 9" +en’) — flz,y,9,y") de,

27
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Derivando, obtemos

bodf L Of . Of 4
06:6/a ((97;774_873/’77 + ay,,n >d:1c,

e aplicando integracién por partes a cada sumando dentro da integral

r=b
vof _ of _/bd(ij
oy~ "oy . a iz \ay
x=b r=b
b of of b d ,of of d /Of boq2 of
Vi ! _ /7 _ / _ s o
/a g oy = oy’ /a g dx(@y”)dm_ K oy ndm(@y”) B +/a ndaﬂ(@y”)’
a primeira variaciéon redticese a
b Taf d o ofy & ,of or & o\ |7 or |7
5J:5[;“@ oy~ o) T aza) | 2| Gy~ eyt teapn|

Lembramos que para ter un extremo relativo debia verificarse que §J = 0. De aqui séguese

que g(z) debe satisfacer a seguinte ecuacion diferencial de cuarta orde:

of dof d* af

dy dzxdy + dz2 oy’

Cabe destacar que nalgtns problemas concretos, tanto y como 3’ non estan fixados nos
extremos do intervalo de definicion. Polo tanto, as funciéns 1 e ' non necesariamente se anulan
neses puntos. Para que a primeira variacién sexa cero, neses casos, debemos implantar unhas
condicions de fronteira naturais. Se y non ten valor fixado, requerimos

o)

Se 3’ non esté fixado nun extremo, pedimos

of

8y/l

Non afondaremos neste tipo de condiciéns de fronteira neste traballo.

4.2. Extension a funcionais con derivadas n-ésimas

A xeralizacion que faremos a continuacion atinxe aos funcionais que dependen das derivadas

de orde n. Sexa ent6on o seguinte funcional

b
sz/fmmmywwwwmwa (4.1)
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sendo f unha funcién n + 2 veces diferenciable, e suxeita as condiciéns de contorno

y(@) = Yo, ¥'(@) = g -, y" V(@) = 4§
y(0) =y v'(0) = wh o,y D) = 4",

Agora suponamos que y = y(z) e y = g(z) son dias solucions de clase 2n nas que se acada un

extremo. Consideramos a familia uniparamétrica de funcions

y(a, o) = y() + aly(z) — y(z)]. (4.2)

Para a = 0, y(z,a) = y(x), e para a = 1, y(z,a) = g(x). Se restrinximos o funcional (4.1
restrinxido s6 a curvas da familia (4.2)), entén temos que o funcional acada un extremo en a = 0,
Lo e d

¢ dicir, 4= J[y(x, a)]‘ =0.

A isto conéceselle como a variacion do funcional J:

6J: [d()é/ f(x,y(a,oz),y/(x,a),,y( )(x,a))dx] :/ (fy5y+fy’5y/++fy<n)5y( ))dl‘
a a=0 a
(4.3)
Integrando o segundo sumando da dereita en (4.3) por partes:

r=b

b
d
s —/a %fyﬁydx,

o terceiro sumando integramolo por partes dias veces,

b
[ tysv/ds = s,y

=b b d2
$a+/a ﬁfyﬂéydl‘,

b 1" ,|7=0 d
[ tyssda = g8 [ = Ly

e asi sucesivamente; integramos o tltimo sumando n veces:

a=b L[t dr
I (—1) g @fy(n)éydx.

r=b d e
_ 2 (n>5y( 2)

b
n _ n—1
|| i o = fsn O - 21,

Aplicando as condicions de contorno, temos que en © = a e x = b, as variacions dy = dy' =

(n—1)

=0y =0, e entén

b d d2 dm
— n
6J = /a (fy - %fy’ + @fy” + -+ (=1) w]@@))dydm.
Ademais, nun extremo do funcional temos d.J = 0, o que é equivalente a satisfacer a ecuacion
diferencial de orde 2n:

d d?

dn
Y S T T D f oy =
fy dxfy + dl’2fy + +( ) dl'nfy( ) 07

que se conece como ecuacion de Fuler-Poisson.
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4.3. Funcionais de n variables

O seguinte paso consiste en intentar estender os conceptos anteriores as funciéns con varias

variables dependentes. Sexa o funcional:

b
J[yh,yn]:/ f(xvyla-~"yn’yiv“'7y;z)d$a
a

que contén n funcions de clase C2, y1(x), ..., yn(x), satisfacendo as condiciéns de contorno

yi(a) = Yia, yi(b) =Yip, t=1,...,n.

De xeito analogo ao que vinemos facendo ao longo deste traballo, consideraremos as variaciéns

seguintes:
hi(z) = eni(z),
tales que n;(a) = n;(b) = 0, para cada i = 1,...,n. Por comodidade, empregaremos notacion

vectorial para as funcions y;(x):

y(@) = [p(@), - um@)], y(@) =), ..,y )].

Suponamos que temos unha soluciéon 6ptima e o seu vector de derivadas:

Para atopar os extremos do funcional, consideraremos de novo a variacion total relativa & solucion

~

y:
AJ = J[§+h] - J[§].

En consecuencia, temos que:
ar= [ ey reny o) - 15,9 de
a
Repetindo o desenvolvemento en serie de Taylor:
AJ =6J+ %SZJ + O(e%),
sendo neste caso

p n
a =1

Entén, para todo ¢ = 1,...,n, a condicién necesaria pasa a ser

b
6/ (fyimi + fymi) dac = 0.

Empregando o lema fundamental do calculo de variacions, ou o lema de du Bois-Reymond, para

cada 7 fixado, n; = 0, Vj # i, obtemos o seguinte sistema de ecuaciéns de Euler-Lagrange:
3f_ﬁ(ig
Oy;  dx \0y,

=0, 1=1,...,n.
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Exercicio 4.1. Para ilustrar esta seccion, procederemos ao estudo dun exemplo concreto extraido

de [§]. Consideremos o funcional sequinte

jus

Jy, 2] = /2 (y? + 2"* + 2yz) dx,
0

suzeito ds condicions de contorno para as funcions y(x) e z(x):

O sistema de ecuacions diferenciais obtido é
"

y —=z :07
2" —y =0.

Podemos suprimir a variable z, e obter a ecuacion y¥) —y = 0. Integrando, obtemos
y=C1e® + Coe™ + C3cosx + Cysen.
Aplicando a relacion z = vy, temos que
z=C0C1"+Coe " —C3cosx — Cysenz.
Empregando as condicions de contorno, atopamos que C1 = Co = C3 =0 e Cy =1, polo tanto:

y(z) =senx

z(x) = — sen .

4.4. Caso practico: a viga

O principio da minima enerxia potencial é fundamental na mecénica de solidos. Este principio
establece que a enerxia potencial total dun sistema eléstico baixo forzas conservativas ¢ minimo

respecto a pequenos desprazamentos que satisfan as condiciéns de contorno.

Lembramos que un corpo elastico é un sélido deformable cuxas deformaciéns desaparecen
tras eliminar as forzas que as causaban. A continuacion, consideraremos unha viga fixada nos
seus extremos (y(0) = ¢/(0) = y(b) = y/(b) = 0) e calcularemos a ecuacion que determina a sta
forma baixo unha carga uniforme. Neste caso, suporemos que a tnica forza externa é a gravidade,
e que as forzas internas xorden polas tensions dentro da propia viga. Asi, a enerxia potencial

total esta formada pola enerxia de deformacion elastica e o potencial gravitatorio.
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Figura 4.1: Viga recta de seccion transversal uniforme (Imaxe extraida de [7])

Sexa entén unha viga recta de seccion transversal uniforme. Consideramos a fibra C'G, para-

lela ao eixo de deformacién horizontal, e a fibra BF' situada no devandito eixo.

A continuacion, realizamos unha flexion sobre o plano (z,y), suponiendo que non hai tensions
laterais. Vemos que as fibras por riba do eixo OX acurtanse, mentres que as que estan por
debaixo alonganse. Asumiremos que a lonxitude da fibra central BF', no eixo OX non cambia.

No estado inicial antes da deformacién, temos:
CG = BF = RA#,

sendo R o raio de curvatura do mencionado eixo OX, e A6 a lonxitude de arco.

Figura 4.2: Viga sometida & deformacion (Imaxe extraida de [7])
Tras dobrar a viga, a fibra CG sera mais curta (ver Figura ,
CG = (R —u)Ab,

onde (R — u) é o novo raio, considerando u como a distancia GF'.
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A deformacion € é o cambio proporcional na lonxitude:

uAf U
“TTRA T R 44
A curvatura podémola escribir como:
B y//
k(z) = 1+ y2)3/2°

onde y(z) é o desplazamento vertical do eixo.

Polo tanto podemos reescribir (4.4) como:

/!

v
(1+y2)3/2

Aplicando a lei de Hooke e a linearidade da elasticidade da viga, a tensiéon na fibra CG vén dada

pola expresion:

o = Fke,
sendo E o moédulo de Young (ou modulo de elasticidade).

Por outra banda, temos que a densidade de tensién orixinada pola deformacién nas fibras

vén dada pola seguinte integral:

€ € E E (uy//)2
= = | Bede=Ze2=— ") 4,
U /0 ode /0 ede 5 ¢ AR (4.5)

Integrando esta densidade ao longo do volume da viga obtemos a enerxia de tensiéon total:

l
U:/UOdV://UOdAds,
\%4 0o JA

sendo [ a lonxitude total da viga.

Sustituindo a expresion de Uy dada en (4.5)), e tendo en conta que ds = /1 + y2dz, temos
que:
EI b "2
U= / . A dx,
2 Jo (L+y?2)>2

Jz/u%m
A

¢ o momento de inercia da seccién transversal da viga.

onde

Consideremos entén unha viga eléstica uniforme, fixada nos extremos, sometida a unha carga

uniformemente repartida, q. Por conveniencia, o eixo OY teré a direccién positiva cara abaixo.

En concordancia co visto anteriormente, a enerxia de tensiéon resultante da deformacion da

EI b "2
U = / ¥ dx,
2 Jo (1+y2)52

viga é:
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sendo y(z) a deformacion da viga, F o médulo de Young e I o momento de inercia.

A perda de enerxia potencial debida & carga ¢ expresarémola como:

l
—/ qyds.
0

Polo tanto, a enerxia potencial total é:

b
/
0

Esta integral é demasiado complexa como para que a resoluciéon da ecuaciéon de Euler-Lagrange

EI y//2
2 argrpr 1Y +y?)"? da.

asociada sexa abarcable. Porén, se asumimos que a deformacién da viga é suficientemente pe-

quena, podemos despreciar os termos de potencia 2 en 3’ (' &~ 0), co cal temos que:
Ayl (L) 1,

e podemos reescribir:

V%/Ob (%y’a—qy) dz.

Deste xeito, a ecuacién de Euler-Poisson rediicese a
ET y(4) —q=0.

As condicién de fronteira nos extremos fixados son:

Este desenvolvemento tedrico tamén é aplicable a unha viga en voladizo (aquela que ten un
extremo fixado e outro libre). No extremo libre non temos condiciéns de fronteira predefinidas,

polo que nos atopariamos nun caso de condiciéns de contorno naturais:

EIy"(b) =0,  EIy"(b) =0,

Para maéis detalles sobre este tipo de condicions de fronteira pode consultarse [7], Capitulo 9.

4.5. Aplicacién & mecanica lagrangiana: o péndulo simple

Os problemas con varias variables dependentes son especialmente frecuentes en mecéanica,

a rama da fisica que estuda o movemento dos corpos materiais. A continuacién exporemos un
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Figura 4.3: Viga voladiza (Imaxe extraida de [7])

exemplo sinxelo, abordandoo dende o punto de vista do célculo de variaciéns: o movemento dun

péndulo simple.

Primeiro deberemos considerar unha nova notacién e algtins conceptos previos. Nos problemas
de mecanica, habitualmente nos interesara estudar a evoluciéon de sistemas dindmicos ao longo
do tempo; polo tanto, a nosa variable independente pasara a ser t. Asimesmo, se temos unha

funcion ¢(t), denotaremos a sia derivada con respecto ao tempo como ¢(t).

Poderemos obter as ecuaciéns do movemento dun corpo empregando magnitudes escalares

como a enerxia cinética, T'(¢,x,X), e a enerxia potencial V (¢,x).

Definiciéon 4.2. Definese o Lagrangiano dun sistema de particulas como a diferencia entre a sia

enerxfa cinética 1" e a stia enerxia potencial V:

L(t,x,%x) =T(t,x,%) — V(t,x).

Con estos conceptos podemos enunciar un dos principios méis importantes da mecéanica la-
grangiana:
Proposicion 4.3 (Principio de Hamilton). O movemento dun sistema mecdnico dende x(t,) =

X, ata x(tp) = xp € tal que a primeira variacion da integral

Jx] = /ttb L(t,x, %) dt

€ cero.

Agora estamos en condiciéns de traballar co exemplo proposto. Consideremos un péndulo
formado por unha masa m suxeita no extremo dunha corda (de masa despreciable) de lonxitude

[ que se desplaza no plano vertical (ver Figura :

As coordenadas coas que traballaremos seran ¢, o tempo, e 6, o dngulo respecto da vertical.
A enerxia cinética da masa é )
1 .
T = —mv? = —m(19)?.
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mg

Figura 4.4: Péndulo simple

A enerxia potencial vén dada por

V() = mgl(1 — cos 6).

O lagrangiano para este sistema é

1 )
L=T-V= 5m(l0)2 —mgl(1 — cos 0),

polo que a ecuacién de Euler-Lagrange resulta

oL _ d <8L) =0 = m(16)? = —mgl(1 — sen 6).

90 dt\pg

Como non hai dependencia explicita do tempo neste caso, temos como integral primeira

Lg%k _ —FE,
a0

1.
onde F = im(m)2 + mgl(1 — cos ) é a enerxia total do sistema.



Capitulo 5

Restriccions e método dos

multiplicadores de Lagrange

Os problemas variacionais a miido aparecen acompanados de restriccions. Ao longo deste
traballo, estivemos suponendo que s6 temos condiciéns de contorno nos extremos do intervalo
de definicién, mais os problemas de céalculo de variacions poden estar suxeitos a todo tipo de
restricciéns mais ou menos estritas. Un exemplo disto foi introducido na Seccion [I.4] onde se
menciona o caso do problema da raina Dido, que en tltima instancia se trata dun problema
isoperimétrico. Neste capitulo afondaremos nas cuestions relativas ao calculo de variacions suxeito

a restricciéons de diversos tipos.

5.1. Multiplicadores de Lagrange

Un dos métodos mais destacables é o coniecido como método dos multiplicadores de Lagrange,
e foi desenvolvido por Joseph-Louis Lagrange para tratar restricciéns que aparecian frecuente-

mente en problemas de mecanica. Explicarémolo cun sinxelo exemplo en duas variables.

Supofiamos que queremos achar un extremo local dunha funcién de duas variables f : R? —
R? ao longo dunha curva parametrizada por v C R2, é dicir, queremos a menor curva de nivel de
f que se atopa en . A curva vy pode estar definida implicitamente por unha ecuaciéon g(z,y) = 0.
Esto ocorrera nun punto onde a curva de nivel e a curva restricciéon sexan tanxentes. Nese punto,

os vectores normais a ambas seran paralelos (véxase a Figura[5.1)):
Vf=AVg,

isto é,

V(f—Ag)=0.

37



38 5. Restriccions e método dos multiplicadores de Lagrange

f(x,y)=const.

8(xy)=0

Figura 5.1: Xeometria dos multiplicadores de Lagrange

Por simplicidade, asumiremos regularidade suficiente para f e . Notese que estamos asumindo

que Vg # 0 en todo punto.
Vexamos este resultado que acabamos de obter dunha forma méis rigorosa.

Parametricemos a curva g(z,y) = 0 en funcién dunha variable independente, ¢t. O vector de
posicion serd r(t) = [x(t),y(t)]. Suponiemos que a curva é regular asi que  # 0. Unha condicion

necesaria para que f(x,y) tena un extremo local ao longo da curva é

) = a0 + 2y —o 6.1)

Dado que g(z(t),y(t)) = 0, para calquera (x(t),y(t)) € v é inmediato ver que:
d 99 ,
—g(z(t),y(t) = ==a'(t) + =24/ (t) = 0.
9@ y(t) =5 () + 5 v(0)

Se Vg # 0, suponemos sen perda de xeralidade que g, # 0. Enton

(1) = —%xm,

e a condicion necesaria ((5.1) redicese a
2 (t) (8f dg Of 8g>

0g/0y \0x dy Oy Oz
De aqui séguese que
0fdg _ 91 99
Ox dy Oy ox
Podemos reescribir esta tultima expresion do seguinte xeito:
i J k
VfxVg= fz fy 0| =0,
9z Gy 0

do que se segue que V f e Vg son paralelas, enton:

Vf=AVg, = V(f-XAg) =0,
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en concordancia co que obtivemos anteriormente de forma intuitiva.

Actuando enton baixo as hipdteses consideradas, estamos en condiciéns de enunciar a regra

dos multiplicadores de Lagrange:

Teorema 5.1. Suporiamos que a funcion z = f(x,y) ten un extremo relativo ao longo da curva

g(x,y) = 0 no punto (xo,yo), enton existen unha constante A e unha funcion

F(x,y) = f(x,y) — Ag(z,9),

tal que

OF oF
67(330)3/0) - 07 67y($07y0) - 07

e g(xo,y0) = 0.

5.2. Problemas isoperimétricos

Diremos que estamos ante un problema isoperimétrico, cando, ademais do funcional usual,

temos unha restriccion integral do seguinte tipo:

b
Kyl = / g(e,yy) de =1,

sendo | € R. Estas condiciéns chdmanse restriccions isoperimétricas. O exemplo mais conecido
deste tipo de problemas é o da raifia Dido, que foi previamente introducido. Para abordar a sia

resolucién, comezaremos co caso mais simple. Sexa entén o funcional

b
J[y] = / f(I'?yay,) dl’,
a
suxeito as condiciéns de contorno habituais
y(a) = ya, y(b) = s,
xunto coa restriccién adicional de
b
Kly] = / g(z,y,y) =1 (5.2)
a
Suponiemos unha solucion §(z), e consideramos a familia biparamétrica:
y(x) = §(x) + e1m(z) + e2m2(x),

sendo 71 (x) e n2(x) variacions independentes e arbitrarias que se anulan nos extremos a,b do

intervalo de definiciéon. A condicion verificase para €1 = g9 = 0, por hipdtese. Estes dous
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parametros permitennos traballar con funciéns en vez de con funcionais:
b
/
J(€17€2):/ f(l',y,y)dl’,
a

b
K(51752) = / 9(%979’) de = 1.
Aplicando multiplicadores de Lagrange as funcions de dtas variables J(e1,¢2) e K(e1,2). Sexa:
I1=J-)\K, F=f—-)\g.

Dado que €1 = g9 = 0 corresponde ao noso extremo, existe unha constante A tal que, en (g1,£2) =

(0,0) temos:
or oI

Para o funcional I,

oI b OF 0y  OF 0y b OF  OF
de; _/a (?yagi +ay'agi)dx_/a (@”’*@ni>dx'

Se integramos por partes, obtemos:

ol /b [8F d aF}m(m)dw.

de; J, Loy dzdy
Aplicando a condicién en (e1,e2) = (0,0), séguese que:

of—Ag) d (9(f—Ag) _
{ oy dx < oy’ ) }yg;,y’g]' 0-

En resumo, o que temos aqui é a ecuacion de Euler-Lagrange aplicada a f — A\g. Teremos que

atopar os extremos do funcional

b
/ f(z,y,9') — Ag(z, y,9))de,

da forma y = y(x, \, ¢1, c2), tal que A, ¢1, e ¢y son constantes verificando:

1. Satisfan as condiciéons de contorno: y(a) = ya, y(b) = yp.

2. O extremo proporciona o valor [ buscado para K.

5.3. Caso practico: o problema da raina Dido

Revisitaremos a continuacion o problema exposto na Seccion [I.4] que esencialmente consistira

en maximizar a funcion area:
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suxeita as condicions de contorno:

e & restriccion integral
b
Kly| = / V14 yPde = A. (5.4)
a

Por simplicidade, suporemos que a« = 8 = 0, e que [a,b] = [—a,al, a € R. S6 temos unha
condicién isoperimétrica, polo tanto, consideraremos un tnico multiplicador de Lagrange. Sexa

enton: .
J-AK = / <y a1+ y’2>d:1:.

A ecuaciéon de Euler-Lagrange resulta:

d Y B
L+A— (W) ~0. (5.5)

Isto é equivalente a:
/!

Yy I
(1+ y/2)3/2 T A 0.

Lembramos que a curvatura £ dunha curva plana descrita polas coordenadas r(z) = (z,y(x))
vén dada por:
ly"]
(1 + y2)3/2’
1

do que se deduce que a curva descrita por y debe ter curvatura constante k = N é dicir, debe

ser un arco de circunferencia de radio |Al.

Doutro xeito, volvendo & expresion ((5.5)), na que resulta inmediato obter por integracion:

)\ /
Y =—(z—c).

/1 + y/2 B
Despexando 3’ e resolvendo a EDO en variables separadas, chegamos a que:

(xr—c1)

dy = +
Y A2 —(z—c1)?

dzx,

o cal implica que:
y =1V —(x—c1)?+ o,
é dicir, obtemos a ecuacion dunha circunferencia de centro (ci, ¢z) e radio A:
(x—c1)’ + (y—c2)* = N\
As condicions de contorno y(—a) = y(a) = 0 implican que
(—a—c1)? +c3 =)\

(a— 01)2 + c% = \2,
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ol
=

Ca

Figura 5.2: Representacion gréfica do problema da raina Dido

de onde ¢é sinxelo ver que ¢; = 0.

Podemos resolver o que resta do problema mediante a intuiciéon gréfica que nos proporciona

a Figura 5.2

A condicion isoperimétrica (5.4) reducese a:

a 1,2 a 1

e considerando o cambio de variable x = Asen 6, obtemos:
K[]—|>\|/a1)\ 0d9—|/\|9r — 9|\
= _q Acos® o8 N —a @

Aqui, 6 denota o angulo entre o eixo OY e a lifia contendo os puntos (0, c2), (a,0).

5.4. Optimizaciéon de constantes nas desigualdades de Sobolev

Un caso interesante no que intervén a resolucion dun problema isoperimétrico atopase en [1 e
en [3], no que se obtén a cota 6ptima para a desigualdade entre a norma dunha funcion, definida

nun espazo adecuado, e a sta primeira derivada.

Para I = [0,T] intervalo real compacto, con T' > 0, definimos os espazos de funcions: LP(I) =
{f:I—R: fmediblee [;|f[P < oo}, e Wy P(I)={f: T — R/f € AC(I), f € LP(I), f(0) =

f(T) =0}, sendo AC(I) o espazo das funcions absolutamente continuas en I.
Introducimos algins conceptos previos para maior rigor, que foron extraidos de [6].

Definicion 5.2. Sexan X e Y espazos de Banach. Dicimos que o embebemento de X en Y é

compacto, X CC Y, se se verifican:
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1. |lz|ly < C||z||x para algunha constante C > 0etodoz € X,y €Y.
2. Todo conxunto acotado en X é precompacto en Y.

Teorema 5.3 (Rellich-Kondrachov). Sera U un aberto de R", con U de clase C*. Sera 1 <
p < n. Enton,
WlP(U) cc LY(U),

para todo 1 < q < p*.

Denotamos p* ao conxugado de p, é dicir, o namero satisfacendo a condicion:

1

1
7+ "
p p

En virtude to teorema, o embebemento de Wol’p(I) en L9(I) & compacto, para p,q > 1.

En particular, para calquera u € WO1 P(I), tense a seguinte desigualdade:

[l acry < epglltl o),

onde

RS

Q=
—
bl
D
~

F N T
(") (@) (p" +q)
Aqui 8 denota a funcién beta usual,

1
B(p,q) = /0 N1 —t)7 dt,  Vp,q € C/Re(p), Re(q) > 0.

Ademais, o valor de ¢, obtido en (5.6]) é a cota optima para dita desigualdade.

Veremos brevemente a demostracion, que pode ser vista en detalle en [I]. Consideraremos

agora o problema variacional, que consistird en minimizar o funcional:

T
Tl = [ o (5.7)
0
suxeito as condiciéns de contorno
u(0) =u(T) =0, (5.8)
e a restriccidén isoperimétrica

T
Ku] = /O u(t)]9 dt = . (5.9)

Se, para cada constante positiva ¢, o problema previo ten un minimo m(c), entén é claro que

1 (m()
cP1 c>0 c

3 =

(5.10)
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Para resolver este problema empregaremos os multiplicadores de Lagrange. En consecuencia,

sabemos que a funcién u que minimiza (5.7) é tal que a funcion
/
ftu ') = 1P — plul?,
debe satisfacer a ecuacion de Euler-Lagrange:

Of (t,u,u’) _d[@f(t,u,u’)

gu dt| o ]=—uq|u|q-2u—p<|u'|p-2u'>’=o.

Isto equivale a que u sexa solucién da ecuacion

(ép(' (1)) + %qbq(u(t)) —0,

onde, para m > 1,
s|m2s, s € R\{0
oty {19 \{0}
0, s=0.

Ademais, u debe satisfacer as condicions (5.8)) e (5.9).

Polo tanto, denotando A = %, teremos que resolver o seguinte problema de valor inicial:

{ (6p(e/ (1)) + Adg(u(t)) =0, tER (5.11)

u(0) =0, «(0)=q, a>0

e achar os valores de a para os que u(T) = 0.

O calculo da solucion pode consultarse en detalle en [I]. Chegamos a que a solucion xeral do
problema ((5.11)) vén dada pola seguinte expresion:

P 101

2 q )\ *)q a* a—-pP

u(t) = Oz; S€I1yq <( P ); 7 Oéqqpt>,t eR,
()\p*)q qa

onde a funcién seny, ¢ a inversa da funcion arcsen,, definida do seguinte xeito para o € [0, 1]:

20
T 1
arcsenyg (o) == g/o ! st
— S p

En particular, denotamos:

q 11
Tpg = 2 arcsen (7> = 5<77 —)
Pq P\ 5 7 p*
Proposicion 5.4. Para calquera o # 0, o conzunto de autovalores do problema
(@p(u/ (1)) + Eldg(u(t)) =0, teR
u(0) =0, u(T)=0
vén dado por

pm(a) = (p— 1) (272) 12

e as funcidns propias correspondentes son

)
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No noso caso particular, imponendo a condiciéon ([5.9)), temos:

T T *
ol \a nm ol \a Tp*q?
¢ = Kluna(t)] = / o a8)[7 = () / [seny (720 1dt = ()" P
0 NTpq 0 T nmpe/ 29(p* + q)

e polo tanto,

2 /p*+q\g nmw
Un,a(t) = cg( T ) * seny, (%t).

Como consecuencia, tendo en conta (5.10), temos:

1 2 p*+q>§</T‘d (mrpq ‘p N 2/p* +q\; nPrhqq N
r=c i ) = (F0) )"
(mi(e)) Cq< Tp* o lat”\TT G\ Ty TP=1(p* + q)

(m(c))

=

En particular, temos que

1 min 2(p*+q),1;( i 77 )l _ _2mpg (p* +Q>cl1< q )
Cpg  n=t2eqq\ Tp* / \TP=H(p* +q) gTits \ P P ta

p7*

non depende de ¢, e deducimos:

bS]

3=

ou 0 que é mesmo,

como queriamos demostrar.

5.5. O problema de Sturm-Liouville

O problema de céalculo de autovalores é un dos mais relevantes na matemaética aplicada.
Tratase de atopar soluciéns non triviais a ecuacions diferenciais lineares suxeitas a condiciéns
de contorno, contendo un certo pardmetro, que chamaremos autovalor. A ecuacion diferencial
s6 admitird soluciéns distintas da trivial para valores concretos do autovalor. De forma xeral,

calcular autovalores é unha tarefa de magnitude bastante considerable.

Certos problemas de calculo de autovalores poden ser abordados como problemas isoperi-
métricos [11]. Nesta seccion trataremos un caso simple, aplicando a ecuacion de Euler-Lagrange
4 formulacién variacional do problema de Sturm-Liouville. Dito problema consiste en atopar

solucions non triviais a ecuacions diferenciais da forma:

(—p(2)y'(2))" + a(2)y(z) — Ar(z)y(z) = 0, (5.12)

sendo A un parametro, e y a funcion incégnita definida nun intervalo [zg, z1] e con valores en R,

suxeita a condicions de contorno da forma

aoy(wo) + Boy' (z0) =
ony(z1) + By’ (z1) =

9
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Aqui, consideramos ¢ e r como funciéns continuas en [zg, z1], € p € Ct[xo, 1]. Ademais esiximos
qul, q 0 , €D 0
que p(z) > 0 e r(z) > 0, para todo & € [zg,z1]. Nas condiciéns de contorno imponiemos que

az + B,% # 0, para k = 0,1 (i.e., que o e B non se anulen simultdneamente).

En xeral, a ecuacion s6 poste a soluciéon trivial. Non obstante, para certos valores
do parametro A existen soluciéns non triviais. Estes valores, como xa comentamos, seran os
autovalores e as stas soluciéns correspondentes serdn as autofuncions ou funcions propias. O
conxunto de autovalores do problema denominase espectro puntual. O desenvolvemento tedrico
completo acerca do problema de Sturm-Liouville é moi extenso e excede o marco deste traballo.

Mais detalles poden consultarse en [11].

Podese probar que existe un conxunto infinito de autovalores, todos eles reais e simples. O
espectro pode ser representado por unha sucesion {A,} tal que lim A, = co. O minimo destes
n—oo

elementos chamase primeiro autovalor.

Aqui presentaremos un breve compendio dos resultados mais relevantes e relacionados co
calculo de variaciéns. De aqui en diante estaremos traballando no espazo de funciéons £2[zg, 1],

que lembramos que esta formado polas funcions Lebesgue-medibles f : [zg, x1] — R tales que

/x1 f(x) dr < .

O problema de Sturm-Liouville pode ser replantexado como un problema variacional. Sexa

J : C?[xg, z1] —> R un funcional da forma

Jlyl = / " fa,y,y)da, (5.13)

sendo f unha funcién continuamente diferenciable en x, y, 3/, suxeito as condiciéns de contorno:

y(xo) = w0,  y(z1) =y1, (5.14)

e unha restriccion isoperimétrica da forma
1
I1y] =/ 9(z,y,y)dow = L, (5.15)
zo

con L unha constante.

Neste caso consideraremos By = 81 = 0. Sexa enton o funcional

1

J1y] =/ (py”? + qv?) da, (5.16)

suxeito as condicions de contorno

y(wo) = y(z1) =0,
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e & restriccion isoperimétrica
T
I[y] :/ r(z)y*(z) de = 1. (5.17)
X

Esta condiciéon asegura que y non é a solucién trivial. O feito de que a integral sexa 1 significa

que tomamos a tnica soluciéon con norma en £2 igual a 1.

A ecuacién de FEuler-Lagrange para o funcional I é

—2r(z)y(z) = 0,

que s6 se satisfai para a solucién trivial y = 0, xa que r é estritamente positiva. Ningin extremo
para I pode satisfacer a condicién isoperimétrica. Existe unha constante A tal que y satisface a

ecuaciéon de Euler-Lagrange

sendo F' = py’? + qy* — A\ry?. E dicir:
2qy — 2\r — 2p'y' — 2py” =0,

o cal é equivalente 4 ecuacion diferencial ([5.12)). Aqui, o multiplicador de Lagrange xoga o papel

do autovalor.

Exercicio 5.5. Consideramos a sequinte ecuacion
y'(x) +My(z) =0,  =zel0,n], y0)=y(m)=0 (5.18)

con [xo,x1] = [0,7]. Neste caso, p(z) =1, q(x) = 0, r(z) = 1. Como vimos anteriormente, a
ecuacion (5.18) coincide coa ecuacion de Euler-Lagrange da formulacion variacional asociada ao

funcional (5.16]):

zunto coa restriccion (5.17)):

0

Se A < 0, a solucion xeral desta ecuacidon diferencial é
y(r) = Aexp Vz 4+ Bexp —V )z,

con A e B constantes. As condicions de contorno implican que A = B = 0, e polo tanto sé temos

a solucion trivial neste caso.
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No caso de que A =0, entdn a ecuacion ten como solucion xeral
y(z) = Az + B,

onde, de novo, as condicions de contorno implican A = B = 0.

Por dltimo, se tomamos A > 0, a solucion zeral de (5.18]) é
y(z) = Acos(VAz) + Bsen(VAz).

Da condicion y(0) = 0 séguese que A =0, e y(r) = 0 implica que Bsen(v/Ar) =0. Se B#0, e
suponemos VX un enteiro positivo, temos a solucion non trivial
y(z) = Bsen(VAz).

Os autovalores para este problema son, polo tanto, A, = n’

€N =1.

; en particular, o primeiro autovalor

As autofuncions correspondentes a cada A, son
¢n(x) = Bsen(nx),
con B a constante arbitraria.

Fizando

T T
1= B/ sen? nx dr = B—,
0 2
de onde se seque B = %
O primeiro autovalor neste exemplo ten a particularidade de que a funcién propia asociada
proporciona o valor minimo para J (pode consultarse en [11]). De feito, isto ciimprese en xeral.

Teorema 5.6. Sexa A o primeiro autovalor para o problema de Sturm-Liouville (5.12) suxeito a
condicions de contorno (5.14)), e sexa y1 a correspondente autofuncion satisfacendo a restriccion
isoperimétrica (5.15)). Enton, o funcional definido pola expresion

Tl
Jly] = / (py”* + qy?) dx,

0

alcanza o minimo en y = y1. Ademais,

Jly] = M1

A demostracion esté recollida en [I1]. Este teorema suxire unha caracterizacion do primeiro

autovalor que depende dos funcionais J e I.
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Definimos enton o funcional

Ry = 74

Ify)’
coniecido como o cociente de Rayleigh do problema de Sturm-Liouville. No caso de que tefiamos

I[y] = 1, para calquera solucioén non trivial y, obtemos

A = Rly].

Vexamos agora outro exemplo con coeficientes non constantes.

Exercicio 5.7. A ecuacion de Cauchy-Euler é da forma sequinte:

/@) + 2y@) =0, welLe  y(1) =) =0.

Neste caso, temos p(x) = z, q(x) = 0 e r(z) = % Isto correspondese coa minimizacion do

funcional:

suxeito d condicion

e ds condicidons de fronteira
y(1) = y(e™) = 0.

Imos estudar o problema en funcidén do signo do pardmetro .

s Se A=0, temos:
y(x):Cl—i—Cgln\x], C1,C5 € R,

de onde € inmediato ver que y(1) = 0 implica que C; = 0, e y(e™) = Cylne™ = 0 implica

que Co = 0. Polo tanto, chegamos d solucion trivial.
= Se A <0, temos que a solucidon xeral é:
y(x) = C; cosh(v—X1n |z]) + Cy senh(v/—X1n|z]).
Empregando as condicions de fronteira:

y(1)=0 <= (=0,

y(e™) =0 <= (Cysenh(v—Ar) =0,

o que tmplica que A = 0 ou Co = 0. Polo tanto, a ecuacion de Cauchy-FEuler non ten

autovalores negativos.



50

5. Restriccions e método dos multiplicadores de Lagrange

= Se A >0, a solucidn xeral é a sequinte:
y(z) = Cp cos(vVAIn |z]) + Casen(vA1n |z]).
Aplicando as condicions de contorno:

y(1)=0 <= (=0,

y(e™) =0 <= Cysen(V A1) =0,

co cal temos que Cy =0 ou
Var = nm, n=12 ..

¢ dicir, A\, = n?%, conn = 1,2,... € o espectro puntual da ecuacion de Cauchy-Euler en
[1,€e™].



Bibliografia

1]

2]

13l

4]

[5]
(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

Cabada, A., Cid, J. A., Lopez-Somoza, L. (2017). Maximum Principles for the Hill’s Equa-

tion. Academic Press.
Chang, K. (2017). Lecture Notes on Calculus of Variations. World Scientific Publishing.

Drabek, P., Manésevich, R. (1999). On the closed solution to some nonhomogeneous eigen-

value problems with p-Laplacian.

Elsgolts, L. (1977). Differential Equations and the Calculus of Variations. Mir Publishers.
Euler, L. (1744). Methodus Inveniendi. Typis Academiae Scientiarum.

Evans, L. (1998). Partial Differential Equations. American Mathematical Society.

Kot, M. (2014). A First Course in the Calculus of Variations. American Mathematical
Society.

Lagrange, J.-L. (1762). Essai d’une nouvelle méthode pour déterminer les mazima et les
minima des formules intégrales indéfinies. Mémoire de I’Académie Royale des Sciences de

Paris.
Rindler, F. (2018). Calculus of Variations. American Mathematical Society.

Simmons, G. (1991). Differential equations with applications and historical notes. McGraw-
Hill.

Van Brunt, B. (2014). The Calculus of Variations. Springer.

o1



	Resumo
	Introdución
	Problemas de variacións suxeitos a condicións de contorno
	O problema da braquistócrona
	Cálculo de xeodésicas
	Superficie de revolución: a esfera
	Superficie de revolución: o helicoide

	Superficies minimais
	O problema isoperimétrico

	A ecuación de Euler-Lagrange
	Aproximación de Euler
	Aproximación de Lagrange
	Simplificación de Lagrange
	Simplificación de Du Bois-Reymond
	Casos especiais
	Funcionais dexenerados
	Funcionais que non dependen explícitamente de y
	Funcionais que non dependen explícitamente de x


	Aplicación da ecuación de Euler-Lagrange a casos particulares
	Aplicación a problemas particulares
	Superficie minimal de revolución
	A braquistócrona
	Xeodésicas

	Xeralizacións a orde ou dimensións superiores
	Funcionais con derivadas segundas
	Extensión a funcionais con derivadas n-ésimas
	Funcionais de n variables
	Caso práctico: a viga
	Aplicación á mecánica lagrangiana: o péndulo simple

	Restriccións e método dos multiplicadores de Lagrange
	Multiplicadores de Lagrange
	Problemas isoperimétricos
	Caso práctico: o problema da raíña Dido
	Optimización de constantes nas desigualdades de Sobolev
	O problema de Sturm-Liouville

	Bibliografía

