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Traballo proposto

Area de Conecemento: Matematica Aplicada

Titulo: Aspectos Tedéricos dos Métodos Runge-Kutta

Breve descricion do contido

Na materia “Métodos Numéricos en Optimizacién e Ecuacions Dife-
renciais” viuse unha breve introducién aos métodos Runge-Kutta. O
traballo consistiria en ampliar o estudo teorico destes métodos. Abor-
daria polo menos os seguintes puntos:

A formulacién dos conceptos centrais no estudo dos métodos numeéri-
cos para EDO (converxencia, consistencia, orde de consistencia, orde
de converxencia e estabilidade) no marco xeral dos métodos dun paso.
A inclusién dos métodos Runge-Kutta (tanto explicitos como impli-
citos) en dito marco xeral e a deducion das propiedades da funcion
incremento e as consecuencias desta.

A obtencién das condiciéns necesarias e suficientes para que un mé-
todo Runge-Kutta sexa de orde p, para p=1,2,3 e 4.

Algunhas consideraciéns sobre a estabilidade numérica e a funcién de
estabilidade.

Recomendacions

Conecer os contidos sobre métodos numeéricos de resoluciéon de EDOs
abordados na materia “Métodos Numéricos en Optimizacién e Ecua-

cions Diferenciais”.

Outras observacions
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Resumo

Neste traballo presentaremos diferentes propiedades e resultados referidos aos métodos Runge-
Kutta.

Comezaremos co estudo dos métodos dun paso, abordando a consistencia, estabilidade, con-
verxencia e orde de devanditos métodos. Tras isto, centrarémonos no estudo destes conceptos
nunha familia concreta dos métodos dun paso, que son os chamados métodos Runge-Kutta. Fi-
nalmente, estudaremos algiins aspectos teéricos relativos & estabilidade numérica dos métodos
Runge-Kutta, que introduciremos en primeiro lugar no caso dos métodos de Euler implicito e

explicito, para logo abordar estes aspectos no caso dun método Runge-Kutta xeral.

Abstract

In this project we will present different properties and results concerning Runge-Kutta met-
hods.

We wil start with the study of one-step methods, addressing the consistency, stability, con-
vergence and order of such methods. After this, we will focus on the study of these concepts in a
particular family of one-step methods, which are the so-called Runge-Kutta methods. Finally, we
will study some theoretical aspects concerning the numerical stability of Runge-Kutta methods,
which we will first introduce in the case of implicit and explicit Euler methods, and then address

aspects in the case of a general Runge-Kutta method.
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Introducién

O obxectivo deste traballo consiste en ampliar algins conecementos adquiridos na asignatura
do grao “Métodos Numéricos en Optimizaciéon e Ecuaciéns Diferencias”. En concreto, os conceptos

relacionados cos métodos Runge-Kutta.

Comezaremos co estudo dos métodos dun paso, aportando definciéns e algtns resultados para
o estudo da sta consistencia, estabilidade, converxencia e orde, para logo abordar unha familia

concreta destes métodos. Estes van a ser os métodos Runge-Kutta.

A continuacién estudaremos os métodos Runge-Kutta. Primeiro daremos unha definicion e
comentaremos os diferentes tipos que existen (explicitos, semiimplicitos e implicitos), para logo

introducilos no marco xeral dos métodos dun paso.

Para a funcién incremento destos métodos, veremos algunhas propiedades como son a conti-
nuidade, condicién de Lipschitz e regularidade que nos proporcionaran a consistencia, estabilidade
e converxencia dos métodos Runge-Kutta, e xa por altimo, abordaremos a orde, iniciando cun

método Runge-Kutta explicito de 3 etapas, para logo abordar o caso xeral, que é méis complicado.

Para o estudo dos métodos Runge-Kutta, imos empregar conceptos e resultados doutras
asignaturas do grao. Como, por exemplo, de normas de matrices, que foron vistos na asignatura
“Analise Numeérico Matricial”, o Teorema da Funcién Implicita visto na asignatura “Diferenciacion
de Funciéns de varias Variables Reais” e os desenvolvementos de Taylor vistos na asignatura

“Continuidade e Derivabilidade de Funciéns dunha Variable Real”.

Xa para rematar, comentaremos aspectos teéricos relativos a estabilidade numeérica dos mé-
todos Runge-Kutta. Comezaremos este capitulo vendo uns casos particulares de métodos Runge-
Kutta, os métodos de Euler implicito e explicito, e introducindo sistemas, para logo poder tratar

a estabilidade no caso dun método Runge-Kutta xeral.

Ao longo do traballo introduciranse ademais, diferentes exemplos para axudar a comprension

de certos conceptos.
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Capitulo 1

Estudo dos métodos dun paso

Este capitulo esta dedicado ao estudo dos métodos dun paso. Definense os conceptos de consis-
tencia, estabilidade, converxencia e orde de converxencia, e establécense os resultados principais

relativos a estes conceptos. A referencia seguida neste capitulo é [3].

1.1. Introducién

Imos considerar o problema de valor inicial
y'(t) = f(t,y(t)) con t € [to,to + T, (1.1a)
y(to) = no dado en R™, (1.1b)
onde t é unha variable independente e y unha variable dependente.

Suponieremos sempre que f é unha funcion de [tg, to+7] x R™ en R™, con m > 1, que cumpre

as seguintes hipoteses:

(1) f @& continua en [tg,to + 1] x R™

(ii) f wverifica a condicion de Lipschitz:
AL >0 tal que [|f(t,y) — f(t,2)]| < Llly — =],
Yy, z € R™ YVt € [to, to + T

(1.2)

A constante L denominase constante de Lipschitz.

Baixo estas hipoteses, o problema de valor inicial (1.1)) ten unha tnica solucién global
y : [to, to + T] — R™. Ademais, y € C'([to, to + T];R™).

Faremos uso dunha subdivision tg < t; < - < tp41 < ty < to+ T do intervalo [tg,to + T

1



2 1. Estudo dos métodos dun paso

onde t; =ty + jh, j=1,...,N, N = [%W e h > 0 serd o paso que, neste caso, é constante (para

s € R, [s] denota a parte enteira de s, é dicir, [s| = max{k € Z/k < s}).

Centrarémonos na resolucion aproximada de (1.1]) baixo as hipoteses (1.2)), mediante métodos

dun paso. Podemos escribir ditos métodos da forma:
yn+1 = Yn + h¢f(tn; Yn; h)? n = 07 7N - 17

yo = np, dado en R™,

(1.3)

(1.4)

onde ¢5 € unha funcioén continua de [t, to + T x R™ x [0, h*] en R™, con h* > 0, que depende

unicamente da funcion f, e onde 7, é unha aproximaciéon de 7.

Por exemplo, o método de Euler explicito,

yn+1 :yn_'_hf(tnayn)v n = 07"'7N_ 17

¢ un método dun paso. Este método encaixa na forma xeral (|1.3]), sendo

(bf(tvy; h) = f(tv y)

Observemos que podemos escribir o esquema ([1.3) da forma:

Yn+l — Yn
% — ¢ (tn, yn; h) = 0;

asf, imos considerar paran =0,..., N — 1

iy = WD) g )5

(1.5)

onde y = y(t) é unha solucion exacta da ecuacion diferencial ordinaria (EDO) v/(t) = f(t,y).

Ademais, imos definir o erro local de discretizacion no instante t,,.1 mediante
Thi1 = hrpyr.
Observacién 1.1. Si se supon a hipotese de localizacion, vy, = y(t,), enton

Thi1 = y(tnfl) — Un+1,

onde §p+1 denota o valor que se obteria aplicando o método a partir de y,, = y(t,), € dicir,

Unt1 = y(tn) + h¢f(tna y(tn); h)

En efecto,

y(tn—I—l) - gn—f—l = y(tn-i—l) - y(tn) - h(z)f(tna Yn; h) = th—H = Tn+1-

(1.6)

(1.7)
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1.2. Estudo da consistencia, estabilidade e converxencia

Cabe destacar, antes de comezar, que dado que en R™ todas as normas son equivalentes, as

definiciéns que imos introducir ao longo desta secciéon non dependeran da norma escollida en R™.

1.2.1. Consistencia

Definiciéon 1.2. O esquema (|1.3)) dise que é consistente coa EDO (1.1a)) se:

p ) 0
hgég(lglangllmll)

para toda solucion exacta y = y(t) da EDO (1.1al).
Lema 1.3. Unha condicion necesaria e suficiente para que o método sexa consistente €

que:

or(t,y;0) = f(t,y) Vt € [to,to+T], Yy € R™. (1.8)

Demostracion. Sexa y = y(t) unha solucién exacta da EDO ([1.1al). Consideremos o vector 7,41
definido mediante (1.5). Podemos escribir

Tn4+1 = y<tn+1)h_ y(tn) _y/(tn) +f(tna y(tn)) - be(tna y(tn>5 0) +¢f(tn7 y(tn); 0) - (r/)f(tm y(tn)§ h)7

é dicir,
Tot1 = f(tns Y(tn)) = &5 (tn y(t); 0) + Ru(h) + Ry (h) (1.9)

onde Ry (h) = Wnt)=vlin) _ /(4 ) ¢ Ry(h) = ¢f(tn, y(tn);0) — 5 (tn, y(tn); h). Demostraremos
que

i i [|Ra(8)] =0 (1.10)

lim  méx |R,(h)| = 0. (1.11)
h—0t 0<n<N-1

Debido a regra de Barrow,

Polo tanto:

tni1
[ Bn(h)]| < /t 1%/ (s) = y'(ta))llds < méx [y/(s) = y'(ta) |

SE€[tn tn+t1]



4 1. Estudo dos métodos dun paso

e enton,

] Ru(h)] < 4 ] '(s) =/ (tn)]| < ] "(s) =9/ (1)].
o [ Ra(h)] —og%aﬁflseﬁfifﬂ]”y (s) =y ()l < s,teﬁiﬁnuy (s) =y @l
|s—t|<h

E como gy’ é uniformemente continua en [tg, to + T, xa que y' é continua e [tg, to + 1] compacto,

verificase que
Ve>036>0talques, t€ltyg,to+T], |[s—t| <=y (s) =y (@) <e.

Se tomamos 0 < h < 4, temos que para s, t € [to,to + T] con |s — t| < h camprese que

ly'(s) — ¥/ (t)|| < e e en consecuencia

x |[Ru(h)| < mé "(s) =y’ ()] <
o [ En(h)] < s,teﬁi}:)(JrT]”y (s) =y (W <e,
js—t]<h

polo que queda probado (1.10)). Para demostrar (1.11)) consideramos a funcion
o (1) € [forto + T) % [0,1°] —> y(t, y(t);h) € R™,

que é continua no compacto [to,to + 1] X [0, h*], o que implica que ¢ é uniformemente continua.
Hai que probar que para todo & > 0 existe h(e) > 0, h(e) < h* tal que para 0 < h < h*(e) se

verifica que

) .0) = ma - <e.
028% 167 (tn y(tn); 0) = &f (tn, y(tn)s )| = | mdix [l (tn, 0) — o(tn, h)I| < €

Como ¢ é uniformemente continua, para todo € > 0, existe 6 = d(e) > 0, § < h* tal que para

s, t € [to,to +T), h, h € [0,h*], con |t —s| <6, |h— h|| < & tense que

l(t,h) = @(s,h)|| < &

Polo tanto, para todo h € (0, 4], e para todo n =0,..., N — 1 tense que

105 (tn, y(tn); h) = G5 (tn, y(tn); O = llp(tn, h) — @(tn, 0)[| < €

o que implica que

¢ . _ . < e
()Sglga]{[{_ngbf(tn’ y(tn)7 h) ¢f(tna y(tn), O)H €

Asi pois, é suficiente tomar h(e) = 4.
Suficiencia: Facendo uso de ([1.9)), (1.10) e (L.11)), e dado que

fty(t) = o5(t,y(t);0) Vit € [to, to + T

podemos afirmar que

y , B[ = 1.12
hg&osglgaﬁqu%ﬂ( Wl =0, (42
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é dicir, chegamos a que o método é consistente.
Necesidade: Suponiamos agora que o método é consistente.
Consideremos ¢ € [tg,t9 + 1] e § € R™ fixos. Logo existe unha tnica solucion y = y(t) para o

problema de Cauchy:
y'(t) = f(t,y), t € [to, to + T,

con y € C([to,to + T)). Esta funcién é tamén a tnica solucién do problema de Cauchy
para a condicion inicial ny = y(tp). Consideramos a resolucién numeérica deste tltimo problema
de Cauchy tomando o paso constante h > 0 da forma h = ’;%
verificase para y = y(t). Ademais, como o método é consistente, verificase .

Asi, facendo o limite cando h — 0T en (1.9) (notese que t, = ¢ esté fixo), por (1.10), e

(1.12) deducimos que

, sendo n > 1 enteiro; entén

or(t,9;0) = f(¢, 7).
Como (,y) é un punto arbitrario de [to, o + T|] x R™, concluimos que se verifica (1.8, como

queriamos demostrar. O

Definiciéon 1.4. Sexa p un enteiro, p > 1. Dise que o esquema (|1.3)) é consistente de polo menos
orde p se para toda funcion f suficientemente regular e para toda solucion y = y(t) da EDO
y'(t) = f(t,y) se ten que
A h; =0
(x|l (s y)ll = O(h)
Dise que o esquema (|1.3]) é consistente de orde p, se é consistente de polo menos orde p e non o

é de orde p + 1.

1.2.2. Estabilidade

Definicion 1.5. Dise que o método ([1.3) é estable se existe hg > 0 e unha constante M > 0
independente de h, tal que para todo 0 < h < hg e para todas as sucesions yn,, zn € €n,

n=20,1,..., N — 1, que verifican

Ynt1 = Yn + ho(tn, yns h)

Zn+1 :Zn+h¢f(tnyzn§h)+5n (1'13)
temos
N-1
A — <M — .
Oglnangllzn Ynll < M{llyo — 2ol + ;)II%\H

Lema 1.6. Seza {0,1}7]:[:0 un conzunto finito de nimeros reais que verifican a desigualdade

9n+1 S70n+an+1; TL:O,,N—l (114)
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onde v > 0 € unha constante independente de n e 0s a1 € R, n=0,1,...,N — 1.

Enton,

n
On <00+ > ", n=1,...,N. (1.15)
=1

Demostracién. Imos probar este resultado por inducién en n.

» Paran =1, (1.15) redtcese a

01 < v0p + o

que resulta de tomar n = 0 en (|1.14).

» Imos suponelo certo para n = k e demostrarémolo para n = k + 1. Temos que probar que

k+1
Ors1 < 7100 + Z’Ykﬂ_laz‘-
i=1

Sabemos que 6}, < v*0y + Zle v ~ia; e dado que ¥ > 0 temos que

k
YOk < ¥(V 00+ > A ew).
=1

Asi,

k
Ok 1 <0k + ar1 < (700 + nyk*’ai) + a1 =
i=1

k k+1
— ,yk+160 + Z ,ykJrleai + g1 = ,.Yk+190 + Z ,}/kJrlfzai'
i=1 =1

O

Lema 1.7. Unha condicion suficiente para que o método sexa estable € que exista unha

constante A tal que
Vt € [to,to + T, Vy, z € R™, Vh € [0,h7], ||¢f(t,y;h) — ¢f(t, z;h)|| < Ally — z]|; (1.16)

enton M = AT

Demostracion. De (1.3)), (1.13]) e (1.16)) deducimos que
[Yn+1 = 2ns1ll = llyn = 2n + WD s (tn; Yns h) — @ f(tn, 2n5 1)) — €nl| <

< yn — znll + h"¢f(tnayn§h) - ¢f(tnvzn§ R)|| + llenll < (14 RA)|lyn — znll + llenl-



1.2. Estudo da consistencia, estabilidade e converxencia 7

Se consideramos 0, = ||yn — zu||, ¥ = L+ hA € anq1 = ||en]| € facemos uso do lema[L.6 tense que:

lyn = zall < (L+RA)" o = 2oll + (1 +~N)"lleir] < (14 ~A)"[lyo — 2oll + Y _llei-1] <

i=1 i=1
n—1 n—1 n—1
hA hA hAN
(™" llyo — 2ol + D _lleill] = " [lyo — 200l + Y _lleall] < €N [lyo — 20/l + Y _lleall] <
=1 =1 =0

n—1
A
eMllyo — 2ol + ZH&'H],
i=1

onde a terceira desigualdade se debe a que 1 + = < e” para todo « € R e a ultima desigualdade

se verifica xa que N = [L7].

Asi, se tomamos M = e

n—1

lyn = 2nll < M[llyo — 20/l + Y _llea] ¥ n = 0,1,..., N,

i=0

e por tanto
N-1
A — <M — ;
285 o = 2l < M0l = 20 + 3 el

o que quere dicir que o método é estable. O

1.2.3. Converxencia

Definicién 1.8. Diremos que o método (1.3)) é converzente se baixo a condicion

lim ny, =
h—0+ " n
se ten

lim  méx [|y(tn) — ynl =0
o, max [ly(tn) = yn|

onde y(.) denota a solucion de (1.1)) e y,, a solucion de (1.3)), (1.4).

Teorema 1.9. Se o método dun paso é estable e consistente, entdon € converzente.

Demostracion. Da definicion de 7,41 dada por (1.5), deducimos que

Y(tnt1) = y(tn) + hdf(tn, y(tn); h) + h1pg1, n=0,...,N — 1.

Esta ecuacion € un caso particular de (1.13)), con z, = y(t) e €, = hTp41.

Como o método é estable, para h € (0, hy] temos que

N-1 N-1
0 < méx [ly(tn) = yall < Mlllyo — ylto)ll + Y llealll = Mllim = nll + kY lImaall] <
BSOS n=0 n=0

< — 5 < - A . .
< Ml = nll + Nb méx [[ll] < Ml =)l + T ] (117
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Ademais, por ser o método (1.3 consistente verificase que

hg%l+(1gza§XN”Tn(h; yll) =0.

Polo tanto, dado que 7n;, — n podemos concluir que

I 4 tn) — =0.
hi\r(r)l-F(OISI}?SXNHy( n) ynH)

O

Teorema 1.10. Suporiamos que a funcion ¢y verifica @) e a condicion de Lipschitz ;

entdn o método é converzente.

Demostracion. Por hipotese ¢y satisfai (1.8) polo que, facendo uso do lema temos que o mé-
todo é consistente. Ademais, por verificarse a condicion de Lipschitz (1.16)), o lema garantiza
que o método é estable.

Dado que o método é estable e consistente, empregando o teorema [1.9] concluimos que o método

(1.3) é converxente. O
™3

Teorema 1.11. Se o método dun paso € estable e consistente de polo menos orde p e se f €

suficientemente regular, temos que

3 — < — Py, .
OgLaSXNHy(t") Yn|l< M([|nn — || + O(AP)] (1.18)

Demostracion. Por (1.11]) temos que

A tn) — <M — T ma .
i [[y(t) = gl < Ml =l + 7 mitx ]

Ademais, como método e de polo menos orde p, verificase

’ . — P
e |17 (hi )| = O(RP),

o que xunto coa desigualdade anterior implica (1.18)). O

1.3. Estudo da orde

Introduzamos as notaciéns

f(o) (ta y) = f(ta y)

1) =
fO(t,y) = Duf(t.y) + Dyf(t,y) f(t,y) (1.19)

F®(t,y) = Deff=1(t,y) + Dy fF 1t y) f(t,y)
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Demostrase por inducion que se y é solucion de y'(¢t) = f(¢,y(t)), tense que
dk
k20, y" () = FO(L (1) = S F(ty() (1.20)

Teorema 1.12. Suporiamos que f é unha funcidn p veces continuamente diferenciable en

[to, to+T ] xR™ e que as funcions ¢, g—i, o g%: existen e son continuas en [to, to+T] xR x [0, h*].

Enton, unha condicion necesaria e suficiente para que o método sexa polo menos de orde p

escribese da sequinte forma: para todo (t,y) € [to,to + T] x R™

Demostracion. Consideremos

t,y)
(1

o(t,y;0) = f(
% (t,y;0) = L fD(t,y)

(1.21)

op—1 _
Tt (ty;0) = LF=D(2,y)

Tn+1 = th—i—l = y(tn—i-l) - y(tn) - h¢f(tna y(tn>; h)

e sexa f € CP([to,to+T] x R™). Isto implica que y € CPTL([to, o +T]) e entén podemos escribir

/ o L) L[ Py (1)
y(tn—H) - y(tn+h) = y<tn)+hy (tn)"i_ay (tn)+"'+ﬁy (tn)"i_p!/t (tn-l—l_s) Yy (s)d37
é dicir,

s (k+1)
y(tn—H) - y(tn) = ;;) (k‘ T 1)!3/ (tn) + le(h)
onde
1 tn+1
Ry1(h) = p'/ tng1 — )Py P (s)ds
e,
Ademais, tense que
p—1 g P
¢f(tnay( )7h) = Em(tmy(tn);o) +Rn2(h)
k=0
onde
1 h p—1 p¢ d
Rua(h) = =5 [ 0= 9 G0 bt ) )

En consecuencia, podemos escribir
p—l B+l

(k+1)!

Tn+1 ==
k=0

1

- (k+1)!

P 1
3 gk < PO (b () —
0

y* (L)) + Ry 1 (R) — b (

”ih’“%
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onde a tultima igualdade se debe a (1.20)).

Temos que

1 tn+1
Wm%ﬂﬁﬂ/ (tus1 — s)Ply® (s)[lds < crh*,
s Jin

onde ¢1 = iy X gy 107117V (8)]].

1 h P
wmxmnsyé<h—$%w¢@mwmx@wss@w

(p—1)! OhP
onde ¢y = 21%!mzix 0<s<h* H%(t,y(t)w)ll-
to<t<to+T
Asi pois
p—1
Topr = > W0t y(ta)) + O(h"*)
k=0

onde Vi (t,y) = ﬁfk(t,y) = %%(uy; 0) e o término O(hP) é uniforme respecto de n.

Suficiencia
As condicions (1.19) equivalen a que para todo k < p, ¥(t,y) = 0. En consecuencia, se se
cumpren as condiciéns (1.19), entén Ty,1 1 = O(hP*!) uniformemente en n; polo tanto

2 — P
08x  lImnsa]l = O(hP),

o que quere dicir que o método é polo menos de orde p.

Necesidade

Supofiamos que non se cumpren as condicidns . Enton existe un enteiro o mais pequeno
posible k < p (k > 0) tal que Wi (t,y) Z 0.

Temos que
Toi1 = W05 (L, y(tn) + O(RFH2) + O(RPHY) = WM (1, y(t)) + O(RFF2),

xa que k < p — 1. Por outra parte, como o método ¢ de polo menos orde p, Ty, 11 = O(hPT1), o

que implica que T,41 = O(hF+2). Por tanto,

W (b, y(tn)) + O(RFT2) = O(RF ),
do que deducimos que
Vi (tn, y(tn)) = O(h).
Como Vi(t,y) # 0, existe (£,7) € [to,to + T| x R™ tal que W (¢,7) # 0.
Se consideramos a solucion y = y(t) do problema de valor inicial
y' = fty), t € [to,to + T
y(t) =y
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esta funcion é tamén a tnica solucion do problema de Cauchy (1.1) para a condicion inicial
no = y(tp). Consideramos a resoluciéon numérica deste ultimo problema de Cauchy tomando o

paso constante h > 0 con h = E_%; dado que t,, = tg + nh = t permanece fixo, tense que
Ui(t,y) = V(¢ y(t) = O(h);

por tanto, ¥z (t,7) = 0, co cal obtivemos unha contradiciéon. Por conseguinte, W (t,y) = 0 para
todo k < p. O
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Capitulo 2

Métodos Runge-Kutta

Este capitulo estd dedicado ao estudo dunha familia. de métodos dun paso, denominados
métodos Runge-Kutta. A dificultade principal da anélise destos métodos, podemos encontrala
ao considerar métodos que poden ser implicitos ou semiimplicitos xa que a funcién incremento

nestes casos non estd definida de forma explicita, o que complica o seu estudo.

Cabe destacar que a seccion 2.5 que aborda a orde dos métodos Runge-Kutta explicitos no
caso escalar, foi introducida xa que neste caso basta usar técnicas mais sinxelas que as empregadas
na seccion 2.8 na cal se aborda a teorfa xeral que ten maior dificultade, entre outras cousas porque

se inclien os casos implicitos.
As referencias seguidas neste capitulo son [2], [3] e [H].

Neste capitulo suponeremos que f satisfai a seguinte hipdtese, lixeiramente mais forte que
(1.2)): existe §; € R, 61 > 0 tal que f é continua de [ty — 01,t0 + T + 1] X R™ en R™ e verifica a

condicién de Lipschitz

L > 0 tal que [|f(¢t,y) — f(t,2)|| < L|ly — z||, Vy,z € R™, Vt € [to — 1, to+T + 0] (2.1)

Na practica isto non é restritivo.

13
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2.1. Introducién

Definimos un método Runge-Kutta xeral de g etapas para o problema (1.1)) como:

q
Yn+1 = Yn + hz bif(tn,ia yn,i) (22&)
i=1
onde
q
Yn,i :yn+hzaijf(tn,j7yn,j)v 1= 17”-,(] (22b>
j=1
tns =t + hei, i=1,...,q

Unha forma, alternativa, para escribir o mesmo método Runge-Kutta é:

( q
Ynt+1 = Yn + hz bikn,i (2.3a)
=1
onde
q
kn,i = f tn,iayn+hzaijkn,j ) 1= 17'--7(] (2'3b)
7j=1
thi=tn + he,, 1=1,...,q

Lema 2.1. As formulacions e son equivalentes.

Demostracion. Vexamos en primeiro lugar que (2.2)) implica (2.3). Supofiamos que 0s Yy, ;,

i=1,...,q, campren (2.2b)). Sexa

kn,i = f(tn,ia yn,i)v 1= ]-7 -y q. (24)
Logo, podemos escribir:
q
Yn,i :yn+hzai]’kn,ja i=1,..,q (2.5)
j=1

Substituindo y,; en (2.4, obtemos (2.3b). Por outra parte, (2.4) e (2.2a) implican (2.3a)).

Agora temos que demostrar que ([2.3]) implica (2.2)). Suponamos que os ky;, i = 1, ..., ¢, cumpren

(2.3b) e definamos y,; mediante (2.5). Isto, xunto con ({2.3b)) implica (2.4)). Usando (2.4) para
substituir en (2.5)) os &y, ;, obtemos (2.2b]). Por dltimo, de (2.3a) e (2.4]) dedacese (2.2al). O

Imos representar os coeficientes de (2.2)) e (2.3) mediante a denominada tdboa de Butcher:

c1 | air a2 o Gl
Co | @21 G2 Qg
Cq | Qg1 Qg2 Qgq

by by b,
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que denotaremos de forma simplificada como

c| A
bT

onde definimos os vectores ¢-dimensionais ¢ e b e a matriz A de dimensién ¢ X ¢ mediante:

¢=lc1, o, c]T, b= [b1,ba, ... by, A= lay].

E conveniente introducir tamén e = (1,...,1)” € R? ¢ a matriz diagonal C' de dimension ¢ x g

dada por ¢;; = ¢;, i = 1,..., ¢ (é dicir, C = diag(ci, ..., ¢4))-

Cabe destacar que moitos métodos Runge-Kutta verifican a condicidn de filas

q
G = E Qij, izla"'an
j=1

que podemos escribir como ¢ = Ae.

2.2. Meétodos Runge-Kutta explicitos, implicitos e semiimplicitos

Dise que un método Runge-Kutta (2.2) (ou (2.3))) é explicito se verifica que a;; = 0 para
todo i, j = 1,...,q tales que i < j, é dicir, se a matriz A é unha matriz estritamente triangular

inferior. A tadboa de Butcher dun método Runge-Kutta explicito é da seguite forma:

C1 0

Cc2 | a21

Cq | g1 ag2 -+ agg—1 O
b1 by - b1 by

Se un método Runge-Kutta é explicito, os vectores kj, ; ou, de forma alternativa, yp ;,
i =1,...,q, obténense de forma recursiva e explicita, é dicir, sen necesidade de resolver ningtn

sistema de ecuacidns.

En efecto, para a formulacién con k,,; tense:
kn,l = f(tn,la yn>7

kno2 = f(tn2,yn + haziky 1)
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e en xeral
i—1
kn,i :f tn,ivyn+hzaijkn,j ) 7’:277(]
j=1
Para a formulacién en y, ; tense:
yn,l = yTby (26)

Yn2 = Yn + hanf(tn,la yn,l)

e en xeral
i—1

j=1

Exemplo 2.2 (Método de Euler Explicito). Este método ten taboa de Butcher

A sta formulacion en y,; é:

Yn+1 = Yn + hf(tn,la yn,1)

onde
Yn,1 = Yn
tn,l =ty

A sta formulacion en k,; é:

Yn+l = Yn + hkn,l

onde

kn,l = f(xn,la yn>
e ty,1 se corresponde co da formulacion en y,, ;.

Exemplo 2.3 (Método Runge-Kutta uniparamétrico de dias etapas). Este método ten téaboa
de Butcher

0
« « 0
1
2«
onde « é un parametro distinto de cero.

A sta formulacion en y,, ; é:

1 1
Yn+1 = Yn + h<1 - %)f(tn,ly yn,l) + h%f(tn,% yn,2)
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onde

Yn,1 = Yn

Yn2 = Yn +haf(tn1,Yn1)
th1 = tn

tno =ty + ha

A formulacion en k, ; é:

1 1
=y +h(1 — —)k h—Fk
Yn+1 Yy + ( 204) n,1 + 20 n,2

onde

kng = f(tn,1,yn)
kn,2 = f(tn,27 Yn + hakn,l)

e ty,1 €ty 2 se corresponden cos da formulacion en y, ;.

Exemplo 2.4 (Método Runge-Kutta clasico de orde 4). Este método ten taboa de Butcher

— N N= O

o= O O N O
o O N= O O
o= O O O
o=l O O O

A formulacién en y, ; é:

1 2 2 1
Yn+1 = Yn + ghf(tn,la yn,l) + ghf(tn,% yn,Q) + éhf(tn,?n yn,S) + éhf(tn,éla yn,4)

onde

Yn,1 = Yn

Yn2 = Yn + 3hf(tn1,Yn1)
Yn,3 = Yn + %hf(tn,% yn,Q)
Yna = Yn + hf(tn3,Yn,3)

th1 =1n

tno =tn + 3h
tns = tn + 3h
tna =1, +h

A formulacion en k, ; é:

1 2 2 1
Yn+1 = Yn + éhkn,l + ghk’ng + ghk'n’g + ghkn,4

onde
k;n,l = f(tn,layn)
kn,? = f(tn,27 UYn + %hkn,l)
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kn,3 = f(tn,?n Yn + %hkn,Q)
kna = f(tna, yn + hkn3)
e tn1, tn2, tn3 € tpa se corresponden cos da formulacion en y, ;.

O método Runge-Kutta (2.2) (ou (2.3)) dise que é semiimplicito se verifica que a;; = 0 para
todo ¢, 7 =1, ..., q tales que 7 < j, ou equivalentemente, cando a matriz A é triangular inferior.

A taboa de Butcher para este tipo de métodos é da forma:

C1 ail 0

C2 | Q21 Q22

Cq | Qg1 Qg2+ Qgq

by by b,

Se un método Runge-Kutta é semiimplicito, o calculo dos vectores ky, ; ou, de forma alternati-
Va, Yni, ¢ = 1,...,¢q, pode facerse de forma recursiva pero, neste caso, hai que resolver ¢ sistemas

de m ecuacions con m incognitas (unha por cada vector ky ; ou yp ;).

Por exemplo, para a formulacién en £, ; tense:
kni = f(tni,yn + haiikn 1)

kno2 = f(tnz2,yn + hasiky 1 + hasky 2)

onde kj 1 é conecido. En xeral, para i = 2,...,q
i—1
ki = f(tniryn + 1Y aijhn + haiikn,),
j=1

onde os kyj, 1 <j <i—1, xa se cohecen.

Isto é mais ventaxoso dende o punto de vista computacional que a resoluciéon dun sistema

(mgq) x (mq), que é o caso dos Runge-Kutta implicitos.

Exemplo 2.5 (Método Runge-Kutta uniparamétrico dunha etapa). Este método ten tdboa de
Butcher

con 0 € R.
A formulacion en y,, ; é:

Yn+1 = Yn + hf(tn,la yn,l) (2-8)
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onde
Yn,l = Yn + ehf(tn,h yn,l)
tn71 =t,+0h

A formulacion en k, ; é:
Yn+l = Yn + hk;n,l

onde

kn,l = f(tn,lv Yn + ehkn,l)
e tp,1 se corresponde co da formulacion en yp, ;.

Por (2.8) podemos escribir
Yn1 = Yn + 0(Yn+1 — Un)

e, por tanto, o método pode reescribirse da forma

Yn+l = Yn + hf(tn + Qh, eyn-‘rl + (1 - 9)3/71)

Este método é semiimplicito se € # 0. Para § = 0 obtense o método de Euler explicito e para

f# =1 o de Euler implicito.

Exemplo 2.6 (Método Runge-Kutta diagonalmente implicito (DIRK) de duas etapas). Este

método ten taboa de Butcher

1
1
1
2
1
2

A formulacién en y, ; é:

1 1
Yn+1 = Yn + §hf(tn,lv yn,l) + §hf(tn,2’ yn,Q)

onde

Yn1 = Yn + Thf(tn1,Yn1)

Yn2 = Yn + %hf(tn,l’ yn,l) + ihf(tn,% yn,Q)
tn1 =tn+1h

tno=tn+ 3h

A formulacién en k,, ; é:

1 1
Yntl = Yn + §hkn,1 + §hkn,2

onde
kn,l - f(tn,lyyn + ihkn,l)
kn,Z = f(tn,Za Yn + %hkn,l + %hkn,Q)

ety e ty2 se corresponden cos da formulacién en y, ;.
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Por ultimo, diremos que o método Runge-Kutta (2.2) (ou (2.3))) é implicito se verifica que

a;; # 0 para algin j > 7, é dicir, a matriz A non é triangular inferior.

Neste caso a obtencion dos ky, ; ou, de forma alternativa, y,;, i = 1, ..., g, require a resolucion
K K

dun sistema de gm ecuaciéns con ¢gm incégnitas.

Exemplo 2.7 (Método Runge-Kutta Gauss-Legendre). Este método ten taboa de Butcher

3—V3 1 3-2V3
6 7] 2
3+v3 | 34+2v3 1
6 12 1
‘ 1 1
2 2

A formulacién en y, ; é:

1 1
Yn+1 = Yn + §hf(tn,17 yn,l) + §hf(tn,27 yn,Q)

onde

Y1l = Yn + $hf(tn1, Yn1) + g_fgﬂhf(tmz, Yn,2)
Yn,2 = Yn + 3+122\/§hf(tn,17 yn,l) =+ ihf(tn,% yn,2)
tng =t + 2250

tno = tn + 23

A formulacion en k, ; é:

1 1
Yn+l = Yn + §hkn,1 + §hkn,2
onde
it = [ (b1, U + Lhkin 1 + 22 0k )
kn,2 = f(tn,27 Yn + %ﬁhkn,l + ihk’nz)

e ty,1 €ty 2 se corresponden cos da formulacion en y, ;.

2.3. Inclusién dos métodos Runge-Kutta no marco xeral dos mé-

todos dun paso

2.3.1. Meétodos Runge-Kutta explicitos

Comezamos considerando un método Runge-Kutta explicito de duas etapas, que terd como
tdboa de Butcher:
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Entoén, temos que:

kni = f(tn +c1h,yn)

kno2 = f(tn + c2h, yn + hazikn 1)

Ynt1 = Yn + h(b1kn1 + bokn2)

Imos tratar de escribir o método da forma

Ynt1 = Yn + hd(tn, Yn; h).

Sabemos que

Yn+1 = Yn + R [0 f(tn + c1h, yn) + baf (tn + c2h, yn + haoi f(tn + c1h, yn))]

necesitamos pois asegurar que

¢f(tn7 Yn; h) = blf(tn + c1h, yn) + be(tn + cah, yn + ha21f(tn + c1h, yn))

Polo tanto, consideramos

ot ysh) = bif(t+ crh,y) + baf(t + cah,y + haai f(t + c1h, y)).

Proposicion 2.8. Se un método Runge-Kutta € explicito, a sia funcion incremento ¢y € expli-

cita.

Demostracion. Consideremos un método Runge-Kutta explicito de g etapas; a sta formulacion

en yn; estd dada por (2.6)), (2.7) e (2.2a).
O noso obxectivo ¢ definir unha funcién ¢ explicita de tal xeito que
Yn+1 = Yn + hdg(tn, yn; b).

Para definir ¢ : (t,y; h) € [to,to +T] x R™ x [0,h*] = ¢¢(t,y; h) € R™, onde h* > 0 & tal que
h* méxi<j<qlc;| < 01 F_-I, procedemos como sigue.

En primeiro lugar, introducimos os vectores Y7, Ys, ..., Y, € R™ dados por

Yi=y

Yy =y + hag1 f(t + c1h, Y1)

Yi=y+hY 2 agf(t+chY;), i=2,..,q

A continuacion, definimos ¢ mediante

q
br(ty;h) =Y bif(t+c;h, Y5).
j=1

'Esta restricion garante que Vh € [0,R*], Vj = 1,...,q, t + cjh € [to — 01,t0 + T + 61, polo que f(t+ cjh,Y;)
estd ben definido.
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Notese que se t = t, e y = yn, tense que
Y; = Un,i, 1= 17"'7q

e por tanto

q
Gf(tns Yns B) 1= D bj f(tn + cjh, Ynj)-
j=1

2.3.2. Meétodos Runge-Kutta implicitos

E]En xeral, a formulacién en y,; dun método Runge-Kutta implicito est4 dada por 1} O

noso obxectivo e escribir o método na forma xeral dos métodos dun paso,

Yn+l = Yn + h(bf(tn? Yn; h) (29)

definindo para eso unha funciéon incremento ¢y : [tg,to + 1] x R™ x [0,h*] — R™ apropiada,

sendo h* > 0 suficientemente pequeno.

Dados (t,y,h) € [to,to + T] x R™ x [0, h*], introducimos (por analoxia co sistema (2.2b)) os

vectores Y; € R™, mediante o sistema de ecuaciéns

q
Yi::y—i—hZaijf(t%—cjh,Yj), i=1,...,q (2.10)
7j=1
e definimos
q
Gt ysh) =D bif (t+ cih, Vi), (2.11)
i=1

Veremos, na seccion 2.6, que si h* > 0 ¢ suficientemente pequeno, o sistema (2.10)) ten solucion

tinica e por tanto ¢y estd ben definida.
Notese que sit =1, e y = yp, enton Y; =y, ;, ¢ = 1, ..., q; por conseguinte

q

(bf(tna Yn; h) = Z bi f (tn + cih, yn,i)

=1

de maneira que o método xeral (2.9) para esta funcién incremento ¢ coincide co método Runge-

Kutta (2.2)).

Cabe destacar, que no caso dos Runge-Kutta implicitos, ¢ non estd dada de forma explicita.

2 s 2 2 2 . s . .. ..
“Nesta subseccién referimonos tanto aos métodos implicitos como aos semiimplicitos.



2.4. Introducciéon a consistencia dos métodos Runge-Kutta 23

2.4. Introduccién a consistencia dos métodos Runge-Kutta

Nesta seccion, imos considerar que a funciéon incremento ¢ é continua en [tg, to + 1] x R™ x
[0, h*]. Probaremos isto na seccion

Proposicion 2.9. Unha condicion necesaria e suficiente para que un método Runge-Kutta sexa

consisltente € que

b = 1. (2.12)
=1

Demostracion. Demostramos no lema [1.3| que unha condicién necesaria e suficiente para que o

método (1.3 sexa consistente ¢ (L.8)).
Recordemos que ¢ esta ben definida mediante (2.9) e (2.10). Tomando h = 0, obtemos

m:ya ZZla?Q

¢f(t7y : 0) = szf(tv}/z) = <Z bz) f(tvy)‘
=1

=1

Polo tanto, a condicion (1.8)) equivale a (2.12)). O

2.5. Orde dos métodos Runge-Kutta explicitos para EDOs esca-

lares

Consideremos un método Runge-Kutta explicito de 3 etapas arbitrario que cumpra a condi-
cion de filas. Utilizando (2.3), imos escribilo como:

/

Yn+1 = Yn + h(b1k1 + boka + b3ks)

ki = f(tn, yn)

ko = f(tn + hea, yn + heakr)

k3 = f(tn + heg, yn + h(cs — az)k1 + hasaks)

(2.13)

Nesta seccién, para alixeirar a notacién, escribiremos k; en lugar de ky, ;, para i = 1,2, 3.

Necesitamos obter un desenvolvemento de 1,41 en potencias de h. O céalculo de T, 1 a partir
de (L.5)) e (1.6) requeriria a obtencién previa da expresion de ¢, o que complicaria os calculos.
Para evitar isto, no caso dos métodos Runge-Kutta explicitos facemos uso da observacion

supofiemos a hipotese de localizacion y, = y(t,,), co cal Ty,11 = y(tnt1) — Unt1, € polo tanto o
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desenvolvemento requerido de T, 11 obtense efectuando un desenvolvemento de

y(tn + h) = y(ty, + h) e un desenvolvemento de §p41.

Imos supofier que f é suficientemente regular e introducimos a notacion

2 2
£ = Htnsy(t), = G tns(t)) fu = G vl0))s iy = f = ot

Escribimos o desenvolvemento de Taylor de grado 3 de y(t,+1):

1 1
Y(tns1) = y(tn) + h@//(tn) + §h23/”(tn) + ghgym(tn) + O(h4)

Agora,

=y (tn) = f
=y (tn) = fr 4+ fy/ (tn) = fe + ffy = F

= y"(tn) = fu + fut/ (tn) + [Fyt) (tn) + fytly/ (tn) + 3" (tn) fy =
ftt + ffty + [fyyf + fyt]f + [ft + ffy]fy = ftt + ffty + f2fyy + ffyt + fyF =
ftt + 2ffty + f2fyy + fyF =G+ fyF

onde F = f; + ffy e G= fu+2fu + [*fyy. Asi, podemos escribir

1 1
Y(tni1) = y(tn) + hf + 5hQF - 6h3(G + fyF) + O(h?). (2.14)
Facendo desenvolvementos de Taylor en (2.12) temos que:

w k= f

» ko = f+cohfy + heoki fy + & [(e2h)? fu + 2c2h(heaky) fiy + (heakr)? fyy] + O(R) =
[+ coh[fi+ ffy] + 5c3h? [ftt +2f fry + [ fyy] + O(R) = [ + cohF + 1c3h*G + O(h?)

» k3= f+ hesfi + [h(cz — as2)k1 + hagaks] fy+
% {(C3h)2ftt + 2<C3h) [h(03 — agg)kl + haggk'g] fty + [h(C3 — a32)k1 + ha32k2]2 fyy}+0(h3) =
f+h{csfe+ [(es — as2)kr + aseka] fy} +
%hQ {C%ftt + 2c3 [(63 — agg)kl + aggkg] fty + [(03 — a32)k’1 + a32k2]2 fyy} + O(h3).

Se substituimos ko en k3 obtemos:
ks=f+h {Cgft + [<C3 — as2)k1 + as2(f + heaF + O( h2 ] fy} +
$h? {Cgftt +2c3 (3 — az2)k1 + ag2(f + O(h))] fuy + [(c3 — as2)kr + az2(f + O(h))] fyy}+0(h3) =

f—l—h {Cg(ft + ffy) + ha32C2ny}+%h2 {ftt + foty + f2fyy}+0 h3 f+hC3F+h2 {a3202ny + 2 G}+
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O(h?),
onde a segunda igualdade se debe a que

[(c3 — az2)kr + asa(f + O(W)]? = [eaf + O(h)]* = &2 + 2¢3fO(h) + O(h?) = & f2 + O(h).

Asi, substituindo k1, ko e k3 na primeira ecuacion de (2.13)) e usando a hipotese de localizacion

Yn = y(t,) obtemos:

Un+1 = y(tn)+

1 1
h [blf + by (f + cohF + §c§h2G + O(h3)> + by (f + hesF + h2 {aggczny + 2c§G}> + O(h?’)] _

1
Y(tn) 4+ b (by + by + b3) f + h? (bacy + b3c3) F + 5113 [2bscaasa F' fyy + (bac3 + bsc3) G] + O(RY).
(2.15)

Lema 2.10. Un método Runge-Kutta explicito de dias etapas que cumpre a condicion de filas é

de orde 2 se, e s6 se, by +by =1 e bacy = %

Demostracion. Se o método Runge-Kutta é de duas etapas, entén verificase que by = 0. Logo,

podemos escribir:
1
Uni1 = y(tn) + h(by 4 ba) f + h2byco F + 5h?’bgch +O(hY).

Por outra parte, o desenvolvemento en serie de Taylor da solucién ven dado por ([2.14]).
Para que o método tena orde de consistencia polo menos dous, debe cumprirse que

Tat1 = O(h?), & dicir, T,+1 = O(h3). Agora ben, baixo a hipotese de localizacion temos

Thi1 = y(tn+1) = Yn+1-

Por tanto, que Ty, 11 = O(h?) equivale a que se verifiquen as condiciéns do enunciado.
Dado que o término en h® dos desenvolvementos de §,11 € y(t,+1), en xeral, é distinto, non se

alcanza a orde 3. O

Lema 2.11. Un método Runge-Kutta explicito de tres etapas que cumpre a condicion de filas é

polo menos de orde 3 se, e s6 se, by + by +b3 =1, baco + bzcg = %, bgcg —|—b30§ = % e bscaoazy = %.

Demostracion. Para un método explicito de tres etapas temos o desenvolvemento de Taylor
(2.15)). Por outra parte, o desenvolvemento de Taylor de grado 3 da solucion é ([2.14). Para que
o método tefia orde de consistencia polo menos tres debe cumprirse que 7,41 = O(h?), ¢ dicir,

Thi1 = O(h*), 0 que equivale a que se verifiquen as condiciéns do enunciado. O
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2.6. Propiedades da funciéon incremento (I). Consistencia e esta-
bilidade dos métodos Runge-Kutta

Consideraremos, a partir de agora, Y = (Y1,...,Y,)T, onde ¥; € R™, i = 1,...,q e imos a

tomar a norma produto en (R™)? dada por ||Y||cc = maxi<i<q||Yil|.

Lema 2.12. Eziste h* > 0 tal que Vt € [to,to + T], Vy € R™, Vh € [0,h*] o sistema ten

solucion unica.

Demostracion. Dados y, t e h (tal que hméxi<j<q|c;| < 1) sexa 6 : (R™)? — (R™)? a aplicacion

definida por

q
0,Y)=y+h> aif(t+chY)), i=1,...q
j=1

A ecuacion (2.10) equivale a Y; = 0;(Y),i=1,...,q, e polo tanto a Y = 0(Y).

Probaremos que para h > 0 suficientemente pequeno 6 é contractiva

q
VY, Z € R™(|0:(Y) = 0:(2)| = B> aij [f(t + hey, Y5) — f(t+ hey, Zy)]| <
j=1

q q
R laij|| £ (E+ he;, Yy) = f(t+ hey, Zy)|| < ALY lagg|[[Y; — Zl
i=1 i=1

q
<hL | Ylagl | 1Y = Zlso, i = 1,0,
j=1

o que implica que
q
_ — 4 . _ 0. < s . _ —
107) = 0(2)1oc = () = 0:2) < WL | e 3 s | ¥~ 2l
]:

hL[[AllocllY = Zlloo, VY, Z € (R™)1.

Se h > 0 cumpre que hL||Al|s < 1, enton 0 é contractiva en ((R™)?]|.]|~), polo que 6 ten un
punto fixo e s6 un, e en consecuencia (2.10) ten solucién tnica. Asi pois, basta tomar h* > 0 tal

que h*L||Allsc < 1 e h* méxi<j<qlcj| < 01. O
Observacion 2.13. En virtude do lema a funcién ¢ estd ben definida en [to, to + 7] x R™ X
[0, h*].

Suponeremos nesta seccion, a partir de agora, que h*L||A|lcc < 1 e h* méxi<j<q|c;| < 01.

Lema 2.14. A funcion ¢5 definida por e ¢ globalmente lipschitziana respecto de v,
uniformemente ent e h.
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Demostracion. Sexa
q
g: [to,to + T) x R™ x [0, h*] — R™ x ~~~ xR™ (2.16)
(t7y7 h) =Y = (}/17 7YQ)T
onde Y é solucién tnica de (2.10). Dado que
a
br(ty;h) =Y bif(t+ cih, gi(t,y, ) (2.17)
i=1

e f é globalmente lipschitziana na segunda variable, uniformemente na primeira, basta demostrar

que g é lipschitziana respecto de y, uniformemente en ¢ e h.

Dados t € [to,to + T], h € [0,h*] e y,2 € R™ sexan Y = (Y1,...,Y,) e Z = (Z1,...,Z,)T as

solucions respectivas de

q
Yi=y+hy agf(t+ehY), i=1,..4q
j=1

q
Zi = Z‘l‘hzaijf(t‘l-th,Zj), 1= 1,... ,q

j=1
(é dicir, Y = g(t,y,h) e Z = g(t, z, h)).
Asi,
q
Yi—Z; :y_ZhZaij [f(t—Fth,Yj)—f(t—Fth,Zj)}, 1=1,...q.
7=1
Enton,
q q
IY: = Zill < ly = 2 + ALY lail|Y; = Zill < ly =z + RL | D laggl | IY = Z]loo
j=1 Jj=1

o que implica que
q
_ — ‘ 7 < _ < . _ <
IV = Zle = 5 = 20 < =l + 0L { gt Dol | 1Y~ 21 <
J:
ly = 2ll + P*LI[ Alloo Y = Z]| -

Polo tanto, obtemos que
(1 =h"Ll|Alloc) IY = Zloo < [ly — 2|l

e como 1 — h*L||A|lcc > 0

lg(t,y, h) = g(t 2. Bl = [[Y = Zloo < 17— ly — zll, Vy,z € R™.

N
h*L|| Al|o
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Lema 2.15. A funcidn ¢¢ definida por e é continua.

Demostracion. Dado que ¢y cumpre (2.17) e que f é continua, para probar a continuidade de
¢ é suficiente con probar que a funcion g dada por (2.16]) é continua.
Definamos

B:(t,y,h,Y) € [to, to +T] x R™ x [0, h*] x (R™)? — S(t,y,h,Y) € (R™),

Bl(ta Y, h7 Y) =Yy + h Z?:l al]f(t + th7 Yr])a 1= 1) -y q

(2.18)

Pola definicién de g, a ecuacion Y = g(t,y, h) equivale a Y = 5(t,y,h,Y). O razoamento efec-

tuado na demostraciéon do lema [2.12] proba que de feito S cumpre a condicién de Lipschitz
H,B(t, Y, h7 Y)_/B(t7 Y, h7 Z)H < h*LHAHOOHY_ZHOCM VY, Z e (Rm)q7 v(tv Y, h) S [t()? t0+T] xR™x [07 h*]

onde h* > 0 é tal que h*L||A]|c < 1.
Enton, 8 é unha contraccion respecto de Y uniforme en (¢,y, h); ademais § é continua xa que f

é continua.

Sexa (t,7,h) € [to,to + T] x R™ x [0, h*]. Vexamos que g é continua no devandito punto, para
iso consideremos outro punto (t,y, h) € [to,to + T] x R™ x [0, h*]. Denotemos por Y = g(£, 7, h)
e Y = g(t,y, h), en consecuencia tense que Y = B(£,7,h,Y) e Y = B(t,y,h,Y). Logo,

Y_Yzﬁ(t7y7h7y> _B(ﬂgahay) :/8<t7y7h7Y) _B(t7y7h7}7> +6(t7y7h7}7) _/8(5757717?)
Asi,

o que implica que
e dado que 1 — h*L||A||oc > 0,

- 1
Y V]| ———

Como 3 ¢ continua en (,7, h,Y), dado calquera ¢ > 0 existe § > 0 tal que si

entén

18,5, 8, Y) = B(E, 5,7, Y )|loo <& (1 —h"L||Allos) ,
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e tendo en conta a desigualdade (2.19)

por tanto g é continua no punto (£, 7, k). Dado que (£,%, h) é un punto arbitrario de [tg, tg + 1] x
R™ x [0,h*], g é continua. O

Teorema 2.16. Todos os métodos Runge-Kutta son estables.

Demostracion. En virtude do lema e do lema sabemos que a funcion ¢y definida por
(2.10) e (2.11) é continua e globalmente lipschitziana respecto de y, uniformemente en ¢ e h.
En consecuencia, verificanse as hipoteses do lema [1.7], polo que podemos afirmar que todos os

métodos Runge-Kutta son estables. O

Corolario 2.17. Todos os métodos Runge-Kutta consistentes son converzentes.

Demostracion. Polo teorema sabemos que todos os métodos Runge-Kutta son estables. En
consecuencia, empregando o teoremal(l.9 chegamos a conclusion de que todo método Runge-Kutta

consistente é converxente. ]

2.7. Propiedades da funciéon incremento (II). Regularidade da

funcién incremento

Nesta seccion supofieremos h*L|| A o< 1 e 2h* maxi<j<q|cj| < 6. Isto permite definir
B:to—h* to+ T + h*] x R™ x [-h*, h*] x (R™)? — (R™)? por medio da ecuacion (2.18]).

Lema 2.18. Se f € C*([tg — 61,t0 + T + 1] x R™;R™) entdn a funcidn ¢; definida por
e verifica que g5 € C*([to,to + T) x R™ x [0, h*); R™).

Demostracion. En virtude de para probar que ¢5 € C*([tg, tg + T] x R™ x [0, h*];R™)
¢ suficiente probar que a funcién g dada por verifica que g € C*([to,to + T] x R™ x
0,1 (R™)9).

Pola definicion de g e da funcién 8, dada por (2.18), Y = g(t,y, h) equivale a que

Y — B(t,y,h,Y) =0.

Imos considerar F'(t,y,h,Y) =Y — 5(t,y, h,Y).
Dado que f € C*([tg — 61,to + T + 61] x R™; R™), tense que 8 € CF([tg — h*, to+ T+ h*] x R™ x
[—h*, h*] x (R™)7; (R™)9) e por tanto ' € C*([tg,to + T] x R™ x [=h*, h*] x (R™)7; (R™)9).

Consideremos agora t € [to,to +T], 4 € R™, h € [0,h*) e Y = g(f,9,h). Vexamos que
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DyF(t,5,h,Y) € Mmgxmq(R) & invertible.
Por definicién de F, Dy F(t,5,h,Y) = Img — Dy B(£, 4, h,Y) € Mpmgsmq(R). Esta tltima matriz

ten unha estrutura por bloques de tamafio m x m, onde os bloques estan dados por
- - Of -5 .
[Dyﬁ(tvyv}hy)]il :hail@(t+clhvn)a 1<4,1 <gq.

Entoén, en virtude dos lemas e

Iy3(0.5: 1.V s H[ 5G6.3h V]ll < P i me (t+ i, V)|
— d —
< hL mix Z ai] = Lh|| Ao < 1
dado que h € [0,h*) e h*L||A|ls < 1, donde usamos a notacién ||.|| (respectivamente ||.||oo) para
denotar a norma en M, xm(R) (respectivamente M,qxmq(R)) subordinada & norma ||.|| de R™

(respectivamente & norma ||.||o de (R™)? introducida na seccién [2.6). En consecuencia, a matriz

D,F(t,y, h,Y) é non singular e facendo uso do Teorema da Funcién Implicita podemos dicir que

g € C([to, to + T] x R™ x [0, h*); (R™)9).

2.8. Condiciéns de orde dos métodos Runge-Kutta

Teorema 2.19. Unha condicion necesaria e suficiente para que un método Runge-Kutta sexa
polo menos de orde 1 é bTe = 1. Unha condicion necesaria e suficiente para que un método

Runge-Kutta sexa polo menos de orde 2 é bTe =1 e bT'Ce = b Ae = %

Demostracion. Por 1 e D podemos escribir ¢¢(t,y;0) = ?:1 bif(t,y). O teoremam
dinos que un método é de polo menos orde 1 se, e s6 se, ¢f(t,y;0) = f(t,y) Vt € [0,T], Yy € R™

0 que equivale a que 23:1 bj = ble =1.
Ademais, deducimos de (2.10)) e (2.11]) as relacions

Y; )

o ;amf(t-i—c]h,Y] —i—hZa,]ah [f(t + ¢, Y5)]
d¢ aY;
FGE Zchth(t—kcth +ZbDyft+clh Yi) o

=1 =1
e por tanto

dY; d
Oh |h=0 Za”f (t:y)
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amho EZbQDJty-+§: b§:my D, f(t.y)f(t.y).

=1

Temos que
8d> 1 1
t, W (t,y) = =D f(t —D,(t t
para calquera funcién f(f,y) continuamente derivable se, e s6 se, Y ¢ bic; = W'Ce = % e
;1:1 (bl Z?’:l aij> = bTAe = % O

Observacion 2.20. A condicidon necesaria e suficiente para que un método Runge-Kutta sexa
polo menos de orde 1 coincide coa condicién necesaria e suficiente para que sexa consistente. En

consecuencia, un método Runge-Kutta é consistente se, e s6 se, é polo menos de orde 1.

Exemplo 2.21. Consideremos o método Runge-Kutta uniparamétrico de ddas etapas xa visto
no exemplo 2.3 Da sta taboa de Butcher obtemos que

0 0 0 0
_ T _ 11 T _ _
A—(a 0),1) —(1—@ %),c —<0 a)eC-(O a>
Vexamos se se cumpren as condiciéns de orde dadas polo teorema [2.19

ple — (1_% i) (1)—1

bCe=(1- 5 o) (8 2) (D _

0 0\ (1
brae=(1- 4 &) =
@ =/ \a 0)\1
Polo tanto, en virtude do teorema [2.19] podemos dicir que este método é polo menos de orde 2
para todo o € R\ {0}.

Outra forma de ver isto (pero s6 para EDOs escalares), poderia ser partir de que estamos ante

D=

N[

un método explicito de duas etapas que cumpre a condiciéon de filas, xa que

(-0

e como se cumpren as condiciéns de orde dadas polo lema [2.10
bl—l-bz_l—f—i-za—l
bQCQ = %Oé = %

podemos dicir que o método é de orde 2 para EDOs escalares, para todo o € R\ {0}.

Teorema 2.22. Suporiamos que Ae=Ce; unha condicidn necesaria e suficiente para que un méto-
do Runge-Kutta sexa de polo menos orde 3 escribese b'e =1, b1 Ce = %, b C2%e = %, W' ACe = %
Para que o método sexa de polo menos orde 4 € necesario e suficiente ter ademais que

' CBe = i,bTAC'Ze = 12,bTA2C’e = —4 e b'CACe = 1
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Demostracion. Facemos a demostraciéon para a orde 4. Sexa

Tog1 = y(tns1) —y(tn) — hd)f(tm Y(tn); h).

Polas condicions (|1.19), para que un método sexa polo menos de orde p, é necesario e suficiente

que para calquera solucion y(t) de y/(t) = f(t,y(y,t)) tefiamos

Tpi1 = O(RPTh).

Sexa zp4, © =1,...,¢, a solucién do sistema
q
Zn,i = Y(tn) + hzaijf(tn,j, Znyg)s E=1,..,6; (2.20)
j=1

(esta solucion existe para h € [0, h*]); temos a partir de (2.9) e (2.10)

q
Toi1 = y(tnsr) = y(tn) = h Y bif (tnjs 20 ) (2.21)
j=1

Por outro lado, segin a férmula de Taylor, temos

1 1 1
Y(tni1) = y(tn + 1) = y(tn) + hy/ (tn) + ihgy”(tn) + gh?’y”’(tn) + Ih‘*y(‘” (tn) + O(h%)

1 1
Y (tn;) = (tn + c;h) = ¥/ (tn) + hejy” (t) + ahQC?y/"(tn) + §hgc?y(4) (t,) + O(hY)

entén
Y(tns1) — thjy (tn;) = h 1—Zb Y (tn) + h? f—Zbc] Y (t,)+
Ml <
Zb] 2y () + i Z;bjc;’% yD(t,) + O(h°) (2.22)
=
Sumando e restando h Z Y/ (tn,;) no segundo membro de , e usando e
Y (tng) = ftng, yY(tn,)) (2.23)

dedtcese que

1
Tpy1 = th (tntjs Y(tnts)) — Ftnsgs 2nsg)] + 0 (1 —0T€) ¥/ (t,) + h? <2 - bTCe> Yy (tn)+

2 6

Vamos a obter algunhas das condicidéns necesarias para que un método sexa de orde 4. Para iso,

h (3 b C%e ) y" (tn) + m <411 - ch%) Yy (t,) + O(h°). (2.24)

tomamos sucesivamente f(t,y) = kt" ' e y(t) =t*, k=1,2,3,4.
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Para k = 1, T,11 = h(1 — bTe) + O(h®); por tanto T, 1 = O(Rh®) se, e 56 se, ble = 1.
Supofiamos que se cumpre esta condicion. Enton, para k = 2, Ty, 11 = 2h? (% — bTC’e) + O(h®);
por tanto T}, 1 = O(h%) se, e s6 se, b/ Ce = %

Supofiamos que se cumpren as condiciéns ble =1 e b7 Ce = % Entén, para k = 3,

Tyl = 6h3 (3 = bTC%) + O(h?), logo T 41 = O(RP) se, e s6 se, bTC?%e = 1.

Supofniamos que se cumpren b’ e = 1, b1 Ce = % e b''C%e = % Entoén, para k = 4,

Thi1 = 24h ( —bT'CBe ) 4+ O(Rh®); por tanto, T, 1 = O(h®) se, e 56 se, b1 C3e = %.

Asi, obtemos que unhas condiciéns necesarias para que o método sexa polo menos de orde 4 é

que tenamos . ) .
5 = bTC€, g = bT02€, Z = bTCSC. (225)

Suponendo que se cumpren estas condicions, a ecuacion (2.24) reducese a

1=0b"e,

Thy1=nh Z b nja J)) - f(tmjv zn,j)] + O(h5)' (2.26)

Utilizando de novo a formula de Taylor temos

Y(tni) = y(tn + cih) = y(tn) + heiy' (tn) + 3h2cFy" (ta) + gh3cly” (ta) + O(h*)

Y (tng) =9 (tn + cjh) =y (tn) + hejy (tn) + 1h2 Ty (tn) + O(h?’)

Sy iy (tng) = (S i) o/ (ta) + 1 (zjzl aijcj) Y () + 15 (S0 0i53) " () + OF)
polo que, dado que Ae=Ce

Y(tns) = y(ta)+h { 21 iy (tng) = h (L2, az-jcj)y"@n) — (S aed) 5" (k) + O(h®) b+
1h2 2001 (t,) + & Ln3e3y" (t,) +O(R*) = y(t )+hZ] 1 a5y (tn, —22] 1awcj>y (tn)+
- (ci ~3%0, aijcj) Y (ta) + o<h4>

Entén, restando e usando , resulta

\_/
+
m‘i
TR
Ko

Y(tni) — —hZaU n,j> Y Nj))_f(tn,jvznyj)]"‘* G _QZG’UCJ "(tn)

h3
Ly P _32% & |y (ta) + O(R). (2.27)

Utilizando a desigualdade (que é consecuencia da lipschitzianidade (2.1)))

1S (g Y () = f(tngs 2ng) | < Llly(Eng) = 24l (2.28)
obtemos
q
ly(tn) = zall < BL D laijllly(tng) = zagll | +O(R?)
j=1
enton,

0 [9(tn) = 2l < WAL (s s 05)1 ) +002)

1<i<q
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o que implica que
(1 — Lh[|Alloo) méx [ly(tn:) — 2nsll < O(h?)
1<i<q

e en consecuencia

1
P —
— Lh[ Al

xa que 0 < h <h* e Lh*|| Al < 1. Usando agora (2.28)) e (2.29)) en (2.27)), resulta

i y(t.0) — o(h?) < mow?) —om)  (229)

Y(tni) — Zni = — 22(1”0] Y+ O3, i=1,...,q; (2.30)
denotando ¢(t) = D, f(t,y(t)) e utilizando a férmula de Taylor,

f(tn,ja Zn,j) = f(tn n,js Y ( )) +D ( 7,55 y(tn,j))(zn,j - y(tn,j)) + O(Hy(tn,j) - Zn,sz)
asi, debido a

(s Y(tn)) = f(tngs 2n) = 9(tng) (Yt ) = 2n5) + O(RY) =
9t + O(M)(y(tng) = 2ng) + O(h) = g(tn) (y(tng) = 2ng) + O(R?).
Insertando isto en , obtemos

q 2 q
h
Y(tni) = 2ni =Y aij [g(tn) (Y(tns) — 2ny) + O(R®)] + 5 =2 age; |y (ta)+
; st
h3 3 : 2 "n 4
ra G 3 E aijej | ¥ (tn) + O(R%)

j=1

e usando agora ([2.25)) para substituir os vectores y(ty ;) € 2, ; que aparecen no segundo membro,

resulta
h < h? ”
Y(tni) — Zni = 5 Z a;jg(tn) c -2 Z aijar | Y (t) + 5 2 —2 Z aijcj | y" (tn)+
j=1 J=1
h? <
“ =3 ai;c | ¥ (tn) + O(hY) (2.31)

Volvendo a (2.26]) obtemos

Thy1 = th Dy f(tn,j: y(tnj))W(tng) — 2n3) + O(ly(tn), 2n,; 2)] =

h Z big(tn.) (Y(tnj) — 2n5) + O(h?)
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donde a ultima igualdade se debe a ([2.30). Utilizando agora a formula de Taylor
9(tng) = gltn + cjh) = g(tn) + hejg (tn) + O(h?)
temos que

q q
To1=h Y bigltn) (tng) = 2ng) +1° Y bicig (tn)(Y(tng) — 2nj) + O(RP).
j=1 j=1

Utilizando (2.31)) na primeira suma e (2.30) na segunda deducimos que

3 4

Ty = %g(tn)y”(tn)(bTC’Qe _ T ACe) + %@(tn))?y”(tn)(buo?e T A2Ce)+

4 4
%g(tn)y”’(tn)(bT036 —3bT AC?%e) + %g’(tn)y"(tn)(bTC’3e — 20T C ACe) + O(hd).

Por tanto, para que o método sexa polo menos de orde 4, é suficiente que
bI'C?%e = 20T ACe, bT AC?e = 20T A2Ce (2.32)
b7 CB3e — 36T AC2e, BT C3e — 26T C ACe '

Vexamos que estas condiciéns son necesarias.

Tomando f(t,y) =y + 2t — 12 e y(t) = 12, temos que g(t) = 1, polo que
T = W3 (0T C%e — 20T ACe) + h*(bT AC?e — 20T A%Ce) + O(hP);
e para que o método sexa polo menos de orde 4 debemos ter
bI'C?%e = 267 ACe e bT AC?e = 2bT A%Ce. (2.33)

Suponamos que estas condiciéns se cumpren.

Tomando f(t,y) =y + 3t2 — 3 e y(t) = 3, temos g(t) = 1, polo que
Ty = W07 C3e — 36T AC?e) + O(RP);
para que o método sexa polo menos de orde 4 é necesario, polo tanto, ter ademais
b C3e = 3bT AC?e.
Supofiamos que e esta condicién se cumpren.
Tomando agora f(t,y) =ty + 2t —t3 e y(t) = t2, de onde ¢'(t) = 1, polo que
Tp1 = WA (T C3e — 26T CACe) + O(hY)
entén, para que o método sexa de polo menos orde 4, debemos ter
b CPe = 20T C ACe.

Todas as condicions (2.32)) son por tanto necesarias para que o método sexa de orde 4.
Concluimos que as condicions (2.25) e (2.32) son condicions necesarias e suficientes para que o

método sexa de polo menos orde 4, co que queda probado o lema. O
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Exemplo 2.23. Consideremos o método Runge-Kutta clasico visto no exemplo [2.4] Da sia

tdboa de Butcher obtemos que

0 0 0O 0 0 0O
1 1
5 0 00 0 5 00
A=|2 bT:(; 2 2 1) CT:((); 1 1)ec: 2
) 6 6 6 6) 2 2 1
0 3 00 00410
0 010 0 0 01
E facil comprobar que se cumpre a condicién de filas e as condiciéons bTe = 1, b7 Ce = %,
bl C?%e = %, bl ACe = %, W' CBe = %, b AC?e = 1—12, bl A%Ce = i e b'CACe = %. Polo tanto,

en virtude do teorema podemos dicir que o método é polo menos de orde 4.



Capitulo 3
Estabilidade numérica

Neste capitulo imos abordar algtins aspectos tedricos relativos a estabilidade numérica dos
métodos Runge-Kutta. Esencialmente, o estudo da estabilidade numérica dun método consiste en
analizar se o método xera soluciéns numéricas acotadas cando se aplica a problemas con solucién

exacta acotada.

Limitamonos a estudar problemas escalares da forma v’ = Ay, con A\ € C, e problemas
vectoriais da forma y' = By, con B € My, xm(R) diagonalizable. Isto é o que se cofiece como o

estudo da estabilidade numeérica lineal.

Para maior claridade imos considerar os métodos de Euler explicito e implicito antes de

abordar os métodos Runge-Kutta.

As referencias usadas ao longo deste capitulo foron [4] e [I].

3.1. Introducién a estabilidade numeérica lineal

Consideramos o problema de valor inicial escalar

{y’(t) = Ay, con X € C, (3.1a)
y(0) =neC,

onde (3.1a) é a denominada ecuacion de Dahlquist. O problema (3.1 ten soluciéon exacta
y(t) = ne™, (3:2)

por tanto,
ly()] = [nle M. (3-3)

37
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Suponiamos que 1 # 0, en caso contrario estariamos ante un caso trivial. Imos distinguir tres

CasSos:

1. Se ReX > 0 temos que |y(t)| /* 400 exponencialmente cando ¢t — +oo. Polo tanto, estamos

ante un problema inestable.

2. Se ReA = 0 enton |y(t)| = n para todo t € [0, oo]. Neste caso, podemos dicir que o problema

é estable.

3. Se ReX < 0, enton |y(t)| \( 0 exponencialmente cando ¢ — +oo. Aqui, diremos que existe

estabilidade asintoética.

Obsérvese que se Re < 0 a solucion (3.2) esta acotada en [0,00). O que queremos, e que ao
aplicar un método numeérico a EDO (3.1al), a soluciéon numérica {y,}.- , esté acotada.

3.1.1. Meétodo de Euler explicito

Ao aplicar o método de Euler Explicito
Ynt+l = Yn + hf(tna yn)

a4 EDO (3.1a]) obtemos que

Yn+1 = Yn + hAyp = (L + hA)yn, n > 0. (3.4)

A expresion explicita de y,, é
Yn = (1 + hA)"yo, Yn >0,

€ en consecuencia

[Yn| = [T+ hA|"|yol.

Suponiamos que gy # 0, en caso contrario estarfamos ante un caso trivial. Enton, a solucion

numérica {y,} -, esta acotada se, e s se, |1+ hA| < 1.

En xeral, ao aplicar un meétodo dun paso a ecuacion (3.1al), obtense unha relacion da forma
Ynt1 = R(AA)yn, h >0, (3.5)

onde R = R(z) é unha funciéon da variable complexa z = h\, que depende do método concreto

e que se denomina funcidn de estabilidade (ou factor de amplificacion) do método.
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De (3.9) deducese que
yn = (R(hA)" yo, n = 0.

o0

n—o estd acotada se, e s6 se, hA € &7,

Por tanto, suponendo yy # 0, a soluciéon numeérica {yy, }

onde

o ={z€CJ|R(z)| < 1}.

O conxunto & chamase rezidn de estabilidade absoluta do método.

Notese que de (3.4) deducese que a funcion de estabilidade do método de Euler explicito,

Rpp, estd dada por

REE(Z) =1+ z.

A rexién de estabilidade absoluta do método de Euler explicito &€ o conxunto

%EE:{ZEC/|1+Z|S1}: (—1,1)

C o =i H"‘a .
4 b
,’/ \\
[1+z|<1 \
)
II.'
I’ T
\ 1 o
|
I|'|
\'\
\‘ /
b /,I’
A P
ol - -’_/,/
— -

Figura 3.1: Rexién de estabilidade absoluta para o método de Fuler explicito. Recuperado de

http://wmatem.eis.uva.es/ jesroj/mateml/Curso/Cap08b_Esquema.pdf

Vexamos agora uns casos particulares, para ver para que valores de h o método de Euler

explicito xera soluciéns numéricas acotadas.

CASO 1: A€ R, A < 0.
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Consideremos o intervalo de estabilidade absoluta I = &/ NR. A solucién numérica {y,} -,

estara acotada se, e 86 se, hA € I, o que equivale a que —2 < hA < 0.
A segunda desigualdade é certa, xa que h > 0 e A < 0. Imponamos a primeira

2
—2§h/\<:>22—h/\:h]/\]<:>hgm.

2

Por tanto, {y,} -, esta acotada se, e 36 se, h < B

n=0

cando A é grande.

. Esta restricién obriga a tomar h pequeno

CASO 2: A € C con ReX < 0.

Neste caso tense que

—2Re)

1+ k) <1< (1+hReX)?+ (hImM\)? <1< 2hRed+h2N\? <0 h < e

Esta restricién pode obrigar a tomar h pequeno, por exemplo, se a parte imaxinaria de A é

grande.

Observemos que hai que restrinxirse a h pequeno para que haxa acotacién da solucién nu-

meérica.

3.1.2. Meétodo de Euler Implicito

Ao aplicar o método de Euler implicito

Yn+1 = Yn + hf(tn+17 yn+1)7

a4 EDO (3.1a]) resulta

Yntl = Yn + hAYny1, n >0

e polo tanto, |

Yn+1 = myn'
Entén, a funcién de estabilidade do método de Euler implicito é

1
1—2"

Rgi(z) =

o0

A solucién numérica {y,},—,

estara acotada se, e s6 se, z € &g onde

olpr = {z € C/|Rpr(2)] < 1} = { e/l < 1} —{:eC/1<[1-2]} =C\D(L,1)
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Figura 3.2: Rexion de estabilidade absoluta para o método de Euler implicito. Recuperado de

http://wmatem.eis.uva.es/ jesroj/mateml/Curso/CapO8b_Esquema.pdf

Definicion 3.1. Un método numérico é o7 -estable se a sta rexiéon de estabilidade absoluta

contén todo o semiplano esquerdo do plano complexo, é dicir, se

C™:={2€C/Rez <0} C &.

Dado que C~ C @/g; 0 método de Euler implicito é o7-estable.

Se un método é o7-estable, entén para todo A € C con ReX < 0 tense que hA € & para
calquera h > 0. Polo tanto, un método «7-estable aplicado & ecuacion (3.1a)) con Rel < 0, xera

sempre soluciéons numéricas acotadas, sen necesidade de que o paso h sexa pequeno.

Isto sucede, en particular, para o método de Euler implicito.

3.2. Sistemas lineais

3.2.1. Problema continuo

Consideramos o sistema lineal
y'(t) = By, (3.6a)
y(0) =n € R™, (3.6b)

con B € My, «m(R) diagonalizable. Por tanto, existe P € My, xm(C) non singular e existe unha
matriz diagonal A = diag(\1, ..., \n) tal que P~'BP = A, ou equivalentemente, B = PAP~!.
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Entén, podemos escribir (3.6af) como
y' = PAP 'y,
ou, equivalentemente,
P~Yy = AP ly.
Como P é constante, é dicir, non depende do tempo

(P_ly) = AP 1y.

Se consideramos w = P~ 'y, podemos escribir o sistema lineal

w' = Aw

(3.7)
w(0) = P~ 1n

e dado que A é unha matriz diagonal, chegamos a m problemas escalares que involucran &
ecuacién de Dahlquist:
/
w; = )\iwi

w;i(0) = [P~ 'n],

1

(3.8)

onde 1 <i<m.

Polo tanto, y(t) estara acotada en [0, 00) se, e 6 se, w(t) esta acotada en [0, 00), 0 que equivale

a que w;(t) esta acotada para todo i = 1,...,m.

En consecuencia, y(t) estara acotada en [0,00) para toda condicion inicial n € R™ se, e s6
se, Re(\;) < 0 para todo 1 <i < m.

3.2.2. Problema discreto

En primeiro lugar, queremos probar é que existe conmutatividade entre aplicarlle o0 método
de Euler explicito ao problema diagonalizado (3.7) e aplicar primeiro dito método ao problema

(3.6) e a continuacion diagonalizar o esquema numérico.

Cabe destacar, que ainda que s6 o imos facer para o método de Euler explicito, sucederia o

mesmo no caso de FEuler implicito, sendo o proceso analogo.

Se a ({3.6)) lle aplicamos o método de Euler explicito obtemos
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Agora, diagonalizamos (3.9 introducindo os vectores w,, = P71y, e obtemos

Wn+1—Wn — AUJ ,
g " (3.10)
wo = P,
que coincide co resultado de aplicar a (3.7) o método de Euler explicito.
Se desacoplamos (3.10]) obtemos
(wn+1)i7(wn)i — A W .
g i(un)i (3.11)

(wo)i = [P~ '),

para todo i = 1,...,n. Isto tamén se pode obter aplicandolle a (3.8]) o método de Euler explicito.

3.3. Meétodos Runge-Kutta

Imos aplicar & ecuacién de Dahlquist (3.1a)) o método Runge-Kutta xeral (2.2)) (que se pode
escribir de forma equivalente como ([2.3))) para obter

Yn+1 = Rric (RN yn.

Vexamos isto, antes de comezar, para un método Runge-Kutta concreto.

Exemplo 3.2. Consideremos o método de Fuler modificado, cuxa tdboa de Butcher é

0|0 O
1] 1
313 0
0 1
Temos que
Yn,1 = Yn

Yn2 = Yn + shf(tn1, Yn,1)

Yn+1 = Yn + hf(tn2, Yn2)

Comparando e temos que f(¢,y) = Ay polo que nos queda
Yn,1 = Yn

Yn2 = Yn + 3hAyn1 = (14 3hA) yn

Y1 = Un + hAn2 = yn + BA (14 2hA) o = (1 + R+ %) Un
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Polo tanto, a funcién de estabilidade do método de Euler modificado é

2

z
Reym(z) = 1—|—z~l—?.

Abordamos agora a obtencién da funcién de estabilidade para o método Runge-Kutta xeral

(3.1). Aplicando o método & ecuacion (3.1a)) obtemos

Yn+l = Yn + h Zgzl bz)\yn,l
onde (3.12)

Un,i = Yn + hzg:1 aij/\yn,j, 7 = 1, ey q
Ponendo z = hA € C, podemos escribir (3.15]) como

Yn+l =Yn + 2 23:1 biyn,i
onde (3.13)

Yni = Yn + zzjq‘:l Ai5Yn,j, 1=1,...,q

Introducindo Y, = (Yn1,-.,Yng)] € RY e recordando a notacion e = (1,...,1)T € RY,
podemos escribir (3.16]) da forma

yn-i—l - yn + ZbTYn
onde Y,, satisfai (3.14)
Y, = yne + zAY,

de onde se obtén, dado que Y, — zAY,, = ype, ¢ dicir, Y, = (I — zA) " ly,e que
Ynt1 = Yn [L+ 207 (I — zA) el , (3.15)

onde I é a matriz identidade de dimensiéon ¢ x ¢. A funcién de estabilidade estd dada polo tanto
por
Rri(z) =14 26T (I — zA) e,

Mostraremos agora unha forma alternativa da funcién de estabilidade. Imos desenvolver a

sta deduciéon para o caso g = 2, pero pode extenderse ao caso xeral de calquera valor de q.

Escribimos (3.16]) como

1—-za;1 —zai2 0 Yn,1 Yn
—zai2 1—=zaz 0 Yn2 | = | Un

—zby —zby 1 Yn+1 Yn
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Imos calcular a solucién para y,11 aplicando a regra de Cramer. Consideramos para iso

1—za11 —zai2 Yn 1—za11 —zais O
N=det | —zax1 1—-za2 yn|, D=det| —zaja 1—zaxn 0

—zby —2zby UYn —zb —zby 1

Facendo contas elementais sobre IV chégase a que

1— za11 + zbt —zayg + zby 0
N =det| —zajg+2b1 1—zag+2by, O

— Zb1 — Zb2 Yn
Enton, podemos escribir

D =det(I — zA) e N = det(I — zA + zeb )y,

Por tanto, pola regra de Cramer

N det(I — zA + zeb")
Ynt+1 = 5 = Yn-
D det(I — zA)

Obtemos asi, que a funcion de estabilidade do método Runge-Kutta xeral (2.1)) é

det(I — zA + zeb!)

Rric(z) = det(I — zA)

(3.16)

No caso dun método Runge-Kutta explicito de q etapas, por ser A matriz triangular inferior,
temos por unha parte que det(I — zA) = 1. Por outra parte, tense que det(I — zA + zeb’ ) non é

constante e é un polinomio de grado < q.

En consecuencia,
lim ’RERK<Z)| = 400,
|z] =400
zeC

onde Rgri denota a funcién de estabilidade.

Entén, para M > 0 suficientemente grande, tense que

’Z‘ > M = ‘RERK(Z)| > 1,

é dicir, C\ D(0,M) C C\ @grk, onde @rrx denota a rexion de estabilidade do método
Runge-Kutta explicito. Posto que para todo M > 0, C™ N <(C\D(T]\/[)> # (), temos que
C N (C\ Igrk) # 0, é dicir, C- ¢ prk. Probamos asi que ningtin método Runge-Kutta
explicito é o7 -estable.
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Consideremos agora un método Runge-Kutta explicito de orde p. Recordemos que entén

T, = O(hP™).
Ademais pola observacion , baixo a hipotese de localizacion y(t,—1) = yn—1 tense que
T, =y(tn) — Un- (3.17)

Enton, considerando (3.1)) e pola definicién de funcion de estabilidade

gn = (RERK(h)‘))ynfL (318)

Dado que
y(tn) — 776/\tn — nek(tn—1+h) — 776/\he)\tn_1 — e)\hy(tn—l)7 (319)

substituindo (3.18)) e (3.19) en (3.17)

Tn = " y(tn-1) — Rerk (h\)y(tn—1) = (eh’\ - RERK(h/\)> y(tn—_1) = O(RPTY).

Enton, como y(t,—1) esta fixo, tense que para todo A € C,

e"™ — Rpric(h\) = O(RPTY). (3.20)

Como Rgpri(z) € un cociente de dous polinomios temos unha funcion racional ben definida
nun entorno de cero xa que z = 0 non é raiz do polinomio do denominador. Polo tanto
e® — Rgri(z) € unha funcion holomorfa nun entorno de cero e facendo un desenvolvemento de
Taylor
e* — Rpri(2) = ap + a1z + agz® + ... + ap2? + O(zFTh). (3.21)

Se tomamos A € C fixo, z = Ah e comparamos (3.20) e (3.21) obtemos que ag = 0, a;\' = 0
para todo ¢ = 1,...,p. E considerando A # 0 necesariamente ap = a1 = ... = a, = 0.

Asi, obtemos que

6Z — RERK(Z) = O(Zerl)

e en consecuencia
Rerk(2) = €% + 0(2PT) (3.22)

Finalmente, se consideramos un método Runge-Kutta explicito de ¢ etapas e orde ¢ a stia
funcion de estabilidade, dada por (3.16)), vai quedar polinémica de grado ¢. Enton,

Rprk(2) = €* + O(|z|1M1),
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e necesariamente
22 z4
Rprk(2) = 1+z+§+-~+a (3.23)

que é o polinomio de Taylor de grado ¢ da funcién e® en torno & orixe.

Sabese que s6 existen métodos Runge-Kutta explicitos con orde igual a ¢, ou nimero de
etapas, para 1 < g < 4 (véxase, por exemplo, [4]). Asi pois, fixado ¢ € {1,2,3,4}, todos os
métodos Runge-Kutta explicitos de g etapas con orde ¢ tefien a mesma funcion de estabilidade,

que é a dada por (3.23)) e, por tanto, a mesma rexién de estabilidade absoluta.

Exemplo 3.3. Imos considerar o método DIRK xa visto no exemplo Aplicando a formulacion
en yn; do método & EDO (3.1a)), obtemos o seguinte:
en primeiro lugar,

1
Yn,1 = Yn + Zh)\yn,ly

por tanto
4

Yn,1 = m?/n
Seguidamente, ) )
Yn,2 = Yn + ih)\yn,l + ZhAyn,%

facendo contas e substituindo y,_ 1, obtemos que

16+ 4hA

Por ultimo, temos que

1
Yn+1 = Yn + §hA (yn,l + yn,Q) ’

se substituimos nesta ecuacion y, 1 e yp 2 chégase a que

C(4+ R
Yn+1 = 4— h\ Yn-

Por tanto, a funcion de estabilidade absoluta do método DIRK é

R(z) = (ifj) .

Calculemos agora a rexion de estabilidade absoluta.

4JrZ|2<1

<1
RE) <1 e |7 <

Considerando z = a + bt e facendo unha serie de célculos obtense que a desigualdade anterior

equivale a que a < 0. Polo tanto, a rexiéon de estabilidade absoluta do método é
o (z) ={z € C/Re(z) < 0}.

Como C~ C &/ (z) podemos dicir que o método DIRK ¢é o/-estable.
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3.3.1. Aplicaciéon dos métodos Runge-Kutta a un sistema lineal

Retomamos a notacién e as hipoteses da seccion [3.2]

Imos probar agora que se aplicamos un método Runge-Kutta ao problema e despois
diagonalizamos o esquema numérico, obtemos o esquema que resulta de aplicar o método Runge-
Kutta ao problema . Consideremos, en primeiro lugar, o método Runge-Kutta xeral .
Aplicandolle o0 método & ecuacion resulta

Yntl =Yn + N Zgzl bikn,i
onde (3.24)

kn,i =B (yn + hzgzl CLZ‘jknJ‘) ,t=1,...,q

Definimos w;, e l,,; mediante

Yn = Pwy e ky; = Ply;, i =1,...,q.

Substituindo y, e ky; en 1} e multiplicando por P~! temos

Wpt1 = Wy + h Zgzl biln,i
onde (3.25)

lnﬂ‘ =A [wn + hZ?:l a@-jln,j] ,1=1,...,q

o cal é exactamente o resultado que obteriamos ao aplicar o método ao sistema . En
consecuencia, o estudo da estabilidade numérica dun método Runge-Kutta aplicado ao sistema
rediicese ao da estabilidade numeérica de dito método aplicando a cada unha das EDOs
escalares (a0 igual que vimos no caso do método de Euler explicito).



Anexo A
Alguans resultados auxiliares

Lema A.l. Seza |.| unha norma en R™. Dendtase tamén con |.|| a correspondente norma
subordinada nas matrices m x m. Sezxa ||.|cc @ norma infinito producto en (R™)4. Dendtase
tamén por ||.|[oc a correspondente norma subordinada en M pq)x (mq)(R).

Sexa B € M(ymq)x(mq)(R) da forma

By - By

Bql .. qu

onde Bij € My,xm(R) para todo i,5 =1, ...,q. Tense que
q
11 < o S5 (A1)
j:

Demostracion. Por definicion de norma subordinada

[Blloc = sup [[BY [

Ye(R™)4
1Y lo=1

Denotemos Y € (R™)4 por Y = (Yi,...,Y,)T onde Y; € R™ para todo j = 1,...,q. Entén,
podemos escribir, para todo Y € (R™)? con ||Y]|eo =1

q q q
1B < i { 01851 | < i Y1810 = { s S50 | (vl ) -
Jj=1 j=1 j=1
q q
i S Byl 17 = i B4,
7j=1 7=1
chegamos asi a que se verifica (A.1). O

49
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Lema A.2. Sexa ||.| unha norma en R™. Denotamos como ||.|| a correspondente norma subor-

dinada nas matrices.

Sexa ¥ : R™ — R™ unha funcion diferenciable que satisfai a condicion de Lipschitz

1W(y) — ) < Lly —y*ll, Vy,y" € R™;
enton | DY (y)|| < L para todo y € R™.

Demostracion. Sexa y € R™, entén

1D¥(y)l| = sup. 1DW(y)ell

(A.2)

llelloc=1
Tense que,
Uy + he) — U(y , Y(y+ he) — Uy
IDE()e] = i YOI =YD g PR = B)
—0 h
Por (A:2)
Y - v L
h—0 h |h

En consecuencia,
1D¥(y)ll = sup [[DU(y)e|| < L.

eceR
llelloo=1
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