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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Xeometria e Topoloxia, Departamento de Matematicas

Titulo: Estructuras conformes en geometria de Riemann y de Lorentz

Breve descricién do contido

El objetivo del trabajo es iniciar el estudio de la estructura conforme de una variedad pseudo-
Riemanniana con especial atencion a la curvatura a través de los tensores de Weyl y Cotton,

cuya anulacién caracteriza las métricas localmente conformemente llanas.

Recomendacions

Cursar la asignatura Variedades diferenciables del grado en Matemaéticas.

Outras observacions

El trabajo propuesto esta relacionado con el campo de la Relatividad General desde un punto

de vista matematico.
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Resumen

En este trabajo se obtienen condiciones necesarias y suficientes para garantizar el cardcter
localmente conformemente llano de una variedad Riemanniana o pseudo-Riemmaniana de di-
mension arbitraria finita. Tras introducir los tensores de Weyl y Cotton, se analiza cémo se
comportan frente a transformaciones conformes de la métrica y se muestra que su anulacién
caracteriza la existencia de un representante llano en la clase conforme local de la métrica con-
siderada. Finalmente se presentan algunos ejemplos de variedades localmente conformemente

llanas.

Abstract

In this work we obtain necessary and sufficient conditions to guarantee the local conformal
flatness of a Riemannian or pseudo-Riemannian manifold of finite arbitrary dimension. After
introducing the Weyl and Cotton tensors, we analyse how they behave under conformal trans-
formations and show that when they vanish, the existence of a flat representative in the local
conformal class of the considered metric is guaranteed. Finally, some examples of locally confor-

mally flat manifolds are presented.
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Introduccion

El concepto de métrica conforme permite definir una relaciéon de equivalencia sobre el con-
junto de todas las métricas que admite una variedad pseudo-Riemanniana. Las clases de equiva-
lencia correspondientes a una métrica pseudo-Riemanniana, denotadas como clases conformes,
estan constituidas por todas aquellas métricas que se diferencian, en cada punto, por un factor
de reescalamiento. Como consecuencia de la variaciéon de dicho coeficiente de unos puntos a
otros, dentro de una misma clase conforme pueden presentarse diferentes geometrias. No obs-
tante, existen propiedades que permanecen fijas dentro de una clase conforme, dando asi lugar

a invariantes conformes.

De un modo mas preciso, dos métricas g y g sobre una variedad M se dicen conformemente
equivalentes si existe entre ellas un difeomorfismo local conforme ¢ : M — M, de tal manera que

©*g = €2/ g para alguna funcién f diferenciable definida en un abierto U C M, f: U C M — R.

El carécter local de la conformidad es importante, ya que se diferencia en gran medida del
aspecto global. De hecho, cualquier esfera S™ admite métricas que son localmente conformemente
equivalentes a métricas llanas o de curvatura cero. Sin embargo, no puede existir ninguna métrica

globalmente en S™ con curvatura nula.

Por otra parte, toda superficie admite coordenadas locales (xl, xz) en las que la primera for-
ma fundamental admite una expresién local de la forma g = ¢ (:L‘l, x2) [dxl ®dz! +dz? ® d:nQ],
conocidas como coordenadas isotermas. En consecuencia, toda superficie contiene a una métrica
llana en su clase conforme, por lo que el estudio del cardcter localmente conformemente llano
de una variedad pseudo-Riemanniana se centra en dimensiones n > 3, separandose la situacién

3—dimensional de las demas dimensiones superiores.

Para dos métricas en la misma clase conforme, es posible relacionar sus conexiones de Levi-
Civita y, por tanto, sus tensores curvatura. Es en este contexto en el que se construyen dos
nuevos campos tensoriales que serdan invariantes conformes: el tensor de Weyl (en dimensiones

n > 4) y de Cotton (en dimensién n = 3).

Més precisamente, mostraremos cémo el tensor de Weyl, de tipo (1,3), es invariante por
transformaciones conformes de cualquier dimensién n > 4, con lo que su correspondiente tensor

tipo (0, 4) sera también invariante médulo el reescalado por el factor conforme. En cuanto al caso

XI



xii INTRODUCCION

de dimension n = 3, se vera como el tensor de Weyl es idénticamente nulo siempre, motivando
asi la definicién del tensor de Cotton, obtenido a partir de su divergencia, que también serd un

invariante conforme.

Una vez construidos ambos invariantes, se comprobard inmediatamente como han de anularse
si la clase conforme de la métrica considerada contiene otra de curvatura cero; esto es, si la
variedad dada es localmente conformemente llana. Mas concretamente, se pondra de manifiesto
cémo la anulacién de ambos invariantes es de hecho una condicién suficiente en el sentido de que
una variedad pseudo-Riemanniana sera localmente conformemente llana si y solo si su tensor de
Weyl (respectivamente, de Cotton) es idénticamente nulo en dimensién n > 4 (respectivamente,

en dimensién n = 3).

También es importante recalcar que el cardcter localmente conformemente llano de una
métrica dada es de especial relevancia en el estudio de la Relatividad General. La anulacién del
tensor de Weyl, permite construir una inversa para el operador traza permitiendo que toda la
curvatura de la variedad pueda estar determinada por el tensor de Ricci, siendo una consecuencia
de ello que las ecuaciones de campo de Einstein puedan proporcionar la maxima informacién

posible sobre la geometria del espacio subyacente.

Este trabajo esta estructurado como sigue. En el Capitulo 1, se presentan los preliminares
acerca de variedades y campos tensoriales necesarios para abordar el estudio de métricas pseudo-
Riemannianas. En el Capitulo 2, se introduce el concepto de métrica y variedad de Riemann asi
como aspectos troncales para el estudio de las mismas como son los isomorfismos musicales; el
concepto de conexion, imprescindible para dar sentido a la diferenciabilidad en una variedad y

brevemente la existencia de coordenadas normales.

En el capitulo 3 se motiva la definicién del tensor curvatura a partir de una caracterizacion
para variedades llanas, para después continuar definiendo cantidades de interés geométrico y

esenciales en el estudio de la curvatura de una variedad.

El cuarto capitulo estd dedicado a la construccién del tensor de Weyl, comenzando por
la definicién algebraica de tensor curvatura y la introduccién de conceptos auxiliares como el

producto de Kulkarni-Nomizu y el tensor de Schouten.

En el quinto capitulo se analizara el estudio de las transformaciones localmente conformes
sobre métricas pseudo-Riemannianas, para motivar asi la aparicién del invariante conforme local

en dimension n = 3, el tensor de Cotton.

El capitulo 6 estd exclusivamente dedicado a la caracterizacion de la conformidad local lla-
na, con especial énfasis en el caso de dimensién n > 3, a través del Teorema de Weyl-Schouten;
mientras que, en el séptimo y tltimo capitulo se construirdan ejemplos de variedades que admi-
ten métricas localmente conformemente llanas como es el caso de las variedades de curvatura

seccional constante o casos especiales de variedades resultantes de un producto deformado.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos las nociones de geometria diferencial necesarias para la
correcta comprension de los siguientes capitulos ademas de fijar la notacion que se usara a lo

largo de todo el trabajo.

Para poder definir una variedad de Riemann debemos establecer que entendemos por va-
riedad diferenciable, conformada por una variedad topoldgica, que serd un espacio topoldgico
localmente Euclideo, segundo numerable y Hausdorff; y una estructura diferenciable, un atlas

diferenciable maximal que recubre la variedad con cartas locales compatibles entre si.

Definicién 1.1 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable es un par (M, A), donde

M es una variedad topoldgica y A una estructura diferenciable sobre M.

Notacion 1.2. De ahora en adelante asumiremos que toda variedad es siempre diferenciable en
el sentido descrito y no bajo hipdtesis mas débiles de diferenciabilidad sobre la estructura de
la misma. Denotaremos de forma indistinta a una variedad diferenciable por M, omitiendo la

estructura diferenciable por simplicidad.

Ademsds, por R" denotaremos a la variedad diferenciable n-dimensional cuya estructura dife-
renciable es la dada por el atlas con tnica carta local (R™, Idgn ). Del mismo modo dado cualquier
espacio vectorial real n-dimensional V', consideraremos su estructura diferenciable usual deter-

minada por el isomorfismo natural entre las coordenadas en una base de V' y R™.

Notacidon 1.3. Denotaremos por §(M ), habitualmente también descrito como C* (M, R), al con-
junto de todas las funciones diferenciables definidas sobre una variedad M en R. Ademds, por
estar trabajando con funciones diferenciables (C*°), podremos extender toda funcién diferencia-
ble (no analitica) de cualquier abierto U C M a toda la variedad M mediante funciones meseta

y el uso de particiones de la unidad [6].

Existen multiples formas de definir el concepto de vectores tangentes a una variedad M. En

nuestro caso definiremos el espacio tangente a una variedad M en un punto p € M; T, (M), a

1



2 1. Preliminares

partir del concepto algebraico de derivacién.

Definicién 1.4 (Espacio y fibrado tangente). Se define el espacio tangente a una variedad
M en el punto p, T, (M), como al conjunto de todas las derivaciones de funciones diferenciables

evaluadas en p: T,(M) = {v : v derivacién en p € M}

La unién disjunta de todos los espacios tangentes de todos los puntos de M recibe el nom-
bre de fibrado tangente T M = |—|p€ v Tp(M). De forma analoga se construye el fibrado

cotangente T"M = | | T, (M), su espacio dual.

pe M

Notacion 1.5 (Convenio de Einstein). En lo que respecta a los indices utilizaremos el convenio de
suma de indices de Einstein, con el que indices repetidos (situados arriba, contravariantemente,

y abajo, covariantemente, de una expresién mondmica), se entienden que estan bajo suma.

De este modo, una expresion de la forma ), a'b; serd equivalente a a'b;

Conviene recordar que dada una carta local (U, ) de una variedad M, el sistema de coor-

denadas locales ¢ = (a:l, . :U”) en p € M define una base del espacio tangente T, (M) que

{88951|p7””c(§5"|p} = {81|p,...,8n|p}

omitiendo cuando el contexto sea suficientemente claro su evaluacion en el punto p.

denotaremos

Definicién 1.6 (Aplicacién diferencial, tangente o pushforward). Dada una aplicacién diferen-

ciable entre variedades F': M — N se define la diferencial de F' en p € M como la aplicacién

Fop=dF,:v e Ty(M) — Fip(v) = dFy(v) € T(p@p)(N);
donde dF,(v): feF(N)—v(foF)eF(M)

Definicién 1.7 (Campo de vectores). Se entiende por un campo de vectores X sobre una
variedad M a las funciones que asignan a cada punto p € M de la variedad un vector tangente

o derivacién v, € Tp(M).

El conjunto de todos los posibles campos de vectores diferenciables sobre M, serd X(M),
que actuard como moddulo sobre el anillo F(M). En otras palabras, los campos de vectores
diferenciables serdn derivaciones sobre el espacio de funciones §F(M). Asi, dada cualquier f €
F(M), se sigue que X(f) € F(M), pues [X(f)] b= v(f) € R, donde v = X, es una derivacién.

Considerando campos de vectores X € X(M), se extiende naturalmente el concepto de
pushforward al tinico campo F,(X) que verifica [Fy(X)] (f) = X(f o F) para toda f € F(N).

Definicién 1.8 (Corchete, bracket o producto de Lie). Se define el producto de Lie de dos

campos de vectores como la aplicacién

[]:(X,Y) € X(M) x X(M) — [X,Y] = XY —YX € X(M),



verificando que es R-bilineal, antisimétrica y cumple la identidad de Jacobi. Dadas f, g funciones
de F(M), se verifica que [fX, gY] = fg[X,Y]|+(fX9)Y —(9Y f)X y ademés, cuando F' : M — N
es un difeomorfismo F, [X,Y] = [FL. X, F.Y] .

Una vez definidos los campos de vectores sobre las variedades diferenciables podremos de-
finir sus objetos “duales”, las formas diferenciables, que seran las secciones diferenciables del
fibrado tangente exterior y generalizar ambos al concepto de campos tensoriales diferenciables
arbitrarios. Para ello comenzamos definiendo el concepto de tensor y nos referiremos, de ahora

en adelante, a V' como a un R- espacio vectorial de n—dimensional, y a V* su dual.

Definicién 1.9 (Tensor). Dados r,s > 0 enteros y un espacio vectorial real V, un tensor de

orden (r,s) o r-contravariante y s-covariante, sobre V', como una aplicacién multilineal

TSV x D xV*x VxS xV-—R

Denotaremos por (") (V) al conjunto de todos los tensores de orden (r,s) sobre V, cuya

dimensién serd naturalmente n" .

Definicién 1.10 (Producto tensorial). El producto tensorial es una operacién asociativa
entre espacios de tensores que permite definir nuevos tensores. Dados F € T"*)(V) y G €
TED(V), se define el producto tensorial F' @ G € TU+ki+5) (V) como

1 k 1 k k+1 k
F®G(w oo, w't ,vl,...,vs+l):F(w e, W ,vl,...,vl>G(w oWt ,vlﬂ,...,le)

Ademaés, considerando las bases canénicas {E;}!' ; {¢/}I;de V y V*, respectivamente, se
puede expresar cualquier objeto tensorial en términos de estas

F:F(5i17_..75iT’Ejl’_..7EjS) Ei1®"'®Ei7,®Ej1®-'-®8js EF?1---1:TE2,1®...®E%AT®€J'1 ®---Qele

J1---Jds

Definicién 1.11 (Contraccién). Una contraccién es una operacién natural que reduce en 2 el
rango de un objeto tensorial. Dado un objeto tensorial arbitrario 7' € TU+1s+1) (V) se define la

contraccién C’;i como la aplicacién
8. r+1,5+1 7,5
ce . al (V) — (V)
T — C}2(T)

definida por

Ja o J1--Ja-Js+1

cle (T) = ok (|:Ti1‘..7;ﬁ-».i1«+1j| [Eil ® - @E,® - ®FE ® N . R -® 5j3+1j|> —
=[] e () [Ba e 0Bl e o b, 00 0o @ o]
——
5l
8
_ |:Ti1~~ja...i¢«+1i| |:Evle R ® El\ R ® Eiwrl ®5j1 & - -- ®E/-./:‘ R ® Ejs+1i| ,

J1eJa-Js+1

donde ~ simboliza que esos elementos bdsicos se omiten.
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De forma andloga y similar a la que existe una descomposicién del grupo lineal de matrices
en una suma directa de partes simétrica y antisimétrica, se pueden definir dos subespacios, com-
plementos ortogonales el uno del otro tales que cualquier tensor admite una descomposicién en
objetos tensoriales de ambos subespacios. Un tensor covariante F' € T(0) (V) sera (anti)simétrico
si

F(ui,...,v5 .. 05,...,0p) = O F(v1, ..., 05, ...,04,...,0,) para 1 < 4,5 <n

Los subespacios de tensores (anti)simétricos de T (V) se denotardn X0 (V) y A0) (V)

respectivamente. Es posible definir la (anti)simetrizacién de un tensor F' € T(0) como sigue

1
[(Alt) Sym F| (v1,...,v,) = ] Z (Si;::(la))F (UU(l), . ,UJ(T)) , (1.1)
ogESy
donde S, denota al grupo de permutaciones de {1,...,7}. Nbtese que estos subespacios de

20 (V) y A9 (V) no son més que la imagen por los operadores Sym y Alt de T9) (V).

Estos conceptos son directamente generalizables a objetos tensoriales arbitrarios.

Las definiciones previas son generalizables sin méas que tomar como espacio vectorial real cada
espacio tangente T),(M) para cada punto de nuestra variedad p € M. Asi, tendra sentido hablar
de fibrados de r-tensores contravariantes o s-tensores covariantes, T (TM) o TO=)(TM),
respectivamente, siendo T (TM) = [pens T(rs) (T,(M)). Algunos casos particulares, como
TAENTM) =TM o TOV(TM) = 2O (TM) = T*M y TON(TM) = F(M).

De forma totalmente andloga a como se entendian los campos de vectores con respecto al
fibrado tangente, los campos de tensores son secciones de un fibrado tangente sobre M. Asi,

dado un campo de tensores 7"y un punto p € M, su evaluacion serd Tj,.

Definicién 1.12 (Forma diferencial). Una 1-forma diferencial es la aplicacién que asigna a
cada punto de la variedad un elemento del antisimetrizado del espacio cotangente T,y M, que
denotaremos por AN (M) = AL(M).

Del mismo modo, una k-forma diferencial serd una aplicacion w : p € M — w), € Ak(M );
donde A*(M) es el espacio de k-formas en M y wp serd una aplicacién k-lineal y antisimétrica

sobre T,(M) x ). x T,(M).

Definicién 1.13 (Campo tensorial). Un campo tensorial 7" de orden (r, s) sobre una variedad

M es propiamente un tensor como aplicacion multilineal sobre el X(M)-médulo sobre §F(M).
T [X(M)]" =7 x [X(M)]" x X(M) x 2. x X(M) — F(M)

Definicién 1.14 (Pullback). Dada una aplicacién diferenciable entre variedades (diferenciables)
F : M — N. Existe una aplicacién lineal asociada al espacio de 1-formas de IV, A(O’l)(N ) =
A'(N) (interpretable como el espacio lineal de secciones del fibrado cotangente) al de M. Se
trata de el pullback de F, definido como F* : AY(N) — Al(M). Esta aplicacién resulta de
gran versatilidad al permitir llevar a M cualquier forma diferencial o campo vectorial /tensorial
definido en N.



Capitulo 2

Variedades de Riemann

En este capitulo, introduciremos la notacién y los conceptos fundamentales necesarios para
abordar y comprender las propiedades locales de una variedad de Riemann desde un punto de
vista intrinseco, prescindiendo de la posibilidad de que la variedad esté embebida o inmersa en

un espacio Euclideo o pseudo-Euclideo de dimensién mayor.

En el estudio de superficies en R3, la restriccién de la estructura diferenciable Euclidea
permitia definir un producto escalar en las superficies y dotaba a la variedad de la nocién
de normalidad y ortogonalidad con respecto a la superficie. En contraposicién a esta vision
extrinseca, es posible definir el concepto de métrica de Riemann que permitira caracterizar todas
las cantidades geométricas de interés de la variedad desde un punto de vista completamente

intrinseco.

Dada una variedad diferenciable M, comenzaremos definiendo para cada punto p un produc-
to escalar o interior en cada espacio tangente T, M sin involucrar la existencia de una variedad
de dimensién mayor ambiente, lo que nos llevara directamente a la definicién de variedad Rie-

manniana.

2.1. Meétricas de Riemann

Definicién 2.1 (Métrica de Riemann o tensor métrico). Dada una variedad diferenciable M,
se define una métrica de Riemann en M como al campo diferenciable de (0,2)—tensores
g € ‘3(072)(M ) cuyo valor g, en todo punto de la variedad p € M es un producto interioel

espacio tangente T, M. Por lo tanto se deberd verificar que

!Una métrica Riemanniana ¢ serd por tanto, no degenerada en todo punto (det lg:5] # 0) y asi invertible

ademads de ser simétrica (g:; = gji).
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gp: TpyM xT,M — R
(v, w) = gp (v, w)
es una forma bilineal simétrica g, (v,w) = gp (v,w) Vv,w € TpM y que ademas es definida
positiva g, (v,v) >0 Vv e T,M,v #0.

Debilitando la hipdtesis de ser definida positiva, pero manteniendo el caracter no degenerado
de cada producto escalar, obtenemos el caso conocido como pseudo-Riemanniano. Para motivar
esta definicién debemos definir el concepto de indice o signatura de un tensor métrico, que se

sigue de la definicién sobre espacios vectoriales reales.

Definicién 2.2 (Signatura de la métrica). La signatura de una forma bilineal simétrica no
degenerada g € %(0.2) (V'), donde V' es un espacio vectorial real n—dimensional es el par de enteros
(a,b) donde a (b) es el mayor entero que coincide con la dimensién del subespacio W C V en el
que la forma bilineal g es definida positiva (negativa). Conviene destacar que necesariamente

0 <a,b<n,ademas de que a + b =n.

Asi el caso Riemanniano sera en el que unicamente a = n y b = 0. Todas las restantes situa-
ciones seran referidas como pseudo-Riemannianas, aunque distinguiremos el caso Lorentziano
como aquel en el que se tiene que la signatura de la métrica es (n — 1,1) o equivalentemente

(1,m — 1) segun que convenio sea el utilizado.

Asignar a una variedad diferenciable una métrica de Riemann da lugar al concepto de varie-

dad de Riemann

Definicién 2.3 (Variedad diferenciable (pseudo-)Riemanniana). Dada una variedad diferencia-
ble M y una métrica (pseudo-)Riemanniana g, se denomina por (semi-)variedad de Riemann

o (pseudo-)Riemanniana al par (M, g).

De ahora en adelante siempre denotaremos por (M, g) a una variedad Riemanniana o pseudo-
Riemanniana, pues denotaremos por g, indistintamente, a una métrica (pseudo-)Riemanniana

en todo lo que sigue.

Observacion 2.4. Siempre podemos contar con la existencia de una métrica para nuestra va-
riedad M. El Teorema de Embebimiento fuerte de Whitney [10] establece que toda variedad
Riemanniana n—dimensional puede ser embebida en R?”?, lo que inmediatamente proporcio-
na como candidato a métrica de Riemann para M la restriccién del producto escalar euclideo
2n—dimensional. De hecho, existen resultados de gran importancia en geometria diferencial que
demuestran que toda variedad (pseudo-)Riemanniana, no necesariamente compacta, estd embe-

bida isométricamente (localmente) en un espacio (pseudo-)Euclideo de dimensién mayor [3].

No obstante, esto no significa que globalmente podamos dotar de cualquier métrica a una

variedad. Esto ocurre precisamente si se intenta dotar a la esfera S? de una métrica de Lorentz
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globalmente, pues el Teorema de la Bola Peluda [4] impide que esto sea posible. De hecho,
haciendo uso de herramientas mas sofisticadas de geometria algebraica, se puede demostrar que
toda variedad conexa no compacta admite una métrica Lorentziana y en el caso de ser compacta,

si y solo si esta tiene caracteristica de Euler nula [7].

Sin embargo, a nivel local, en el que estamos interesados, por existir cartas locales de S? y en
general de cualquier variedad (pseudo-)Riemanniana, no necesariamente compacta, automatica-

mente podremos dotar de una métrica (pseudo-)Riemanniana a la misma.

Lema 2.5 (Expresion local del tensor métrico g). Todo tensor métrico puede ser descrito de

forma local ol leer la variedad de Riemann con una carta local. Por lo tanto, tomando un sistema

de coordenadas local (U, p) con ¢ = (:cl, e ,x”); la expresion local de g en U serd

(gijd:v’ ® dx’ + gjidx’ ® d:vj) = 59ij (al:vz ®dx! +dr? ® dx’) = gijdx"dx’,
(2.1)

, 1
g = gijdx' ®@dx’ = 5

donde el simetrizado del producto tensorial es el producto omitido en la ultima igualdad.

En general, dado cualquier sistema de referencia local en el fibrado TM, (E1,...E,) y su

dual (g%, ...,&") podemos escribir localmente en U C M como g = gijaisj.

Definicién 2.6 (Isometria). Una isometria entre dos variedades (de Riemann) (M, g) y (M , §>

es un difeomorfismo entre variedades F' : (M, g) — (]TJ/ , g) tal que F'*g = g o equivalentemente,

la aplicacién pushforward es una isometria lineal.

Se dice que la isometria es local si cada punto p € M tiene un entorno U tal que F|,, es una

isometria sobre un abierto de M

Definicién 2.7 (Variedad llana o plana). Una variedad de Riemann n—dimensional se dice
llana o plana si es localmente isométrica al espacio euclideo n dimensional; esto es, que todo

punto tiene un entorno que es isométrico a un abierto de R™ con la métrica euclidiana.

Veremos posteriormente en el siguiente capitulo como este concepto motiva precisamente la
definicién del tensor curvatura que permitird dar una caracterizacién para variedades (pseudo-

)Riemannianas planas a nivel de isometrias locales.

2.2. Isomorfismos musicales

Introduciremos ahora dos isomorfismos entre los fibrados tangente TM y cotangente T M
que resultan de enorme utilidad cuando se trabaja con campos arbitrarios tensoriales del fibrado
tensorial T (TM).

La utilidad de los mismos reside en que permiten pensar cualquier tensor o campo tensorial

como si fuese exclusivamente covariante o contravariante. En particular, podremos expresar
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todo campo de vectores como de covectores y viceversa. No obstante, estaremos interesados
Unicamente en usarlos para expresar todos los objetos tensoriales relacionados con la curvatura

de forma totalmente covariante.

Este movimiento de indices es posible gracias a la existencia de una métrica de Riemann g y
recibe el nombre musical debido a la analogia con las alteraciones musicales sostenido # y bemol

b, que suben y bajan un semitono sobre cualquier nota de la escala musical diaténica.
Definimos el siguiente isomorfismo entre los fibrados tangente y cotangente.
g: TM — T*M

(p,v) +— (p,G(v)); donde §(v) : w € T,M — g (v) (w) == gp (v,w) € R

De la anterior definicién se sigue que para dos campos vectoriales arbitrarios X, Y € X(M);
Jg(X)(Y) =g(X,Y) con lo que g es F(M)—lineal en Y, por serlo la métrica. De forma andloga,
g(X) también define un campo de covectores que es lineal en X, y por tanto, § es un homomor-

fismo diferenciable entre fibrados.

Dado una sistema de referencias diferenciable local {E;} y su dual {¢'}, considerando un

campo X = X'F; se tiene que
9(X) = (955 X")e = Xjé?,
luego g(X) se obtiene bajando un indice a partir de X. En analogia a lo que ocurre con las notas

musicales, un bemol b se usa para denotar este campo de covectores generado a partir de X: X b,

De forma reciproca, utilizando el hecho de que g es invertible (por ser no singular en todo
punto), se sigue que ¢~ '(w) = w'E; con w' = g¥ wj, donde w es un campo de covectores y

G~ (w) se denotara por w?, al obtenerse subiendo fndices a partir de w.

Ambos isomorfismos b, ff son conocidos como musicales y son inversos el uno del otro.

2.3. Generalizacion del producto interior a campos tensoriales

Gracias a los isomorfismos musicales podemos extender el producto interior de vectores

tangentes en cada punto a campos de vectores, covectores y tensoriales arbitrarios.

Podemos comenzar definiendo el producto interior en el espacio cotangente 7y M a un punto
p € M transformando las 1-formas a campos de vectores, para los que si sabemos cémo esta

definido
(wWim)g = Wy =g (g’”wi,g’j m) = g (g’”wi,g’j m) = 0ig%win; = g¥winj = win; = win'

La generalizacién a campos de tensores arbitrarios A, B € T* ! (M) es ahora natural, sin
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més que generalizar en cada indice en base a lo anterior

<A, B> = Giyry " gikrkgj181 o 'glelAi'lmikBrlmrk

J1.-J1 77 81281

En el caso especial de ser A, B € ‘I(Ovl)(M ) contravariantes, se simplifica ligeramente la

expresién anterior a

<Av B) - gj181 .- 'ngSZFjlmleSl.-.Sz = Fjlu-szjlmjl

2.4. Conexiones

La estructura diferenciable de una variedad (pseudo-)Riemanniana permite definir la dife-
renciabilidad de curvas y vectores sobre el espacio tangente en cada punto de la misma. No
obstante, esto no es suficiente para poder definir las derivadas direccionales o para derivar cam-
pos de vectores sobre la variedad, pues estas definiciones requieren conectar diferentes espacios

tangentes en su definicién.

Es por este motivo por lo que aparece la nocion de conexién, que establece un modo de
conectar dos espacios tangentes a través del transporte paralelo, que conecta dos puntos de la
variedad. De este modo, es posible transportar vectores tangentes entre dos espacios tangentes

y habilita las definiciones anteriormente mencionadas.

A efectos de este trabajo, inicamente introduciremos el concepto de conexioén para poder de-
rivar campos de vectores sobre nuestra variedad, evitando profundizar en las muchas propiedades

a las que da lugar.

Definicién 2.8 (Conexién (de Koszul)). Dada una variedad diferenciable M, se define una

conexién en M como una aplicacion

Vi X(M)xX(M) — X(M)

(X,Y) —  VxY (2:2)

que verifica las siguientes propiedades

e R—linealidad en la 2° componente

Vx(@ - Y+p-Z)=a-VxY+5-VxZ VXY € X(M), Vo, B € R

e 3(M)—linealidad o tensorialidad en la 1" componente:

Vix +hy(2)=fVxY +hVyZ VXY, Z € X(M), Vf,h € F(M)

e Regla de Leibnitz:

Vx(fY) = fVxY + X(f)Y  VX,Y € X(M), Vf € (M)
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La aplicaciénﬂu operador V xY recibe también el nombre de derivada covariante y escogido
un sistema de coordenadas locales (U, ¢) su actuacién sobre cualquier campo de vectores queda
totalmente determinada por las cantidades {Vo, 0;,}1<ij<m, donde {0ip}iZ; es la base del

espacio tangente T,M.

Estas cantidades reciben el nombre de coeficientes de la conexion o simbolos de Chris-
toffel, y son aplicaciones Ffj : U C M — R que dan una representacién local de la accién de

V, que quedan determinados por Vg, 9;, = I'¥.9;. Asi, la actuacién de la conexién sobre dos
ilp ) ij

|p
campos de vectores diferenciables generales cualesquiera expresados en dicha base del tangente

adoptan la forma

(VxY), = Vx, [Y'0] =¥} - Vx, 0]+, [V] - 0, =

=X/
Ip

o . i
= {Xfp' - Lijp, + Xy 05 [Y p}}ak,,

' Y\; Ve, , 0] + X, 0y, [Yﬂ “Oijp = (2.3)

Reciprocamente, escogidas n® funciones {I‘fj}, automaticamente tenemos determinada una
conexion que verificara las condiciones requeridas, ya que por la expresién anterior establecen

una unica forma de derivar campos de vectores.

A la vista de la expresion anterior, es posible extender la definicién de derivada covariante a
un operador que actia sobre la evaluacion del campo de vectores X en p € M; ie, v =X b €
T, (M) de modo queﬂva = (VxY), donde ahora V : Tp(M) x X(M) — Tp(M).

Antes de poner ningun ejemplo de conexién, conviene mencionar que toda variedad admi-
te una conexién. Este resultado se sigue del hecho de que localmente podemos construir una
conexién y, haciendo uso de particiones de la unidad sobre un atlas de cartas locales, se pue-
den combinar las conexiones de tal modo que sean compatibles con todos los abiertos del atlas
y satisfaciendo las propiedades de conexion. Mas informacion acerca de este resultado puede

encontrarse en [6].

2Notar que una conexién no es un campo de tensores (1,2), pues no es §(M)—lineal en su segundo argumento,
donde satisface la regla de Leibnitz.
Adicionalmente, la suma de dos conexiones no es una conexién. En efecto, dadas V1,V2 conexiones sobre una

variedad (pseudo-)Riemanniana M, se tiene que

(Vi+Vo)x (fY) = X(NY +f-(Vi+V2) V
(Vi+Va)x (fY) = (Vi)x (FY) + (Vo) x (fY) = 2X(N)Y + [ (Vi + V2) Y

Luego no se verifica la Regla de Leibnitz y (V1 4+ V2) no es una conexién. Sin embargo, si consideramos
(V1 — V2), es evidente que si que se verifica la Regla de Leibnitz y trivialmente las otras dos condiciones de la

definicién de conexién. Esto permite ademads caracterizar todas las posibles conexiones que admite una variedad.
3Nétese que en la igualdad V,Y = (VXY)‘p se hace uso implicito de la tensorialidad de la derivada covariante,

pues se considera como funcién la evaluacién en el punto p.
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Pasamos ahora a introducir un primer ejemplo, la conexién Euclidea V, que aparece de forma

natural al generalizar las derivadas direccionales en R™ a campos de vectores.

Definicién 2.9 (Conexién Euclidea). Para definir la conexién Euclidea en generalizamos la
derivada Euclidea direccional de un campo de vectores Y € X (R") en el punto p € R" y en la

direccion v € TpR™, que es en esencia la derivada direccional usual

VoY = fu(Yj)(?j'p, siendo v(Y7) = (vi&‘p) (Y7) =00, (Yj|p) y {aj|p}?:1 una base de T,R"

Identificando ahora v = X|,,, se generaliza la actuacion de la conexiéon Euclidea V a campos

de vectores como sigue

V: X([R") x X(R") — X(R")

- , (2.4)
(X,Y) — VxY = X(Y9)9;

de modo que la evaluacién de dicho campo VxY en un punto p € R™ coincide con la derivada
direccional en la direccion de X, € T,R"; i.e. <%XY>| = ﬁx‘pY.
P

Es importante destacar como en esta conexiéon ya hemos considerado implicitamente los
simbolos de Christoffel Ffj idénticamente nulos, pues Ffj(‘)k = V,0; = 0, ya que estamos leyendo
la variedad R™ en coordenadas cartesianas, asociadas a la estructura de espacio vectorial. Si por el
contrario utilizdsemos coordeandas polares planas; entonces no todos los simbolos de Christoffel

serfan nulos y las expresiones anteriores se verian modificadas en base a ([2.3)).

Sin m&s que modificar la signatura y cambiar acordemente las expresiones anteriores, se

extiende el concepto de conexién Euclidea al caso pseudo-Euclideo.

2.4.1. Extensién de la derivada covariante a campos de tensores

Del mismo modo que una conexién V en T'M define un tinico modo en el que derivar campos
de vectores, determina también una tnica forma de derivar campos de tensores sobre el fibrado

tensorial %4 (TM), de tal modo que las siguientes condiciones se satisfacen:
e R—linealidad
Vx(a-Ti4+8-T)=a-VxT1 + 8- VxTs, VTi,Ty € THE)(TM)
e Regla de Leibnitz
Vx (M1 o) =(V.T) 0T+ Ti® (VoTh), VI, Tp € TH(TM)
e Conmutatitividad con las contracciones de cualquier par de indices C%(T')

et (it = ek o)~ (). st

U yeeey@yenyb] yeeesQyennyi] B yeeesQyennyi]
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Adicionalmente, una conexién V definida sobre el fibrado tensorial tangente T (T M)

verificando las propiedades anteriores verificard como consecuencia

e La siguiente regla producto para un campo de covectores w € A'(M) y un campo de
vectores X € X(M)
VX<W7 Y> = <VXW7 Y> + <w7 VXY>

e Que la aplicacién siguiente, definida en términos de un campo tensorial arbitrario T €
TED(M); w) € AL(M), 1—formas definidas en M y Y()X € X(M), campos de vectores

VT : AYM)x [X(M)] xX(M) — F(M)
((wl,...,wk),(Yl,...,Y}),X) — (VT)(wl,...,wk,Yl,...,Yl,X>:
— (VxT) (wl,...,wk,Yl,...,Yl>

verifica que (VxT) <w1,...,wk,Y1,...,Yl> =X <T (wl,...,wk,Yl,...,Yl>>

—ZT(wl,...,wk,YI,...,VXYj,...,Y})

Por otra parte, del mismo modo que hemos descrito cémo actiia la derivada covariante sobre
un campo de vectores en términos de los coeficientes de la conexién, en una representacién local,

podemos hacer lo mismo con campos de covectores y campos tensoriales arbitrarios como sigue

e La derivada covariante de un campo de covectores € A'(M) tiene por coordenadas
Vxn= (X( %) — X7k >8k, donde X = X]8J y n = nida’
Este hecho se deduce automaticamente de conmutar la expresién de la contraccién

e Las coordenadas de la derivada covariante de un elemento tensorial 7' de coordenadas
T;ll ]Zl’“, las denotaremos por TJZI1 ;l"m donde el indice m representa el indice contravariante
que se anade al realizar la derivada y tendran la forma

1. zn _ 11 zk 01...p-. 1k 1,5 z : i1 .. zk
TJl Jim a ( J1---J1 ) + Z ,'rﬂl Ji F For m]s
s=1

Noétese que el tensor Vy, T € g kd+1), y que en este caso hemos tomado X = 0, con

respecto al anterior.

Detalles acerca de la demostracién de estas propiedades acerca de la derivada covariante

pueden encontrarse en [6]. Existen también mds expresiones que concretan la expresién local
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y propiedades de tomar segundas derivadas covariantes, pero las omitiremos pues simplemente

generalizan y anaden una cantidad considerable de indices.

Cabe destacar como caso especial que para (k, 1) = (0,0), se recupera la actuaciéon normal de
un campo de vectores sobre una funcién, pues dada f € TO)(M) = F(M), Vf: X € X(M) —

(VHX) = Vx(f) = X(f) € 5(M).

A partir de la definicién de derivada covariante se puede definir el operador derivada exterior,

que serd de utilidad en los posteriores capitulos.

Definicién 2.10 (Derivada covariante exterior). Se define el operador derivada covariante
exterior D, que actia sobre campos tensoriales, como la extensién de la derivada exterior
conocida para 1—formasﬂ Dado un campo 2-tensorial T', su derivada covariante exterior da lugar

a otro campo 3-tensorial de la siguiente forma:

(DT)(X.Y,Z) = —(VT)(X.Y. Z) + (VI)(X, 2.Y) <= (DT)ijr = ~Tijso + Ty (25)

2.4.2. Conexion de Levi-Civita

Para definir los operadores diferenciales gradiente y Hessiano, debemos fijar una conexién V
con la que trabajar en nuestra variedad (M, g). El Teorema Fundamental de la Geometria
Riemanniana nos asegura la existencia y unicidad de una conexién, conocida como de

Levi-Civita, que presenta dos propiedades que recogemos brevemente a continuacion.

e Compatibilidad métrica: Esta propiedad puede definirse a través de multiples condicio-
nes equivalentes, una de las més ilustrativas es que la métrica g sea paralela a la conexién
V; i.e. Vg = 0. De hecho, también es habitualmente definida en términos de la siguiente

propiedad entre campos de vectores:

que también se satisface naturalmente en la conexién Euclidea V, como es facilmente

comprobable.

e Simetria de la conexion o falta de torsién: Para ilustrar esta propiedad conviene
definir el (1,2)—tensor de torsién T

T: X(M)x X(M) —— X(M)
(X,Y) —  T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]

4Recordamos que dada una 1-forma 7, su derivada exterior es (dn)(Y, Z) = —(Vn)(Y, Z) + (Vn)(Z,Y).
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Se dird que una conexion tiene torsion nula cuando el tensor de torsién sea idénticamente
nulo para cualesquiera campos vectoriales. Dicha condicién puede reescribirse entonces
como

VxY —VyX = [X,Y], VX,Y € X(M), (2.7)

y se puede ver como es equivalente a que los coeficientes de la conexién o simbolos de

k

cualquier sistema de referencia considerado en la variedad, de ahi que se denote a la

Christoffel FZ- sean simétricos ante el intercambio de indices ¢ < j; i.e., Ffj =T
conexién como simétrica.

Introducimos ahora un resultado troncal de la Geometria Riemanniana, que garantiza la
existencia y unicidad de una conexién simétrica con compatibilidad métrica para toda variedad

(pseudo-)Riemanniana.

Teorema 2.11 (Teorema Fundamental de la Geometria Riemanniana). Sea una variedad (pseudo-
)Riemmaniana (M, g). Eziste una tinica conexion V tal que es compatible con g y simétrica.
Dicha conexion recibe el nombre de conexion de Levi-Civita de g y estd determinada por la

llamada formula de Koszul
2(VxY, Z), = X{Y, Z)g+Y(Z,X)g— Z(X,Y)g— (Y, [X, Z])g—(Z,[Y, X])g + (X, [Z,Y])g, (28)
que en cualquier sistema de coordenadas sobre (M, g) toma la forma

1
Ijj = igkl (9igji + 0590 — Ougi;) (29)

Demostracion. Primeramente demostraremos que cualquier conexion compatible con la métrica
sin torsion verifica la férmula de Koszul (2.8) para X,Y,Z € X(M) arbitrarios.

Comenzamos escribiendo la condicién de compatibilidad métrica (2.6) para las 3 permuta-
ciones ciclicas de los campos X,Y, Z y aplicando respectivamente simetria de la conexion ([2.7)).
+Vx(Y, Z)g = XY, Z)g = (VxY, Z)g + (Y, VxZ)g = (VxV,Z)g + (Y, V2 X)y + (Y, [X, Z])g
FVY(Z,X)y = Y (2. X)y = (Vv Z,X)g + (Z,VyX)y = (Vy 2. X)y + (2, VXY )y + (Z. [V, X]),
_VZ<Xa Y)!] = Z<Xa Y>g = <VZX7Y>9 + <Xa vZYv>g = <VZX7 Y>g + <X7 vYZ>Q + <X7 [Zv Y]>9

X(K Z>g +Y<ZaX>g - Z<XaY>g = 2<VXK Z>g + <Y’ [Xv Z]>g + <Za [Y>X]>g - <X7 [ZaYDg

Despejando ahora el tnico término que depende en la conexién llegamos a la féormula de

Koszul:

2<VXK Z)g = X<Y7 Z>9 +Y<Z7X>g - Z<X7Y>9 - <Y7 [X7 Z]>g - <Zv [Y7X]>g + <X7 [Z,Y]>g

El operador que define la férmula de Koszul es una conexién y ademas verifica las propiedades

de simetria y ser adaptado a la métrica. El calculo detallado sin introducir coordenadas puede
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verse en [0, 7], aunque expondremos como se verifican estas propiedades en coordenadas al

demostrar la existencia de la conexién de Levi-Civita.

Probemos ahora la unicidad de esta conexién, para ello supongamos dos conexiones Vi y Vg
definidas en T'M verificando la férmula de Koszul, cuya parte derecha no depende de la conexion
y por lo que se tiene automa&ticamente restando ambas expresiones para cada conexiéon que
([(V1)x — (V2)x] Y, Z)4 = 0y consecuentemente, (V1) y Y = (V32)y Y para campos arbitrarios

X,Y, Z con lo que necesariamente ambas conexiones son iguales, Vi = V.

Para ver la existencia, basta con demostrar que dicha conexién existe en cada carta local
para la variedad M, pues la unicidad nos asegura que en las zonas que se superponen las dos

cartas estas son coincidentes y en particular, compatibles.

Para obtener la versiéon en coordenadas, basta tomar como campos vectoriales los campos

coordenados en la formula de Koszul, asi se tiene que

1
(Vo,05,0k)g =3 (c‘% (05, 01)g +0; (01, 0i)g — O (0, 3j>g),
————— —— —— ——
(L0, Or) = T2 gy gjt gl 9ij

pues los corchetes de Lie son nulos sobre los campos coordenados; i.e, [81-, 8]-} =0.

Ahora multiplicando por la izquierda por la inversa del tensor métrico ¢¥ llegamos a la
expresién en coordenadas (2.9)).

1
T gt = T00, =T5; = 59“ (Digji + 0j9i — D1gi5)

Esta expresiéon permite definir los coeficientes de una conexién y por tanto determinarla

totalmente en cada carta local.

Para completar la demostracién de existencia, vemos que la falta de torsién es inmediata,

pues la definicién de los simbolos de Christoffel es simétrica bajo el intercambio i <+ j.

Ahora solo resta comprobar que se verifica la compatibilidad métrica, verifiquemos si Vg.
En efecto, realizando el calculo en coordenadas
l I
Gijik = Ok9ij — Uigiy — Tij9a
!
59 ”?gu (Okgjm + 0jGkm — Omgij) =

&, O

1
= Okgij — 3 9" 915 (OkGim + OiGkm — Omgni) —

1 1
= Okgij — 3 (Okgij + Oigrj — Ojgri) — 3 (Okgji + O59ki — Oigi;) =0
O
A partir de este resultado, se pueden deducir expresiones que son de gran utilidad cuando

trabajamos bajo esta conexion. De ahora en adelante trabajaremos tinica y exclusivamente con

la conexién de Levi-Civita V sobre nuestra variedad (M, g).



16 2. Variedades de Riemann

Una propiedad relevante que ademds presenta la conexion de Levi-Civita es la siguiente

Proposicién 2.12 (Naturalidad de la conexién de Levi-Civita). Dadas dos variedades (pseudo-
)Riemannianas (M, g) y (]TJ/, g), donde ¥V y V son las respectivas coneziones de Levi-Civita
para g y §. Si ambas variedades son isométricas; i.e. Ip : M — M isometria, entonces gp*% =
V. En otras palabras, la conexion de Levi-Civita es compatible entre variedades de Riemann

isométricas con el pullback.

Demostracion. Por unicidad de la conexién de Levi-Civita, solo seria necesario demostrar que
p*V verifica la compatibilidad métrica y simetria que V tiene con respecto a g. La demostracién

es inmediata a partir de la definicién de isometria y puede encontrarse en [6]. O

Consecuentemente, se tiene que la conexion de Levi-Civita es invariante bajo isometrias
locales, que también podria haber sido deducido de la expresion en coordenadas de los coeficientes

de la conexioén.

Cabe destacar también que cuando consideramos el espacio (pseudo-)Euclideo, la conexién

de Levi-Civita V es exactamente la conexiéon Euclidea que habiamos definido anteriormente V.

2.5. Operadores diferenciales en variedades de Riemann

Una vez establecida la conexién sobre la que trabajaremos, tenemos establecidas correcta-
mente las propiedades que siguen los operadores que podemos definir a partir de ella, como es
el caso del Hessiano, que sera de particular interés. Pese a ser conocidos de la rama de analisis
matematico, definiremos también los conceptos de gradiente, divergencia y laplaciano, aunque

ahora definidos sobre una variedad de Riemann (M, g) dotada de la conexién de Levi-Civita V.

Definicién 2.13 (Gradiente de una funcién). Dada una funcién f € F(M) se define el gra-

diente de f como el campo de vectores
grad f = (df)* = (970f ) 0.
donde df es la diferencial de f y {0;}; denota una base del espacio tangente para cada punto de

la variedad M.

Es importante destacar que tnicamente si la eleccién de base es ortonormal y la métrica es

definida positiva el gradiente coincidra con las componentes de df.

Definicién 2.14 (Hessiano de una funcién). Dada una funcién f € §(M) se define el Hessiano

de f, Hess(f), como el campo (0, 2)—tensorial determinado por la aplicacién

Hess(f): X(M)xX(M) — R
(X,Y) —  [Hess(f)] (X,Y) = (Vxgrad f,Y), = X(Y f) — df (VxY),
(2.10)
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cuya expresién en coordenadas puede obtenerse también observando qudﬂHeSS( f) =VVf =
Vdf, habiendo usado en la ltima igualdad que la derivada covariante actia como la diferencia-

bilidad ordinaria en funciones de §(M).

Hess(f) = f.js do’ @ da? = [V,0;f] da’ @ da? = |0,0;f — TE0, f} do ® dz? (2.11)

Este operador es simétrico, como se puede observar de la expresion en coordenadas, por ser

la conexion de Levi-Civita simétrica.

Definicién 2.15 (Laplaciano de una funcién). Tomando la traza del Hessiano con la métrica

obtenemos un nuevo operador diferencial, el Laplaciano Af = try (Hess( f ))

En el caso del operador divergencia, puede ser introducido de multiples formas, algunas de
ellas dependen del concepto de forma de volumen y derivada exterior (ver [6]), alternativamente

se puede definir como sigue.

Definicién 2.16 (Operador divergencia). En una variedad (M, g), se define la divergencia

para un campo de vectores X € X(M) como la traza de VX,
div(X) = trg (ijX) =" (Ve X, E),

donde {E1,..., E,} es una referencia ortonormal.

2.6. Coordenadas normales

En esta ultima seccién introduciremos brevemente la nocién de coordenadas normales
locales sobre un punto en una variedad. La gran utilidad de estas reside en que permiten trabajar
localmente alrededor de un punto de la variedad en el que la métrica se vuelve trivial y los

simbolos de Christoffel se anulan.

Proposicién 2.17 (Coordenadas normales). Dada una variedad (pseudo-)Riemanniana (M, g),
un punto p € M y un entorno normal de p, Uy,. Existe una carta local normal de coordenadas

que verifica

e Las componentes del tensor métrico en p son Yij)p = 0ij en el caso Riemanniano, y en el

pseudo-Riemanniano Yijyp = +0;; segin la signatura de la misma.

5La notacién VV = V2, puede resultar ligeramente ambigua segiin estemos considerando un producto interior,
con la métrica, o el producto tensorial.

Hay que destacar que en nuestro caso, cuando hablamos del Hessiano se trata del producto tensorial, luego
Vi=VQeV = Vo, Vo, dz'®dz?. Sin embargo, si considerdsemos un producto interior, tendrfamos por el contrario
el Laplaciano, dado que (V, V), = Vs, Vo, dz".
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e Todos los simbolos de Chirstoffel se anulan sobre el punto p, Ffj
0.

= 0 y; consecuentemente,

lp

se anulan las derivadas del tensor métrico en p, (3kgij)|p =

Para demostrar la existencia de las mismas se hace uso de la aplicaciéon exponencial que,
con base un punto en la variedad p € M, exp,,, estd definida en un entorno del origen del espacio
tangente T, M con valores en la variedad exp,(v) = 7,(1), donde +, denota la tinica geodésica

en M con condiciones iniciales (7,(0) = p,7,(0) = v).

Ademads, como d(expp)o = Idr,n, esta garantizada la existencia de entornos abiertos alre-
dedor del origen 0 € T,M y del punto p € M entre los que la aplicacién exponencial es un
difeomorfismo. Denominaremos entorno normal alrededor de p € M a un abierto dado por la

construccién anterior.

Puede consultarse mas informacién asi como maés de las propiedades que presenta este sistema

de coordenadas locales en |6l [7].



Capitulo 3

Curvatura

Para poder demostrar que dos estructuras geométricas no son localmente equivalentes, es
de gran importancia buscar invariantes locales como es el caso de la curvatura escalar, que
definiremos en este capitulo. Pero antes, motivaremos el origen del tensor curvatura, a través

del siguiente ejemplo.

Consideremos R™ dotado de la conexiéon Euclidea 6, motivados por la conmutatividad de
las derivadas parciales de segundo orden cruzadas conocida para esta variedad, podemos pre-
guntarnos si dados campos de vectores arbitrarios diferenciables X,Y,Z € X(R"™) ocurre algo

similar con la derivada covariante.

Observacion 3.1. El espacio (pseudo-)Euclideo R™ dotado de la conexién (pseudo-)Euclidea \Y

satisface que

§X§yZ—§Y§XZ = %X <Y(Zk)ak) *ﬁy (X(Zk)ak> = [XY(Zk) - YX(Zk) 819 = %[X,Y]Z,
(3.1)

para cualesquiera campos de vectores arbitrarios diferenciables X,Y, Z.

Proposicién 3.2 (Condicién necesaria para una variedad plana). Dada una variedad (pseudo-
)Riemanniana (M,g) plana, su conezxion de Levi-Civita V satisface el siguiente criterio de
planicidad

VxVyZ -VyVxZ=VixyZ; VX,Y,Z € X(M) (3.2)

Demostracion. Por ser (M, g) plana es localmente isométrica a un abierto del espacio (pseudo-
)Euclideo con la métrica (pseudo-)Euclidea. Ademés, la conexién (pseudo-)Euclidea V es preci-

samente la conexién de Levi-Civita.

Dado que la conexién de Levi-Civita V del espacio (pseudo-)Euclideo satisface el criterio de
planicidad (3.1]), necesariamente V también deberd satisfacerlo por la naturalidad de la conexién

de Levi-Civita (proposicién [2.12)). O

19
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En base a la proposicién anterior, se define el tensor curvatura como la aplicacién que da

cuenta de la diferencia entre ambos términos de la expresién ((3.2)).

3.1. El tensor curvatura

Definicién 3.3 (Tensor curvatura). Sea (M, g) una variedad (pseudo-)Riemanniana, definimos
la aplicacién

R: X(M)x X(M)x X(M) —— X(M) 5.3
(X,Y,2) —  R(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ-VixyZ '

Esta aplicacién verifica que es §F(M )-multilineal sobre ambos campos de vectores X e Y de la

definicién. Veamoslo para uno de los dos primeros campos, pues para el otro es automatico dado

que R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z por la definicién dada.

R(X,fY)Z =VxVyyZ -VyyVxZ —VixvZ =Vx (fVyZ) = [VyVXZ = Vixyi+(x )y Z
=(X)VyZ + fVxVyZ - fVyVxZ - fVixy)Z — (Xf)VyZ = fR(X,Y)Z

Por otra parte, para el campo Z también es F(M )-lineal, pues

R(X,Y)(fZ) =VxVy(fZ) = VyVx(fZ) = Vixy|(fZ) =
=Vx (Y(f)Z+ [VvZ) = Vy (X(H)Z+ fVxZ) = [X,Y|(f) - Z = fVixy)Z =
=X (Y(f) Z+Y(f)VxZ+ X(f)VyZ+ fVxVvZ
-Y(X(f)Z - X(/)VyZ =Y (f)VxZ — fVyVxZ
- XY()NZ+Y(X(f)Z - fVixyZ=
= fVxVyZ - fVyVxZ - fVixy1Z = fR(X,Y)(2)

Por ser R una aplicacién §F(M )-multilineal, se sigue que es un campo de tensores (1, 3); i.e.,

R(X,Y)Z € T13)(M). Ademas, si restringimos dicha aplicacién al wltimo argumento
R(X,Y):Z e X(M)— R(X,Y)Z € X(M),

se tiene un endomorfismo diferenciable en X(M), que se conoce como el endomorfismo de

curvatura determinado por X e Y.

El campo tensorial R se habitiia llamar endomorfismo de curvatura de Riemann o tensor
curvatura (1,3), que descrito en términos de un sistema de coordenadas locales puede escribirse

como sigue

R = Rijkldl'i ® dxj X dxk & 81, con R(&Z, 8])8k = Rijklal (3.4)

Haciendo uso de la métrica de la variedad y por tanto de los isomorfismos musicales, es

posible reescribir el tensor curvatura como un tensor (0,4), totalmente covariante. Definimos asf
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el tensor curvatura (de Riemann) como el campo (0,4)-tensorial Rm = R’, que se obtiene
bajando el ultimo indice contravariante. Su actuacién sobre un campo vectorial W € X(M)
vendra dada por

Rm(X,Y, Z,W) = (R(X,Y)Z,W),, (3.5)

y en cualquier sistema de coordenadas local tendra la forma

Rm = Rl-jklda:i X Cl.%'j ® da:k & 6,, con Rijkl = glmRijkm (3.6)

Es importante destacar que la definicion del tensor curvatura no requiere a priori de la
especificaciéon de una métrica de Riemann, dado que su definicién como campo tensorial (1, 3)
unicamente se basa en la existencia de una conexién. Asimismo, la asignacién de una métrica de
Riemann permite la realizaciéon de contracciones sobre sus indices y de trazas que nos permitiran

definir otros tensores relevantes que veremos en este capitulo.

Podemos dar una descripcién para el tensor curvatura en términos de los simbolos de Chris-
toffel

Proposicién 3.4 (Expresién del tensor curvatura en coordenadas). La expresion del (1,3)-
tensor curvatura en términos de cualquier sistema de coordenadas diferenciable local, vienen
dadas por

Rijil = 81‘F§k — ;T + Fﬂrém - F%Fém

Para su forma covariante (0,4), se sigue automdticamente

Riston = griBigi! = gu (9T — ;0% + TTh, — TRT,, )

3.2. Propiedades e identidades del tensor curvatura

Enunciaremos a continuacién algunas de las propiedades mas destacables y de interés acerca

del tensor curvatura.

Proposicién 3.5 (Simetrias del tensor curvatura). El (0,4) tensor curvatura de g posee las

siguientes stmetrias para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z, W € X(M):

o Antisimetria 1-2,

Rm(X,YZ,W) = —Rm(Y, X, Z,W) <= Rijj = —Rjix (3.7)

o Antisimetria 3-/,

Rm(X, Y., Z, W) = —Rm(X, Y, W, Z) <~ Rijkl = _Rijlk (3.8)
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o Simetria 12-34,

Rm(X, Y, Z, W) = Rm(Z, VV,X,Y) <~ Rijkl = Rklz’j (3.9)

o 1% identidad de Bianchi,

Rm(X,Y,Z,W) + Rm(Y, Z, X,W) + Rm(Z, X,Y,W) = 0 <=
< Rjjp + Rjki; + Riij =0 (3.10)

o 2% identidad o identidad diferenciable de Bianchi,

VEM(X,Y,Z,V, W)+ VBRm(X,Y,V,W,Z)+ VEm(X, Y, W, Z, V) =0 <~
= Rijkizm + Rijtmg + Rijmiky = 0 (3.11)

Demostracion. Proporcionaremos solamente una idea de como se demuestran estas propiedades,
pudiéndose encontrarse su demostracién en [6]. La primera propiedad es consecuencia de la
definicién del endomorfismo de curvatura; la segunda, de la compatiblidad métrica de la conexién
de Levi-Civita; la tercera, de la libertad de torsiéon de la conexién de Levi-Civita; la cuarta
consecuencia de las tres anteriores, y la quinta es notablemente sencilla de demostrar tomando

coordenadas normales. O

Serd de interés también presentar las conocidas como identidades de Ricci, propiedades que
presenta la aplicacién dual al endomorfismo curvatura, que serd un endomorfismo en A'(M),

que dados campos X,Y € F(M), tiene la siguiente forma

R(X,Y)*: AY(M) —— A (M)
n —  R(X,Y)'n: ZeX(M)— (R(X,Y)n)(Z)=n(R(X,Y)Z)
(3.12)

Proposicién 3.6 (Identidad de Ricci para 1-formas). En una variedad (pseudo-)Riemanniana
(M, g), las derivadas sequndas covariantes de todo campo de covectores satisfacen la siguiente
propiedad:

ViyB — VixB=—R(X,Y)*B, para X,Y € X(M) (3.13)

Demostracion. En primer lugar, debemos notar que para cualquier campo tensorial G

v%(7yG — V%',XG = VXVYG - V(VXY)G - VYVXG + V(VYX)G
=VxVyG - VyVxG — Vixy|G

Pasamos ahora a computar separadamente los diferentes términos involucrados:

(VxVyB)(Z) =X ((VyB) (Z2)) = (VyB) (VxZ) = X (Y(B(Z)) — B(VyZ)) — (VyB) (VxZ) =
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= XY (8(2)) ~ (VxB) (Vv Z) -
(VyVxB) (Z) = YX(8(2)) ~ (Vv B) (VxZ) -
(Vixn8) (2) = (X Y)(8(2)) - 8 (Vix i Z)

(VxVyZ) = (VyB)(VxZ)

) B
) B(VyVxZ)—(VxB)(VyZ)

Juntando todo, se sigue que
(VXVYB —~VyVxfB— V[X,Y]B) (Z)=-8 (VXVYZ - VyVxZ — V[X,Y]Z) = —B(R(X,Y)Z),

como se queria ver. O

3.3. Invarianza local isométrica del tensor de curvatura

Veamos ahora que el tensor curvatura es un invariante local por isometrias, hecho que re-
sulta de gran relevancia ya que permite relacionar los diferentes tensores curvaturas de diferentes

variedades (pseudo-)Riemannianas facilmente.

Teorema 3.7 (Invarianza local isométrica del tensor curvatura). Dadas dos variedades (pseudo-

Riemannianas (M, g), ]\7, g : M — M una isometria local, entonces *Rm = Rm.
g g)ye 4

Demostracion. Considerando ambas conexiones de Levi-Civita en las dos variedades, V, V res-
pectivamente y teniendo en cuenta que la definicién del tensor de curvatura tinicamente involucra
las conexiones y corchetes de Lie, y ambos se preservan por isometrias por su naturalidad; i.e.,

0V =V y ¢, [X,Y] = [p.X, 0.Y] con lo que tomando campos arbitrarios X,Y, Z € X(M).
((p*]f%\r/n> (X,Y,Z,W) = E’;?JI(QO*X, oY, 0:Z, 0 W) = (R(ps X, 0 Y )i Z, 0 W) g =

g
[%W*X%S@*Y ((P*Z) - 6@*}/%@*)( (()0* V[W*X LP*Y]:| > =

g

Voux [(#°9), 2] - For [(+9) D) - Frsxmtion2), 90*W> _

@

%@*X) e« [Vy(2)] — (650*)/) o« [Vx(2)] - [(go*%) - (Z)] ,go*W>~ =

) (2)] - (go*ﬁ)y [Vx(2)] — s (V[X,y}(2)> ,@*W> =

= P [VXVYZ - VyVxZ — V[X,Y]Z]vSO*W> =
g

- [VXVyZ —VyVxZ— V[Xy]Z} , W> _=Rm(X,Y,Z,W)

o5
—~—
g
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Como consecuencia, todas las contracciones del tensor curvatura seran también invariante

locales isométricos [6].

Ademsds, en base al criterio de planicidad que ya habiamos introducido, el caracter plano o

llano de una variedad estd caracterizado por el tensor curvatura

Teorema 3.8 (Caracterizacién de variedades planas). Una variedad (pseudo-)Riemanniana es

plana si y solo si su tensor de Riemann es idénticamente nulo.

Demostracion. La necesidad ya ha sido probada pues en la proposicién se ha visto que toda
conexion de Levi-Civita de una variedad plana satisface el criterio de planicidad y consecuente-

mente el tensor curvatura es idénticamente nulo por definicion.

Reciprocamente si el tensor de curvatura de una variedad es idénticamente nulo, entonces
el endomorfismo de curvatura también lo es y la conexién de Levi-Civita satisface el criterio de
planicidad. O

3.4. Tensor de Ricci y curvatura escalar

Haciendo uso de la métrica de Riemann g en nuestra variedad podemos construir tensores
mas simples y de menos rango que compactan la informacién que nos proporciona el tensor de

curvatura.

En este contexto, es de gran relevancia el conocido como tensor de Ricci, un campo de 2-
covariante de tensores que se define a partir de la traza del endomorfismo curvatura, contrayendo

su primer y tltimo indice.

Definicién 3.9 (Tensor de Ricci). Se define el tensor de Ricci Re a partir del tensor curvatura

Rm como la aplicacion

Rc: X(M)xX(M) — X(M)

(3.14)
(X,Y) > try (Z — R(Z, X)Y)
que en componentes toma la forma
Rc = Rl]dl‘l & dﬂfj, donde Rij = Rkijk = gkakijm (315)

A partir de la definicién se tiene autométicamente que este tensor es simétrico y ademas
admite las siguientes diferentes expresiones debido a las propiedades de simetria que hereda del

tensor curvatura:
k k k k
Rij = Rkij = le j= _Rki j= _Rikj

Con el tensor de Ricci definido, aun es posible definir una contraccién mas y obtener un

escalar representativo, la curvatura escalar.
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Definicién 3.10 (Curvatura escalar). Se define la curvatura escalar S como la traza por la

métrica de Riemann del tensor de Ricci Re

S =try (Rc) = R = g"R;; (3.16)

Serd también de utilidad para los préximos capitulos separar la parte con traza nula del
tensor de Ricci a través de la introduccién del tensor de Ricci con traza nula ]%c, que se

define sustrayéndole una cantidad proporcional a la métrica y a la curvatura escalar
o 1
Rc = Rc— —Sg, (3.17)
n

de donde se deduce que el tensor de Ricci admite una descomposicién ortogonal revertiendo la

expresién anterior.

Introducimos ahora las identidades contraidas de Bianchi que seran de utilidad para probar

resultados cuando abordemos las transformaciones conformes de la métrica.

Proposicién 3.11 (Identidades contraidas de Bianchi). Las derivadas covariantes del tensor

curvatura, del tensor de Ricci y del escalar de g de curvatura satisfacen las siguientes propieda-
des:

[ tI‘g (VRm) = —D(RC) <~ Rijkl;i = Iijp; — le;k

o try (VRc) = %dS — Ril;i = %S;l

Demostracion. Partimos de la segunda identidad de Bianchi diferencial en coordenadas, subimos

el indice m y lo contraemos con i,
0=079"" (Rijktzm + Rijimsk + Rijmky) =
= (Rijklf + Rty + Rijrk;l) =
= Rijkl;i + Rz‘jli;k + Rz‘jik;l
donde hemos usado implicitamente que la derivada covariante conmuta con las contracciones y

la compatibilidad métrica de la conexién de Levi-Civita.

Ahora despejando R,-jkl;i y simplificando Rijli;k = —Rjili;k = —Rjiry Rijik;l = Rﬁ-kikﬂ =

R, obtenemos la primera de las identidades contraidas de Bianchi.
Rijii' = Rjik — Rjky
Para obtener la segunda identidad, realizamos un procedimiento similar al anterior sobre

subiendo el indice j y contrayéndolo con k sobre la primera identidad contraida de Bianchi; i.e.

aplicando 6% ¢

0=0dkg (Rijkl;i — Rji + Rk:j;l) =k (Riskl;i — R + Rks;z> = R*." — RFp + Ri*,
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Simplificando ahora R;" kl;i = —Ry" ;i = —Ril;i = —Ril;i; renombrando ¢ <+ k y simplifican-
do, Rk’l;]€ = Ril;i = Ril;i y finalmente por definicién, Ry" 1 = Sy llegamos a la segunda identidad
contraida de Bianchi

0=—Ry' — Ry, + Sy; = Ru,' = %S;l

3.5. Curvatura seccional

Para definir el concepto de curvatura seccional enunciaremos sin demostracién el Teorema
Egregium de Gauss que explicita como la curvatura Gaussiana, de caracter extrinseco, esta
directamente relacionada con la curvatura escalar, poniendo de manifiesto la coincidencia de

ambas perspectivas extrinseca e intrinseca, para describir propiedades geométricas de la variedad.

Teorema 3.12 (Teorema Egregium de Gauss). Dada una variedad Riemanniana (M, g) tomada
como subvariedad de R3. La curvatura Gaussiana k en cada punto p € M es exactamente la
mitad de la curvatura escalar de g, S, en p € M, por lo que también es un invariante local

isométrico de (M, g).

La expresion de la curvatura Gaussiana intrinseca ed

Rm(01, 02,02, 01) 1
(01,01)¢(02,02)g — (O1,02); 2

S,

Cuando se consideren variedades Riemannianas no necesariamente embebidas dentro de R3,
y de modo general, se puede definir directamente la curvatura Gaussiana en términos de la cur-
vatura escalar K = %S en cada punto de la variedad, quedando asi determinada completamente

de forma intrinseca.

La nocién de curvatura Gaussiana motiva en cierto modo la definicién de curvatura seccional

como sera evidente a continuacion

Definicién 3.13 (Curvatura seccional). Se define la curvatura seccional en p € M asociada

a un subespacio 2—dimensional II C T;,M como

kp(Il) 1 X(M) x X(M) — R
Rm(X,Y,Y, X)

(X,Y) — Kp(ID(X,Y) = Rmd (XYY X)’ con {X,Y} base de IT

5Una forma répida de ver que es justamente la mitad de la curvatura escalar, pero que requiere de conceptos

del capitulo 4 como son el producto de Kulkarni-Nomizu ® y de la expresién del tensor curvatura en funcién del
. dim3 1 ;
mismo Rm =" 7S¢ ® g para asi obtener

1 1
Rm(01,02,02,01) = ;S (2(01,01)4(02,02)g — 2(01,02) (D2, 1) ¢) = 39 ((51,31>g<52732>g - <31732>§) ,

luego trivialmente xk = %S en cada punto de la variedad.
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y donde Rm®(X,Y, Z,W) = (Y, Z) (X, W), — (X, 2) (Y, W), VX,Y,Z,W € X(M).

Es posible concretar mas acerca de la definicién de esta cantidad. A través de la aplicacion
exponencial exp, se puede proyectalﬂel subespacio 2— dimensional II C T, M sobre la variedad
M. La curvatura seccional x,(II) coincide con la curvatura de Gauss de esta proyeccién, tnica-
mente en el punto p € M, y coincide exactamente con la mitad de la curvatura escalar asociada

a la métrica, restringida a dicha proyeccion, tal y como establece el Teorema Egregium de Gauss.
Noétese ademas que la curvatura seccional estd bien definida pues
RmO(X, Y)Y, X) = (Y, Y>9<X7X>g — (X, Y>9<Y7X>g >0,
en el caso de métricas Riemannianas para cualesquiera campos de vectores linealmente indepen-

dientes.

Maés informacién acerca de esta cantidad puede encontrarse en [6], donde ademds se demues-
tra como esta cantidad no depende de la eleccién de la base y la relacién que guarda con el

tensor de Ricci y la curvatura escalar, entre otros resultados.

3.6. Meétricas de Einstein
Existe un subconjunto de métricas denominadas de Einstein de gran interés para el campo
de la Relatividad General

Definicién 3.14 (Métrica de Einstein). Se dice que una métrica (pseudo-)Riemanniana es una
métrica de Einstein si su tensor de Ricci Rc es un multiplo de la métrica; i.e. verifica la

conocida como ecuacion de Einstein

Rc= MAg, con A € R

El siguiente resultado, muestra como en variedades conexas (pseudo-)Riemannianas de di-

mensién superior a 2 se puede relajar la hipdtesis y pedir que A € F(M).

Lema 3.15 (Lema de Schur). Una variedad (pseudo-)Riemanniana (M, g) conexa de dimension
> 3 werifica que si su tensor de Ricci Rc = fg con f € §(M), entonces f es necesariamente

constante y g es una métrica de Einstein.

Demostracion. Tomando la traza sobre el tensor de Ricci se tiene que

S =trg (Re) =try (fg) = f-n,

"Recordar que la exponencial exp,, estd definida en un entorno de 0 € U C T, M, con lo que serd U N1I lo que

realmente se proyecta a M.
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luego Rc = %S g v el tensor de Ricci de traza nula es idénticamente nulo Re=0.

En particular, su derivada covariante también serd idénticamente nula VRc = 0, que en

coordenadas implica que

1 1 0 1
0= Rijo. — —Sgij = —Sgig® = Riji = —SikGij

Multiplicando ahora por el tensor métrico ¢** y utilizando la segunda identidad contraida de
Bianchi tenemos que . . .
~Sj = —Syg" g = g" Rijx = Riji" = 55,

k
(Sj

Ahora bien, como n > 3, necesariamente S.; = 0, equivalentemente V.S = dS = 0 y por la

conexidad de la variedad necesariamente f = %S es constante. ]

El lema de Schur nos dice en esencia que Rc = 0 es una condicién suficiente para que una
métrica sea de Einstein en dimensién > 3. Pero ademas, esta condicién es también necesaria y

por tanto da una caracterizacién para métricas de Einstein en dimensién > 3.

Corolario 3.16 (Condicién necesaria y suficiente para ser métrica de Einstein). La condicion

Rc =0 es necesaria y suficiente para que una métrica sea de Einstein en dimension n > 3.

Demostracién. Unicamente tenemos que demostrar la necesidad, ya que el lema de Schur (lema
3.15)) nos garantiza la suficiencia.

Supongamos entonces que g es una métrica de Einstein, luego Rc = Ag con A € R. Tomando
la traza con la métrica obtenemos que A\ = %S, con lo que Rc = Re — %gS =Rc—)Ag=0yel

tensor de Ricci con traza nula es idénticamente nulo. O

Observacién 3.17. En dimensién 2 el tensor de Ricci con traza nula Re es siempre idénticamente
nulo, como veremos mas adelante. No obstante, al no estar bajo las hipdtesis del Lema de Schur

no tenemos asegurado que la curvatura escalar sea constante S.

Observacion 3.18. En dimensiones n > 3, para que una métrica sea de Einstein, debemos tener
que Re = 0, equivalentemente que Rc = %Sg. Como aplicacién del Lema de Schur se tiene
que para variedades conexas de dimensién n > 3, A = % debera ser constante. Sin embargo, la
curvatura seccional no es necesariamente constante, como ocurre en la variedad producto S? x S?,

que pese a ser Einstein no presenta curvatura seccional constante.



Capitulo 4

Tensor de Weyl

En este capitulo definiremos un elemento tensorial conocido como tensor de Weyl que gene-
raliza al tensor curvatura de Riemann ya introducido. Para motivar su definicién empezaremos
estableciendo el concepto de tensor curvatura algebraico en un espacio vectorial real, concepto

extrapolable a un campo tensorial en una variedad.

4.1. Tensores curvatura algebraicos

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita n, consideraremos el espacio vectorial
T4(V*) = TOA(V), conformado por todos los (0,4)-tensores (covariantes) en V, dentro del
cual nos restringiremos a los elementos que ademas verifiquen las propiedades de simetria del

(0,4)-tensor curvatura de Riemann, cuyo conjunto denotaremos por R(V*).

(o) T(w,z,y,z2)=-T(z,w,y,z) (¢) T(w,z,y,z)=T(y,z,w,x)
) T(w,z,y,2z)=-T(w,z,2,9) (d) T(w,z,y,z)+T(x,y,w,z)+T(y,w,z,z) =0
R(V*) = {T e TH(V*) : T verifica las propiedades (), (b), (), (d)} cTH(v*)

Los elementos del espacio vectorial R(V*) se denominan tensores curvatura algebraicoﬁ en
V.

Pasaremos ahora a caracterizar la dimension de este espacio vectorial.

Proposicién 4.1 (Dimensién del conjunto de tensores curvatura algebraicos). Dado un espacio
vectorial real V' n-dimensional,
n?(n? —1)

12

8Es posible definir el concepto de tensor curvatura algebraico sin necesidad de incluir la condicién (c), ya que

dim [R(V*)] =

es también deducible a partir de las restantes [6].
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Demostracion. Comenzamos definiendo el subespacio de T*#(V*) sobre el que nos restringiremos,
que serd el que verifique las propiedades (a) a (¢) antes mencionadas, que denotaremos por B(V™).
Ademés se considera $2 (A?(V)*), el espacio de forma bilineales simétricas del espacio vectorial
A?(V) de 2-formas, equivalentemente de (0,2)—tensores contravariantes sobre V. Entre estos

dos espacios se define la siguiente aplicacion:

o: Y2 (AX(V)Y) —— B(V¥)
B(w,z,y, 2) — @ [B(w,x,y,z)] =B(wAz,yAz)

Por la antisimetria natural del producto exterior se tiene automé&ticamente las propiedades
descritas para la imagen de B por ®, de donde ®(B) € B(V*). Para ver que ® es de hecho un
isomorfismo, explicitamos su inversa. Para ello, dada una base {v;}]"; de V, construimos una

base {v; Av; :i < j} del espacio de 2-formas A?(V), y definimos la inversa como
U B(V*) —— P (A%(V)Y)

B(vi Nvj,vp Ay) = \I/[B(vi/\vj,vk/\vl)] = B(vj,vj,v,v;) coni<j k<l

Ahora bien, por tener el espacio de formas bilineales simétricas m-dimensional dimensién
% y dado que que dim [A*(V)] = () = "(n;l), se sigue que

GG+ nm-1) 2 —n+2)

dim [B (V)] = dim [22 (AQ(V)*)] -z o -

Considerando ahora la aplicacién lineal

T B(VY)  —— TV
Tw,ay2) = [Tw,ey,2)] = 5 [Tw,0,y,2) + T(w,2) + Tl w,0,2)],

se sigue que ker [1] = R*(V'), pues es en esencia la condicién (d) restante que no pediamos sobre
B(V*).

Se tiene ademds, que 7 es la restriccién a B(V*) del operador de alterado Alt : T4(V*) —
A*(V) definido en (1.1). De hecho, las simetrias (a)-(c), permiten reducir todos los 4! = 24
términos de Alt (T(w,a:, Y, z)) a uno de los términos presentes en la definicién de 7 [6], y por

consiguiente, Im [r] C A*(V).

Ademss, se puede comprobar como cualquier T € A*(V) verifica las propiedades (a)-(c)
inmediatamente, con lo que T' € B(V*). Esto permite concluir que 7(7T) = AItT = T, en
particular que Im [7] = A*(V).

Usando ahora el conocido teorema de algebra de rango-nulidad [8], se sigue que

nn—1)(n*-—n+2) (n) n?(n? —1)

dim R(V*) = dim B(V*) — dim AY(V*) = < )= -
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4.2. Producto de Kulkarni-Nomizu

Es posible construir un tensor curvatura algebraico a partir de dos 2-tensores simétricos y

la métrica de la variedad.

Definicién 4.2 (Producto de Kulkarni-Nomizu). Dados dos 2-tensores simétricos h, k € X2(V*),
definimos el producto de Kularkni-Nomizu como la aplicacién que lleva formas lineales

w,x,y,z € V*en
(h @ k) (w7 z,Y, Z) = h(w7 Z)k(]ﬁ, y) + h({l}, y)k(wv Z) - h(wa y)k(J:? Z) - h(.’E, Z)k(w7 y)
Sus coordenadas en cualquier base vendran dadas por

(h @ E)ijim = himkji + Pjikin — hakjm — himka
Las principales propiedades del producto de Kulkarni-Nomizu son:

e h(®k es un tensor curvatura algebraico. Las propiedades (a) a (c) son evidentes, el cdlcu-
lo explicito de la expresién (d) utilizando las expresiones anteriores, todos los términos

resultan cancelados.
e Simetria respecto a ®: h D k = k @ h. Se sigue de la definicién.

e Su traza viene dada por trg(h @ g) = (n — 2)h + (trg h) g. En particular, trg(g @® g) =

2(n — 1)g. Por componentes,

trg(h® 9)jt = 9" (9 ® h)ijmi == "™ (himkji + hjikim — hikjm — hjmka) = (4.1)
= hﬁgﬂ +n- hjl — 5;]7,@[ — (5lmhjm = h%gﬂ + (n — Q)hﬂ (4.2)

o (T,h D g)g =4 (tryT, h>g.
Escribiendo en coordenadas (T, h ® g)g = g(T,h ® g) = giigjjgmmg”ﬂﬂm(h D 9)ijim-
Para el primer sumando, T;;1m 919 ¢ himg" g™™ = Tiimig" himgg™™ = {(try(T), h). Los

otros tres términos son analogos.

e Si g es positiva definida, entonces |g ® h|Z = 4(n — 2)|h|2 + 4 (tr, h)Q.

Partimos de la expresién en coordenadas de |g(® h|§ =g(h®g,h® g), que toma la forma
(B D 9)ijim(h ® 9)ijimg" g"? g" g™™. Considerando el primer factor de h @ g multiplicado

por toda la expresién de h ® g se sigue que los 4 sumandos serdn

2 g g™ g g = [B[2018, = - [h?

him@imd" g™ 1195197 9" = him 61 g™ i8] ¢ = g™ 597 = [trg(h)]
—himhig" 977 919" gimg™™ = —himhadi0T g g7 = —hy;?gP g1l = —|h|?

(n—2)[h|2+ [t (h)]?

_himhjmg”gmmgjlgjjgilgii = _hzmhjméljéigllgmm = _hlm29”gmm = _|h|3
(4.3)
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Para los demas 3 términos se tienen los mismos cuatro sumandos, pues son permutacion

ciclica de la secuencia {i, j,I,m}, con lo que se concluye el resultado.

Proposicién 4.3. (Inversa de try por la derecha) Dado (V,g) un espacio n-dimensional con

producto escalar verificando n > 3. La aplicacion lineal
G: 2(V*) — R(V*)
1 try h

n—2 n—1
es una tnversa por la derecha de trg y ademds su imagen es complemento ortogonal de
Ker [try] en R(V*).

Demostracién. Es fécilmente verificable que try (G(h)) = h, Yh € X2 (V*). Consecuentemente,
se tiene que G es biyectiva y por lo tanto la dimensién de Im [G] es la codimensién de Ker [trg],
con lo que serd la dimensién de su complemento ortogonal, Ker [trg]J'. Por otra parte, todo
elemento T de R(V*) con traza nula, try(T) = 0, verifica que (T,G(h)) = 0 Vh € X2 (V*)
en base a (e), con lo que se sigue que Im [G] C Ker [trg]J‘, ambos de igual dimensién luego
Im [G] = Ker [trg]l. O

4.3. Tensores de Schouten y Weyl

En base a la definicién anterior, podemos construir los tensores de Schouten y Weyl basando-
nos en la definicién de la inversa de G. Para ello, pasamos ahora a pensar en una variedad

(pseudo)-Riemanniana (M, g).

Definicién 4.4 (Tensor de Schouten). El tensor de Schouten, que denotaremos por P, serd

el siguiente (0, 2)-tensor simétrico

et (ree ) »

El tensor de Scouten no es mas que la primera componente de la imagen del tensor de Ricci

Rc por la inversa de GG. Por otra parte, el candidato a inversa para el tensor curvatura serd el

que se corresponderd con la definicién del tensor de Weyl.

Definicién 4.5 (Tensor de Weyl). El tensor de Weyl, W, ser4 el siguiente (0, 4)-tensor alge-

braico de curvatura

1
W:Rm—P@g:Rm—ch®g+ g® g =Rm—G(Rc) = Rm — G (trg(Rm))

(4.5)

2(n—1)

Ante la deficién del tensor de Weyl, resulta evidente que cuando G sea inversa también por
la izquierda; es decir, un isomorfismo tendremos que el tensor de Weyl serd nulo y podremos

reconstruir el tensor de curvatura tan solo con el tensor de Ricci y la métrica.
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Una propiedad relevante que verificara el tensor de Weyl serd que posee traza nula, lo que

permitird dar una descomposicién ortogonal para el tensor curvatura de Riemann.

Proposicién 4.6 (Traza nula del W). Para toda variedad (pseudo)-Riemanniana (M,g) de
dimension n > 3, la traza del tensor de Weyl, try W es nula. Ademds, Rm =W +P@® g es la
descomposicion ortogonal de Rm correspondiente a R(V*) = Ker [trg] & Ker [trg]J'.

trg (W) = try (Rm) — try (G(Rc)) =0

Demostracion. En base a la proposicién anterior, como try W =0y G(Rc) = P () g verificando

que try (G(Rc))) = Rc # 0, se tiene la descomposicién en partes ortogonales mencionada. ]

En base a los resultados anteriores, podremos caracterizar variedades (pseudo)-Riemannianas

de hasta dimensién 3 como sigue.

Corolario 4.7. Dado un espacio vectorial real V de dimension n:

e n=0,1; entonces, R(V*) = {0}
e n=2; entonces, MR (V) =1y R(V*)={(gDyg).

e n = 3; entonces, dimR (V*) =6 y G : £2 (V*) — R (V*) es un isomorfismo.

Demostracion. Los resultados dimensionales se siguen de la expresién en la proposiciéon. Por otra
parte, g ® g es un generador de R (V*) dado que try g @ g = 29 # 0. Para dimensién 3, dado
que G ha sido construida tal que es una inversa (por la derecha) de try; i.e., try o G = idg2 ()
se sigue la inyectividad de G. Por otra parte, como dim R(V*) = dim X2 (V*)(= 6), se sigue que

G es sobreyectiva. O

En una variedad de dimensién 3 podremos recuperar el tensor de curvatura Rm a partir
del tensor de Ricci Rc y de la métrica g mientras que en dimensiones inferiores no tendremos

definido el tensor de Weyl o el de Schouten, pero tendremos un resultado similar.

Proposicién 4.8 (Tensores de Weyl y curvatura en dimensién 3). Sea (M, g) una variedad de

Riemann 3-dimensional; entonces, el tensor de Weyl W es nulo y ademds
S
Rm=PQg=R@g—- 7909 (4.6)

Demostracién. Por el corolario anterior sabemos que G es isomorfismo y por ser try, o G =
ids2(y7+), se tiene que try es un isomorfismo. Ahora bien, como la traza de W es nula en base a la
proposicién [4.6] se sigue que necesariamente W es nulo al ser G isomorfismo, y consecuentemente

se tiene la igualdad anterior. O
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Pese a que en dimensiones inferiores (2 o 1), la definicién de los tensores de Weyl y Schouten

carecen de sentido, podemos caracterizar el tensor de curvatura de forma completa como sigue

Corolario 4.9 (Tensor de curvatura en dimension 2). Para toda variedad (pseudo)-Riemanniana
(M, g) 2-dimensional se sigue que la curvatura escalar S determina completamente la expresion
de los tensores de Riemann y Ricci.

S
2

S
=909  Re=5g

Demostracion. Por el corolario sabemos que {g ® g} genera todo R(V*), luego existe una
funcién escalar tal que Rm = fg (® g. Tomando trazas iterativamente a ambos lados de la

expresion anterior se tiene que:
trg Rm =try fg ) g <= Rc=2fg
trg Re =try2fg <= S =2ftryg=4f <= S = if,
de donde se siguen las expresiones dadas. O

Observacion 4.10. En dimensién 2 por lo tanto, donde hemos visto que falla el Lema de Schur,

las métricas de Einstein son todas en las que la curvatura escalar es constante.

De forma similar a lo realizado en la proposicién habiamos visto en (3.17)) que se podia

descomponer el tensor de Ricci en dos partes ortogonales con traza nula y no nula.

o 1
Rc=Rc+—Sg
n

Utilizando este hecho es posible proporcionar una descomposicion en partes de traza no nula

y nula, cuando estamos en una variedad de dimensién superior a 3.

Proposicién 4.11 (Descomposicién ortogonal del tensor de Ricci). El tensor curvatura (0,4)

admite la siguiente descomposicion en dimension > 3:

1 o
Rm:W—Fch@g—F SgdD g

1
2n(n —1)

1 o |7 1
Rm>= W]+ —— R — |5 2
o 2 2
= W2+ —|R — 5%
Wig + — 09+n(n_1)

Demostracion. Sustituyendo Rc =Rc +lS g en la expresion (4.6]), se tiene trivialmente la expre-
sién mostrada. El hecho de que es una descomposmlon ortogonal se debe a la Cuarta propiedad
del producto de Kulkarni-Nomizu mostrada en pues al tener tanto W como Rc traza nula,

son automaticamente ortogonales por g. O



Capitulo 5

Métricas localmente conformes

Introduciremos ahora la nocién de métricas conformes, que nos determinard una particién
del conjunto de todas las métricas que admite una variedad (pseudo-)Riemanniana. En otras
palabras, la conformidad entre métricas permite definir una relacién de equivalencia sobre el
conjunto de todas las posibles métricas que admite una variedad (pseudo-)Riemanniana, siendo

sus clases de equivalencia lo que se entiende por estructura conforme.

Dicha relacién de equivalencia viene caracterizada por la siguiente definicién

Definicién 5.1 (Métricas Conformes). Dadas dos métricas (pseudo-)Riemannianas g y g de M;

se dicen conformes g ~ g cuando 3f € F(M) tal qu = e3fyg.

Cuando la anterior relacién se tenga de forma local y no necesariamente global se hablara

de conformidad local.

Definicién 5.2 (Variedades conformemente equivalentes). Dos variedades (pseudo-)Riemannianas
(M,g)y (]\7 , ) se dicen conformemente equivalentes si existe un difeomorfismo ¢ : M — M
conforme; es decir, tal que el pullback de la métrica g es conforme a g; i.e. ¢*g = fgcon f € F(M)

positiva.

Podemos ahora introducir la nocién de conformidad llana, de caracter mas débil que ser

plana y que localmente caracterizaremos en este trabajo.

Definicién 5.3 (Variedad (localmente) conformemente llana). Una variedad (pseudo-)Riemanniana
(M, g) se dice localmente conformemente llana cuando para todo punto existen un entorno

y un difeomorfismo conforme ¢ con un abierto del espacio (pseudo-)Euclideo (R™, ).

En el caso de que dicho difeomorfismo sea global y definido sobre toda la variedad se dira

que la variedad es (globalmente) conformemente llana.

9Notar que la definicién dada de métricas conformes es equivalente a pedir que § = hg con h € F(M) positiva.

35



36 5. Métricas localmente conformes

Es relevante pararse a mencionar que el caso global y local son altamente diferentes. Uno de
los ejemplos mas ilustrativos y simples es considerar la esfera S™, que no es conformemente llana
dado que sino serfa homeomorfa a R" por el Teorema de Hadamard [6], que establece que toda
variedad Riemanniana de curvatura seccional no positiva simplemente conexa y completa es
difeomorfa a R™. Consecuentemente, S™ no admite globalmente ninguna métrica conformemente

llana.

Sin embargo, basta con considerar sacar el polo norte de la esfera S™ \ {PN} para tener que

es globalmente conformemente llana pues es bien conocido que es homeomorfa a R™ en este caso.

Por otra parte, tanto S™ como S" \ {PN} ademads de ser localmente conformemente llanas
(pues toda variedad diferenciable es localmente homeomorfa a R"™), admiten localmente un

difeomorfismo conforme con R"™.

Nos restringiremos tinicamente a la cuestién local, donde el tensor de Weyl (y el de Cotton)
nos permitiran caracterizar localmente si la variedad es conformemente llana como veremos en
este y el siguiente capitulo; aunque, esto nada tenga que ver con si globalmente la variedad

admite métricas conformes planas.

Comenzaremos viendo como se relacionan los tensores curvatura entre dos métricas con-
formes. En particular, consideraremos la conexién de Levi-Civita y veremos cémo cambia al

considerar dos métricas g y § = /g para f € F(M).

5.1. Transformacion conforme de la conexion y de objetos ten-

soriales relacionados con la curvatura

De ahora en lo que sigue, sobre nuestra variedad (M, g) consideraremos coordenadas nor-
males centradas en un punto ¢ € M, con lo que aprovecharemos el caracter nulo de los simbolos
de Christoffel para simplificar. Sin embargo, en cuanto al tensor métrico, no utilizaremos su
expresion simplificada ya que no queremos distinguir entre el caso pseudo-Riemanniano y el

Riemanniano a efectos de transformaciones localmente conformes.

Consecuentemente, la expresion del tensor de Riemann en coordenadas se simplifica nota-

blemente.
0 0
Rijii = gumRiji™ = gim § 01, — 051}, +%— TP ¢ = am {@‘F?}g - ajrﬂ}

Partiendo de la expresion en coordenadas locales de los Simbolos de Christoffel veamos la

relacion entre los coeficientes de ambas conexiones de Levi-Civita; Ffj y FZ

~ 1. ~ _ - 1 _
Ly = §gkl (0igju + 0;9u — Digij) = 5¢ 2l gMt {@' [eﬂgﬂ} +9; [ezfgiz] — 0 [62]0917}} =



5.1. Transformacién conforme de la conexién y de objetos tensoriales relacionados
con la curvatura 37

1 1 _
= 59“ {0:9j1 + 0j9u — Ougij } + ¢ 2 gt {262f9jlaif +2¢* 40, f — 2€2f9ijalf} =
=T0 + 0if6) + 0;£0F — g™ O fgij = T3 + fa0} + [0 — g™ fagis

Por lo tanto, en base a la expresiéon obtenida, se sigue que las conexiones estan relacionadas

como sigue
— i ik j k
VxY = { XV + XI0,7} o) =
_ {ijirfj n Xﬂ‘ajyk} By + {XjYiaz- 85+ XIY10; 65 — XTY gM o, fgij} By, =
= ViV + {Y'O, 1 X"+ XI9; V" — g, X9V [grad 11} 0 =

= VY + (V)X + (Xf)Y — (X,Y), grad f

Ahora que tenemos la expresién de cémo transforma la conexién al realizar un cambio sobre
la métrica podemos pasar a ver como transforma el tensor de curvatura Rm = R;jyc' ®@¢’ ReF@el

y sus respectivas contracciones.

Teorema 5.4 (Transformaciéon Conforme de la Curvatura). Dada una métrica (pseudo-)Riemanniana
g en una variedad n-dimensional M. Dada f € F(M) y § = e*' g, una métrica conforme;

la expresion de los tensores curvatura de § estan relacionados con los de g por las siguientes

expresiones.
n = { o~ [V21] @0+ ldf £ | @9~ o @l (5.1
Re=Re+ (n—2) {[df ® df] — [VZf} } - {Af +(n— 2)\df\f]} g, (5.2)
§:e*2f{s+(n—1)(n—2)\df\§—z(n— 1)Af}, (5.3)

donde Af = div (grad f) es el Laplaciano de f. Ademds, para n > 3, los tensores de Schouten

y Weyl toman la siguiente forma en funcion de g:

P=Py[df ®df] - [vﬂ - %|df|§g, (5.4)

W =eXw. (5.5)

Cabe destacar que para el caso pseudo-Riemanniano |df|, debe interpretarse como (df,df)g.

Demostracion. Comenzamos calculando las derivadas de los coeficientes de la conexiéon V en

funcién de los de V.

Oty = Ol + O (04) O + O (91) 0F + O (5011 ) 915 =
0

= Ol + Lm0} + FimF = 6 famais — Om (9) 155 =
g=0
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= amrfj + f,zmé;C + f,jmézk - gklf;lmgij

Pasamos ahora a expresar el tensor de Riemann para la métrica g en funcién del de g. De
ahora en adelante, tomaremos coordenadas locales centradas en un cierto punto g € M, de modo

que la expresién de la métrica y de los simbolos de Christoffel sera notablemente mas simple
k

g
caracter pseudo-Riemanniano obtaremos por tnicamente considerar nulos los coeficientes de la

sobre dicho punto, Yijlq = 0i; y I'Y; = 0. Sin embargo, para mantener la indistincién entre el

conexién y trabajar en general con el tensor métrico.

®

Riji = GmiRiji™ = 62fgml{3¢f% — 0T + fﬁ’kf?; - ffkf%} =

= €2f{Rijkz + fakgj — fijrgi — Fagie + fgin
+ fie (590 — Fagjt) + Fa (Fagie — fii9ik) — 97 for Fop (901958 — gjlgik)} =

= €2f{Rijk1 — [fagjk + firgi — Fgie — g

([VQf]@)g)ijM
1
+ [fifagin + L faga — [ fagin — Fifagil _§<df7 df)g 2 (gugsk — gjlgik)}
([df@df]@g)ijkl (9D jr1

B = &1 { R [21] @+ ) @ 9~ 5lar 1o O}

@ o 9mi { [81F;7€ + f,]zézn + f,kz(sgn - gmpf;pigjk} - [8]FZZ + fz](slzn + f,k]fszm - gmp ;Pjgik] } =
= gml (@'Fﬂ - 33‘”}2) + gmi (fii = fiij) 08" + G (f;ki(s;‘n - f;k’j‘szm) = 99" (fipi9ik — fpiGin) =

0
= Riju +W S + figi — figu — faiGin + Fajgin =
= Rijii + firigi — fiki9at — Fuagin + [5Gk - Rijr + fargi — fijega — Fagie + [19ik

b=J;ba

0
: gml{ [Fﬁ)k + f;j(sfc) + 6;7 - f;rgjk} : {%)"’0’ f;i(s},)n + f:p(szm - gmsf;sgip}

- [9:{3 Fidh + [180 = 0 frgir] - [%’3 L0+ Fo8l = ™ Fagin] } =
0

= 9o {07 (b T) + 08 (£aB0" = Fab]") 100y (£0) = £380) LS (07" = 0007") }

— gm1" for [5;" (figik — figic) + fop (5anjk - 5?9%)]

0
- gmlgmsf;s 51}? (f;jgip - f;igjp) + 6 q; i 9ip + gmi gmsf;rf;s (gjkgip - gikgjp) =

~———
9ij=9ji

= fur (Fg—"Fagj1) + for (Fag—"T5900) + For (g — Fagin)
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—W— 9" fir fip (9i195k — 9519k
— fu8 Lrgre=TFadie) = Jrdi Fis (93007 — gund}) =

= fue (fijgi — L:igi1) — 6" o oo (900958 — 9j19ik) + fa (figie — f.j9ik)

Podemos ver ahora como se transforman las contracciones del tensor de Riemann

trg()=e 2 trg ()

Re = try (Jf%) T ey (Rm) —try ([VQf} ®g> +try ([df © df] B g) — %Idflﬁtrg (9B g) =

Re 2(n—1)g
= Re— (n—2) [V2/] + try (V2F) g+ (n = 2) [df @ df) + try (&f @ df) ~(n — 1)|df 2 =
e a2

Rc+(n2){[df®df} - [v?ﬂ} {ar+m-2l42}g

S = tr; (fz’c) - e_Qf{trg (Re) +(n — 2) [trg (df @ df) — tr, (VQf)} - [Af +(n— 2)|df|§] tr, (g)} _
S |df |2 T e
— 2 {s +(n—1)(n—2)df]2 - 2(n — 1)Af}

Ahora podemos obtener la relacién de los tensores de Schouten Py Weyl W para n > 3.
- 1 — 1 -
P = — B — =

n—2 (RC 2(n—1)59)

:ni2{ R”(”‘Q){[dfmﬂ—[VQf]}—{Af+<n—2>|df|z}g]}

1 - i |
_ mﬂ{sw- (n—1)(n —2)|df|2 — 2(n — 1)Af}%g _
N 5 (RC_ 2(711_1)59) +[df @ df) - [V2f] - %|df|§g -

P

= P+l @df] - [V25] - SldfiZg

W:%—ﬁ@g:
= { =[] Qo+ W 0 #1@ 9 - 5l Oal| - { P+l o~ [v] - Jlarta} @

=X {Rm—-PQ@g} =W

Estamos en condiciones ahora de enunciar uno de los resultados centrales a abordar en este
trabajo: la interpretacién geométrica que tiene el tensor de Weyl, que permite caracterizar las
variedades (pseudo-)Riemannianas localmente conformemente llanas; en las que cada punto tiene

un entorno conformemente equivalente a un subespacio (pseudo-)Euclideo.
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Corolario 5.5. Dada una variedad (pseudo-)Riemanniana (M,g) de dimension n > 3. Si g es

localmente conformemente llana; entonces el tensor de Weyl W es idénticamente nulo.

Demostracion. Por ser (M, g) localmente conformemente llana, para cada punto p € M existe
un entorno U tal que la carta local ¢ : U — R™ induce por pullback una métrica plana (pseudo-
)Riemanniana de la forma § = €2/ g para cierta f € F(M). Consecuentemente § presenta tensor

de Weyl W nulo, con lo que en base al teorema se sigue que W sera necesariamente nulo. [J

Tenemos asi demostrada una condicién necesaria para que una variedad de dimensién igual
o superior a 3 sea localmente conforme llana. Esta condicién sera suficiente cuando estemos en
dimensién superior o igual a 4 como veremos en el Teorema de Weyl-Schouten. Sin embargo esto
no sera asi para dimensién 3, pues ya hemos demostrado en la proposicién que W siempre

es nulo para este caso, independientemente de si la variedad es localmente conformemente llana.

5.2. Tensor de Cotton
Para abordar el caso particular de dimensién 3 introduciremos el conocido como tensor de
Cotton C, que no es més que la derivada covariante exterior negativa del tensor de Schouten.

Definicién 5.6 (Tensor de Cotton). Se define el tensor de Cotton como el campo tensorial (0, 3)

definido por la derivada exterior de tensor de Schouten

C=-DP Cijk = Pijik — Piryj

Veremos ahora como se relaciona el tensor de Cotton con el tensor de Weyl

Proposicién 5.7 (Relacién entre W'y C). Dada (M, g) de dimension n > 3, sean W y C los

tensores de Weyl y Cotton, respectivamente. Entonces,
trg (VW) = (n —3)C,

donde la traza tr, se toma sobre el primer y dltimo indice del (0,5)—tensor VW € TO5)(M).

Demostracion. Expresando la traza en componentes, se sigue que

[trg (VW)]jkl = 9"V (Wiji) = 9" Wijktn = Wigii,' = [Rm — P @ gln."
= Riju' — [Pz'l;igjk: + Pj."git — P gj1 — le;igik] =
—— —— —
R —Rjky Pjp. Pji

= [le;k - Pil;igjk} - [Rjk;l - Pik;igjl] + [Pk — Pjry] =
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. 1 - 1
= [le;J - msﬂ] ik — [Rjk;J - ms;k} git + [Pjse — Pjka] =
(n—2) Py (n—gpjk;j

=(n—2) [sz;j 9ik — Pjx! gﬂ] + [Pjk — Pirat] = (n = 3) [Piise — Pjka] =
~——— ——
Pji.k Pjry

= (n = 3)Cj,
de donde try (VW) = (n —3)C.
Notar que se ha utilizado las siguientes observaciones en los pasos indicados con llaves:
e La 1” Identidad de Bianchi contraida (proposicién : Rijkl;i = Rji.x — Rjgy.

e Conmutatividad de la métrica g con la derivada covariante (por haber compatibilidad

métrica en la Conexién de Levi-Civita Vg = 0); e.g.:

) ) ) 0
Sobre la 1° componente de [P ® g]ijkl;z : [ijgil] ;Z = Pji." g + ijg/[{;{: Py

e La 2 Identidad de Bianchi contraida (Ril;i = %S;l> (proposicién [3.11)), sobre la definicién

del tensor de Schouten:

) 1 . 1 ) 1 1 1
Pui=— |Ryieo—— Sigy| = —— 8, [1— = S,
il n_QLjL 2(n—1)¢§fﬁ] 2(n — 2) 71[ n—l] 2n—1)"*
=S5l il

2

Como consecuencia de la identidad anterior, se sigue automaticamente el siguiente resultado:

Corolario 5.8. Para una variedad (pseudo-)Riemanniana de dimension n > 4 que tenga tensor

de Weyl W idénticamente nulo, su tensor de Cotton C' también serd idénticamente nulo.

Demostracion.
W=0=0=tr,(VIW)=(n-3)C=C=0

——
#0

Observacion 5.9. Notar que el corolario [5.§ no es necesariamente cierto si estamos en dimensién
3. Es sumamente facil construir un contraejemplo, escogiendo casi una métrica al azar como

podria ser

g(x,y,2) = de @ dr + dy @ dy + vdz ® dz,
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en una variedad de Riemann 3-dimensional M es suficiente. Se puede computar su tensor de

Weyl W que resulta idénticamente nulo y su tensor de Cotton
1 1
C(x,y,z2) = F(dy@dx@dy—dy@dy@daz)—l—4—2(dz®dz®d:c—dz®dx®dz),
x x
que hemos calculado a través del software Maple con el paquete DifferentialGeometry.

Veamos ahora como se transforma el tensor de Cotton ante un cambio conforme de métrica

Teorema 5.10 (Transformacién Conforme del Tensor de Cotton). Dada una variedad (pseudo-
)Riemanniana (M, g) y dos métricas conformes g, g, se tiene que el tensor de Cotton correspon-

diente a ambas métricas estd relacionado como sigue
cC=C+W
Demostracion. Escogeremos para la métrica g un sistema de coordenadas normal centrado en un

cierto punto ¢ € M donde los coeficientes de la conexién se anulardn y la métrica serd candnica.

Empezamos escribiendo el desarrollo de la derivada covariante del tensor de Schouten P;j.;. y
buscaremos (conjuntos de) términos que sean simétricos con respecto al intercambio de indices
j < k, que resaltaremos con diferentes coloreg 0}

‘Zgij'-,k = ak‘f)ij - fz;ﬁmj - fz;'ﬁim =

= 6k |:Pij - (f;ij - Féjf;l) + f;if;j - % (gmlf;mf;l) gij:|
0 1
- { {%Jr 6" + fady" — gmlf;lgki} : {ij = famj + fmfii — 5 (gmlf;mf;z) gmj] } =

= |:asz’j — fiijk + Ok (Fﬁjf;l) + finfg + Lifige — %gml (f;mkf;l + f;mf;lk) }

- { |:f;kpij - f;kf;ij + fAfIfJ - f:,k:% (gmlf:,'mf;l) QYJ:|

+ |:f:,i<ij — fuej + fiefij — % (!Jmf;mf:l> gkj)]

1 o
- |:gmlf;lgkipmj - + (gmlf;mf;l) f:,jgik - é (grsf;rf;s) gmjgmlf;l 9ik:| } - F/TyRm =
———— ——
(r,8)=(m,1): ‘%'f;l:f;.]
9™ fom a1
1
i (gmlf;mf;l) f;jgik

= OpPyj + Ok (H;’f;l) — fwuPij + 9™ fagikPj

+ {f:if:jk — fige — Lilii e — fi (ij — fiki + fiefig — % (lef;mf;z> {1kj>} - ~Z}Pim

10F] color rojo indica los términos que directamente contienen a ambos indices j, k; mientras que los demés
colores: azul, y violeta denotan grupos de términos que en conjunto son simétricos en j, k y seran nulos al

evaluar la combinacion antisimetrizada 2Pi{j;k} = Pij;k — Piryy-
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+ {f;ilcf;j + f:,ijf:,k} - { } + {% (9""[f:1nf;z) (f.9ik + f;kgij}}

Consecuentemente, todos los términos entre llaves coloreados se anularan al realizar la com-
binacién antisimetrizada Pjj.; — Pj.j. Adicionalmente, el término que aparece con un simbolo
de Christoffel es no nulo porque las derivadas del mismo no lo son aunque este sea nulo en el

punto en el que centramos las coordendas normales.

Calculando ahora la expresién del tensor de Cotton C

Cijk = Pijik — Piryj = {akpij + O (Péjf;l) — frx Pyi+g™f gikij}
~~ ~—~—

gmkf;m f;m
- [@'H’k + 0; (Fész;l> fi Px+g™f giijk} =
- ——
Gmj [, f;

= [8kpij - 8jpik] + {8,6 (Féjgmlf;m) — 9 (Fékgmlf;m>:|

(8): R szed /)"

— ™ [Pygmk + Pok9ij — Pikgmj — Pmjgi] =
m
(grad f) PO g]imkj =P® g]mijk
= Pijix — Pirj + (Rmijk - PO g]mi_jk> (grad /)™ =
—_———— -
Cigh Wniji

= Cijt. + Whniji (grad f)™ = Cijr + Wik fom

Obsérvese que los términos dependientes en las derivadas de los simbolos de Chirstoffel dan

lugar al tensor curvatura.

@: [ak <Flijf;l> - 8j (Pfikf;l):| = |:8k (Féjgmlf;m) - aj (Fékgmlf;mﬂ =

0 0
Gmi <8kfﬁj — 8jFék> I+ (U fak + %f;z]')] = [le (&Jé’i - 8jF§gi> f;m] =

= Rijimf." = Rmiji (grad f)"
Obtenemos por lo tanto que C=C+W. O

Automadaticamente, tenemos el siguiente corolario para dimension 3:

Corolario 5.11 (Invarianza Conforme del Tensor de Cotton en dimensién 3). Para una variedad

(pseudo- ) Riemanniana (M, g) 3-dimensional su tensor de Cotton es un invariante conforme.

Ademas, se tiene la siguiente condicién necesaria para el caso de dimensién 3.
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Corolario 5.12. Si (M,g) es una variedad (pseudo-)Riemanniana localmente conforme-

mente llana 3 dimensional, entonces el tensor de Cotton C de g es idénticamente nulo.

Demostracion. Por ser (M, g) localmente conformemente llana, para cualquier punto p € M,
existe un entorno U de p y una cierta f € F(U) tal que (U, § = €2/ g) es llana. Por ser dimensién
3 sabemos que el tensor de Weyl serd idénticamente nulo en ambos casos W=W=0. Ademis,
los tensores de Cotton coincidiran en base a con lo que C = C. Por otra parte, se tiene por
definicién que 5’ijk = ]Bij;k — Jgik;j, pero P Dg= Rm con g no idénticamente nula. En (U, g) se
tiene que el tensor de Riemann es idénticamente nulo Efn, por ser llana, y por consiguiente, lo
serd también el de Schouten P. Finalmente podemos concluir que al ser C idénticamente nulo,

C también lo sera. O

En este capitulo hemos demostrado que el cardcter idénticamente nulo del tensor de Weyl pa-
ra dimensiones superiores o iguales a 3 y del tensor de Cotton para dimensién 3, son condiciones

necesarias para que una variedad sea localmente conformemente llana.



Capitulo 6

Conformidad local llana de métricas

de Riemann en dimension arbitraria

Abordaremos ahora una caracterizacién para la conformidad local conforme de toda variedad

(pseudo-)Riemaniana de dimensién arbitraria finita.

6.1. Dimension 1y 2

Para el caso unidimensional toda variedad de Riemann es plana, con lo que en particular es

conformemente llana.

En cuanto al caso de dimension 2, toda variedad es también localmente conformemente llana.
El problema se reduce a encontrar para todo punto un entorno U C M y una funcién f € F(M)
en el que (U,e?fg) sea una variedad plana. Esto se presenta habitualmente como probar la
existencia de coordenadas isotermas, en las que la métrica es conforme a la Euclidea. Mas

informacién puede consultarse en [2]| para ver la demostracién en detalle.

6.2. Dimensiones superiores o iguales a 3

Hemos demostrado como el cardcter idénticamente nulo de los tensores de Weyl (y Cotton)
constituian condiciones necesarias para la conformidad local llana de variedades de dimensién
superior (igual) a 3, respectivamente. En esta seccién demostraremos que de hecho son también

condiciones suficientes.

Previamente veremos el siguiente lema que nos permite garantizar la existencia de solucién
para un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden sobredeter-

minado.

45
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Lema 6.1. Dada (M,g) una variedad (pseudo-)Riemanniana, y sea el sistema sobredermi-
nado de ecuaciones definido por VE = A(€), donde A es una aplicacion lineal € € SOV (M) —
A(g) e 32 (T(0’2) (M)) satisfaciendo la siguiente condicion de compatibilidad:

e Para cada campo de covectores &, el campo (0, 3)-tensorial V (A(ﬁ)) satisface la siguiente
identidad

A()ijk — A ik = &isjk — Siskj = Ré';m-&, (6.1)

al intercambiarse A(§) <— VE.

Entonces, para cada p € M y cada n € [TpM]* = T(O’l)(M)|p,

al sistema sobredeterminado V& = A(€) en un entorno de p en el que n = Ep-

existe una solucion diferenciable

Demostracion. Dado un punto p € M arbitrario consideramos un entorno del mismo U que
leemos en coordenadas ¢ = (x!,... 2"). El sistema de ecuaciones sobredeterminado V¢ = A(€)
que se plantea puede escribirse en coordenadas como sigue

OxJ

= aij(x,€(x)); donde ayj(x,&(2)) = Tfj()&r + A(€)y5

Ahora bien, en base a un resultado de la teoria de sistemas de ecuaciones en derivadas
parciales sobredeterminados conocido como Teorema de Frobenius [5], se sigue un resultado
que garantiza la existencia de solucién en un entorno de p con ¢}, arbitrario (y en particular
para cualquier n € T7M que escojamos), siempre que se cumpla la siguiente condicién de

compatibilidad:

aaij a 8&@' . Gaik +a 8azk
oxk T og T aud T Mg
a;j (ml,...,x”;fl(xl,...,x”),...,fn(:ﬂl,...,ﬂsn)> € U X R" — ag(x,&(x)) € TOD(M)

para cada (6.2)

9§,

oxk?

condiciéon de compatibilidad no pide otra cosa que las derivadas segundas cruzadas de & coin-

Usando la regla de la cadena sobre las funciones a;j(x,&(x)), tras sustituir a;, = esta

cidan. En efecto, la expresién (6.2)) puede ser simplificada para nuestro caso particular como

sigue

0 0§ 0 0

Oxk 029~ Oz Ok

Probaremos ahora que a partir de (6.1]) se llega a esta otra condicién sin més que realizar
la sustitucién A(£) < V&, que en coordenadas toma la forma A(§);; < &;;. Comenzamos
desarrollando A(&)ij.kx = &isjk:

A(E)ijik = ik = VY& = 01 (V&) — Ty (Vi&s) — T, (V;6) =
= 0k0;& — OWT6-T1,00& — U006 + T T, 6 —T1,0,6 + ThTS,.&
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Ahora hay que destacar que como haremos A(&);;.x — A(§)ik;;, tendremos que tener en cuenta
que los términos que resulten simétricos ante el intercambio de j <+ k serdn nulos (los términos

en rojo son individualmente invariantes a este intercambio, y en azul lo son conjuntamente).

Comparando ahora ambos lados de la expresién (6. 1)

A(&)ijie — A ik = isjke — Ciskj = (0k0; — 0;0k) & + (83'1% - akréj) &+ (Fﬂré'm - F}?chm> &

Rjn'é = (ajriﬂ — Il + TS, — rg’;rim) &

obtenemos que la condiciéon de compatibilidad del enunciado es exactamente la condicién que
simplificamos (6.3)) a partir de la original (6.2]). Por lo tanto estamos bajo las hipétesis de este
resultado, y podemos afirmar que existe para cada p € M y n € T,; M una solucién diferenciable

al sistema sobredeterminado V& = A({) en un entorno de p en el que 1 = §,. O

Una vez demostrado este resultado previo, podremos enunciar y probar el teorema de Weyl-
Schouten, que nos aporta una caracterizacién para métricas localmente conformemente llanas

en variedades Riemanniananas y pseudo-Riemannianas de dimensién superior o igual a 3.

Teorema 6.2 (Teorema de Weyl-Schouten). Dada una variedad (pseudo-)Riemanniana (M, g)

de dimenson n > 3:

e Sin > 4, entonces (M, g) es localmente conformemente llana si y solo si su tensor de

Weyl W es idénticamente nulo.

e Sin = 3, entonces (M, g) es localmente conformemente llana si y solo si su tensor de

Cotton C es idénticamente nulo.

Demostracion. La condicién necesaria (implicacién =) ya ha sido probada en los corolarios
y Resta ver la condicién suficiente.

Partimos de la hipdtesis de que ambos tensores de Weyl y Cotton son idénticamente nulos
para g y para las variedades de sendas dimensiones explicitadas. Ademds, para ambos casos
los tensores de Cotton y Weyl seran también idénticamente nulos, respectivamente, en base al

corolario [5.8] y a la proposicién (4.8

Por otra parte, sabemos que toda métrica conformemente llana § = e2fg con f € S(M)
tendra tensor de Weyl W también idénticamente nulo en base al Teorema de Invarianza Con-

forme, y por tanto la expresién del tensor curvatura serd Rm=P D g.

Probaremos a continuacién que la funcién f que define la métrica conforme g siempre puede

escogerse tal que P= 0, y por tanto Rm=0 y g es llana.
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De la expresién del tensor de Schouten del Teorema de Invarianza Conforme (teorema [5.4)),

para que P= 0, la funcién f deberd verificar que

P—N?f+ (df @ df) — 5 (df, fg)eg = O (6.4)

1
2
Reescribiremos la ecuacion anterior en funcién de una 1-forma £ que debemos identificar
con la diferencial de f, df. De este modo, tendremos que resolver un sistema de n ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales de primer orden sobredeterminado de la forma V(df) =
A(df), siendo A la aplicacién motivada por la expresion , consecuencia de imponer P=0

y que ademés estd bajo las condiciones del lema anterior [6.1} como veremos a continuacién.
A TODM) —— T2 (zw@(M))
) 1 . .
{=Gdt = A =0 -3(&Oi+ P = (@fj — 59" &G + P]) [da © da’]

-~

A(§)

(6.5)

donde se han tomado coordenadas locales para la expresién en coordenadas de £ y A(&).

Por una parte, si £ es solucién al sistema V& = A(£) en un abierto de M, entonces A(¢)
debera satisfacer (6.1). En efecto, la identidad de Ricci, expresién ([3.13]) de la proposicién

es precisamente esta condicién para una 1-forma arbitraria, y en particular para &.

Por otra parte, el lema anterior asegura que la condicién de compatibilidad (6.1) es
suficiente para garantizar la existencia de solucion en un entorno de cada punto. Verifiquemos
entonces que nuestra aplicacién A verifica dicha condicién (cambiando &;.; <> A(€);; siempre que

sea necesario).

Comenzamos calculando A(§);;., a partir de la definicién de A en (6.5]).
A©)ijie = &k + €k — Eux'gij + Pijite

donde hemos usado que (ﬁlfl) L= 20im&kém = 255;/@[, en virtud de la simetria del tensor
métrico g. Operando y realizando las sustituciones de V¢ — A(€), tenemos:

A©)ijk — A)iny = &k — &iniln + Eiljn — Eilij — &un€lgiy + €156 gik + Pk — Pigj =
= Ap&j — Aijl + &G Az, — & Ak — Anlgij + ALi€lgi + Cije =

= (éz‘ék - %<§7§>ggik + Pik) & — (fz‘fj - %<§,5>ggij + Pij) &k
+&i <€j§k 1 99k + ij) —&i (€k§j ! 90kj + ij)

- <§z§k - %(&Qggm + Plk) 9i€' + (flfj - %<§a§>gglj + sz> gin€' =
= G —EETER — (6 E)g0ins + 5 (6,E)016k + Pty — Piti) — (6,E)g016
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1
+ (&, 8)g9ié; + §<§7§>g(91k§l 9ij — 9" 9i) + (Pygik — Pigij) € + Cijk =
SN~ N~

&k &j
0
1 0 1
= gik&i(€, E)g| —5+1— 5 + 9ij&k(€, E)g | 5 =+ 3
+ (P &; — Py &k ) + (Pygik — Piwgij) & +Ciji =
5gn§m:9lmglj€m élznsm:glmglk&m glm£m

= (Picgi; + Pygik — Pijgik — Pigis) 9" m + Cije = [P ® gl 9" m + Ciji
[P®g]ijklE[P®g]jkil

=[P® g]jkilfz + Cijk = Rmjri'& — Wiri'& + Cijg,

donde hemos hecho uso de la definicién W = Rm — P (D g en el dltimo paso. Restando el tensor

curvatura a la expresiéon obtenemos equivalentemente la condiciéon buscada
A(€)ijik — A(€)ikyy — Bmyri'&y = =Wk & + Cijr = 0, (6.6)

ya que teniamos que el tensor de Weyl y Cotton eran idénticamente nulos, luego se verifica la
hipétesis del lemay tenemos probada la existencia de tal £ verificando V& = A(£) localmente

en un entorno para cualquier punto de la variedad.

Unicamente nos queda demostrar que existe una f € F(M) tal que df = £. Ahora bien,
como A(&) es una 2-forma simétrica, se sigue que las derivadas de £ son simétricas pues 0;&; =
&isj —|—F§j§k = A(&);; —i—Ffj{k. Consecuentemente, £ es una 1-forma cerrada (tiene derivada exterior
nula) y podemos utilizar el Lema de Poincaré [9], que garantiza la existencia local de un entorno

para el que existe tal funcién f verificando que £ = df = Vf. O
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Capitulo 7

Ejemplos de métricas localmente

conformemente llanas

En esta seccién final construiremos y presentamos ejemplos de variedades conformemente

llanas.

7.1. Variedades de curvatura seccional constante

Las variedades en las que la curvatura seccional toma el mismo valor en todo punto y para
cualquier plano tangente son de especial interés. Veremos ahora como en este caso es posible

obtener una expresién concreta para el tensor curvatura.

Proposicion 7.1. Una métrica de Riemann g tiene curvatura seccional constante c si vy

solo si su tensor de curvatura satisface que

1
Rm = 569 Dy (@ Riji = c(gagix — giijl)) (7.1)

Consecuentemente, se sigue que el tensor de Ricci y la curvatura escalar quedan determinados

por las expresiones siguientes

Re=(n—1)cg (<:> Rij = (n— l)cgij) S=n(n-1)c (7.2)

Demostracion. La definicion de la curvatura seccional en coordenadas es
Rmijji

By

Kij con Rm?jkz = 9jkGil — 9ik9gjl (7.3)
Podemos relacionar Rm" con el producto de Kulkarni-Nomizu gracias a la simetria de g,
pues

1
Rmy, = giegit — gingit = 5 (gikgi + gk — Jikgjt — 9jdik) = Bl (74)

N |

o1
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Teniendo en cuenta que la curvatura seccional es constante c y la relaciéon anterior podemos

reescribir _—
Rmije  Rmgjp  ¢"¢""Rmgje — Rmy
1 T RmMY T GlgikRm0. . RmY =Kij=c (7.5)
D) g]ijkl Miskr 997 1My5 UL
1 1
de donde se sigue que Rm = of gD g] = ¢ g D g].
Ahora tomando la traza try, Rc = try (Rm) = (n—1)cg y S = trgy (Rc) =n(n — 1)c. O

Ahora bien, veamos como la curvatura seccional constante nos lleva a la conformidad local

llana.

Proposicién 7.2. Dada una variedad (pseudo-)Riemanniana (M, g) n—dimensional cuya métri-

ca tiene curvatura seccional constante c es localmente conformemente llana.

Demostracion. En base al Teorema de Weyl-Schouten basta probar que el tensor de Cotton
es idénticamente nulo para n = 3 y el de Weyl idénticamente nulo para n > 4; pues para

dimensiones inferiores ya se tiene el resultado en general.

Utilizando la proposicion anterior se sigue que el tensor de Schouten sera

niQ (RC_ 2(nS— 1)9) - niz <(”_ Deg = T;((T;__ll);g) niQ (n— 1- g) g = %cg

Ahora bien, como el tensor de Cotton depende de derivadas covariantes del tensor de Schou-

P pr—

ten, que no es mas que una constante y la conexién de Levi-Civita presenta compatibilidad

métrica, se sigue que es idénticamente nulo.

En base a la definicién del tensor de Weyl, para probar que es idénticamente nulo basta ver
que

1 1
WEO<:>Rm:P®g:>§cg@g:P@g<:>P:§cg (7.7)
]

Ejemplo 7.3. Toda métrica de Einstein en 3 dimensiones es localmente conformemente llana,

pues la curvatura seccional es constante.

Demostracion. Por ser una métrica de Einstein Rc = A\g para A € Ry S = try (Rc) = An = 3.
Por otra parte, por la proposicién [4.8 obtenfamos una expresién para el tensor curvatura dada

por (4.6]), donde si sustituimos lo anterior, obtenemos que
S 1
Rm=PQg=RcQg—-7909= 29Dy (7.8)

En base a la expresién (7.5)) del resultado anterior tenemos que

Rm 1 1
K= — )\ :S) 7.9
3909 2 < 6 (79)




7.1. Variedades de curvatura seccional constante 53
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Notar que para dimensiones > 3, no tenemos garantizado que la curvatura seccional sea

constante con lo que no se tiene este resultado en general (observacién [3.18)).
Una forma alternativa de ver que toda variedad de curvatura seccional constante c es local-
mente conformemente llana es a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.4. Sea gy la métrica usual de R™ en coordenadas cartesianas. Consideremos la

deformacién conforme dada por

1
g(c)f = ¢, o9 (7.10)
(1+ —(&, 7))
4
donde ¥ = (xl, e x”) es el vector de posicién correspondiente al punto p = (xl, cee x”) € R".

Un célculo estandar muestra que (R, g(c)) tiene curvatura seccional constante c.

Ahora bien, dado que dos variedades de la misma dimensién y con la misma curvatura
seccional constante son localmente isométricas [6], se sigue que toda variedad de curvatura
seccional constante es localmente isométrica a (R”, ¢(©)) y por tanto localmente conformemente

llana.

7.1.1. Variedades modelo

Otro ejemplo de variedades con curvatura seccional constante son las conocidas como varie-

dades modelo:

e (R" g), donde g es la métrica Euclidea

e (S*(R),gr), donde gg es la métrica inducida por a restriccién de la métrica Euclidea de

R+ a la hipersurpeficie esférica de radio R.
e (H"(R),gr), €l espacio n-dimensional hiperbélico de radio R, definido como sigue.

Definicién 7.5 (Espacio n-dimensional Hiperbdlico). Se define H"(R) como la subvariedad
del espacio de Minkowski R(1) (espacio pseudo-Euclideo de signatura (n, 1)) definida por las
coordenadas (£1,...,£™, 7) como la hipersuperficie verificando {7 > 0} en el hiperboloide de dos

hojas que define F~1({R?}) donde F es la funcién implicita

Fg,....e07) = () +- -+ (")~ (1) (7.11)

Esta variedad se dota de la métrica Riemanniana que induce el pullback de la inclusién en

(n,1)

v : H"(R) — RV al considerarse naturalmente R dotado de la métrica de Minkowski

g = (d€V)? + -+ (d€™) — (dr)?; es decir, gr = 1*q.
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(H™, gr) es una variedad pseudo-Riemanniana n-dimensional trivialmente y también puede

probarse que es una subvariedad Riemanniana de (R(”’l), d), como cabria esperar.

El siguiente resultado cuya demostracién remitimos a [6], caracteriza el valor de la curvatura

seccional de las variedades modelo

Teorema 7.6 (Curvatura seccional de las variedades modelo).

e FEl espacio Euclideo (R", g) tiene curvatura seccional constante 0.

1
o La esfera de radio R, (S"(R),gr) tiene curvatura seccional constante ik

N . ‘ ‘ . 1
e FEl espacio hiperbélico de radio R, (H(R)"™, gr) tiene curvatura seccional constante I
Adicionalmente, el siguiente teorema que solo enunciaremos permite caracterizar las métricas
de curvatura seccional constante en términos de una generalizaciéon de las coordenadas polares

geodésicas siguiendo la idea subyacente al Teorema de Minding para superficies [6].

Teorema 7.7 (Caracterizacion de métricas de curvatura seccional constante). Sea una variedad
(pseudo-)Riemanniana (M,g) con curvatura seccional constante c. Dado un punto p € M y
consideramos coordenadas normales (z*) sobre un entorno normal U de p y § el tensor métrico
definido por el pullback de la proyeccion radial m : x € R™\ {0} — 7(z) = ﬁ e Sv L.,
G =7*G, con § la métrica de radio 1 en S*T.

Entonces, la métrica de g puede ser escrita en U \ {p} como
g=dr’ + [5.(r]’ 3, (7.12)
n

Z (ml)2 Y sc la funcion definida
i=1

donde r es la funcion distancia radial r : (z') € U — r(z) =

como
T, sic=0
. ‘ 1
Se:iT €R > so(r) ={ Rsing, S1C= 13 >0 (7.13)
1
Rsinh 3, sic:—ﬁ<0

Como consecuencia de este teorema, se tiene que todas las métricas de curvatura seccional

constante son unicas localmente, en el sentido de que son todas isométricas entre si.

Corolario 7.8 (Unicidad local de métricas de curvatura seccional constante). Dadas (M, g) y
(M, g) variedades (pseudo-)Riemannianas de igual dimension y con curvatura seccional constan-
te ¢, entonces ambas variedades son localmente isométricas; i.e., para todo par de puntos p € M
ypE M ezisten sendos entornos coordenados (U, ), ((7, @) y una isometria @,z : U — U

determinada por @,z = o toop.
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Demostracion. Tomando en los entornos U y U coordenadas normales permite definir respec-
tivas lecturas normales en coordenadas que permiten expresar localmente la métrica como se
explicita en la expresién del teorema y tal que en los puntos considerados p, p el tensor
métrico coincide para ambas (siendo de la forma +d;; segtin la signatura). Ahora, a partir de
las correspondientes aplicaciones de parametrizacién se tiene una isometria local entre ambas

variedades. 0

Gracias al anterior corolario, es inmediato que toda variedad (pseudo-)Riemanniana de cur-
vatura seccional constante ¢ es localmente isométrica una variedad modelo R™, S"(R) o H"(R)

segun el valor de R = c.

Existe aun un resultado més general, el Teorema de Killing-Hopf [6], que establece que toda
variedad (pseudo-)Riemanniana completa y simplemente conexa n-dimensional (n > 2) con
curvatura seccional constante es isométrica a una de las variedades modelo globalmente, que

Unicamente mencionamos debida a su gran relevancia en este contexto particular.

7.2. Productos deformados

Otro caso de particular interés y muy comun en el ambito de la geometria diferencial son
los productos deformados o warped products que permiten crear variadas métricas a partir de la

deformacién de otras sobre variedades de Riemann producto.

Definicién 7.9 (Productos deformados). Se define el producto deformado de dos variedades
de Riemann (M, g1), (Ma, g2) por una funcién f : M; — RT diferenciable como la variedad
producto M7 x My dotada de la métrica de Riemann producto deformada por f, g, definida

como sigue

g=01® f2g2: [Tli@szMZ] X [Tli@szM?] — R

((U1,U2) ; (UJ17UJ2)) = Gprpe) [(V1,02) , (w1, w2)]
(7.14)

donde g, o) [(V1,02) , (w1, w2)] = g1y, (v1,w1) + F(P1)? gapp, (v2, wa).

Denotaremos por My X ¢ M> a la variedad producto dotada de la métrica g; + 2go.

El siguiente resultado cuya demostraciéon puede encontrarse en [1] permite caracterizar un

caso sencillo de productos deformados

Teorema 7.10. Dadas dos variedades (pseudo-)Riemannianas (M, gnr), (N,gn) vy f € F(M),
un producto deformado M Xy N con dim M =1 es localmente conformemente llano si y solo si

(N, gn) tiene curvatura seccional constante.
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Un ejemplo de métrica construida en condiciones del teorema anterior son las métricas del
espacio-tiempo de Robertson-Walker, de especial interés en el campo de la Cosmologia. Estan
definidas en una variedad producto de la forma M = R x ¢ N(c), donde N(c) es una variedad
con curvatura seccional constante ¢, que dotada con una métrica de la forma g = +dt*> +
f(t)%gn es siempre localmente conformemente llana independientemente de la funcién f € F(R)

considerada.
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