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Breve descricién do contido

El término “eleccion social” (social choice) aparece en modelos de
economia matematica para la toma de decisiones en contextos eco-
némicos, sociales y politicos, cuando no hay unanimidad entre los
individuos. En este trabajo estudiaremos su relacién con la topologia
algebraica, introduciendo la idea de complejidad social a partir del

concepto de complejidad topoldgica.
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Resumen

El problema de encontrar una funcién de eleccién social en un espacio de preferencias
determinado, siempre ha estado dominado por los Teoremas de Imposibilidad de Arrow
y Chichilnisky. En este trabajo trataremos de dar solucién a este problema estudiando el
tipo de homotopia del espacio de preferencias. Para llevar a cabo esta labor relacionaremos
el concepto de complejidad social definido por Oprea, Lupton y Grant en 2018, con la
complejidad topoldgica definida por Farber en el ano 2003.

Abstract

The problem of finding a social choice function in a given preference space has always
been dominated by Arrow’s and Chichilnisky’s Impossibility Theorems. In this paper we
shall try to solve this problem by studying the type of homotopy of the preference space.
In order to carry out this work we will relate the concept of emphsocial complexity defined
by Oprea, Lupton and Grant in 2018, with the fopological complezity defined by Farber in
2003.
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Introduccion

En este trabajo vamos a presentar la Teoria de la Elecciéon Social dadndole un enfoque
topolégico. Es decir, aplicaremos técnicas de la topologia algebraica para estudiar la posi-
bilidad o no de dar un algoritmo que proporcione una funcién de eleccidn social. Para ello
relacionaremos el concepto de complejidad topoldgica formulado por Farber en [9] en el afio
2003, con la complejidad social, definida por Carrasquel, Lupton y Oprea en [5] en el afio
2018.

Se trata de combinar un problema clasico de la Economia con un campo, el de los
invariantes homoto6picos, muy activo en el d&mbito de la Topologia. Mas concretamente,
vamos a combinar el problema de agregacion de preferencias individuales en preferencias

grupales, con la nocién reciente de la complejidad topoldgica, de interés en robética.

En el Capitulo [I| haremos una pequena incursién en la Economia introduciendo el pro-
blema de la Eleccion Social, siguiendo el trabajo de Kinsey ([I1]), asi como la definicion
de sus principales elementos: el conjunto de preferencias, la continuidad de la funcion y la
funcion de eleccion social. En el caso de la funcidn de eleccion social profundizaremos en
los conceptos de Unanimidad y Anonimato. Todos estos conceptos irdn acompanados de
sencillos ejemplos para facilitar su comprensién. Dichos ejemplos nos mostraran que no es
facil encontrar una funcién continua que cumpla Unanimidad y Anonimato aunque sea en

una situaciéon muy sencilla y natural.

El término Eleccion Social es ya clasico en el ambito de la Economia Matemética, aun-
que el enfoque desde el punto de vista de la complejidad social es muy reciente. Se trata de
establecer un modelo para la toma de decisiones en contextos de tipo econémicos, sociales

o politicos, pudiendo extrapolarse a muchos otros ambitos.

Incluiremos un desarrollo histérico del problema, con el fin de mostrar la evolucién del

enfoque del mismo. Este desarrollo comienza con el trabajo aportado por Arrow en 1951

XI
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(|2])- Arrow afronta el problema desde un punto de vista combinatorio, pues solo contempla
la version discreta del conjunto de preferencias, lo que le hace formular su famoso Teorema
de Imposibilidad, en el cual establece que no es posible definir una funcién que cumpla las

condiciones de Anonimato, Unanimidad y continuidad.

La siguiente parada sera el aporte topologico llevado a cabo por Chichilnisky en [6].
Considera que el conjunto de elementos que conforman el espacio de preferencias tiene
estructura de espacio topolégico y aplicando técnicas de la topologia algebraica sobre un
conjunto de preferencias no necesariamente discreto, acaba formulando su versién del Teo-
rema de Imposibilidad. Como manifiesta el trabajo de esta autora, la existencia de una
funcién continua cumpliendo las condiciones de Unanimidad y Anonimato en funcién de

las propiedades del espacio de preferencias, es un problema topolégico.

Seguiremos este recorrido con el estudio de las n-medias de Eckmann ([§]) y su rela-
cion con el problema que nos atafie. Eckmann desarrolld su trabajo tratando el problema
de existencia de una n-media en un espacio topolégico, aunque mas tarde, gracias a las
aportaciones de Chichilnisky en la Teoria de la Eleccion Social ([6]), resulté que la n-media
generalizada de Eckmann era una funcién de eleccién social. Dicho de otra forma, Fck-
mann enfoca el problema de existencia de funciones de eleccién social como el problema
de existencia de n-medias en espacios topolégicos. Por tanto se puede decir que aunque no
era el resultado que buscaba, Eckmann fue el primero en tratar el problema de existencia

de una funcién de eleccién social desde un punto de vista topologico.

Finalmente acabaremos con el trabajo de Weinberger (|18]), donde establece que el pro-
blema de la Eleccion Social es puramente topolégico y da la clave sobre cuando es posible

dar una funcién de eleccién social.

En el Capitulo [2] estudiaremos el concepto de la complejidad topoldgica, asi como sus
variantes complejidad topdlogica superior y complejidad topologica simétrica v las relaciones
entre ellas. Seguiremos el trabajo de Farber [9], donde introduce la complejidad topologica
junto con resultados relacionados. Para completar tales demostraciones nos apoyamos en
los trabajos de Rudyak ([14]), Lechuga y Murillo (|[12]), y Farber y Grant ([10]).

Con el objetivo de realizar un trabajo lo més completo posible y poder llevar a cabo
demostraciones de una forma mas sencilla, daremos dos definiciones diferentes de la com-
plejidad topoldgica v sus variantes. La primera de ellas sera la definicién dada por Farber
([9]) v la segunda la version de Rudyak ([14]). Desde un primer momento veremos que
ambas son equivalentes, lo que nos permitira usar una u otra segun lo requiera el resultado

en el que nos hallemos. Para finalizar el Capitulo incluiremos una secciéon dedicada a un



INTRODUCCION X111

breve estudio estudio sobre los conjuntos ENR, de esta manera tendremos las herramientas

necesarias para realizar de una forma mas rigurosa ciertas demostraciones.

Finalmente en el Capitulo |3|relacionaremos los capitulos anteriores para poder estudiar
el concepto de complejidad social. También trabajaremos sobre su variante, la complejidad
soctal superior, para poder dar solucién al mismo problema en el caso de que haya méas de
dos individuos. Nuestro cometido serd tratar de definir una funcién de eleccién social que
cumpla todas las condiciones comentadas. Para ello nos apoyaremos principalmente en el
articulo de Carrasquel, Lupton y Oprea ([5]).

En este dltimo capitulo compararemos los conceptos de complejidad social y complejidad
topoldgica (simétrica). Esta comparacion nos dara pie a poder cerrar este trabajo formulan-
do un resultado que relaciona la complejidad topoldgica superior con la complejidad social
superior y la complejidad simétrica superior. La nociéon de complejidad social superior es
nueva, y la hemos desarrollado a partir de un bosquejo inicial de Oprea, Lupton y Ca-
rrasquel ([5]), quienes en su momento no tenian a su disposicion la nocion de complejidad

topoldgica simétrica superior, que anos después seria desarrollada por Rudyak ([14]).



XIV

INTRODUCCION



Capitulo 1

Elecci6n social

1.1. Definicién de Eleccién Social

Para comenzar este capitulo recogemos la definicion que dio Kinsey en [I1]. “La Teoria
de la Eleccion Social es el estudio matematico de los mecanismos formales de agregacion
de preferencias individuales en preferencias grupales”.

En este sentido, el objetivo de la teoria de la eleccién social es el estudio de “las relaciones
entre los objetivos de politica social y las preferencias y aspiraciones de los miembros de
la sociedad” ([15]) o dicho con otras palabras “se trata de buscar criterios de agregacion de
preferencias individuales en preferencias sociales” ([17]).

Con el fin de llevar a cabo la bisqueda de criterios de agregacion vamos a considerar los

siguientes elementos:

1. Una sociedad, formada por los diferentes individuos.

2. Un conjunto de alternativas sociales, sobre las que se aplica la eleccién.

3. Un criterio de eleccion social como forma de promediar las alternativas sociales.
También establecemos una regla de eleccién social con los siguientes elementos:

1. El “dominio” de la regla, o bien los argumentos a utilizar.

2. La “coherencia”, es decir imponer un criterio de racionalidad que se debe cumplir.
Por ejemplo, que si utilizamos la regla en dos situaciones idénticas obtengamos el

mismos resultado.

3. “Operatividad”, concretamente que a la hora de valorar alternativas, nos indique cual
) )

es preferible.
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De manera que el problema planteado seria el siguiente: Dada una sociedad y un conjunto
de alternativas sociales, se trata de estudiar qué procedimientos de valoracién social se
derivan de agregar las preferencias de los individuos si se tienen en cuenta los requisitos de

todos.

1.1.1. Conjunto de preferencias

Tradicionalmente, la teoria de la eleccién social consideraba el caso de un conjunto de
preferencias finito y discreto, lo cual provocaba que su estudio fuera llevado a cabo en el
campo de la combinatoria. Sin embargo, hay muchos casos en los que surge de manera
natural considerar el conjunto de alternativas como un conjunto continuo. Fue en los anos
80 cuando Chichilnisky en [6] desarroll6 la estructura para estudiar la teoria de la elecciéon
social para un conjunto continuo de alternativas, usando argumentos pertenecientes a la
topologia algebraica, llegando a resultados andlogos al teorema de Imposibilidad de Arrow
(Teorema [1.2)).

Para ver de una forma mas clara el caso de un conjunto de preferencias no necesaria-
mente discreto nos vamos a apoyar en una serie de sencillos ejemplos dados por Baigent

en [3], en los cuales el espacio de preferencias sera la circunferencia S*.

Consideremos el caso de dos amigos que quieren acampar en la orilla de un lago con
forma circular, pero que no se ponen de acuerdo para decidir el punto exacto. Considerando

S en coordenadas polares tenemos que una “funcién de bienestar social” podria ser
f: 8t x 8t = st
(01,02) — f(61,02) = bo.

Siendo (1,63) € S' x S' las preferencias de ambos compaiferos y f la aplicacion cons-
tante que a cada par (61,6>) le asigna el punto fy € S'. Otra opcién seria considerar la
aplicacion continua f(601,62) = 61, la cual a cada par (61,62) le asignara la eleccion del
primer individuo. En este caso se dice que la funcién de bienestar social f es dictatorial

con respecto al individuo 1.

Para evitar funciones como las que acabamos de comentar vamos a necesitar que se
cumplan dos propiedades exigibles de manera natural: Unanimidad y Anonimato. Una
funcion de bienestar social es Undnime (UN) si en el caso de que todos los individuos tengan

la misma preferencia, sea esta la preferencia social. En el caso anterior, si f(6,6) = 0, para
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todo 6 € S*. Por otro lado se dice que una funcién de bienestar social es Andnima (AN) si

es invariante frente a la permutacién de las elecciones de los individuos. En el caso anterior,

esta propiedad se puede escribir como f(01,62) = f(62,601), para todo 01,6, € St.
Volviendo al ejemplo anterior podemos ver que las funciones de bienestar social cons-

tantes son AN pero no UN, mientras que las dictatoriales son UN pero no AN.

1.1.2. Continuidad de la funcién

Finalmente veamos un ejemplo de una funcién que cumple tanto UN como AN pero
que no es continua.

En este caso seguimos considerando la circunferencia S', dotada de la topologia usual,
como el espacio de preferencias. La aplicacion f: S' x St — 8! va a ser aquella que a cada
par de puntos (01,62) € S' x S! le asigna el punto medio 6 € S entre ambos siguiendo
el arco mas corto que los une. Entonces tenemos que la continuidad de la aplicaciéon f se
garantiza siempre y cuando 61, 62 no sean antipodales, pues solo hay un arco que sea el
més corto entre ellos. Sin embargo, cuando son antipodales, es cuando nos encontramos
con la discontinuidad de f. Vedmoslo.

Fijemos 1 = 0 y 63 = 7 tenemos que:

™
Ii 01,0 =_.
My SO0+ =5

Tomando ahora el limite por la derecha tenemos que:

3 3
51—1>I(I)1+ f(01,02 +¢€) = 5

De manera que como ambos limites para un mismo punto son diferentes tenemos que

f es discontinua en el punto (0,7) sin embargo cumple UN y AN.

Los ejemplos anteriores manifiestan que no es facil encontrar una funcién continua y
que verifique los axiomas de UN, AN aunque sea en una situaciéon muy sencilla y natural.

A continuacion daremos la definicién de una aplicaciéon con estas caracteristicas.

1.1.3. Funcion de eleccion social

Definicion 1.1. Sea X un espacio de preferencias dotado de una topologia no necesaria-
mente discreta, decimos que f: X x X — X es una funcidn de eleccion social si cumple

las siguientes condiciones:
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1. Unanimidad: f: X x X — X es unanime si f(x,z) = z, para todo z € X. En otras
palabras si tomamos la aplicacion A: X — X x X con A(z) = (z,x) tenemos que
foA=id.

2. Anonimato: f: X x X — X es anoénima si f(z1,z2) = f(z2,21), para todo z1,

xo € X. Es decir, f oo = f para todo elemento o del grupo de permutaciones .

3. Continuidad: f: X x X — X es continua, es decir, el output es continuo con respecto

al input.

Aclaremos con mas detalle qué quieren decir estas caracteristicas.

En primer lugar, que cumpla UN quiere decir que si todos los agentes tienen la misma
preferencia, ésta va a ser la preferencia social. En el caso de AN nos referimos a que el orden
de agregacion de las preferencias de los individuos no cambiara el resultado de la funcién
de eleccion social, o dicho de otra forma, que el output es invariante ante permutaciones
del input. Finalmente cuando nos referimos a la continuidad de la misma, queremos decir

que antes pequenos cambios en el input, el output no sufrird tampoco grandes cambios.

1.2. Desarrollo histérico

En esta secciéon haremos un breve recorrido por los principales desarrolladores de la

Teoria de la Eleccién Social y su evolucién a trevés de sus trabajos.

1.2.1. El enfoque de Arrow

Uno de los primeros en estudiar este problema fue el matemético y economista esta-
dounidense Kenneth Joseph Arrow (1921-2017). En su trabajo ([2]), trata el problema de
encontrar una funcién de eleccién social para un conjunto de preferencias discreto, por
tanto le da un punto de vista combinatorio a la resolucién del problema. Finalmente llega
a su famoso Teorema de Imposibilidad , en el cual establece la imposibilidad de dar
una, funcién de eleccién social que cumpla las condiciones de Anonimato, Unanimidad y

continuidad.

En su trabajo original, Arrow trabaja con “funciones de bienestar social”, para las cuales
define una relacién de orden, o relacién de preferencia, en el conjunto de preferencias que
debe de cumplir ciertas condiciones.

Para definir la regla de eleccién social consideramos un conjunto N = 1,...,n de

individuos y R; la preferencia del i-ésimo individuo sobre un conjunto de preferencias P.
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De manera que siendo a,b € P, se tiene que si a es preferido a b por el individuo i-ésimo
lo denotamos como a =; b.

De esta manera definimos la funcién de bienestar social F' como sigue:
R=F(Ry,...,Ry),

siendo a = b, si a es el resulto de la funcion de bienestar social. Ahora bien esta funcion

ha de cumplir las siguientes condiciones:

1. “Dominio Universal’(U): La regla de eleccién social esta definida para toda configu-

raciéon posible de preferencias individuales.

2. “Principio de Pareto” (P): Sean a,b € P, si para todo ¢ € {1,...,n} se tiene que

a >; b, entonces a > b.
3. “No Dictador”(D): No existe j € N tal que para todo a,b € P se tenga que:

azjb=a=b

4. “Independencia de alternativas irrelevantes” (I): Sean (Ri,...,Ry,) v (R},...,R))
dos posibles configuraciones de preferencias individuales, y sean R, R’ las correspon-

dientes relaciones de preferencia, es decir:
R=F(Ry,...,R,),R =F(R},...,R)),
entonces si para todo ¢ € N se verifica a =; b < a tg b entonces:

a>bea>b.

Ahora ya estamos en las condiciones de enunciar el Teorema de Imposibilidad de Arrow.

Teorema 1.2. [2] No eziste ninguna funcién de bienestar social capaz de satisfacer simul-

tdneamente las condiciones U, P, D e L

1.2.2. El enfoque topolégico

A principios de los afios 80, la matematica y economista argentina-estadounidense, na-
cida en Buenos Aires, Graciela Chichilnisky en [6] dio el salto a considerar el espacio de
preferencias P como un espacio topoldgico no necesariamente discreto, un cambio muy sig-
nificativo con respecto al enfoque discreto de Arrow. Aunque el uso de técnicas topologicas
le llevase a resultados equivalentes al Teorema de Imposibilidad de Arrow, como podemos

ver en el siguiente resultado.
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] k
Teorema 1.3. [[6], Teorema 1] Sea P un espacio de preferencias P¥ = Px --. xP,

entonces no existe una funcion de eleccion social, es decir una aplicacion

f: Pt~ p
que cumpla:
1. Estabilidad, es decir, f continua;
2. anonimato, es decir, f(py(1);---Po(k)) = f(P1,---,Pk), para cualquier permutacion

odel,....)k;y
3. unanimidad, es decir, f(p,...,p) = p, para todo p € P.

Baryshnikov en [4] sugiere que ambos enfoques pertenecen a una teoria comin, aunque
clasicamente se haya tomado mas naturalmente el punto de vista discreto propuesto por

Arrow, dejando el enfoque topo6logico como una opcién antinatural o forzada.

1.2.3. La n-media de Eckmann

“La existencia de un modelo de eleccion social en un espacio de preferencias P es un
problema topolégico, incluso un problema homoto6pico” (Eckmann).
En los anos 50 el matematico suizo Beno Eckmann desarrolld su trabajo tratando el pro-
blema de existencia de una n-media en un espacio topolégico, aunque mas tarde, gracias
a las aportaciones de Chichilnisky en la Teoria de la Eleccion Social, resulté que la n-
media generalizada de Eckmann era una funcién de eleccién social. Por tanto se puede
decir que aunque no era el resultado que buscaba, Eckmann fue el primero en tratar el

problema de existencia de una funcién de elecciéon social desde un punto de vista topologico.

Eckmann ([8]) trata problema de existencia de funciones de eleccion social como si
fuera el problema de existencia de n-medias en espacios topologicos. Por eso puede pasar
el problema a grupos usando los grupos de homotopia.

Para verlo con més detalle veamos los siguientes resultados.

Definicion 1.4. Sea X un conjunto y n > 1 con m € Z. Una aplicacién f: X™ — X es

una media de grado n en X si:

1. Para todo xq,...,x, € X, se tiene

f(s(x1,..yxn)) = flxe,... xn),

para todo s € X,,. Siendo X, el grupo de permutaciones de n elementos.
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2. Para todo x € X, se tiene f(x,...,z) = .

En este caso se tiene que si X es un grupo, una media es “algebraica” si la aplicacion f es
un homomorfismo. Por otro lado, si X es un espacio topoldgico, una media es “topolégica”
si f es una aplicacién continua.

Como vimos con anteorioridad en la Definicion la. Definicién s6lo necesita de
la condicién de Continuidad para que sea una funcién de eleccién social. De esta manera

Eckmann en [§] define la funcién de eleccion social de la siguiente forma.

Definicion 1.5. Sea P un espacio de preferencias con estructura de espacio topolégico,
N una sociedad de n agentes donde p; € P es la preferencia del j-ésimo agente con

7 €1,...,n. Una funcion de eleccién social es una funcién
F.:P*"— P
(ph s 7pn) = F(pb cee apn)

Cumpliendo las condiciones de continuidad, unanimidad y anonimato.

Por tanto gracias a estas definiciones podemos deducir que una n-media en un espacio
conexo P es lo mismo que una funcién de eleccién social. Tomando los grupos de ho-
motopia 7;(P), tenemos que llevan aplicaciones continuas en homomorfismos. Para poder
ver los siguientes pasos, tenemos que ver primero unos resultados acerca de los grupos de

homotopia, que encontramos en [I.

Definiciéon 1.6 ([I], Definicion 7.2.1). Sea (X, zo) un espacio punteado, para cualquier

entero n > 1, el n-ésimo grupo de homotopia lo denotamos como
(X, z0) = [(S™, sn), (X, z0)].
Paran = 1 es el grupo fundamental. Para n > 2, lo llamamos grupo de homotopia superior.

Ahora veamos los resultados respectivos a este concepto, cuyas pruebas las podemos

encontrar en [I].

Teorema 1.7 ([1], Corolario 7.2.4). Sea X un espacio punteado, entonces para n > 2, los

grupos m,(X) y 71 (Q" LX) son isomorfos.

Teorema 1.8 ([I], Corolario 7.3.6). Sea f: (X,z9) — (Y,yo) una funcion continua, en-

tonces f induce un homomorfismo f.: mp(X,x0) = (Y, y0) para cualquier n > 1.

Corolario 1.9 ([I], Corolario 7.3.7). Sean (X,z0) y (Y,yo) dos espacios punteados con
el mismo tipo de homotopia, entonces para cada n > 1, existe un isomorfismo de grupos

v (X, 20) = (Y, y0) para cada n > 1.



8 CAPITULO 1. ELECCION SOCIAL

Por tanto tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.10 (8], Proposicion 1). Una n-media topoldgica en un espacio P induce

una n-media algebraica en cada grupo de homotopia m;(P),i > 1.

Finalmente veamos el siguiente resultado de Eckmann, relativo a la existencia de n-

medias en grupos.

Teorema 1.11. Sea G un grupo. Sea n > 2 un entero, se tiene que si G admite alguna

n-media algebraica entonces G es abeliano.

Demostracion. Sea G un grupo, supongamos que existe f: G" — G, siendo f una n-media

algebraica. Entonces, como f cumple anonimato:

f(z,0,...,0) = f(0,z,...,0) =---= f(0,...,0,2),
para todo x € GG. Definimos
g:G—>G
z+— g(z) = f(z,0,...,0),

Entonces para todo z,y € G y teniendo en cuenta que f es homomorfismo de grupos

(1.1)

tenemos que

g(x+y)=f(zx+y,0,...,0)

(1.2)
=f(z,0,...,0) + f(y,0,...,0) = g(z) + g(y).
Con lo cual la aplicacién g es un homomorfismo de grupos. Ademés
9(x) +9(y) = f(2,0,...,0) + f(y,0,...,0)
=f(2,0,...,0)+ f(0,y,...,0) = f(z,y,0,...,0)
(1.3)
:f(y7$707"'70):f(y707"'70)+f(x707"'70)
:f(y707"')+f(07x707"'70):f<y+x70""’0):g(y+x)'
Por lo tanto
9(@) +9(y) = g(y) + g(). (1.4)

Ademiés por la condicion de Unanimidad de f tenemos que
ng(x) = f(z,0,...,0)+ f(0,z,...,0) +---+ f(0,...,0,2) = f(z,x,...,x) =z,

de manera que para todo z,y € G y sabiendo por [1.2.3| que g(x), g(y) conmutan, tenemos

que:
2 +y = ng(@) +ng(y) BEn(g(x) + 9(v) = nlg(y) + 9(x) Eng(y) + ng(x) = y + 2.

Que es lo que queriamos probar. O
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Definicion 1.12. Sea G un grupo, se dice que G es Unicamente divisible por n si cada

elemento g € G es de la forma nh para un tnico h.
La anterior definicién es equivalente a decir que la aplicacién
n:G—G
h — nh,

es biyectiva.

Inmediatamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.13 ([8], Teorema 2). Si un grupo G admite una n-media algebraica para algin
n > 2 entonces G es abeliano, la multiplicacion por n es un automorfismo de G y G es

Unicamente divisible por n.

Demostracion. Sea un G un grupo que admite una n-media algebraica. Basta aplicar el
Teorema para ver que es abeliano.
Veamos ahora que la multiplicacién por n es un automorfismo en G.

Para todo z,y € G tenemos que
n(x +y) = nx + ny. (1.5)

Por tanto la multiplicacién por n es un endomorfismo en G. Ahora bien como la aplicacién

g definida en es un homomorfismo, que junto con
ng(z) = x. (1.6)
De lo que deducimos que g es la inversa de multiplicar por n. Siendo la aplicacién

n:G—G
T ne=x+ - +n
Asi que por y tenemos que n es un automorfismo en G. O
Ahora veamos que
Proposicion 1.14. El orden de cualquier elemento debe de ser primo con n.

Demostracion. Como G es abeliano y finitamente generado, tenemos que por el Teorema

de Estructura:

Teorema Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo al producto
de grupos abelianos ciclicos. En concreto, a Z™ @®Zg, ®- - - @ Zq, , donde ¢; = pfi,
para pi,...,p, DUmeros primos (no necesariamente distintos) y ki,...,k, € N.

Los enteros q1, ..., g, son tinicos salvo por el orden.
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Por tanto todo elemento del grupo puede escribirse como

r = ($17~--7$m7y17--~7yt)

donde los x; € Z 'y y; € Zy;.
Si todo z es de la forma ny entonces x; = ny;. Como esto no es cierto en Z, pues no
todos los enteros son miltiplos de n, no puede haber parte libre, es decir, el rango m = 0.
So6lo queda la parte de torsion Zg, @ - - - @ Zg,, que es un grupo finito, asi que todos los

elementos de G tienen orden finito.

Supongamos que hubiese un elemento z € G que tiene un orden k£ que no es primo con
n. Es decir, habria un ntmero primo p que divide al mismo tiempo a k y a n.

Pongamos ¢; = p?j con pj primo.

Por el teorema de Lagrange, en un grupo finito como G el orden de un elemento divide
al orden del grupo, quees q1---q¢ = plfl .- -pft. Por tanto los tGnicos primos que pueden
aparecer en la descomposicion de k son los pi,...,p;. Asi que p es uno de los p;.

Tomemos un elemento cualquiera y; del Z,, C G, para ese j. Entonces y = nz para

algiin z € G, es decir,
0,...,0,94,0,...,0) = (nz1,...,n%j,...,n2%)

luego y; = nzj, es decir Zy; es un grupo divisible por n, con ¢; = p¥ vy n maltiplo de p.

Por tanto todo elemento de Z,,; es multiplo de p. Esto debe ser imposible. Vamos a verlo:

Z‘]j = {071727"'7p7p+]-7"‘7p27p2+17"'?pkj}

v claramente p — 1 no es multiplo de p. O

FEn este momento acabamos de probar que el orden de cualquier elemento del grupo
G es finito y primo con n. En particular, si X es un CW-complejo finito, sus grupos de
homotopia son finitamente generados. En ese caso, los II; no tienen parte libre. Por ejemplo
las esferas cumplen que 73 (S*) = Z, por tanto ninguna esfera S* admite una n-media.

(8], 4.2) Ahora consideremos los grupos de homologia H; = H;(X;Z). Aplicando el
Teorema de Hurewicz, podemos encontrar la relacién entre los grupos de homotopia y los
grupos de homologia, llegando a que los grupos de homologia también son dnicamente
divisibles.
El siguiente paso que da Eckmmann es ver que si un espacio X admite una n-media
topoldgica, entonces X es un H-espacio. Pero antes de demostrarlo, veamos qué es un

H-espacio.
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Definicion 1.15. Un espacio X es un H-espacio si existe una aplicacion continua p: X x

X — X, y un elemento e € X tal que las aplicaciones

x€ X — ulxe) e X

xe X pule,x)e X
son homoétopas a la identidad idx.

Lema 1.16. ([8/, Teorema 5) Si en un CW-complejo X hay una n-media m: X" — X

para algin n > 2, entonces X es un H-espacio.

Demostracion. Si e € X es un punto fijado, podemos considerar la aplicacion

o X - X
x = o(x) =m(z,e e, ... e).
Esta aplicacion induce en los grupos de homotopia el isomorfismo de grupos ¢ (1.2.3)), que
es el inverso de multiplicar por n ((1.6). Ahora bien por un teorema de Whitehead, si X es
un CW-complejo, una aplicacién continua que induce isomorfismos en todos los grupos de
homotopia es una equivalencia de homotopfa.
Entonces, sea ¢ la inversa homotopica de ¢, es decir, ¢ o) ~ idx y ¥ o ¢ ~ idx.
Definimos la operacién
M<x7 y) = (w o m)<x7y7 e? tee 76)7

v veamos que X cumple la definicién de H-espacio.

,u(:L',e) = (w Om)(x7€> .- '76) = Yﬁ(m(iﬁa@’ e 76)) = ¢(¢($)) = (77/) © ¢)(IL‘) = idx(l').

(1.7)
Por otro lado
ne m) —(pom)(e,z,e,....e) = P(mle, e, ... e)) s
"R g (m (e, e)) = 9(g(x)) = (Yo ¢)(x) > idx.
Por lo tanto X es un H-espacio. 0

Como ultimo paso, por un teorema de Brodwer tenemos que: si X es un CW-complejo
de dimensién d, que no es contractil, entonces satisface que H?(X;Z) = Z. Sin embargo

como ese no es nuestro caso, tenemos que X es contractil. Es decir, hemos probado

Teorema 1.17. ([8], Teorema 3) Si un CW-complejo finito admite una n-media para algin

n, entonces es contrdctil.
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1.2.4. La clave de la solucion

Llegamos a que en 2004, el matematico estadounidense Shmuel Weinberger, demuestra
en [I8] que si un espacio CW complejo finito y conexo admite una funcién de eleccion
social continua, anénima y unanime para un ntmero entero n > 2 de agentes, entonces el
espacio de preferencias es contractil.

De esta manera llegamos a la certera conclusion de que el problema de encontrar funciones
de eleccién social que cumplan las condiciones anteriores, es finalmente un problema de

caracter topologico. Como podemos ver en la siguiente Proposicion.

Proposicion 1.18 ([18], Proposicion 1.2). La ezistencia o no ezxistencia de una funcién
de eleccion social que satisfaga continuidad, anonimato y unanimidad en un espacio X,

solo depende del tipo de homotopia de X.



Capitulo 2
Complejidad topologica

En este capitulo vamos a estudiar un concepto introducido por Farber en el ano 2003
([9]), lamado la Complejidad Topolégica. Este nuevo concepto nos permite estudiar pro-
blemas de diferentes ambitos, como el de la robética, desde la perspectiva de la topologia,
asi como el estudio del problema de planificaciéon de movimientos. Murillo en [12] lo des-
cribe como la creacién, diseno e implementaciéon de algoritmos en un robot o conjunto de

robots que le permitan moverse adecuadamente por el entorno en el que “viven”.

2.1. Introduccion

En este trabajo vamos a estudiar la aplicacién de la Complejidad Topoldgica en el
problema de la planificacién de movimientos. Este problema se encuentra, por ejemplo, en
el caso de un brazo robot a la hora de analizar sus posibles movimientos y la eleccién de

los mismos.

2.2. Definicién de complejidad topolégica

En primer lugar consideremos un espacio topoldgico X, como el espacio de todas las
posibles configuraciones de un sistema mecanico, por lo que lo llamamos el espacio de confi-
guraciones. Definimos el problema de la planificacién del movimientos como la elaboracion
de un programa, en el que el output ha de ser continuo respecto al input, es decir que el
camino resultante debe depender continuamente de las entradas a, b y que ademas, dados
un par de puntos (a,b) € X x X nos proporciona un camino continuo en X que empiece
en a, y acabe en b. Por lo tanto nuestro espacio de configuraciones X ha de ser conexo por
caminos.

Podemos describirlo de esta otra forma. Sea X! el espacio de los caminos continuos

13
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7:[0,1] = X en X. Tomando 7: X — X x X como la aplicaciéon que a cada camino
v € X! le asocia el par 7(y) = (7(0),7(1)), formado por los extremos del camino. Al
espacio X! lo dotamos de la topologia compacto-abierta. Por lo tanto nuestro problema
consiste en encontrar una aplicacién continua s: X x X — X' de forma que mo s = idy,
siendo id la aplicacién identidad.

Recordemos que al espacio X! lo hemos dotado de la topologia compacto-abierta, por lo

que la vamos a definir.
Definicion 2.1 ([13], pag. 285). Sean X, Y espacios topologicos y sea
¢ (X,Y)={f: X = Y|f es continua }.
Si C' es un subespacio compacto de X y U un subconjunto abierto de Y, definimos
S(C,U)={fe?¢(X,Y)|f(C)CcU}.

Los conjuntos S(C, U) forman una subbase para una topologia sobre € (X, Y") que llamamos

topologia compacto-abierta.

Una vez definida la topologia compacto-abierta, podemos demostrar que la aplicacion

T es continua.

Proposicién 2.2. Sea X un espacio topoldgico con una topologia 7 y X' el espacio de los

caminos continuos y: [0,1] — X, dotado con la topologia compacto-abierta. La aplicacion
XI5 X x X

(2.1)
v = (7(0),7(1))

es continua.

Demostracion. Queremos probar que la aplicacion m: X! — X x X es continua.
Para ello vamos a ver que las componentes p; om: X! — X, i = 1,2 son continuas. Lo
vamos a ver solo con ¢ = 1, pues con ¢ = 2 es andlogo. Sea U un abierto en X.

Tenemos que
(prom) H(U) =7ty (U)) = S(U,{0}).

Tenemos entonces que S(U, {0}) es un abierto subbésico en la topologia compacto-abierto,
pues {0} es un punto en I por lo que es un compacto.

Ahora bien como p; o, i = 1,2 es continua, entonces 7 es continua. O

Ahora nos surge la cuestion de si es posible construir una planificacion de movimientos
global que permita a la aplicacién s: X x X — X' ser continua. Para ello vamos necesitar

recordar las definiciones de espacio contractil y aplicacién nulhométopa.
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Definicion 2.3. Un espacio topolégico es contrdctil cuando tiene el mismo tipo de homo-

topia que un punto.
Definicion 2.4. Una aplicacion f: X — Y es nulhomdtopa si es homoétopa a alguna

aplicacién constante.

Usando estas dos definiciones obtenemos el siguiente resultado que usaremos para de-

mostrar este primer teorema.

Teorema 2.5. [[9], Teorema 1] Sea X el espacio de configuraciones de un sistema me-
cdnico y X' el espacio de caminos continuos en X. Existe una planificacion continua de

movimientos global s: X x X — X! si y solo si el espacio X es contrdctil.

Demostracion.
“=” En primer lugar consideramos que existe la aplicaciéon continua s: X x X — X/

v fijamos un punto arbitrario zg € X. Nos basta con tomar la siguiente homotopia
H: X xI— X, Ha,t)=s(xg,a)(t)

cona € X yt € I . Veamos ahora que la aplicacion H: X — X es continua. Como
s: X x X = X' es una aplicaciéon continua se tiene lo siguiente:
1. La aplicacién
ig: X > X x X
(2.2)
a— (z,,a)

es continua por la definicién de la topologia producto. Sea U x V un abierto basico

en X x X tenemos que
0 si zo¢U
iy (U x V) =
V st zgeU
2. La composicion
soig: X — X!
a — s(xg,a)
es continua por ser composicién de aplicaciones continuas.
3. La aplicacion
o X xIT—X'xI
(a,t) — (s(xo,a),t)

es continua pues sus dos componentes son continuas.
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4. La aplicacion “evaluacion” es continua. Sea

ev: X' xT =X

(¢,t) = o(t)
Sea U C X un abierto, tenemos que probar que ev—!(U) es un abierto de X! x I,
con la topologia producto.
Dado (¢,t) € ev !(U) habra que econtrar un entorno de (¢,t) que esté contenido
en ev_H(U). Nétese que ¢(t) = ev(¢,t) € U. Como ¢: I — X es continua, ¢~ (U)
es abierto en I, y contiene a t. Como I = [0, 1] es localmente compacto, existird un
entorno compacto K de t tal que t € K C ¢~(U). Es decir, ¢(K) C U, con lo que
¢ € S(K,U), abierto subbasico de la topologia compacto-abierta.
Que K sea un entorno de ¢ quiere decir que existe un abierto W C I tal quet € W C
K.
Entonces S(K,U) x W es un abierto de la topologia producto, que contiene a (¢, t).
Veamos que esta contenido en ev—1(U).
Si (p,8) € S(K,U) x W entonces

ev(p,s) = p(s) €U,

yvaque s€ Wy
o(s) € @(W) C p(K) C U.

Como vemos esta homotopia cumple que H(a,0) = zo, H(a,1) = a, con a € X y por
tanto nos da una contraccion de X en xzg. Asi que tenemos que X es contractil.
" <://
Supongamos que el espacio X es contrictil. Dado que es contractil existe una homotopia
entre la identidad y la aplicacién constante ¢, con xg € X por lo que podemos dar la
siguiente homotopfia:
H: X xI— X,

con
Hy(a) = a, Hi(a) = .

De manera que dado (a,b) € X x X podemos dar la siguiente aplicacion definida a trozos.

Hyi(a) si te€l0,1/2]
s(a,b) =
H2(17t) (b) st te [1/2, 1]

Donde tenemos que la aplicacion s era lo que buscdbamos. O
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Ahora ya tenemos todo lo necesario para definir el invariante introducido por Farber

en [9], la complejidad topoldgica.

Definicion 2.6. Sea X un espacio topologico conexo por caminos, definimos complejidad
topologica de la planificacion de movimientos de X como el menor nimero TC(X) = k tal

que el producto cartesiano X x X puede ser recubierto por k subconjuntos abiertos
XxX=UUUyU---UU

tales que para cada j = 1,2,...,k existe una planificacion continua de movimientos

sj: Uj — X!, mos; =ij; sobre Uj. Si no existe tal nimero decimos que TC(X) = oo.

Dicho de otra forma, podemos decir que la complejidad topoldgica es la cantidad mi-

nima de discontinuidades de la aplicacién s.

2.3. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos en los que calculamos la complejidad topolégica de algunos

espacios.

Ejemplo 2.7. [9] Sea X C R" convexo, por lo que para cada par de puntos (a,b) € X x X
podemos encontrar un segmento de la forma ta + (1 —¢)b con ¢ € [0, 1] que los una, y por
tanto un algoritmo continuo que nos de el camino. Vemos que en este caso si que se puede

encontrar tal algoritmo pues X es contractil y por tanto TC(X) = 1.

Ejemplo 2.8. [9] Veamos que en el caso de la circunferencia X = S, se tiene TC(X) = 2.
En primer lugar podemos ver que TC(X) > 1 porque X no es contractil. Tenemos que
separar nuestro problema en dos casos diferentes: los puntos antipodales y los puntos que
no lo son. Cuando dos puntos no son antipodales es sencillo dar un algoritmo continuo,
pues nos basta con el arco mas corto que hay entre los dos puntos. El problema viene con
lo puntos antipodales, pues ambos arcos son iguales y tenemos que definir un algoritmo
continuo para decidir qué camino tomar. Para ello fijaremos una direccién privilegiada.
Veamos que TC(X) = 2.

Tenemos que encontrar Uy, Us C X x X abiertos, tales que S x S' = U; UU, y en
cada uno de ellos podamos dar una seccién continua. Para que sea mas sencillo, podemos

ver la circunferencia S* como al intervalo I = [0, 1] con los extremos identificados y el toro
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O

Figura 2.1: Igualdad de los arcos cuando dos puntos son antipodales.

Oa

Figura 2.2: La circunferencia como cociente de un intervalo.

T
oL

St x S' como un cociente de I x I con los lados identificados (figura .

En el caso de los puntos antipodales, tenemos que el argumento de un punto p =
(cos®,senf) en S! viene dado por § = 27t, t € I por tanto su punto antipodal —p =
(cos 0, sen f), siendo

0 =2rt+7 ( méd 2r).

Entonces la relacion entre estos dos puntos en I x [ sera

1
27rs:27rt+7r(:>28:2t+1<:>s:t+§,

que es la recta de color azul en la figura En el caso de dos puntos iguales tendriamos
s =t, que es la recta de color rojo en la figura 2.8

Entonces basta tomar los abiertos
Up={(A,B)c S' x S'|A+# -B}

que corresponde a
1
I x I—{(t,s)]s:t—i—i}
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Figura 2.3: El toro como espacio cociente.

Figura 2.4: Representacion grafica de Uy y Us en I X I.

Uy ={(A,B) e S' x S'|A=-B}

que corresponde a

IxT—{(ts)s=t}

. Veamos que Uy, Us son abiertos. Para ellos consideramos que son los complementarios
de dos conjuntos cerrados en T2. Efectivamente tomando los conjuntos F; = {(A, B)|A =
—B} y F» = {(A, B)|A = B} que son cerrados ya que son las imagenes del compacto S*

por las aplicaciones

¢1: Sl —>T2
A (A, —A)
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¢o: S' = T?
A (4, A).

De forma que
Sl X51:U1UU2.

Por lo que obtenemos que TC(S!) = 2 que es lo que queriamos ver.

Ahora tomamos el caso de la esfera S, para ello necesitamos el siguiente resultado que

vimos en la asignatura Teorfa Global de Superficies.

Teorema 2.9. [Teorema de la esfera peluda] Si n es par, entonces en S™ todo campo de
vectores tangentes continuo v: S™ — R se anula en algin punto.
Si n es impar existe un campo de vectores tangente continuo en S™ v: 8™ — R con un

iUnico punto By en el que el campo es nulo.

Ejemplo 2.10. [9] Sea X = S? vamos a ver que TC(X) = 3. En primer lugar definimos
U ={(a,b)]a # —-b} C X x X

y tomamos la planificacién continua de movimiento s;: U; — X' tomando como si(a,b) €
X1 el menor arco del circulo méximo que contiene a a y b.
Ahora bien por el Teorema existe v: X — R3 un campo de vectores tangente a X tal

que v(p) = 0 < p = bg. Tomamos como

Uz = {(a,b)|a # by b# bo},

y definimos el camino so: Us — X! en dos etapas. Primero vamos de a a —b siguiendo el

arco més corto del circulo maximo que los une. En el segundo paso seguimos el arco

—cos(wt)B + sen(wt)m, t € 0,1]

v (b)]
que va de —b a b en la direccion de v(b).
Tenemos entonces que Uy UUs = X X X — {(—bg, bg)}, asi que escogemos un punto ¢ € X
diferente de by y —bg para definir el conjunto Y = X —c. Con lo que aplicando la proyecciéon
estereografica Y = R? y como R? es contractil, Y también lo serd. Tomamos U3 =Y x Y.
Entonces por el Teorema [2.5] existe una programacién continua de movimiento en Y.
Finalmente X x X = U; U Uy U Us. Por lo que TC(X) < 3.
En realidad se sabe que TC(X) = 3, pero la desigualdad TC(X) > 3 requiere usar técnicas

homolégicas fuera del alcance de este trabajo.
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Farber en [9] demuestra un resultado méas general, que nos dice que TC(S™) =2si n
es impar y TC(S™) = 3 si n es par. En el caso del toro tenemos que TC(T"™) = n+ 1. Con

este ultimo resultado veamos el caso de un brazo robot.

Ejemplo 2.11. Un dltimo ejemplo seria el relativo a un brazo robot con dos articulaciones
que le permiten hacer rotaciones planas de cada segmento (ver Figura . En un primer
momento tenemos que el espacio de configuraciones seria S' para la primera articulacion y
de nuevo S! para el segundo segmento por la segunda articulacion. Es decir el espacio de
configuracion total seria X = S! x S'. que como sabemos, se trata del toro 72. De forma

que por el resultado que demostr6 Farber en [J] tenemos que TC(T?) = 3.

o~
>

Figura 2.5: Representacién gréafica de un brazo robot con dos articulaciones.

2.4. Complejidad topolbgica superior

A continuacién vamos a ver un nuevo invariante topologico, para n > 2, introducido
por Rudyak en [14] llamada la n-ésima complejidad topoldgica superior, denotada como
TC,,(X). Tenemos que si n = 2, TCo(X) = TC(X) y que si n = 1 serfa un resultado
trivial, pues estariamos buscando el menor namero de abiertos del espacio X en los que
podemos definir una planificaciéon de movimientos continua que nos de el camino de un
punto en si mismo. De ahora en adelante denotamos X" = X x . xX con la topologia
producto.

Para los siguientes resultados y definiciones vamos a necesitar la siguiente la siguiente

aplicacion:

n: XTI — X7

v ) = (00 (527 ) (527 ) oo (553
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siendo v € X! un camino continuo en X.

Definiciéon 2.12 ([5], Definicién 3.6). Sea X un espacio topologico conexo por caminos.
Definimos TC,,(X) como el menor ntimero k de subconjuntos abiertos de X, Uy, ..., Uy
tales que la unién de los Ule U; = X" y para cada Uj existe una planificacién de movi-

mientos continua s;: U; — X! con 7, 0 sj=1;: Uj — X",

Esta serfa la formulacion matemaética de un problema de programaciéon de movimien-
to en el que tendriamos que pasar por una serie de puntos determinados del espacio de
configuraciones. Es decir, nos dan z1,...,z, puntos del espacio de configuraciones X, y
tratamos de definir una planificacién de movimientos que nos de un camino continuo que
pase por todos los anteriores puntos. Un resultado relativo a este nuevo concepto es el

siguiente.

Proposicion 2.13. (1) Sea X un espacio topoldgico conezo por caminos, entonces para
n > 2 se tiene que TC,(X) < TCppq(X).

Demostracion. Sea X un espacio topologico tal que TC,,+1(X) = k. Por lo tanto tenemos
que existen Uy, ..., U, C X" abiertos tales que U§:1 U; = X" Tomemos también la

siguiente aplicacién:
Tpg1: XT— X7t

v () = 60 (1) o () 0,

n n

Entonces se tiene que para cada j € 1,...,k existe una seccién continua s;: U; — X1 que
cumple que m,41 0 85 = ;.

Ahora veamos que TC,,(X) < k. Consideramos el siguiente conjunto
F={(z1,...,TnTns1) € X"z, =201}
De esta manera F' N U; es abierto en F. Ahora consideremos la aplicacion:

pr: FF— X" (2.3)
(T1ye oy Ty Tp) > (T1, .., Tp),

que es un homeomorfismo. Con esta aplicaciéon obtenemos lo siguiente

1. Para cualquier j € {1,...,k}, V; = pr(FNU;) C X" es un abierto, ya que la

aplicacién pr es una aplicacién abierta.

2. Como pr: ' — X™ es sobreyectiva tenemos que U§:1 Vi = X"
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Ahora queremos construir una aplicacién continua en cada Vj tal que el camino resultante
pase por cada (z1,...,2,) € V; en ese mismo orden y en tiempos fijos para cada punto
z;. Es decir buscamos que para cada j € {1,...,n} exista o;: V; — X' continua tal que

Tpooj =1;: V; — X" donde
e XTI — X7

¥ ) = (007 (527 ) oo (23) )

n—1 n—1

Es decir .
7

aj(azl,...,:zn)<

Para ello nos basta definir la siguiente aplicacion

>:xi+1, 1<i<n—2.
n—1

B (0,1 = [0, =) c o, 1]
n—1
te h(t) = ——t.
De esta forma podemos definir
oj(x1,...,xn) = 8j(x1,...,Tp,Tpn) 0 h.
Obteniendo lo que buscdbamos
1. mp 005 = i;: p(Uj) — X". Efectivamente pues sea la n-dupla (z1,...,z,) € X"

tenemos que:

(@1, ..., 20)(0) = s5(x1, ..., 20, 2n)(R(0)) = sj(21, ..., Tn, 2)(0) = 1

7

1
oj(xl,...,xn) <n_ 1) :5j($1;"-7xnaxn)(h (n_ 1>)
1
= Sj(.’I}l, .. .,xn,xn) <n> = Ti+1
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2. 0; es una seccién continua. En efecto, pues basta con tener en cuenta que
oj(x1,...,2n) = sj(x1,...,Tp,Tp) 0 h.

Ahora bien h: [0,1] — [0, 1] es una funcién continua por ser un polinomio, jun-
to con que definimos la aplicacién s;: U; — X' como una secciéon continua, por
tanto s; es continua. Tenemos finalmente que o; es una aplicacién continua por ser

composicion de aplicaciones continuas.
Asi que finalmente tenemos que TC,,(X) < TCpy1(X). O

Veamos el ejemplo de las esferas S™ siendo n un ndmero impar, pero antes de eso
debemos de conocer un resultado anterior. Esta Proposicion fue enunciada y demostrada
en el articulo de Rudyak [14].

Proposicion 2.14. Sea X un CW-espacio finito, conexo y no contrdctil, se cumple que
paran > 2, TC,(X) > n.

2.5. Definicién equivalente de complejidad topolégica

Hasta este punto hemos definido la complejidad topoldgica del espacio X como el género
de Svarc de la aplicacion
o X — X2

que envia cada camino v en X en el par 7(vy) = (7(0),7v(1)) formado por su punto inicial
y su punto final.

Formalmente el género de Svarc se define como sigue:

Definicion 2.15. [16] Llamamos género de Svarc de una aplicacion p: E — B donde B es
conexo por caminos a la cardinalidad del menor recubrimiento abierto {U;}}" ; de B tal que
exista una seccién continua s;: U; — E sobre cada uno de los miembros del recubrimiento,

siendo PX el espacio de caminos continuos en X.

Dicho de otra forma, TC(X) es el menor nimero de abiertos k > 0 para el que existe un
recubrimiento abierto Uy U- - - Uy, = X2 por k abiertos, y en cada abierto U; una aplicacién
continua s;: U; — X' tal wo sj = ij, donde i;: U; C X2 es la inclusion.

Miés concretamente lo podemos ver como el minimo ndmero de soluciones locales al
problema de planificacion de movimientos: dados dos puntos z,y € U; podemos encontrar
un camino continuo s;j(x,y) en X que los une, es decir el camino no tiene por qué estar

contenido a U;. Recordemos también que el camino no sélo es continuo sino que también
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ha de depender continuamente de las condiciones iniciales.
A continuacion y con el fin de simplificar algunas demostraciones, vamos a ver una nue-
va interpretaciéon de la complejidad topoldgica. Esta nueva y diferente definicién resultara

equivalente a la que hemos estado usando hasta este momento.

De ahora en adelante denotaremos por Jo = I7 Vg I> el producto wedge, o unién por un

punto, de dos intervalos I, Iy = [0, 1]. Es decir al cociente de la unién disjunta
LUL=Ix{1}UIx {2}

por la relacion que identifica los puntos base 01 = (0,1) y 02 = (0,2). Ver figura2.6f Ahora

1 (NI j{
0 Iy
1 2
Figura 2.6: Producto wedge de los intervalos I, I5.

bien, usando los wedges podemos definir el camino conexo y continuo en X «a: Jo — X, al

que de ahora en adelante le llamaremos el pulpo de dos patas (figura .

Figura 2.7: Pulpo de dos patas en X.
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Finalmente para completar este proceso definimos la siguiente aplicacion
ea: X2 — X?
ea(a) = (1), a(12)

que asigna a un elemento o € X2 el par (a(1;), a(12)), es decir los extremos de las patas
del pulpo resultante en X.
Haciendo un pequeno ejercicio de comparacién, vemos rapidamente el parecido entre esta
nueva aplicacion ep: X72 — X? y la que llevamos considerando hasta ahora 7: X1 — X2,
pues ambas nos dan el punto de comienzo y final de un camino continuo. La diferencia
radica en el intervalo de definiciéon de los caminos. En nuestra primera concepcion de
TC utilizamos la siguiente estructura para construir los caminos vy: I — X, sin embargo
ahora vamos a utilizar a: Jy — X, es decir cambiamos el intervalo I = [0, 1] por el wedge
Jo =11 Vo Is.
Como hemos dicho antes, este cambio lo realizamos para poder realizar con una mayor
facilidad ciertas demostraciones, pues de esta manera resulta mucho maés sencillo establecer
los caminos necesarios, y asi evitar algunos célculos tediosos.

A continuacion vamos a demostrar la equivalencia entre ambas concepciones, pero antes
de ellos vamos a dar una pequena e intuitiva demostracion.

Consideremos un espacio topolégico X conexo por caminos. Sean z,y € X y v: X! —
X el camino continuo que los une, de manera que v(0) = z y v(1) = y. Ahora bien si
tomamos pulpo de dos patas a: J*> — X tal que a(Js) = ~v(I), cumpliendo a(1;) = =,
a0) =~ (%), a(lg) = y claramente hemos obtenido un pulpo a partir de un camino (ver
figura .
Al hecho de pasar de un camino a el pulpo equivalente le vamos a dar la siguiente notacién.
Si de un camino v obtenemos el pulpo «, lo denotamos como 4# = o, de manera inversa,

b

si del pulpo o obtenemos el camino -y, lo denotamos como o’ = . Estos cambien vienen

reflejados por las siguientes férmulas. Por un lado tenemos que:

al(1—2t)1) si te[0,1/2]

o () =
a((2t —1)2) si te[l/2,1]
Y por el otro lado:
alty) =7 (3(1-1) t €10,1]
Y (t;) =
alty) =~ (%(1 + t)) t €10,1]

Ademas se cumple la siguiente Proposicion.
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Proposicion 2.16. Sean v: I — X y a: Jo — X un camino y un pulpo respectivamente

en un espacio conero por caminos X, se tiene que (Y#)” =~ y (o®)# = a.

Demostracion. Sea v: I — X tenemos que:

o/(t1) =7 (3(1—1)) t€0,1]
v =d(t;) =
o (ta) =7 (3(1+1)) t€0,1]

De manera que:

(1=2t)1)=v(3(1—1+2t)) =~(t) si te][0,1/2]
(V#) =a" =
(2t —1)2) =7 (3(1+2t—1)) =~(t) si te[1/2,1]
Por lo tanto (7#)” = .

Sea a: Joy — X se tiene que:

al(1—2t)1) si tel0,1/2]

o’ =7/(t) =
a((2t —1)9) si te[l/2,1]

Entonces:

Y (31-1))=a(l-2(31-1)))1)=a) t €10,1]

(") =

Y (3(1+1) =a((2(3(1+1) —1)2) = ats) te0,1]

Por lo tanto (a)# = a. O
X X

Figura 2.8: Sobre el mismo camino v podemos dar un pulpo o’ que sea equivalente.

FEste hecho que acabamos de comentar nos da pie para enunciar la siguiente Proposicion.
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Proposicion 2.17. Sea X un espacio de configuraciones conexo por caminos. El género
de Svarc de la aplicacion ex: X72 — X2 es igual al de la aplicacion m: X1 — X2 | es decir
TC(X) = TCq(X).

Demostracion. Sea. X un espacio topologico tal que el género de Svarc de X sea k, es
decir existen k abiertos U;,7 = 1,...,n tales que Uf U; = X? sobre los que para cada
U; puedo definir una seccién continua s;: U; — X?2. De manera que dados z,y € X
podemos encontrar un pulpo de dos patas que los una. Sea a: X72 — X tal que a(1;) =
v a(ly) = y. Ahora basta con que consideremos el camino v: I — X tal que v = o’.

Definido de la siguiente forma:

a((1—2t)1) si tel0,1/2]
o (t) =
a((2t —1)2) si te[l/2,1]

De esta manera hemos encontrado k abiertos U; tales que |J;' U; = X? sobre los que para
cada U; puedo definir una seccién continua s;: U; — X’. Por lo tanto el género de Svarc
de m = k.

De forma reciproca y andloga al caso anterior. Sea y: I — X el camino tal que v(0) =z

y v(1) = y con z,y € X, puedo asignarle el pulpo o: X”2 — X2, tal que a = v#. Veamoslo:

alt) =7 (3(1—1)) t €[0,1]
v (t;) =
alts) =7 (3(1+1)) te[0,1]

De esta forma tenemos que el género de Svarc de las aplicaciones coinciden y ademas es
igual a TC(X). O

2.6. Definicién equivalente de complejidad topolégica supe-

rior

El siguiente paso que tenemos que dar en este trabajo va a ser el definir la Complejidad
topoldgica superior, es decir TC,,, con n > 2.
Nuestra definicion de TC,,(X) es el menor ntimero de abiertos U; C X™ tales que Ule =
X" para cada uno de los cuales existe una planificacién continua de movimientos s;: U; —
XTI que cumpla 7, o sj = 4;: U; C X™. Recordemos que ahora nuestro objetivo es dar
un camino continuo en el espacio de configuraciones que pase por z1,...,z, € X en un

tiempo determinado. Para ello en vez de considerar el intervalo [0, 1] dividido en n — 1
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subintervalos
1 n—l_
"n—1"n—-1

vamos a tomar el wedge J,, = I1 Vg - - Vo I, (ver figura [2.6).

0 1

Figura 2.9: El wedge J,, =11 Vo --- Vo I,

De manera, que en un proceso similar al que llevamos a cabo en el apartado anterior,

consideramos pulpos de n patas « : J, — X y la aplicacion
en: X7 — X"
a— (a(ly),...,a(ly)).

Es decir, obtendriamos un camino que pasa por todos los puntos , que seguiria la siguiente
secuencia (figura [2.10):

a(ly)) =z1 = a(0) = a(ls) =x2 = a(0) = -+ = a(0) = a(l,) =z,

La diferencia entre nuestra anterior definicién del camino v: I — X y el actual a: J, — X,
es que pasamos de tener un camino continuado, a otro que pasa reiteradamente por el punto
a(0) (figura 2.11)).

Por esta misma comparacion llegamos al siguiente resultado con una demostracion
analoga a la Proposicion 2.17]

Proposicion 2.18. Sea X un espacio de configuraciones conexo por caminos. El género
de Svarc de la aplicacion e,: X' — X" es igual al género de Svarc de la aplicacion

T XTI — X" es decir, coincide con la complejidad topoldgica superior TCp(X).

Noétese que al introducir diferentes posibles parametrizaciones de un camino obtenemos

caminos homotopos (con una homotopia relativa de los puntos extremos).
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Figura 2.10: El pulpo « se divide en un total de 2n — 2 caminos.

2.7. Complejidad topolbgica simétrica

En el anio 2006 los matematicos Farber y Grant definieron en [10] una nueva variante

de la complejidad topolégica, la complejidad topolégica simétrica, denotada como TCS(X).

Este conceto trata de implementar dos sencillas propiedades simétricas al problema
de la planificacién de movimientos. Mas concretamente, sea v: I — X un camino en X,

vamos a pedirle que cumpla:

1. Sea a € X, si se tiene que v(0) = a = (1), entonces y(t) = a, para todo t € I. Es
decir que si tenemos un camino que empieza y acaba en el mismo punto, este camino

ha de ser el camino constante.

2. Sea 7y el camino que empieza en a y acaba en b con a,b € X, entonces el camino de
b a a ha de ser 7, siendo 7 el camino inverso a v, dado por F(¢t) = (1 — t). Es decir
que para ir de b a a usamos el mismo camino que para ir de a a b pero en direccidén

contraria.
Este concepto lo podemos formalizar en la siguiente definicién.

Definiciéon 2.19. ([10], Definicion 3). Una configuracion de movimientos simétrica en un
espacio de configuraciones X es una aplicacion posiblemente discontinua s: X x X — X!

tal que mo s =idxxx y que cumple las siguientes condiciones para todo ¢t € I:

s(a,a)(t) = a, s(b,a)(t) = s(a,b)(1 —1t).



2.7. COMPLEJIDAD TOPOLOGICA SIMETRICA 31

Figura 2.11: De un camino ~ de n paradas, podemos obtener el pulpo v# de n patas.

Originalmente, la complejidad simétrica, denotada como TC®(X), se defini6 como el

género de Svarc invariante por permutaciones de la restriccién
7 (XD o (X2
Siendo (X1)* el espacio de caminos que no son lazos, es decir,
(X1 ={v: I = X]n(0) #~(1)} C PX.

También consideramos (X2)* como los pares (z,y) € X? tales que x # y.

En todo caso, lo importante es considerar la accion del grupo de permutaciones o =

{id, s}, donde
12\ (1 2\
1d—(1 2>—<1><2>, s—(2 1)—(12)

y 8(77) =7 es el camino inverso, ademas de s((x,y)) = (y, z).
Ahora bien, como la aplicacion 7* es equivariante, es decir 7*(s o) = s o 7(7), tenemos

una aplicacién inducida en los espacios de érbitas de la acciéon
(m)": (XT)*/82 = (X?)*/%s.

El género de Svarc de la aplicacion (m)* coincide con complejidad topoldgica simétrica
TCY(X) del espacio de configuraciones X.
Ya estamos en las condiciones de poder dar una definicién formal para TC® (X), siendo

X un espacio de configuraciones.
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Definicion 2.20. Sea X un espacio de configuraciones. La complejidad topolégica simétri-
ca TCS(X) es el menor entero k tal que existe un recubrimiento abierto Uy U- - -UUj, = X?
por k abiertos tales que s(U;) = Uj, y en cada uno existe s;: U; — X!, equivariante (es
decir sos; = sj 05y tal que sj(x,x) = ¢, si (z,2) € U; N Ax, donde ¢, es el camino

constante.
Ahora vamos a ver una Proposicion en la que compararemos TC(X) con TC(X).

Proposicion 2.21. ([i0], Corolario 9) Sea X un espacio de configuraciones, entonces se
tiene que
TC(X) < TCY(X).

Demostracion. Suponiendo que TC®(X) = k y aplicando las definiciones de TC(X) y
TCS (X) es obvio ver que el recubrimiento de X? que tomamos para calcular TCS (X) nos
vale para calcular TC(X), asi como también nos sirve la seccion continua y equivariante
sj: U; — X! necesaria para definir TC®(X). Asi que TC(X) < TCY(X). O

2.8. Complejidad topologica simétrica superior

En esta seccion, vamos a volver a considerar la aplicacion es: X2 — X2, de manera

que en vez de caminos, vamos a usar pulpos.

En este caso la accién Y9 en un pulpo a: Jo — X es simplemente:

s(@)(t, 1) = a((t)s())-

De esta forma obtenemos que s(a) = @, es decir el pulpo simétrico, con secciones equiva-
riantes. Como podemos ver en la figura 2.8
Ahora bien, de manera similar, si tenemos un pulpo de n brazos a: J, — X, podriamos

permutarlos con cualquier permutaciéon o € X,.

Definicion 2.22. La complejidad simétrica superior TCE(X) es el menor entero k tal que
existe un recubrimiento Uy U - - - U Uy = X* por k abiertos tales que o(U;) = U; para todo
o € Xy, y en cada uno existe una seccion continua equivariante s;: U; — X Jnes decir

s(sj) = s; y tal que s;(z,...,z) = ¢,

2.9. Sobre los conjuntos ENR

Para el siguiente ejemplo vamos a necesitar un nuevo tipo de conjuntos llamados ENR

(Euclidean neighbourhood retracts). Para poder dar una definicion precisa en primer lugar
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Figura 2.12: Pulpo simétrico a.

veamos la definicién de neighbourhood retract.

Definicion 2.23. Un subespacio X C R™ de R" es un netghbourhood retract si existe un
entorno abierto U D X que se retrae a él, es decir existe una aplicacién continua r: U — X

tal que r(z) =x siz € X.
Ahora veamos la definicién de ENR.

Definicién 2.24. Un espacio topolégico Y es un ENR (Euclidean neighbourhood retract)

si es homeomorfo a algin neighbourhood retract X C R"™ de algun R™.

Para poder entender estos conjuntos de una forma méas préictica veamos una serie de

ejemplos.

Ejemplo 2.25. Todo neihbourhood retract es un ENR. Simplemente tenemos que tener
que cuenta que por ser un neighbourhood retract va a ser homeomorfo a un neighbourhood

retract de R™ por lo que ya se cumple la definicién.

Ejemplo 2.26. Todo punto x € R" es un ENR. Consideramos el espacio topolégico
X = {zo} siendo zp un punto. Consideramos U = B(xp,r) C R™ con r > 0 la bola abierta

centrada en x y la aplicacion
f:U—=R"
x> f(x) =0

Por lo que hemos encontrado un abierto U C R"™ que se retrae a xg. Por lo tanto X es un

NR, entonces también es un ENR.

Ejemplo 2.27. Todo conjunto abierto U C R"™ es un ENR. Nos basta con considerar el
propio abierto U, ya que U C U, de manera que de forma trivial U se retrae a U. Por lo
tanto U es un ENR.
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Ejemplo 2.28. La bola abierta B™ C R" centrada en el origen y de radio r = 1. En efecto,
tomando como retraccién la aplicacién id, y junto con que es un abierto, es un ENR. Por

lo que estamos en un caso particular del ejemplo anterior.

Ejemplo 2.29. La esfera S"~ 1 C R™. Sea S" ! = {z € R"|||z|| = 1}, con centro en el
origen de coordenadas xg. Consideramos el abierto U = B(g,2) \ B (9, 3). De forma que

U es un entorno tubular de S?~' C R™ que claramente se retrae a S™ 1.

A continuacién vamos a ver una serie de resultados importantes acerca de este nuevo

tipo de conjuntos, que podemos encontrar en [7] junto con sus respectivas demostraciones.

Proposicion 2.30. Todo neighbourhood retract X C R™ es de la forma X = CNO, la

wnterseccion de un cojunto cerrado C y un conjunto abierto O.
Lema 2.31. Sea X C R", entonces las sigutentes propiedades son equivalentes.

1. X es localmente cerrado, i.e. X = C N O siendo C un cerrado y O un abierto.
2. Todo punto p € X tiene un entorno U C R™ tal que X NU es un cerrado en U.

8. Todo punto p € X tiene un entorno compacto en X, i.e., X es localmente compacto.

Proposicion 2.32. Sea Y un espacio tal que Y es un ENR, entonces Y es localmenie

contrdctil, es decir para todo y € Y existe un entorno y € U que es contrdctil.

Proposicion 2.33. Sea X C R" localmente compacto y localmente contractil, entonces X

es un neighbourhood retract.
El siguiente resultado es un Corolario del Teorema [2.35

Corolario 2.34. Sea X C R" un neighbourhood retract, y Y C R™ es homeomorfo a X,

entonces Y C R™ es un neighbourhood retract.

Teorema 2.35. Sean B C X dos ENRs. Existe un entorno V C X de B que se retrae a
B. Ademds si r: V — B es una retraccion entonces B tiene un entorno abierto W C V

tal que toroj~j siendoi: B—V, j: W — V las respectivas inclusiones.

Corolario 2.36. Sean B C X dos ENRs y sean F, G dos aplicaciones definidas en X
tales que f ~ g siendo f = Fip y g = G|p, entonces se tiene que Flyy >~ Gy, siendo W el
entorno abierto de B descrito en el Teorema[2.35

Demostracion. Para simplificar la notacion, llamamos también F, G a las restricciones de
F,G: X =Y aV C X. Entonces las restricciones a B son Fjg = Foiy Gjp =Goi. Ya

que las restricciones a B son hométopas, sea

H:BxI—=Y
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la homotopfa, es decir, Hy = F|p, H1 = G|p. Tomamos la retraccion rjp: W — B, y la
aplicacién

H.-WxI—>Y

como

H(w,t) = H(r(w),t).

Es continua ya que H = H o (r x id). Ademas,

Hoy(z) = (For)(x)

f[l(:v) = (For)(z).

Es decir, si H es una homotopia se tiene que Foi ~ Goi, por lo tanto H es una homotopia
y Foio(ry) ~ Goio(ryy). Como por el Teorema sabemos que 7o (ry) =~ j, tenemos
que

Foje~Foio(ry)~Goio(ryy)~Goj.
Pero ademas Foj=Fy y Goj=G)y. O

Ejemplo 2.37 ([14]). Vamos a ver que TCg(S™) < k siendo n un namero impar. Para
ello consideramos un campo vectorial tangente unitario no nulo v en S™. Sean z,y € S”
tales que z,y sean antipodales, tomamos entonces el camino en S™ que une ambos puntos
siguiendo el semicirculo geodésico que los une en la direccién dada por v, en el punto x.

En el caso de que no sean antipodales tomamos como camino el dado por la geodésica mas

corta que una x, y.

Ahora bien para cada j = 0,...,k — 1 tomamos la siguiente colecciéon de ENR U; C
(S™)* tales que U§:1 Uj = (S™)¥ en la que cada k-dupla (z1,...,21) € Uj tiene exacta-
mente j puntos antipodales de x;. Veamos como son estos conjuntos. En el caso j = 0

tenemos que en xo, ...,z € Up ningin punto es antipodal de x;. Definimos la aplicacién
gb: (Sn)k N (Rn—i-l)k—l
(':Ula"'7xk) - ¢($1,...,l’k) = (:I"l +Z2,...,21 +113k;)

Se tiene que la aplicacion ¢ es continua, por serlo cada una de sus componentes. Ahora
bien consideramos

FO = {(u17' ")uk—1)|u1 ?é O,. ey U1 7& 0}

Fj es abierto por por ser el producto cartesiano de k — 1 abiertos pues

Fy = (R {0}) x - x (R"1\ {0}).



Por lo que basta tomar Uy = ¢~ !(Fp), de manera que Uy es un abierto y por el ejemplo
Up es un ENR. Calculemos ahora Uy_1, es decir, cada k-dupla (x1,...,2x) € Uk_1

tiene exactamente k — 1 puntos antipodales de x1. Tomamos el conjunto
Fry ={(0,...,0)} ¢ (R")k

que es un cerrado por ser un punto, de manera que Uy_; = ¢ ' (Fy_1) es un cerrado, y
por tanto un ENR.

Comprobemos los casos intermedios con el caso Uj,j € {1,...,k — 1}. Consideramos

Fj={(u1,...,up—1)|#{u; =0} =j,i € {1,..., k — 1}}.
Para verlo con mas claridad nos centramos en el caso 7 = 1. Entonces

Fy ={(uy,...,up—1)|[#{u; =0} =1,ie{1,....k—1}} =
{(0,ug,...,up_1)|ug #0,...,uk_1 # 0}
U{(u1,0,...,uk-1)|ur #0,...,u—1 Z0}U---U{(ur,u2,...,0)|us #0,...,up_o # 0}
({0} x (R™1\ {0}) x -+ x (R™1\ {0})
U U (R {0}) x - x (R {0}) x {0})
= U UFp .

Y asi Uy = ¢ Y (F11) U--- U@ Y (Fp_1), de forma que U es localmente cerrado y por la
Proposicion se tiene que U; es un ENR. De forma anéloga los U;,j € {1,...,k — 2}
son ENR. Por lo que hemos encontrado un recubrimiento por ENRs de (S™)*. En este
momento solo nos queda definir una planificacién de movimientos usando los caminos que
acabamos de describir. Entonces para cada j = 1,...,k tomamos s;: U; — (S”)I con
exosj=1i;: Uj — (S™)*, donde ef: X7* — (S™)* se define como

ex(a) = (a(l1),a(ls),...,a(lg)).

Siendo «a: Ji — S™ el pulpo de k patas que cumple a(11) = z1,...,a(1lg) = x. Ahora
bien cada pata del pulpo « describe el camino descrito por las geodésicas. Ahora bien como
cada Uj con j =1,...,k es un ENR entonces TCy(S™) < k.



2.9. SOBRE LOS CONJUNTOS ENR

Figura 2.13: Pulpo de n patas sobre la esfera.
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Capitulo 3
Complejidad social

En este capitulo vamos a tratar de llevar todo lo visto hasta ahora al contexto de la
Teoria de la Elecciéon Social, donde relacionaremos la complejidad topoldgica con el concepto

de complejidad social formulado por Carrasquel, Lupton y Oprea en el afio 2018([5])

3.1. Introduccion

En esta seccién vamos a considerar la situacién en la que un grupo de individuos, con
preferencias individuales, tienen que escoger una opcidén que satisfaga a todos. Para ello

trataremos de definir una funcidn de eleccion social, como las que vimos en el capitulo 1

D)

3.2. Complejidad social
En primer lugar, y con el fin de poder seguir avanzando debemos definir algunos con-
ceptos relativos a la Teoria de la Elecciéon Social.

Definicion 3.1. Supongamos que hay n individuos, cada uno de los cuales tiene un espacio
de preferencias X. Una funcion de eleccion social es una funcién continua f: X" — X,

siendo X* = X x . x X, que satisface dos propiedades:

1. Unanimidad: Si todos los individuos tienen la misma preferencia, esta es la preferencia

social. Matematicamente f(x,...,z) = x para todo z € X.

2. Anonimato: Es el conjunto de preferencias lo que determina la decision final, no los
individuos que tienen ciertas preferencias. Cualquier permutacién de los n individuos

v sus preferencias produce la misma decisién. Matematicamente
F(Zo(1), To@)s - s Tom)) = f(T1,72,...,2n)
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donde o es cualquier permutacion de los enteros {1,2,...,n}.
Este tipo de funciones nos llevan a un teorema que nos recuerda a la Proposicion [2.5]

Teorema 3.2 ([5]). Sea X un CW-complejo finito un espacio de preferencias. Entonces
eziste una funcion de eleccion social continua f: X™ — X para algin n > 2 si y solo s X

es contrdctil.

La prueba de este teorema la realizo6 Weinberger y la podemos encontrar en [1§]. Este
resultado nos dice que no podemos encontrar una funcién de eleccién social a no ser que
el espacio de preferencias sea contractil, por lo tanto debemos de buscar la solucién al
problema cuando el espacio de preferencias no sea contréictil. Para ello vamos a proceder
de una forma parecida a como lo hicimos en el caso de la complejidad topologica, es decir,
dividimos el espacio X™ en conjuntos en los cuales se puedan dar funciones de eleccion
social. En primer lugar debemos de saber el nimero de discontinuidades que va a tener
nuestra funcién de eleccién social, asi como lo hicimos con la cantidad de discontinuidades
que tenia la funcion de programacién de movimientos, para ello se define la complejidad
de eleccién social de un espacio X.

En primera instancia vamos a generalizar nuestro problema de eleccién social para el caso

n = 2, es decir, el caso de una pareja de individuos que han de ponerse de acuerdo.

La siguiente definicion la formularon Oprea, Lupton y Carrasquel (2018) en [5].

Definicién 3.3 ([5], Definicion 3.3). La complejidad social de un espacio X, denotada como
sc(X) , es el menor entero k para el cual X x X es la uniéon de k conjuntos Uy, ..., Uy

abiertos tales que:
1. Cada abierto U; es simétrico; es decir, si (z,y) € U; entonces (y,x) € Uj.

2. Para cada Uj existe una aplicacion m;: U; — X, es decir una funcién de eleccién

social local .
3. Para cualquier (z,z) € Uj se tiene que, m;j(z,z) = .

4. La aplicacion m; ha de ser invariante por permutaciones, es decir, m;(z2,z1) =

mj(x1,x2) si (z1,22) € Uj.
5. Cada m; es una seccion homotdpica de la diagonal A: X — X2, Es decir,

Aomj:zj.
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Realicemos algunas observaciones acerca de la definicién que acabamos de dar. Si se
tiene que k = 1 la condicién se cumple autométicamente. En este caso hay una tnica
aplicacion global m: X? — X que cumple anonimato y unanimidad. Por tanto el espacio
X es contractil, y dos aplicaciones f,g: X — X son homotopas.

En cuanto a la condicién tenemos que la diferencia entre una seccién homotédpica y
una verdadera secciéon (como cuando definiamos la complejidad topologica) es que en esta

ultima se tendria

Ao s; =1ij,

lo que quiere decir que si la “media” de (x,y) es m = s;(x,y), entonces (z,y) = (m,m), lo
que es imposible si z # y.

En cambio, si es una seccién homotoépica, y tenemos una homotopia H: A o s; ~ ij,
para cada par (z,y) tenemos un “camino” Hy entre (z,y) y (m,m). Es decir, la posicion
media m es “alcanzable” por un camino continuo tanto desde x como desde y.

Si X es conexo por caminos, esto siempre va a ser posible. En caso contrario, sélo
podria conseguirse si z,y estdn en la misma componente conexa por caminos de X.

Este hecho lo Oprea, Lupton y Carrasquel lo denominan ([5]) “compromiso cercano”,
que determina que la eleccién social debe de ser proxima a cada una de las preferencias
individuales. Dado que la palabra homotopia la relacionamos con las deformaciones, esta
dltima condicién quiere decir que un individuo puede cambiar de forma paulatina sus
preferencias hasta el resultado de la eleccion social. Para esclarecer esta tltima condicién
se podria decir que ambos individuos podrian llegar a aceptar la “media” de sus preferencias.
Un simple ejemplo seria el de una pareja que tiene que decidir de qué color pintar su casa.
Uno de ellos escoge el color amarillo, y el otro el color rojo. Entonces una solucién a su
problema podria ser el color naranja, que seria la mezcla de los dos colores.

Las condiciones , se corresponden con la unanimidad y el anonimato respectiva-

mente.

Como podemos ver la complejidad topolégica y la complejidad social son conceptos
con una gran similitud, pues en ambos casos tratamos de buscar el minimo niimero de
discontinuidades que tiene una planificacion de movimientos en el caso de TC(X) o una

funcion de eleccion social en el caso de la sc(X).

Ahora veamos un resultado que nos permitira relacionar la complejidad topolégica y
la complejidad topolégica simétrica con la complejidad social. Por tanto también veremos
como relacionar una programacién continua de movimientos con una funcién de eleccion

social.
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Teorema 3.4. [[3], Teorema 3.5] Sea X un CW -complejo finito un espacio de configura-

citones, entonces se cumplen las siguientes desigualdades:
TC(X) < sc(X) < TCS(X)

Demostracion. Empecemos con la primera desigualdad TC(X) < sc(X). Supongamos que
sc(X) = k, entonces existen Uy, . . ., Uy, abiertos simétricos, es decir o(U;) = U con o € 3o,

que recubren X2, tales que en cada uno de ellos existe una funcion de eleccion social:
m;: Uj — X
(z,y) = m;(z,y) = p.
Por la propiedad [5 tenemos que A om; ~ i;, es decir existe una homotopia:
Hj: U; x I — X2,
definida como:

(Hj)o(%,y) =A Omj(mvy) = (pvp)> (Hj)1($,y) = (l’,y)

Lo que quiere decir que existe un camino xzy € X que une el punto = con el punto p.
De manera analoga tenemos un camino y; € X que une el punto y con el punto p. Los

definimos de la siguiente forma:

zi(x) = p1((Hj)e(2,y))
ye(y) = p2((Hj)s, (2,9))-
Siendo
pi: X2+ X
(z1,22) > @4,
para ¢ =1, 2.
Finalmente definimos la seccion s;(x, y)(t) = (x4, y¢) = (Hj)¢(x,y). Veamos que cumple

las condiciones para ser una planificaciéon de movimientos.

1. La seccién s; es continua en cada Uj, ya que s;j(x,y)(t) = (Hj)i(z,y) que es una

aplicacién continua.
2. La seccion sj: Uj — X2 define un pulpo a en X cumpliendo

a(l1) = pi((Hj)i(2,y)) = 21 =,

a(l2) = p2((Hji(z,y)) = 1 = y.
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Por lo tanto hemos encontrado una planificacién de movimientos s; definida en cada Uj,
por lo tanto TC(X) <sc(X) = k.

Ahora probemos la desigualdad sc(X) < TC®(X). Suponemos que TC®(X) = k, por
lo tanto existen Uy, ..., U, C X? abiertos simétricos que recubren a X? tales que en cada
uno de ellos existe una planificacién de movimientos simétrica s;: X 2 5 X2 cumpliendo
€208 = 1j.

Consideremos la siguiente aplicacion:

ri X2 5 X
a— r(a) = a0).
Ahora definamos la siguiente aplicacion:
m;=ros;j: U — X
(@,y) = s (z,9)(0).
Veamos ahora que la aplicacién m; cumple las condiciones de ser funcion de eleccién social:
1. Sea X € X y sea ¢;: Jo — X tal que para todo t € [0,1] y i = 1,2, c,(t;) = =.

Entonces se cumple que
mj(z,z) =r(cg) = cz(0) = .

2. Para cualquier par de puntos x1,z9 € X, sea a: Jy — X, tal que o(11) = x1 y

a(ly) = x2. Se cumple que

mj(z1,22) = (@) = a(0) = a(0) = r(@) = m;(y, ).

3. Sea la diagonal
Ay: X — X?
x> (z,)
Obtenemos que
Ax omj(rr,22) = Ax(r(a)) = Ax((0)) = (a(0), a(0)).
Por tanto la homotopia hasta (z1, z2) estaria dada por
Aomj(xr,22)(t) = (a(2t — 1), a(2t — 1)),
de manera que
Ax om; ~ 1.

Hemos probado que las aplicaciones m; son funciones de eleccién social definidas en cada

abierto simétrico U;, asi que podemos concluir que sc(X) < TC¥(X). O
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3.3. Complejidad social superior

Como hemos hecho con la complejidad topolégica, podemos considerar la complejidad

social para k > 2, es decir cuando el conjuntos de individuos es mayor que dos.

En esta seccién volvemos a considerar la aplicacion e, : X7» — X" con la que buscare-
mos secciones homotoépicas locales invariantes por permutaciones. De esta manera podemos

dar la siguiente definicién.

Definicién 3.5. La complejidad social superior denotada como sc,(X) es el menor entero

n)

k > 1 parael cual Xx - xX = X" es la unién de k conjuntos Uy, ..., U, abiertos tales

que:
1. Cada abierto es simétrico, es decir o(U;) = U; para toda permutaciéon o € X,;
2. En cada U;j estd definida una funciéon de eleccién social m;: U; — X.

3. Para cualquier (z,...,z) € Uj se tiene que m;(z,...,x) = x. Es decir, m; cumple la

condiciéon de Unanimidad.
4. La aplicacion m; ha de ser invariante por permutaciones, es decir,
mji(o(x1,...,2n)) =mj(z1,...,Tn),
para (z1,...,2,) € U; y para todo o € X,
5. Cada m; es una seccion homotdpica de la diagonal A: U; — X", es decir,

Aomj ~ ij.

Finalmente podemos enunciar un resultado que nos resultari parecido al Teorema |3.4

Teorema 3.6. Sea X un CW-complejo finito un espacio de configuraciones, entonces se

cumplen las siguientes desigualdades:
TCp(X) < scp(X) < TCH(X).

Demostracion. Empecemos con la primera desigualdad TC,,(X) < sc,(X). Supongamos
que sc,(X) = k, entonces existen Uy,..., U abiertos simétricos que recubren X", tales
que en cada uno de ellos existe una funcién de elecciéon social:

m;: Uj — X

(1,...,2n) = mj(x1,...,20) =D
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Por la propiedad |5 tenemos que A o m; =~ i;, es decir existe una homotopia definida en
cada Uj:
Hji Uj x I — Xn,

definida como:
(H])O('r7y) =Ao m](x,y) = (p7 s 7p>7 (Hj)l(xlv o 71'71) - (xlv o 73771)'

Lo que quiere decir que para i € {1,...,n} existe un camino (z;); € X que une el punto

x; con el punto p. Podemos definir los caminos de la siguiente forma:

(zi)e(z) = pi((Hj)e(z1, - 20)).
Siendo

pi: X" = X

(T1,...,2pn) — x;,

parai € {1,...,n}.

Finalmente definimos la seccién
sj(x1, .. 2n) () = (@1)ts -5 (2n)e) = (Hj)e(1, ..., 20).
Veamos que cumple las condiciones para ser una planificacién de movimientos.
1. La seccion s; es continua en cada Uj, ya que
sj(xr, ..., xn)(t) = (Hj)e(z1,. .., zp)
que es una aplicacién continua.

2. La seccion sj: Uj — X7 define un pulpo de n patas o en X cumpliendo

a(0;) = pi((Hj)o(z1,...,2n)) =p

coni={l,...,n}.
Por lo tanto hemos encontrado una planificacién de movimientos s; definida en cada Uj,

lo que quiere decir que TC,,(X) < sc,(X) = k.

Ahora probemos la desigualdad sc,(X) < TCS(X). Supongamos que TCS(X) = k,

por lo tanto existen Uy,...,U, C X™ abiertos simétricos, es decir o(U;) = U; con o € ¥,
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que recubren a X™ tales que en cada uno de ellos existe una planificacién de movimientos
. " . . n J . s
simétrica sj: X™ — X“» cumpliendo e, o s; = i;.

Consideremos la siguiente aplicacion:
. yJn
r: X" — X
a— r(a) = a0).
Ahora definamos la siguiente aplicacion:
m;=ros;j:U; - X
(x1,...,2n) = sj(x1,...,2,)(0).
Veamos ahora que la aplicacién m; cumple las condiciones de ser funcion de eleccién social:

1. Sea x € X y sea ¢g: Jy, — X tal que para todo t € [0,1] y i € {1,...,n}, cu(ti) = .

Entonces se cumple que

mj(x,...,x) =1(cy) = cx(0) = .

2. Para cualquier n-dupla (z1,...,2,) € X", sea a: J, — X, tal que a(1;) = x; con
i€ {1,...,n}. Se cumple que

mj(z1,...,2n) =r(a) = a(0) = a(0) =r(@) =mj(o(z1,...,zn)),
para cualquier o € X,.

3. Sea la diagonal
Ax: X —- X"
= (x,...,).
Obtenemos que
Ax omj(zy,...,xn) = Ax(r()) = Ax((0)) = (a(0),.. ., a(0)).
Por tanto la homotopia hasta (x1,...,z,) estaria dada por
Aomj(zi,...,zn)(t) = (a(2t = 1),...,a(2t — 1)),

de manera que

Ax om;j ~ij.

Hemos probado que las aplicaciones m; son funciones de eleccién social definidas en cada

abierto simétrico Uj, asi que podemos concluir que sc, (X) < TCS(X). O
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