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Résumé

Dans cette these, on définit le nombre de Lefschetz combinatoire, un outil qui per-
mettra de trouver des points fixes d’applications entre complexes simpliciaux dans
des situations ou le théoréeme classique du point fixe Lefschetz n’en peut pas.

Un point de spécial intérét sera 1’invariance topologique du nombre de Lefschetz
combinatoire, laquelle on démontre dans cette these. Celle-ci aura des implications
trés pertinentes, comme, par exemple, une nouvelle ensemble d’axiomes pour le
nombre de Lefschetz classique, un nouveau théoreme d’invariance topologique pour
I’indice de point fixe ou, le plus important, plusieurs théorémes de point fixe dans des
espaces non bornés et une stratégie pour simplifier notamment les calculs du nombre
de Lefschetz.

On définit aussi plusieurs intégrations par rapport au nombre de points fixes d’une
application entre complexes simpliciaux, dont on obtient une application pratique
dans le contexte du comptage d’objets en utilisant des capteurs, et on simplifie les
calculs du nombre de Lefschetz avec des faisceaux.
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Résumé : Resumo da Tese de
Doutoramento (en galicien)

Dende o xordemento da topoloxia alxébrica, a teoria topoldxica de punto fixo xogou
un papel moi destacable dentro dunha rama das matematicas de maior importancia.
Comezando polos traballos de Hopf, Lefschetz e Nielsen, durante xa cen anos, a teo-
ria topoldxica de punto fixo conseguiu proporcionar certos resultados de gran interese
e utilidade nas demdis ramas das matematicas.

Unha ferramenta imprescindible dentro da teoria topol6xica de punto fixo é o nd-
mero de Lefschetz. Iste € un invariante topoldxico que permite detectar puntos fixos
en aplicaciéns dun complexo simplicial compacto. No caso de espazos non compac-
tos, a existencia dun teorema de punto fixo de Lefschetz segue sendo unha incégnita.
Polo momento, sdbese que, en xeral, tal teorema non pode existir. Porén, cando cer-
tas hipétesis de compacidade son requeridas para as aplicaciéns (por exemplo, ser
compactas, CAC ou condensantes), pédense obter algtins teoremas de punto fixo.

Nesta tese, preséntase unha ferramenta innovadora dentro da teoria de punto fi-
x0: o nimero de Lefschetz combinatorio. Este pode ser considerado 4 vez como unha
xeralizacién do nimero de Lefschetz cldsico e o nimero de Lefschetz relativo dun
par de espazos topoldxicos. Os dous pilares clave dentro da relevancia deste niimero
combinatorio son un teorema de punto fixo para espazos non necesariamente com-
pactos pero acotados e a sda invariancia topoldxica (en absoluto trivial). Deste xeito,
ademais de obter un novo teorema de punto fixo para espazos non compactos, pode-
mos simplificar sobremaneira os calculos usuais do nimero de Lefschetz. Son tamén
consecuencias desta invariancia unha nova férmula de invariancia topoléxica para
o nimero de Lefschetz relativo dun par de espazos e unha xeralizacién do resultado
clésico de invariancia topoldxica do indice de punto fixo. Finalmente, unha nova axio-
matica para o ndmero de Lefschetz cldsico pode ser obtida como consecuencia desta
invariancia topoldxica. Concretamente, a invariancia topoldxica do nimero de Lefs-
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chetz combinatorio implica o axioma de cofibracién de [4] no caso das aplicacidns
abertas. Ademdis, se as aplicaciéns son homeomorfismos, a invariancia topoldxica
do nimero de Lefschetz combinatorio implica tamén o axioma de valor inicial. Deste
xeito, no caso de homeomorfismos, poderiamos restrinxir os catro axiomas cldsicos
de [4] a soamente tres:

— Axioma de invariancia homot6pica.

— Axioma de conmutatividade.

— Invariancia topoléxica do nimero de Lefschetz combinatorio.

Fora dista linea mais focalizada na teorfa cldsica de punto fixo, na presente tese
de doutoramento prestamos tamén atencién 4 obtencién de diversas integrais con
respecto aos puntos fixos. Asi, empregamos o nimero de Lefschetz combinatorio
para definir unha integral con respecto ao nimero de Lefschetz. Esta integral satisfard
algunhas boas propiedades, como, por exemplo, un teorema de Fubini. Asemesmo,
¢ posible a implementacion desta integral nun método computacional no dmbito de
deteccién de obxetos e/ou persoas por medio de redes de sensores. Neste sentido, se
un edificio estd dotado dun ndmero suficiente de sensores de deteccion de obxetos,
serd posible, mediante o niimero de Lefschetz combinatorio e a sda integral contar
o nimero de tales obxetos que hai no espazo, tendo en conta que mais dun sensor
pode detectar eventualmente o mesmo obxeto. A segunda integral que obtenmos neste
traballo € unha integral con respecto ao indice de punto fixo. A ventaxe desta nova
integral sobre a anterior é que a cantidade de aplicaciéns ds que se pode aplicar é
significativamente maior, xa que ditas aplicaciéns non tefien por que preservar os
espazos con respecto aos cales integramos, senén que € suficiente con que non tefian
puntos fixos na fronteira dos mesmos. Novamente, un teorema de Fubini respalda
0 bo comportamente desta nova integral. Finalmente, integrando tamén respecto ao
indice de punto fixo, é posible obter sumas superiores e inferiores de funciéns con
imaxe real con respecto a aplicaciéns dun complexo simplicial compacto. A integral
non ten por que estar ben definida.

Un dltimo punto que se desenvolve neste traballo € o estudo do nimero de Lefs-
chetz na linguaxe de feixes. Neste sentido, a integral que definimos con respecto ao
nimero de Lefschetz combinatorio permitird calcular dun xeito algoritmigo os nu-
meros de Lefschetz de certas aplicacidns e feixes. Compre destacar que neste aspecto
¢ tamén importante a obtencién dunha boa definicién de nimero de Lefschetz na
linguaxe de feixes, xa que a existente carece de boas propiedades para os obxetivos
deste traballo. De feito, a eleccién da nosa nova definicién de nimero de Lefschetz en
feixes vird respaldada por unha construccién axiomética que recorda 4 de [4] no con-
texto da teoria cldsica de punto fixo mas que se presenta dunha maneira mdis breve
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Résumé : Resumo da Tese de Doutoramento (en galicien)

que facilita a sia comprension.

Capitulo 0

Este capitulo da tese consiste nun breve repaso e introducién das ferramentas
fundamentais que terdn un uso reiterado ao longo da tese. Deste xeito, dedicamos
unha primera seccidn a recordar algiin conceptos xerais e bdsicos da topoloxia al-
xébrica. Simplices, complexos simpliciais e aplicacions simpliciais son definidas
nesta secciéon. Asemesmo, recordamos con certo detalle como unha aplicacién en-
tre complexos simpliciais pode ser aproximada salvo homotopia por unha aplicacién
simplicial (teorema de aproximacion simplicial) e a importancia que esto conleva. O
teorema de punto fixo de Lefschetz, pilar bdsico dentro da topoloxia alxébrica, tamén
¢ presentado nesta seccion.

Logo dunha primera seccion de cardcter basico e que busca mdis ben recordar que
ilustrar, seguen outras tres secciéns nas que, polo contrario, definimos algunhas das
ferramentas mdis importantes que se empregardn na tese. Deste xeito, comezaremos
por introducir os puntos fundamentais da teoria de punto fixo. Os ANR, a razén pola
cal son tan ttiles na teoria topoléxica de punto fixo (teorema de dominancia), o indice
de punto fixo, o cal presentamos na sda versién axiomatica (axiomas de localizacion,
invariancia homotdpica, aditividade, normalizacién e conmutatividade), o teorema
de punto fixo do indice de punto fixo ou a regra do produto do indice son algins
dos conceptos e resultados que presentamos. Tamén introducimos brevemente as
aplicaciéns compactas, as CAC e as aplicacions condensantes, asi como algunhas
boas propiedades do nimero de Lefschetz.

A esta parte, seguiralle outra seccion dedicada as estruturas o-minimales, ou es-
pazos definibles, que € a linguaxe na que enunciaremos todos os nosos resultados ao
longo da tese. Na practica, un espazo definible serd un espazo homeomorfo a unha
unién de caras abertas dun complexo simplicial. Xogaremos con que cada unién fini-
ta de espazos definibles pode ser triangulada por un complexo simplicial xeralizado
(teorema de triangulacién definible).

Na dltima seccidén nos centraremos en presentar os conceptos e resultados basi-
cos da teoria de feixes, a cal estard presente ao longo da tese de maneira reiterada.
As nocidns de feixe asociado, imaxe directa ou inversa dun feixe e cohomoloxia de
feixes son introducidas nesta parte. Tamén prestamos especial atencién aos feixes
constantes, localmente constantes e construibles, os cales constituirdin o obxeto do




noso traballo.

Capitulo 1

Este capitulo da tese ten por obxetivo introducir o nimero de Lefschetz com-
binatorio. O primeiro desafio a hora de traballar con este invariante ¢ a stia propia
definicién. Alén de atopar unha boa maneira de definir dito nimero, un paso relati-
vamente complicado consiste en demostrar que estd ben definido, é dicir, que a defi-
nicién non depende nin da triangulacién nin da aproximacién simplicial empregadas
na definicién de nimero de Lefschetz combinatorio. Isto constitie a maior parte da
extension do segundo capitulo. As técnicas empregadas en ambas demostracidns son
nos dous casos as mesmas. Combinase un método de descenso dimensional (posi-
ble en topoloxia combinatoria) a0 mesmo tempo que, o teorema de aproximacion de
Hopf permite igualar algins termos que van aparecendo nas igualdades das que se
deducird que o niimero de Lefschetz combinatorio estd ben definido.

Ademdis, é precisamente neste capitulo onde se obtén un primeiro resultado de
punto fixo en espazos non compactos, o Teorema 1.3.2. O enunciado é o seguinte:

Teorema. Sexa X un complexo simplicial compacto e f : X — X un homeo-
morfismo. Sexa U C X un subespazo definible e f-invariante (f(U) C U). Se o
niimero combinatorio de f en U relativo a X é distinto de cero, enton f ten un punto
fixo na clausura de U .

A importancia deste primer resultado € crucial. Significa que os espazos nos
que aplicamos o teorema de punto fixo de Lefschetz xa non precisan ser compactos,
sendn que agora € suficiente con que estéan contidos dentro dun compacto e sexan
f-invariantes para o homoemorfismo f co que esteamos a traballar. Isto aumenta
enormemente o nimero de posibilidades coas que podemos atopar probas da exis-
tencia de puntos fixos. De feito, neste mesmo capitulo, compre tamén destacar a
construccion dun exemplo no que é enfatizada a conveniencia do emprego do nu-
mero de Lefschetz combinatorio en lugar do nimero de Lefschetz clasico 4 hora de
atopar e contar o nimero de puntos fixos dunha aplicacién. Deste xeito, nunha apli-
cacion tan sinxela como unha reflexion da esfera (con nimero de Lefschetz clasico
cero -e, en consecuencia, onde o teorema clasico de punto fixo non aplica), podemos
atopar subespazos definibles que vaian tendo un niimero de Lefschetz combinatorio
cada vez maior que aproxime asi mellor o nimero de puntos fixos (todo o ecuador,
e, por tanto, infinito). Isto demostra que, mesmo se hai moitos casos no que non é
posible atopar puntos fixos co nimero de Lefschetz cldsico, con frecuencia pédese
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Résumé: Resumo da Tese de Doutoramento (en galicien)

atopar algtin subconxunto onde o nimero de Lefschetz combinatorio poida garantir a
existencia dalgtn punto fixo, pero tamén que, mesmo cando ambos teoremas poden
ser aplicados, o do ndmero de Lefschetz combinatorio pode conducir a unha mellor
idea do nimero de puntos fixos da aplicacién.

Capitulo 2

No Capitulo 2, Iévanse a cabo dias aportacidns esenciais nesta tese. Por un lado,
preséntase o estudo realizado ao longo dos tdltimos tres anos ata chegar a demostrar
a invariancia topol6xica do nimero de Lefschetz combinatorio e, por outro, xerali-
zase a definicién de nimero de Lefschetz combinatorio a aplicaciéns abertas (e non
soamente homeomorfismos, coma no caso do capitulo anterior).

Desde xeito, a primeira parte do capitulo dividese en tres seccions.

Na Seccidén 2.1, comezamos por definir un nimero de Lefschetz adecuado no
contexto de feixes. Sendo X e Y espazos topoldxicos, f : X — Y unha aplicacion
continua e F un feixe en Y, f induce unha aplicacion entre a cohomoloxia do feixe
F e a da sua imaxe inversa por f. Porén, estes dous feixes non tefien por que ser
isomorfos. Afortunadamente, € posible demostrar que o son no caso de que F sexa
un feixe constante. Agora, como os feixes construibles son en certo modo localmen-
te constantes, para algtins deles poderemos definir un feixe asociado como a suma
das stias componentes constantes extendidas por cero e este feixe asociado si serd
isomorfo 4 stia imaxe inversa por f. Demostrar dunha maneira rigurosa este feito
constitie a primera parte da subseccion. A continuacién, prébase un resultado que
resulta, en certo modo, asombroso, pois mesmo se as stas hipdteses son algo restric-
tivas, pon de manifesto a relacién que hai entre un invariante combinatorio como o
nimero de Lefschetz combinatorio e outros niimeros de Lefschetz definidos en lin-
guaxe homoloxica. Asi, baixo certas hipéteses, o que nos dirad este teorema € que o
nimero de Lefschetz combinatorio coincide nalgins casos co nimero de Lefschetz
obtido considerando cohomoloxia con soporte compacto. Agora, como a cohomolo-
xia con soporte compacto é claramente un invariante topoléxico, pddese aplicar a stia
invariancia para obter un primeiro resultado de invariancia topoléxica do nimero de
Lefschetz combinatorio. Este resultado, ainda que importante por ser o primeiro, non
¢ de demasiada utilidade, xa que as hipdteses requeridas no teorema que compara
o nimero de Lefschetz combinatorio co nimero de Lefschetz da cohomoloxia con
soporte compacto limitan a sta aplicacién.

Por este motivo, foi preciso introducir unha nova ferramenta: o indice combina-
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torio. Este é o contido da Seccién 2.2. O indice de punto fixo € un dos recursos de
maior utilidade dentro da teoria de punto fixo. Tratase dun operador que, dada unha
aplicacion f : X — X, asigna un enteiro a cada aberto de X sen puntos fixos na sta
fronteira. Ademdis, o indice do espazo total é exactamente o nimero de Lefschetz,
polo que o indice de punto fixo adéitase entender como unha localizacién do niimero
de Lefschetz arredor dos puntos fixos. No noso caso, o que facemos é extender a
definicién de indice a subespazos que non son necesariamente abertos (ainda que se-
guimos pedindo que non tefian puntos fixos na fronteira). E o que chamamos indice
combinatorio. O que acontece é que o indice de punto fixo satisface certo resultado
parcial de invariancia topoloxica. Por outro lado, nesta seccion demostramos tamén
que o indice de punto fixo combinatorio coincide nalgins casos con nimero de Lefs-
chetz combinatorio e asi, € posible inferir un novo resultado de invariancia topoléxica
para este tltimo. Porén, a invariancia total segue sen ser probada. E na Seccién 2.3
onde a invariancia topol6xica do nimero de Lefschetz combinatorio € finalmente pro-
bada. A demostracion € técnica e recurre a certas ferramentas de teoria de punto fixo.
Con todo, unha primeira consecuencia obtense desta invariancia. Tratase dun resulta-
do de invariancia topoléxica do nimero de Lefschetz relativo dun par de espazos. O
que é sorprendente € que o resultado depende de que os complementarios dos pares
considerados sexan homeomorfos € non de que o sexan os pares.

A segunda parte do capitulo céntrase en xeralizar a definicién de nimero de Lefs-
chetz combinatorio a aplicacidns abertas que non son necesariamente homeomorfis-
mos. Asi, conséguese probar que o nimero de Lefschetz combinatorio estd ben defi-
nido para calquera aplicacion aberta f : X — X (onde X é un complexo simplicial)
e calquer subespazo definible U C X tal que f(U) C Ue f(X\U) C X\ U.
De novo, a demostracién € técnica e precisa de certos resultados de teoria topoldxica
de punto fixo. Ademadis, nesta parte do capitulo méstrase tamén que as aplicacions
abertas son a dltima gran familia de aplicaciéns nas que o nimero combinatorio pode
ser definido. Asi pois, ao chegar 4 fin do capitulo temos que o niimero combinatorio
pode definirse nunha familia inmensamente maior que a dos homeomorfismos, tendo
igualmente un teorema de punto fixo que xeraliza o anterior.

Capitulo 3

O seguinte capitulo da tese ten por obxetivo presentar as diferentes teorias de
integracién con respecto aos puntos fixos dunha aplicacién que desenvolvimos ao
longo desta tese. Asi, na Seccidn 3.1, centramos os esforzos en definir unha integral
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Résumé : Resumo da Tese de Doutoramento (en galicien)

con respecto ao nimero de Lefschetz combinatorio de aplicaciéns abertas. Como o
nimero de Lefschetz combinatorio satisface unha regra do produto, é de esperar que
tamén poidamos obter certo teorema de Fubini na sta integracién. Dito resultado
constitde a ultima parte da seccion.

A segunda vantaxe da integracién con respecto ao nimero de Lefschetz com-
binatorio € que pode ser empregada no contexto de feixes. De feito, o niimero
de Lefschetz dunha terna (X, f, F), onde X é un complexo simplicial compacto,
f + X — X un homeomorfismo celular e F certo feixe construible sobre X, non é
mdis que a integral con respecto ao nimero de Lefschetz combinatorio de f dunha
funcién natural asociada ao feixe. Este resultado conforma o pilar principal da Sec-
cioén 3.2, pois o seu interese € moi significativo no traballo: o resultado implica que
un nimero de Lefschetz en feixes pode calcularse dun modo totalmente computable
e apartado da teoria de feixes. Notese que, en xeral, € moi dificil facer cdlculos con
feixes. A cohomoloxia de feixes adoita ser dificil de computar e as trazas inducidas
por unha aplicacién nesta cohomoloxia méis ainda. E por esta razén que o resulta-
do é tan relevante. Finalmente, engadimos a relacién que existe entre complexos de
feixes e funcidns construibles enteiras (en lugar de naturais). Esta relacién non serd
outra cunha regra de Barrow para a integracidon con respecto ao nimero de Lefschetz
combinatorio.

A Seccién 3.3, definimos unha integral de funcidns enteiras con respecto ao in-
dice de punto fixo combinatorio. Esto supén unha clara vantaxe fronte 4 integracién
previa. Para comezar, as aplicacions con respecto as cales integramos xa non tefien
por que ser abertas. Ademadis, ditas aplicacions ya non terdn que enviar cada conxun-
to de nivel da funcién enteira en si mesmo, como acontecia ca integral con respecto
ao nimero de Lefschetz combinatorio. Agora, a grandes rasgos, bastard con que non
haxa puntos fixos na fronteira destes conxuntos de nivel. Con todo, aparece unha
nova limitacién: o indice en xeral € moito madis dificil de calcular que o nimero de
Lefschetz, polo que cando a aplicacién non sexa aberta ou non envie os conxuntos de
nivel a eles mesmos, esta nova integral pode seer mdis dificil de calcular.

Porén, como o indice de punto fixo satisface tamén unha regra do produto, de
novo € de esperar que esta integral cumpra cunha regra de Fubini, o cal é o dltimo
resultado que se proba na seccidn.

Finalmente chegamos 4 Seccién 3.4, onde sacamos proveito da idea de integrar
con respecto ao indice de punto fixo para obter unha suma superior e inferior de
funciéns con valores nos nimeros reais. O que acontece € que, se intentamos integrar
as funcidns reais con respecto ao nimero de Lefschetz combinatorio dunha aplicacién
aberta f : X — X, onde o complexo simplicial X é o dominio da funcién real, temos
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que restrinxir a aplicacién f a unha aplicacién que sea moi similar 4 identidade (por
moi similar enténdese algo mdis forte que ser hométopa 4 identidade, o cal, en teoria
topoldxica de punto fixo, xa € equivalente a ser a identidade). Asi, esta integracion
carece por completo de valor, polo que convén integrar con respecto ao indice. Desde
xeito, obtense ddas sumas de Riemann, unha superior e outra inferior, que non sempre
coinciden pero que constitien a mellor aproximacion que existe polo momento a unha
integral de funcién reais con respecto aos puntos fixos dunha aplicacién de complexos
simpliciais.

Capitulo 4

O ultimo capitulo da tese estd constituido polas aplicaciéns da invariancia topo-
l6xica do nimero de Lefschetz combinatorio. Dividese en distintas seccidns.

A Seccién 4.1, contén os distintos axiomas que obtivemos ao longo da tese en
teoria topoldxica de punto fixo. A axiomdtica € unha parte fundamental da teoria
de punto fixo. Comezando polas construcciéns axiomadticas da caracteristica de Eu-
ler [75], [76] e o indice de punto fixo [25], [65], os topdlogos sempre estiveron moi
interesados en manexar os invariantes topoléxicos da teoria de punto fixo mediante un
sistema de axiomas debido as vantaxes que isto presenta. Ademadis do resultado clé-
sico [4], a dia de hoxe destacan outros resultados nos que se estudan definicions axio-
méticas do nimero de Lefschetz equivariante, do indice en aplicaciéns n-valuadas,
etc [31], [32], [69], [70].

Dada a importancia destas formulaciéns axiométicas, non podemos comezar a
seccion sen presentar, na Subseccion 4.1.1, unha definicién axiomatica do nimero de
Lefschetz combinatorio. Esta é moi sinxela: nos compactos coincide co nimero de
Lefschetz usual e ademdis, € aditivo, é dicir: o nimero de Lefschetz combinatorio
nunha unién disxunta de dous subespazos € igual 4 suma do nimero de Lefschetz
combinatorio en cada un deses espazos.

A continuacion centramos a atencién, na Subseccidn 4.1.2, nos axiomas do nu-
mero de Lefschetz na linguaxe de feixes. Ditos axiomas pddense entender como unha
simplificacion dos axiomas de [4] cando o feixe considerado é o feixe constante con
valor o corpo dos niimeros reais.

Finalmente, grazas 4 invariancia topoléxica do niimero de Lefschetz combinato-
rio, na Subseccion 4.1.3, conseguimos reducir os catro axiomas de [4] a soamente
tres cando a aplicacién considerada € un homeomorfismo. De feito, demostramos
algo mais forte. Cando a aplicacion é aberta, a invariancia topoloxica do niimero de
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Résumé: Resumo da Tese de Doutoramento (en galicien)

Lefschetz combinatorio implica o axioma de cofibracién. Se ademadis nos restrinxi-
mos a homeomorfismos, dita invariancia topoldxica implica tamén o axioma de valor
inicia (ou de produto wedge nas circunferencias).

A continuacién atépase a Seccion 4.2, onde a invariancia topoldxica do nimero
de Lefschetz combinatorio permite simplificar o cdlculo dos nimeros de Lefschetz
de moitas aplicacions. Isto débese a que o nimero de Lefschetz combinatorio dun
espazo non compacto pédese considerar con respecto a varias compactificacions di-
ferentes e precisamente este xogo permite simplificar sumamente os calculos.

Fianalmente chegamos & Seccidn 4.5, onde presentamos catro teoremas de Lefs-
chetz para detectar puntos fixos en espazos pechados non acotados. A bisqueda de
teoremas de punto fixo en espazos non acotados é un dos problemas abertos madis
importantes dentro da teoria de Lefschetz. Diversos artigos obtiveron ao longo dos
dltimos sesenta anos resultados parciais neste sentido. Destacan [13], [15], [27], [34],
[51], [58], [62], [63], [64], [73] e, mais recentemente, [18] e [19]. Porén, en todos
estes artigos a compacidade segue estando presente nas hipdteses das aplicacions (as
cales deben ser compactas, CAC, condensantes, etc). No noso caso, a Unica hipotese
de compacidade que pediremos é que as aplicacidns sexan propias, o cal € un requi-
sito moi débil. Polo tanto, os nosos resultados poden verse como o primeiro ataque
a un problema tan importante como a buisqueda de teoremas de punto fixo para fun-
ciéns analiticas boas (tal e como o chamou Brown no seu momento) sen empregar
hipéteses de compacidade.

A idea é que a compactificacién por un punto dun pechado definible é tamén de-
finible e as{ homeomorfa a un complexo simplicial compacto. Logo, empregando as
acotaciéns do indice de punto fixo que existen en determinados espazos, a invarian-
cia topoldxica do nimero de Lefschetz combinatorio e os axiomas de normalizacién
e aditividade do indice, podemos obter certos resultados de punto fixo en espazos
non acotados. Finalmente, nesta seccién empregamos 0 razonamento inverso para
demostrar que o indice de punto fixo non pode estar acotado en certos espazos (outro
problema de certo interés en topoloxia alxébrica).

Neste capitulo tamén dedicamos ddas pequenas seccion a expoiier as aplicacidns
précticas da integral do nimero de Lefschetz combinatorio e a xeralizar un resultado
clésico de invariancia do indice de punto fixo.

As aplicacions practicas da integral do nimero de Lefschetz son no ambito da
deteccién e o conteo de obxectos, animais ou persoas en espazos como poden ser
unha nave, unha granxa, unha piscina de peixes ou a planta dun aeroporto. A integral
con respecto ao nimero de Lefschetz permitird contar o nimero de obxectos cando
se dispon dunha rede de sensores extensa, tendo en conta que o0 mesmo obxecto pode
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ser detectado por mdis dun sensor.

Pola sia banda, a idea da invariancia do indice € aplicar a invariancia topoldxica
do nimero de Lefschetz combinatorio 4 relacién obtida no Capitulo 2 entre o nimero
de Lefschetz combinatorio e o indice de punto fixo.
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Introduction

La théorie des points fixes a été I'une des thématiques principales dans la topologie
algébrique des la naissance de celle-ci. En plus des applications dans le domaine des
équations différentielles, les théorémes du point fixe de Lefschetz ont une importance
cruciale dedans les mathématiques. Ainsi, le nombre de Lefschetz, par exemple a été
employé par Delinge dans [23] pour résoudre une des conjectures de Weil. Aussi,
d’apres les travaux de Connes [20], le nombre de Lefschetz semble avoir un role
fondamental dans la résolution de I’Hypothese de Riemann, car on peut réduire le
probleme a calculer une formule de la trace. A tout cela, on doit ajouter aussi les
applications fournies par Atiyah et Bott [5], [6], par exemple, dans le domaine de la
géométrie différentielle.

Plusieurs mathématiciens trés importants ont conduit sa carriere vers la théorie
des points fixes. En plus d’Atiyah et de Bott, notamment on doit mentionner les
travaux de Dold, Hopf, Nielsen, Lefschetz ou Yoccoz dans ce domain des mathéma-
tiques.

Dans cette these, on présente un étude combinatoire du nombre de Lefschetz
pour des homéomorphismes et des applications ouvertes. La conséquence principale
de cet étude est la construction d’un nouveau invariant topologique (le nombre de
Lefschetz combinatoire) qui permet d’étendre les théoremes du point fixe de Lef-
schetz a certains espaces non compacts. Apres les travaux de Leray par rapport a I’in-
dice de point fixe, plusieurs tentatives ont été réalisées pour trouver un théoréme du
point fixe de Lefschetz dans des espaces non nécessairement compacts. Cependant, la
compacité y était toujours présente (méme si les espaces n’étaient pas compacts, les
énonces étaient en termes d’applications compactes, condensantes, CAC, etc). Dans
cette thése, on obtient des théoremes pour des applications ouvertes en général. Ces
résultats peuvent étre divisés en deux lignes : celle ol les espaces ne sont pas com-
pacts mais sont inclus dedans un complexe simplicial compact et celle ol les espaces
sont fermés mais peuvent étre non bornés. Pendant que la premiere est une générali-
sation du théoréme du point fixe du nombre de Lefschetz relatif, la deuxieme entraine




un grand (et surtout différent) progres dans un domaine ol pendant plus de vingt ans,
iln’y en a eu que deux travaux qui ont amélioré la situation.

Dr’ailleurs, le nombre de Lefschetz combinatoire fournira des techniques plus effi-
caces a I’heure de calculer des nombres de Lefschetz classiques, aussi qu’un nouveau
ensemble d’axiomes pour cet invariant lorsque 1’application est un homéomorphisme.
Finalement, I’invariance topologique du nombre de Lefschetz combinatoire (dont la
démonstration constitue ’'une des parties principales de ce mémoire) permet aussi
une généralisation d’un théoréme classique d’invariance topologique de 1’indice de
point fixe et établit une technique pour trouver des contre-exemples a certains pro-
blemes de bornes de I’indice de point fixe.

Ainsi, on divisera cette theése en quatre chapitres en plus d’un chapitre d’intro-
duction aux outils qui vont &tre employés pendant notre travail.

Au Chapitre 1 on présente la définition principale de cette theése : le nombre de
Lefschetz combinatoire. La difficulté & ce chapitre a été celle de trouver une défi-
nition de “nombre de Lefschetz” additive et puis prouver que cette définition était
cohérente. Aussi, a ce chapitre on obtient une généralisation du théoréme du point
fixe du nombre de Lefschetz relatif (et par conséquent aussi du théoréme classique
du point fixe de Lefschetz). Ainsi, ce nouveau résultat (Théoreme 1.3.2) permettra de
trouver des points fixes d’homéomorphismes dans des espaces bornés qui ne sont pas
fermés.

Le Chapitre 2 constitue la partie la plus dense de ce mémoire. Apres beaucoup
de tentatives partielles (ou 'on a méme défini un nombre de Lefschetz pour des
faisceaux) on y démontre finalement I’invariance topologique du nombre de Lef-
schetz combinatoire, laquelle a été la grande question de cette these. Ensuite, avec
les idées de cette derniere démonstration, on étend la définition du nombre de Lef-
schetz combinatoire aux applications ouvertes. L’invariance topologique du nombre
de Lefschetz combinatoire sera fondamentale dans ce travail. En plus de toutes les
applications que seront y présentées au Chapitre 4 comme conséquence de cette ad-
ditivité, il faut remarquer que si elle n’existait pas, on avait des raisons pour croire
que des nouveaux contre-exemples du Hauptvermutung (et, peut étre, méme dans des
dimensions inférieures a six) auraient pu étre fournis par cette non invariance. C’est
pour cela, que déterminer I’invariance topologique du nombre de Lefschetz combi-
natoire était si importante.

L’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire permet de travailler avec celui-
ci comme une mesure. Concretement, au Chapitre 3 nous construisons des différentes
théories d’intégration par rapport au nombre de Lefschetz combinatoire. Les appli-
cations de ces intégrations sont claires : en plus de fournir un outil dynamique pour
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Introduction

compter la densité de points fixes, elles permettent de calculer sans beaucoup de diffi-
cultés le nombre de Lefschetz dans le contexte des faisceaux. En plus, elles entratnent
aussi quelques applications pratiques qui seront mentionnées au Chapitre 4.

Finalement, au Chapitre 4, on obtient les conséquences principales de cette these.
Apres I'introduction de nouveaux ensembles d’axiomes pour le nombre de Lefschetz,
on établit une technique tres effective pour calculer le nombre de Lefschetz de cer-
tains homéomorphismes (et parfois aussi de quelques applications ouvertes). Ces
techniques, lorsque elles sont possibles, sont plus rapides que le calcul homologique
du nombre de Lefschetz ou la stratégie présentée dans [4]. En plus, elles établiront
la base de la Section 4.5, ou I’on obtiendra des nouveaux théorémes du point fixe de
Lefschetz pour certains espaces fermés non bornés et ou I’idée de compacité n’en-
traine pas une restriction au-dela de demander aux applications d’étre propres. Aussi
a cette section, on montrera comment le nombre de Lefschetz combinatoire permet
de trouver des contre-exemples pour des problemes concernant les bornes de I’indice
de point fixe. Finalement, on doit mentionner qu’a ce chapitre, deux petites sections
seront dédiées a montrer les applications pratiques de I'intégration par rapport au
nombre de Lefschetz combinatoire et a généraliser le théoreme classique d’invariance
topologique de I’indice de point fixe.




Hypotheses et Objectifs

H1.

0O1.1.

01.2.

H2.

02.1.

02.2.

02.3.

Plusieurs versions du méme théoréme de point fixe (aujourd’hui connu comme
le théoreme du point fixe de Lefschetz) ont été énoncées au début du XXe
siecle par Hopf, Lefschetz et Reidemeister. Tous ces théorémes donnaient des
résultats de point fixe pour des applications entre des espaces qui étaient des
complexes simpliciaux finis ou des variétés triangulables compactes. Notam-
ment, le résultat le plus connu assure 1’existence de points fixes pour une ap-
plication dans un complexe simplicial compact et dont le nombre de Lefschetz
est différent de zéro.

Trouver une généralisation de ces ces résultats pour des homéomorphismes et
des espaces non nécessairement compacts qui sont contenus dans des com-
plexes simpliciaux finis.

Etudier si la généralisation précédente peut étre considérée pour des applica-
tions ouvertes et non seulement pour des homéomorphismes. Dans ce cas, étu-
dier les possibles limitations de cette extension.

Dans [7], [8] et [21], une intégration par rapport a la caractéristique d’Euler
combinatoire est présentée. En plus, cette intégration est étendue au langage
des faisceaux et quelques applications pratiques sont obtenues. La principale
d’entre elles, consiste a une stratégie pour compter avec des capteurs le nombre
d’objets qui son dans un endroit.

Définir une intégration de fonctions entre un complexe simplicial fini et Z par
rapport aux points fixes d’une application entre le complexe simplicial et lui-
méme.

Définir une intégration de fonctions réelles par rapport aux points fixes d’une
application entre un complexe simplicial et lui-méme.

Définir un nouveau nombre de Lefschetz pour certains faisceaux et homéomor-
phismes et obtenir une bonne technique pour le calculer.
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024.

H3.

03.

H4.

04.

HS.

0s.

He.

06.

Etendre les applications de la caractéristique d’Euler pour compter des objets
avec des capteurs a nouvelles techniques de comptage avec le nombre de Lef-
schetz d’une application ouverte.

Dans [75] et [76], des axiomes pour la caractéristique d’Euler sont obtenus.
Quarante ans plus tard, dans [4], un ensemble de quatre axiomes pour le nombre
de Lefschetz est présenté. Ceux-ci sont I’invariance homotopique, 1’axiome de
cofibration, un axiome de commutativité et un axiome de valuer initial.

Trouver des nouveaux ensembles d’axiomes pour le nombre de Lefschetz des
homéomorphismes et pour le nombre de Lefschetz faisceau-théorique.

Dans [4], une technique pour calculer le nombre de Lefschetz des applica-
tions est présentée. Cette idée consiste a étendre I’axiome de valeur initial aux
bouquets de n-spheres et ensuite faire de la récurrence grace a 1’axiome de
cofibration en prenant une approximation cellulaire (axiome d’homotopie).

Obtenir une nouvelle technique combinatoire pour calculer le nombre de Lef-
schetz des applications ouvertes qui permette de simplifier les calculs usuels et
d’écarter certaines valeurs possibles.

Dans [65], O’Neill présente un théoreme d’invariance topologique de I’indice
de point fixe lorsque les points fixes d’une application ne sont pas nécessaire-
ment isolées. Aucune généralisation de ce résultat n’a été trouvé pendant 70
annés.

Obtenir une invariance topologique d’un nombre de Lefschetz additif et 1’ uti-
liser afin de généraliser le résultat de O’ Neill.

Dans les années 50, Leray construit des outils qui seront employés pour gé-
néraliser le théoréme du point fixe de Lefschetz a certains espaces qui ne sont
pas bornés. Tous ces tentatives utilisent une hypothése de compacité sur les
applications pour lesquelles les résultats sont obtenus.

Obtenir un théoreme du point fixe de Lefschetz dans quelques espaces non
bornés sans imposer sur les applications des hypotheses de compacité.




M¢éthodologie Générale

Cette theése a suivi la procédure habituelle dedans la recherche en mathématiques.
Cette méthodologie implique un étude compréhensif des références dans le domaine
(dans ce cas, la topologie algébrique et plus particulierement la théorie topologique
des points fixes) avec I’objectif de obtenir des nouvelles idées qui permettront avoir
des définitions, des théorémes ou des résultats qui rendent plus générales ceux qui
sont déja connus afin d’obtenir des résultats intéressants. Parfois, 1’obtention de ces
résultats est conséquence de certains raisonnements qui, en principe, semblaient loin
du probléme original. Un rdle important dans 1’acquisition de cette maniere de tra-
vailler ont été les conférences scientifiques internationales, o il est possible d’échan-
ger des avis différents sur les sujets et aussi les séjours scientifiques dans des univer-
sités étrangeres (dans mon cas, un séjour de trois mois a I’'université de Fairfield avec
Christopher Staecker).

En ce qui concerne la méthodologie spécifique employé, la méthode la plus em-
ployé sont les raisonnements par récurrence sur les dimensions des espaces, en consi-
dérant des applications qui préservent la frontiere des espaces. Aussi, les axiomes
présentes en théorie topologique des points fixes a joué un role important dans les
idées de ma these.




Chapitre 0
Préliminaires

On divise ce chapitre en quatre sections. La premiere, plus courte, a comme objectif
fixer de la notation et rappeler certains concepts tres employés en topologie algé-
brique. Apres, on se plongera dans des thématiques plus spécifiques comme le sont
la théorie des points fixes, les structures o-minimales et la théorie de faisceaux.

0.1 Concepts Généraux

Dans cette section on présente les éléments basiques de la topologie algébrique qui
vont étre compleétement indispensables pour travailler en théorie topologique des
points fixes. Une trés bonne référence pour ces concepts basiques est [61]. En ce
qui concerne les idées principales de la théorie des points fixes, on recommande [16].

Définition 0.1.1. On définit un n-simplexe {ay, . . . , a, } comme I’enveloppe convexe
en R* (k > n) de n + 1 points géométriquement indépendants ag, . . . , a,,. Dans ce
cas, on dit que le simplexe {ao, ..., a,} est généré par ag, . .., ay.

Définition 0.1.2. Soit {ao, . . . ay, } un simplexe. Une face du simplexe est un simplexe
généré par un sous-ensemble de {ag, ..., an}.

Définition 0.1.3. L’Intérieur d’un simplexe {ao,...a,} est la réunion des points
dans {ay,...a,} qui n’appartiennent a aucune face de {ao,...ay,} au-dela d’elle
méme.

Définition 0.1.4. Un complexe simplicial X est une collection de simplexes satisfai-
sant que I'intersection de deux simplexes appartient aussi a X et que toutes les faces
d’un simplexe de X sont aussi des simplexes de X.

Notation 1. Etant donné un complexe simplicial X, on notera Cp(X), les chaines
simpliciales de X de dimension p [61, Section 5]. L’anneau ne sera pas important
dans la plupart de la these, mais pour éviter des problemes avec la théorie de fais-
ceaux, on peut supposer qu’on travaille sur Q.




Préliminaires

Sauf a la Section 4.5, au long de cette these on n’emploiera que des complexes
finis (c’est-a-dire, avec un nombre fini de simplexes). Ceci est équivalent a dire que
la réalisation géométrique du complexe est compacte [61, Lemma 2.4]. Sauf mention
du contraire, tous les complexes seront finis. Aussi, X fera référence au méme temps
au complexe simplicial et a sa réalisation géométrique [61, Section 2].

Définition 0.1.5. Dans la réalisation géométrique d’un simplexe {ay, . . . , a, }, on ap-
pelle I’intérieur a I’ensemble des points qui ne sont dans aucune m-face du simplexe
avec m < n.

Définition 0.1.6. Soit X un complexe simplicial et v un sommet de X. On définit
I’étoile de v dans X, St(v, X ), comme la réunion des intérieurs des simplexes de X
pour lesquels v est une face.

Définition 0.1.7. Soient X et Y des complexes simpliciaux. Une application sim-
pliciale f : X — Y est une application entre 1I’ensemble de sommets de X et celui
de Y en satisfaisant que I’image des sommets qui génerent un simplexe en X génere
aussi un simplexe en Y.

Le role des applications simpliciales dans la théorie des points fixes est tres im-
portante en tant qu’elle permet de calculer le nombre de Lefschetz sur le complexe de
chaines simpliciales au lieu de sur les modules d’homologie. Ceci est conséquence
du Théoréme de la trace de Hopf (Théoreme 0.1.12) et du fait que toute application
entre complexes simpliciaux peut étre approximée par une application simpliciale.

Définition 0.1.8. Soient X et Y des complexes simpliciaux et f : X — Y une
application continue. Une application simpliciale h : X — Y est une approximation
simpliciale de f si, pour tout sommet v de X, ’image par h de I’étoile de v dans X
est contenue dans 1’étoile de f(v) dans Y, c’est-a-dire, f(St(v, X)) C St(h(v),Y).

Le théoréme suivant montre que toute application entre complexes compacts peut
étre approximée par une application simpliciale.

Théoreme 0.1.9 (Théoréme d’approximation simpliciale [61, Theorem 16.1]). Soient
X etY des complexes simpliciaux et f : X — Y un application continue. Alors il

existe une subdivision barycentrique sd*X de X et une approximation simpliciale
e sdf X Y de f.

L’importance des approximations simpliciales est qu’elles sont homotopes aux
applications qu’elles approximent et que, par conséquent, les applications qu’elles
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0.1 Concepts Généraux

induisent en homologie sont les mémes (et par conséquent le nombre de Lefschetz
aussi).
Arrivés a ce point, on peut introduire la définition de nombre de Lefschetz.

Définition 0.1.10. Soit X un complexe (fini) et f : X — X une application continue.
On définit le nombre de Lefschetz de f comme

A, X) =) (1)t (fo, Hp(X),

p

ot H,(X) est le p-ietme module d’homologie simpliciale (a coefficients dans Q) et
f« est ’application induite par f sur I’homologie.

Le nombre de Lefschetz devient trés important dans la théorie des points fixes
grace au théoreme suivant, énoncé d’abord par Solomon Lefschetz pour des coinci-
dences entre deux applications et qu’apres a connu cette nouvelle forme.

Théoreme 0.1.11 (Théoréeme du point fixe de Lefschetz [61, Theorem 22.3]). Soit
X un complexe simplicial (fini) et soit f : X — X une application continue. Si
A(f, X) #0, alors f a au moins un point fixe.

La réciproque du théoréme précédent est fausse. Par exemple le nombre de Lef-
schetz de I’application identité dans S' est nul méme si tous les points sont fixes.
Néanmoins, la théorie de Nielsen (la deuxieme branche de la théorie des points fixes
apres la théorie de Lefschetz) peut fournir des réponses partielles a cette réciproque.
Pour des détails, on recommande [16] ou [41].

L’importance des applications simpliciales en théorie des points fixes est due
au Théoreme de la trace de Hopf [61, Theorem 22.1], lequel permet de calculer le
nombre de Lefschetz d’une maniere combinatoire et qu’on présente maintenant.

Théoreme 0.1.12 (Théoréeme de la trace de Hopf). Soit X un complexe simplicial
(fini) et ¢ : Cp(X) — Cp(X) un morphisme de chaines simpliciales. Alors

D (1P, Cp(X)) = Y (—1)Ptr(¢w, Hp(X)) -

On en déduit que, étant donnée une application f : X — X, on peut compo-
ser une approximation simpliciale f¥™P avec 1’operateur subdivision A [61, Theo-
rem 17.2] etdanscecasona:

D (=1Per(Ao fP, Gy (sdM(X)) = A(f, X).

p
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0.2 Eléments de la Théorie des Points Fixes

La théorie des points fixes a été 1’'un des principaux liens entre la topologie et I’ana-
lyse des le début du XXe siecle. Dans cette théorie, de nombreux outils sont employés
afin de garantir I’existence ou I’inexistence de points fixes, notamment les nombres
de Lefschetz et Nielsen, la trace de Reidemeister, le sous-groupe de Jiang ou I’indice
de point fixe. Pour une bonne introduction dans cette matiere, on recommande [16]
et [41].

Les complexes simpliciaux ont une limitation assez claire : ils sont trés rigides.
SiI’on veut vaincre ce probléme, une possibilité est travailler avec des ANR. Méme si
dans cette theése on choisira les structures o-minimales pour résoudre le probléme de
la rigidité, on introduit quand méme ici les ANR vue I’importance qu’ils ont dans la
théorie topologique des points fixes (en particulier, le probleme classique auquel cette
theése donne une réponse partielle, [17, Problem 3], est énoncé en termes d’ANR.)

Définition 0.2.1. Un sous-ensemble A de X est dit un rétract de voisinage de X
s’il existe un ouvert U C X tel que A C U et une rétraction de U sur A. Ici, une
rétraction est une application r : U — A telle que 74 = ida.

Définition 0.2.2. Un espace métrique compact X est dit un rétract compact absolu de
voisinage (ou ANR compact) si pour tout sous-espace A C Y d’un espace métrique
séparable Y avec A homéomorphe a4 X, A est un rétract de voisinage de Y.

Dans la littérature, le concept d’ANR n’assume pas de compacité. Cependant,
comme on travaillera presque seulement dans des entourages compacts, dans cette
section les ANR’s seront compacts.

Une caractérisation des ANR est la suivante. Soit 7/°° le cube de Hilbert [16,
III.A]. Alors on a :

Lemme 0.2.3. Un espace compact X est un ANR si et seulement s’il existe un plon-
gement i : X — I tel que i(X) est un rétract de voisinage de I°°.

Le lemme suivant apparait dans [16, III.A, Theorem 2].
Lemme 0.2.4. Tout complexe simplicial fini est un ANR.

Les ANR ont un fort lien avec les complexes simpliciaux. Il existe un théoréme
de domination qui établi non seulement une équivalence homotopique entre un ANR
et un complexe simplicial, mais aussi cette équivalence sera aussi proche, comme on
verra dans le sens du Théoréme 0.2.7.

10
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Définition 0.2.5. Soit X un ANR. Deux applications f,g : X — X sont appelées
e-homotopes pour un € > ( s’il existe une homotopie H : X x I — X entre f et g
telle que

diam(H (z x I)) < € pour tout x € X.

Définition 0.2.6. Un espace Y e-domine a X pour certain ¢ > 0 s’il existent des
applications ¢ : X — Y ety : Y — X telles que ¢ o ¢ est e-homotope a I’identité.

Théoreme 0.2.7 (Théoreme de domination, [16, III.B Theorem 1]). Soit X un ANR
et € > 0. Alors il existe un complexe simplicial Y qui e-domine a X.

Grice a cette domination, il est possible d’étendre le théoréme du point fixe de
Lefschetz aux ANR’s de la facon suivante. Les détails peuvent étre trouvés dans [16,
III.C, Theorem 2].

Théoréme 0.2.8. Si X estun ANR et f : X — X une application telle que A(f, X) #
0 alors f a au moins un point fixe.

Maintenant on introduit I’indice de point fixe. Par simplicité, on va le présenter
seulement dans le contexte des complexes simpliciaux, mais, en employant le théo-
reme de domination, il est possible d’étendre la définition aux ANR’s [16, V].

L’emploi de I’indice de point fixe apparait d’abord dans [39]. Néanmoins on doit
attendre les travaux de Leray [50], O’Neill [65] et Browder [13] pour avoir une vi-
sion plus claire du concept. Il y a différentes définitions de 1’indice de point fixe. En
analyse, elles sont tres habituelles les définitions avec le concept de degré d’une ap-
plication. Malheureusement, cette définition n’est pas la meilleure dans le cas général
ou I’on ne demande pas aux points fixes d’étre isolés.

S’il peut y avoir des points fixes non isolés, une définition spécifique employant
la cohomologie est présentée dans [16, IV.B]. Cependant, ici on ne présentera qu’une
définition axiomatique de I’indice, laquelle est équivalente a la définition cohomolo-
gique [16, Apendix II]. Cette définition et I’usage de la méme qu’on répétera au long
de cette these fournissent un exemple excellent de I’importance des constructions
axiomatiques dans la théorie des points fixes, ou précisément ce travail a présenté
certains progres. Afin de simplifier la compréhension, la notation des collections C et
C’ nommées ci-dessous est différente de celle de [16].

Définition 0.2.9. Soit C la famille de triplets (X, f,U) ot X est un complexe sim-
plicial fini, U C X estun ouvertde X et f : X — X est une application sans points
fixes dans la frontiere de U.

11
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Définition 0.2.10. L’indice de point fixe est une application ¢ entre C et (Q qui satisfait
les axiomes suivants :

1. Localisation. Si (X, f,U) € Cetg : X — X est une application telle que
g(z) = f(x) pour tout x € U, alors i(X, f,U) = i(X, g,U).

2. Homotopie. Soit X un complexe simplicial et H : X x I — X une homotopie
telle que (X, H;,U) (ou Hy(z) = H(z,t)) appartient a C pour tout t € 1.
Alors i(X, Hy,U) = i(X, H,U).

3. Additivité. Soit (X, f,U) € C et soient Uy, .. ., Uy des ouverts disjoints de X
inclus dans U et tels que f n’a pas de points fixes dans U \ (U;‘f:l Uk). Dans

cecas,i(X, f,U) = Z?Zl i(X, f,Uj).
4. Normalisation. On a toujours ¢( X, f, X) = A(f, X).

5. Commutativité. Soient X et Y des complexes simpliciaux et f : X — Y et
g :Y — X des applications telles que (X, go f,U) € C. Alors :

i(X,g0 f,U)=i(Y,fog,g ' (U)).

Observation 0.2.11. On peut vérifier dans le cinquieme axiome de la Définition
0.2.10 que (Y, fog,g Y (U)) € Csi (X,go f,U) €C.

Observation 0.2.12. La Définition 0.2.10 est vraiment une définition, car il n’y a
qu’une seule application satisfaisant ces axiomes [16, Apendix II].

Observation 0.2.13. Méme si I’indice est défini comme une application entre C et QQ,
il est possible de prouver que les images de 7 appartiennent toujours a Z [16, VIILB,
Theorem 1]. Le fait de définir I’indice avec Q comme codomaine vient du fait de
pouvoir définir une telle application non seulement & partir des les éléments de C mais
aussi a partir de ceux de C’, ou C’ désigne aux triplets (X, f, U) avec U un ouvert de
X, f + X — X une application sans points fixes dans la frontiere de U mais ou
X n’est pas forcément un complexe simplicial mais un espace dont I’homologie est
nulle dans presque toute dimension et est toujours de type fini.

L’importance historique de I’indice de point fixe est le théoreme de point fixe de
I’indice, lequel fournit un théoréme de point fixe dans des espaces qui ne sont pas
toujours des complexes simpliciaux ou des ANR’s.

Théoréme 0.2.14. Soir (X, f,U) € C. Si i(X, f,U) # 0, alors f a un point fixe
dans U.

12
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Démonstration. Supposons que f n’a pas de points fixes dans U. Par additivité,
i(X, f,X)=1iX, f,U)+i(X, f,X\U).
Mais aussi par additivité (car tous les points fixes sont dans X \ U) on a
i(X, £, X) =i(X, £, X\ D),
et ainsi (X, f,U) = 0. O

L’indice satisfait une reégle du produit. Les détails sont dans [16, IV.B, Theo-
rem 6].

Théoreme 0.2.15. Soient (X, f,U), (Y,q,V) € C. Alors

Observation 0.2.16. Méme si le produit de deux complexes simpliciaux n’est pas
toujours un complexe, il est en fait triangulable et donc le théoréme précédent a du
sens.

Observation 0.2.17. En particulier,

Afxg, X xY)=i(X xY,fxg, X xY)=

Celle-ci est la régle du produit pour le nombre de Lefschetz. Maintenant, comme
la caractéristique d’Euler est le nombre de Lefschetz pour I’application identité, on
obtient aussi

X(X X Y) = x(X) x x(Y).

Comme on a mentionné avant, la théorie des points fixes a deux branches prin-
cipales : la théorie d’existence de points fixes et la théorie de Nielsen, qui cherche
a minimiser les points fixes. Un résultat fondamental dans la théorie de Nielsen est
le Théoréeme d’approximation de Hopf, paru par premiére fois dans [39] et pour le-
quel [16, VIII.A, Theorem 2] est une bonne référence.

Théoreme 0.2.18. Soit X un complexe simplicial connexe de dimension non nulle et
f : X — X une application continue. Alors il existe une application ' : X — X
homotope a f pour laquelle chaque point fixe est le seul dans une face de dimension
maximale. En particulier, le nombre de points fixes de f' est fini.
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Malheureusement, la construction de Hopf n’a pas un bon comportement avec
I’indice de point fixe puisque 1’homotopie entre f et f’ peut avoir des points fixes
dans la frontiere des ouverts qui définissent les classes de point fixe [16, VI.B] et qui,
par conséquent permettent I’étude du nombre de Nielsen (pour une introduction a la
théorie de Nielsen, méme si elle ne sera pas nécessaire dans cette theése, on recom-
mende [16, Chapters VI, VII, VIII] et [41]). On veut remarquer que I’existence d’une
construction de Hopf dans les ANR est aujourd’hui 1’'un des problemes ouverts les
plus importants dans la théorie des points fixes [26].

Mais, comme on a mentionné avant, ce travail n’est pas focalisé en théorie de
Nielsen, alors on n’en commentera que quelques curiosités et faits de celle-ci afin
d’aider a la compréhension des idées générales de la théorie de Lefschetz. Ainsi,
nous présentons maintenant quelques bonnes propriétés satisfaites par le nombre de
Lefschetz [33].

Théoreme 0.2.19. Soient X et Y des complexes simpliciaux et f : X — X, g :
Y=Y, l: X —>Yetm:Y — X des applications continues. Supposons aussi que
le diagramme suivant est commutatif

X sy

fl %gl

X —Y
Alors A(f,X) = A(g,Y).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les axiomes de commutativité et de normalisa-
tion de I’indice. O

Théoreme 0.2.20 [33, Property 2.4.2]. Soient X, Y et Z des complexes simpliciaux
etf: X —>X,g:Y >Yeth:Z — Zdes applications simpliciales. Supposons
qu’il y a des applications linéaires l,, et m,, dans toute dimension p de sorte que le
diagramme

00— Op(X) —2 Cp(Y) 5 Cp(Z) —— 0

Al |

I
0 —— Cp(X) —= Cp(Y) —25 Cy(Z) —— 0
est commutatif (et les lignes son des suites exactes). Dans ce cas, on a

Ag,Y)=A(f,X)+ A(h, Z).

14
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On peut appliquer le théoréeme précédent au nombre de Lefschetz relatif d’un
couple (X, A).

Définition 0.2.21. Etant donnée une application f : (X, A) — (X, A), on définit le
nombre de Lefschetz relatif de f comme

A(f7 (Xv A)) - Z(_l)ptr(f*7 HP(X7 A))

P

Corollaire 0.2.22. Soient X un complexe simplicial, A un sous-complexe et f :
(X, A) — (X, A) une application continue. On a

Démonstration. Le démonstration est une conséquence directe de I’application du
Théoreme 0.2.20 a la suite

0= Cp(A) 5 Cp(X) — Cp(X, A) = 0. O
Le prochain résultat sera tres présent au long de cette these.

Théoreme 0.2.23. Soit X un complexe simplicial et soit f : X — X une application
telle que f(X) C A C X. Alors

A(f, X) = A(fa, A)-

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Théoreme 0.2.19 a

Aty Xx

fa] / | O

A—- X.

Finalement, on introduit quelques définitions qui vont étre nécessaires au Cha-
pitre 4. Les quatre premicres seront nécessaires pour comprendre 1’état actuel du
probleme que I’on affrontera. De son c6té, la derniere définition, celle de classe de
point fixe, est un outil trés important dans la théorie de Nielsen et qui va étre employé
au Chapitre 4.

Définition 0.2.24. Soient X et Y des espaces Hausdorff et f : X — Y une applica-
tion continue. On dit que f est compacte si f(X) C Y est compact.
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Définition 0.2.25. Soit X un espace Hausdorff et f : X — X une application
continue. On dit que f est une contraction absorbante compacte (ou une CAC) s’il
existe un ouvert U C X tel que
— f(U) C U etIapplication f : U — U définie par f(x) = f(x) est compacte.
— Pour chaque x € X il existe un nombre naturel n, tel que f"*(z) € U.

Définition 0.2.26. Pour chaque sous-espace borné A d’un espace métrique complet
X on définit la mesure de Kuratowski de non compacité comme 1’infime des ¢ > 0
tels que A est recouvert par un nombre fini de sous-espaces de diametre inférieur ou
égal a e. Notons «(A) cette mesure.

Définition 0.2.27. Soit X un espace de Banach et f : X — X une application
continue. On dit que f est une application condensante si pour tout sous-espace borné
A C Xaveca(A) >0onaa(f(A)) < a(4).

Définition 0.2.28. Soient X un complexe simplicial, f : X — X une application
continue et p,q € X deux points fixes de f. On dira que p et ¢ sont dans la méme
classe de point fixe de f s’il existe un chemin « entre p et ¢ et une homotopie de
chemins entre les chemins a et f(«).

Les classes de point fixe établissent une relation d’équivalence sur I’ensemble de
points fixes de f. Il est facile de prouver qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes
F1, ..., F, etque I’on peut trouver des sous-espaces ouverts et disjoints U; C X tels
que F; C U;pourtouti € {1,...,n} [16, VLB].

0.3 Structures o-Minimales et Ensembles Définissables

Dans cette these, on travaillera avec la catégorie d’espaces définissables. Cela per-
mettra de ne pas restreindre les calculs du nombre de Lefschetz seulement aux sous-
complexes simpliciaux mais aussi a certains sous-espaces qui seront homéomorphes
a des réunions de faces ouvertes d’un complexe simplicial. La référence classique
pour les ensembles définissables et les structures o-minimales est [74], mais on re-
commande [1] pour une bonne introduction a la matiere.

On doit remarquer aussi que 1’avantage principal de notre nombre de Lefschetz
combinatoire sera de fournir des résultats de point fixe dans des espaces qui ne seront
pas nécessairement compacts. Ainsi, comme premier pas, on devra €tre capable de
travailler dans des sous-espaces non nécessairement fermés d’un complexe simpli-
cial.
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Définition 0.3.1. Un sous-complexe simplicial généralisé d’un complexe simplicial
X est une réunion de faces ouvertes de X (par face ouverte on fait référence aux
points de I’intérieur d’une face).

La Figure 0.3.1 montre un exemple d’un sous-complexe simplicial généralisé.

Observation 0.3.2. 11 est possible de définir un complexe généralisé sans avoir I’en-
tourage d’un complexe simplicial [74, Chapter 8, Definition 1.5]. Néanmoins, dans
ce travail on travaillera presque toujours dans un complexe simplicial. Dans ce der-
nier cas, il faut remarquer que 1’adhérence d’un complexe généralisé sera un sous-
complexe simplicial.

FIGURE 0.3.1 — Complexe simplicial généralisé.

Définition 0.3.3. Une algebre de Boole de sous-ensembles d’un ensemble X est une
collection C de sous-ensembles de X tels que si A, B € C alors AUB € Cet X\ A €
C. En particulier, A N B appartiendra aussi a X [74, Chapitre 1, Definition 1.4].

Définissons maintenant les structures o-minimales.
Définition 0.3.4. Une structure o-minimale sur R est une collection &7 = {97, }nen
qui satisfait les propriétés suivantes :

1. 7, est une algébre de Boole de sous-ensembles de R™ pour chaque n € N.

2. La famille .« est fermée pour le produit cartésien et pour les projections cano-
niques.

3. Le sous-ensemble {(z,y) € R?| z < y} appartient & <.

4. La famille 7 est composé exactement par les réunions finies de points et in-
tervalles ouverts de R.

5. Chaque 7, contient tous les sous-ensembles algébriques de R”.
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Etant donnée une structure o-minimale, on dira que A C R™ est définissable si A €
Ly,

Définition 0.3.5. On dira qu’une fonction f : A — B entre des sous-ensembles de
R™ est définissable si le graphe de la fonction est définissable.

Les ensembles définissables satisfont quelques bonnes propriétés [74, Chapter 1].

Propriété 0.3.6. L’intérieur et I’adhérence d’un espace définissable sont aussi défi-
nissables.
Propriété 0.3.7. Soit f : S — R™ une application définissable. Alors :

1. L’ensemble S est définissable.
La restriction de f a un sous-ensemble définissable de S est aussi définissable.
Si B C R™ est définissable alors f~1(B) est définissable.
L’ensemble f(S) est définissable.

Si f est injective, son application réciproque est définissable.

S I N

La composition de fonctions définissables est définissable.

Dans cette these on travaillera avec une structure o-minimale fixée contenant tous
les ensembles semi-linéaires et, ainsi, tous les complexes simpliciaux généralisés. Il
peut y avoir plusieurs structures avec ces conditions.

Sans aucune doute, la propriété principale des ensembles définissables dans cette
these est la suivante.

Théoreme 0.3.8 (Théoreme de triangulation définissable [74, Chapter 8, Theorem
2.91). Soit X C R™ un espace définissable et soit {X;}7", une famille de sous-
espaces définissables de X. Alors il existe une triangulation définissable de X com-
patible avec { X;}1" .

Comme on a dit avant, I’importance des espaces définissables va étre de fournir
quelque flexibilité a la catégorie ol I’on travaille. Toutefois, concernant ces espaces,
pour ce travail on n’aura besoin que des propriétés énoncées ci-dessus, le fait d’avoir
une algebre de Boole (ou I'intersection de définissables est aussi définissable) et que
les complexes simpliciaux, généralisés ou non, seront toujours définissables. Au-dela
de cela, on emploiera trés souvent le théoréme de triangulation définissable pour ré-
duire I’étude des espaces définissables a celui des complexes simpliciaux, plus connu
pour les topologistes.
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0.4 Théorie de Faisceaux

La théorie de faisceaux est née dans la topologie algébrique de la main de Jean Leray
pendant la deuxieme guerre mondiale. Quelques années plus tard, avec Jean-Pierre
Serre, Alexander Grothendieck, Roger Godement et Henri Cartan, les faisceaux ont
commencé leur propre voyage dans différents domaines des mathématiques, notam-
ment dans la géométrie algébrique. Cependant, les faisceaux ont aussi continué a
avoir une importance assez remarquable dans la topologie algébrique comme un ou-
til qui permet passer d’une solution locale a une solution globale d’un probleme.

La connaissance de la théorie de faisceaux requise pour une bonne compréhen-
sion de ce mémoire n’est pas tres haute. D’ailleurs, on essaiera de présenter ici une
petite introduction a cette théorie pour suivre les idées du travail. On emploiera prin-
cipalement la référence [21], mais on recommande [29] ou [71] pour une bonne et
tres claire introduction aux faisceaux.

Un faisceau est un foncteur de la catégorie opposée de sous-espaces ouverts d’un
espace topologique dans une autre catégorie (principalement la catégorie de groupes
commutatifs ou celle d’ensembles) qui satisfait quelques bonnes propriétés. En topo-
logie algébrique, par contre, la catégorie d’espaces vectoriels de dimension finie est
aussi employée comme catégorie d’arrivée.

Définition 0.4.1. Un préfaisceau d’un espace topologique X dans une catégorie C
est un foncteur entre la catégorie opposée de sous-espaces ouverts de X (O°P(X)),
ol les morphismes sont les inclusions et C, ¢’est-a-dire :

F:OP(X) = C,

ou bien, de maniere équivalente, un foncteur contravariant entre O(X) et C. Pour
chaque ouvert U C X, on dira que F(U) sont les sections de F sur U. De méme, on
dira que F(X) sont les sections globales du faisceau F.

Définition 0.4.2. Soit F : O°?(X) — C un préfaisceau et U C V C X des sous-
espaces ouverts. Soit sy € F (V') une section. Alors on écrira (sy )| pour I'image
de sy par F(i),oui : U — V est I'inclusion. De méme, on définit la fibre de F a
x € X, (F;) comme la limite directe de {F(U)| x € U}, ou U parcourt les ouverts
dont z est un élément.

On peut aussi définir des morphismes de préfaiscaux.

Définition 0.4.3. Soient F,G : O°°® — C deux préfaisceaux. Un morphisme de
préfaisceaux ¢ : F — G est une transformation naturelle entre les deux préfaisceaux.
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Définition 0.4.4. Un faisceau de X dans une catégorie C est un préfaisceau F :
O°P(X) — C qui satisfait :

— Pour tout ouvert U C X, réunion d’une famille d’ouverts {Uy }rex et pour
toute famille {s;.} de sections de F sur les ouverts Uy, vérifiant (s;)y,nv; =
(Sj)|UmUj il existe une seule section s de . sur U telle que s, = sj pour
tout k € K.

Définition 0.4.5. Un morphisme de faisceaux est un morphisme de préfaisceaux entre
deux faisceaux.

Définition 0.4.6. Soit f : X — Y une application continue entre espaces topolo-
giques et soit F un faisceau sur X. On définit le faisceau image directe de F par f
comme

FFWV) = F(fHV)).

1l est facile de voir que cela constitue un faisceau.

Définition 0.4.7. Soit F un préfaisceau sur X. Il existe un faisceau F* et un mor-
phisme de préfaisceaux entre F et F tel que, pout tout faisceau G et tout morphisme
de préfaisceaux entre F et G il existe un seul morphisme de faisceaux entre F+ et G
rendant commutatif le diagramme correspondant [40, Page 85]. Ce faisceau F est
le seul (a isomorphisme pres) qui satisfait cette propriété et recoit le nom de faisceau
associé a F.

Définition 0.4.8. Soient X et Y des espaces topologiques f : X — Y une appli-
cation continue et F : O°(Y) — C un faisceau. On définit le préfaisceau image
inverse de F par f comme

JFW) = lim F(V).
)

|
f(U)cV

Le faisceau image inverse est le faisceau associé au préfaisceau image inverse. On

notera f*F ce faisceau. On ne doit pas confondre le concept de faisceau associé a un

préfaisceau avec celui de faisceau associé a un faisceau qui va étre employé pendant
499

toute la theése. On utilisera aussi le nom “faisceau associé” pour faire référence au
faisceau associé a un faisceau, mais jamais au faisceau associé a un préfaisceau.

Dans cette these, en général on travaillera surtout avec quelques faisceaux qui
seront en lien avec les faisceaux constructibles.
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Définition 0.4.9. Un préfaisceau F : O°P(X) — C est dit constant a valeur A s’il
est un foncteur constant a valeur A.

Définition 0.4.10. Un faisceau est dit constant s’il est le faisceau associé (voir [40,
Page 85]) a un préfaisceau constant.

Définition 0.4.11. Un faisceau F : O°P(X) — C est dit localement constant si pour
tout z € X il existe un voisinage ouvert U de x tel que F;; est constant.

Définition 0.4.12. Un faisceau F : O°P(X) — C est dit constructible s’il existe une
partition finie { X} } re i de sous-espaces définissables telle que Fx, est localement
constant.

L’importance des faisceaux dans ce travail se doit principalement a la possibi-
lité¢ de pouvoir définir une cohomologie de faisceaux. Lorsqu’on travaille avec des
complexes cellulaires ou simpliciaux il y a deux facons de définir cette cohomologie.
On peut la définir comme une cohomologie de Cech [21] ou avec des résolutions
injectives [35]. On va présenter cette deuxieéme méthode.

Définition 0.4.13. Soit C la catégorie de groupes commutatifs. Etant donné un fais-
ceau F : O°P(X) — C, on peut prendre une résolution injective de faisceaux [38,
Chapter III, Corollary 2.3]

0= F=T" =T =T =

c’est-a-dire, une suite exacte ol les 7* sont injectives dans la catégorie de faisceaux
de groupes commutatifs, et apres appliquer le foncteur des sections globales pour
obtenir une suite

0= F(X) =T (X) = T(X)— -
qui n’est exacte que jusqu’au terme J (X ), puisque le foncteur des sections globales
est exacte a gauche [38, Chapter II, Exercise 1.8]. Finalement on peut définir le com-
plexe de cochaines [7*(X) comme

0—J%X) = THX) = THX) = ---

et prendre sa cohomologie H*(7°*(X)). Alors on définit la cohomologie du faisceau
F comme

HY (X, F) = H*(J*(X)).
Cette définition est indépendante du choix de la résolution injective. Comme dans
cette theése on travaillera avec la catégorie d’espaces vectoriels de dimension finie,
on prendra les résolution injectives dans la catégorie de groupes commutatifs sous-
jacent.
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Définition 0.4.14. Soit F : O°?(X) — C un faisceau U C X unouvertet s € F(U)
une section. On définit le support de s comme

supp(s) = {x € U| s # 0},

ol s, est I'image de s € F(U) dans F, par I’homomorphisme canonique naturel
entre les deux objets.

Lorsque X est un espace localement compact, on définit la cohomologie a support
compact d’un faisceau F d’une facon trés similaire a celle de la Définition 0.4.13.
D’abord on prend aussi une résolution injective du faisceau :

0= F=-T" =T =T — -,

mais apres, au lieu d’appliquer le foncteur de sections on applique le foncteur de
sections a support compact, c’est-a-dire, le foncteur qui envoie chaque faisceau J
sur ses sections sur X a support compact. Le reste du le procédé est équivalent. On
notera la cohomologie a support compact comme H; (X, F).

Définition 0.4.15. Soit X un espace topologique, W C X un sous-espace localement
fermé et F un faisceau sur W. On définit le faisceau prolongement par zéro de F
comme le faisceau JF; sur X dont, pour chaque ouvert U de X, les sections sont :

FU)={se F(WNU) | supp(s) est fermé dans U }.

Il y a quelques propriétés des faisceaux qu’on doit rappeller pour ce travail. Les
détails peuvent étre consultés dans [21], [24], [37], [40] et [71].

Lemme 0.4.16. (A) Si F : O°°(X) — C est constant et f : X — X est une
application continue, alors f*(F) = F.

(B) Si X est simplement connexe et F est localement constant, alors F est constant.

(C) Soit f : X — Y une application propre (dans notre cas on ne demande que
I’image réciproque par f de tout sous-espace compact de Y soit compacte) et
soit F un faisceau sur'Y . Alors il existe un homomorphisme f* : HX (Y, F) —
H} (X, f*F) induit par f.

(D) Soit A un sous-espace définissable de X et soit Ry le faisceau constant a
valeur R sur A. Alors H*(A,R4) = H*(A;R) (la cohomologie singuliere a
support compact et coefficients dans R).
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Chapitre 1
LLe Nombre de Lefschetz
Combinatoire

Un premier pas pour obtenir un théoreme de Lefschetz du point fixe dans des es-
paces qui ne sont pas forcément des complexes compacts est d’étendre le théoreme
classique pour des sous-espaces d’un complexe simplicial qui ne sont pas toujours
fermés. Dans [11, Theorem] le théoréme suivant est prouvé :

Théoreme 1.0.1. Soit X un complexe simplicial et A un sous-complexe. Soit f :
X — X une application telle que f(A) C A. Alors A(f,(X,A)) # 0 implique

I’existence d’un point fixe de f dans X \ A.

En quelque sorte, cela représente un théoréme du point fixe pour 1’ouvert X \ A,
mais ou tous les points de X qui ne sont pas dans X \ A semblent jouer un rdle
important. De plus, le théoreme précédent ne fourni pas un condition d’existence de
points fixes si A est contenu dans X mais il n’est pas un sous-complexe (ou X \ A
n’est pas ouvert).

A ce chapitre on généralisera ce théoréme dans le cas d’un homéomorphisme et
en plus on réduira la dépendance par rapport aux points qui ne sont pas dans 1’espace.
Aussi, dans I’Exemple 1.3.4 on verra que le nombre de Lefschetz combinatoire par-
fois permet de compter mieux le nombre de points fixes d’un espace que le nombre
de Lefschetz classique. En plus, ce nombre constituera une généralisation de la ca-
ractéristique d’Euler combinatoire employée dans [7], [8] et [21] et aussi du nombre
de Lefschetz lorsque I’espace est compact.

Le théoreme qu’on obtiendra est le suivant :

Theorem 1.3.2. Soit X un complexe simplicial et soit f : X — X un homéomor-
phisme. Soit U C X un sous-espace f-invariant définissable. Si A(f, U)x # 0, alors
f aun point fixe dans U.

Remarquons qu’au Chapitre 2 on étendra ce résultat pour les applications ou-
vertes.
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Le Nombre de Lefschetz Combinatoire

Finalement, I’invariant qu’on va construire permettra la définition d’une intégra-
tion “par rapport aux points fixes”, laquelle est exposée au Chapitre 3.

A ce chapitre on travaillera toujours avec des homéomorphismes (méme si au
Chapitre 2 on étendra les résultats pour des applications ouvertes). En plus, les es-
paces seront des sous-espaces définissables de complexes simpliciaux qui seront f-
invariants pour I’homéomorphisme f considéré. Aussi, les résultats a ce chapitre
constituent la premiere partie de [55]. Comme il y est déja remarqué, la difficulté
principale pour arriver au Théoreme 1.3.2 est celle de trouver une possible définition
et vérifier qu’elle est cohérente.

La définition suivante sera employée au long de tout de chapitre.

Définition 1.0.2. Soit f : X — X une application et A un sous ensemble de X. A
est dit f-invariant si f(A) = A.

1.1 Définition du nombre de Lefschetz combinatoire

On définira le nombre de Lefschetz combinatoire d’un espace définissable U par
rapport a un complexe simplicial X tel que U C X. La définition sera divisée en
quelques étapes (les Définitions 1.1.2, 1.1.3 et 1.1.4).

Soit X un complexe simplicial. Pour chaque dimension p > 0, les p-simplexes
de X déterminent les p-chaines simpliciales de X, notés avec Cy,(X).

Définition 1.1.1. Soit X un complexe simplicial et soit W C X un sous-complexe
simplicial généralisé. Pour chaque dimension p > 0, une base de W est constituée
par les p-simplexes de X dont I’intérieur est dans W.

Soit X un complexe simplicial et soit ¢ : C'(X) — C(X) un morphisme de
chaines simpliciales. Le morphisme ¢ peut étre représenté comme une collection de
matrices M, (¢, X) (X est un complexe fini) dans chaque dimension p > 0. Consi-
dérons maintenant le sous-complexe généralisé W C X. On peut restreindre chaque
matrice M, (¢, X) a la sous-matrice carrée M,(¢, X )|y olt chaque position (i, 7)
correspond aux simplexes ali,, a{; de la base de .

Définition 1.1.2. Soit X un complexe simplicial et soit ¢ : C'(X) — C(X) un mor-
phisme de chaines simpliciales. Soit W C X un sous-complexe simplicial généralisé.
Avec la notation précédente, on définit

A, W) = (=1)P tr(My(¢, X)w).

p
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1.1 Définition du nombre de Lefschetz combinatoire

Définition 1.1.3. Soit L un complexe simplicial, f : L — L un homéomorphisme
et K C L un sous-complexe généralisé f-invariant. Soit fSimP une approximation
simpliciale de f (rappelons-nous qu’il est possible que la source ne soit pas L mais
une subdivision barycentrique). Afin de simplifier la notation, on notera aussi f simp,
le morphisme de chaines simpliciales déterminé par la composition de 1’opérateur
subdivision (voir [61, Theorem 17.2]) et I’application induite par f simp gyr les chaines
simpliciales. Avec cette notation, on définit A.(f, K) comme A°(fS™ K).

Définition 1.1.4. Soit X un complexe simplicial, f : X — X un homéomorphisme
et U C X un sous-espace f-invariant définissable. Soit U I’adhérence de U dans X.
On définit A(f,U) x comme A.( K ), ol f est I'application induite par f dans une
triangulation (L, K, K) de X compatible avec (X, U, U) (I’existence de cette trian-
gulation est garantie par le Théoréme 0.3.8). On dira que A(f, U)x est le nombre de
Lefschetz combinatoire de f dans U relatif a X. S’il n’y a pas de doute sur I’entou-
rage X considéré, on dira simplement nombre de Lefschetz combinatoire de f dans
U mais on écrira toujours A(f,U)x.

On peut résumer la définition du nombre de Lefschetz combinatoire de f dans U
relatif a X dans les étapes suivantes :

1. D’abord une triangulation (L, K, K) de X compatible avec (X, U, U) et une
application f: L. — L induite par f sont choisies.

2. En suite, on prend une approximation simpliciale fSmps [ Lde f.

3. Finalement, si f8™ : C,(L) — C.(L) est le morphisme de chaines simpli-
ciales induit (rappelons-nous qu’ici on considere la composition de 1’opérateur
sous-division avec 1’application induite par f™P sur les chaines simpliciales),
nous définissons A(f,U)x = A°(fS"™, K).

Observation 1.1.5. Dans les conditions précédentes, comme f|; peut étre prolongé
en un homéomorphisme entre U et lui-méme, on peut considérer aussi A(f, U )T
On verra que, dans ce cas, A(f,U)x = A(f,U). En particulier, A(f,U)x =
A(f',U) x+ pour chaque prolongement f’ de f|; sur X’ O U. En fait,

A(fa U)X = A(fa U)U = A(f/, U)X’ .

Remarquons que I’emploi de A(f, U); constitue un abus de notation car U n’est
pas forcément un complexe simplicial. On aurait dii écrire A(f, K)7 au lieu de

A(f,U)g.
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Observation 1.1.6. Soit g : X — L la triangulation compatible avec X, U et U
choisie dans la Définition 1.1.4. Comme U est f-invariant, on a f(U) = U et donc
f(U) = U. De plus, puisque U est définissable, X \ U sera aussi définissable et,
comme f est un homéomorphisme, X \ U sera aussi f-invariant. Alors, comme
f(U) = U, on retrouve que U \ U est f-invariant et définissable (U est définissable
car ’adhérence d’un définissable est aussi définissable [74, Lemma 3.4, Chapter 1]).

Par conséquent, comme ¢ est un homéomorphisme, ¢(U) et g(U) \ g(U) sont f-
invariants (ils sont définissables puisqu’ils sont des réunions de simplexes ouverts).
Aussi, comme g est un homéomorphisme, g(U) = g(U) = K, qui est un sous-
complexe simplicial de L (Observation 0.3.2).

Observation 1.1.7. Sous les conditions de la Définition 1.1.4, remarquons que comme
K est f -invariant, f simp envoie les chaines simpliciales d’une sous-division barycen-
trique de K sur des chaines simpliciales de K. De plus, si f Simp est une approximation
simplicialede f : L — L, f SIMP | sera une approximation simpliciale de f |7c. Cela
suggere que A(f, U)x peut étre égal a A(f,U).

Exemple 1.1.8. Considérons ’homéomorphisme o« : I x I — I x I défini par
a(z,y) = (z+z(1—z)(x—y), y), qui dilate I'intérieur du carré en méme temps qu’il
mantient la diagonale fixe. De plus, la restriction de o au sous-complexe généralisé

U de la Figure 1.1.1 est aussi un homéomorphisme. Une approximation simpliciale
de « est I'identité. Dans ce cas on a

A(f, U)I><I = (—1)1 -3+ (—1)2 .9 — 1.

0,1) & o (1,1)

{(0,0) © o (1,0)

FIGURE 1.1.1 — Complexe U consistant de trois arétes ouvertes et deux 2-simplexes
ouverts.
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1.2 Le nombre de Lefschetz combinatoire est bien défini

Arrivés a ce point, on voit qu’afin de pouvoir définir le nombre de Lefschetz combi-
natoire d’un homéomorphisme f d’un espace définissable U on a di faire quelques
choix. D’abord, on a choisi un entourage simplicial X ou I’application peut se pro-
longer comme homéomorphisme. Ensuite, on a pris une triangulation de 1’espace
compatible avec (X, U, U) et finalement on a choisi une approximation simpliciale.
Avant de continuer on devrait vérifier alors que le nombre de Lefschetz combinatoire
est bien défini (I’équivalent pour la caractéristique d’Euler combinatoire a été fait
dans [9] et dans [59]). Bref, on doit faire le suivant.

1. Prouver que A(f,U)x = A(f,U).

2. Etant données deux triangulations de X (L, K, K) et (L' ,K',K") compa-
tibles avec X, U et U, et f et /' les applications y induites par f, prouver
que Ac(fv K) = Ac(f,7 K/)-

3. Démontrer que A°(fS™P K) = A°( ™ ) lorsque fS™P et fS™ sont deux
approximations simpliciales de f (définies dans des structures simpliciales de
| K| qui peuvent étre différentes).

Remarquons que (1) ne montre pas 'indépendance de A(f,U)x par rapport aux
entourages simpliciaux de U mais seulement par rapport & ceux de U C X (c’est
pour cela que le terme X apparait dans la notation du nombre combinatoire). Or, une
fois déterminée 1’adhérence de 1’espace U, le nombre combinatoire sera bien défini.
D’ailleurs, I’'indépendance totale du nombre de Lefschetz combinatoire par rapport
aux entourages simpliciaux de U sera démontré au Chapitre 2.

Commencons par prouver (3).

Lemme 1.2.1 [55, Lemma 3.10]. Soient X un complexe simplicial et f : X — X
un homéomorphisme. Soit U C X un sous-espace f-invariant définissable et soit
(L, K, K) une triangulation de X compatible avec X, U et U, et notons f, appli-
cation induite par f sur L. Finalement, soient fSimp et fSimp’ deux approximations
simpliciales de f. Alors A°(fS™ K) = A¢(f5™ K).

Démonstration. D’abord, grice a I’Observation 1.1.6, on sait que K, K et K \ K
sont f-invariants. De plus, fSmMP et fSIMP’ envoient les chaines de K sur des chaines
de K (Observation 1.1.7). Remarquons de nouveau que K est un sous-complexe de
L puisque K est un sous-complexe généralisé d’un complexe simplicial fini L.

La démonstration est faite par récurrence.
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Comme K \ K satisfait les conditions de la Définition 1.1.2, on peut considérer
Ac(fsmp K \ K). Alors, par la définition de A°, ona :

A(fsimpj?) — AC(fSimp,?\K) +Ac<fsimp’K) ,
A(J'Esimp/’?) — AC(fsimp/’F\ K) +Ac<fsimp/’K) ]

‘Maintenant, par le Théoréme de la trace de Hopf (Théoréme 0.1.12), étant f simp
et f"™P" des approximations simpliciales de f|;, on a

A(f™,K) = A(f, K) = A(f™. K) .

D’autre part, on peut répéter le procédé en considérant K \ K au lieu de K car

K \ K estun complexe simplicial f-invariant, fS™P et fSMP’ enyoient les chaines de

K \ K sur des chaines de K \ K et peuvent étre considérées comme des approxi-

mations simpliciales de f |F\7 et (K\ K)\ (K \ K) satisfait les conditions de la

Définition 1.1.2. Ainsi on obtient

\K) = A°(f, (K \ K) \ (K \ K)) + A°(f"™ K\ K) ,

\K) = A5 (B K)\ (B \ K)) + A°(F™ K\ K) .

=

A,
A ( f“simp/’

=

Remarquons encore que

A(f™, KN\ K) = A(f™, K\ K) .

Maintenant, si I’on emploie la récurrence, la dimension des complexes diminue car
dim(K\K) > dim((K \ K)\(K\K)) > ... Apres quelque temps, la dimension du
premier terme du c6té droit des égalités deviendra zéro. A ce moment, ce complexe,
noté K, sera une réunion finie de sommets, et alors f|x, = f™|r, = f5™|x,.
Dans ce cas,

AC(JFsimp7 KO) — AC(fSimp,,Kg)

et, en revenant sur les dimensions supérieures, on obtient
AC(fSlmp7 K) — AC(fsnnp/’ K) . D

Démontrons maintenant 2.
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Lemme 1.2.2 [55, Lemma 3.11]. Soit X un complexe simplicial et soit f : X — X
un homéomorphisme. Soit U C X un sous-espace f-invariant définissable. Soient
(L,K,K) et (L, F’, K') deux triangulations de X compatibles avec X, U et U, et
soient f et f’ les applications induites par f sur L et L', respectivement. Dans ce

cas, Ac(f, K) = Ac(f/7 K,)

Démonstration. De nouveau, la triangulation est compatible avec U \ U, (U \ U) \
(U\U),...,etaussiona

K\K~K\K', (K\K)\(K\K)~(E\K)\(E\K),

De plus, K (respectivement K’), K \ K, ... seront des complexes simpliciaux f—
invariants (respectivement, f’ -invariants). Alors f Simp (respectivement, f /Simpy e
verra les chaines de K, K \ K, ... sur des chaines de K, K \ K, ....

On emploiera un argument de récurrence. D’un c6té on a :

A(f K) = 4™, K) A(f' K
A(f, K) = A°(f"™, K) A(f' K
A E\K) = A([" K\ K), A(f,K'\K)

AC(f/simpvﬁ) ’
AC(J'E/simp7 K/) 7
Ac(f/Simp,F\K/) )

Rappelons-nous qu’on vient de montrer que les termes du c6té gauche des égalités
ne dépendent pas de I’approximation simpliciale choisie.
Maintenant, comme

AC(stimp7F) _ AC(fsimp’F\ K) + Ac(fsimp7K) 7

et le méme est vérifié pour K’, on obtient :

Af ) = A°(f, K) = A°(f™, K\ K) + A°(f™, K)
= A(f K\ K) + Ac(f, K) |
Ac(J'K7) = A°(Fm KT) = A(FS K7\ K)o+ A°(5™, K)
= A(f, K"\ K') + A(f, K') .

D’un autre c6té, comme K et K’ sont homéomorphes, on a

Ac(stimp’ F) _ Ac(f/simp7 F)
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car, par conséquence du Théoreme de la trace de Hopf,
A K) = A(F,K),  A5(fS™, K7) = A(f', K)
et [61, Section 22] implique A(f, K) = A(f,K’), d’ou A.(f, K) = A(f', K7).

De nouveau, K \ K et K’ \ K’ sont dans les mémes conditions que K et K’
(f-invariance, définissabilité, .. .). Alors, si on répéte le dernier argument, on obtient

A(f,E\E) = A(f,(K\ K)\ (K\ K)) + A(f, K\ K) ,
A(f K\ E) = Ac(f', (KN K\ (K7\ K) + 4e(f, K"\ K') .

Encore une fois, I'invariance topologique du nombre de Lefschetz classique et le
Théoréme de la trace de Hopf (Théoreme 0.1.12) impliquent que A.(f, K \ K) =
A(f', K"\ K'). On peut répéter cette procédure jusqu’a ce que la dimension du
premier terme dans les égalités 4 droite devienne nulle et qu’alors les nombres de
Lefschetz soient égaux pour f et f’. Ainsiona A.(f, K) = A.(f', K'). O

La propriété 1 s’obtient d’une maniere similaire aux Lemmes 1.2.1 et 1.2.2.

1.3 L’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire et un
théoreme de points fixes

Le nombre de Lefschetz combinatoire est additif. Cela signifie que, si U et V sont
deux sous-espaces disjoints, f-invariants et définissables d’un complexe simplicial
X, alors A(f,UUV)x = A(f,U)x + A(f,V)x. En régle générale, si U et V ne
sont pas disjoints, on a une propiété d’inclusion-exclusion :

Proposition 1.3.1. Soient X un complexe simplicial, f : X — X un homéomor-
phisme et U et 'V des sous-espaces f-invariants définissables de X. Alors,

A(f,UUV)x = A(f,U)x + A(f,V)x = A(f,UNV)x.
Démonstration. Par définition, ona A(f,UUV)y = A¢(f™ AUB), ot (L, A, B)

est une triangulation qui est compatible avec (X, U, V). On a aussi A(f,U)x =
AC(fSmP A), A(F,V)x = AS(fS™ B) et A(f,UNV)x = A(f™, AN B).
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Finalement, avec la notation de la Définition 1.1.2, on a :

Z(*l)p tr(Mp(f™, L) aup) = Y (=1)P tr(My(f*™, L)}a)

P
+ Z 1P te(My(f"™, L) 5) = Y (=1) tr(Mp(f™, L) anp)
P
car I’égalité est vérifiée dans chaque dimension. 0

Finalement, on obtient le théoréme de point fixe associé au nombre de Lefschetz
combinatoire. Remarquons que, lorsque I’application est un homéomorphisme, ce
théoréme généralise le théoréme classique du point fixe de Lefschetz et aussi [11,
Theorem 3.1].

Théoreme 1.3.2 (Théoreme de Lefschetz du point fixe généralisé [55, Theorem 4.1]).
Soit X un complexe simplicial et soit f : X — X un homéomorphisme. Soit U C X
un sous-espace f-invariant définissable. Si A(f,U)x # 0, alors f a un point fixe
dans U.

Démonstration. Soit (Y, K, K) une triangulation compatible avec (X, U, U) et soit
fr application induite sur Y par cette triangulation. Alors f a un point fixe dans
U si et seulement si f a un point fixe dans K. Supposons que f n’a pas de points
fixes dans K. Comme dans la démonstration du théoréme classique du point fixe de
Lefschetz [61, Theorem 22.3], on peut assumer que, pour tous les sommets v de K,
on a la condition suivante

f(St(v, K)) N'St(v, K) = 0. (1.1)

Maintenant, on peut choisir une sous-division Y’ de Y telle que f a une approxi-
mation simpliciale fSmp . Y’ —5 Y. On montrera que si s et o sont, respectivement,
des simplexes de K etK (ou K’ est la sous-division induite sur K), tels que s C o,
alors fS"P(s) £ o

Supposons que fSimp(s) = . Soit w un sommet de s et soit f“mp( ) = vun
sommet de 0. Comme s C o, alors w € St(v, K), et, par conséquent, f( ) €
f(St(v, K)).

Dr’ailleurs, d’apres la définition d’approximation simpliciale on a
f(St(w, K) € St(f (w), K),

et cela implique f(w) € St(v, K). Alors on obtient f(w) € f(St(v, K))NSt(v, K),
mais cela entraine une contradiction avec ((1.1)).
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Calculons maintenant A(f,U)x. Si on note ¢, la composition de 1’opérateur
sous-division avec f*™P, par définition on a

A(f,U)x = Y (=1)Pte(My(, X)v).

p

Or, comme fSimp(s) = ¢ pour tous les simplexes s € K eto € K tels que s C o,
toutes ces traces seront nulles. O

Arrivés a ce point, on pourrait se demander si 1I’énoncé suivant est vrai : dans le
cas ou A(f,U)x n’est pas nul, alors f a un point fixe dans U. Ce résultat est faux. En
fait, I’exemple suivant montre que les point fixes peuvent étre seulement dans A \ A.

Exemple 1.3.3. Soit I = [0, 1] et considérons f(t) = t2. Soit U = I. Alors, comme
I’identité est une approximation simpliciale de f, ona A(f,U); = tr(Mo(id, I);) —
tr(My(id, I);) = 0 — 1 # 0. Mais les seuls points fixes de f sont dans la fronti¢re
de I’intervalle.

Maintenant on présente un exemple trés important dans cette these. 1l reflete un
grand avantage du nombre combinatoire sur le nombre de Lefschetz classique : par-
fois, méme dans les espaces ol le nombre de Lefschetz classique est défini, le nombre
de Lefschetz combinatoire a le bénéfice de pouvoir compter mieux le nombre de
points fixes. En plus, cet exemple prouve I’existence de situations ou le théoréme
classique n’assure pas I’existence de points fixes qui, pourtant, sont détectés par le
Théoreme 1.3.2.

Exemple 1.3.4 [55, Example 4.3]. Soit X = S? la sphere et soit f : X — X
la réflexion par rapport a 1’équateur. Une possible triangulation de la sphere est la
suspension d’un polygone vide (voir la Figure 1.3.1). On trouve alors que, méme si
I’ensemble de points fixes est infini (les points fixes de f sont les points sur 1I’équa-
teur), le nombre de Lefschetz de f est zéro. La justification est la simple : pour chaque
sommet fixe de la suspension (qui somme -1 au nombre de Lefschetz) il y a une aréte
fixe (qui somme —1).

Malgré cela, si on note X,,, le polygone régulier vide a m arétes, et X.X,,, ca
suspension, on définit U,,, comme le sous-complexe généralisé consistant des points
de ¥ X, qui ne sont pas dans les arétes ouvertes de 1’équateur. Ce complexe est f-
invariant et alors on peut y considérer le nombre de Lefschetz combinatoire. Comme
f est une application simpliciale qui dans U,, n’a pas de points fixes dans des faces
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de dimension supérieur a zéro, on a que A(f, Uy, )x,, est égal au nombre de sommets
fixes par f, c’est-a-dire :
A(f, Um)Xm =m.

On voit dans ce cas qu’on peut approximer mieux la mesure du nombre de points
fixes de 1’application f en prenant les nombres combinatoires A(f, Uy, )x,, = m
(avec m aussi grand qu’on veut) qu’avec le nombre de Lefschetz classique.

Finalement, il convient de remarquer que si les sommets de I’équateur avaient été
enlevés plutdt que les arétes ouvertes pour construire U, les nombres de Lefschetz
combinatoires de ces nouveaux complexes auraient été négatifs.

5 5

FIGURE 1.3.1 — A gauche, le complexe simplicial X,, ; a droite, le sous-complexe
généralisé U,.
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Chapitre 2

Invariance Topologique du Nombre
de Lefschetz Combinatoire

Apres avoir défini le nombre de Lefschetz combinatoire et avoir obtenu le Théoreme
1.3.2, la principale question de cette these a été si le nombre de Lefschetz combina-
toire était un invariant topologique. Notamment la question est la suivante :

Question 1. Etant donnés X et Y des complexes simpliciaux, f : X — X et g :
Y — Y des homéomorphismes et U C X et V C Y des sous-espaces définissables
f et g-invariants (respectivement), s’il existe un homéomorphisme h : U — V tel
que ho fiy = gy o h, est-il certain que A(f,U)x = A(g,V)y?

La réponse est oui mais ce n’est pas du tout une question triviale. En fait, la
démonstration de cette invariance, constitue, avec le Théoréeme 1.3.2 I'un des prin-
cipaux résultats de cette these et les étapes progressives réalisées sont divisées entre
trois publications [2], [3] et [54].

L’importance de cette invariance n’est pas seulement de pouvoir dire que notre
nombre combinatoire est un invariant. D’abord, au début de la these, il y avait des
indices qui faisaient croire que si Hauptvermutung était vraie (Milnor a présenté
dans [60] des contre-exemples pour dimension 6 ou supérieure), ’invariance serait
garantie. Dans ce cas, trouver deux espaces homéomorphes avec des nombres de Lef-
schetz combinatoires différents aurait pu simplifier le contre-exemple de Milnor ou
méme réduire la dimension de celui-ci et ceci aurait été tres important. Des contre-
exemples différents de celui de Milnor on été présentés par Simon Donaldson et par
Michael Freedman (voir, par exemple [28]).

D’un autre c6té, on avait aussi remarqué qu’une réponse affirmative a la Ques-
tion 1 aurait aussi des implications tres fortes (des nouveaux théoremes de Lefschetz
pour les espaces non bornés, une généralisation d’un théoréme classique d’invariance
topologique de I’indice de point fixe, des nouveaux axiomes pour le nombre de Lef-
schetz et une optimisation a 1’heure de calculer le nombre de Lefschetz de certaines
applications). Ces applications seront introduites soigneusement au Chapitre 4.
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2.1 Le Nombre de Lefschetz dans le langage de Faisceaux

Jusqu’a présent, on sait que la caractéristique d’Euler combinatoire est invariante
(ceci est démonstré dans [9] et dans [59]) et aussi, d’apres I’Observation 1.1.5, on
peut déduire le résultat suivant pour le nombre de Lefschetz combinatoire.

Théoreme 2.0.1. Soient X et Y des complexes simpliciaux, f : X — X etg:Y —
Y des homéomorphismes et U C X etV C Y des sous-espaces définissables f et g-
invariants (respectivement). Soit h : X — Y un homéomorphisme tel que h(U) =V
ethof=goh. Alors A(f,U)x = A(g,V)y.

C’est-a-dire, le nombre de Lefschetz combinatoire est un invariant topologique
par rapport a I’entourage simplicial choisi.

Dans ce chapitre, nous montrerons les résultats d’invariance de la méme facon
qu’ils ont été obtenus. En plus, cela ne entrainera pas de redondance car, méme si
le Théoreme 2.3.2 généralisera le Corollaire 2.1.13 et le Théoreme 2.2.10, tout le
langage de faisceaux ol le Corollaire 2.1.13 est né sera employé au Chapitre 3 pour
obtenir une bonne facon de calculer le nombre de Lefschetz de certains faisceaux.
Aussi, les résultats qui précédent le Théoréme 2.2.10 seront nécessaires au Chapitre 3
pour dessiner une intégrale par rapport a I’'indice de point fixe et aussi au Chapitre 4
pour obtenir le Théoréme 4.3.1.

Ainsi, on commencera ce chapitre avec 1’introduction du nombre de Lefschetz
pour des faisceaux. Cela se correspond a certains résultats de [54]. Grace a ce lan-
gage de faisceaux, on montrera aussi le lien entre le nombre de Lefschetz combina-
toire et le nombre de Lefschetz défini avec cohomologie & support compact (Théo-
reme 2.1.11). Ensuite, a la Sous-section 2.2, on construira I’indice de point fixe com-
binatoire et quelques résultats dérivés de celui-ci parus dans [3]. On arrivera fina-
lement a la Section 2.3, ou I’on donnera la réponse a la Question 1. Comme com-
plément a cette section, le nombre de Lefschetz pour des applications ouvertes sera
défini et un nouveau théoreme du point fixe sera obtenu (Théoreme 2.4.7).

2.1 Le Nombre de Lefschetz dans le langage de Faisceaux

Suivant les idées présentées dans [21] pour la caractéristique d’Euler, dans [54] on a
développé un nombre de Lefschetz dans le contexte des faisceaux.

Le grand probleme a I’heure de définir le nombre de Lefschetz d’une applica-
tion f : X — X pour un faisceau F sur X est I’absence d’un isomorphisme entre
F et f*F (rappelons-nous de 1’existence d’un homomorphisme entre H} (X, F) et
H} (X, f*F) mentionnée dans le Point 0.4.16 du Lemme 0.4.16). Ce probleme est
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Invariance Topologique du Nombre de Lefschetz Combinatoire

résolu dans la plupart des références, notamment dans [36, Exposé 111, Appendice]
en demandant I’existence d’un morphisme entre f*F et F. Néanmoins, maintenant
on construira un faisceau F’ associé a F qui permettra de définir un nombre de Lef-
schetz et d’obtenir de bons résultats de calcul (Iesquels seront les protagonistes de
la Section 3.2) et aussi d’avoir une construction axiomatique de ce nouvel invariant
(laquelle on montrera a la Section 4.1.2). Aussi, dans certains cas, on verra dans cette
section que le nombre de Lefschetz combinatoire est en fait le nombre de Lefschetz
en cohomologie a support compact.

Dans cette section, on travaillera avec des complexes cellulaires plutdt qu’avec
des complexes simpliciaux. Tous les complexes cellulaires seront finis (et alors, com-
pacts) et les faisceaux seront des faisceaux d’espaces vectoriels de dimension finie.

Définition 2.1.1. Soit X un complexe cellulaire. Comme il peut étre plongé dans un
certain R™ on peut définir un complexe cellulaire définissable comme un complexe
cellulaire X tel que toutes les cellules ouvertes sont définissables. Par conséquence,
tous les squelettes (que ’on écrira comme X (")) d’un complexe cellulaire définis-
sable seront aussi définissables.

Définition 2.1.2. Soit X un complexe cellulaire définissable. On définit un sous-
complexe cellulaire incomplet de X comme une réunion de cellules ouvertes de X.

Les sous-complexes simpliciaux généralisés constituent un exemple familier de
sous-complexes incomplets. D’ailleurs, par le Théoreme 0.3.8, on peut penser aux
sous-complexes cellulaires incomplets comme des sous-complexes simpliciaux gé-
néralisés. De méme, on peut étendre la définition de nombre de Lefschetz combi-
natoire aux complexes cellulaires définissables de la fagcon suivante : si X est un
complexe cellulaire définissable, f : X — X un homéomorphisme et U C X un
sous-complexe incomplet f-invariant, le Théoréme 0.3.8 fournit une triangulation
(X", U, f") de (X, U, f) ou X est un complexe simplicial et U un sous-complexe
généralisé. Alors on définit A(f,U)x = A(f",U")x.

Afin d’avoir un isomorphisme entre le faisceau F et le faisceau f*F, on tra-
vaillera avec les faisceaux suivants.

Définition 2.1.3. Soit X un complexe cellulaire définissable. On dit que le faisceau
F sur X d’espaces vectoriels réels de dimension finie est un faisceau c-constructible
s’il existe une partition finie {X;} de sous-complexes incomplets définissables et
localement compacts de X telle que, pour tout i, F|x, est constant dans chaque com-
posante connexe (ceci est le cas, par exemple, d’un faisceau constructible dont les
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composantes connexes de chaque X; ou le faisceau est localement constant sont sim-
plement connexes).

Si f: X — X estun homéomorphisme, on dira que le faisceau F c-constructible
est f-c-constructible si les X; sont f-invariants.

On voudrait appliquer le Point 0.4.16 du Lemme 0.4.16 dans des situations avec
un homéomorphisme f: X — X et un faisceau F f-c-constructible. Malheureu-
sement, méme si ’on travaille avec des faisceaux localement constants et avec des
applications qui respectent les composantes localement constantes, si les faisceaux
ne sont pas constants, en général on n’a pas un isomorphisme canonique entre f*F
et F. On peut pourtant sauver ce probleme avec la construction d’un faisceau F’
associé au faisceau F. On définit

F'= ()i F @ (i2)i3F © ... @ (ighipF,

ol { X1, X2, ... X} sont les sous-complexes incomplets localement compacts de la
partition de X de la Définition 2.1.3, les i;: X; — X sont des inclusions et ! est
le prolongement par zéro (Définition 0.4.15) et on dira que F’ est un faisceau f-c-
constructible associé a F. Le Théoreme 3.2.5 montrera que la définition du nombre
de Lefschetz ne dépend pas de la partition { X1, Xo, ..., X, }.

Remarquons que F’ est automatiquement un faisceau f-c-constructible avec la
méme partition définissable que le faisceau f-c-constructible original.

On montrera dans cette section que sous certaines hypotheses, il existe un iso-
morphisme naturel entre f*(F’) et F'. L’idée principale est que, d’apres le premier
point du Lemme 0.4.16, cet isomorphisme existe si le faisceau est constant.

Lemme 2.1.4 [54, Lemma 2.4]. Soit A un espace topologique égal a la réunion
disjointe de deux ouverts Wy et Wy. Soit F un faisceau sur A. Alors il existe un iso-
morphisme canonique entre F et (i1)1i]F @ (i2)1i5F, oit iy et ig sont les inclusions.

Démonstration. Comme W et Wy sont aussi fermés, on a (i1); = (i1)+ et (i2); =
(i2)«. D’autre part, comme ils sont ouverts, on a i{.F = Fyy, et i5.F = Fyy,. Par
conséquent, si on choisit un ouvert V' de A on a

(@)1 F) (V) = ((11)Fjw, ) (V) = Flw, (V O W1) = F(V 0 Wh).
Le méme résultat est vrai pour ¢2. Finalement,

((iﬂgi?f@ (ZQ)I'L;F) (V)=FVnW) e FV W) =FV). ]
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Ce résultat implique le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.5 [54, Corollary 2.5]. Soit X un espace topologique, A un sous-
espace localement fermé de X constitué par la réunion disjointe de W1 et W, deux
sous-espaces ouverts dans A. Soit F un faisceau sur X et j: A — X, j1 : W1 — X
Ja2 : Wo — X les inclusions. Alors il y a un isomorphisme naturel

3T F = (GO F @ (22 F
Démonstration. Soient i1 : W7 — A etis : Wy — A les inclusions. D’apres le
Lemme 2.1.4, 0n a
JF = ()1 j*F @ (iehisg* F = (i1 )1j1 F @ (i2)1jsF
et alors
33 F = 51t F @ i@z F = ()i F © (G2)is F,
ou le dernier isomorphisme est conséquence de I'unicité du prolongement par zéro

[71, 8.6, p. 63]. O

Avant de montrer I’existence d’un isomorphisme naturel, montrons le lemme sui-
vant.

Lemme 2.1.6 [54, Lemma 2.6]. Soit X un espace topologique, g: X — X une
application continue et A C X un sous-espace localement fermé tel que g(A) C A.
Si G est un faisceau constant sur A et i : A C X Uinclusion, on a

g'uG =0G.

Démonstration. Soit p : A — {x} I’application constante, V' I’espace vectoriel dé-
terminé par le faisceau constant et V' le faisceau constante sur {x} dont les sections
dans le point sont V. On a G = p*V. Or, comme le diagramme suivant

A I A
R{}%

est commutatif, on conclut gr;lg = @. Considérons maintenant le diagramme com-
mutatif
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Comme A est localement fermé dans X on a, d’apres [40, Chapter II, 6.13]
g G = irg[g,

et alors
g G =0g. O

Théoreme 2.1.7 [54, Theorem 2.7]. Soit X un complexe cellulaire définissable et soit
f: X — X un homéomorphisme cellulaire. Soit F un faisceau f-c-constructible tel
que f respecte les composantes constantes du faisceau (c¢’est-a-dire, chaque réunion
des composantes connexes d’un X; ou le faisceau F|x, a la méme valeur). Alors il
existe un isomorphisme naturel entre f*(F') et F'.

Démonstration. Avec la notation du Lemme 0.4.16, on veut montrer que
S (GiTF @ (iohisF @ ... @ (ip)igF) = (i1 )1ii F @ (i2)isF @ ... ® (ighif F.

Comme I'image inverse respecte la somme directe, il suffit de prouver 1’existence
d’un isomorphisme entre f*((i;)175F) et (i;)ii}F pour tout j = 1,..., k.

D’apres la Définition 2.1.3 on sait que ces faisceaux sont constants dans chaque
composante connexe des sous-complexes X ;. Comme le nombre de ces composantes
est fini, elles sont ouvertes et on peut appliquer le Corollaire 2.1.5 et séparer le fais-
ceau (ij)gz’;?}" dans leur composantes constantes (les X;’s sont localement fermés car
ils sont homéomorphes a des sous-complexes incomplets localement compacts) et,
comme elles sont aussi f-invariantes (f respecte ces composantes constantes), on
peut appliquer le Lemme 2.1.6 et finir la démonstration. O

Maintenant, il est possible de définir le nombre de Lefschetz pour des faisceaux
f-c-constructibles.

Définition 2.1.8. Soit X un complexe cellulaire définissable, f un homéomorphisme
cellulaire et F un faisceau f-c-constructible sur X tel que f respecte les composantes
constantes de F. On définit le nombre de Lefschetz faisceau-théorique de f associé
a F comme
LC(X7 f7 ]:) = Z(—l)ntI‘(f*, HS(X7 "r/))
n

On établit la notation L.(X, f) = L.(X, f,R) (rappelons-nous que R est le faisceau
constant a valeur R sur X).
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Observation 2.1.9. On verra que la somme Y, (—1)"tr(f*, H? (X, F’)) est conver-
gente car H(X, F') devient nul aprés quelque naturel n suffisamment grand (voir
Lemme 3.2.4).

Remarquons encore que la fagon d’assigner le faisceau F’ a F pourrait avoir été
différente si on avait considéré une partition différente. Malgré cela, on verra avec le
Théoréme 3.2.5 que le nombre de Lefschetz est indépendant de ce choix et qu’il est
alors bien défini. Par conséquence, employons F pour désigner F mais aussi J~.

2.1.1 Un premier résultat d’invariance topologique

Dans cette sous-section, on montrera que le nombre de Lefschetz combinatoire
est, en fait, le nombre de Lefschetz en cohomologie a support compact lorsque les
espaces sont localement compacts et les homéomorphismes sont cellulaires (remar-
quons qu’une application simpliciale est aussi cellulaire). Ensuite, on obtiendra une
nouvelle preuve pour le Lemme 1.2.2 et enfin on obtiendra un corollaire d’invariance
topologique inspiré par I’invariance topologique de la cohomologie a support com-
pact.

Commencons par montrer que le nombre de Lefschetz faisceau-théorique satisfait
une propriété d’additivité.

Proposition 2.1.10 (Additivité par dimensions du nombre de Lefschetz faisceau—
théorique [54, Proposition 3.1]). Soit X un complexe cellulaire et soit D un sous-
complexe localement compact. Considérons un homéomorphisme cellulaire f : X —
X tel que D est f-invariant. Alors, le nombre de Lefschetz faisceau-théorique de f
(associé a R) est égal a la somme des nombres de Lefschetz faisceau-théoriques dans
chaque dimension :

LC(‘D7f) = ZLC(D(Z) - D(iil)hf)a

oit D) est le i-squelette de D.

Démonstration. Supposons que la dimension de D est n. Alors, D™ — D(=1),
c’est-a-dire, la réunion de toutes les cellules ouvertes de dimension maximale de D,

est ouverte dans D. Ainsi on a la suite exacte longue

.= H™D™ — D=1y 5 H™(D) - HM(D V) — .
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la naturalité de cette suite entraine la commutativité du diagramme :

. —— H™(DW — D=1y — H™(D) —— H™(D" D) —— .
f*l f*l f*l
(n) _ D

. —— H»D™W - D)y —— H™(D) —— H™D" V) —— ..,

et alors on obtient
Le(D, f) = Lo(D™ — D7V ) + Lo(D™Y, f).

Ce résultat est conséquence de la division d’une suite exacte longue en suites exactes
courtes et du fait que, dans une suite exacte courte, la trace de f* au terme du milieu
est égal a la somme des traces au extrémes.

Mais D(~1) est un espace localement compact (il est un sous-espace fermé d’un
espace localement compact) et donc on peut répéter 1’argument et obtenir

Lo(D" Y, f) = Le(DUD = D02) f) + Lo(D"2), )
Finalement, comme DO = pO) _ D(_l), on arrive au résultat désiré. OJ

Théoreme 2.1.11 (Equivalence entre les nombres de Lefschetz [54, Theorem 3.2]).
Soit X un complexe cellulaire définissable et soit D un sous-complexe incomplet

définissable et localement compact. Si f: X — X est un homéomorphisme cellulaire
tel que D est f-invariant, alors A(f,D)x = L.(D, f).

Démonstration. Comme f est un homéomorphisme cellulaire et D est f-invariant,
alors X, DO — D=1 et X () — (D — D(i—=1)) sont f-invariants dans chaque di-
mension 7. Comme chaque X (@) est par lui-méme un complexe cellulaire définissable,
I’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire (Proposition 1.3.1) implique

A(£,XD) = A(f, X W) x = A(f, DO =D x4 A(f, X — (DY D)) .

2.1
Dr’ailleurs, en employant un argument similaire a celui de la Proposition 2.1.10, on
a:

L(XD, f) = L(DW — DUV ) 4 Lo(x® — (DO — D1y ). (2.2)

Or, le premier et le dernier terme de I’Equation ((2.1)) sont le nombre de Lefschetz
homologique (ou cohomologique car nous travaillons sur un corps) puisque ces es-
paces peuvent étre triangulés par des complexes simpliciaux. Mais le premier et le
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dernier terme de 1'Equation ((2.2)) sont aussi le nombre de Lefschetz cohomolo-
gique d’apres le Lemme 0.4.16 (D) et puisque les espaces sont compacts (et alors
la cohomologie a support compact est €gale a la cohomologie simpliciale). Ainsi on
obtient A(f, D@ — D=1y = L.(D®W — D=1 f). Finalement, d’apres la Pro-
position 2.1.10 :

Lo(D, f) =Y Le(D®W — DD )
i
et comme 1’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire implique

A(f,D)x =Y _A(f, DY — DU D)y,

on conclut le résultat. O]

Maintenant nous présentons une démonstration plus catégorique du Lemme 1.2.2.
En fait, elle démontre 1’indépendance de la définition du nombre de Lefschetz com-
binatoire par rapport aux triangulations dans le contexte de complexes cellulaires
définissables au lieu de celui de complexes simpliciaux.

Corollaire 2.1.12 [54, Corollary 3.3]. Soit X un complexe cellulaire définissable,
D un sous-complexe incomplet définissable et localement compact et f: X — X un
homéomorphisme cellulaire tel que D est f-invariant. Soient (Y, K, g) et (Y', K', ¢')
deux triangulations de (X, D, f). Dans ce cas, A.(g,K) = A.(¢', K').

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.1.11 il suffit de démontrer I’égalité entre
L.(K,g) =et L.(K',g"). Considérons le diagramme commutatif :

K9, K
h Th
D1 D

v I
/
K 2 K
ot h: D — Keth': D — K’ sont les homéomorphismes des triangulations. Ce
diagramme induit le diagramme commutativ suivant en prenant la cohomologie a

support compact :
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2.2 L’indice combinatoire et un nouveau résultat d’invariance

H(K) —2— H:(K)
l(h(h'rl)* T(h'(hrl)*
HA(K') 2 H:(K')

ot (R'(h)~1)* et (h(h')~1)* sont des isomorphismes. Par un argument d’algebre li-
néaire, Lo(K, ) = Lo(K',hih/ ' g'h/h=1), et alors Lo(K, g) = Lo(K', ¢'). O

Finalement, on obtient un premier résultat d’invariance topologique du nombre
de Lefschetz combinatoire.

Corollaire 2.1.13 [54, Corollary 3.4]. Soient X etY des complexes cellulaires dé-
finissables et soient C' C X (resp. D C Y') des sous-complexes incomplets définis-
sables et localement compacts. Soient f : X — X et g : Y — Y des homéomor-
phismes cellulaires tels que C (resp. D) est f-invariant (resp. g-invariant). S’il existe
un homéomorphisme h : C — D tel que le diagramme suivant est commutatif

c-—1 ¢

A |

D 25 D,

alors A(f: C)X - A(ga D)Y

2.2 L’indice combinatoire et un nouveau résultat d’inva-
riance

Pendant notre longue recherche de I’invariance topologique du nombre de Lefschetz
combinatoire, une nouvelle idée nous est apparue. Il y a une référence classique,
[65, Theorem 2.5] et [65, Corollary 7.2], ou un résultat d’invariance topologique de
I’indice de point fixe est présenté. Ce résultat, dans le langage de cette these, peut
étre énoncé de la fagon suivante.

Théoreme 2.2.1. Soit X un complexe simplicial, f : X — X une application
continue et U C X un sous-espace ouvert tel que f n’a pas de points fixes dans
la frontiére de U. Si U U f(U) est inclus dans un sous-complexe simplicial de X
homéomorphe a un sous-complexe simplicial de Y (Y est aussi complexe simplicial)
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par un homéomorphisme h et g : Y — Y est tel que (g o h)jy = (ho f)y, alors
iX, f,U) = (Y, g, h(U)).

Dr’ailleurs, on sait que I’indice de point fixe est trés lié au nombre de Lefschetz via
I’axiome de normalisation (Définition 0.2.10). En plus, il est possible de considérer
I'indice de f : X — X surun ouvert U C X méme si f(U) n’est pas inclus dans U.
Alors, sera-t-il possible de trouver un lien entre le nombre de Lefschetz combinatoire
et 'indice de point fixe et en profiter pour obtenir un résultat d’invariance topologique
grace au Théoreme 2.2.1? En fait, de cette fagcon on pourrait étendre une sorte de
mesure combinatoire du nombre de points fixes aux applications qui ne sont pas des
homéomorphismes et a des espaces qui ne sont pas f-invariants ou définissables.

La réponse est affirmative mais, de nouveau, elle n’est pas triviale. Elle constitue
la premiere moitié de [3]. Dans cette sous-section on rappellera le contenu nécessaire
pour arriver au résultat principal de [3], le Théoréme 2.2.10. Ce contenu est dans [3].
Dans cette sous-section, par simplicité, on travaillera de nouveau avec des complexes
simpliciaux (les complexes cellulaires ne seront employés que dans les sections re-
latives au nombre de Lefschetz faisceau-théorique), mais tous les résultats peuvent
s’étendre aux complexes cellulaires définissables d’apres le théoréme de triangula-
tion (Théoréme 0.3.8).

Avant de continuer, on introduit la notation suivante.

Soit D la famille de triplets (X, f, U), ou X est un espace compact définissable,
f + X — X est un homéomorphisme et U C X est un sous-espace définissable de
X.

Définition 2.2.2. On dira que deux triplets (X, f,U) et (Y, g, V') de D appartiennent
a la méme classe d’homéomorphisme s’il existe un homéomorphisme h : X — Y tel
que hyyy : U — V est aussi homéomorphisme et le diagramme

x 1, x

o

y 4 .v

est commutatif. Les classes d’homéomorphisme des triplets déterminent une relation
d’équivalence sur D. On note C, le quotient de D par cette relation.

Commencons maintenant par définir une extension de I’indice aux sous-espaces
sans points fixes dans leur frontiere.
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Définition 2.2.3. Soit X un complexe simplicial, f : X — X une application conti-
nue et U C X un sous-espace de X tel que f n’a pas de point fixes dans U \ U.
L’indice de point fixe combinatoire (ou indice combinatoire) est défini comme :

io(X, f,U) = i(X, f,0),
oui(X, f, U) est I’indice de point fixe (Définition 0.2.10).

L’indice de point fixe combinatoire satisfait quelques bonnes propriétés. La pre-
miere est une conséquence directe du Théoreme 0.2.14.

Proposition 2.2.4. Soit X un complexe simplicial, f : X — X une application
continue et U C X un sous-espace tel que f n’a pas de points fixes dans U \ U. Si
ie(X, f,U) # 0, f aun point fixe dans U.

Démonstration. Comme ic(X, f,U) = i(X, f,U) # 0, d’apres [16, IV.A, Corollary
1], f doit avoir un point fixe dans U. O

L’indice de point fixe combinatoire satisfait quatre des cinq axiomes de I’indice.
Le cinquieme (I’axiome de commutativité) est satisfait dans des espaces ouverts.

Théoreme 2.2.5 [3, Theorem 2.8]. L’indice de point fixe combinatoire est le seul
opérateur A : C — 7 qui satisfait les axiomes suivants :

(CI1) Axiome de localisation : Si f,9: X — X sont deux applications sans point
fixes dans U\U et telles que f(x) = g(x) pourtout v € U, alorsi.(X, f,U) =
i(X,g,0).

(C12) Axiome d’homotopie : Si F' : X X I — X est une homotopie entre f et fi
sans points fixes dans U \ U, alors i.(X, fo,U) = i.(X, f1,U).

(CI3) Axiome d’additivité : Si U est un sous-espace tel que f n’a pas de points fixes
dans U\U etUy,...,Us C U sont des sous-espaces disjoints tels que tous les
point fixes de f dans U appartiennent a Uy U ... U Uy et f n’a pas de points
fixes dans U;\Uj pourtoutj = 1,..., s, alorsi. (X, f,U) = Zj io(X, f,Uj).

(CI4) Axiome de normalisation : i.(X, f, X) = A(f).

(CI5) Axiome de commutativité : Si X et'Y sont des complexes simpliciaux, U C X

est un sous-espace ouvert dans X et f : X — Y et g : Y — X sont des

applications continues telles que g o f n’a pas des point fixes dans U \ U =
U\U. alorsic(X,g0 f,U) =i(Y, fog,97'(U)).
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Démonstration. Commencons par démontrer que I’indice combinatoire satisfait ces
axiomes. L’idée est profiter que I’indice de points fixe les satisfait et apres recourir a
io(X, f,U) =i(X, f, U ). Montrons, par exemple, CI1 (la démonstration des autres
est similaire).

[(CI1)] Si f et g, sont égaux dans I’adhérence de I’intérieur de U, alors

io(X, [,U) =i(X, f,U) =i(X,9,U) = ie(X, g, U).

Il reste a prouver que tout opérateur A : C — Z qui satisfait ces axiomes est
nécessairement I’indice combinatoire. Si A satisfait les cinq axiomes, alors, d’apres
[16, Appendix 1], A(X, f, W) = i(X, f, W) pour tout W ouvert dans X. Prenons
maintenant (X, f,U) € C. Comme f n’a pas de points fixes dans U \ U, d’apres
I’axiome d’additivité on a

AX, £,U) = XX, £,U) =i(X, f,U) = i(X, f,U). O

Dans [3], nous avons obtenu le lien entre le nombre de Lefschetz combinatoire et
I’indice de point fixe combinatoire.

Théoreme 2.2.6 [3, Theorem 2.9]. Soit X un complexe simplicial, f : X — X un
homéomorphisme et U C X un sous-espace f-invariant et définissable tel que f n’a
pas de points fixes dans U \ U. Alors

A(f: U)X - Z.C(Xa fa U)
Démonstration. On a les égalités suivantes :

ou la premiere égalité est conséquence de I’axiome de normalisation de I’indice de
point fixe, la deuxieme de 1’axiome d’additivité et la troisicme de I’invariance topo-
logique de I'indice de point fixe [65, Theorem 2.5] et [65, Corollary 7.2]. La derniere
égalité n’est que la définition de I'indice de point fixe combinatoire.

D’apres I’Observation 1.1.5 et I’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire
(Proposition 1.3.1), on a :

AfgU) = A(f.U)x = A(f,U)x + A(f, U\ U)x. (2.3)

Or, comme I’application f n’a pas de points fixes dans U \ U, elle n’en a pas non

plus dans U \ U. Alors, le Théoreme 1.3.2 implique A(f,U \ U)x = 0 et de I’Equa-
tion ((2.3)) on obtient :

Afg, U) = A(f,U)x = A(f,U)x. O (4)
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Le Théoreme (2.3) et la Proposition 2.2.4 permettent de prouver de nouveau le
théoreme de Lefschetz du point fixe généralisé (Théoreme 1.3.2) lorsque I’application
f n’apas de points fixes dans la frontiere de I’espace définissable.

Théoreme 2.2.7. Soit X un complexe simplicial, f : X — X un homéomorphisme
etUCX un sous- -complexe f-invariant définissable tel que f n’a pas de points fixes
dans U \ U. Alors, si A(f,U)x # 0, f a un point fixe dans U.

Démonstration. D’apres le Théoreme (2.3),ona0 # A(f,U)x = i.(X, f,U), mais
donc, la Proposition 2.2.4 implique I’existence d’un point fixe de f dans U. O

Observation 2.2.8. Dans la démonstration du Théoréeme (2.3), le Théoreme 1.3.2 est
utilisé, alors ce qu’on vient de présenter pourrait ne pas ressembler & une démonstra-
tion. Cependant, le Théoréme (2.3) peut aussi €tre démontré sans le Théoreme 1.3.2.
L’idée est voir que I’indice combinatoire satisfait les axiomes du nombre de Lefschetz
combinatoire (Sous-section 4.1.1).

Maintenant on peut énoncer quelques résultats de calcul local et d’invariance
homotopique du nombre de Lefschetz combinatoire.

Corollaire 2.2.9 [3, Corollary 2.10]. Soit X un complexe simplicial, f,g: X — X
des homéomorphismes et U C X un sous-espace f et g-invariant définissable tel que
f et g n’ont pas de points fixes dans U \ U.

(1) Le nombre de Lefschetz combinatoire de [ dans U est égal au nombre de Lef-
schetz de iy et aussi a A(f,U)x, c’est-a-dire :

Af7:0) = A(f,U)x = A(f,U)x

(2) Si f|U et gz sont homotopes, alors

A(f7 U)X = A(97 U)X

(3) Si F: X x I — X est une homotopie entre f et g sans point fixes dans U \ U,
alors

A(f? U)X = A(.ga U)X

Démonstration. (1) La premicre égalité est conséquence de I’Equation ((2.4)).
Pour la seconde, comme f est un homéomorphisme et U est f-invariant, U
sera aussi f-invariant. D’ailleurs, U est définissable d’apres la Propriété 0.3.6.
Alors, A(f, U)x est défini. Mais d’apres le Théoreme 2.2.6 on a

A(f7 U)X = iC(Xv fv U) = Z(mea [?) = ic(Xv fv (}) - A(fa [?)X

47



Invariance Topologique du Nombre de Lefschetz Combinatoire

(2) Le Point (1) du Corollaire 2.2.9 implique A(f,U) x = A(flU,U) et A(g,U)x =

A(gW, U). Le résultat est donc conséquence de I’invariance homotopique du
nombre de Lefschetz.

(3) Ce résultat peut étre déduit du Théoreme 2.2.6 et de I’axiome d’homotopie de
I’indice de point fixe combinatoire. 0

Finalement nous présentons un nouveau résultat autour de 1’invariance topolo-
gique du nombre de Lefschetz combinatoire.

Théoreme 2.2.10 [3, Theorem 2.12]. Soient U et V des espaces définissables et
soient f : U — U etg:V — V des homéomorphismes tels qu’il existe un homéo-
morphisme définissable h : U — V de sorte que le diagramme

v U

h h

v 4. v

est commutatif. Supposons qu’il existe des complexes simpliciaux X et'Y tels que
U C X,V CY, etde facon que f et g puissent étre prolongés sur X et sur Y
en des homéomorphismes ' : X — X etg : Y — Y (mais X et Y ne sont pas
nécessairement homéomorphes). Alors, si f' (resp. g') n’a pas de points fixes dans

— o _ o
U\ U (resp. V \ V) (ici les adhérences correspondent a celles de U et V' comme
sous-espaces de X et de 'Y respectivement), on a

A(f,U)x = A(g',V)y.

Démonstration. D’apres le Théoreme 0.3.8, et le Théoreme 2.0.1, on peut assumer
que U et V sont des sous-complexes généralisés de X et de Y. De plus, I’Observa-
tion 1.1.5 implique A(f',U)x = A( |/U’ Uget A(g,V)y = A(g"v, V) (or les
adhérences sont celles de U et V dans X et dans Y respectivement). Alors il suffit de
montrer que A(f|/U’ Ug= A(g[v, V)i B
P’aprés le Théoréme 2.2.6, on a A(f|’ﬁ, U)g = iU, f|IU’ U) et /l(gl’v7 Vg =
ic(Vv g‘lva V)
On note Fix( f\,ﬁ)’ I’ensemble de points fixes de f|/U' Or, comme f\,ﬁ n’a pas

de points fixes dans U \ U, il est possible de prendre un ouvert W assez proche 2
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Fix( f"ﬁ) pour garantir que W U f\/U(W) est inclus dans un sous-complexe simplicial

K d’une subdivision barycentrique de U satisfaisant que la réalisation géométrique
de K est contenue dans celle de U.

Maintenant, comme h était définissable, d’aprés le théoréme de triangulation
et le Théoreme 2.0.1, on peut assumer que h(K) est un sous-complexe simplicial
d’une subdivision barycentrique de V telle que la réalisation géométrique de h(K)
est contenue dans celle de V.

Dans ce cas, on peut appliquer [65, Theorem 2.5] et [65, Corollary 7.2] pour
obtenir

ic(U7 f|/ﬁ) U) == ic(U7 f|/ﬁ) W) = ic(v) g|/V7 h(W)) = ic(vu g|/77 V)7

ou la premiere et la troisieme égalités sont conséquence de I’axiome d’additivité de
I’indice de point fixe combinatoire. 0

Observation 2.2.11. Dans le Théoreme 2.2.10, les complexes X et Y ne sont pas né-
cessairement homéomorphes (cela était la principale restriction du Théoreme 2.0.1).
En fait, I’existence de X, Y, f’ et ¢’ maintenant est seulement employée pour pouvoir
parler du nombre de Lefschetz combinatoire.

Remarquons que i doit étre définissable afin de garantir que h(K) puisse étre
considéré comme un sous-complexe simplicial. Cela est important parce que [65,
Theorem 2.5] demande I’existence de sous-complexes simpliciaux homéomorphes
sous h contenant les points fixes de f"ﬁ et de g"v.

2.3 L’invariance topologique du nombre de Lefschetz com-
binatoire

Apres nos premiers travaux [3] et [54], dans [2] on obtient finalement 1’invariance
topologique du nombre de Lefschetz combinatoire (Théoreme 2.3.2). Cette sous-
section est dédiée a démontrer ce résultat. On obtient aussi un théoreme d’inva-
riance topologique vraiment surprenant pour le nombre de Lefschetz relatif (Corol-
laire 2.3.4).

Avant de prouver I’invariance topologique, on a besoin du lemme suivant, lequel
nous avons obtenu dans [2, Lemma 3.1]. On remarque aussi que pendant toute cette
sous-section A sera 'intérieur de A en voyant celui-ci comme un sous-espace de A.
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Lemme 2.3.1. Soient U C X et V C Y des sous-espaces définissables de complexes
simpliciaux X etY respectivement tels qu’il existe un homéomorphisme h : U — V.
Considérons U, V. comme les adhérences de U et V dans X et Y respectivement.
Alors, h envoie U sur V et, par conséquent U \ U surV \ 14 (h est un homéomor-
phisme), ont U (resp. f/) fait référence a 'intérieur de U comme sous-espace de U
(resp. V).

Démonstration. Soientv € V' \ V etu € U et supposons h(u) = v. Considérons un
voisinage ouvert W,, de u tel que W, C U et un voisinage ouvert W, de v dans V
tel que W, est homéomorphe a W, par h. Comme W, est ouvert dans la topologie
relative de V il existe un ouvert W, de V, tel que W) NV = W,. Alors, comme
v e V\V,ilexisteun v’ € V' \ V appartenant 2 W/, et comme v’ € V, on peut
garantir I’existence d’une suite {v,, } ,cry contenue dans W, NV = W, et convergente
vers v'. Considérons maintenant {u,, },en comme la suite des images inverses de
{vn} par f. Mais la suite {uy, } est contenue dans W, et, puisque W, C U est borné
et alors compact, il existe une sous-suite {u,, }xen convergente vers un point u’ € U.
Alors, par continuité, { f(u,, )} = {vn, } devrait étre convergente vers f(u') € V.
Or, {v,} (et alors aussi {vy, }) est convergente vers v’ ¢ V. O

Maintenant nous démontrons 1’invariance topologique du nombre de Lefschetz
combinatoire.

Théoreme 2.3.2 [2, Theorem 3.2]. Soient A C X et B C Y des sous-espaces
définissables des complexes simpliciaux X etY tels qu’il y a des homéomorphismes
f:X = Xetg:Y — Y dontles restrictions fly : A — Aetgp: B — B sont
des homéomorphismes et tels qu’il existe un homéomorphisme h : A — B faisant le
diagramme

A", B

A
AT>B

commutatif. Alors A(f, A)x = A(g, B)y-

Démonstration. D’apres le Théoreme 0.3.8, on peut supposer que A et B sont des
sous-complexes simpliciaux généralisés.

On fait un raisonnement par récurrence sur la dimensionde A etde B. Si Aet B
sont les deux de dimension zéro, ils doivent étre des réunions finies des points et le
résultat est clair.
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D’apres I’Observation 1.1.5 A(f, A)x = A(f, A)zet A(g, B)y = A(g, B)z, on
peut assumer que X = A et Y = B. Par simplicité, on écrira f au lieu de f|Z-
On a les décompositions

A=AU(A\A)UA\ANA)

et
B=BU(B\B)U(B\BNB).

(Rappelons-nous que A fait référence a I'intérieur de A comme sous-espace de A).
De plus, comme A (resp. B) est f-invariant (resp. g-invariant) et définissable et A
et B sont définissables (Propriété 0.3.6), on conclut que A \ A (resp. B \ B), A
(resp. B), A\ A (resp. B\ B)et A\ AN A (resp. B\ B N B) sont f-invariants
(resp. g-invariants) et définissables. Maintenant, I’additivité du nombre de Lefschetz
combinatoire implique

A, A) = A(f, Ay = A(f, A) g + A(f, A\ A+ A(f,ANAN Ay (2.5)

(avec l’atEs de notation f = fIZ’ ici A(f, A) correspond au nombre de Lefschetz de
f‘z dans A) et

Aussi, d’apres 1’axiome de cofibration du nombre de Lefschetz [4, Theorem 1.1, (2)],
on a

ol f est I’application induite par f sur le quotient. De la méme fagon, il est possible
d’obtenir

Alg,B) = Algz5. B\ B) + A3, B/(B\ B)) - 1.

gﬁ\B’

Maintenant, comme conséquence de 1’additivité du nombre de Lefschetz combina-
toire et de 1’Observation 1.1.5, on a

A ANA) = Af g A\ A5y = AL AN A)
A
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et

955 B\ B)gy = Al B\ B)g
= A(g, B\ B)g + Alg,B\ BN B)3.

s

A( B) = A(

g|ﬂ7

Or, une combinaison des Equations (2.5), (2.6) et (2.7), nous permet d’arriver a

A(f, Az = A(f, A/ (A\ 4)) - 1. (2.8)
De méme, on obtient pour B :
A(g,B)g = A(g, B/(B\ B)) — 1. (2.9)

Comme

A(f, A)g = A(f, Az + AF, AN AN A)g,
N B)z,
il suffit de prouver queA( f, A)A = A(g, )B et A(f,A\ANA)z=A(g,B\ BN
B)g.
Afin de prouver que A(f, A\ AN A)x = A(g, B\ BN B)z il suffit de montrer
que A\ AN A est homéomorphe 2 B\ B N B par h car, comme la dimension de

A(97 )E A( ) +A(97§\B

A\ AN Aest inférieure a celle de A, on peut faire un raisonnement par récurrence.
Mais cet homéomorphisme peut étre déduit du Lemme 2.3.1.

Finalement d’apres les Equations ((2.8)) et ((2.9)), pour montrer que A( f, A)Z =
A(g, B)g il suffit de montrer que A(f, 4/(A\ A)) = A(g, B/(B\ B). Mais cela
est vrai car les deux espaces sont homéomorphes (en vertu du Lemme 2.3.1). O

Maintenant nous obtenons un théoréeme d’invariance topologique pour le nombre
de Lefschetz relatif. On commence par présenter le lien entre le nombre de Lefschetz
combinatoire et le nombre de Lefschetz relatif d’un couple d’espaces.

Observation 2.3.3. Soit X un complexe simplicial, f : X — X un homéomorphisme
et A C X un sous-espace f-invariant définissable. D’apres 1’additivité du nombre de
Lefschetz combinatoire on a

A(f, X) = A(f, X)x = A(f, A)x + A(f, X\ A)x
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Mais de cela on en déduit
A(f, A)x = A(f, X) — A(f, X \ A)x.

Maintenant, si A est ouvert dans X, X \ A est, pour une certaine triangulation garantie
par le Théoréme 0.3.8, un sous-complexe simplicial de X et alors A(f, X \ A)x =
A(fix\a, X\A). Mais si A(f, X) et A(f|x\a, X\ A) sont définis, le Corollaire 0.2.22
implique

A(f, X) = Alfix\a, X\ A) = A(f, (X, X\ 4)).
On en déduit que, si A est ouvert, ona A(f, A)x = A(f, (X, X \ 4)).

Maintenant, nous obtenons un résultat d’invariance pour le nombre de Lefschetz
relatif.

Corollaire 2.3.4 [2, Corollaire 3.4]. Soit X un complexe simplicial et soit C C X un
sous-complexe. Soit f : X — X un homéomorphisme tel que f(C) = C. Considé-
rons maintenant un nouveau complexe simplicial Y avec un sous-complexe D et un
homéomorphisme g : Y — Y tel que g(D) = D. Alors, I’existence d’un homéomor-
phisme h: X \ C — Y \ D tel que gjy\p o h = h o fix\c implique

A(f, (X, €)) = A(g, (Y, D)).

Démonstration. D’aprés I’Observation 2.3.3 ona A(f, (X,C)) = A(f,X \ C)x et
Ag,(Y,D)) = A(g,Y \ D)y. Mais le Théoreme 2.3.2 implique

A(faX\C)X:A(gaY\D)Y
O

2.4 Le nombre de Lefschetz combinatoire pour des appli-
cations ouvertes

Rappelons I’idée de la définition du nombre de Lefschetz combinatoire. Etant donné
A C X etune application f : X — X, on considérait une approximation simpliciale
f5mP et ensuite on restreignait les matrices de 1I’automorphisme induit par f$™P sur
les chaines simpliciales aux faces dont I’intérieur était contenu dans A au moment
de calculer les traces (un bon résumé de cette idée est dans [54, Section 2]). Malheu-
reusement si f n’est pas un homéomorphisme, cette idée en général n’est pas bien
définie comme I’exemple suivant le montre.

53



Invariance Topologique du Nombre de Lefschetz Combinatoire

Exemple 2.4.1. Soient X = [0,1], A = (0,1) et soit f : X — X I’application dé-
finie par f(z) = % L’application simpliciale f'™P qui envoie le zéro sur lui-méme
et le 1 a 0 est une approximation simpliciale de f. Le calcul du nombre de Lefschetz
combinatoire de f dans A avec cette approximation simpliciale donnerait 0. Cepen-
dant, I’identité de X est aussi une approximation simpliciale de f pour laquelle le

calcul du nombre de Lefschetz combinatoire de f dans A donne —1.

Ainsi, en général, le nombre de Lefschetz combinatoire n’existera pas. Or, les
idées du Théoreme 2.3.2 suggerent qu’on pourrait au moins étendre la définition a
certaines applications un peu plus générales que les homéomorphismes : les applica-
tions ouvertes.

Ainsi, on définit le nombre de Lefschetz combinatoire pour les applications ou-
vertes exactement comme dans le cas des homéomorphismes, c’est-a-dire, avec la
notation des Définitions 1.1.2, 1.1.3 et 1.1.4, étant donné un complexe simplicial Z,
un sous-espace définissable D C Z et une application ! : Z — Z, on choisit d’abord
une triangulation (X, A, f) de (Z, D, 1) et une approximation simpliciale f$™P de f.
Ensuite on définit

AL D)z = Ac(f, A) i= A(f, A) i= Y (= 1Pt (M (£, X)),

p

ot A(l, D)z est le nombre de Lefschetz combinatoire. Dans cette section on montre
que, dans le cas des applications ouvertes, cette définition est cohérente pour certains
définissables (ceux qui satisfont une propriété similaire a celle de la f-invariance).
Notamment nous prouverons le résultat suivant.

Théoreme 2.4.2. Le nombre de Lefschetz combinatoire est bien défini pour les ap-

plications ouvertes | . Z — Z d’un complexe simplicial sur lui-méme et pour des
sous-espaces définissables D tels que f(D) C Det f(Z\ D) C Z\ D.

Le Théoreme 1.3.2 pourra aussi étre étendu aux applications ouvertes et généra-
lisera ainsi le théoréme classique de point fixe du nombre de Lefschetz relatif [11,
Theorem 3.1] et bien-siir aussi le théoréeme classique du point fixe de Lefschetz.

Afin de démontrer le Théoréme 2.4.2, on doit vérifier que la définition de A(l, D)
ne dépend pas de la triangulation et de I’approximation simpliciale choisie. Plus pré-
cisément, le Théoreme 2.4.2 peut étre reformulé comme :

Théoreme 2.4.3. [ [2, Theorem 3.8]] Soit D C Z un sous-espace définissable d’un
complexe simplicial Z et soitl : Z — Z une application ouverte telle que [(D) C D
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et (Z\ D) C Z\ D. Considérons maintenant deux triangulations (X, A, f) et
(Y, B, g) de (Z, D, h) dont Iexistence est garantie par le Théoréme 0.3.8. Dans ce
cas,

Ac(f, A) = Aclg, B).

Démonstration. Par définition, A.(f, A) = A(f5™P A)et A.(g, B) = A°(g°™P, B)
pour des approximations simpliciales f5™P et ¢5™P de f et ¢ respectivement (remar-
quons qu’une possibilité pourrait étre A = B et f5™P et ¢5™P deux approximations
simpliciales différentes de f).

Employons un raisonnement par récurrence sur la dimension de A et B. Si les
deux sont de dimension zéro, les deux sont une réunion finie du méme nombre de
sommets et alors

AS(f0P, A) = A(f, A) = Ag, B) = A%(¢™™, B).

En général, comme f(A) C Aet f(X\A) C X\ A ona f(Ad) C Aet
J(X\A) C X\ A. Par conséquent, on a f(A\ A) C Z\ Aetaussi f(A\ A) C
A\ A. Mais cela signifie que f envoie les points de A\ A (ici A fait référence une

nouvelle fois a I'intérieur de A dans Aysur A\ A.

Montrons que f(A ) C A. Afin de le prouver, remarquons en premier lieu que
f~1(A) = A. Eneffet, si f envoie x € X \ A sur 4, alors, comme f est ouverte,
I’image par f d’un voisinage ouvert V de = dans X \ A sera un voisinage ouvert de
f(x) € A, envoyant ainsi un point de X \ A dans A.

En deuxiéme lieu, comme f~!(A) = A4, [ doit étre ouverte. Cela peut étre
déduit du fait que si U est ouvert dans A, ona U = U’ N A ot U’ est un ouvert de X
etalors fx(U) = f(U") N A4, donc f+(U) est ouvert dans A.

Finalement, afin de prouver f (A) C A, imaginons que f envoie un point a € A

sur A\ A = A\ A (rappelons nous que I'intérieur ici fait référence a celui de A
comme sous-espace de A). Prenons un voisinage ouvert V' de a dans A. Comme
f7 est ouverte, 'image de V' par f; doit étre un voisinage ouvert de f(a), lequel

appartient a A \ A, et alors f envoie des points de A (et ainsi de A) en dehors de A.
Mais cela entralne une contradiction car, par hypothese f(A ) C A.

Ainsi f(A A) C A. De la méme facon on obtient g(B) C B. Or, on a aussi f(X \
Ayc X\ Acar,siz ¢ Aalors f(z) ¢ AD Aetsiz e A\ A, alors, comme f est
ouverte, 1’argument précédent montre que, si f(z) € A, il doit exister un élément de
A\ A C X\ Aenvoyé par f dans A et cela n’est pas possible. De méme, on vérifie

que f envoie A\ A, A\ Aet A\ AN A sur eux-mémes en méme temps quelle envoie
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leur complémentaire aussi sur eux-mémes. Aussi, comme A est définissable, tous ces
espaces sont définissables. Par conséquent, on peut considérer le nombre de Lefschetz
combinatoire de ces espaces (comme ( f S‘mp)g est une approximation simpliciale de

f‘z, on continuera & écrire f ou f$™P au lieu de leurs restrictions correspondantes
afin de simplifier la notation). L’additivité déduite de la définition de A. implique

A(f, A) = A(f5P, A) =
AC(fSimp,/ol)—i—/lc(fSimp,Z\AﬂA)—}—Ac(fSimp,Z\A)
= A(f, A) + A(f, AN AN A) + Ac(f, A\ A),

ou la premiere égalité est conséquence du Théoréeme de la trace de Hopf. Mais comme

A\ A est un sous-complexe simplicial, le Théoréme de la trace de Hopf implique
aussi

A(f,ANANA) + A(f, A\ A)
= AS(fSmP AN\ AN A) + AS(fImP AN A)
_ AC(fsimp,m) :A(f7m)

D’autre part, d’apres 1’axiome de cofibration du nombre de Lefschetz [4, Theo-
rem 1.1]ona

A(f,A) = A(f, A\ A) + A(f,A/(A\ A)) - 1,

ou f fait référence a 1’application induite par f sur le quotient.
Ces expressions conduisent a

Ac(f, A) = A(f,A/(A\ A)) — 1.
De la méme facon on obtient

Ac(gaé) = A(g,E/(E B)) -1

Alors, d’apres le Lemme 2.3.1 on obtient A(f, A/(A\ A)) = A(g, B/(B\ B)) et

o

donc A.(f, A) = A(g, B).
Finalement,

AC(f7A) :Ac(f,zﬁol)—i-/lc(f,Z\AﬂA),
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Ac(g, B) = Ac(g, B) + Ac(g, B\ BN B),

et ’hypothése de récurrence (la dimension de A \ A N A est inférieure a celle de A)
impliquent que A.(f, A\ AN A) = A.(g, B\ BN B) et donc

Ac(va) :Ac(g7B) O

Observation 2.4.4. Remarquons que les nouvelles conditions pour définir le nombre
de Lefschetz combinatoire sont clairement plus générales que les conditions des Dé-
finitions 1.1.2, 1.1.3 et 1.1.4. Par exemple, si on considere le disque D? comme une
boule dans C centrée en 0, ’application qui envoie le zéro sur lui-méme et z sur
|z| - % est ouverte et toutes les boules et circonférences centrées en zéro sont en-
voyés par f sur elles-mémes pendant que leurs complémentaires sont aussi envoyés
sur eux-mémes. Et, pourtant, cette application est loin d’étre un homéomorphisme.

Observation 2.4.5. Pour les applications ouvertes, le nombre de Lefschetz combina-
toire est toujours un invariant topologique. La démonstration est analogue a celle du
Théoreme 2.3.2. L’additivité est également satisfaite.

Observation 2.4.6. Comme conséquence de I’ observation précédente, on peut étendre
le Corollaire 2.3.4 aux applications ouvertes qui satisfont f(C) C C'et f(X \ C) C
X\ C.

Finalement, on a aussi un théoreme de Lefschetz du point fixe généralisé qui
généralise le Théoréme 1.3.2 et aussi [11, Theorem 3.1] lorsque 1’application est ou-
verte (pour ce dernier on emploie I’Observation 2.3.3). La démonstration est analogue
a celle du Théoreéme 1.3.2.

Théoreme 2.4.7 [2, Theorem 3.11]. Soit X un complexe simplicial, f : X — X

une application ouverte et A C X un sous-espace définissable tel que f(A) C A et
f(X\ A) C X\ A. Dans ce cas, si A(f,A)x # 0, f aun point fixe dans A.

Comme dans I’Exemple 1.3.4, le nombre de Lefschetz combinatoire donne par-
fois une meilleure approximation du nombre de points fixes que celle donnée par le
nombre de Lefschetz, méme dans des situations ol les deux nombres peuvent étre ap-
pliqués. Lorsque f est seulement une application ouverte et pas un homéomorphisme,
cet avantage continue a se produire, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 2.4.8 [2, Example 3.12]. Soit X la couronne circulaire centrée en (0,0) €
R? de la Figure 2.4.1. La ligne entre (0,0) et chaque € X définit deux points
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d’intersection avec la frontiere de la couronne. Notons p, et g, ces points (voir la
Figure 2.4.1). Pour chaque x € X il existe un ¢, € [0,1] tel que z = ¢ - p, + (1 —
ty)-qq. Soit f : X — X I’application ouverte qui envoie z sur (3 —3ty) - py + (3t —
2) - qusity €[2/3,1], sur 3ty — 1) - pz + (2 — 3ty) - gz ity € [1/3,2/3] et sur
(1 —=3ty) py+ 3ty gy sity € [0,1/3]. Uensemble des points fixes de f est composé
par trois circonférences. Toutefois, comme f est homotope a I'identité, A(f, X) =
x(X) = 0 et pourtant, méme dans un cas si évident, le théoreme du point fixe de
Lefschetz ne peut pas assurer I’existence de points fixes. Or, soit X; I’ensemble qui
résulte d’enlever un segment ouvert (p,, ¢, ) & X. Dans ce cas, I’additivité du nombre
combinatoire implique

0=A(f,X) = A(f, X1)x + A(f, (P2, 4)) x- (2.10)

Maintenant, d’apres la contractibilité du segment, on a

AL (Pay @) x + A AP2: o }) x = AL, [Prs 42]) x = A jjps o) [P G2]) = 1

et comme f n’a pas de points fixes dans I’adhérence de {p,, ¢, }, le Théoreme 2.4.7
implique A(f, {pz,qz})x = O et alors A(f, (pz,qz))x = 1. Dans ce cas, 'Equa-
tion ((2.10)) implique A(f, X1)x = —1. Soit maintenant 2’ € X \ [p,, q.] et consi-
dérons X9 = X7 \ (ps, qs). Le méme raisonnement conduit a A(f, X2) = —2. On
peut répéter ce procédé pour chaque n € N (la Figure 2.4.2 montre le cas X4) et ainsi
on voit que la suite |A(f, X,,)x| = | — n| = n nous donne une meilleure notion du
nombre de points fixes de f.

FIGURE 2.4.1 — Complexe X.
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Chapitre 3
Intégration par rapport au nombre de
Lefschetz

L’intégration par rapport a certains invariants topologiques date, au moins, des idées
de Blaschke en géométrie [10], ol I’intégration par rapport a la caractéristique d’Eu-
ler est parue par premiere fois. Cette intégration par rapport a la caractéristique
d’Euler, nommée Calcul d’Euler (ou Euler Calculus en anglais), a été ensuite ap-
pliquée dans des différents domaines des mathématiques, comme en géométrie algé-
brique [57], en théorie de faisceaux [67] ou en I’analyse [44]. Récemment, quelques
applications pratiques par rapport a la détection et le comptage d’objets par des cap-
teurs ont été aussi découvertes [7].

L’intégration par rapport au nombre de Lefschetz classique n’est pas bonne car
elle n’est pas additive (par exemple, si f envoie chaque = sur 22 A(f,[0,1]) = 1
mais A(f,{0,1}) = 2 et A(f,(0,1)) = 1). Cependant, le nombre de Lefschetz
combinatoire permettra avoir une bonne intégration par rapport aux points fixes de
I’espace (en plus, a la Section 3.3 on établira aussi une intégration qui prendra en
compte la “puissance” -I’indice- de chacun de ces points).

Dans [8] et [21], une intégration par rapport a la caractéristique d’Euler est pré-
sentée. Aussi, dans [7], quelques applications pratiques en sont obtenues. Ainsi, notre
intégration généralisera cette intégration par rapport a la caractéristique d’Euler.

Dans [55], nous avons présentée une premiere intégration par rapport au nombre
de Lefschetz combinatoire d’homéomorphismes. Cette nouvelle intégration entrai-
nera un grand intérét dans [54] ou elle nous permettra de calculer le nombre de
Lefschetz faisceau-théorique. Dans [3], deux intégrations par rapport a 1’indice de
point fixe combinatoire sont définies. La premiere généralise largement I’intégration
dans [55] et la deuxieme permet d’intégrer des fonctions réelles (et non seulement
entieres) par rapport aux points fixes (I’intégration de fonctions réelles par rapport a
la caractéristique d’Euler avait été présentée dans [8]).

A la Section 3.1, on commencera par construire 1’intégration que nous avons pré-
senté dans [55].Cependant, enconséquence du Théoréeme 2.4.3, on construira cette
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intégration non seulement pour des homéomorphismes mais aussi pour des applica-
tions ouvertes. Ensuite, a la Section 3.2, on obtiendra les applications de cette inté-
gration 2 la théorie de faisceaux. A la Section 3.3 I’intégration par rapport 2 I’indice
de point fixe combinatoire sera définie et, finalement, a la Section 3.4 une intégrale
de fonctions réelles (aussi par rapport a I’indice de point fixe combinatoire) sera aussi
présentée.

Les applications pratiques de cette intégration seront présentées au Chapitre 4.

3.1 Intégration par rapport au Nombre de Lefschetz Com-
binatoire

Dans cette section, on généralisera les résultats dans [55] pour des applications ou-
vertes. On étend aussi la regle du produit du nombre de Lefschetz combinatoire [55,
Theorem 4.6] pour des applications ouvertes et non seulement pour des homéomor-
phismes.

Observation 3.1.1. Soit f : X — X une application ouverte et soit Dy la famille de
sous-espaces définissables U C X tels que f(U) C Uet f(X \U) C X \ U. Alors
Dy est fermée sous les réunions finies, les intersections finies et les complémentaires.

Avec cette structure, on peut définir une bonne intégration sur Dy.

Définition 3.1.2. Soit X un complexe simplicial et f : X — X une application
ouverte. Considérons Uy, ..., U, C Dyetcy,...,c, € Z. On définit

/ (Cl]lUl +...+ Cn]lUn) dAf = CIA(fa UI)X +... .+ CnA(f> Un)X .
X

Aussi, on dira qu’une fonction h : X — Z est f-intégrable si h peut s’écrire comme
h = Z?Zl dj1ly;, ot les U; appartiennent a Dy et les d; sont des nombres entiers.

Théoréme 3.1.3 [55, Theorem 5.2]. L’intégrale par rapport au nombre de Lefschetz
est bien définie. De plus, elle satisfait

/th/lf:Zh/l(f,{h:k})Xv

keZ

ou{h =k} ={xe€ X :h(zx) =k}
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Démonstration. Soit g = 3 1 c;ly, = > i, d;jly;, avec U; et V; dans les condi-
tions de la Définition 3.1.2. On doit vérifier que

Y e A(fU)x =Y di- A(f,V))x -
i=1 Jj=1

Soient Wy = Ugsil < ¢ <netW;=V,_,sin+ 1< <n+ m. Considérons
maintenant une triangulation L de X compatible avec chaque W et aussi avec :

n+m

M we,
¢=1

N Wc\nﬁm We, (3.1)
G ¢c=1
n+m ntm
Nwa O we (N w) (N )
C#C2 ¢=1 (#C1 ¢=1

Or, ces espaces appartiennent a Dy et, en plus, chaque W, peut s’écrire comme
une réunion disjointe de certains d’entre eux. Notons { K, } ., les images des W et
des espaces de (3.1) par la triangulation et soient M; = {u € M : g > n+m, K, C
K;} pouri=1,...,n+m (en particulier, la famille { K, } s, établit une partition
de K;). Alors,

n n n

S A(fUNx =D e A K =3 e (30 A, k)
i=1 i=1 i=1 neM;
= 3 A K,) - < 3 Ci) :
pneM i:pu€M;

OﬁMi:{MEM:KMCKi}.
De la méme fagon, on obtient

m
>4 )x = 3 A (X d).
j=1 neM JimEM;
Maintenant, comme > ", ¢;1y, = > 7., d;1y;, on en déduit pour tout u € M,

Z c; = Z dj .

1:u€M; JiueEM;
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Par conséquent, I’intégrale par rapport au nombre de Lefschetz combinatoire est bien
définie. La deuxiéme partie de la démonstration est une vérification directe. O

Théoreme 3.1.4 [55, Theorem 4.6]. Soit f : X — X une application ouverte d’un

complexe simplicial sur lui-méme. Soient U,U1,Us C X des sous-ensembles défi-

nissables tels que U,Us C U, U £ U x Uy U gg Ui XEQ, f\U = f1 X fo

et flu = filv, X folvy, ot f1 = Uy — Uy et fo : Uy — Us sont des applica-
tions ouvertes telles que f1(Uy) C Uy, f1(U1 \U1) C Uy \ Uy, f2(Us) C Us et
f1(Ux\Uz) C Uz \ U (en particulier; si fi et fa sont des homéomorphismes tels que
U; est fr-invariant et Uy est fo-invariant, cette condition est satisfaite). Dans ce cas,

A(f,U)x = Afr, U)g; - A f2, Us) - (3.2)

Observation 3.1.5. Remarquons que U; et Us ne sont pas nécessairement des sous-
complexes simpliciaux et que A(f1,U1)g; (resp. Uz) n’a pas de sens en principe.
En vérité on fait ici un petit abus de notation, en écrivant U au lieu du complexe
simplicial par lequel on peut trianguler U d’apres le Théoréme 0.3.8.

Démonstration. Choisissons une triangulation (Y K,K,A, A, B,B ) qui est compa-
tible avec (X, U, U, Uy, Uy, Us, Uy). D’apres la commutativité du diagramme

f

K K
U f U
g g

on aK ~ A ><~§ et f = fl X fg. De la méme maniere on obtient K ~ A x B et
flk = filax folB. B B B
Remarquons que (K, K), (4, A) et (B, B) sont des triangulations de (U, U), de
(U1, Uy) et de (Us, Us), respectivement. Alors, A(f,U)x = A(f, K)z.
En conséquence il suffit de prouver que A(f, K)= = A(f1, A5 - A(f2, B)5.
Pour cela, on commencera par trianguler (K, K) avec (A x B, A x B), ce qui conduit
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A(f’ K)g = A(f’A X B)x,p = A(fl X f2aA X B) 4.5

et ensuite on démontrera que
A(f1 % fo, A% B)g, = A(f1, Az - Alf2, B)g.

En premier lieu, pour trianguler (K, K) avec (A x B, A x B), A x B doit avoir une
structure de complexe simplicial. Comme A et B sont des complexes simpliciaux, il
est possible d’ obtenir cette structure en définissant dans A x B des nouveaux sommets
correspondants aux couples des barycentres des simplexes de A et de B. En plus,
comme cette procédure respecte les sous-complexes généralisés de A et B, on obtient
que A x B, (A\ A) x B, Ax (B\ B)et (A\ A) x (B\ B) sont des sous-
complexes généralisés disjoints de A x B dont la réunion est A x B. D’ailleurs,
comme fl(Uil) C~U1, f1(U1 \Ul) cl; \Ul, fQ(UQ) C Uy gfl(UQ\UQ) C U72\ Us,
on voit que fi X fy envoie chaque ensemble parmi A x B, (A\ A) x B, Ax (B\ B)
et (A\ A) x (B\ B) et leurs complémentaires sur lui-méme. Ainsi on peut écrire

A(fi % fo, Ax B) = A(fi x fo, Ax B)z,5
+ A(fi x f2, (A\ A) x B)1,5
+ A(f1 % fo, Ax (B\ B))1,5
+ A(fi x f2, (A\ A) x (B\ B)) 1,5 -

(3.3)

En deuxiéme lieu, on peut appliquer la reégle du produit du nombre de Lefschetz
pour des produits de complexes simpliciaux (Observation 0.2.17) afin d’obtenir :

A(f~1 X fQ,Z X E) = A(fl,Z) . A(fg,g)

Remarquons maintenant qu’on peut reproduire les arguments du Théoréme 2.4.3
pour voir que f o et f2lﬂ sont des applications ouvertes. Maintenant, afin de
simplifier la notation (qui va bientdt devenir trés lourde) on n’écrira pas les res-
trictions des applicatiops dans~ le reste de la démonstration. Ainsi, A( fl X fg, C' x
D")cxp signifiera A(fl\c X fa|Ds C" x D")oxp.

Considérons maintenant, par exemple, le terme A(f; x fo, (A \ A) x B) de
I’Equation ((3.3)) (I’argument avec les autres termes est analogue). Remarquons aussi
que la dimension de (A \ A) x B est inférieure a celle de A x B. En plus, on peut
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3.1 Intégration par rapport au Nombre de Lefschetz Combinatoire

reproduire I’argument de triangulation qui a permis 1’obtention de I’Equation ((3.3))
mais appliqué cette fois a A\ A x B. Dans ce cas on a

A\AxB
+ A(f1 % fo, (AN A)\ (AN A) % B)5g 5
+ A(f1 % fa, (A\ A) x (B\B))zau5
+A(fi x fo, (A\ A)\ (A\ A)) x (B\ B))

On doit remarquer que tout cela a du sens car f1 envoie tous les ensembles A \ A4,

(A\ A)\ (A\ A) et leurs complémentaires sur eux-mémes (la preuve suit le procédé
de la démonstration du Théoreme 2.4.3).

On peut répéter cet argument jusqu’a-ce que les trois derniers termes soient de di-
mension zéro, étant donc des complexes simpliciaux auxquels on peut alors appliquer
I’Observation 0.2.17. Supposons par exemple que

(A\A)\(A\A) x B, (A\A)x (B\B) et ((A\A)\(A\A))x(B\B)

sont de dimension zéro. Dans ce cas,

A(f1, A\ A) - A(f2, B) = A(f1 % fa,(A\ A) x B)

o A\AxB
+ A(f1, (AN )\(A\A))A\A A(f2. B)g
+/1(f1’*\14), A(f2,B\ B)g

A\ (A\ A)z - AF2. B\ Bl
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Intégration par rapport au nombre de Lefschetz

Par ailleurs,

A(fi, A\ A) - A(fo, B)
AL AN Az + AL (ANA)\ (AN A)) 55

l—|

- [A<f2,B>B+ A B\ B)g

= A(fr, A\ A=y A A(f2, B)g+ (fbA\A)A\A A(f2, B\ B)g
+ A(f1, (A AN AN A7z Af2, B)g
+ A(f1, (A )\(Z\A))T A(f2, B\ B)g

Maintenant on combine les deux égalités afin d’obtenir

- A(f2,B)p
(f2, B)g

A(f1 % fa, (A\ A) X B)xaxs _A(flyA\A)
= A(f1,4\ A)

N m‘

ou la derniere égalité est conséquence de 1’Observation 1.1.5.
De cette facon, si I’on revient sur des dimensions supérieures jusqu’a atteindre
I’Equation (3.3), on obtient

A(f1, A) - A(fa, B) = A(f1 % f2, A x B)3,5 + A(f1,A\ A)z- A(f2, B)g
+ A(f1, A)x - A(f2, B\ B)g + A(f1, A\ Az - A(f2, B\ B)z ,
et, de nouveau, comme
A(f1,A)- A(f2,B) = (flaz\A)*' (f2. B)g+A(f1, A\ A)1-A(f2, B\ B)g
+ A(f1, A)yx - A(f2, B)g + Alf1, A)x - A(f2, B\ B)g,

on conclut

A(fi x fo, Ax B)g,5 = A(f1, A)5 - A(f2, B)5 - O

Exemple 3.1.6. Considérons le complexe simplicial creux de la Figure 3.1.1. Soit U
le sous-complexe généralisé qui résulte du produit des sous-complexes généralisés

Ur = {[d1], [d2], [ds], [d1, d3], [da, d3]} et Us = {[bs], [cs], [as, bs], [bs, c3], [cs, ds]}-
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Soit f : X — X une rotation de X d’axe v et le point milieu de ’aréte [as, d3].
c’est-a-dire, f est I’application simpliciale définie par

fla1) =da, f(az) =di, f(az) = d3, f(b1) = c2, f(ba) =c1, f(b3) = cs,
fle1) = b2, f(ca) = b1, f(c3) = b3, f(d1) = ag, f(d2) = a1, f(d3) = as,
fur) = wz, f(uz) = wi, f(uz) = ws, f(v1) =wva, f(v2) =v1, f(v3) = v3,
f(wr) = ug, f(wa) =u1, f(ws) = us.

Or, le sous-complexe U est f-invariant et f = f; X fo, ou f; est la réflexion par
rapport au segment d’extrémes le sommet d3 et le point milieu de ’aréte [d;, da] et
f2 est la réflexion par rapport au point médian de I’aréte [as, d3]. Plus précisément,
f1 et fo sont les applications simpliciales définies par

fi(dy) = da, fi(d2) = d1, f(d3) = ds,
fa(az) = d3, fa(b3) = c3, fa(cs) = b3, fa(d3) = as.

Calculons alors A(f,U)x, A(f1,U1)x, et A(f2,Usz)x,, ot X estle 1-complexe
constitué par 1’adhérence de U; dans X et X5 est le 1-complexe constitué par I’adhé-
rence de Us dans X.

Comme les trois applications sont simpliciales, il suffit de calculer les matrices
My(f, X))y pour p = 0,1,2 et les matrices M,(f1, X1)p, et My(fa2, X2), pour
p = 0, 1. Les calculs deviennent plus simples en regardant quels simplexes restent
fixes par les applications.

— Comme f n’a pas de sommets fixes dans U, on a My(f, X);iy = 0.

— Comme f1 n’aqu’un seul sommet fixe dans Uy (d3), ona Mo(f1, X1)|p7, = 1.

— Comme f> n’a pas de sommets fixes dans Us, on a My ( f2, X2) 1, = 0.

— Comme [b3, c3] est la seule 1-face dans U fixe par f (et I’orientation est in-

versée), on a My (f, X))y = —1.
— Comme il n’y a pas de 1-faces dans U fixes par f; (f1 fixe seulement [dy, da],
qui n’appartient pas a Uy), on a M1 (f1, X1)i7, = 0.
— Comme [b3, c3] est la seule 1-face de Us fixe par fo (et I’orientation est inver-
sée), on a Ml(fg,X2)|U2 = —1.
— Comme f n’a pas de 2-faces fixes dans U, on a Ma(f, X) = 0.
Ainsi, on obtient

— A(f,U)x =0—-(-1)+0=1.

— A(f1,U1)x, =1-0=1.

— A(fQ, UQ)X2 =0-— (—1) =1.
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Intégration par rapport au nombre de Lefschetz

et donc
A(f,U)x =1=1-1=A(f1,U1)x, - A(f2,U2)x,.

as 3

b3 b3

b, /

C1

d;

I

FIGURE 3.1.1 — Le complexe simplicial de I’Exemple 3.1.6.

L’intégrale de la Définition 3.1.2 permettra de généraliser la regle du produit du
Théoréme 3.1.4 pour obtenir un théoreme de Fubini pour les espaces fibrés trian-
gulables. Le théoreme équivalent pour la caractéristique d’Euler combinatoire a été
obtenu dans [21, Theorem 4.5].

Commencons par prouver quelques Lemmes.

Lemme 3.1.7. Soit (X, p, B) un espace fibré de fibre F' avec B un complexe simpli-
cial. Alors, pour chaque b € B, il y a un voisinage ouvert définissable B; C B de b
tel que p~1(B;) ~ Bj x F.

Démonstration. Comme X est un espace fibré, il existe un voisinage ouvert U de p
tel que p~1(U) ~ U x F. Soit Bj C U une cellule ouverte de B (en particulier un
sous-espace définissable) telle que son adhérence est contenue dans U (I’existence de
cette cellule est fourni par la normalité de B). Alors, comme X est un espace fibré,
onap !(B;j) = p~1(B;) et donc

pYB;)=~BjxF, p'(Bj)~BjxF. O

68



3.1 Intégration par rapport au Nombre de Lefschetz Combinatoire

Lemme 3.1.8 [55, Lemma 6.2]. Soit (X, p, B) un espace fibré de fibre F', avec p une
projection définissable et X, F et B des complexes simpliciaux. Soit A = p_l(Bj)

de fagon que p~1(B;) 2 B; x F et p~(B;) 2 Bj x F. Soit h : X — 7 définie
comme h = 1 4. Soitl : X — X une application ouverte telle que 1(A) C A,
I(X\NA)Cc X\ Aetllz=1id x Iy, avecly : F X F une application ouverte. Dans

ce cas,
/ hdAl :/ (/ hdA(id x lg))dx. (3.4)
X B p~1(b)

ou fX[-]dX est l'intégrale par rapport a la caractéristique d’Euler définie dans [7]
et qui est précisément l'intégrale de la Définition 3.1.2 pour f = id.

Démonstration. Le Théoreme 3.1.4 nous permet d’avoir
/ hdAl = A(l, A)x = A(id, Bj)gj - A(la, F)
X
= A(ZQ,F)/ ]lBjdX = / A(ZQ,F) -1 ]lBjdX
B B

:/ A(ZQ,F)-A(id,{b})]lBjdX:/ A(id x Iy, {b} x F)1p,dy
B B

B B \Jp=1(b)

:/B(/pl(b)hd/l(idxlz))dx 0

Observation 3.1.9. D’apres le Lemme 3.1.8, on peut formuler un théoréme de Fu-
bini pour I’intégrale par rapport au nombre de Lefschetz combinatoire. Mais avant,
remarquons que, comme B est compact (B est un complexe simplicial fini), il y a un
recouvrement fini {B;}72; ol les B; sont comme dans le Lemme 3.1.7. Ce recou-
vrement induit un recouvrement de X composé par {p~!(B;) iy
Théoreme 3.1.10 (Théoréme de Fubini, [55, Theorem 6.5]). Soir (X, p, B) un es-
pace fibré de fibre F' tel que X, B et I' sont des complexes simpliciaux et p est
une projection définissable. Soit { B; };”:1 le recouvrement de I’Observation 3.1.9.
Soit Il : X — X une application ouverte telle que l|p,17(3,) = id X Iy pour tout
J

jeA{l,...m}, only : F X F est une application ouverte (en particulier les
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Intégration par rapport au nombre de Lefschetz

p*I(Bj) seront dans D;). Dans ce cas,

/hd/ll:/ </ hd/ll)dx
X B \Jp~1(b)

pour toute fonction h : X — Z l-intégrable.

Démonstration. Comme h est I-intégrable, par définitionh = ) ; coly,,0u U, €
Dy pour tout o € I. Alors on a

hdAl = ca/]lad/ll
fy =% [ 1o

acl
- ZCO‘/ [Z]IUaﬂp‘l(Bj) - Z Lyanp=1(B)np-1(By) - - - [4A
acl XLz jk=1
:ZCQ[Z/ ]anﬂp—l(Bj)dAl
ael j=17X
i Z / ]]'Uaﬂpl(Bj)ﬁpl(Bk)dAl"’:| .
jk=17%

Maintenant, d’apres [74, Chapter 9, Theorem 1.7] et le Lemme 3.1.8, le dernier terme
peut étre écrit comme

m
o Lyrp1(8, d/ll)dx
azef [J;/B </pl(b> v )
_ Z /B (/p1(b)]anﬂp—l(Bj)mp—l(Bk)Cl/ll)dx...]

jk=1
> ey, d/ll) dx

:an/ </ ]lU&dAl>dX:/ </

ael B p=1(b) B p=t(b) acq

:/ (/ hd/ll)dx. O
B \Jp=1(b)

3.2 Applications de I’Intégrale dans la Théorie de Faisceaux

L’intégrale par rapport au nombre de Lefschetz combinatoire de la Définition 3.1.2
permet de calculer le nombre de Lefschetz faisceau-théorique. L’idée vient d’une
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correspondance entre les faisceaux f-c-constructibles et les fonctions f-intégrables.

Méme si la définition de fonction f-intégrable sera dans cette section treés si-
milaire a celle de la Définition 3.1.2, il y a une condition qui doit étre demandée
afin d’avoir un bon comportement avec les faisceaux (on doit notamment demander
quelque compacité locale). Ainsi, on introduit une nouvelle définition de fonctions f-
intégrables qui sera employée seulement dans cette section et a la Sous-section 4.1.2.
Pour éviter des confusions, on appellera ces fonctions f-constructibles au lieu de
f-intégrables. Aussi dans ces sections, on n’emploiera que des homéomorphismes
plutdt que simplement des applications ouvertes pour simplifier le travail avec les
faisceaux.

D’abord, seulement dans cette section et a la Sous-section 4.1.2, nos fonctions
constructibles auront leurs images dans N. Cela est parce que, dans ce cas, le lien
entre fonctions f-constructibles et faisceaux f-c-constructibles est plus clair. Cepen-
dant, a la Sous-section 3.2.2, on travaillera avec des fonctions constructibles a image
dans Z (mais dans ce cas ce qu’on associera a la fonction constructible sera un com-
plexe de faisceaux).

3.2.1 Fonctions N-constructibles et faisceaux constructibles

Définition 3.2.1. Soient X un complexe cellulaire définissable et f : X — X un
homéomorphisme cellulaire définissable. Une fonction h : X — N (N ={0,1,...})
est dite f-constructible s’il y a un nombre fini d’ensembles de niveau non vides
(X5t = {h=1(5) ""_o et chacun de ces ensembles de niveau est un sous-complexe
incomplet localement compact, f-invariant et définissable de X. Dans ce cas, h =
Z?Zl JLp-1(5 (ot 1j-1(;) est la fonction caractéristique de h=Y(5)) mais il y a
d’autres expressions pour h de la forme h = >%_, ¢;ly;, ol ¢; € Net les Uj
sont définissables et f-invariants. On définit

/ hdAf = / (crlyy, + .. +enly,) dAf = et A(f,Un)x + ...+ cn A(f, Un) x.
X X

Cette intégrale est bien définie d’apres le Théoreme 3.1.3 car les fonctions f-
constructibles sont un cas particulier des fonctions f-intégrables (une fois on trian-
gule le complexe cellulaire définissable X par un complexe simplicial). c’est-a-dire,
cette définition d’intégrale ne dépend pas des U; ou des c;.

Observation 3.2.2. Les faisceaux f-c-constructibles et les fonctions f-constructibles
partagent un fort lien. Un faisceau F f-c-constructible dans X dont f respecte les
composantes constantes de F définit une fonction f-intégrable A : X — N. Cette
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fonction h envoie chaque point x € X sur la dimension de la fibre F, et ses en-
sembles de niveau sont des sous-complexes incomplets localement compacts (alors
h est f-constructible). Réciproquement, étant donnée une fonction f-constructible
h : X — N, on peut définir un faisceau f-c-constructible associ€ a i. Afin d’atteindre
ce but, pour chaque j on définit le faisceau RJXJ_ comme le prolongement par zéro a X

du faisceau constant R7 sur X j (ce prolongement existe car X; est localement fermé
puisqu’il est homéomorphe a un sous-complexe incomplet localement compact). On
définit le faisceau f-c-constructible F associé a h sur X comme F = EB]‘R])(J_.

Proposition 3.2.3. Soit X un complexe cellulaire définissable et soit U C X un
sous-complexe incomplet localement compact et définissable. Soit f : X — X un
homéomorphisme cellulaire tel que U est f-invariant et soit F le faisceau constant
sur U a valeur R™. Dans ce cas, le nombre de Lefschetz faisceau-théorique de f
associé a F dans U est égal a n fois le nombre de Lefschetz combinatoire de f dans
U, (i.e.),

LC(U7 f7 ‘F) = n‘/l(f) U)X

Démonstration. Notons R, a la fois, les nombres réels et le faisceau constant a valeur
R. D’apres [29, 11, S4, Théoréme 4.12.1], on a un homomorphisme naturel

HI(U,F) = @, H(U,R).
Mais alors, le Lemme 0.4.16 implique H} (U, F) = @&, H}(U;R). On en déduit

AU, f, F) = nLc(U, f) etle Théoréme 2.1.11 garantit que le dernier terme est égal
a nA(f, U)X O

Le lemme suivant peut étre obtenu a partir de la Proposition 9.5, de I’Exemple
9.6 et de la Proposition 9.7 de [40, III].

Lemme 3.2.4. Soit F un faisceau c-constructible. On a H (X, F) = 0 pour un m
assez grand.

Le calcul du nombre de Lefschetz faisceau-théorique devient beaucoup plus simple
grace au théoreme suivant. Celui-ci constitue notre résultat principal dans [54].

Théoreme 3.2.5 (Théoréme de représentation [54, Theorem 4.3]). Soit X un com-
plexe cellulaire définissable et soit f: X — X un homéomorphisme cellulaire. Si F
est un faisceau f-c-constructible sur X tel que f respecte les composantes constantes
de F, alors

LuX.£,7) = [ haaf, (33)

X
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ot h: X — N est la fonction f-constructible associée a F. Réciproquement, si

h: X — N est une fonction f-constructible, h = ?:1 ¢jly;, son faisceau f-c-

constructible associé F satisfait | ’Equation ((3.5)).

Démonstration. Commengons par considérer Uy ,, comme I’ouvert qui consiste des
cellules ouvertes de dimension maximale dans X qui appartiennent a une composante
constante C du faisceau (remarquons que Uj, peut étre vide). Comme Uy, est
ouvert et f-invariant, on peut considérer le diagramme

—— H\(Uyp, F) —— H(X,F) —— HY(X - Uy, F) ——

r| r| r|
—— H (U1, F) — H{(X,F) —— H{(X = U1, F) — .

Par conséquent, comme les trois groupes de cohomologie deviennent nuls apres une
dimension [ assez grande, on a

Lc(Xy fa Jr) = LC(Ul,nva ]:) +LC(X - Ul,naf)-

On peut répéter I’argument avec Us ,, au lieu de Uy 5, et X — Uy, au lieu de X.
Dans ce cas, on obtient

Lc(X7 fa f) = Lc(Ul,na fa ]:) + LC(UZmI) + LC(X - Ul,n - U2,m]:)'

On peut répéter I’argument jusqu’a-ce qu’on arrive a
L(X, [, F ZL Uy [, F) + Le(X7 £, F),

et apres répéter progressivement le méme pour les cellules de dimension inférieure.
Finalement on obtient

n

=0 \j=1

Maintenant on applique le Théoréeme 3.2.3 a chaque terme du c6té droit de I’équa-
tion afin d’obtenir

n m

LC(Xa f?f) - Z ZC]A(f) Uj,Z)X )

i=0 \ j=i
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oll ¢; est la dimension du faisceau sur C}. Sil’on ajuste I’ordre des termes, I’additivité
du nombre de Lefschetz combinatoire permet d’avoir :

n

Z ch/l(f, Uii)x | = ZC]' (Z A(f, Uj,z’)X) = ch-/l(f, Cj)x-
i=0 Jj=t

=0 \ j=¢ J=t

Remarquons que [y hdAf = 77, c;A(f,Cj)x ot h = 377, ¢jlc; est la fonc-
tion f-constructible associée au faisceau f-c-constructible F. Pour la réciproque
du théoréme, remarquons que la fonction f-constructible associée au faisceau f-c-
constructible F associé a h: X — N est précisément h. O

Corollaire 3.2.6. Soit X un complexe cellulaire définissable et soit f : X — X un
homéomorphisme cellulaire. Si F est un faisceau f-c-constructible sur X tel que f

respecte les composantes constantes de F et L.(X, f, F) # 0, alors f a un point fixe
dans X.

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.2.5, on a
/ hdAf # 0,
X

oll h est la fonction f-constructible associée a F. Etant f-constructible, h admet une
expression h = Z?:l ¢;jly; et, par définition on a

q q
/th/lf = /X;cj]lujd/lf = ;Cj/l(ﬂ Uj)x # 0.

Mais cela signifie qu’il existe un j € {1,...,q} tel que A(f,Uj)x # 0. Alors,
d’apres le Théoréme 1.3.2 f doit avoir un point fixe dans U; C X. O

L’exemple suivant illustre I’emploi du Théoreme 3.2.5.

Exemple 3.2.7. Considérons comme complexe cellulaire définissable le complexe
simplicial X de la Figure 3.2.1.

Par simplicité, on prendra un faisceau F qui a déja une structure de faisceau
associé. Considérons la partition { X1, X9, X3, X4, X5} de la Figure 3.2.2.

On prend F = i1 F| & iaFo @ i3l F3 @ igFy & i5)Fs, o0 F; = R, Fp =
R4, F3 = R2, F, = R! et F5 = R3 sont des faisceaux constants.
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FIGURE 3.2.1 — Complexe X.

X3

X1 X2

X4

X5

FIGURE 3.2.2 — Elements de la partition.

Définissons maintenant I’application f. Si on pense au carré supérieur comme
[0,1] x [0, 1], on y définit f comme I’homéomorphisme qui envoie chaque (z,y) sur
(x +z(1 —z)(x — y),y). Cette application dilate les parties intermédiaires du carré
en laissant invariantes les arétes et la diagonale.

D’autre part, on peut voir le triangle du milieu comme 1’enveloppe convexe des
points (—1,0), (1,0) et (0,1) du plan. Dans ce cas, on y définit f comme I’homéo-
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morphisme qui envoie chaque (z,y) sur (—z — 2(y — (1 — x)),y) si x > 0 ou sur
((—x —xz(y — (1 4+ 2))),y) siz < 0. Cette application reflete le triangle au méme
temps que contracte I’intérieur et la base laissant fixe la ligne verticale sur (0,0).
Finalement, 1’application échangera les deux triangles de X5 entre eux. Remarquons
que F = F' et les X; seront précisément ceux de la Figure 3.2.2.

Or, si I’on veut calculer le nombre de Lefschetz faisceau-théorique L (X, f, F),
grace au Théoreme 3.2.5 on n’est pas forcé de calculer la cohomologie du faisceau
directement.

Sil’on emploie le Théoreme 3.2.5, le premier pas consiste a construire la fonction
f-constructible h associée, laquelle dans ce cas est

h:1']1X1+4']1X2+2']1X3+1']1X4+3']1X5-

Maintenant on calcule
/ hAAS = LA(f, X1)x +4A(f, X2)x +2A(f, X3)x + 1A, Xa)x +3A(f, X5)x-
X

Finalement, comme 1’identité est une approximation simpliciale de f dans le carré
et la réflexion est une approximation simpliciale de f dans le triangle du milieu, on
obtient

LC(X,f,]-"):/ hdAf =14+4—24+0+0=3.
X

3.2.2 Fonctions Z-constructibles, complexes de faisceaux et regle de Bar-
rOW.

Chaque fonction constructible a valeurs dans Z donne un complexe borné de fais-
ceaux constructibles associé. La réciproque est aussi vraie. Dans cette sous-section
on emploiera la notation de la Section 13 dans [21].

Considérons un complexe borné de faisceaux f-c-constructibles tel que f res-
pecte leurs composantes constantes, ¢’est-a-dire :

d i1 d i od i1 d
Fo=. . St L et s

Alors, si les morphismes du complexe ont un bon comportement avec f, on obtient
une fonction associée f-constructible a valeurs dans Z définie par

h(z) = (=1)'dim(H'F}),

)
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3.3 Une Intégrale par rapport a I’Indice de Point Fixe

ou les ensembles de niveau sont des sous-complexes incomplets localement com-
pacts. Mais le plus important est que réciproquement, étant donnée une de ces fonc-
tions f-constructibles a valeurs dans Z, on peut lui associer un complexe de faisceaux
f-c-constructibles F* tel que h(z) = Y,(—1)'dim(H’, F2). Il suffit de considérer
le complexe

0 >— 0 ind 0
0 —2 BncoRy® —2 @psoRY —2 0,

ol les X sont les ensembles de niveau de b (X; = h™1(j)).
Pour conclure cette section, on obtient une reégle de Barrow :

Théoreme 3.2.8 [54, Theorem 4.5]. Soit h une fonction f-constructible sur X dont
les ensembles de niveau sont des sous-complexes incomplets localement compacts.
Soient { X} ces ensembles de niveau de h. On a

/ hdAf = L.(X, f, @»ﬁ&j) — L(X, f, @KORZ).
X

Démonstration. D’apres la définition d’intégrale (Définition 3.1.2), on a

[ naAs =305 A X )x = 30 A X))+ 2T ALK )x
X JEZ. 3<0 3>0
= Z] : A(vaj)X - Z] : A(f?X—j)X
J>0 >0
= Lo(X, [, ®j20R%,) — Le(X, f, ®j<oRY]).0

3.3 Une Intégrale par rapport a I’Indice de Point Fixe

L’intégration de la Définition 3.1.2 a une limitation claire : les applications f par
rapport auxquelles on intégre doivent étre ouvertes et les fonctions f-constructibles
doivent avoir une expression h = Z}l:l djly; ot les U; sont définissables et satis-
font f(Uj) CUjet F(X\ Uj) C X\ Uj.

Afin d’affaiblir cette restriction, on peut généraliser 1’intégration par rapport au
nombre de Lefschetz a une intégration par rapport a ’indice de point fixe. Dans le
Théoreme 2.2.6 on a vu que I’indice de point fixe combinatoire généralise le nombre
de Lefschetz combinatoire. De plus, & ’heure de travailler avec 1’indice de point
fixe combinatoire il n’y a pas de restriction sur I’application et la seule condition que
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Intégration par rapport au nombre de Lefschetz

devraient satisfaire les U serait celle de ne pas avoir de points fixes de f dans @\U .
Alors, pourquoi ne pas intégrer par rapport a I’indice de point fixe ?

L’intégration par rapport a ’indice de point fixe correspond a la deuxieme par-
tie de [3]. Dans ce mémoire, on divisera les idées qui seront présentées entre cette
section, centrée sur I’intégration des fonctions f-intégrables h : X — Z et la Sec-
tion 3.4, ou les efforts seront concentrés sur I'intégration des fonctions a valeurs
réelles.

On commencera par démontrer la cohérence de la définition de I’intégrale par
rapport a I’indice de points fixes et ensuite, comme a la Section 3.1, on obtiendra
quelques bonnes propriétés de cette intégrale.

Définition 3.3.1. Soit X un complexe simplicial et f : X — X une application
continue. Une fonction h : X — Z est appelée f-intégrable par rapport a 'indice si

elle admet une expression
n
h = Z djly;,
j=i

ol f n’a pas de points fixes dans U; \ (jj pour chaque j € {1,...,n}.

Définition 3.3.2. Soient X un complexe simplicial, f : X — X une application
continue et h = Z;L:Z djly; : X — Z une fonction f-intégrable par rapport a
I’indice. On définit I’intégrale de h par rapport a Iindice de point fixe combinatoire
de f comme

/ h dlc(f) = Zdj : 2‘c()(v [ Uj)'
X j=1

On doit vérifier que cette intégrale est bien définie. La preuve est similaire a celle
du Théoreme 3.1.3.

Théoreme 3.3.3 [3, Theorem 3.3]. Soient X un complexe simplicial, f : X — X
une application continue et h = Z;L:Z dily, = > i, exly,, ou f n’a pas de points
fixes ni dans U \ Uj pourj € {1,...n} ni dans Vi, \ Vi, pour k € {1, ..., m}. Dans

ce cas,
m

D dj i X, fU) =Y en - iel X, £, V).
J=1

k=1

Démonstration. Commengons par écrire h comme une combinaison linéaire de fonc-
tions caractéristiques d’ensembles compatibles avec les U;’s et les V},’s.
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3.3 Une Intégrale par rapport a I’Indice de Point Fixe

Soit We = Uesil < ( <netWe =V, ,sin+1<¢<n+mOn
divise (U7_, U;)U(UgL, Vi) entre les sous-ensembles disjoints suivants (indexés avec
s=1,...,u):

L = nﬁm We, Lo = () Wt \nhm we, (3.7)
¢=1 (#CQ
n+m n+m
=Nwan A (N W) (N we)).
(#C2 (#Q ¢=1

Soit B la famille de sous-ensembles A C X tels que f n’a pas de points fixes
dans A\ A. Remarquons que B est fermée par rapport aux intersections finies et aux
complémentaires, alors les éléments dans ((3.7)) appartiennent & 5. D’ailleurs si ’on

écrit
Nj:{Se{l,...,M}:LsCUj}a
Mp={se{l,...,u} : Ls C Vi}

et ’on applique 1’axiome d’additivité de 1’indice de point fixe combinatoire (Théo-
réeme 2.2.5) on obtient :

S djie(X, £,U5) Zd > ie(X, £, Ls)

Jj=i j=1 sEN;
o
=YKL Y =Y L) Y o
s=1 JisEN; s=1 k:s€ M
m m
=Y en Y ielX fLs) = Y ex-io(X, [, Vi),
k=1 SEM, k=1
ol la troisieme égalité est conséquence de ). cn. dj = D jisen, €k POUr 5 =
1,..., u (et cela est en méme temps conséquence de Z;L:Z d; 1y, = ZZL:Z exly,).

O
Maintenant on présente quelques bonnes propriétés satisfaites par cette intégrale.

Théoreme 3.3.4 [3, Theorem 3.4]. Soient X un complexe simplicial, f : X — X
une application continue et h : X — 7 une fonction f-intégrable par rapport a
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lindice. Dans ce cas,

/Xh dic(f) =Y p-ic(X, f,{h=p}),

PEL
ou{h =k} ={xreX:h(z)=k}

Démonstration. Comme la famille B du Théoreme 3.3.3 est aussi fermée par rapport
aux réunions finies, le résultat est conséquence de I’axiome d’additivité de 1’indice
de point fixe combinatoire (Théoréme 2.2.5) et de

I
Zd (X 105 =YX, £ L) Y d
s=1

Jj:s€N;
(voir Théoreme 3.3.3). ]

Comme dans le cas de I’intégrale par rapport au nombre de Lefschetz combi-
natoire, avec I’indice de point fixe on peut aussi obtenir une sorte de Théoreme de
Fubini.

Commencons par généraliser la régle du produit de I’indice de point fixe (Théo-
reme 0.2.15)

Théoreme 3.3.5 (Regle du produit de I’indice de point fixe combinatoire [3, Theorem
3.5]). Soient X1, Xo des complexes simpliciaux, fi1 : X1 — X1, fo : Xo — Xo des
applications continues et A1 C X1, Ay C Xy des sous-espaces tels que f1 n’a pas
de points fixes dans A7 \ A et f2 n’a pas de points fixes dans As \ As. Alors,

ic(X1 % Xo, f1 X f2, A1 X Ag) = i.(X1, f1, A1) - ie(X2, f2, A2).

Démonstration. Le théoréme est conséquence de la régle du produit de I'indice de
point fixe (Théoréme 0.2.15). Remarquons d’abord que, comme f1 n’a pas de points
fixes dans A; \ A; et fo n’a pas de points fixes dans A3 \ Ay, I'application fi x fo
n’aura pas de points fixes dans A; x As \ (A; x Ag). Si I’on applique le Théo-
reme 0.2.15, on obtient

io(X1 X X, fi X fa, A1 X Ao) = i(X1 X Xa, fi X fa, (A1 X A3))

= i(X1 % Xo, f1 X fo, A1 x Ao) = i(X1, f1, A1) - i(Xa, fo, As)
= ic(X1, f1, A1) - ic(Xo, f2, A2).00
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Finalement nous généralisons le Lemme 3.1.8.

Théoréme 3.3.6 [3, Theorem 3.6]. Soit (X, p, B) un espace fibré de fibre F, ou p
est définissable et X, B et F sont des complexes simpliciaux. Soit B' C B un sous-

espace définissable tel que, avec la notation A = p~'(B'), ona A AB xFet
AL B xF Définissons h : X — Z comme h = 1,4 et soitl : X — X une
application telle que ZIZ =1y xlpavecly : B — B'etly : ' — F. Supposons

aussi que 1y n’a pas de points fixes dans B’ \ B (et alors I n’a pas de point fixes dans
A\ A). Dans ce cas,

/Xh dio(l) = /B (/pl(b) h dio(id x 12)> dio(lh).

Démonstration. On divise la preuve en deux cas. Si [ n’a pas de point fixes dans
A alors, d’apres le Corollaire 2.2.4 les deux termes sont nuls. S’il y a des points
fixes dans A, prenons B” C B’ tel que tous les points fixes de /; dans B’ sont dans
(B")° (et alors les points fixes de ! dans A sont tous dans (p~'(B”))°) et tel que

l(p~Y(B")) C A.
Considérons maintenant une triangulation (Y W, W, V') compatible avec

(X,p~1(B'),p " (B"),p " (B")).
Par définition, on a
/ T4 dzc(l) = ic(Xalapil(B/))'
X

Or, compte tenu de I’axiome d’additivité de I’indice de point fixe combinatoire (Théo-
réme 2.2.5) on peut conclure que le dernier terme est égal & i.(X, I, p~*(B")). Main-
tenant on a

io(X, 1, p~ (B")) = i(X,1,p~1(B")) = i(Y,1,V),

ol [ est I’application induite par [ dans la triangulation. Mais [65, Theorem 2.5] et [65,
Corollary 7.2] impliquent

i(Y,I,V)=i(B' x F,ly x l,(B" x F)) = i(B', 1, B") - i(F, 5, F),

ou la derniere égalité est conséquence du Théoreme 3.3.5. Finalement, si 1’on prend
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by € B”, on obtient
i(B',ly,B") - i(F,ls, F) = io(B', 1y, B") - ic(F, Iy, F)

:iC(B’,ll,B”)-/ ]lpdic(lg):iC(B’,ll,B”)-/_l L1y diclid x 1)
F p~1(bo)

1(B") dlc(ld X ZQ)) dlc(ll)

(B dlc<ld X l2)> dlc(ll)

[
/p 1y T dielid x l2)> die(h) +0
Jrow®

]lA\p 1(B") dic(id X lg)) dic(ll)

P~
/ h di(id x zg)> die(l).0
p=1(b)

3.4 Une Intégrale de Fonctions Réelles par rapport a I’En-
semble des Points Fixes

Dans [8], sont introduits les concepts de somme inférieure et supérieure de Riemann
pour une fonction réelle h définie sur un complexe simplicial X par rapport a la
caractéristique d’Euler.

Le propos de cette sous-section est I’introduction des concepts de somme infé-
rieure et supérieure de Riemann pour des fonctions réelles définies sur des complexes
simpliciaux “par rapport aux point fixes” d’une application f : X — X, ce qui cor-
respond avec la derniere partie de [3].

Comme premiere idée, on pourrait essayer d’intégrer ce genre de fonctions par
rapport au nombre de Lefschetz combinatoire d’une application ouverte. Malheu-
reusement, lorsqu’on prend des partitions de plus en plus fines d’un intervalle, f
devrait toujours envoyer les images réciproques par h de ces éléments de la partition
sur elles-mémes et envoyer les complémentaires de ces images réciproques aussi sur
eux-mémes. Mais cela entraine une trés grande restriction sur 1’application f.
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Afin de résoudre ce probléme, on emploiera une intégration par rapport a I’indice
de point fixe. D’ailleurs, avec cette intégration, on pourra intégrer par rapport aux
applications continues f en général et non seulement par rapport a celles qui son
ouvertes.

On commence par introduire deux définitions.

Définition 3.4.1. Soit X un complexe simplicial et soit f : X — X une application
continue. On dit que f est indice-stricte si on a I’une des propriétés suivantes :
— Pour tous les sous-espaces ouverts U C X tels que f n’a pas de points fixes
dans U\ U, i(X, f,U) >0
— Pour tous les sous-espaces ouverts U C X tels que f n’a pas de points fixes
dans U\ U, i(X, f,U) <0

Définition 3.4.2. Soit X un complexe simplicial et soit f : X — X une application
indice-stricte. Une fonction i : X — R est appelée f-intégrable réelle si elle satisfait
les propriétés suivantes :
— Pour tout nombre rationnel p € Q, f n’a pas de points fixes dans h=1(p).
— Pour toute couple (p,q) de nombres rationnels (avec p < ¢) f n’a pas de
points fixes dans h=L((p, ¢)) \ h~ (( q)).
— la fonction A est bornée.

Les fonctions f-intégrables réelles sont plutdt fréquentes. En fait, les fonctions
continues sont f-intégrables réelles si f n’a pas de points fixes dans les images réci-
proques par h des rationnels.

Lemme 3.4.3. Une fonction continue h : X — R telle que f n’a pas de points fixes
dans h='(p) pour tout p € Q est f-intégrable réelle.

Démonstration. Comme X est compact et la fonction A est continue, alors la fonction
h est bornée. Considérons maintenant p, q € Q (p < @). On doit vérifier que f n’a
pas de points fixes dans h=1(p, q) \ h~ ( q). Or,

((p,a)) \ b1 ((p, @) = k= H((p, @) \ b (P @) € B ([ a)) \ (02 q))
=h"'({p.a}) = '({p}) UL {a}).

En conséquence, comme f n’a pas de points fixes dans h~ ({p}) et dans h=1({q}),
elle n’aura pas de points fixes non plus dans h=1(p, q) \ h~ ( q).
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Définition 3.4.4. Soient X un complexe simplicial, f : X — X une application
indice-stricte et A : X — R une fonction f-intégrable réelle. On définit la somme de
Riemann inférieure par rapport a 'indice de point fixe combinatoire comme

' = lim 1 n i
[ plaicth) =t [ 1270 dicts), (3.8)

ou |-| est la fonction partie entiere inférieure. Parallélement, on définit la somme de
Riemann supérieure par rapport a indice de point fixe combinatoire comme

1

[ p i =t [ 200 dict), 69

o [-] est la fonction partie entiere supérieure.

Comme dans [8], les sommes inférieure et supérieure peuvent &tre différentes.
Cependant, on peut prouver que ces sommes sont convergentes.

Théoreme 3.4.5 [3, Theorem 4.6]. Soient X un complexe simplicial, f : X — X
une application indice-stricte et h : X — R une fonction f-intégrable réelle. Dans
ce cas, les limites des Equations ((3.8)) et ((3.9)) existent.

Démonstration. On montrera la convergence de la somme inférieure. Soient M, et
M5 les bornes entieres inférieure et supérieure de h respectivement (rappelons-nous
que la fonction & est bornée car elle est f-intégrable réelle). On a

1 . My 27—1 I ‘ , I I+ 1
D XL2"thzc(f)—m;41;(erQn)‘zc(X,f,h ((m+ gom+ )

(comme f n’a pas de points fixes dans les images réciproques des nombres rationnels,
onaic(X, f,h7 m+ ge,m+ 5)) = io(X, f,h7 (m + o7, m+ HEL)).
Comme f est indice-stricte, supposons par exemple que ¢(X, f, U) > 0 pour tous

les ouverts U C X tels que f n’a pas de points fixes dans U \ U. Comme conséquence
de cette positivité et de I’axiome d’additivité de I’indice de point fixe combinatoire
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(Théoreme 2.2.5) on a

l [+1

l
(m+27n)7’6(X7f7h71((m+277m+ on )))
l [ l
— (m—l— 27) . (iC(X,f,h_l((m—i- 27,m+ 27 + #)))

l 1 I+1
. -1
+ic(X, f,h (m+ o + gmm+ o5 )))>

< (m+QLH).ic(X,f,h—l((m+2in,m+2in+ﬁ)))

+ (m+ QLR + ﬁ) e (X, fo T ((m+ 2% + Jﬁ,m-l- l%l)))
- <m+2,%)-ic(X,f,h—1<<m+23%17m+22%1>>>

+ (m + 221%11) Cie(X, R (m+ 22lnt11’m + 2217:%12)))

pourtousn,l € {1,...,2" — 1} etm € {M,..., Ma}.
Mais dans ce cas, la suite 5 [ [2"h] di.(f) est croissante et bornée par

Mo

> (m+1)-ie(X, £,h7H ((mym + 1)),

m=M-

On en déduit qu’elle est convergente. Si I’indice (X, f, ) aurait été toujours négatif,
la suite serait décroissante et elle aurait une borne inférieure. O

Finissons ce chapitre par montrer que ces sommes de Riemann sont cohérentes
avec les changements de systeémes de cordonnées. D’abord, on présente un lemme
qui est une conséquence de 1’axiome de commutativité de 1’indice de point fixe (Dé-
finition 0.2.10).

Lemme 3.4.6. Soient X et Y des complexes simpliciaux, f : X — X une applica-
tion continue, g : X — Y un homéomorphisme et A C X un sous-ensemble ouvert
tel que f n’a pas de points fixes dans A\ A. Dans ce cas,

i(X, f,A)=1i(Y,go fog ' g(A)).

Finalement, le résultat suivant généralise [8, Lemma 2].
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Proposition 3.4.7. Soient X et Y des complexes simpliciaux, f : X — X une
application indice-stricte, h : X — R une fonction f-intégrable réelleet g : X —'Y
un homéomorphisme. On a :

[ nlaicn) = [ hoglaidgesog)
X Y

et

[ i = [ hogtaidgerog
X Y
Démonstration. D’apres le Lemme 3.4.6 on a

2 g dio(f) = — /Y 2%ho g™ didgo fog™)

2 [y on

pour tout n € N (pour les sommes de Riemann supérieures c’est analogue). Le résul-
tat devient donc une conséquence de la Définition 3.4.4. O
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Chapitre 4
Autres Applications

Finalement, dans ce chapitre, on obtiendra les conséquences principales du nombre
de Lefschetz combinatoire au-dela du Théoreme 1.3.2.

La premiere conséquence que nous obtenons c’est une nouvelle vision axio-
matique du nombre de Lefschetz. Comme 1’on expliquera dans la Section 4.1, ces
formulations axiomatiques des invariants topologiques employés dans la théorie des
points fixes sont trés importantes dans la celle-ci, et le nombre de Lefschetz combina-
toire fournit un ensemble d’axiomes pour le nombre de Lefschetz faisceau-théorique
(Sous-section 4.1.2) et un nouvel ensemble d’axiomes pour le nombre de Lefschetz
des homéomorphismes (Section 4.1.3). Aussi, le propre nombre de Lefschetz combi-
natoire admet un ensemble d’axiomes (Section 4.1.1).

Tous ces axiomes, importants par eux-mémes, ouvriront le chemin d’une nou-
velle voie pour calculer le nombre de Lefschetz de certains homéomorphismes et
applications ouvertes. Dans la Section 4.2, on présentera avec beaucoup d’exemples
des tactiques de calcul innovantes oul le nombre de Lefschetz combinatoire (et sur-
tout son invariance topologique) jouera un role principal en généralisant les idées de
la Sous-section 4.1.3. Ainsi, on verra qu’une idée aussi simple que celle de construire
un ‘“nouveau nombre de Lefschetz” additif et invariant topologique (c’est-a-dire, le
nombre de Lefschetz combinatoire) nous permettra d’avoir dorénavant un nouvel ou-
til pour calculer le nombre de Lefschetz (et parfois simplement pour écarter la valeur
z€ro et ainsi pouvoir garantir I’existence de points fixes) qui devra toujours étre consi-
déré a I’heure de faire face a un calcul non trivial.

Par ailleurs, cette nouvelle tactique de calcul, de nouveau, importante par elle-
méme, aura une application encore plus précieuse : fournir des théorémes de point
fixe pour des espaces non bornés. Dans [17], Brown raconte I’histoire de quelques
problémes classiques de la théorie des points fixes qui sont encore ouverts. Un parmi
eux consiste a “trouver un théoréme du point fixe pour tous les fonctions analytique-
ment importantes définies sur des ANR”. On donnera les détails dans la Section 4.5,
mais 1’existence de bornes pour I’indice de point fixe permettra d’établir des nou-
veaux théoremes de point fixe dans des espaces non bornés ol I’invariance topo-
logique du nombre de Lefschetz combinatoire sera la clé pour la fonctionnalité de
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ces résultats. Aussi, dans cette section on exposera I’application de cette procédure
lorsque elle est réalisée a 1’envers, c’est-a-dire, comment le nombre de Lefschetz
combinatoire permet de trouver des contre-exemples d’espaces ou 1’indice de point
fixe n’admet pas certaines bornes.

Finalement, dans ce chapitre, on consacrera deux sections pour présenter deux
résultats tres brefs mais pas du tout secondaires. Dans la Section 4.3, on généralisera
apres soixante-dix ans, le résultat classique [65] d’invariance topologique de I’indice
de point fixe. D’autre part, dans la Section 4.4 on décrira une application pratique de
I’intégration par rapport du nombre de Lefschetz combinatoire, laquelle, méme si elle
ne peut pas étre comparée en intérét aux autres applications de ce chapitre, a quand
méme quelque importance car elle a été I’une des raisons pour lesquelles le nombre
de Lefschetz combinatoire est né.

4.1 Axiomes

L’ étude de formulations axiomatiques d’invariants employés dans la théorie des points
fixes est fondamentale dans celle-ci. Un exemple des applications de cette étude est
dans [4], ou les axiomes du nombre de Lefschetz permettent de démontrer d’une
maniere tres claire le lien entre celui-ci et ’indice de point fixe (propriété de norma-
lisation).

Historiquement, deux formulations axiomatiques de la caractéristique d’Euler ont
été étudiées dans les années 60 [75], [76]. Les axiomes de I’indice de point fixe
remontent aussi a cette époque [16], [22], [25], [65]. Cependant, pour le reste des
invariants employés dans la théorie des points fixes, on a dii attendre jusqu’a I’ap-
parition d’un ensembles de 4 axiomes pour le nombre de Lefschetz dans [4] pour
commencer une course qui continue aujourd’hui a étre ouverte (jusqu’a aujourd’hui
on connait différents ensembles d’axiomes pour la trace de Reidemeister, le nombre
de Lefschetz équivariant, I’indice de coincidence ou 'indice de point fixe pour des
applications n-valuées [31], [32], [69], [70]). L’apparition d’axiomes différents de
ceux qui sont déja connus est aussi importante, comme on peut le voir avec les diffé-
rentes ensembles d’axiomes qui existent concernant I’indice de point fixe.

L’une des conséquences principales de cette these est 1’obtention de certaines
nouvelles formulations axiomatiques pour le nombre de Lefschetz en employant le
nombre de Lefschetz combinatoire. Ces résultats on été obtenus dans [2], [3] et [54].
Ces résultats peuvent étre classés dans trois groupes : axiomes pour le nombre de Lef-
schetz faisceau-théorique, de nouveaux axiomes pour le nombre de Lefschetz d’ho-
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méomorphismes et évidemment, des axiomes pour le nombre de Lefschetz combina-
toire. Ces axiomes sont présentés respectivement dans les Sous-sections 4.1.2, 4.1.3
et4.1.1.

4.1.1 Axiomes pour le nombre de Lefschetz combinatoire

Dans [3] un ensemble d’axiomes pour le nombre de Lefschetz combinatoire d’ho-
méomorphismes est présenté. L’idée est que le nombre de Lefschetz combinatoire est
le seul invariant qui peut étre déduit du nombre de Lefschetz satisfaisant la propriété
d’additivité. Dans cette Sous-section, on généralisera ces axiomes pour les applica-
tions ouvertes.

Les axiomes du nombre de Lefschetz combinatoire dans [3] employaient une
famille semblable a la famille C de la Définition 2.2.2, ou les applications étaient
des homéomorphismes. Maintenant comme on étend ces axiomes aux applications
ouvertes, on doit définir une nouvelle famille C’.

Soit D’ 1a famille de triplets (X, f, U), ot X est un espace compact définissable,
f + X — X estune application ouverte et U C X est un sous-espace définissable de
Xtelque f(U)cUet f(X\U) C X\U.

Définition 4.1.1. On dira que deux triplets (X, f,U) et (Y, g, V') de D’ appartiennent
a la méme classe d’application ouverte s’il existe un homéomorphisme h : X — Y
tel que hyyy : U — V est un homéomorphisme et le diagramme

x L. x
hl lh
y 25y

est commutatif. Les classes d’applications ouvertes déterminent une relation d’équi-
valence sur D’. On note C’, le quotient de D’ par cette relation.

Théoreme 4.1.2. [ [3, Theorem 2.4]] Le nombre de Lefschetz combinatoire est le seul
opérateur \ entre C' et les nombres entiers qui satisfait les deux axiomes suivants :

1. Si U est compact, \(X, f,U) = A(fiv)-
2. SiU,V C X sont disjoints, alors

AX, [, UUV) = MX, FU) +AMX V).

89



Autres Applications

Démonstration. Le nombre de Lefschetz combinatoire satisfait les deux axiomes (le
premier est conséquence de la définition et du Théoreme de la trace de Hopf et le
deuxieme est I’Observation 2.4.5).

Soit (X, f,U) C C’. On doit vérifier que si 'opérateur \ : C' — Z satisfait
ces axiomes, la seule possibilité est d’avoir A(X, f,U) = A(U, f)x. Soit (Y, g, K)
un représentant de la classe de (X, f,U) dans C’, avec Y un complexe simplicial et
K un sous-complexe généralisé (I’existence de ce représentant est conséquence du
Théoréme 0.3.8). Par I’argument de la démonstration du Théoréme 2.4.3, les triplets
(Y,9,K), (Y,g,K \ K),... appartiendront aussi a C’.

Comme ) satisfait le deuxieme axiome on a :

MY, 9, K) =AY, 9,K)+ A\(Y,9,K \ K),

AY, g, K\

) =AY, g, K\ K) + (Y, g, (K\ K))\ (K\ K)),

AY, g, (BNE)\(K\K)) =...,

=

=

En premier lieu, remarquons que, comme A satisfait aussi le premier axiome, le terme
a gauche dans chacune de ces égalités correspond au nombre de Lefschetz, (i.e.) :

=
—
=
—
=
—
=
Il

Remarquons en deuxiéme lieu que, a chaque étape, la dimension du dernier terme
du c6té droit descend au moins de 1 et par conséquent, si la dimension de K est
m, apres au plus m étapes 1’espace du dernier terme de la m-eme égalité sera une
réunion finie de points ou I’ensemble vide. Comme ces deux options sont compactes,
A doit y correspondre avec le nombre de Lefschetz. Finalement, comme le nombre
de Lefschetz combinatoire satisfait aussi ces deux axiomes, les mémes égalités sont
vraies si I’on y écrit le nombre de Lefschetz combinatoire au lieu de A. Dans ce cas,
I’égalité entre A et le nombre de Lefschetz combinatoire est obtenue en revenant sur
des dimensions supérieures. O

920



4.1 Axiomes

4.1.2 Axiomes pour le nombre de Lefschetz faisceau-théorique

Dans [54], on a caractérisé le nombre de Lefschetz faisceau-théorique pour les
homéomorphismes cellulaires f : X — X et les faisceaux f-c-constructibles. L’idée
vient de donner un axiome de cofibration et un axiome de valeur initiale dans les bou-
quets de spheres de la méme dimension. Dans [4] les axiomes de commutativité de
d’homotopie étaient employés pour étendre 1I’axiome de valeur initiale (initialement
donné pour les bouquets de circonférences) aux bouquets de spheres de la méme di-
mension. Aussi, I’axiome d’homotopie était employé pour passer d’une application
continue a une approximation cellulaire de cette application. Dans notre cas, comme
nos applications sont déja cellulaires et notre axiome de valeur initiale est appliqué
sur le bouquet de spheres de la méme dimension, il est logique de pouvoir enlever les
autres deux axiomes. Finalement on doit mentionner que le théoréme de représenta-
tion (Théoréme 3.2.5) est clé a I’heure de fournir une valeur initiale calculable. Dans
cette sous-section, afin de simplifier la notation, on notera le complémentaire avec
X — Aaulieude X \ A.

Commencons alors par introduire la famille avec laquelle on va travailler.

Définition 4.1.3. Soit C” la famille de triplets (X, f, F) ot X est un complexe cel-
lulaire définissable et connexe et F est un faisceau sur X f-c-constructible pour un
homéomorphisme cellulaire f qui respecte les composantes connexes de F.

Théoreme 4.1.4 [54, Theorem 5.2]. Le nombre de Lefschetz faisceau-théorique est
le seul opérateur entre C" et 7. qui satisfait les axiomes suivants :
1. (Axiome de cofibration). Soit (X, f, F) € C". Si A C X est un sous-complexe

connexe, f-invariant et définissable, A = X = X /A est la suite de la cofi-
bration et, s’il y a un diagramme commutatif :

A—s X — X/A

I

A— X —— X/A

alors
Lo(X, f, F) = Le(X/A, f,mF) + Le(A, ', F) =,
ou f' est la restriction de f a A et r est la dimension du faisceau (7T*]:)|A/A.

2. (Axiome du bouquet de spheres) Si X est homéomorphe a un bouquet fini de
n-sphéres ou a un complexe de dimension 0 ou 1, F est un faisceau qui est
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f-c-constructible et f est un homéomorphisme cellulaire qui respecte les com-
posantes constantes de JF, alors

Lo(X, . F) = / hdAf,

X

ou h est la fonction constructible associé au faisceau.

Démonstration. Commencgons par la vérification des axiomes par le nombre de Lef-
schetz faisceau-théorique. En premier lieu, comme A est un sous-complexe cellulaire
définissable de X (en particulier il est fermé, localement compact et avec un squelette
définissable dans chaque dimension) et est aussi f-invariant, F sera aussi un faisceau
f-c-constructible sur A. De plus, comme X — A est aussi localement compact (il
est ouvert dans un espace localement compact) et f-invariant, on peut considérer le
diagramme suivant, ol les lignes sont exactes et les fleches verticales sont induites

par f.
0+ HN(X -AF)» H(X,F) » H(AF) > H(X - A F) - ...

l | | !

0+ HN(X-AF)» H(X,F) » H(AF) > H(X - A F) - ...

par conséquent, comme les trois groupes de cohomologie deviennent nuls a partir
d’une dimension n assez grande, on a

(D' HAX, F)) = Y (~D'(f H(X —AF) @)

i

+ Z(—l)itr(f*, Hi(A,F)).

Or, si I’on prend le quotient 7 : X — X/A, on peut considérer I'image directe du
faisceau F par 7 (Définition 0.4.6). Comme A est définissable, d’apres [74, Chap-
ter 10, 2.4] on peut assumer que 1’application quotient et I’espace qui résulte de ce
quotient par A sont définissables. Comme A/A est aussi définissable (d’apres la dé-
finition de structure o-minimale) alors X/A — A/A sera définissable. Maintenant,
comme (X/A — A/A, m,F) est isomorphe a (X — A, F), on peut garantir 1’exis-
tence d’une partition définissable du complexe cellulaire X /A consistant du point
A/A et de la partition induite par la partition définissable de X — A et telle que le
faisceau est constant sur les composantes connexes de chaque élément de la parti-
tion. Dans ce cas on a que 7,F est un faisceau f-c-constructible sur X /A (et aussi
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sur X/A—A/Aetsur A/A). D ailleurs, comme A/A est fermé dans X /A on obtient
le diagramme commutatif suivante (avec colonnes exactes) :

0 0
{ {
HY(X/A - AJA, 7. F) —— HY(X/A— AJA, 7. F)
{ {
HY(X/A, 7o F) ——————— HY(X/A, 7,.F)
{ {
HY(AJA, 7. F) ————— HY(AJA, 7,.F)

{ {
HNX/A— AJA, 7w, F) — HNX/A— AJA, 7, F)
1 1
HNX/A 7 F) —————— HYX/A, m.F)

1 1
0 0
1 1
H2(X/A - AJA, 7, F) —— H2(X/A - AJA, 7. F)
1 1
H2(X/A 7, F) —————— H2(X/A, m.F)

1 1
0 0
hd hd

On voit que, pour n > 1,
HI(X/A—AJA, mF) ~ H (X/A, 7. F). 4.2)
Aussi, si 1’on prend les premieres lignes du diagramme on obtient

tr(f*, HY(X/A — AJA, 7. F)) — te(f*, HY(X/A — AJA, 7. F))
= tr(f*, HY(X/A, m.F)) — tr(f*, HN(X/A, 7. F)) — tr(f*, HY(AJA, 7. F)).

Avec cela et I’Equation ((4.2)), on peut remplacer les termes de I’Equation ((4.1)) et
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obtenir

Z(— )'tr(f*, Hi(X, F))
_Z Yitr(f*, Hi(X — A, F)) +Z )'tr(f*, Hi(A, F))

_Z Yitr(f*, HA(X/A, 7 F)) + te(f*, H(X — A, F))
i>1

—tr(f*, HY (X — A, F)) — te(f*, H(A/A, 7. F) +Z )'tr(f*, Ho(A, F))
—Z Yitr(f*, HA(X /A, . F)) — tr(f*, HY(AJA, 7. F))+

Z(— )'te(f*, HI(A, F))
_Z )'tr(f*, Hy(X /A, w0 F)) — dim((mF) 4/4)

+ Z )'tr(f*, Ho(A, F)).

Alors, le nombre de Lefschetz faisceau-théorique satisfait 1’axiome de cofibra-
tion.

En plus, le nombre de Lefschetz faisceau-théorique satisfait I’ Axiome du bouquet
de spheres d’apres le Théoreme 3.2.5.

Voyons maintenant que le nombre de Lefschetz est le seul opérateur A entre C”
et Z qui satisfait ces deux axiomes.

On emploie un argument de récurrence sur la dimension de X. Si la dimension
de X est 1, ou si X est un bouquet de spheres, on emploie le deuxieme axiome.
Dans autre cas, soit (X, f, F) un élément de C”, avec X un complexe cellulaire de
dimension n. Considérons le diagramme suivant

(n=1) X X/xn=b
fl fl 7|
=D 5 X —— X/X(0-1),
Par I’axiome de cofibration on obtient

X, f,F) = MX/XODF o F) + XY fLF) -
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D’autre part on a aussi
Lo(X, f,F) = Lo(X/ X"V F o F) + L(X"D f F) — .

Par récurrence on a A(X (=1 f/ F) = A (X "=V f F). D ailleurs, X/ X" est
définissable et homéomorphe a un bouquet de spheres par un homéomorphisme qui
envoie des cellules a cellules. Alors, I’axiome du bouquet de spheres implique

MX/X0DF m F) = Al X/ X0, fom F).

Finalement on obtient \(X, f, F) = L.(X, f, F). O

4.1.3 Nouveaux Axiomes pour le Nombre de Lefschetz

L’une des applications de I’invariance topologique du nombre de Lefschetz com-
binatoire est I’obtention d’un nouvel ensemble d’axiomes pour le nombre de Lef-
schetz. Notamment, dans le langage de [4], I’axiome de cofibration pour les applica-
tions ouvertes et 1’axiome du bouquet de circonférences pour des homéomorphismes
peuvent étre déduits de I’invariance topologique du nombre de Lefschetz combina-
toire.

Commencons par voir 1’axiome de cofibration.

Théoreme 4.1.5 [2, Theorem 4.1]. Soit X un complexe simplicial, f : X — X
une application ouverte et A C X un sous-complexe simplicial (en particulier, dé-
finissable) tel que f(A) = A (dans ce cas, f(A) C A ne va pas étre suffisant) et
f(X\ A) C X\ A. Alors, U'invariance topologique du nombre de Lefschetz combi-
natoire implique

= X
Démonstration. D’apres 1’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire, on a

A(fla, A) + A(f, X\ A)x,

ol la derniere égalité est conséquence de 1’Observation 1.1.5 (puisque A est fermé).
Comme f est une application ouverte, f(A) = Aet f(X \ A) C X\ A, il est
facile de voir que f : & — X est aussi ouverte, f({[A]}) = {[A]} ([4] est la classe

de A dans 5p) et f(5\ {[A]}) € 5\ {[4]}.

95



Autres Applications

De nouveau, I’additivité implique

AR5 = 4G )y = A B

L+ A2\ (A

<
|
=
sl
—~
=
-
e
+
B
—~
ol
|
/
—~
=
=
e
1

s

Mais I’invariance topologique du nombre de Lefschetz combinatoire nous donne

~ X
A(f, 7 AN x = A(f, X\ A)x,
et alors I’Equation ((4.3)) devient
A(f, X) = A(fia, )+ A )~ 1

O]

Lorsque I’application f est un homéomorphisme et non seulement une appli-
cation ouverte, I’axiome du bouquet de cercles dans [4] peut aussi €tre déduit de
I’invariance topologique du nombre de Lefschetz combinatoire. Plus précisément, si

vk al k¢l 5 : . al 1 ) S
[ VioS; — V{1 S est un homéomorphisme et f; : S; — S; est I'application
pj o f oij (avec i; : S} — \/2?215’]1 I’inclusion et p; : \/?:15’; — S} la pro-
jection), I’invariance topologique du nombre de Lefschetz combinatoire impliquera
A(f, \/;?:15]1») = 1 — (degfi + ... + degf). On donne I'idée d’un argument par
récurrence.

Idée 4.1.6 [2, Idea 4.2]. Premier cas : Un cercle. Etant donné un homéomorphisme
f: St — S [72, Lemma 2.7.4] fournit un homéomorphisme pointé homotope 2 f.
Alors, a homotopie pres, on peut assumer que les homéomorphismes de la circonfé-
rence ont un point fixe p. En fait, on peut assumer que chaque homéomorphisme f
de la circonférence est homotope a id ou a id ! car deg(f) = 1 ou deg(f) = —1.
Dans ce cas, ’axiome du bouquet de circonférences implique que le nombre de Lef-
schetz doit étre 0 ou 2. Cependant, on peut obtenir le méme résultat sans employer
cet axiome grace a I’invariance du nombre de Lefschetz combinatoire.

Supposons, par exemple, que f est I’identité (1’autre cas est analogue). D apres
1’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire, on a

A(id, ST = A(id, S* \ {p}) g1 + A(id, p) = A(id, S*\ {p}) g1 + 1.
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Or, S'\ {p} est homéomorphe a I’intervalle (0, 1) (et Iidentité dans I’intervalle
ouvert peut &tre prolongée en I’identité sur I’intervalle fermé [0, 1]). Dans ce cas,
I’invariance topologique du nombre de Lefschetz combinatoire implique A(id, S \

{p})s1 = A(id, (0,1))[,1)- Mais
= A(idv [07 1]) = A(id7 (0, 1))[071] + A(id, {0, 1})[0’1} = A(id7 (07 1))[071] + 2,

(ou la premiere égalité est conséquence de la connexité simple de I’intervalle). Ainsi,
on obtient A(id, S* \ {p})s1 = —1etalors A(id, S*) = 0 = 1 — deg(f).

Deuxiéme cas : Deux cercles. Considérons maintenant le bouquet S} Vv Si de
deux circonférences. Comme 1’application f est un homéomorphisme, elle doit en-
voyer le point commun p des deux circonférences sur lui-méme. Dans ce cas, I’addi-
tivité du nombre de Lefschetz combinatoire implique

= A(f, 81V S3\ {p})stvsy + 1

D’autre part 5 1v 3\ {p} est homéomorphe & la réunion disjointe de deux intervalles
ouverts 11 L Ig, ou f 1ndu1t un homeomorphlsme g: 11 L Ig — 11 L IQ Une p0s51b111te
pour g est envoyer 11 sur 12 et 12 sur 11 Autrement, la seule option est d’envoyer 11
sur I et I sur Io. Dans le premier cas, f enverrait 51 \ {p} sur 53\ {p} et S2\ {p}
sur S1 \ {p} et, dans le deuxieéme cas, elle enverrait S1 \ {p} sur S} \ {p} et S:\ {p}
sur 53\ {p}.

Dans le premier cas, (remarquons que g peut étre prolongé sur I; LI I3 en un
homéomorphisme), on a

A(g)il U i2)11u12 - 07

ou la derniere égalité est conséquence du Théoreme 1.3.2 puisque le prolongement
de g sur I; UIy n’aurait pas de points fixes. Ainsi, I'invariance topologique du nombre
de Lefschetz combinatoire implique

A(f, 81V 83) = 0+ 1 =1 deg(f1) — deg(f2).
Dans le deuxieme cas, d’apres I’Observation 1.1.5, on a
A(f, S sivsy = Alfis 1),

et on sait déja
A(fis1,81) = 1 = deg(f1) = 1 — deg(fis1)-

97



Autres Applications

De facon similaire on a
A(f.83)s1vsy = Alfysy S2),

et alors A(fw%,Szl) =1 —deg(f2) =1 — deg(f|s;), Finalement, comme
A(fa Sl1 \ S%) = A(f? Sl1 \ {p})S%VS% + A(fv {p})S}vbg + A(f? 521 \ {p})S%VS%7

Alfis1>51) = Afis1: 51\ {pY) st + Afis1, {p})s1

A(f\s;7521) = A(fis3 S5\ {r})s1 + Alfis1: AP} sz
et, d’apres I’Observation 1.1.5,

A(f, 51\ {P})sivs; = A(f\slla 51\ {P})Sll,

A(f, 83 \ PN sivsy = Afisy. 52 \ {p}) sy
et
A(f AP sivss = Alfis1:{pH) st = A(fisy, P} sy = 1,

on conclut A(f, S{ Vv S3) = 1 — deg(f1) — deg(f2).

En général, si on a un bouquet de n circonférences, on divise I’étude en deux cas.
Si f envoie une circonférence sur elle-méme, 1’additivité implique que le nombre
de Lefschetz dans 1’espace total sera la somme du nombre de Lefschetz dans cette
circonférence (caractérisé dans notre premier cas) plus celle du nombre de Lefschetz
dans le bouquet des autres n — 1 circonférences (déja connu par récurrence) moins 1
(car le point commun des circonférences appartient a la premiere circonférence et au
bouquet des autres n — 1 circonférences).

Dans le cas ol aucune circonférence n’est envoyée sur elle-méme par f, un ar-
gument similaire a celui du deuxieme cas nous permet de conclure que le nombre de
Lefschetzest 1 = 1 — (deg(f1) + ...+ deg(f2)).

4.2 Quelques exemples

Le nombre de Lefschetz combinatoire, d’apreés 1’Idée 4.1.6, établit aussi une tech-
nique pour calculer le nombre de Lefschetz de quelques applications homotopes a
un homéomorphisme (et parfois seulement homotopes a une application ouverte). En
plus, dans certains cas, ces techniques se révéleront plus efficaces que celles dans [4]
ou, bien siir, que le calcul direct des traces en homologique du nombre de Lefschetz.
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Aussi, parfois le calcul exact du nombre de Lefschetz n’est pas nécessaire et
il suffit d’éliminer certaines possibilités. Si I’objectif est de trouver un point fixe,
il suffit d’écarter la valeur 0. Si maintenant, par exemple, notre espace X est une
surface connexe, compacte et de caractéristique d’Euler négative et f : X — X est
un homéomorphisme et si 1’on veut savoir si f a plus qu’un point fixe, d’apres [42,
Theorem 4.1] il suffit de voir que A(f, X)) > 1 (en fait, dans la Section 4.4 on verra
un théoreme plus fort en termes du nombre de Lefschetz combinatoire). C’est aussi
ici ou le nombre de Lefschetz combinatoire aide a limiter les possibles valeurs du
nombre de Lefschetz sans faire des calculs.

Dans cette section, on construira des exemples ot 1’on emploiera le nombre de
Lefschetz combinatoire et son invariance topologique pour calculer les nombres de
Lefschetz de certains homéomorphismes de complexes compacts. Il est aussi pos-
sible de traduire dans quelques situations ces idées pour des applications homotopes
a une application ouverte. Cependant, par simplicité, on ne travaillera qu’avec des
applications homotopes a un homéomorphisme.

La plupart de ces exemples seront théoriques (c’est-a-dire, sans un homéomor-
phisme explicite —méme si I’on demandera quelques propriétés—) et sont parus
dans notre article [2]. Cependant, dans I’Exemple 4.2.3 on donnera un homéomor-
phisme explicite. D’un autre c6té, méme si dans les premiers exemples la seule inva-
riance topologique nécessaire sera celle de [55, Reamrk 3.5], dans les Exemples 4.2.5
et 4.2.6, I'invariance topologique dans le sens du Théoréme 2.3.2 sera fondamentale.

Finalement, remarquons que certaines hypotheses considérées dans les exemples
(comme, dans I’Exemple 4.2.5, le fait de demander & f envoyer S sur lui-méme) en
général ne constituent pas une grande limitation, car parfois on pourra trouver une
application homotope satisfaisant les hypotheses demandées.

Exemple 4.2.1 [2, Example 4.9]. Soit Y un complexe simplicial connexe dont les
groupes d’homologie ne sont pas faciles a calculer. Notons C, le cone sur Y. On
attache maintenant un cylindre D a C' le long d’une application injective entre la
réunion des deux bases de D (chaque base du cylindre est homéomorphe & une cir-
conférence) et la base de C'. Notons X ce recollement. La Figure 4.2.1 montre un tel
espace X . Finalement, soit f : X — X un homéomorphisme tel que f(C) = C et
f(D) = D (et alors f envoie la réunion des deux bases du cylindre sur elle-méme).
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D’apres I’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire, on a

A, X) = A, O)x + A(f, X\ C)x =
A(fic, C)+ A(f, X\ CO)x =
14+ A(f, X\ O)x,

ou la derniere égalité est conséquence de la contractibilité de C'. Remarquons mainte-
nant que X \ C' est un cylindre ouvert (c’est-a-dire, un cylindre sans les couvercles).
On peut identifier cet espace avec D \ (T' U B), ou T et B sont les deux bases
du cylindre. Mais la définition de f dans T" et B nous permet de prolonger fix\c
en un homéomorphisme fjp : D — D. Dans ce cas, [55, Remark 3.5] implique
A(f, X\ C)x = A(fip, X \ C)p. De nouveau, I’additivité implique

A(fip, D) = A(fip, D)p = A(fip, X \ C)p + A(fip, T U B)p,
et alors

A(fip, X\ C)p = A(fip, D) — A(fip, TUB)p =
A(fip, D) — A(firus, T U B)1uB-

Par conséquent,
A(va) =1 + A(f|Da D) - A(fTUBvT U B)TUB-

Mais le nombre de Lefschetz d’un homéomorphisme d’une circonférence (ou d’une
réunion disjointe de deux circonférences) est treés facile de calculer (I’axiome du bou-
quet de circonférences dans [4] réduit le probleme a calculer le degré d’un homéo-
morphisme). Bref, on a réduit le calcul du nombre de Lefschetz de f dans X au
calcul du nombre de Lefschetz d’un homéomorphisme du cylindre. En plus, comme
le cylindre est homotope a la circonférence, [33, Remark 4.3.3] et I’invariance homo-
topique du nombre de Lefschetz nous permettront parfois de réduire de nouveau ce
calcul a celui du degré d’une application d’une circonférence.

Observation 4.2.2. Dans I’Exemple 4.2.1 on réduit le calcul du nombre de Lefschetz
d’un homéomorphisme de X au calcul du nombre de Lefschetz d’un homéomor-
phisme du cylindre. Dans ce cas, une fois qu’on est prét a calculer le nombre de
Lefschetz dans le cylindre, on pourrait essayer d’employer 1’axiome de cofibration
du nombre de Lefschetz [4]. Malheureusement, on obtiendrait

A(f, X) = A(fip, D)+ A(F, ) ~ 1.
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FIGURE 4.2.1 — Espace X.

et le nombre de Lefschetz de f dans % serait probablement tres difficile a calculer.

De la méme facon, si on considere le quotient 2, on obtient un espace ou I’ho-
mologie est plus difficile a calculer que dans le cylindre.

Présentons maintenant un exemple explicite de I’Exemple 4.2.1.

Exemple 4.2.3 [2, Example 4.12]. Soit Y le complexe de la Figure 4.2.2. On peut
considérer Y comme un complexe contenu dans I’hyperplan z = 0 de R? de fa-
con que le point p corresponde au point (0,0, 0). Soit maintenant C' le cone sur YV’
dans R3, ot le sommet du cdne est le point ¢ = (—1,0,0). Attachons maintenant
le cylindre a C' de facon que I’espace X résultant de ce recollement soit symétrique
relativement a une rotation de 180 ° par rapport a I’axe x (voir Figure 4.2.3). Soit f
cette rotation.
D’apres ’Exemple 4.2.1, on sait

A(f, X) =1+ A(fip, D) — A(firup, T VU B)rup.

Mais A(fi7up, T'U B)rup = 0 car f envoie T sur B et B sur T'. Alors, il ne reste
qu’a calculer A( fip D). Or, remarquons que f envoie la circonférence S du milieu
du cylindre (celle marquée dans la Figure 4.2.3) sur elle-méme. De plus, f|g est une
réflexion par rapport a I’'un des diametres de S et donc, d’apres [4], A(fig,S) = 2.

Soit maintenant  : D — S la rétraction du cylindre sur cette circonférence.
Comme f|p est homotope a f|g o 7 ona A(f|p, D) = A(i o figor, D). De plus, le
diagramme suivant est commutatif :
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et donc, d’apres [33, Properties 2.4.1], on obtient

Ainsi, on conclut A(f, X) = 3.

N

FIGURE 4.2.2 — Espace Y.

L’exemple suivant est similaire a I’Exemple 4.2.1. L’importance de cette nou-
velle construction est cependant de montrer que méme lorsque les espaces qui in-
terviennent sont des spheres et des espaces contractiles, parfois le procédé décrit
dans [4] pour calculer le nombre de Lefschetz n’est pas plus efficace.

Rappelons-nous que le procédé dans [4] est le suivant : les axiomes d’homotopie,
cofibration et commutativité permettent d’étendre 1’axiome du bouquet de circonfé-
rences a un axiome de valeur initiale pour le bouquet de sphéres (on a mentionné ce
point dans la Sous-section 4.1.2). Cette valeur initiale est aussi énoncée en termes
du degré. Ensuite, on prend une approximation cellulaire f¢ de notre application
f (axiome d’homotopie) et le calcul des nombres de Lefschetz A(f¢, X ("*1)) et
A(fe, %) conduit, grice a I’axiome de cofibration, a I’obtention de A(f¢, X).
Finalement, on répéte la méme procédure pour A(f¢, X =),
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FIGURE 4.2.3 — Espace X.

Exemple 4.2.4 [2, Example 4.13]. Soit C un c6ne sur le disque D? et considérons la
sphere S2. Soit « le lacet dans S? représenté dans la Figure 4.2.4 dont la réalisation
géométrique est I’attachement par deux points d’un équateur et un méridien. Soit X
I’espace résultant du recollement de S? a C' le long d’une application injective entre
a et D?. Finalement, soit f : X — X un homéomorphisme tel que f(C) = C
etf(S?%) = S? (et ainsi, f(a) = ).

Maintenant on pourrait employer I’axiome de cofibration. Dans ce cas, on aurait
- X s X

< 7 , . . . . . . X ,
ol J; est Iapplication induite par f sur le quotient. Maintenant ¢ est homéomorphe
a %, c’est-a-dire, il est un bouquet de quatre spheres S2. Méme si dans ce cas les
calculs ne devraient pas étre trés compliqués, I’emploi du nombre de Lefschetz com-

binatoire va les rendre encore plus simples.

Soient p et q les points d’intersection de 1’équateur et le méridien qui forment le
lacet . Comme f est un homéomorphisme et f(a) = o, ona f({p,q}) = {p,q} et
fla\{p,q}) = a\ {p, q}. Maintenant, Iadditivité du nombre de Lefschetz combi-
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natoire implique

A, C) + Alfis2, %\ @)g2 = 14 A(fig2, %) g2 — A(fis2, )52 =
1+A(f\52752)_/1(f|a7a)7

ol I’on a employé aussi que le nombre de Lefschetz dans C' est 1 (C' est contractile) et
le Théoreme 2.0.1. Pour I’instant, on a déja réduit le probleme de calculer un nombre
de Lefschetz dans un bouquet de quatre spheres a calculer le nombre de Lefschetz
dans une sphere (ot il correspond a 0 ou 2 car I’application est un homéomorphisme)
et dans a. Mais, comme f({p, ¢}) = {p, ¢}, I’additivité implique aussi :

A(f|a7 a) = A(f|a7 {pa Q}) + A(f|a7 «Q \ {p7 Q}>

Remarquons maintenant que le calcul du premier terme du c6té droit de 1’égalité est
direct une fois I’application est connue. Pour I’autre terme, puisque « \ {p, ¢} est ho-
méomorphe a la réunion disjointe de quatre intervalles ouverts, on répete 1’argument
de I’'Idée 4.1.6 pour quatre circonférences. Ainsi, cet exemple illustre que, parfois, le
nombre de Lefschetz combinatoire permet de réduire la dimension des espaces pour
lesquels on doit faire les calculs.

FIGURE 4.2.4 — Recollement d’un cdne et une sphere.

Finalement, on présente deux exemples ol le Théoréme 2.3.2 joue un réle fonda-
mental.

Exemple 4.2.5 [2, Example 4.12]. Considérons la bouteille de Klein K comme le
quotient dans le carré décrit dans la premiere étape de la Figure 4.2.5. Soit f : K —
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K un homéomorphisme tel qu’il existe une ligne verticale S dans le carré (la ligne
pointillée de la Figure 4.2.5) telle que f(.S) = S (S correspond, a une circonférence
dans le quotient).

Dans ce cas, I’additivité implique

Or, on sait que le nombre de Lefschetz d’'un homéomorphisme de la circonférence
doit étre 0 ou 2. Une fois que 1’on connait I’orientation de f, le choix est direct.

D’autre part, K \ S est homéomorphe & un cylindre ouvert sans les bases (voir
la Figure 4.2.5). Une compactification de cet espace peut €tre le cylindre compact
S1 x I, ot I’on peut y prolonger Jik\s en un homéomorphisme f en définissant f
dans chaque base du cylindre comme f|5 et en envoyant chacune de ces bases sur elle-
méme ou en les échangeant entre elles en fonction du comportement de f. Notons C,
ce cylindre et C’ le cylindre sans les bases. Ici, I’invariance topologique du nombre
de Lefschetz combinatoire implique

A(faK \ S)K - A(,]F7 C/)C-
Par ailleurs, si T" et B sont les deux bases de C, on a

A(f? C) = A(fv C)C = A(f? C/)C + A(fv {T’ B})C =
A(f? C/)C' + A(.ﬁ{T,B}J {T7 B})

Mais, par définition de f, A( f|{T, By 1T, B}) ne peut étre que 0 (si f échange T et
B) ou 2A(fs, S) et donc on obtient

ou

Bref, on a réduit le calcul du nombre de Lefschetz dans la bouteille de Klein au calcul
du nombre de Lefschetz d’un homéomorphisme du cylindre.

Exemple 4.2.6 [2, Example 4.15]. Le protagoniste dans ce dernier exemple sera le
fibré S1 — K — S'. Soit C le cone sur la circonférence S et soit X 1’espace de

105



Autres Applications

L

—>—J
Hr>—

SN
-7

> >
N \ /
A =Y |

¥
Y

FIGURE 4.2.5 — Exemple 4.2.5.

recollement qui résulte de 1’attachement de la base de C' a K le long d’une section s
du fibré (c’est-a-dire, X est le cone d’une section du fibré). Soit maintenant f : X —
X un homéomorphisme tel que f(C) = C et f(K) = K (et aussi f(s) = s car
s=CNK).Ona

A(f, X) = A(f,O)x + A(f, K \ 8)x = (4.4)
Afie, O) + A(f, K\ s)x = 14+ A(f, K\ s)x.

Mais K \ s est homéomorphe a un ruban de Mobius ouvert M’. Maintenant, si I’ho-
méomorphisme f|x s est assez bon, on peut le prolonger en un homéomorphisme f
du ruban de Md6bius fermé M et dans ce cas, I’invariance topologique du nombre de
Lefschetz combinatoire implique

A(f7K\S)X = A(va/)M
Mais, par I’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire, on a aussi
A(va/)M = A(faM) - A(fvs)M = A(va) - A(ﬁSvs)a

ol S est la circonférence de la frontiere de M’ dans M. Ainsi, on a réduit le probéme
de calculer le nombre de Lefschetz dans la bouteille de Klein a celui de le calculer
dans un ruban de Mobius, lequel est homotope au cercle.

Dans le cas ot I'homéomorphisme fx\ ; n’est pas assez bon, on pourrait considé-
rer la compactification d’ Alexandroff. Mais 1’espace résultant de cette compactifica-
tion est R P2, lequel serait homotope a X. Alors, dans ce cas, le nombre de Lefschetz
combinatoire n’impliquerait rien de nouveau.
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Observation 4.2.7. Notons que I’inclusion K — X est une cofibration [72, Propo-
sition 5.3.1]. Aussi, I’inclusion Cy — X est une cofibration (C{ est la “moitié” du
cone C' qui contient le sommet -voir [72, Proposition 4.6.5] pour des détails). Alors,
étant donné une application f : X — X, cela aidera parfois a trouver un homéo-
morphisme f’ homotope a f et qui satisfait les propriétés demandées dans 1’exemple
précédent.

4.3 Un Théoreme d’Invariance Topologique de I’Indice de
Point Fixe

Dans les années 50, O’Neill obtient un résultat d’invariance topologique pour I’indice
de point fixe dans le cas ou les points fixes de 1’espace ne sont pas nécessairement
isolés [65, Theorem 2.5] et [65, Corollary 7.2]. Aucun nouveau résultat ne 1’a suivi.

Or, dans cette thése on a montré ’existence d’un fort lien entre le nombre de
Lefschetz combinatoire et I’indice de point fixe (Théoréeme 2.2.6). On a aussi démon-
tré que le nombre de Lefschetz combinatoire est un invariant topologique. Sera-t-il
possible alors profiter du Théoreme 2.3.2 pour généraliser le résultat d’O’Neill ?

La réponse est oui, toujours dans le cas des applications ouvertes (ol le nombre
de Lefschetz combinatoire est défini). Avant de le montrer, remarquons que le Théo-
reme 2.2.6 peut étre généralisé pour des applications ouvertes et non seulement pour
des homéomorphismes [2, Theorem 3.14]. Maintenant, comme application de I’inva-
riance topologique du nombre de Lefschetz combinatoire, nous généralisons le théo-
reme de O’ Neill.

Théoreme 4.3.1 [2, Theorem 3.15]. Soient X et Y des complexes simpliciaux, f :
X — Xetg:Y — Y des applications ouvertes et U C X et V C Y des sous-
espaces ouverts définissables tels que f(U) C U, g(V) C V, f(X\U) Cc X\ U,
gY \ V) c Y\V, fnapas de points fixes dans U \ U et g n’a pas de points
fixes dans V '\ V.. Dans ce cas, ’existence d’un homéomorphisme h : U — V tel que
gy o h = ho fiy implique i(X, f,U) = i(Y,g,V).

Démonstration. Le Théoréme 2.2.6 implique i(X, f,U) = A(f,U)x eti(Y,g,V) =
A(g,V)y. Mais, d’aprés le Théoréme 2.3.2 on peut conclure le résultat. O

Observation 4.3.2. Notons que si U et V' sont homéomorphes, on peut appliquer
le Théoreme 4.3.1 méme s’ils ne sont pas inclus dans des sous-complexes homéo-
morphes. C’est ici ol apparait la généralisation face au résultat d’O’Neill.
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4.4 Applications pratiques

La caractéristique d’Euler combinatoire est employée dans [21] pour compter des
objets avec des réseaux de capteurs. Etant donné que le nombre de Lefschetz combi-
natoire généralise la caractéristique d’Euler combinatoire, on peut imaginer que ces
résultats peuvent aussi étre généralisés. En plus, méme quand les résultats dans [21]
ne peuvent pas étre appliqués, il est parfois possible de trouver une application ou-
verte par rapport a laquelle pouvoir obtenir un résultat équivalent. C’est pour cela que
dans cette petite section, on construira un exemple de ce genre d’applications avec
un complexe simplicial ou les résultats dans [21] ne peuvent pas étre appliqués. Cet
exemple fait partie de [55].

Supposons que nous sommes dans un batiment ol le sol est si plein de capteurs
que nous pouvons supposer qu’il y a un capteur pour chaque point du sol.

En plus, le fonctionnement des capteurs est le suivant : chaque objet « sur le sol
(par exemple une personne) active les capteurs qui sont dans un certain voisinage
autour de lui. Alors, on peut définir une fonction de comptage sur les points du sol.
Cela est une fonction qui fournit le nombre d’objets détectés par chaque capteur.

Nous obtenons le résultat suivant, lequel généralise [55, Theorem 7.1] en consi-
dérant maintenant des applications ouvertes plutdt que des homéomorphismes.

Théoréme 4.4.1 [55, Theorem 7.1]. Soit h : X — N une fonction de comptage.
S’il existe une application ouverte f : X — X telle que h = Y 1y, ou Uy
est définissable, f(Uy) C Uy et f(X \ Uy) C X \ Uy pour tout o € 1, et on
A(f,Us)x = N #0, alors

1
Il =— hdAf .
1= [ haas

Démonstration. On a

/th/lf:ZA(f,Ua)X:\I\-N. O

ael

Finalement on montre un exemple ou les résultats de [21] ne peut étre pas appli-
qué mais ou I’on peut appliquer le Théoréeme 4.4.1.

Exemple 4.4.2 [55, Example 7.3]. Considérons le complexe simplicial X de la Fi-
gure 4.4.1. Soit h : X — Z la fonction qui envoie le simplexe fermé [a2, a5, as]
sur 2 et le reste du complexe sur 1. Cette fonction peut étre considérée comme la
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ai a2

a7 as

FIGURE 4.4.1 — Complexe simplicial X.

somme de la fonction caractéristique du sous-complexe qui est généré par les som-
mets {a1,as,aq,as,a7,ag} et la fonction caractéristique du sous-complexe généré
par les sommets {az,as,as,ag} sans la face ouverte correspondant au simplexe
{az,ag}. Les deux sous-complexes sont invariants par la réflexion f par rapport a
la ligne qui contient les sommets a4, as et ag, mais leurs caractéristiques d’Euler
combinatoires sont différentes et, ainsi, les techniques dans [21] ne peuvent pas étre
appliqués a cet exemple.

4.5 Un Théoreme de Point Fixe pour des Espaces non Bor-
nés

Comme on a déja mentionné plusieurs fois dans cette thése, la conséquence prin-
cipale du nombre de Lefschetz combinatoire est 1’obtention de certains théorémes
du point fixe de Lefschetz pour des espaces qui ne sont pas compacts. D’abord, le
Théoréme 2.4.7, généralise le théoreme du point fixe du nombre de Lefschetz relatif
et permet de trouver des points fixes dans des sous-espaces définissables, non né-
cessairement fermés d’un complexe simplicial compact. Cependant, comme on verra
dans cette section, les conséquences sont encore plus fortes en ce que I’invariance
topologique du nombre de Lefschetz combinatoire permettra d’obtenir, grace a cer-
tains théoremes qui établissent des bornes pour I'indice de point fixe, de nouveaux

109



Autres Applications

théorémes de point fixe pour certains homéomorphismes (parfois on pourra étendre
ces résultats aussi a quelques applications ouvertes) d’espaces définissables et fermés
dans R™ et non nécessairement bornés. Remarquons que, méme si les applications qui
interviennent dans ces résultats seront des homéomorphismes, ceux-la continuent a
avoir une grande importance dans la théorie des points fixes (par exemple les appli-
cations utilisées dans [46], [47], [48], [49], [52] et [53] sont aussi des homéomor-
phismes).

Pendant plus de soixante ans, les mathématiciens ont essayé d’étendre le théo-
reme du point fixe de Lefschetz énoncé pour des complexes simpliciaux ou des ANR
compacts a des espaces plus généraux. En général, le théoreme de Lefschetz n’est pas
valide : puisque R est contractile, le nombre de Lefschetz de 1’application f : R — R
qui envoie x sur x + 1 est 1 # 0, mais cette application n’a pas de points fixes. La
question est donc trouver des situations oll le nombre de Lefschetz garantit 1’exis-
tence de points fixes. L’apparition de [51] a ouvert les portes pendant la deuxieéme
moitié du XXe siecle a de nombreux travaux qui ont trouvé des situations ou le
nombre de Lefschetz donnait un théoreme de point fixe. On pourrait notamment ci-
ter [13], [15], [27], [34], [51], [58], [62], [63], [64] et [73]. Aussi, dans [14], un théo-
reme pour des espaces de Banach de dimension infinie est présenté. Récemment, les
seuls progres importants dans cette ligne ont été [18] et [19] (il y a eu aussi quelques
idées dans le contexte des variétés différentielles, mais avec des hypotheses assez
restrictives sur les espaces ou les applications).

On doit remarquer que tous ce travaux ont un lien commun : la compacité ne
disparait jamais. Les hypotheses des théoremes demanderont aux applications d’étre
compactes, CAC, condensantes, etc, et seulement grace a cela la compacité de I’es-
pace pourra étre oubliée. Une bonne référence pour tous ces théorémes est [33].

Or, dans cette section, la compacité ne sera demandée que dans le sens tres gé-
néral de demander aux applications d’€tre propres (parmi d’autres hypotheses qui
n’ont rien a voir avec la compacité). Méme si I’on emploiera des compactifications,
elles n’entraineront aucune limitation, car les théorémes seront énoncés en fonction
du nombre de Lefschetz combinatoire d’un espace en général non compact et pour
lequel il existera toujours au moins une compactification avec laquelle il sera pos-
sible de travailler. Ainsi, les résultats dans cette thése, méme s’ils sont limités aux
homéomorphismes et a quelques applications ouvertes, peuvent étre vus comme la
premicre attaque généraliste a I’un des principaux probleémes ouverts de la théorie to-
pologique des points fixes sans employer la compacité. Ainsi, a partir de I’Idée 4.5.9,
on obtiendra de nombreux théorémes (les Théoréemes 4.5.10, 4.5.12,4.5.16,4.5.18 et
I’Exemple 4.5.20) qui garantiront I’existence de points fixes.
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Finalement, dans la Sous-section 4.5.1, on insistera sur I’importance de trouver
de nouvelles bornes pour I'indice de point fixe. Le Théoreme 4.5.21 montrera le
pouvoir qu’aurait dans la théorie des points fixes une conjecture comme la Conjec-
ture 1 si celle-ci puvait étre démontrée. D’ailleurs, on verra aussi que, toujours grace
a I’'Idée 4.5.9, on peut employer le nombre de Lefschetz combinatoire pour trou-
ver des contre-exemples d’espaces ou I’indice de point fixe n’est pas borné par une
quantité donnée (la démonstration du Théoréme 4.5.23, dont 1’énoncé est un résultat
assez connu, montre le procédé pour trouver ces contre-exemples). On doit remarquer
que ceci est aussi important puisque la recherche de nouvelles bornes pour I’indice
de point fixe est aujourd’hui un domaine important dans la théorie topologique des
points fixes avec un certain nombre de travaux [30], [42], [43], [45], [46], [77]. Des
exemples de I’'importance de ces bornes peuvent étre [46] et [52].

Commencons alors cette derniere étape de la thése en voyant comment I’inva-
riance topologique du nombre de Lefschetz combinatoire nous permet de définir un
nombre de Lefschetz combinatoire pour des espaces définissables non bornés. Cette
extension de la définition existera toujours lorsque I’espace est fermé et 1’application
est un homéomorphisme.

Définition 4.5.1. Soit U C R un espace définissable et soit f : U — U une appli-
cation continue. S’il existe une compactification définissable X de U (cela signifie
que X est définissable et I’inclusion de U dans X aussi) et un prolongement ouvert
f:X = Xde ftelque f(X \ U) C X \ U, alors on définit le nombre de Lefschetz
combinatoire de f dans U comme

Acomb(fv U) = A(fa U)X
L’ Observation 2.4.5 implique que ce nombre est bien défini.

Observation 4.5.2. Remarquons qu’on donne le méme nom a ce nouvel invariant que
dans le cas borné car, si U C X est un sous-ensemble définissable d’un complexe
simplicial X et f : X — X est une application ouverte telle que f(U) C U et
f(X\U)cC X\U,alors

A(f,U)x = A(f,U)g = Acomb(flv, U)

(on a vu dans le Théoreme 2.4.3 que I’application fIU est ouverte).

Observation 4.5.3. Maintenant, si U est définissable et fermé dans R™ et il n’est pas
borné, la compactification d’ Alexandroff de U peut étre vue comme la composition
de I’inclusion de U dans R™ avec la compactification ¢ : R™ — S™. Or, I’inclusion est
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toujours définissable, et, d’apres [68], ¢ est aussi définissable. Comme la composition
d’applications définissables est aussi définissable (Propriété 0.3.7), la compactifica-
tion d’Alexandroff d’un sous-ensemble définissable fermé est définissable. Notons
U™, cette compactification. De plus, si f : U — U est un homéomorphisme, 1’ap-
plication f : U — U définie comme f sur les points dans U et par f(c0) = oo
est aussi un homéomorphisme. Alors, le nombre de Lefschetz combinatoire peut tou-
jours étre défini pour les homéomorphismes entre espaces définissables fermés dans
R™.

Observation 4.5.4. En général, si I’application f : U — U est propre, on peut la
prolonger en une application f : U — U®°, mais on doit aussi surveiller si ce
prolongement est ouvert. Ainsi, méme si les théoréemes de cette section peuvent étre
appliqués a certaines applications ouvertes, afin de simplifier la notation (car les idées
seront les mémes dans les deux cas), on ne parlera que d’homéomorphismes.

L’indice de point fixe et I’indice des classes de point fixe (en particulier, si 1’ap-
plication n’a qu’un seul point fixe les deux choses ne font qu’un) admettent parfois
quelques bornes. Parmi certains résultats, pour cette thése on va distinguer les quatre
suivants. Ici, si z est un point fixe isolé de f, ind(x) signifiera la méme chose que
i(X, f,U) avec U un ouvert tel que z € U est le seul point fixe de f dans U (1’axiome
d’additivité de I’indice implique que cette notation est indépendante du choix de I’ou-
vert). Si F' est une classe de point fixe, ind( f, F') sera la méme chose que (X, f,U),
avec U un ouvert contenant F' et ou les seuls point fixes sont ceux dans F' (I’existence
d’un tel ouvert est garantie par [16, VI.B Theorem 1].)

Dans [42], on a le théoréme suivant :

Théoreme 4.5.5. Soit X une surface compacte et connexe a caractéristique d’Euler
négative et soit f : X — X une application continue. Dans ce cas, lindice de toutes
les classes de point fixe I de f est inférieur ou égal a1 et on a

S (nd(f.F) +1) > 2x(X).

ind(f,F)<—1

Un résultat similaire au théoréme précédent peut étre trouvé dans [46].
Dans [45], on a

Théoreme 4.5.6. Soit X une surface a bord connexe et compacte et soit f : X —
X une application continue telle que $Fix(f) < #Fix(g) pour toute application g
homotope a f (ici on a noté Fix(f), I’ensemble des points fixes de f). Alors lindice
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de tout point fixe est inférieur ou égal a 1 et

D (ind(z) + 1) > 2x(X).

ind(z)<—1
Dans [30], on a le théoréme suivant :

Théoreme 4.5.7. Soit X le bouquet de m surfaces X1, ..., X, (avec ou sans bord)
qui sont connexes et compactes et a caractéristique d’Euler non positive. Soit f :
X — X une application telle que {Fix(f) < #Fix(g) pour toute application g :
X — X homotope a f. Alors :

> (ind(z) - 1) <0

ind(z)>1

et

D (ind(z) + 1) > 2x(X).

ind(z)<-1

En particulier, I’indice de tout point fixe isolé doit étre inférieur ou égal a 1.

Finalement, dans [43] on trouve une borne dans le cas des graphes. Le théoréeme
suivante est conséquence directe de [43, Theorem 1.1].

Théoreme 4.5.8. Soit X un graphe connexe et fini et f : X — X une application
continue. Alors 'indice de chaque classe de point fixe est inférieur ou égal a 1.

Maintenant on donne 1’idée des théorémes finaux de cette these.

Idée 4.5.9. Soit U C R"™ définissable et fermé dans R™ et soit f : U — U un
homéomorphisme. Supposons aussi que U™ et f satisfont les hypotheses d’un des
Théoremes 4.5.5, 4.5.6,4.5.7 ou 4.5.8.

Maintenant, supposons que f n’a pas de points fixes. Dans ce cas, oo est le seul
point fixe de f (en particulier I'indice du point co est égal 2 celui de sa classe de point
fixe). Alors, par les Théoremes 4.5.5, 4.5.6, 4.5.7 ou 4.5.8, on a que I’indice ind(c0)
est inférieur ou égal a 1 (on aura aussi une certaine borne inférieure qui dépendra de
la caractéristique d’Euler de I’espace).

D’un autre c6té on a

Hld(OO) = A(fa Uoo) - A(f? U)UOO + A(f? {OO})UOO
= Acomb(f; U) + 17
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ou la premiere égalité est conséquence des axiomes de normalisation et additivité de
I’indice. Ainsi,
Acomb(f,U) = ind(o0) — 1.

Or, comme ind(c0) < 1, Acomb(f, U) doit étre inférieur ou égal a 0. Alors, dans le
cas ol Acomb(f,U) > 1, f doit avoir un point fixe (et ainsi, de cette facon, on peut
énoncer un théoréme de point fixe pour certains espaces non bornés). Remarquons
que I’importance de ce résultat est que, comme Acomp(f,U) ne dépend pas de la
compactification de U choisie, parfois le calcul de Acomp (f, U) avec une autre com-
pactification différente de U° sera plus simple que celui de A( f,U Jue~ ou celui de
A( f,U ) et puis employer 1’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire pour
obtenir Acomp (f,U) = A(f, U*)—1.

Ainsi, dans cette thése on obtient certains théorémes. On les énoncera en termes
d’homéomorphismes mais parfois, un énoncé pour des applications ouvertes propres
peut étre aussi valide (mais plus pénible). En fait, si f admet un prolongement f :
U — U ouvert tel que f (00) = o0, tous ces théorémes sauf le Théoreme 4.5.10
seront aussi valides, mais I’énoncé sera moins propre.

Théoréme 4.5.10 [2, Theorem 5.15]. Soit U C R"™ un définissable connexe et fermé
dans R" et de dimension 1 (avec cela on veut dire qu’il admet une triangulation par
un complexe simplicial généralisé de dimension 1). Soit f : U — U un homéomor-
phisme tel que Aoy (f,U) > 1. Alors, f a un point fixe.

Démonstration. Comme U est de dimension 1, U doit étre un graphe fini. Si f n’a
pas de points fixes, alors oo est le seul point fixe de f : U — U°. Dans ce cas on a

ind(00) = A(F, U™ = A(F, D) + A(F, 00) =
Acomb(f7 U) + 1.

Alors,
Acomb(f,U) = ind(o0) — 1.

Or, d’aprés le Théoreme 4.5.8, on conclut Acomp,(f,U) < 0 et cela entraine une
contradiction. Alors f doit avoir un point fixe. O

Exemple 4.5.11. Par exemple, si notre espace U es celui de la Figure 4.5.1, c’est-
a-dire, un faisceau de droites (dans ce cas, 4 droites) ou I’on définit un homéo-
morphisme f. Parfois I’homéomorphisme peut étre prolongé sur des compactifica-
tions différentes de celle d’ Alexandroff par lesquelles il sera plus facile de calculer

Acomb(f: U)
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FIGURE 4.5.1 — Des différentes compactifications possibles. La premiere est celle
d’Alexandroff.

Théoréeme 4.5.12 [2, Theorem 5.11]. Soient Uy,...,U, C R" des sous-espaces
disjoints, définissables et fermés dans R" tels que U est une surface (avec ou
sans bord) connexe et compacte pour tout i € {1,...,m}. Supposons aussi que
Acomb(id, U;) < —1 (c’est-a-dire, la caractéristique d’Euler combinatoire des U; est
négative). Soit f : i~ Ui — Ui~ Ui un homéomorphisme. Si Acomy (f, Uieq Ui) >
0, f a un point fixe. De plus, siy_; Acomp(id, U;) = —1 et si Acomb(f, ;2 Ui) <
—2, f a un point fixe.

Démonstration. Supposons que f n’a pas de points fixes et notons U = U™, U;.
Dans ce cas, oo est le seul point fixe de f.
D’abord pour chaque 7 on a

A(ld, UIOO) = Acomb(id7 U1> + A(ld, OO) = Acomb(id7 Ul) + 1.

Comme Acomb(id, U;) < —1 on conclut que U® est une surface connexe, compacte
et a caractéristique d’Euler non positive. En plus, comme

A(fa UOO) = Acomb(fa U) +1

et Acomb(f, U) > 0, on obtient A(f, U™) # 0 et dans ce cas, le théoréme classique
du point fixe de Lefschetz implique I’existence d’un point fixe pour toute application
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homotope a f . Or, comme on a supposé que f n’a qu’un seul point fixe, on est dans
les conditions du Théoréme 4.5.7 et ainsi ind(o0) < 1.
Dans ce cas

1> 1nd(oo) = A(f, UOO) = Acomb(fa U) +1

et donc Acomp(f, U) < 0, mais cela entraine une contradiction. Alors f doit avoir un
point fixe.

Pour la deuxiéme partie du théoréme, supposons de nouveau que f n’a pas de
points fixes. Remarquons maintenant que ) _, Acomb (id, U;) = —1 implique x(U™) =
—141 = 0. Aussi, comme Acomp(f, U) < —2, on en déduit A(f, U®) < —2+1 =
—1 et en particulier A( 1, U°) # 0. Ainsi, toute application homotope a f doit avoir
un point fixe et, comme on a supposé€ que f n’a qu’un seul point fixe, on est dans les
conditions du Théoréme 4.5.7. Ainsi, ind(c0) > —1. Or,

—1 < ind(o0) = A(f,U>®) = Acomb(f, U) + 1,

et ainsi, Acomp(f,U) > —2, obtenant, de nouveau, une contradiction.
OJ

Observation 4.5.13. Le Théoreme 4.5.7 fournit des bornes de 1’indice aussi lorsque
x(U) < 0. On peut employer aussi ces bornes dans 1'Idée 4.5.9 pour obtenir des
nouveaux théoremes de point fixe.

Exemple 4.5.14. Considérons I’espace U de la Figure 4.5.2. Il est formé par deux
bouteilles de Klein auxquelles on a enlevé un point et étiré ensuite un voisinage de
ce point vers I’infini. Evidemment, U est le bouquet de deux bouteilles de Klein,
et pour certains homéomorphismes f : U — U, on pourrait employer le Théo-
reme 4.5.12. D’ailleurs, aussi pour certains homéomorphismes f, on pourrait calculer
Acomp (f, U) comme A(f’,U)4p au lieu de A(f,U>), ot 4P est la surface non orien-
table de genre 4 qui résulte de la compactification de la Figure 4.5.3 et f' 4P — 4P
est un homéomorphisme qui prolonge f.

Observation 4.5.15. Le nombre d’exemples de ce genre est trés grand. Un exemple
différent, sans augmenter le nombre de surfaces dans le bouquet, serait répéter 1’idée
de I’Exemple 4.5.14 avec une bouteille de Klein et un tore. Dans ce cas, une compac-
tification différente de celle d’ Alexandroff pourrait étre obtenue en considérant une
nouvelle surface non orientable.
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FIGURE 4.5.2 — Espace U.

Théoréme 4.5.16 [2, Theorem 5.16]. Soit U C R"™ un sous-ensemble définissable et
fermé dans R™ tel que U est une surface a bord connexe et compacte. Soit f : U —
U un homéomorphisme tel que Acomp(f,U) > 1. Alors, f a un point fixe.

Observation 4.5.17. Comme dans le Théoreme 4.5.12, on peut aussi, employer la
borne inférieure du Théoreme 4.5.6 pour fournir un théoréme de point fixe.

Démonstration. Supposons que f n’a pas de points fixes. Dans ce cas, oo est le seul
point fixe de f. Comme

A(fa UOO) = Acomb(fv U) +1

et Aeomp (f,U) > 1, 0ona A(f,U®) £ 0 et alors, d’apres le théoréme du point fixe
de Lefschetz, toute application homotope a f doit avoir un point fixe. Maintenant on
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FIGURE 4.5.3 — Autre possible compactification : la surface 4P.

peut appliquer le Théoréme 4.5.6, et ainsi ind(o0) < 1. Or,
1> ind(c0) = A(f,U®) = Acomn(f,U) + 1
et donc Acomp (f, U) < 0, mais cela entraine une contradiction. ]

Théoreme 4.5.18 [2, Theorem 5.17]. Soit U C R™ un sous-ensemble définissable et
fermé dans R"™ tel que U™ est une surface connexe, compacte et a caractéristique
d’Euler négative. Soit f : U — U un homéomorphisme. Si Acomp(f,U) > 1, f aun
point fixe.

Observation 4.5.19. Comme dans le Théoreme 4.5.12, on peut aussi employer la
borne inférieure du Théoreme 4.5.5 pour fournir un théoreme de point fixe.

Démonstration. Supposons que f n’a pas de points fixes. Dans ce cas, oo est le seul
point fixe de f et alors, la classe de point fixe de co est exactement {oo}. Le Théo-
réme 4.5.5 implique donc ind(co0) < 1. Or,

1> md(oo) = A(f, UOO) = Acomb(f: U) +1

et ainsi Acomb(f, U) < 0, mais cela entraine une contradiction. ]
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Parfois, on peut faire le procédé inverse par rapport aux compactifications. C’est-
a-dire, obtenir une borne pour I’indice dans une certaine compactification sur laquelle
f admet un prolongement et apres simplifier le calcul de Acomp, (f, U) dans une com-
pactification différente. L’exemple suivant montre 1’idée (remarquons que, afin de
simplifier la compréhension, les points fixes de cette application sont évidents).

Exemple 4.5.20 [2, Example 5.18]. Considérons I’espace U de la Figure 4.5.4. Cet
espace est une réunion disjointe de deux tores auxquels on a enlevé un disque et
ensuite étiré un voisinage de ce disque vers I’infini.

On peut avoir I’énoncé suivant :

“Soit f : U — U un homéomorphisme qui peut étre prolongé en un homéomor-
phisme f de la compactification de U donnée par le double tore 2T (Figure 4.5.5).
Supposons en plus que f laisse fixe la circonférence qu’on ajoute a U pour obtenir la
compactification. Si Acomp, (f, U) > 2, f a un point fixe”.

La démonstration est similaire a celle des théorémes précédents. Supposons que
f n’a pas de points fixes. Alors, la circonférence qui rejoint les deux tores est 1’en-
semble de points fixes de f . Comme elle est connexe, elle est précisément une seule
classe de point fixe [41, Corollary 1.14]. Notons F', cette classe de point fixe. Main-
tenant, le Théoréme 4.5.5 implique ind(F') < 1. Dans ce cas, comme la définition de
Acomb(f, U) est indépendante de la compactification choisie,

1> ind(F) = A(f,2T) = Acomn(f, U) + A(f, | F|)ar =
Acomb (£, U) + A(f#), [FDr| = Acomb (. U) + A(id, |F|) =
Acomb(f> U) + X(Sl) = Acomb(fa U) + Oa

ou la premiere égalité est conséquence des axiomes de normalisation et d’additivité
de I’indice et | F'| représente la circonférence constituée par les points dans F'. Ainsi
on obtient Acomp(f, U) < 1 et cela suppose une contradiction.

Voyons un cas pratique. Soit g : U — U la rotation de 180 degrés autour de la
droite de la Figure 4.5.4. Dans une circonférence d’un cylindre, la restriction de cette
application est une rotation 7 : S* — S* de 180 degrés. Définissons maintenant une
application f homotope a g. La description de f est la suivante :

Dans les parties de de U qui ressemblent a un tore dans la Figure 4.5.4, f = g.
Par contre, dans les deux cylindres, f est le résultat de I’homotopie canonique entre
r: S8 — S'etidg de sorte que I’'homotopie atteindrait id;g: a I'infini.

Cette homéomorphisme f peut se prolonger en un homéomorphisme sur 2T en
laissant fixe | F|. Soit f cet homéomorphisme.
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Or, au lieu de calculer Acomp(f,U) = A( f,U )or (ce qui pourrait étre trés com-
pliqué), on peut faire Acomp,(f,U) = A( .U )T, LTy, OU f" est ’homéomorphisme
qui envoie chaque point (z1, y1, T2, y2) € T; = S} x S} sur (—x1,y1, v2, —y2) € Ty
pour ¢ = 1,2 (notons que f " n’est pas un prolongement de f sur Ty LI Ty mais il est
homotope a celui-ci). La Figure 4.5.6 représente cet homéomorphisme.

L’additivité du nombre de Lefschetz combinatoire implique

A U)ryors = A T\ D mum, + A T2 \ {a})mum,
et par symétrie on a
A(fla U)T1UT2 = 2A(f~/7 Ty \ {p})T1UT2 = 2A(‘f.|/11‘17’]r1 \ {p})Tl'

Calculons alors A( f|lir1 ,To\ {p})T,-

Par additivité, A(ffy,, T1 \ {p})r, = A(f%,,T1) — 1. Or, f* : H' (ST x S}) =
H'(S} x S1) est ’homomorphisme qui envoie chaque générateur o} sur —a;} pour
1= 1,2 et, alors, d’apres [12],

A(fip,, T1) = det <1 _é_l) ) _?_1)) =4

et ainsi /l(fl’Tl,’]I‘l \ {p})r, = 3. Dans ce cas, Acomp(f,U) =2-3 =6 > 2eton
déduit que f a un point fixe.

FIGURE 4.5.4 —L’ensemble U.
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FIGURE 4.5.5 — Double tore 2T.

FIGURE 4.5.6 - T U Ts.

4.5.1 DP’importance de nouvelles bornes

Les références [30], [45], [42], [43] et [46], donnent des bornes pour I'indice de
points fixes dans des graphes, dans des surfaces (avec ou sans bord) connexes, com-
pactes et a caractéristique d’Euler non positive et dans des bouquets de ces surfaces.

Cependant, I’Idée 4.5.9 pourrait aussi étre appliquée avec de nouvelles bornes.
Cette sous-section est dédiée a justifier I’importance de trouver ce genre de nouvelles
bornes. Un cas tres intéressant est celui de certains collapses des surfaces connexes,
compactes et a caractéristique d’Euler non positive. Les exemples les plus simples
dans notre cas sont les collapses dans le tore. Par exemple, la Figure 4.5.7 montre un
tore ol I’on a collapsé une circonférence et la Figure 4.5.8 est le collapse du tore par
deux points. Notons X et X5 les espaces de ces figures.

Imaginons qu’il existe une borne pour I’indice des points fixes isolés pour des
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FIGURE 4.5.7 — Collapse du tore par une circonférence (X1).

FIGURE 4.5.8 — Collapse du tore par deux points (X3).

homéomorphismes de ces collapses. Par exemple,

Conjecture 1. Soient X un espace résultant de ce genre de collapses du tore (on peut
penser 2 X; ou X3), f : X — X un homéomorphisme tel que fFix(f) < #Fix(g)
pour toute application g homotope & f et soit z € X un point fixe de f. Dans ce cas,
ind(z) < 1 et I'indice est aussi borné inférieurement avec une borne dépendant de la
caractéristique d’Euler de X.

L’importance des collapses comme X; ou X5 est que, sauf dans un point, ils sont
localement des surfaces et dans ce point exceptionnel ils sont localement un bouquet
de surfaces. Il est certain que le point du collapse maintenant n’est pas un point de
séparation global, mais il semble quand méme que le Théoréme 4.5.7 pourrait étre
adapté.

Si cette conjecture est vraie, on aurait le théoréme suivant (et aussi des théorémes
équivalents pour d’autres collapses du tore ou des collapses d’autres surfaces).

Théoreme 4.5.21. Supposons que la Conjecture 1 est vraie. Soit U C R™ un sous-
espace définissable et fermé de R" tel que U = X; (avect = 1 ou 1 = 2) et soit
f: U — U un homéomorphisme. Si Acomn,(f,U) > 1, alors f a un point fixe.
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Démonstration. Supposons que f n’a pas de points fixes. Dans ce cas, oo est le seul
point fixe de f. Comme

A(f’ Xl) = A(fv Uoo) = Acomb(fa U) +1

et Acomb(f,U) > 1, A( 1, X;) # 0 et alors toute application homotope a f doit avoir
au moins un point fixe. Dans ce cas, la Conjecture 1 implique ind(oc) < 1 et alors

1> ind(00) = A(f,U>) = Acomb(f,U) + 1.

Ainsi, Acomp(f, U) < 0, mais cela entraine une contradiction. Par conséquent, f doit
avoir un point fixe. O

Un exemple de ce résultat (si I’on suppose que la Conjecture 1 est vraie) serait le
suivant.

Exemple 4.5.22. Soit U 1’espace de la Figure 4.5.9 et soit f, comme 1’application
dans I’Exemple 4.5.20, c’est-a-dire, la rotation de 180 degrés par rapport au plan
z=0.

Calculons Acomp(f, U). Or, au lieu d’employer la compactification U* = Xo,
employons la compactification T. Soit f : T = S x ' — S! x S = T I'appli-
cation qui envoie (x1,y1,x2,y2) sur (—z1,y1, T2, —y2). L’additivité du nombre de
Lefschetz combinatoire implique

A(fa T) = Acomb(fa U) +2,

ou le 2 est le nombre de Lefschetz dans les deux points de T \ U (qui sont des points
fixes de f). Encore une fois, f* : H'(S{ x S}) — H'(S} x S{) est I’application qui
envoie chaque générateur o] sur —a; pour ¢ = 1, 2 et, alors, d’apres [12],

A(f,T) = det (1 _é_l) ) _((]_1)) =4,

et donc Acomp (f, U) = 2 > 1. Par conséquent, f doit avoir un point fixe.

Le nombre d’exemples qu’on peut construire dans ce nouveau cas et ou changer
de compactification simplifie le calcul de Acomp, (f, U) serait maintenant vraiment trés
grand. Avant, on était limités parce que la compactification devait &tre une surface (et
cela supposait une restriction au point co) ou un bouquet de surfaces (dans ce cas,
I’ensemble U devait avoir plus d’une composante connexe). Maintenant, par contre,
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LR
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FIGURE 4.5.9 — Espace U.

les compactifications des espaces peuvent étre parmi une grande variété de collapses
des surfaces compactes a caractéristique d’Euler non positive. Ceci est la raison pour
laquelle trouver une borne pour les points fixes isolés dans ces collapses de surfaces
est si important.

Une autre possibilité ot il semble aussi possible de trouver une borne pour 1’in-
dice est le bouquet de certaines surfaces par plus d’un point (voir le premier espace
de la Figure 4.5.10). L’avantage de cela est que, pour des espaces ou U est un
bouquet de ce genre, il y a d’autres compactifications plus régulieres de U ou calcu-
ler Acompb(f, U) peut devenir un travail plus simple (voir le deuxieme espace de la
Figure 4.5.10).

FIGURE 4.5.10 — Deux compactifications du méme espace.
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La derniere borne de 1’indice dont on veut remarquer I’intérét est celle dans des
recollements de certaines surfaces par plus d’un point. Appelons ces espaces recol-
lements de surfaces par plusieurs points (un cas particulier est celui du paragraphe
précédent mais aussi I’identification bijective de n points d’une surface avec n points
d’une autre surface). Un exemple de cela est le troisiéme espace de la Figure 4.5.11.
L’existence d’une borne dans ces recollements par plusieurs points serait aussi tres
importante par la raison suivante :

Soit U le premier espace de la Figure 4.5.11. Remarquons que U (le deuxiéme
espace de la figure) n’est pas une variété a cause du point co. Dans ce cas, on est
dans les conditions similaires a celles de la Conjecture 1. Or, si cette conjecture
n’est pas vraie, une borne de 1’indice dans des recollements de surfaces par plusieurs
points nous permettrait d’appliquer 1’Idée 4.5.9 aux espaces comme le troisieme de
la Figure 4.5.11. Dans ce cas, pour énoncer un théoréme de point fixe, avec la no-

tation de la Figure 4.5.11, on devrait connaitre A(f, (U*/S) \ {00})ye /g, ¢ est-a-

dire, Acomp (f, (U®/S) \ {o0}). Mais cela peut étre déduit de Aeomp(f, U) grice 2
I’axiome de cofibration.

FIGURE 4.5.11 -U,U>® et U*®/S.
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Finalement, remarquons que I’Idée 4.5.9 permet aussi de trouver quelques contre-
exemples pour des bornes de I’indice. Les bornes de 1’indice sont assez étudiées en
théorie topologique des points fixes. En plus de certains articles ou ce genre de bornes
sont obtenues (comme les déja mentionnés [42], [45], [43], [46] et beaucoup plus) il
y a aussi des articles ol I’on présente des espaces pour lesquels ces bornes ne sont
plus valides [77]. En particulier, connaitre quand I’indice de point fixe est inférieur
ou égal a 1 est tres important [52].

Dans cette recherche de contre-exemples, il faut remarquer que le nombre de Lef-
schetz combinatoire (et surtout son invariance topologique) peut devenir un outil tres
important. Pour comprendre cela, on montrera ici, grace a I’Idée 4.5.9 et seulement a
maniére d’exemple, un fait déja trés connu : I’indice de point fixe dans S? n’est pas
borné par 1.

Théoréme 4.5.23. 1l existe un homéomorphisme f 82 = S? tel que #Fix(f) <
#Fix(g) pour toute application g homotope a f et tel qu’il a un point fixe isolé d’in-
dice 2.

Démonstration. Supposons que I’indice de point fixe était inférieur ou égal a 1 pour
la situation décrite dans 1I’énoncé du théoreme. Dans ce cas, un homéomorphisme
f: R? = R? avec Acomb (f, R?) > 1 devrait avoir un point fixe (d’apres I'Idée 4.5.9).

Or, soit f : R? — R? I’homéomorphisme qui envoie (z,y) sur (z,y + 1). Cet
homéomorphisme n’a pas de point fixes mais son nombre de Lefschetz combinatoire
est 1. Ceci est conséquence du fait suivant. L’homéomorphisme f C(R%)>® = 5% -
52 est homotope a I'identité et donc A(f, S?) = x(S?) = 2. D’autre part, I’additivité
du nombre combinatoire implique

2= A(f? ‘92) = Acomb(f7R2) + 1.

et ainsi Acomp (f, R?) = 1. O



Conlusions Générales

Les objectifs de cette these ont été réalisés dans leur totalité.

Au Chapitre 1, on définit le nombre de Lefschetz combinatoire. Dans ce chapitre,
on a aussi démontré que cet opérateur est additif. Par ailleurs, un théoréme du point
fixe pour des espaces définissables et f-invariants inclus dans un complexe simplicial
fini a été prouvé. Ce nouveau théoréme généralise le théoréme classique du point fixe
de Lefschetz et le théoreme de point fixe du nombre de Lefschetz relatif [11].

Au Chapitre 2, on établit I’invariance topologique du nombre de Lefschetz com-
binatoire. Les idées dans la démonstration de cette propriété ont permis d’étendre le
nombre de Lefschetz combinatoire aux applications ouvertes.

Dans le Chapitre 3, on a défini une intégration par rapport au nombre de Lefschetz
combinatoire d’applications ouvertes. On a aussi obtenu quelques bons résultats pour
le nombre de Lefschetz faisceau-théorique et une intégration par rapport a I’'indice de
point fixe a aussi été présentée. Finalement, on a construit une intégration par rapport
a I’indice de point fixe pour des fonctions réelles.

Le Chapitre 4 présente de nombreuses applications du nombre de Lefschetz com-
binatoire. D’abord, dans la Section 4.1, trois nouveaux ensembles d’axiomes ont été
énoncés : un pour le nombre de Lefschetz combinatoire, un autre pour le nombre
de Lefschetz faisceau-théorique et le dernier pour le nombre de Lefschetz d’homéo-
morphismes de complexes simpliciaux. Ensuite, dans la Section 4.2, on a montré
une méthode pour optimiser le calcul du nombre de Lefschetz de certaines applica-
tions ouvertes grace au nombre de Lefschetz combinatoire. Plusieurs exemples ont
été aussi donnés. Dans la Section 4.3, on a généralisé le théoréme d’invariance topo-
logique de I’indice de point fixe d’O’Neill. Ensuite, quelques applications pratiques
de comptage d’objets avec des capteurs ont été données. Finalement, la Section 4.4
présente plusieurs théoremes du point fixe de Lefschetz pour des espaces non bornés
qui constituent 1’application principale de cette these. Des problémes ouverts qui per-
mettront d’augmenter la puissance des théorémes qui suivent I’Idée 4.5.9 composent
la sous-section finale de ce mémoire.
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