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Resumen

El objetivo de este trabajo es analizar los modelos de tipo SIR, aplicAndolos a un caso
real. Estos modelos utilizan un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y sirven para

estudiar como evoluciona una epidemia.

Primero, se har& un repaso histérico, tanto de pandemias y epidemias relevantes como
de su estudio, evoluciéon y los cientificos mas importantes. Después, se harda un estudio
previo de otros modelos mas simples como el SI y el SIS, con varias graficas. Llegando asi
al analisis del modelo SIR, dénde se hara un estudio més profundo, sobretodo en el calculo
de la solucién, pues esta es més compleja que las anteriores. Por iltimo, se aplicara este

modelo a algtin caso real reciente, como es la COVID-19.

Abstract

The aim of this work is to analyse the SIR-type models, applying them to some recent
case. These models use a system of ordinary differential equations and are used to study

how an epidemic evolves.

Firstly, a historical overview will be made, both of relevant pandemics and epidemics as
well as their study, evolution and most important scientists. Secondly, a preliminary study
will be made of other simpler models such as the SI and the SIS, with several graphs.
Thus arriving at the analysis of the SIR model, where a more in-depth study will be made,
especially in the calculation of the solution, since it is more complex than the previous

ones. Finally, this model will be applied to a recent real case, such as COVID-19.
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Introduccion

Las epidemias nacen desde que el ser humano empezd a vivir en sociedad, las cuales,
en la antigiiedad, se extendian a gran velocidad debido a las pocas medidas para prevenir
los contagios. Multitud de epidemias han afectado al ser humano a o largo de la historia.
Una de las plagas que abarcé mayor extensioén y con mayor mortalidad, fué la peste negra,
que tuvo lugar en Europa a mediados del siglo XIV. Se cree que lleg6 a morir méas de la
mitad de la poblacién Europea. Tuvo origen en Mongolia y se extendié con rapidez por
Asia y Europa, aunque también por el norte de Africa. Pero no afecté ni a América, ni a
la mayor parte de Africa, lo que resalta la transmision de esta enfermedad por contacto

entre personas.

AN

Figura 1: Cuadro El triunfo de la muerte de Pieter Bruegel

Otra pandemia que tuvo un gran poder arrasador, fué la conocida “gripe espafiola” en
1919, que a pesar de no haber surgido en Espania, pues se conocen casos anteriores en otras

regiones del mundo, recibe este nombre porque la pandemia ocup6 una mayor atencién de
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la prensa en Espana que en el resto de Europa, ya que Espana no estaba involucrada en la

Primera Guerra Mundial y por tanto no se censuré la informaciéon sobre la enfermedad.

Actualmente, estamos viviendo otra gran enfermedad contagiosa, reconocida como pan-
demia por la OMS el 11 de Marzo de 2020, como es la COVID-19. A finales de 2021, se
han informado casi 300 millones de casos y han fallecido méas de 5 millones de personas. A
diferencia de anteriores pandemias, actualmente la medicina y los programas de sanidad
estan mucho mas avanzados, pero los modelos epidémicos matemaéticos que podrian ayudar
todavia maés, en algunos casos, no han sido tenidos en cuenta, pues implicaban medidas
que afectaban a los intereses econémicos. Sobre estos modelos matematicos hablaremos

més delante, dénde tomaremos a esta pandemia de la COVID-19 como caso real.

Figura 2: Retrato de Girolamo Fracastoro

El estudio de las epidemias comienza en el siglo IV a.C, dénde el griego Hipocrates,
considerado el padre de la medicina, establece una relacion entre la enfermedad y el medio
ambiente. En esta época, ya empezaban a utilizar diferentes técnicas para combatir los
contagios, como aislar a los enfermos, lavar los alimentos antes de ingerirlos y el lavado
de manos. Hipoécrates puede considerarse el primer epidemiblogo, y a partir de él se fué

avanzando poco a poco en el estudio de las enfermedades infecciosas, hasta la llegada de
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Girolamo Fracastoro, quien a mediados del diglo XVT sienta las bases de la epidemiologia
moderna. Fracastoro publica su obra, De contagione et contagiosis morbis, en la cual ma-
nifiesta la idea de "diminutos cuerpos capaces de autorreplicarse que no podemos ver, que
producen las enfermedades y que pasan de una persona a otra". Otro notable epidemiolo-
go de la época fué también ingés John Graunt, quién ademaés era un excelente demografo,
campo de gran importancia para el estudio de las epidemias. Un siglo mas tarde, gracias
a los avances en tecnologia y la llegada de microscopios potentes, Anton van Leeuwenhoek
es capaz de ver esos "diminutos cuerpos"de los que hablaba Fracastoro, dando validez asi

a su teoria.

A finales del siglo XVIII, Thomas Robert Malthus, un jéven mateméatico, publico un
libro dénde senalaba los problemas del creciemiento veloz de la poblaciéon. Malthus senald
en uno de sus libros que la poblaciéon de USA se doblaba cada veinticinco anos durante el
siglo XVIII. Mientras esta crecia de forma geométrica, la producciéon de comida y recursos
solo lo hacia de forma aritmética. Esto impide el crecimiento indefinido de la poblacién
pues una parte de la sociedad estéa condenada a la hambruna y a la pobreza. Otros de los
factores importantes que dificultan el crecimiento de la poblacion son el aborto, las guerras
o las epidemias. Para Malthus la mejor forma de estabilizar la poblacién era retrasando el

matrimonio, puesto que en esta época se tenian hijos prematuramente.

Unas décadas mas tarde, el matematico Belga Pierre-Frangois Verhults publica en 1838
Note on the law of population growth que trata acerca del crecimiento exponencial de ciertas

poblaciones del que hablaba Malthus, proponiendo la conocida ecuacién logistica
dpP P
— —yP(1-= 1
it ( K) (1)

y dando una interpretacién matematica a este crecimiento de la poblacion, el cual estéa
limitado por el tamano y la fecundidad del pais o regiéon en cuestion. La llegada de esta
ecuacion, que en un principio se utilizaba para el estudio demografico, significd6 un gran
avance en el estudio y la evoluciéon de las enfermedades infeccionas, puesto que hasta esta
época las mateméaticas habfan aportado a la epidemiologia solamente a nivel estadistico,
a excepcién de un trabajo de Daniel Bernoulli, a mediados del siglo XVIII, dénde prueba
de forma teorica que la vacunacién a personas con bajo riesgo de muerte es muy eficaz.
Dicho trabajo tiene ciertas similitudes con otros del célebre matematico Leonard Euler,

quién tambien di6 un enfoque al estudio de las epidemias diferente al de la época.
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Figura 3: Grafica de la ecuacion logistica

Posteriormente, a finales del siglo XIX, los cientificos Robert Koch y Louis Pasteur
fueron pioneros en demostrar la eficacia de una buena higiene para prevenir la transmision
entre individuos. A pesar de que el proceso de transmision dentro de un colectivo es comple-
jo, pues depende muchos factores diferentes, como geograficos, culturales o sociopoliticos,

esto hizo que los contagios se controlasen mucho més en siguientes epidemias.

A principios del siglo XX, William Heaton Hamer, mientras trabajaba en la transmision
del sarampion, propone que "la tasa de propagacién de una enfermdedad es proporcional al
niumero de individuos susceptibles por el nimero de individuos infecciosos", esto se conoce
como la ley de accion de masas y proporciona un gran avance en el estudio mateméatico de

las epidemias.

Aunque, quién es considerado como el padre de la epidemiologia matematica moderna
es Ronald Ross, médico y matematico, galardonado con el Premio Nobel de Medicina en
1902 por su trabajo para comprender e intentar erradicar la malaria. Ross propone el
primer modelo de ecuaciones diferenciales, formado por 12 ecuaciones y distintas variables
como la tasa de natalidad e inmigracién de la poblacién contagiada, o la misma tasa pero
de la poblacion infectada. También caben destacar variables de tasas de variacién, como
dP/dt, donde P es la poblacion total y ¢ el tiempo. Ademas, en este momento se empezaba
a relacionar lo que hoy en dia es conocido como nimero reproductivo bdsico con el final de

una epidemia.
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Figura 4: Ronald Ross

Mas tarde, en 1927 McKendrick y Kermack asientan las bases de los modelos de ecuacio-
nes diferenciales para describir la propagacion de una enfermedad, introduciendo el modelo
SIR. Convierten asi, la modelizacién matematica en una rama esencial para el estudio de

las epidemias.

Los sistemas dinamicos progresaban a gran velocidad a lo largo del siglo XX, pero es a
partir de 1980 cuando estos tienen gran importancia, pues aparece el conocido sindrome de
inmunodeficiencia adquirida (SIDA). En un principio fué de gran importancia el método
estadistico pues permitié determinar que el nimero de relaciones sexuales era un factor
de riesgo para contraer la enfermedad, y utilizando después los sistemas dinamicos para
comprender factores que influyen en la enfermedad, hallar umbrales a partir de los cuales

haya riesgo epidémico, recomendar medidas de control o formas 6ptimas de vacunacion.

En 2009, aparece la gripe A, procedente de una variante del virus de la gripe del ano
1957. Para combatir esta pandemia se utiliza de nuevo el modelo SIR de principios del
siglo pasado, cuando se consideraba que ya exist{an modelos méas complejos y mejorados.
Hoy en dia, sigue siendo de gran ayuda este modelo, del cual hablaremos con profundidad

més adelante y lo utilizaremos para estudiar algin caso concreto de la COVID-19.
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Capitulo 1

Modelos epidémicos generales

Actualmente, los modelos que se utilizan para explicar el comportamiento de las en-
fermedades contagiosas son los compartimentales, en los cuales cada individuo de una
poblacién constante N se clasifica segiin su estado de salud ante la enfermedad, a pesar
de que hoy en dia es complicado tener a una poblacién aislada puesto que la mayoria de
paises, y en concreto Espana, reciben una gran afluencia de extrangeros cada ano. Ademés
es importante saber como se transmite la enfermedad y a qué velocidad, y como se puede

recuperar un individuo o si la enfermedad puede ser mortal.

- -
a* 1' -
" ! »
|
== Vacunado ! Cuarentena
| I
1'-\-__ '-.‘ I #
T = 1 ’ L

= - " -l" v
k. TS \
== Recuperado | Infectado

Figura 1.1: Esquema de los posibles estados de salud ante una enfermedad

El modelo més complejo y general es el MSEIR y esta compuesto por cinco tipos de po-
blacién, las cuales forman el nombre del modelo, que son: Madre, Susceptibles, Expuestos,
Infectados y Recuperados. Cada letra representa el ntimero de individuos, en funcion del

tiempo, en un estado de salud:
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» M(t): Representa el ntmero de individuos inmunizados ante una enfermedad. Esta

inmunidad la obtienen los bebés a partir de los anticuerpos de la madre.

= S(t): Representa el ntimero de individuos susceptibles de contagiarse. Pasan a este
grupo cuando a un individuo le desaparecen los anticuerpos, o bien quienes ya no los

tenian.

» E(t): Representa el ntimero de individuos expuestos a un patogeno concreto. Pasan a
este grupo los susceptibles que tienen un contacto directo con un infectado, es decir,
que el susceptible se infecte. En este momento el individuo estéa infectado pero no

puede contagiar.

= I(t): Representa el namero de individuos infectados. En esta fase se encuentran

aquellos infectados capaces de infectar a otro individuo.

= R(t): Representa el namero de individuos recuperados de la enfermedad. Quedan
inmunizados de manera total o temporal. Este grupo también contiene a los sujetos

que mueren tras padecer la enfermedad.

Figura 1.2: Esquema del modelo MSEIR

Vistas las distintas clases en la que puede estar un individuo en funcién de su estado
de salud frente a una enfermedad, en este trabajo nos centraremos en modelos més senci-
llos, que no utilizan ni la clase M, pues supondremos que ningin individuo comienza con

inmunidad, ni la clase E, ya que se omite la fase de latencia.

Como se menciona en la pagina XII, la ley de accion de masas, propuesta por W.
H. Hamer, alude que el ntimero de individuos susceptibles que se convierten en infecta-
dos, es proporcional al producto del niimero de individuos susceptibles por el ntimero de

infecciosos. Todos los modelos que veremos a continuacién se apoyan en esta ley.

Comenzaremos por el modelo inicial de McKendrick-Kermack, déonde un individuo s6lo

puede estar en uno de estos dos compartimentos: S (Susceptible) o I (Infectado), por esta
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razon lleva el nombre de modelo SI. Una enfermedad que se puede modelar de esta forma
es el Sida, puesto que una persona, una vez infectada, nunca puede ser curada y por tanto

permanecera siempre en la clase I.

Si por el contrario, un enfermo puede curarse de la enfermedad, entonces estariamos
ante un modelo SIS. Por ejemplo, enfermedades como las ETS pueden modelarse de esta

manera, ya que un individuo no consigue inmunidad al recuperarse.

Ahora, llegariamos al ultimo modelo y centro de este trabajo que es el SIR, dénde un
enfermo se recupera con inmunidad. Supondremos inmunidad permanente, como la que
se consigue tras recuperarte de infecciones viricas como la rubeola. Aunque en el caso del

COVID la inmunidad es temporal, esta se supondra total en el tiempo.

1.1. Modelo SI

Es el modelo més sencillo de todos. Dada una poblacién constante N, un individuo sélo

puede ser Susceptible de contagio o estar Infectado. Con lo cual se tiene que:
S(t) + I(t) = N, Vt>0 (1.1)

Siendo S(t) e I(t) el namero de individuos suceptibles e infectados en tiempo .

RN,

Figura 1.3: Esquema del modelo SI

Basandonos en la ley de accion de masas, los susceptibles pasan a ser infectados a un
ritmo proporcional al producto de la magnitud de ambos grupos. Este ritmo de variacién
serd el mismo, obviamente, que el de disminucién del niimero de susceptibles. Modelan-
do esto, tendriamos que la tasa de variacién de susceptibles es 3SI, que coincide con la
tasa de variacién de infectados pero con signo opuesto, pues los individuos pasan de un

compartimento a otro. Esto es:
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s Cod
5 =8 =—p8I=—— = -T'(1) (12)

donde >0 es una constante conocida como la tasa de contacto por susceptible y por
infectado. Ademas 1 se conoce como fuerza de infeccion. Tenemos entonces las ecuaciones

del modelo:

9 _Bs(Ie), S(0) = Sy
flt] (1.3)
S = ssI0, 10)=To

Siendo Sy e Iy las condiciones iniciales de susceptibles e infectados. Para resolver este
sistema, tendremos en cuenta la igualdad pues S(t)= N - I(t), y asi obtenemos la

ecuacion logistica:

dl
= BIN =) (1.4)

Para resolverla utlizaremos el método de separacién de variables:

/ ](Ndf[) — [ pa (15)

Y descomponiendo en fracciones simples calcularemos la integral del lado izquierdo.

Obsérvese que la del lado derecho es inmediata. Llegamos asi a:

1

siendo C' la constante de integracion. Ahora, para un I inicial se tiene que:

I
C= 1.7
N1, (1.7)
Asi, haciendo célculos y simplificando llegariamos a una solucién explicita:
Iy N
1(t) = 1.8
( ) (N— Io)e_Nth - IO ( )
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Véase que la enfermedad acabara infectando a toda la poblacién, dado que, para cual-

quiera que sean las condiciones iniciales se tiene:

lim I(f) = N (1.9)

t—o00

Esto tiene sentido pues un infectado no puede volver a ser susceptible nunca. Analoga-

mente, la solucién para los susceptibles es:

SoN
S(t) = 1.10
() (N—So)eNth—i-S() ( )
o
(=]
S
S
o
o |
[ ]
[va)
[ ]
o |
@
3 |
S
8 _
&
o -
T T T T I
0 5 10 15 20

Figura 1.4: Grafica de la evolucion del modelo SI con poblacion N=10000, constante
f=10"* y condiciones iniciales Sp—9999, Iy—1. La grafica de color azul representa a los
susceptibles y la de color rojo a los infectados. La variable independiente ¢ es el tiempo en

dias. Software utilizado: R.

1.2. Modelo SIS

Estamos ahora ante un modelo déonde, a diferencia del anterior, los individuos infectados

pueden recuperarse de la enfermedad y volver a ser susceptibles. La poblacién es, como
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antes, constante NV, pero ahora existira a mayores lo que se conoce como tasa de recuperacion
~v>0. En este modelo, la recuperacion de los infectados sera I, dependiendo solamente del

numero de enfermos en el instante ¢.

vl

& D
N

Figura 1.5: Esquema del modelo SIS

De esta forma, tenemos que el modelo SIS se puede expresar como:

%f = —BS(HI(H) + I, S(0) = Sy
% — +BS(OI(E) — L, 1(0) = I

(1.11)

El modelo es mas complejo que el anterior debido al término de recuperaciéon de los
infectados. Procediendo de forma anéloga que en el modelo anterior, pues la poblacion N

es constante y se cumple de nuevo la ecuaciéon tenemos que:

al
a0t =BIN—=1) =~ (1.12)

Sacando factor comun y reordenando para dejar las constantes juntas, nos queda

- ol(r-3)-

Vemos que obtenemos una ecuacién de tipo logistica, pero su resolucién es un poco
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maés dificil pues el término constante es un poco més incomodo. Aplicando separaciéon de

variables e integrando:

= CelAN-t (1.14)

con (' la constante de integracion. De la misma férma, tomando un Iy inicial obtenemos:

Por ultimo, haciendo calculos y reordenando obtenemos la solucion:

(1.15)

hsy

_ BN —~
Kﬂ_[”ﬁﬁ’—ﬁyrwNﬂﬁ+ﬁ (1.16)

Siguiendo los mismos pasos, obtendriamos la solucién para los susceptibles:

CNe(v—NB)t % Sy — %
() = T+ oo N5 (1.17)

Llegados hasta aqui, observemos que los contagios pueden evolucionar de manera di-
ferente en funcion de los valores de 5, N y ~. Es de gran importancia entonces, lo que
se conoce como indice reproductivo basico, Ry, que es el nimero de casos nuevos que
ocasiona un caso dado, definido como:

BN

Ry = — 1.18
0= (1.18)

de modo que si Ry<1 la enfermedad acabara desapareciendo, y si Rp>1 la enfermedad

serd endémica, es decir, permaneceri para siempre.

Veamos dos ejemplos graficos de como evoluciona una enfermedad a lo largo del tiempo

en funcién del valor del indice reproductivo bésico:
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4000 6000 8000 10000
| |

2000
|

.

Figura 1.6: Gréfica de la evolucion del modelo SIS con poblacion N=10000, constantes
f=10"* y v=2, con lo cual el indice reproductivo basico es Ry=0.5. Condiciones iniciales
S50=9000, Ip=1000. La grafica de color azul representa a los susceptibles y la de color rojo

a los infectados. La variable independiente ¢ es el tiempo en dias.
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8000 8000
|

4000
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Figura 1.7: Gréfica de la evolucion del modelo SIS con poblacion N=10000, constantes
=102 y v=2, con lo cual el indice reproductivo bésico es Ry=5. Condiciones iniciales
S50=9900, Ip=100. La grafica de color azul representa a los susceptibles y la de color rojo

a los infectados. La variable independiente ¢ es el tiempo en dias.



Capitulo 2

Modelo SIR

2.1. Analisis del modelo

Tras haber visto los modelos SI 'y SIS, llegamos al modelo SIR, tema central del trabajo.
Este modelo es una ampliacién de los anteriores pero anadiendo el compartimento de
Recuperados, es decir, los individuos que se curan ya no pueden volver a contagiarse. Se
incluyen aqui también las personas que fallecen debido a la enfermedad. Ademés, veremos
que este modelo tiene la complicacién a mayores de que no tiene solucién explicita, por
lo que utilizaremos distintos mecanismos mateméticos para obtener informacién acerca de
las solucién. Aunque en la préactica se trabaja con métodos numéricos que aproximan la

solucion pues son mucho mas eficientes.

©'0 0

Figura 2.1: Esquema del modelo SIR

La poblaciéon es también constante N, pero ahora al anadir la clase de recuperados, se

cumple:

S+ I +RH =N,  Vt>0 (2.1)
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Se formulara entonces el sistema de ecuaciones diferenciales, donde la diferencia con el
modelo SIS esta en que ahora la recuperacion de los infectados y1 no esta en la ecuacion de

los suceptibles, sino en la de los recuperados pues estos se curan con inmunidad. El modelo

queda de la forma:

& ps(), S(0) = 5 2.2
& = S I) ~ 1), 10) = Iy (2.3)
L ) R(0) = Ry (24)

donde, de nuevo, 3, v>0 son los pardmetros que representan las tasas de infeccion y
recuperacion, y Sy, Iy, Rg son los individuos susceptibles, infectados y recuperados en el

instante inicial, respectivamente.

SIR epidemic trajectory

SIR populations

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
time (arbitrariy units)

Figura 2.2: Grafica modelo SIR. Las graficas discontinuas representan las estimaciones de

cada variable y las continuas los casos reales.
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2.2. Estudio analitico

Una vez introducido el modelo, vamos a dar algunos resultados tedricos que prueben
que el sistema tiene solucién y esta es tnica. Para ello definamos primero lo que es

un problema de valor inicial (PVI) o problema de Cauchy.

Definicién. (Problema de Cauchy) Sea f : DC R x R™ una funciéon, y€ R™, D un
abierto de R™*! y (#,y,) € D, un problema de Cauchy es:

(2.5)

Veamos ahora un teorema que nos asegure la existencia de soluciéon y otro que nos

asegure la unicidad en un entorno de los datos iniciales.

Teorema. (Cauchy-Peano) Sea f una funcién continua en D, entonces existe un in-
tervalo [ty — 7, %9 + ] con r>0, tal que tiene solucién para cualquier (fo,yy) €
D.

Para nuestro modelo tomando y=(S,LR) y f= (—=B8SI, 8SI—~I,~vI), como [ es
continua en R? se tiene que existe solucion local para cualquiera que sean las condiciones

iniciales.

Proposicién. Sea D un abierto de R"*! y sea f : D — R™ tal que admite todas las deriva-
das parciales y son continuas en D, entonces f es una funciéon localmente lipschitziana

respecto de y en D.

Teorema. (Picard-Lindel6f) Sea f una funcion continua y lipschitziana respecto de y
en un entorno D de (fy, yy), entonces existe un intervalo [ty — r, tp + 7] con r>0, tal

que tiene solucion tnica para cualquier (tp, y,) € D.

Para nuestro caso, tenemos que la matriz jacobiana de f= (—gSI, 3SI — ~v1I,vI) es:
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—BI  —BS 0
Jf=1| Bl BS—~ 0 (2.6)
0 ¥ 0

Como los coeficientes de la jacobiana son las derivadas parciales y todas son continuas
en R* se tiene, por la Proposicién anterior, que f es localmente lipschitziana. Por tanto
por el Teorema de Picard-Lindelof, existe una tinica solucién en un intervalo de la forma
[0,T].

Una vez que sabemos que nuestro sistema tiene solucién y que esta es tnica, veamos
de que tipo es. Para ello definamos el nimero de reproducciéon efectiva, R, que es el

valor umbral que indica si una enfermedad sera epidemia o no.

R, =2 (2.7)

Obsérvese que cuando la poblacion es grande y el niimero inicial de susceptibles cercano

a N, se tiene que R, =Ry

Teorema. (umbral para el modelo SIR) Dado el modelo SIR con valores iniciales Sy, I, Ry >0

y pardmetros 8 y 7y positivos, se tiene que:

» Si R, < 1, entonces la funciéon I(¢) es monoétona decreciente a cero y la enfer-

medad desaparece.

» Si R.>1, entonces I(t) crece (se produce epidemia) hasta alcanzar un maximo

y luego decrece hasta que se extingue la enfermedad.

Veremos més adelante, en la Seccién [2.4] varios ejemplos de cémo puede desarollarse
una enfermedad en funcién de sus parametros y valores iniciales, en concreto de el valor
R..

Una vez hecho un pequeno anélisis del modelo, calcularemos una solucién paramétrica

del modelo SIR, que puede ser 1til en algunos casos.
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2.3. Solucién semi-analitica del modelo SIR

Como ya se dijo en el inicio de la seccién, para este modelo no existe solucién analitica
explicita. Aqui se calculard una solucién semi-analitica basandonos en [5], que a su vez

utiliza una técnica facilitada en [6].

Primero, observemos que por [2.1] se tiene que:
S+ 1I(t)+ R(t)=0 (2.8)

Véase que S(t) es decreciente puesto que S’(¢)<0 y R(t) creciente pues R’(¢)>0.

Empecemos derivando la ecuacion [2.2] obteniendo ast:
S'(t) = =B(S ()I(t) + SO (1)) (2.9)
Despejamos 1'(t) de la ecuaciéon anterior:

I(t) = ﬁ (S"(t) + BS (HI(1)) (2.10)

Despejando ahora I(t) de la ecuacion

1(t) = —55% (2.11)

Insertando 2.11] en .10

_ = (g SN _ =80 (SN

0= 5515 (£0 -0 3555) = 5 [S(t) (sm)] (212

Igualando la ecuacion anterior a la[2.3]y usando tenemos:
—1[5') (SN _ SO\ ([ Sw
ﬂ!S(t) ‘<S<t>>]‘55m< s55) ~ (5509

Y reordenando:

—~

2.13)
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St (SN S
S (S(t)> +7%—55’(t):0 (2.14)

Ahora, por otro lado, sustituyendo en [2.4}

R(t) = f% @I((g) (2.15)
E integrando obtenemos:
R(t) = —% In (S(2)) (2.16)
Despejando S(t):
S(t) = age™ 7RO, ap >0 (2.17)

Sustituyendo t=0 en obtenemos la constante de integracion:

ap = Soer 0, Sy =S(0), Ro= R(0) (2.18)
Derivando 2.1
S(t) = —O?BR’(t)e_gR(t) (2.19)
Derivando .15
pon (S (SW\°
RO =-3 ( s <s<t>> ) (2:20)

Entonces, reescribiendo las ecuaciones [2.15], [2.19] y [2.20}

VR~ () 2.21)

— BS(t) = aOfQR’(t)e_gR(t) (2.22)
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- () e

S(1) ’YR ¥

Y suméndolas, por tenemos que:

2
- SR - BR()+ LRI <o

Despejando R”(t):

R'(t) = aoBR (e 5O — 4R (1)

Introduciremos el siguiente cambio de variable para resolver la EDO anterior:

u(t) = e RO
Derivando la ecuacion anterior:
d() = -2 re 370 Z _B
v Y
Y despejando R'(t):
/ t)
R = 22
W= "5
Derivando de nuevo y aplicando
B B B8 u'(1)?
u'(t) = —=R"(Hu(t) — =R (D) (t) = —=R"(t)u(t) +
() = =2 B (Ou(t) = TR @u(t) = =2 R(Hul?) )

Despejando ahora R”(t):

[0V o
R(’”‘B[(u(t)) u<t>]

Ahora, combinando [2.26] [2.28] y [2.30] en [2.25}

15

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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gl U’(t))2 u(O) | () /
— — - — + agyu () =0 2.31
5 !( an) " un | 8wy T (231
Sacando factor comun:
1
_ %UQ(t) [—u’Q(t) + u(t)u” (t) + vy (H)u(t) — aoﬂu’(t)u2(t)] (2.32)
Llegamos asi a una EDO de segundo 6rden:
Pu du\ > du
o= — - = 2.33
g = () + O aosuu =0 (2.33)
Para resolverla introducimos la funcién:
dt 1 du ,
= == 2.34
i il aki0) (2.34)
Y derivando:
¢’ (1)
) W' _ T d¢
”t:—¢( = =—¢(t)= —— 2.35
)
Usando la regla de la cadena y
dp  dé di "y oo L
u a
it e sk = 4t 2.36
du  dt du u’(t)2¢ de (2:36)
Multiplicando por ﬁ en la EDO [2.33
Sar
Lu 1 38
siz _ 24+ (’77_[10:0 W _y (2.37)
@ i

Si ahora introducimos [2.36[ en la ecuacion anterior y la multiplicamos por ¢ nos queda
la ecuacién diferencial de Bernoulli:

dp 1

oo+ 0+ (afu—7)¢* =0 (2.38)
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Para resolver la EDO anterior, utilizaremos un cambio de variable tipico en estos casos:
z=¢ 1 (2.39)

Si ahora derivamos z en funcion de u y despejamos en [2.38] obtenemos:

de¢ 1 )
— =——¢+ (v —aBu)¢ p )
d . 2
e Y Y Gl i P ot (7~ aoBu)g (2.40)
@

Y aplicando el cambio de variable nos queda una EDO lineal:

dz 1

du  u (v — aoBu) (2.41)

La resolveremos de forma sencilla usando el método de variacién de constantes:

2=zn+ 2
o = Cel v = Celnv = o, CeR
2 = Clu)u

Ahora derivamos z, y sustituimos z por z, en

4, = C(u)u+ C(u)

? gl
dZ, 1 = C'(u) = -+ CB (2.42)

L =4= ?LC(U)U— (v — aoBu)
Con lo cual, integrando:
Clu) = Cu—~ylnu (2.43)
Por lo tanto, la solucién general seré:
2=z + 2 = (C+ CBu—vyInu) u (2.44)

Por ultimo, deshaciendo el cambio de variable:
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1
(C+ CPu—~vyInu)u

¢ = (2.45)

Una vez calculado todo esto, ya tenemos los ingredientes para dar una solucién del
sistema de EDOs dado por pero en funcién de wu.

Comenzemos con la solucién para los susceptibles, simplemente sustituyendo en

2.1 tenemos:

S(u) = agu, con  ap= SgegRO (2.46)

Y como, en general, Ry=0, se tiene que ag = Sp, por lo que:

S(u) = Sou (2.47)

Vamos ahora con la solucién para los recuperados. Como R(¢)=R(u), aplicando la regla
de la cadena y 2:28}

R (t) = R (u)d/ ()

, ()l :_lu/(t) () = — g
B u(t)
Integrando respecto a u:
! = —Ldu u) = _x n(u ’
/R(u)du— S = R = =T () + (2.49)

Calculemos el valor de C’ sustituyendo en la ecuaciéon anterior y haciendo t=0:

B
Ry = —% In(e ")+ C’= Ry=Ry+ C'= C’=0 (2.50)

Por lo tanto, la solucién nos queda:

R(u) = —% In(u) (2.51)
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Por ultimo, calculemos la solucion para los infectados. Como S(u) + I(u) + R(u)= N,

por 2.4 y 2.51}

H@zN+%mw—aw (2.52)

Si se supone Ry=0 la solucién queda:

K@zN+%M@—%u (2.53)

2.4. Ejemplos graficos

Veamos algunos ejemplos de como puede evolucionar una epidemia en funcién de los
valores iniciales y de las constantes 5 y . Para ser mas eficientes, utilizaremos el software

R, y concretamente el paquete "deSolve"para simular asi la evoluciéon de una enfermedad.

Comenzaremos con un primer ejemplo déonde tomaremos una poblacién de 5000 per-
sonas y solamente 1 infectado en el instante inicial, es decir, Sp=4999, Iy=1 y Ro=0 (no
confundir este Ry, que se refiere a los infectados en =0 con el indice reproductivo basico).
También tomaremos una tasa de contacto $=0.00015 y una tasa de recuperacion v=0.25.
Por tanto, R,=3>1, con lo cual habra epidemia. Obsérvese que la grafica 2.3 muestra la
evolucion de la enfermedad durante 40 dias, donde se puede ver que el pico de contagios

se da el dia 19, con unos 1400 infectados.

Ademas otro dato importante es el tiempo de recuperacion de un individuo, que es

aproximadamente el inverso de <, en nuestro caso %:4 dias.

En el segundo ejemplo, el escenario seré el mismo, es decir, mismo niimero de personas
y mismas condiciones iniciales para susceptibles, infectados y recuperados pero bajaremos
la tasa de contacto a $=0.0001, manteniendo la misma vy=0.25. Asi, R.=2>1, y habra
epidemia pero con una subida de los infectados menos brusca. Obsérvese esta vez que la
grafica muestra la evoluciéon de la enfermedad durante 70 dias, pues la enfermedad se
extiende més en el tiempo al bajar el poder de infeccién. En este caso el pico de contagios

se da el dia 34, con unos 800 infectados.
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Figura 2.3: Fuente: Elaboracién propia usando R
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Por ultimo, veamos un tercer ejemplo con la misma poblacién, pero muchos mas in-
fectados en el instante inicial, y donde la epidemia remite (no se puede decir que no hay
epidemia pues hemos empezado con 500 infectados, pero si que estos decrecen monoto-
namente). Es decir, con N=5000, Sp=4500, Ip—500 y Ry=0. La tasa de contacto sera la
misma 5=0.0001 y la de recuperaciéon més alta v=0.75. Asf se tiene R.=0.6<1. Obsérvese
que la grafica 2.5 muestra que en poco mas de 10 dias ya no hay infectados atin habiendo

muchos susceptibles.
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o |
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o
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s — infectados
o 2 recuperados
@ [ .
e [}
=}
-
o
S |
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T T T T T
0 10 20 30 40

tiempo(dias)

Figura 2.5: Fuente: Elaboracién propia usando R
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Capitulo 3

Aplicacion del modelo SIR a casos

reales

En esta seccién, aplicaremos lo visto en el capitulo anterior sobre el modelo SIR para
que nuestra solucién se ajuste lo maximo posible a los datos reales e intentar predecir
acontecimientos futuros. Hay que tener en cuenta, que este modelo funciona bien para
casos concretos en intervalos de tiempo cortos, y que pequeiios cambios en las condiciones

iniciales pueden provocar grandes cambios en la solucién.

3.1. Epidemia de gripe A en La Gloria, México.

En Marzo de 2009, una gripe afecté a la poblacion de una pequena localidad en el
estado mexicano de Veracruz. En un principio, se crefa que esta enfermedad era la gripe
porcina, ya que dicha localidad tiene una granja con miles de cerdos, pero los animales
estaban vacunados contra esta gripe porcina y ademaés se les hacian analisis mensuales. En
pocas semanas esta enfermedad se extendi6é por otros lugares de México, Estados Unidos

y Canadé y més tarde por otras partes del resto del mundo.

La Gloria tiene una poblacién de 2100 habitantes, y este virus, conocido como virus A
(HIN1), llegd a afectar a mas del 60 % de los habitantes de la localidad. Algo que ayudo
a la expansion de este virus fueron las bajas temperaturas que se daban en esa época del
ano, juntado a que La Gloria se encuentra a unos 2500 metros de altitud. En el Cuadro

[3.1] se pueden ver los datos de infectados en esta localidad a lo largo del tiempo.

23
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Tiempo (dias) Casos
2 210
3.5 612
5.5 1278
8 1000
14 061
18 344
24 259

Cuadro 3.1: Datos de Gripe A en La Gloria. Fuente: [10]

Para estimar el parametro -y, lo haremos de la forma maés sencilla pero quizés con mayor

error. Hemos visto en la seccién 2.4 que % es el tiempo aproximado de recuperacion de un

individuo, y como nuestro caso es sabido que este tiempo es de unos 4 dias, tenemos que
v=0.25.

decir, los casos en el dia 2 y los casos en el "dia 3.5”, y en ~. Por tenemos que:

Ahora trataremos de estimar 8 basidndonos solamente en los dos primeros datos, es

I'(2) ~ BS(2)1(2) = v1(2)

Despejando 8 tenemos que:

De nuevo hacemos otra aproximacion, esta vez de I'(2):

Y asi, con nuestros datos, ya podemos estimar (:

—=—= (2 ) 25 .21
g 15 'v(): 68 4 0,25 0%0’0008
S(2)1(2) 1890 - 210

Obsérvese que R, =~ 6>1 y claramente habra epidemia.

(3.1)

(3.2)

(3.4)
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1000 1500 2000

Casos activos

500
|

Dia

Figura 3.1: La linea roja representa la estimaciéon de los enfermos usando el modelo SIR y

los puntos negros los enfermos reales. Fuente: Elaboracion propia usando R.

La estimaciéon de la Figura es bastante buena pero mejorable. Para ajustar mejor
nuestro modelo a los datos, suponemos que el tiempo de recuperacién de un individuo es
de 5 dias en vez de 4, asi tenemos v=0.2. Y tomando una tasa de contacto algo mayor

8 = 0,00095 obtenemos un mejor ajuste.

Casos activos
1000 1500 2000
1

500
I

Dia

Figura 3.2: La linea roja representa la estimacién de los enfermos usando el modelo SIR con
una mejor estimaciéon de v y 8, y los puntos negros los enfermos reales. Fuente: Elaboraciéon

propia usando R.
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3.2. Covid en las residencias.

Desde que en Diciembre de 2019, en Wuhan (China), tiene lugar el primer brote de
COVID-19, los contagios no pararon de crecer por todo el mundo hasta alcanzar el medio
millén a principios de Marzo. En concreto, en Espafia, en esas fechas se declaré el estado
de alarma al detectarse los primeros casos en Madrid, y la cuarentena obligatoria. Quienes
vivian solos o con un grupo reducido de personas, lo tenfas méas complicado para contagiarse
pero quienes residian con més gente, como es el caso de las residencias, tenian mayor

porbabilidad de contagio.

Las residencias en Espana a principios de 2020 tenian una ocupaciéon de al rededor
del 86 %, es decir unas 300.000 personas. En el Cuadro vemos la evoluciéon de los
infectados en cada semana. Téngase en cuenta que los datos son aproximados, puesto que,
al no conocerse mucho el virus, era complicado diagnosticar el mismo y por tanto el conteo

de los casos.

Tiempo (semana) Casos
0 51
1 89
2 211
3 556
4 1235
5 2093
6 3964
7 8024
8 11212
9 18140
10 19724
11 12700
12 6260
13 2408
14 1279
15 721
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Tiempo (semana) Casos
16 322
17 153
18 98
19 68
20 45

Cuadro 3.2: Datos de Covid en residencias en Espana. Fuente: [12]

Vamos ahora a proceder de la misma forma que el ejemplo anterior. Para estimar ~y
tengamos en cuenta que los expertos recomendaban una cuarentena de una semana (al
principio mas por si acaso), ya que el virus se podia transmitir durante algo menos de 7

1

dias. Con lo cual tomamos y=1.2 (5:0,83 semanas, que son 5,8 dias aproximadamente).

Estimemos ( teniendo en cuenta nuestra estimacion de «y y los casos en las 2 primeras

semanas.

I'(0) ~ 8S(0)1(0) — 1(0) (3.5)

Despejando 8 tenemos que:

~ 3.6
TSI 30
De nuevo hacemos otra aproximacion, esta vez de I'(0):
1(1) - 1(0)
'y~ —~—~ 3.7
(0) ~ 2= (37)
Y asi, con nuestros datos, ya podemos estimar 5:
I(1)—1I(0 1(0 38+1,2-51
g UM =1O) +9I(0) _ 38+ 12-51 5000648 (3.8)

5(0)1(0) 299949 - 51

Obsérvese que R, ~ 1.62>1 y habra epidemia. Veamos qué tal se ajusta nuestro modelo

a los datos reales.
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Casos activos
15000 20000 25000
1 | 1

10000
|

5000
|

0
|

Semana

Figura 3.3: La linea roja representa la estimaciéon de los enfermos usando el modelo SIR y

los puntos negros los enfermos reales. Fuente: Elaboraciéon propia usando R.

Se observa que nuestro modelo se ajusta bastante bien a los datos, aunque quizés el
pico de contagios es demasiado alto. Proponemos para solucionar esto tomar un g algo

maéas pequeifio, como 0.00000615. Asi:

Casos activos
15000 20000 25000
| | |

10000
|

5000
|

0
|

Semana

Figura 3.4: La linea roja representa la estimacion de los enfermos usando el modelo SIR
con una mejor estimacion de 5y los puntos negros los enfermos reales. Fuente: Elaboracién

propia usando R.
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3.3. Covid tras casi 2 anos

Como ya dijimos en el ejemplo anterior, en Marzo de 2020 lleg6 a Espana la primera ola
de COVID-19, casi dos anos después, en Enero de 2022, estamos viviendo la sexta ola. A
pesar de que la mayor parte de la poblacién esta vacunada, el virus ha mutado varias veces,
y los expertos dicen que se ha convertido en menos letal pero més contagioso. Ademas,
ahora es més facil saber si un individuo esta contagiado, pues los test de antigenos, que
detectan si una persona esté infectada, estan al alcance de la mayoria de personas, algo
que no ocurria en la primera ola, dénde sbélo se diagnosticaba esta enfermedad si tenias
sintomas graves. Es decir, existe una gran cantidad de asintomaticos, tanto por la propia
naturaleza del virus en el cuerpo humano como por el hecho de estar vacunada la mayor
parte de la poblacién. Con lo cual, el conteo de casos es mas fiable ahora que en olas

anteriores.

En este ejemplo vamos a intentar predecir el pico de contagios, y la curva en general,
ya que esta es adn creciente. Esto es mas complejo que en los ejemplos anteriores, pues
gran parte de la poblacién esta vacunada y los infectados puden aislarse. En el Cuadro
vemos la evolucién de la enfermedad a lo largo del tiempo, dénde la semana 1 es la primera

de Noviembre de 2021 y la semana 11 la segunda de Enero de 2022.

Tiempo (semana)  Casos
1 8932

2 20909
3 24899
4 39585
) 57386
6

7

8

9

86478
137116
195237
397397
10 734888
11 1069789

Cuadro 3.3: Datos de Covid en Espana. Fuente: [13]
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Para el valor v, pese a que el virus ha mutado, vamos a tomar la misma estimacién
que en el ejemplo anterior v=1.2, pues se estima que el tiempo del virus en un huésped
es el mismo. Para estimar 3, procedemos de la misma manera que anteriormente, y asi
f=5-1078.

4e+06 Ge+06 Be+06
! ! 1

Casos activos

2e+06
1

Oe+00
!

Semana

Figura 3.5: Fuente: Elaboraciéon propia usando R.

Se observa que la estimaciéon es bastante mala. Para solucionar esto, vamos a buscar
un S que se ajuste mejor a los datos, haciéndolo mas pequeno. Esto tiene logica, pues la
tasa de contagio tiene que ser mas baja que al principio de la pandemia al estar vacunada

gran parte de la poblacién. Tomando 3 = 3,57 - 1075,

4e+06 Be+06 Be+06
1 ! 1

Casos activos

2e+06
1

Oe+00
!

0 5 10 15 20 25

Semana

Figura 3.6: Fuente: Elaboracién propia usando R.
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Vemos que esta nueva estimacion ajusta muy bien los datos, y estima que el pico de
contagios se dara en la semana 14, es decir la tltima de Enero, con més de 2 millones de

contagios.
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Anexo

Codigos R

Codigos grafica SI

funI <- function(x) (10000)/((299%%=xp(-x))+1)
plot (funl, 0,20, col="red")

par (new=IERUE)

funS<- function(x) S9930000/ (exp (x)+9999)
plutifunS,G,EG,cnl=”hluE”H

Codigo graficas SIS

funl <- function(x) &/ (exp(-8%x)* ((B/100)—-(1/1000))+(1/71000))
plot (funI, 0,20, col="red" xlim=c(0,5) ,vlim=c (0, 10000} )

par (new=TRUE)

funS<- function (=) (790000%exp (—-8*=x) +2000) / (1+7%%exp (-5%x) )
plot (fun5, 0,20, col="blue™ , x1limn=c (0, 3) ,ylim=c (0, 10000) :||
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Cddigo graficas SIR

library (deSolve)
#ecuaciones sir
s8ir equations<-function(time,variables,parameters) {
with({as.list(c(variakles,parameters) ), {
dS5<- -beta*I*5
dI<- beta*I*S5-gamma*I
dR<- gamma*I
return(list (c(d5,dI,dR)))

1y

H
$parametros iniciales
H«<- 5000

parameters values<-c|
beta=0.0001,
gamma=0.75
)
initial walues<-c|
5=4500,
I=500,
R=0
)
#numero de dias a simmlar
time wvalues<-seq(0,100)
#simulamos
gir walues l<-ode |
y=initial walues,
times=time wvalues,
func=sir equations,
parms=parameters values
)
#creamos grafica
s8ir wvalues l<-as.data.frame(sir values 1)
with(sir walues 1,{
plot(time, S, type="1", col="blue™,

ANEXO

xlab="tiempo (dias) ", vlab="numerc de personas”,xlim=c(0,40),vlim=c (0,5000})

lines (time, I, col="red")
lines (time, R, col="green™)
1y

legend ("right™, c("susceptibles"™,"infectados™, "recuperados™),

col=c ("blue", "red", "green™) ,lty=1, bty="n"”
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