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cibn nos espazos topoldxicos que tamén tefien estrutura de grupo de
maneira que as operacions no grupo (produto e inversion) sexan con-
tinuas, isto é, nos grupos topoldxicos. Estudaranse propiedades de
separacion, metrizabilidade, conexién e compacidade dos grupos to-

poldxicos, e analizaranse exemplos destes espazos.
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Resumo

Un espazo topoléxico que tamén é un grupo tal que a multiplicacion e
a inversién son continuas é un grupo topoléxico. Neste traballo estudaremos
propiedades da topoloxia xeral dos grupos topoloxicos, os homomorfismos
entre eles, os seus subgrupos topoldxicos, 0s seus espazos cocientes e 0s seus
produtos. Ademais trataremos os axiomas de separacion, metrizabilidade,
compacidade, compacidade local e conexién no contexto dos grupos topolo-

Xicos.

Abstract

A topological space that is also a group such that the multiplication and
the inversion are continuous is a topological group. In this work we study ge-
neral topology properties of topological groups, the homomorphisms between
them, their topological subgroups, their coset spaces and their products. We
also consider the axioms of separation, metrizability, compactness, local com-

pactness and connectedness in the context of topological groups.
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Introducién

A teoria xeral de grupos topoloxicos apareceu como un intento de unificar
varios aspectos da teoria de grupos e da topoloxia. Un grupo topoloxico é un
conxunto que ten estrutura de grupo e de espazo topoloxico de modo que a

operacion do grupo e a inversiéon son aplicaciéns continuas.

Foi o matemético aleméan Otto Schreirer [I0] o primeiro en considerar,
en 1925, grupos continuos, que na linguaxe actual poderian describirse como
grupos topoldxicos Hausdorff, conexos e localmente euclidianos. Istos estan
inspirados na teoria de grupos continuos de transformacions (despois chama-
dos "grupos de Lie") que aparecen no estudo de Sophus Lie de soluciéns de
ecuacions diferenciais relacionadas coa xeometria diferencial. A nocién xeral
de grupo topoldxico foi introducida polo matematico polaco Fraciszek Leja [7]
en 1927, que expresou a relaciéon de compatibilidade entre a topoloxia e as
operacions de grupo como se conece actualmente. Un dos primeros estudos
sobre a teoria xeral de grupos topoldxicos apareceu no libro do matematico

ruso Lev Prontrjagin [9] en 1938.

Neste traballo de introducién & teoria de grupos topoldxicos faise un
estudo de propiedades de topoloxia xeral dos grupos topoléxicos, dos seus
subgrupos, cocientes e produtos e das propiedades de separacién, metrizabi-
lidade, compacidade, compacidade local e conexién en grupos topoldxicos, e

vense exemplos das diversas propiedades.

No capitulo 1, tralas primeiras definiciéns e exemplos de grupos topolo-
xicos e as aplicacions naturais entre eles (os homomorfismos de grupos que
tamén son aplicacions continuas) estidanse propiedades relacionadas coa to-
poloxia que se derivan da estrutura alxébrica, como a homoxeneidade, que
fai que un grupo topoldxico tefia 0 mesmo aspecto en tédolos puntos, que a

clausura dun subgrupo tamén sexa subgrupo e ademais conserve propieda-
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X INTRODUCION

des do subgrupo, como o caricter abeliano ou normal, e o feito de que os
subgrupos abertos tamén sexan pechados. Dado un subgrupo H dun grupo
topoléxico G, o conxunto de clases G/H convértese nun espazo topoldxico
cociente de G (a proxeccion natural 7: G — G/H, que é unha identificacion,
é neste caso unha aplicacion aberta). O espazo cociente G/H é ademais un
grupo topoléxico se H é un subgrupo normal de G e, neste caso, os subgru-
pos topoldxicos de G/H son grupos cocientes da forma K/H onde K é un
subgrupo de GG que contén a H. Estidanse en particular os teoremas de iso-
morfia en grupos topoldxicos, e 6 analizar os subgrupos e cocientes do grupo
aditivo dos nimeros reais vese que non se verifica o correpondente 6 terceiro
teorema de isomorfia para grupos. Considérase o grupo topoloxico produto
dunha familia de grupos topoldxicos, que permite construir novos exemplos
de grupos topoloxicos a partir doutros xa coniecidos. Por outra parte, a pro-
piedade de homoxeneidade nos grupos topoldxicos fai que as bases locais
quedan definidas automaticamente 6 conecer unha base local nun punto. Es-
tudase como unha base local no elemento neutro do grupo esta totalmente
caracterizada por algunhas propiedades nas que aparecen as operaciéons do
grupo. Como exemplos de topoloxias que dan lugar a grupos topoléxicos a
partir das propiedades para unha base local de vecinanzas abertas do ele-
mento neutro formada por subgrupos consideramos as topoloxias p-adicas de

Z e Q e unha topoloxia no anel de series de potencias R[z].

Os axiomas de separacién considéranse no capitulo 2, vese que todo grupo
topoloxico e calquera espazo cociente dun grupo topoldxico por un subgru-
po son necesariamente espazos topoloxicos regulares (cada punto do espazo
ten unha base local de vecinanzas pechadas) e que os axiomas de separacion
To, T e T5 nos grupos topoldxicos son equivalentes 6 cardcter Hausdorff (73).
Danse varias equivalencias desta propiedade de separacién e a caracteriza-
cion de cocientes G/H Hausdorff polo caracter pechado do subgrupo H de
(. Neste capitulo tamén se consideran grupos métricos e estiidase a metri-
zabilidade en grupos topoloxicos, sendo o resultado mais importante o feito
de que un grupo topoldxico G é metrizable se, e s6 se, é Hausdorff e primeiro
numerable e que neste caso existe unha distancia invariante pola esquerda

(e tamén unha invariante pola dereita) que define a topoloxia de G.

Estudanse no capitulo 3 as principais propiedades relativas 4 compaci-

dade e a conexién en grupos topoldxicos. Vese que se existe un subgrupo
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compacto H dun grupo topoloxico G tal que o espazo cociente G/H é com-
pacto enton G é compacto. A proba é sinxela e recorda a que se utiliza para
probar que o produto finito de espazos compactos tamén o é. Faise tamén
a demostracion, moito mais complexa, do resultado analogo para a compa-
cidade local. Vense propiedades relacionadas coas compoifientes conexas en
grupos topoldxicos e tamén se proba que se para un subgrupo conexo H
dun grupo topoloxico G o espazo cociente G/H é conexo entéon G é conexo.
Usase este resultado para dar unha demostracion de que o grupo linear xeral

GL,(R) e o grupo ortogonal O, (R) tefien diias componentes conexas.

Para a preparacién deste traballo utilizamos o capitulo 2 do libro de Hig-
gins [6], o capitulo 1 de Markley [8] e os capitulos 3 e 5 de Bourbaki [2, [3].
Outras referencias bibliograficas aparecen citadas no texto de maneira pun-

tual.






Capitulo 1
Grupos topoloxicos

Un conxunto cunha estrutura de grupo e outra de espazo topoloxico que
estan vinculadas por unha relacién natural de compatibilidade entre as ddas

estruturas vai ser un grupo topoléxico.

1.1. Definiciéns e primeiras propiedades

Definicién 1.1. Un grupo topolozico G é un grupo e un espazo topoloxico
tal que as duas estruturas son compatibles no sentido de que a operacién do

grupo e a inversion

mag: GxG— G mvg: G — G
(z,y) — zy, z—
son aplicaciéns continuas.

e 1.2. A continuidade de ambas aplicacions é equivalente a:

(a) se z,y € G, para toda vecinanza aberta W de zy existen vecinanzas

abertas U,V de x e y, respectivamente, tales que
UV={ablacUbeV}CW,

1

(b) se x € G, para cada vecinianza aberta U de ™" existe unha vecinanza

aberta V de z tal que V"' ={a"' |a €V} CU.

En efecto, a condicién (a) equivale a que a operacion do grupo sexa

continua porque a familia de conxuntos {U x V | U e V son abertos en G}
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¢ unha base da topoloxia produto de G x G e mg(U x V) = UV; e a

condicién (b) equivale a que sexa continua a inversion porque inv(V) = V=1,

Exemplos 1.3. (a) Calquera grupo G coa topoloxia discreta é un grupo
topoléxico. En particular, o grupo aditivo Z dos ntmeros enteiros coa to-
poloxia relativa como subespazo topoléxico de R é un grupo topoldxico coa

topoloxia discreta.
(b) Coa topoloxia indiscreta, calquera grupo G ¢ un grupo topoloxico.
(c) O grupo aditivo R coa topoloxia usual é un grupo topoloxico, xa que

a operaciéon do grupo e a inversiéon serian, respectivamente:

RxR—R R— R
(x,y) —z+y r— —
que son aplicaciéns continuas.
(d) O grupo multiplicativo C* = C\ {0} coa sta topoloxia é un grupo
topoloxico. A operacion do grupo e a inversion,
C"xC"—C C*—C
(a + bi,c+ di) — ac — bd + (bc + ad)i a4+ bi — (a —bi)/(a® +b?)
son aplicaciéns continuas.

(e) Os grupos multiplicativos R* = R\{0} e R = {z € R | z > 0} coa

topoloxia usual son grupos topoloxicos.

(f) O grupo linear zeral GL,(R) é o grupo das matrices reais non singulares
e vai ser un subespazo topoloxico do espazo M, «,(R) de matrices reais n x n.
A topoloxia de M,x,(R) ¢ a unica que fai que calquera isomorfismo de

.. 2 .
espazos vectoriais M, x,(R) — R™ sexa un homeomorfismo, en particular

My (R) — R™
(@ij) = (@11, s A1y ooy Anly ooy ) -
Asi, GL,(R) = {A € M,xn(R) | det(A) # 0}, coa topoloxia relativa, é un
subespazo topoloxico aberto de M, «,(R), xa que a aplicacion determinante
det: Mpxn(R) — R

A= (aij) — Z 5(0)0101 ct Onoy, s
066n
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(onde G,, é o grupos de permutacions de {1,...,n} e e(o) a signatura de o)

é continua 6 ser unha funcién polinomial das compofnientes das matrices.

Ademais, coa multiplicacion de matrices, é un grupo topoloxico (o produ-
to GL,(R) x GL,(R) — GL,(R) é unha aplicaciéon continua, porque cada
componente do produto de matrices é unha funcién continua das componen-
tes destas matrices, e a inversion A € GL,(R) - A7l € GL,(R) tamén o &
porque as componientes da matriz inversa de A son funciéns racionais das

*

componientes de A). En particular, GL;(R) = R*.

(g) De xeito analogo, cambiando R por C, tense que o grupo linear ze-
ral complexo GL,(C) = {A € Mpxn(C) | det A # 0} é un grupo topolo-
xico homeomorfo a un subespazo aberto de cv = R2"2, e, en particular

GL1(C) = C* é o grupo multiplicativo dos nimeros complexos.

As condiciéns de compatibilidade entre a estrutura alxébrica e topoléxica

poden resumirse pola condicién dada na seguinte proposiciéon:

Proposicion 1.4. Se G € un espazo topoldxico e un grupo enton é un grupo

topoloxico se, e so se, € continua a aplicacion

0c: Gx G — G

(z,y) — zy .

Demostracion. Da continuidade da operacién do grupo e a inversiéon dedi-
cese que a composicion (z,y) € G x G+ (z,y ) e Gx G oyl €Gé
continua. Reciprocamente, se 6 é continua entén é continua a inversion, que

1 1

¢ a composicion z — (e,x) — ex™' = x~ ", e tamén a operacion do grupo,

que é a composicion (z,y) — (v, ) = gz, y ) =2y ) t=2y. O

Observacion 1.5. Un grupo paratopoldzico é un grupo G cunha topoloxia
tal que a operacion do grupo (z,y) € GXG — xy € G é continua ([I}, p. 12]).
Desta condicién non se sigue en xeral que a inversién tamén sexa continua.
Por exemplo, o grupo aditivo R coa topoloxia de Sorgenfrey (unha base é
a familia de todos os intervalos [a,b), a,b € R, a < b) e 0 mesmo grupo
coa topoloxia de Kolmogorff (os abertos son R, () e os intervalos (a,+00),
a € R) son grupos paratopoloxicos que non son grupos topoldxicos, xa que
a operacion (z,y) € R X R+— x4+ y € R é continua non dous casos pero a

inversién non o é: a imaxe inversa de [a,b) é (—b, —a], que non é aberto na
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recta de Sorgenfrey, e a imaxe inversa de (a,+0o0) é (—oo0, —a), que non é
aberto na recta de Kolmogoroff.
Proposicion 1.6. Sexa G un grupo topoloxico e a € G. Enton:
(a) A traslacion pola esquerda l,: © € G — ax € G € un homeomorfismo
(b) A traslacion pola dereita rq: © € G — za € G € un homeomorfismo.
(c) A conzugacion cy: v € G — aza™! € G ¢ un homeomorfismo.
(d) A inversion ig: ¥ € G+ =1 € G é un homeomorfismo.

Demostracion. (a) A traslacion [, é composicion de aplicacions continuas
x — (a,r) — ax, logo é continua, e a sua inversa ¢ a traslacion [,-1, que
tamén é continua.

(b) Analogo 6 apartado anterior.

(¢) Como ¢ = Iy 0 r4—1 € composicion de homeomorfismos, entén é ho-
meomorfismo.

(d) Por ser G grupo topoloxico, a inversion é continua, e como a sta

inversa é ela mesma, é un homeomorfismo. O

Corolario 1.7. Un grupo topolozico G € un espazo homoxéneo, isto €, dados

a,b € G existe un homeomorfismo G — G tal que a imaze de a € b.
Demostracion. ly,—1: G — G & un homeomorfismo e [y,-1(a) = b. O

Observacion 1.8. (a) Con este resultado sabemos que un grupo topolé-
xico é igual topoloxicamente en todo punto. Asi, podemos empregar

traslacidons para transmitir informacién topoldxica dun punto a outro.

(b) Non todo espazo topoloxico é homoxéneo, entéon non é sempre posi-
ble darlle unha estrutura de grupo a un espazo topoldxico tal que o

converta nun grupo topoléxico.

Notacion 1.9. Sexa G un grupo topoloxico, A, B C G, g € G.
(a) gA:={ga|ac G} =14(A),
(b) Ag:={ag|a e G} =ry(4),

(C) AB: {ab | aEA,bE B} :UbEBAb:UaEAaB’
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(d) At ={a"t|aec A}
Proposicion 1.10. Sexa G grupo topoldzico, A, B C G, g € G.
(a) Se A ¢é aberto enton gA e Ag son abertos.
(b) Se A € pechado enton gA e Ag son pechados.
(¢) Se un dos dous conzuntos € aberto enton AB € aberto.

(d) Se un dos dous conzuntos é pechado e o outro é finito enton AB é

pechado.

Demostracion. (a) e (b) dedtcense de que l; e 74 son homeomorfismos e

polo tanto son aplicaciéns abertas e pechadas.
(¢) AB = Ugeala(B) = Upep ro(A) € unha unién de abertos en G.

(d) AB = U, la(B) = Upep m(A) € unha union finita de pechados en G.
O

Observacion 1.11. O produto de dous conxuntos pechados nun grupo to-
poloxico non é necesariamente pechado. Por exemplo, os conxunto A = N e
B = {1/n | n € N} son pechados no grupo multiplicativo R* dos ntimeros
reais positivos pero o seu produto AB, que é o conxunto Q1 dos niimeros

racionais positivos, non é pechado en RT.

Definicién 1.12. Sexan G e G’ grupos topoloxicos. Un homomorfismo de
grupos topoldzicos ¢ un homomorfismo de grupos f: G — G’ que tamén é
unha aplicaciéon continua. Se f ten inversa que tamén é un homomorfismo
de grupos topoldxicos enton f € un isomorfismo de grupos topoldxicos; neste
caso f é un isomorfismo de grupos e un homeomorfismo. Dise que os grupos
topoloxicos G e G’ son grupos topolézicos isomorfos se existe un isomorfismo

de grupos topoloxicos f: G — G'.

Observacion 1.13. Que un homomorfismo de grupos topoloxicos sexa inver-
sible non implica que a stia inversa sexa homomorfismo de grupos topoloxicos.
Por exemplo, se R’ ¢ o grupo dos ntimeros reais coa suma usual e a topoloxia
discreta e R o grupo aditivo coa topoloxia usual, f: z € R +— x € R é con-
tinua xa que todo subconxunto de R’ é aberto, pero f 'z e Rz € R’ é
discontinua xa que f~1({0}) = {0}, que ¢ aberto na topoloxia discreta mais

non na usual.



6 CAPITULO 1. GRUPOS TOPOLOXICOS

Exemplos 1.14. (a) A aplicacion f: R — R* dada por f(z) = e* é un
homomorfismo continuo do grupo aditivo R no grupo multiplicativo R*, logo
é un homomorfismo de grupos topoléxicos. Ademais, R e o grupo multiplica-
tivo RT dos ntimeros reais positivos son grupos topoléxicos isomorfos, xa que
r € R~ e € RT & un isomorfismo de grupos topoloxicos (a sta inversa

log: Rt — R tamén é continua).
(b) A aplicacion determinante
det: GL,(R) — R*

A = (a;5) — Z e(0)aie, -+ Ane,
O’EGn

¢ continua e det(AB) = det(A) det(B) para cada A, B € GL,(R), logo é un
homomorfismo de grupos topoldxicos. Tamén o é a aplicacion determinante
det: GL,(C) — C*.

1.2. Subgrupos topoléxicos

Se G é un grupo topoléxico e H un subgrupo, H é un grupo topoloxico

coa topoloxia relativa. Isto é debido a que

HxH—H H— H

(z,y) — zy, z— !

estan ben definidas (ao ser H subgrupo) e son continuas xa que son as

restriciéns en dominio e rango da operacién do grupo e da inversion en G.

Definicién 1.15. Sexa GG un grupo topoldxico. Un subgrupo topoldrico H
de G é un subgrupo e un subespazo topoléxico de G, é dicir, H é un grupo

topoloxico coa mesma operacion (restrinxida) que G e coa topoloxia relativa.

Exemplos 1.16. (a) Os conxuntos Z dos ntimeros enteiros e QQ dos niime-

ros racionais son subgrupos topoloxicos do grupo aditivo R.

(b) St ={z € C||z| =1} co produto de niimeros complexos ¢ un subgrupo

topoloxico de C*.

(c) O subespazo de My« (R) de todalas matrices escalares non nulas

H={\,]|)eR),
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onde I,, é a matriz identidade n x n, é un subgrupo topoléxico de GL,,(R)

isomorfo a R*. En efecto, a aplicacion
AeR*— A, € HC GL,(R)
é un homomorfismo continuo é a aplicacién inversa
A= (a;j) € H— an € R*
tamén ¢é continua.
(d) O grupo linear especial
SL,(R) ={A € Muxn(R) |det A =1}
¢ un subgrupo topoloxico de GL,,(R). Analogamente,
SL,(C)={A € M,xn(C) | det A =1}
¢ un subgrupo topoloxico de GL,(C).
(e) O grupo ortogonal
On(R) = {A € Myyn(R) | A™H = AT}
e o grupo ortogonal especial
SOn(R) = {A € Myyp(R) | A1 = AT, det(A) =1}

son subgrupos topoloxicos de GL,(R). De xeito analogo podense definir
On(C) e SO, (C) que son subgrupos topoloxicos de GL,,(C).

A partir de agora os subgrupos van ser considerados automaticamente
subgrupos topoldxicos coa topoloxia relativa ainda que non se mencione,
e moitas veces falaremos deles como subconxuntos (que tamén poden ser
abertos ou pechados) e diremos que son discretos se a sta topoloxia relativa

é discreta.

Proposicion 1.17. Sexa H un subgrupo dun grupo topolérico G. Enton:

(a) Se existe un aberto U en G tal que UNH = {e}, enton H € un subgrupo
discreto de G.
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(b) Cada subgrupo de G que contén unha vecinanza do elemento neutro é

aberto en G.

(c) Se G é Hausdorff e H € un subgrupo discreto de G enton H € pechado
en G.

Demostracion. (a) Sexa U un aberto en G tal que U N H = {e}, e sexa
a € H. O conxunto Ua é aberto pola proposicion e a € Ua. Dado
x € UaNH, existe u € U tal que x = ua. Como a,x € H e H é un subgrupo,
ral =u € UNH, asi za~! = e. Concluimos que = = a, Ua N H = {a}, e

que H é discreto.

(b) Sexa H un subgrupo do grupo topoléxico G tal que existe unha veci-
nanza A de e tal que A C H. Enton existe unha vecinanza aberta U de e tal
que U C A C H. Para ver que H é aberto, imos ver que dado z € H existe
unha vecifianza aberta de x que esta contida en H. Asi, dado z € H, zU ¢é
aberto pola proposicién [[.10je z € U C H , xa que x = ze € xU e dado
y € alU existe z € U C H tal que y =zz € H.

(c) Sexa H un subgrupo discreto de G e x € G \ H. Existe un aberto U

en G tal que e € U e UN H = {e}, e outro aberto V en G, con e € V
tal que VV~! C U. Isto é debido a que fg: (z,y) € G x G — 2y~ € G
é continua e U é unha vecinanza de e = fg(e,e), logo existen vecifan-
zas abertas V) e V5 de e tales que Og(V1 x Vo) = Vﬂ/{l Cc U, e en-
ton V' podemolo coller como Vi N V. Suponiamos que existen dous pun-
tos a,b € Va N H, asi a = vix e b = vox para algtns vy,ve € V. Entén
ab™! = (v1z)(vex) ' = v1v, ' € VVTL C U, logo ab™! € UN H = {e} e asi
a = b. Con isto concluimos que Vz N H ten 0 ou 1 elementos, e en ambos
casos chegamos a que todo z € G\ H é punto interior de G\ H, polo que
G\ H ¢ aberto e H pechado:

(i) Se Van H = (), enton Va é un aberto en G tal que, x € Vo C G\ H.

(ii) Se VanH = {a}, a é distinto de = xa que z ¢ H, e como G ¢ Hausdorff
tense que existe un aberto W tal que x € W, a ¢ W, asi (VanNH)NW =
(VenW)NH =0, poloquez e VeNnW C G\ H. O

Proposicién 1.18. Se H é un subgrupo dun grupo topolézico G, H € tamén

un subgrupo de G. Ademais, se H é normal, H tamén o é.
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Demostracion. Sabemos que H non é baleiro xa que § # H C H. Asi,
dados a,b € H imos ver que ab~' € H. Isto dedticese inmediatamente da
continuidade da aplicacion fg: (7,y) € GXG — 2y~ € G (proposici()n,
xa que de Og(H x H) C H séguese que 0g(H x H) C H.

Supofiamos que o subgrupo H de G é normal e vexamos que H tamén o
é. Como ¢, é un homeomorfismo para todo a € G (proposici(’)n, ca(H) =
aHa~! & un pechado que contén a H (xa que H = aHa ' C aHa™!) e polo
tanto H C aHa™ "', logo a™'Ha C H para todo a € G. O

Proposicion 1.19. Sexa H un subgrupo dun grupo topoldzico G e K un
subgrupo normal de H. Enton a clausura K de K en G é un subgrupo normal
de H.

'€ G ¢ continua

por ser composiciéon das aplicaciéns continuas (a,z) — (a,ra™t) = aza™!.

Demostracion. A aplicacion f: (a,x) € G X G — azxa™

Como K é un subgrupo normal de H, f(H x K) = K, e pola continuidade
de f,

f(HxK)=f(HxK)CK.

Como e € H tense a outra inclusién e concluimos que K é subgrupo normal
de H.
O

Proposicion 1.20. Dado un grupo topoldzico Hausdorff G, se H € un sub-

grupo abeliano de G enton H € un subgrupo abeliano de G.

Demostracion. Supofiamos por reducion 6 absurdo que existen a, b € H tales
que ab # ba. Como G é Hausdorff existen Uy, Us vecinanzas abertas de ab
e ba, respectivamente, tales que U3 N Us = ), e por existen vecinan-
zas abertas V7, Vo de a e W1, Wy de b tales que ViW7, C Uy, e WoVy C Us.
Definimos enton V = Vi N Vo e W = W7 N Way, que son vecinanzas abertas
de a e b respectivamente, e como a,b € H existenx € VN H ey € WNH.
Asi

xye (VNH)WNH)C VW, C Uy,

yr € (WNH)(VNH)CWyVy C U,

e como U; NUs = 0, xy # yx, polo que H non seria abeliano, e chegamos a

unha contradicién. O
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Proposicion 1.21. Sexa G un grupo topoléxico Hausdorff e F' un subcon-

zunto de G. O conzunto
Z(IF)={ze€G|oy=yzx Yy e F}
€ pechado. En particular, o centro de G € pechado.

Demostracion. Sexa y € F. A diagonal {(z,z) € G | z € G} é pechada xa
que G é Hausdorff, logo

Z({y}) ={z € G| ry(2) = 2y = yx = 1, (z)}

é pechado por ser a imaxe inversa da diagonal pola aplicacion continua (|1.6])
x = (ry(z),ly(z)). Dado que Z(F) =, cp Z({y}), Z(F) é pechado. O

Proposicion 1.22. Sexa G un grupo topoldzico.

(a) Se H ¢é un subgrupo aberto de G enton tamén € pechado.

(b) Se H ¢é un subgrupo pechado de G de indice finito enton é aberto.

Demostracion. Demostremos (a) e (b) conxuntamente. Como G = |,y Ha,

e Ha = H se, es6 se, a € H, tense

H=G\(|J Ha).
agH
Asi se H é aberto, cada Ha é aberto pola proposicion [I.10] e temos que H é
o complementario dunha unién arbitraria de abertos, polo que H é pechado.
Se H é pechado, por cada Ha é pechado e como H é de indice finito
(é dicir, hai un namero finito de clases Ha), H é o complementario dunha

union finita de pechados, enton H é aberto.
O

1.3. Cocientes

Sexa G un grupo topoléxico. Se H é un subgrupo de G consideramos a

relacion de equivalencia en G definida por

a,beGa~yb se ab ! e H,
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que da lugar ao conxunto cociente de clases de H pola dereita
G/H ={Ha | a € G},

e de modo similar poderia considerarse o conxunto cociente de clases pola
esquerda. A proxeccion natural 7: G — G/H esta dada por m(a) = Ha,
e é unha aplicacion sobrexectiva que define a topoloxia cociente de G/H,
de modo que un subconxunto W de G/H ¢é aberto (respectivamente, pe-
chado) en G/H se, e s6 se, 7~ (W) é aberto (resp., pechado) en G, asi
que 7: G — G/H ¢é unha identificacion (por ende continua). Coa topoloxia
cociente, G/H chamase espazo cociente de G por H.

Dado un grupo topoléxico G e un subgrupo topoléxico H, imos sempre
supofier que o cociente G/H ten a topoloxia cociente.

Imos ver primeiro algtns resultados para espazos cocientes G/H sen ter

que ser H subgrupo topoléxico normal.

Proposicion 1.23. Sexa G un grupo topoldzico. Se H é un subgrupo de G

enton G/H ¢ discreto se, e s6 se, H é aberto en G.

Demostracion. G/H ten a topoloxia discreta se, e so se, {Hx} é aberto en
G/H para todo x € G. Esto ultimo ocorre se, e s6 se, para todo = € G,
7 1({Hx}) = Hx ¢é aberto en G, xa que G/H ten a topoloxia cociente. Que
Hax sexa aberto para todo z € G equivale, pola proposicion a que H

sexa aberto. O

Proposicion 1.24. Se H € un subgrupo dun grupo topoléxico G entdn a

prozeccion natural m: G — G/H é aberta.

Demostracion. Se V. .C G enton

i@ (V)=HV = | Jyv = | (V).
yeH yeH
Se V' é aberto, como cada l,, ¢ un homeomorfismo (proposicion , ly(V)eé
aberto en G, entén 71 (7(V)) é aberto. Pola definicién de topoloxia cociente,
(V) é aberto en G/H. O

No caso de que o subgrupo H de G sexa normal enton G/H é un grupo,

e tense a seguinte proposicion.
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Proposicion 1.25. Se G é un grupo topoldrico e H un subgrupo mormal
de G entdn o espazo cociente G/H, coa sia estrutura de grupo cociente, é
un grupo topoldzico (que se chama o grupo topoloxico cociente de G por
H). Neste caso a proxeccion w: G — G/H ¢é un homomorfismo de grupos

topoloxicos aberto.

Demostracion. Para ver que G/H é un grupo topoloxico temos que ver que

a operacion do grupo cociente e a sda inversién son continuas.

mg g G/H xG/H — G/H inwg/p: G/H — G/H
(Hx, Hy) — Huxy, Hx+—s Hz™ b

(a) Sexan Hzx,Hy € G/H e U unha vecinanza aberta de Hxy. Enton,
como 7 ¢ continua, 7~ }(U) é unha vecifianza aberta de zy en G. Como o
produto en G é continuo, por [[.2] existen vecifianzas abertas V,W de z e y,
respectivamente, tales que VW C 7= 1(U). Como 7 é aberta, ©(V) e 7(W)
son vecinanzas abertas en G/H de w(z) = Hzx e n(y) = Hy, respectivamente.
Se 1(VW) = «n(V)m(W) entén terfamos que 7(V)m(W) C n(x~1(U)) = U,
por ser 7 sobrexectiva. Pois ben, (VW) C n(V)m(W), xa que se z € (VW)
enton existen a € V,b € W tales que z = 7w(ab) = Hab = (Ha)(Hb) =

m(a)m(b) € 7(U)w(V); a outra inclusion comprobase de xeito analogo.

(b) Da mesma maneira que no apartado (a), empregando a continuidade
da inversién e que 7 é continua, aberta e sobrexectiva, chegamos a que dada
unha vecifianza aberta U de Hz ! existe unha vecifianza aberta V de Hz
tal que V-1 c U.

Asi empregando tense que mg g € invg g son continuas. O

Proposicion 1.26. Sexa G un grupo topoldzico e H un subgrupo de G. Se
K ¢é un subgrupo de G que contén a H, en K/H a topolozia como subespazo

de G/H e como cociente de K por H coinciden.

Demostracion. Collemos a restricion no dominio e no rango da proxecciéon

canénica 7: G — G/ K,

7: K — K/H =mn(K)

r— Hax.
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Vexamos que 7 é aberta como consecuencia de que 7 o é. Se U é un aberto
en K entdén existe un aberto V en G tal que U = V N K. Como K é unha
unién de clases de H temos que
7(V)Nnm(K)={Hv|veV}n{Hk| ke K}
={Hv|Hv=Hk; veVke K}
={Hv|veVNK}=nVNK),
xa que se Hv = Hk enton v € Hk C K. Asi, 7(U) = n(V)N(K/H) é aberto
en K/H como subespazo de G/H. Polo tanto, 7: K — K/H C G/H
é sobrexectiva, continua e aberta, asi que é unha identificacién, polo que
a topoloxia que K/H ten como subespazo de G/H coincide coa topoloxia

cociente definida por 7. ]

Corolario 1.27. Se H € un subgrupo normal dun grupo topoloxico G enton
cada subgrupo topoldzico de G/H € un grupo topoldzico cociente K/H, onde
HCKCQG.

Demostracion. Se L é un subgrupo topoléxico de G/H entéon K = m1(L)

¢ un subgrupo de G que contén a H é o grupo cociente K/H é
K/H =n(K)=L. O
Agora imos ver se podemos extender os teoremas de isomorfia en grupos
a grupos topoldxicos.
Teorema 1.28 (Primeiro teorema de isomorfia de grupos topoloxicos). Se
f: G — G’ é un homomorfismo de grupos topolozicos e K = Ker(f) enton
g: G/K — Im(f)

é un homomorfismo de grupos topoldzicos, e se ademais f é aberta (ou

pechada), g € un isomorfismo de grupos topoldzicos.

Demostracion. Consideramos o seguinte diagrama conmutativo de homo-

morfismos de grupos
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Polo primeiro teorema de isomorfia de grupos, g é un isomorfismo de grupos.
A aplicacién f: G — Im(f) é continua, porque f é continua e Im(f) é un
subespazo topoloxico de G'; e xa que gonm = f e m: G — G/K é unha

identificacion tense que g tamén é continua. Ademais, se A C G/K entoén

9(A) = g(r(n=1(A))) = (gom) (™1 (A)) = F(r~1(A)) = f(x~(A)).

Agora, por ser 7 continua, 7~ 1(A) é aberto (ou pechado) en G se A é aberto
(ou pechado) en G/K, e se f & aberta (ou pechada) entén g(A) = f(71(A))
é aberto (ou pechado) en G’ e polo tanto tamén o é no seu subespazo to-
poloxico Im(f). Asi, o isomorfismo de grupos g tamén é un homeomorfismo

conque se concliie que é un isomorfismo de grupos topoloxicos. O

Teorema 1.29 (Segundo teorema de isomorfia de grupos topoloxicos.). Se-
zan G un grupo topoldzico, e H e K dous subgrupos normais de G tales que
K C H. Enton (G/K)/(H/K) e G/H son isomorfos como grupos topoldzi-

COS.

Demostracion. A aplicacion f: Ka € G/K — Ha € G/H é un homomor-
fismo de grupos sobrexectivo con Ker(f) = H/K. Enton basta ver que que
f € continua e aberta e aplicar o primeiro teorema de isomorfia de grupos
topoloxicos. Sexan 71 e my as proxeccions canodnicas de G en G/K e G/H

respectivamente, que xa sabemos que son continuas e abertas.

G
5" N
f

G/K ——— > G/H
Dado que f om; = w9 é continua e m; é unha identificacién, tense que f é
continua. Ademais, f é aberta xa que se V' é aberto en G/K enton

f(V)={Hae G/H|KaeV}={HacG/K |acr " (V)}
= {m(a) € G/H |a e m " (V)} = ma(m ' (V)),

que ¢é aberto en G/H. O
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Exemplos 1.30. (a) A aplicacion

f: C* — R*

z— |z

é un homomorfismo sobrexectivo de grupos topoléxicos. Tamén é unha apli-
cacion aberta, xa que a imaxe por f de cada bola aberta Bg«(z,7) é a
interseccion do intervalo aberto (|z| — r,|z| + r) con RT O seu ntcleo ¢é
Ker(f) = {z € C | |z| = 1} asi que polo teorema tense un isomorfismo
de grupos topoldxicos

Cc*/st — RT

Stz —s |2].

(b) Consideramos o subgrupo topoloxico H = {tI,, | t € R*} de todalas
matrices escalares de GL,(R), que é isomorfo a R* (exemplo (c)). En-
ton H é pechado en GL,(R), xa que {tI,, | t € R} é pechado en M x,(R).
Por outra parte, H é un subgrupo normal de GL,(R), xa que para cada
A € GL,(R) tense que A(tlI,)A~! = tAILA™' = tI, € H. O espazo co-
ciente é un grupo topoléxico que se chama o grupo linear xeral proxectivo
PGL,(R)=GL,(R)/H.

Observacion 1.31. O teorema analogo 6 terceiro teorema de isomorfia de
grupos en grupos topoloxicos seria que se K e H son subgrupos dun grupo
topoloxico G ¢ H ¢ un subgrupo normal de G, enton K/(KNH) e KH/H
son isomorfos como grupos topoléxicos. Pero este enunciado é falso e imos

ver un contraexemplo ¢ final da seguinte seccién.

1.4. Subgrupos e cocientes do grupo aditivo R

O primeiro resultado da seguinte proposiciéon xa o vimos en [1.17] para

todolos grupos topoldxicos Hausdorft.
Proposicion 1.32. Sexa H un subgrupo de R.

(a) Se H é discreto enton H é pechado en R.

(b) Se H non € discreto enton H é denso en R,

Demostracion. Demostremos (b). Imos ver que todo intervalo de lonxitude

€ > 0 contén un elemento de H; é suficiente velo para cada intervalo da forma
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(t,t +¢), onde t > 0 (xa que por ser H un subgrupo de R, se z € H entén
—z € H). Como H non ¢é denso, pola proposicion o 0 non ¢ illado, asi
dado & > 0 existe z € H N (—¢,¢), z # 0. Dado que se x € H entén —x € H,
podemos supotier que existe x € H, 0 < = < ¢, logo ¢t/ > 0. Existe un

enteiro positivo k tal que
t/jr<k<t/le+1l=(t+x)/z<(t+e)/z.
Polo tanto t < kx < t + ¢, conque (¢, +¢e) N H # (. O

Teorema 1.33. Se H ¢é un subgrupo pechado de R distinto de R e do sub-

grupo trivial {0} enton
H=X.={ m|meZ}, paraalgin A€ R, \> 0.
ast que H € un subgrupo discreto de R isomorfo a Z.

Demostracion. Como acabamos de ver que todo subgrupo de R non discreto
é denso en R, entén o tnico subgrupo pechado non discreto de R é R. Asi,
vexamos que todo subgrupo discreto distinto do trivial é da forma AZ con
AeER, N> 0.

Se H # {0} ¢ un subgrupo discreto de R entén H ten un elemento distinto
do cero, e como H é subgrupo, contén 6 seu inverso, polo que H ten elementos
estritamente positivos. Sexa b € H,b > 0; enton [0,b] N H é compacto (xa
que é acotado e interseccion de dous pechados) e discreto (subespazo de H,
que é discreto), asi [0,b]N H é finito, xa que dado o recubrimento por abertos
unitarios existe un subrecubrimento finito. Sexa A = min((0,b] N H), e dado
re€ H m=mix{neZ|n<z/A},asiz—Ime HeO<xz—AIm <A\
Como A é o menor elemento estritamente positivo de H, Am = x e como
x € H é arbitrario, H C A\Z. A inclusién inversa é evidente xa que se m € Z

enton Am € H xa que A € H e H é un subgrupo de R. O

Como consecuencia tense o seguinte resultado, que tamén ten unha de-

mostracion alxébrica sinxela usando o algoritmo de Euclides.

Corolario 1.34. Se H ¢ un subgrupo de Z distinto de Z e de {0},

H=X.={ m|meZ}, paraalgin\ecZ,\> 1.
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Demostracion. Sexa H subgrupo de Z distinto de Z e de {0}. Como Z &
discreto e Z é subgrupo de R, H tamén herda ambalas dtas propiedades
e enton, pola proposicion [1.32] H vai ser un subgrupo pechado de R. Asi
pola proposicion anterior, H = \Z = {Am | m € Z C Z} para algin A € R,
A > 0.

Vexamos que A € Z,A > l:se N\ € Z, NZ C Z;ese A\ ¢ Z, \Z ¢ Z xa que
A=Al € A\Z\ Z. Como temos que A € Z, A > 0, e 1Z = Z, concluimos. [

Proposicion 1.35. Se H é un subgrupo pechado de R distinto de R e {0}

entén o grupo cociente R/H € isomorfo 6 grupo multiplicativo S* C C*.

Demostracion. Polo teorema [1.33] H = AZ para algin A € R, A > 0. A
aplicacién
ox: R — St

z eQﬂiz/)\

¢ un homomorfismo de grupos topoléxicos, xa que é continua e, para cada

x,y € R,

_ e27ri:v/>\627riy/)\ _ 627ri(:v+y)//\

ox()oa(y) = palr +y),

e € aberta (¢ un homeomorfismo local). O seu nucleo é
Ker(py) = {9: ER | /A = 1} ={zeR|z/N\€Z} =\Z=H,

e ) e sobrexectivo xa que dado > ¢ S!, py(Az) = ¥, Enton polo

primeiro teorema de isomorfia, R/H é isomorfo a S!. ]
Teorema 1.36. Se K ¢ un subgrupo pechado de S' distinto de S' enton
K:{ZESI |z”:1} para algin n € Z,n > 0,

asi que K € un grupo ciclico finito e un subgrupo discreto de S'. Ademais o

grupo topoldzico cociente S'/K ¢ isomorfo a S*.

Demostracion. Consideramos o homomorfismo de grupos ¢; definido na an-
terior proposicion, asi que Z = Ker(p;). Esta aplicaciéon é continua, polo
que K’ = gol_l(K) é pechado en R 6 selo K en S!. Como 1 € K, entén
Z = Ker(p1) C K' e K' non pode ser {0}. Tampouco pode ser R, xa que
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K # S! e aaplicacién ¢ é sobrexectiva (se K’ = R, entéon K = 1 (K’) = St).
Pola proposicién K' =M con A € R, A > 0. Enton

K = oi(pr!(K) = 01(02) = { ™ | ke 2}
Como Z C K' = M\Z, existe n € Z tal que 1 = An, logo, A = 1/n; asi,
K = {62’”"“/” ke Z} - {(62’”'/")’“ ke Z}
:{(e%i/n)ﬂkezj 1§k§n}:{z681|z":1},

que é un subgrupo finito ciclico, e como é finito nun espazo métrico, a sta
topoloxia como subespazo é a discreta.

Por outra banda, a restricion de ; seguinte

fi K — K

T eQm;B

é un homomorfismo de grupos topoléxicos sobrexectivo e aberto e o seu ni-
cleo ¢ Z (6 ser Z = Ker(p1) C K'). Enton polo primeiro teorema de isomorfia,
K ¢ isomorfo & K'/Z. Ademais S! ¢ isomorfo a R/Z e asf S'/K ¢é isomor-
foa (R/Z)/(K'/Z), e isto polo segundo teorema de isomorfia é isomorfo a
(R/K"), que é isomorfo a S, pola proposicién O

Observacion 1.37. O teorema analogo 6 terceiro teorema de isomorfia de
grupos en grupos topoldxicos seria que se K e H son subgrupos dun grupo
topoloxico G e H & un subgrupo normal de G, enton K/(K N H) e KH/H
son isomorfos como grupos topoléxicos. Pero este enuciado é falso, como imos
ver cun exemplo. Collamos como G o grupo aditivo R coa topoloxia usual,
H=Z7ZeK=M,,con\e R\Q. Asi KNH = {0}, eenton K/(KNH) =K
¢é isomorfo a Z coa topoloxia discreta.

Pero K+ H = Z+ MZ é denso en R, como imos ver. Pola proposicion [1.32
e o teorema os subgrupos de R ou son densos ou son da forma \'Z ou
son o {0}. Como claramente Z + AZ non é o cero, vexamos por reduciéon 6
absurdo que Z + AZ # N7 para todo X' € Z. Suponamos que existe A tal
que Z + \Z = NZ; enton, os elementos 1 e A de Z + M\Z pertencerian a N'Z,
logo 1 = p)\ e A = X¢ para algins p,q € Z, e A = ¢/p seria racional.

Asi (K+H)/H = (Z+\Z)/7Z & denso en R/Z que é isomorfo como grupo
topoloxico 6 grupo multiplicativo S! ¢ C* (proposicién pero como este
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grupo multiplicativo non ten a topoloxia discreta (xa que calquera aberto
non baleiro de C que interseca a S' o fai en infinitos elementos) non pode

ser isomorfo a Z como grupo topoloxico (o é como grupo).

1.5. Produtos

Sexa {G4 }aea unha familia de grupos topoloxicos. Podemos definir unha

estrutura de grupo no conxunto produto cartesiano
G= H Go = {(za)aca | Ta € G, para todo a € A}
acA

facendo a operacién componiente a componente, isto é,

mag: GXxG— G

((xoc)ae.Aa (ya)aEA) — (-Ta)aeA(ya)aEA = (-Taya)ae.Av

asi o elemento neutro é e = (eq)aca, onde e, € 0 elemento neutro de G,

para todo a € A, e a inversion é

mvg: G — G

(Ta)aca — (fﬁa);éA = (24 )aca-
Por outra banda, en GG consideramos a topoloxia produto, que esté xerada
pola base formada polos conxuntos || acA Ua, onde cada U, € aberto en G,
e U, = G, para case todo o € A.
Con esta topoloxia, G = [[,c4 Ga € 0 espazo topoloxico produto, e

camprese:

= Cada proxeccion
Pa: (Ta)aca € G — x4 € Gy
é unha aplicaciéon continua e aberta.

= A topoloxia produto de G é a méis pequena en G para a que todalas

proxecciéns son continuas.

= Unha aplicaciéon con valores en GG é continua se, e s6 se, 0 é a sila com-

posicién con cada proxeccidn pe,.

Imos ver que que a estrutura alxébrica e a topoldxica son compatibles
empregando algunhas das propiedades da topoloxia produto mencionadas

antes.
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Proposicion 1.38. Se {G, | o € A} € unha familia de grupos topoléxicos
enton G = [[ e Ga, coa operacion mq e coa topoloxia produto, é un grupo
topoldzico, que se chama o grupo topoloxico produto da familia de grupos

topolézicos {Gu}taca-
Demostracion. A aplicacion

0g: GxG—G
((xa)ozeAa (ya)aeA) — (xa)ae./\(ya);éA = (may(;l)oce./l
é continua xa que pola conmutatividade do diagrama

e,
GxG@—— (G

Pa X paJ Jpa

GQXGQ4 >Ga
G

tense que a composicién de Oz con cada proxeccidon

Pa © 9G = eGa % (pa X poz): ((xa)aEAv (ya)aEA) = Jfay;l = eGa (37047 yoz)
é composicion de aplicaciéns continuas. O

Proposicion 1.39. Se {fo: Go — G} ,c 4 € unha familia de homomorfis-

mos de grupos topoldxicos enton o seu produto cartesiano
f=1lfa: G=]] Ga — & =]] G
acA acA acA

(xa)aeA — (fa (xa))aeA

€ un homomorfismo de grupos topoldozicos.

Demostracion. A aplicacion f é trivialmente un homomorfismo de grupos e,

pola conmutatividade do seguinte diagrama,

f

G—— G

T

CGo— G
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a continuidade séguese de que a composicion de f con cada proxeccion

pl: G — G, é a aplicacion continua f, o py. O

Proposicion 1.40. Se f € o produto cartesiano dunha familia de aplicacions
abertas {fo: Go = Gl }oca € fa € sobrexzectiva para case todo o € A enton

f € aberta.

Demostracion. Se B = [],c 4 Ua € un aberto basico da topoloxia produto
de G entén

f(B) = H fOé(UOé)

a€cA

¢ aberto en G, xa que fo(U,) é aberto en G, para todo a € A por ser
fa aberta e como U, = G, para case todo a € A e case todalas f, son
sobrexectivas, tamén f,(U,) = G., para case todo a € A. Polo tanto, a

imaxe directa de cada aberto en G tamén é aberto en G'. O]

Observacion 1.41. Por outra parte, se f = [[ c 4 fa ¢ aberta enton f, é
aberta para todo a € A, xa que se V é un aberto en G, e consideramos
U =1l,eaUy, onde

Vv sev=au«
U, = !

G, sev#aq,

enton fo (V) = (pl, o f)(U) é aberto en G.,.

Proposicion 1.42. Sexa G = [[,c 4 Ga un produto de grupos topoldzicos,
e H = [[,cq Ha onde cada H, € un subgrupo de G, para todo o € A.
Enton H é un subgrupo de G. Ademais, se cada H, € un subgrupo normal

enton H tamén é normal e G/H € isomorfo a [[,c 4(Ga/Ha).

Demostracion. E evidente que H é un subgrupo de G, xa que H contén a
e = (éa)acA POIs €4 € H, para todo o € A, e se (a)acas (Ya)aca € H,
enton (xa);éA(ya)aeA = (25%a)aca € H xa que z;'y, € H, para todo
a e A

Suponamos agora que para todo a € A, H,, é un subgrupo normal de G,
asi que podemos considerar o grupo topoloxico produto da familia de grupos

topoloxicos {Go/Ha}aca € a aplicacion m produto da familia de proxeccions
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Ta: Go = Go/Hy, o € A,
m: G — [] (Go/Hy)
acA
(wa)aeA — (Ha$a)a6Av
que é unha aplicacién sobrexectiva, un homomorfismo de grupos topoloxicos

pola proposicion [I.39] e aberta pola proposicion [.40] Ademais,
Ker(m) = {(za)aca € G | (Ha%a)aca = (Ha)aca}
={(za)aca € G|zq € HyVa € A} = H,

e polo primeiro teorema de isomorfia 7 define un isomorfismo de grupos
topoldxicos
G/H — [] Go/Ha
acA
H(ma)ae.A — (Hamoz)aEA-
O

Exemplos 1.43. (a) O grupo topoléxico aditivo R define o grupo topo-
loxico produto R™ = R x M) xR e a sta topoloxia coincide coa topoloxia
usual de R™. O subgrupo Z de R da lugar 6 grupo topoléxico produto Z",

que tamén é subgrupo topoléxico de R”.

(b) Como S' € C* ¢ un grupo topoléxico abeliano co produto, tamén o é
o n-toro T" = S! x () x S!. Xa que S! & isomorfo a R/Z, pola proposicién
1.42) T™ é isomorfo a R™/Z".

(c) O cilindro S' x R e os cilindros xeneralizados S! x () x S! x R x (™) x R

son grupos topoloxicos produtos.

(d) Dado un conxunto calquera A e un grupo topoléxico G, o conxunto
de tédalas aplicaciéns de A en G ten unha estrutura de grupo topoldxico
produto G* = [[,c4 Ga, (Ga = G para todo a € A). A sta topoloxia
produto chamase tamén “topoloxia da converxencia puntual”. Se A é un
espazo topoloxico, o conxunto C(A, G) das aplicaciéons continuas de A en G

é un subgrupo topoloxico de G

(e) En particular pédense considerar o grupo topoléxico R® das funcions
reais de variable real, o grupo das sucesién de numeros reais RY, o seu

subgrupo ZN, e o grupo cociente RY/ZN, que é isomorfo ¢ toro infinito
(R/Z)N = (SHM.
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1.6. Bases locais

Unha base local dun punto x nun espazo topoloxico é unha familia B,
de vecinanzas de z tal que cada vecinanza de x contén algin B € B,. Nos
grupos topoloxicos as vecihanzas nun punto poden trasladarse (pola dereita
ou pola esquerda) para dar lugar a vecinanzas noutro punto.

Por exemplo, se A é unha vecifianza nun grupo topoloxico G de x € G
enton para todo a € GG, Aa é unha vecinanza de xa, e asi se B, é unha base
local de z € G e a € G enton By, = {Ba | B € B,} é unha base local de za.
Pola proposicion [I.10] para todo a € G, o conxunto Ua é aberto se, e so se,
U o é, e asi B, é base local de abertos se, e so sé B, é base local de abertos.
Todo isto é andlogo para “trasladar pola esquerda” vecinanzas e vecinanzas
bésicas.

Empregando isto tense o seguinte resultado:

Lema 1.44. Sexa G un grupo topoldzico e B, unha base local de vecinan-
zas abertas do elemento neutro e € G. Enton, para cada a € G, a familia

B, ={Ba | B € B.} € unha base local de vecinanzas abertas de a e

B=|JB.={Ba|BeB.,acG}
aeG

€ unha base da topolozia de G.

Observacion 1.45. Como a aplicacién inversion invg dun grupo topold-
xico G ¢é continua, dado un aberto U, im}él(U) = U~! & aberto. Asi, se
U é unha vecifianza aberta de e, U~! tamén o é. Logo W = UNU"! &
unha vecifianza aberta simétrica, ¢ dicir, W = W~!. Aparte, se U tamén ¢é

subgrupo, W =U = U1,

Agora imos ver como dado un grupo, podese xerar un espazo topoloxico
compatible a partires de subconxuntos de G que contenen a e, o que vai dar

lugar a unha base local de vecifianzas abertas de e.

Proposicion 1.46. Seza G un grupo, e sexa B, C P(X) tal que cumpre as

sequintes condicions:

(a) B #0.
(b) Para todo B € B, e € B.
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c) Para todo By, By € B, existe Bs € B, tal que B3 C By N Ba.
d) Para todo B € B, e para todo a € B eriste B' € B, tal que B'a C B.

e) Para todo B € B, existe B, € B, tal que B;'B, C B.

(
(
(
(f) Para todo B € Be e para todo a € G existe B' € B, tal que a ' B'a C B.

Enton existe unha unica topoloxia en G que fai a G grupo topoloxico tal que

B. ¢ unha base local de abertos en e.

Demostracion. Dividimos a demostraciéon en daas partes. Primeiro imos ver
que B = {Ba | B € B.,a € G} xera unha topoloxia en G e despois que esa
topoloxia é compatible coa estrutura de grupo. A unicidade séguese de que,
para esa topoloxia, B serd unha base local de veciianzas abertas de e e, polo
tanto, a familia B asi definida é necesariamente unha base da topoloxia.
Para o primeiro, basta comprobar que se cumpren as propiedades que

fan que B sexa unha base dunha topoloxia en G:

(i) Dado x € G existe B € B tal que x € B: Se x € G e B, € B,
(podemos coller un elemento xa que B, # @) entén, como e € B, x € Bex e
B = B.x € B.

(ii) Dados Bya, Bab € B e para todo x € Bia N Bab existe B € B tal que
x € B C Bia N Byb: En efecto, existen by € By, by € By tales que by = za™!
e by = xb~ L. Por (d) existen B}, By € B, tales que Bjb; C By e Bhby C By e
asi Bz C Bia e Bhax C Bab; e por (c) existe By € B, tal que By C B] N BY.
Polo tanto, B = Bsz € B ¢ tal que x € B C Bjz N By C Bia N Bab.

Para ver o segundo, chega con ver que a aplicacién
fi(r,y) eGxGalyecd

é continua. Como B ¢é base da topoloxia de GG, basta demostrar que a imaxe
inversa de cada elemento de B é aberto en G x G. Sexa Ba € B, onde
B € B, e sexa (r,y) € f~'(Ba) e vexamos que (x,%) é un punto interior
de f~1(Ba). Como f(x,y) = 2~ 'y € Ba, existe b € B tal que ™'y = ba.
Por (d) existe B" € B, tal que B'db C B e por (f) existe B” € B, tal que
2 'B"x C B'. Asi, 27 'B"ya"! = 27! B"2b C B'b C B; agora, por (e) existe
B, € B, tal que B;'B, C B”, e entén temos que 2 ' B, !B,ya~! C B, logo
(Box)~Y(B,y) C Ba, e polo tanto (B,z) x (B,y) é un aberto da topoloxia
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produto de G x G tal que
(2,y) € (Box) x (Boy) C f~(Ba). O

Corolario 1.47. Sexa G un grupo, e sexa B, C P(X) tal que cumpre as

sequintes condicions:

a) B#(
)

b) Cada B € B, € un subgrupo de G.

c) Para todo By, By € B existe Bs € B, tal que B3 C By N Ba.

(
(
(
(d) Paratodo B € B e para todo a € G existe B' € Be tal quea ' B'a C B.

Enton existe unha wnica topoloxia en G que fai a G grupo topoldxico e na

que B. € unha base local de vecifianzas abertas de e.

Demostracion. B inmediato que tamén se cumpren as propiedades (d) e (e)
da proposicion [1.46] xa que por ser B un subgrupo de G basta tomar B’ = B
en (d) e B, = B en (e). O

Asi se temos un grupo podémoslle dar estrutura de grupo topoldxico
collendo como base local de vecinanzas abertas do elemento neutro unha
coleciéon de subgrupos que contenan a tédolos seus conxugados e as intersec-

cions finitas .

Exemplos 1.48. (a) A base local B = {{e}} do elemento neutro e dun
grupo G define a topoloxia discreta de G.

(b) Para cada ntumero primo p definese unha topoloxia no grupo Z que se
chama a topolozia p-ddica de Z. Para esta topoloxia, a familia de subgrupos
By = {p"Z | n € Z,n >0} & unha base local de vecinanzas abertas de 0.

Forman unha cadea
ZO>PpLOPL>D---Dp"ZLD...,

asi que os miiltiplos enteiros de potencias elevadas de p estan en vecinanzas

pequenas de 0.

(c) Dado un namero primo p, para cada k € Z o conxunto

U, = {pkm | m € Z, n € N,n non é miltiplo de p}
n
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¢ un subgrupo de Q. A familia By = {Uy, | k¥ € Z} forma unha cadea
"'DU_1DU()DU1 D...

de subgrupos de @Q, e é unha base local de vecinanzas abertas do 0 para a

topoloxia p-ddica de Q.

(d) Sexa R un anel conmutativo e R[z] o anel das series de potencias

R[z] = {Z;’io a;x’ | a; € R}.

Para cada n € Z, n > 0, B, = {>7° aiz'|a; € R} = Rlz]z" ¢ un
subgrupo aditivo do grupo Rlz], e tense que By D B D By D ..., e a
familia By = {B, | n € Z, n >0} ¢ unha base local de vecianzas aber-
tas de 0 que xera unha estrutura de grupo topoldéxico no grupo aditivo
RJz], xa que os conxugados dos B, son os B,, e dados dous By, B, € By,
By N B = Bugx{n,m} € Bo-

De feito, a estrutura de grupo topoldxico fai tamén continuo o produto de

series xa que a imaxe reciproca dun elemento B, de B, é

U Bz X Bj
i,jENi+j=n
que é aberto na topoloxia produto. Bastounos considerar a imaxe recipro-
ca das vecinanzas de 0 pola homoxenidade do grupo topoloxico R[z]|. Asi,
como a topoloxia é compatible coas operacions do anel, R[z] seria un anel

topoléxico.



Capitulo 2

Axiomas de separacion e

grupos metrizables

2.1.

Axiomas de separacién

Dise que un espazo topoloxico é

To (ou de Kolmogoroff) se para cada par de puntos distintos x,y hai
un aberto U que contén a un dos dous puntos pero non 6 outro: x € U,
y¢UouyeU,xz¢U.

T} (ou Fréchet) se para cada dous puntos distintos x,y existen veci-
nanzas U de z e V de y tales que y ¢ U e x ¢ V, (equivalentemente,

se cada conxunto unitario {x} é pechado);

T (ou Hausdorff) se dados dous puntos distintos z, y tenen vecinanzas
UeVdisxuntas: z e U,y e V,UNV = 0.

T3 se ¢ T1 e regular (para cada punto x e cada pechado F, x ¢ F,
existen abertos U e V tales que x € U, FF C V, UNV = {); ou, equi-
valentemente para cada punto x existe unha base local de vecinanzas

pechadas de z);

Ty se &€ Ty e normal (cada dous pechados disxuntos A, B estan contidos
en abertos U,V disxuntos: ACU, BCV,UNV ={).

Entre estas propiedades de separacién ténense as relacions

T4:>T3:>T2:>T1 :>T0,

27
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pero no caso dos grupos topoléxicos algunhas destas relaciéons van ser equi-

valencias.

Proposicion 2.1. Sexa G un grupo topoldxico e B unha base local de veci-

nanzas de e. Enton as sequintes afirmacions son equivalentes:

(a) G é Hausdorff.
(b) A diagonal §: x € G — (z,x) € G X G € unha aplicacion pechada.

(¢) Dado un grupo topolézico G' e un homomorfismo de grupos topoldzicos

entre G' e G, o nicleo do homomorfismo é un subgrupo pechado de G'.

d) {e} € un pechado de G.

f) A interseccion dos elementos de B € {e}.

(
(e) G éTl.
(
(

g) A interseccion de todas as vecinanzas de e € {e}.

Demostracion. (a) = (b): Camprese para todo espazo topoloxico. Sexa A un
subconxunto pechado de G e (z,y) € G x G\ 0(A). Se x # y existen abertos
UeVenG tales que (z,y) e UxVeUNV =0, logo (UxV)Ns§A) = 0.
Se x = y, basta tomar unha vecinanza aberta U de x tal que UNA =0 e
polo tanto (z,y) = (z,2) e U x U C G x G\ §(A).

(b) = (c¢): Sexa f: G’ — G un homomorfismo de grupos topoloxicos. Co-
mo f é unha aplicacion continua entén tamén o é a aplicacion g: G’ — G x G
definida por g(x) = (f(x),e). Agora ben, §(G) é pechado en G x G pola hi-
potese, logo Ker(f) = ¢g71(4(G)) é pechado en G'.

(c) = (d): Camprese xa que {e} = Ker(idg).

(d) = (e): Como {e} é un pechado, cada subconxunto unitario {x} de
G é un pechado porque a traslaciéon [,: G — G é un homeomorfismo e
L({e}) = {1,

(e) = (f): Se x € G\ {e}, como {z} é pechado e e ¢ {z}, enton existe
U € Btal que U C G\ {z}, isto é, U N {z} = 0. Asi x non pertence &
interseccion dos elementos de B.

(f) = (g): E trivial xa que a interseccién de vecifianzas de e esta contida
na interseccion de todos os elementos de B.

(g) = (a): Se z,y € G, x # y, entén 2y~ ! # e, e pola hipotese existe

unha vecifianza A de e tal que 2y~ ! ¢ A. Sexa U unha vecinanza aberta de
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e tal que U C A; pola continuidade de 0 existe outra veciianza aberta V'
de e tal que V=1V C U. Asi temos que zy~! ¢ V"1V e entéon VanVy = 0,
Xa que no caso contrario existirian vy,ve € V tales que vix = voy e entén
vy ! = vy L9 € V1V e chegamos a unha contradicion. Asi concluimos que
Vax e Vy son dous abertos disxuntos que contenen a x e y, respectivamente.

O]

Proposicion 2.2. (a) Calquera grupo topoldzico é regular.

(b) Se G é un grupo topoldzico e H un subgrupo de G, o espazo topoldzico
G/H € regular.

Demostracion. (a) Se G é un grupo topoloxico, como as traslacions son
homeomorfismos, basta comprobar que dado un pechado A tal que e ¢ A,
existen abertos U, V tales que UNV =0, ACU eeec V. Como G\ A ¢
unha vecifianza aberta de e, pola continuidade de 6 existe unha vecinanza
aberta V tal que VV =1 € G\ A4, é dicir, VV"1NA =0, enton AVNV = ).
Asi, AV é un aberto (pola proposicion que contén a A e é disxunto ca

vecinanza aberta V de e.

(b) Sexan A un pechado en G/H e Hx un punto que non esta en A. Como a
proxeccion natural 7: G — G/H é continua A = 7~ (A) é un pechado en G
e non contén a x. Asi, como G é homoxéneo, actuando como en (a), existe
unha vecifianza aberta V de e tal que zVV 1N A =0, enton 2V N AV = 0.
Como AV é unién de clases de equivalencia xa que A = 7~ (A) o ¢é, enton
HAV = AV e HtVNAV = (). Concluimos que 7(HzV) e 7(AV') son abertos

(xa que 7 é aberta) disxuntos contendo a Hx e A respectivamente. O
Proposicion 2.3. Un grupo topoloxico Ty € 1.

Demostracion. Basta ver que {e} é pechado en G. Sexa = € G, = # e. Enton
existe un aberto U que soamente contén a un dos dous puntos. Se z € U
entéon U C G\ {e}. Se e € U entén V = U NU~! é unha vecifianza aberta
simétrica de e e zV & unha vecinanza aberta de = contida en G'\ {e}, xa que

se e € £V entén existe un v € V tal que z = v~ € V C U. O

Como corolario a estes dous resultados podemos resumir as equivalencias

que temos en dos axiomas de separacion en grupos topoloxicos.



30 CAPITULO 2. AXIOMAS DE SEPARACION E GRUPOS METRIZABLES

Corolario 2.4. Se G € un grupo topoloxico, as sequintes condicions son

equivalentes:
(a) G éTp.
(b) G €T.
(c) G éTs.
(d) G éTs.
Demostracion. Xa sabemos que

T3 =T T < 1)

e como calquera grupo topoldxico é regular, todo grupo topoléxico 17 é
T;. O

Proposicion 2.5. Sexan G un grupo topoloxico, H un subgrupo de G e

{Ga}aca unha familia de grupos topolézicos.

(a) Se G € Hausdorff enton H tamén o é.

(b) TlncaGa € Hausdorff se, ¢ s6 se, Go € Hausdorff para todo a € A.
(c) G/H € Hausdorff sé, e s¢ se, H € pechado en G.

(d) Se G/H e H son Hausdorff enton G é Hausdorff.

Demostracion. (a) séguese de que un subespazo dun espazo Hausdorff é
Hausdorff. (b) é certo xa que se cumpre no caso xeral dos espazos topo-
loxicos.

(c) Se G/H ¢ Hausdorff, { H} é pechado en G/H e entén 71 ({H}) = H
¢ pechado en G, pola continuidade da proxeccién natural 7: G — G/H.
Reciprocamente, se H é pechado, sexan Ha, Hb € G/H, Ha # Hb. Enton
Hab~! ¢ un pechado que non contén a e (xa que ab~' ¢ H) e podemos atopar
unha vecifianza aberta U de e tal que U N Hab~! = (). Pola continuidade de
fc e da conxugacion ¢, (proposicions podemos atopar vecifianzas
abertas de V e W de e tales que que VV ™1 C U e bWb~! C V, asi obtemos
que WW b 'NHab=! = 0, logo bWW 'NHa = 0, asi HBWW 'NHa = ()
e polo tanto HbW N HaW = (). Como 7 é aberta e W é aberto, w(aW) =
HaW e w(bW) = HbOW son vecifanzas abertas disxuntas de Ha e Hb,

respectivamente.
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(d) Se G/H é Hausdorff, enton H é pechado en G (por (c)). Ademais,
como H é Hausdorff, {e} é pechado en H. Asi, {e} é pechado en G e, pola
proposicion 2.1} G é Hausdorff. O

Observacion 2.6. As seguintes propiedades relevantes relacionadas co ca-
racter Hausdorff foron consideradas no capitulo 1:

e todo subgrupo discreto dun grupo topoléxico Hausdorff G é pechado
en G ((c) da proposicion [L.17),

e a clausura dun subgrupo abeliano dun grupo topoléxico Hausdorff G
tamén é un subgrupo abeliano de G (proposiciéon ,

e O centro dun grupo topoléxico Hausdorff é pechado (proposicion .

Exemplos 2.7. (a) Calquera grupo topoloxico G' con mais dun elemento
coa topoloxia indiscreta non é Hausdorff xa que o subgrupo trivial H = {e}
non é pechado en G. A clausura de H non é un grupo abeliano se G non o
¢ (H=3q).

(b) O produto topoloxico Zg x Z do grupo Zo = {0, 1} coa topoloxia indis-

creta e do grupo discreto Z é un grupo topoldxico con infinitos abertos que

non é Hausdorff.

(c) O grupo topoloxico R ¢ Hausdorff e por tanto todos os seus subgrupos

tamén o son.

(d) Como @Q é un subgrupo normal non pechado de R, o cociente R/Q é un
grupo topoléxico non Hausdorff, e por tanto nin é Tj. A topoloxia en R/Q é

a trivial.

(e) O subgrupo S' do grupo topoléxico Hausdorff C* tamén aparece como

exemplo de grupo topoldxico cociente de R polo subgrupo pechado Z.

(f) O n-toro T" = S' x (M) xS! e o toro infinito (S*)N son grupos topoloxicos
Hausdorft.

(g) Tanto Z como Q coas stias topoloxias p-adicas son grupos topoloxicos
Hausdorff, xa que as correspondentes intersecciéons de tdédolos conxuntos en
cada base local de vecinanzas abertas do elemento neutro 0 que definen a

topoloxia son o subgrupo trivial.

(h) M, xn(R) é homeomorfo a R™, entén é un espazo topoléxico Hausdorff.
Asi, os grupos topoloxicos GLy,(R), SL,(R), O,(R) e SO, (R) son Hausdorff
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ao seren subespazos de M,,x,(R). De xeito analogo, M,,x,(C) é homeomorfo
a R2"’entén os grupos topoloxicos GLy(C), SLy(C), On(C) e SO,(C) son
Hausdorff.

(i) Dado un grupo topoloxico G, se H é un subgrupo normal de G entén
E = H & un subgrupo normal (prop |1.18)) pechado. Asi, por (c) da proposi-
cién G/E é un grupo topoloxico Hausdorff. Asi, como o subgrupo trivial
{e} é un subgrupo normal, a sta clausura {e} ¢ o menor subgrupo normal
de G que fai que o cociente sexa un grupo topoléxico Hausdorff ao ser o
menor subgrupo normal pechado. E como vimos na proposiciéon [2.1| o grupo

topoloxico G é Hausdorff se, e s6 se, {e} = {e}.

Observacion 2.8. As equivalencias entre os axiomas de separacion no coro-
lario non se extenden 6 axioma T}. Por exemplo, Z® & un grupo topoloxico
Hausdorff que non é un espazo topoléxico normal (Hewitt-Ross |5, p. 74]).
Por outra parte, cimprese que todo grupo topoléxico Hausdorff G é com-
pletamente regular (Pontrjagin [0, p. 119]), isto ¢, para cada subconxunto
pechado A de G e cada x ¢ A existe unha funcion continua f: G — [0,1] C R
tal que f(z) =0e f(A) = 1.

2.2. Metrizabilidade

Comezamos recordando algunhas nocions béasicas relativas a espazos mé-
tricos.

Unha distancia (ou métrica) nun conxunto X ¢é unha aplicacion
d: X xX —R
que satisfai as seguintes condiciéns:
(a) d(xz,y) =0se, es6se =y,
(b) d(z,y) = d(y,z) para todo =,y € X,
(¢) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) para todo z,y,z € X,

e, COmMo consecuencia,

(d) d(z,y) > 0 para todo z,y € X, (d(z,y) > 0se z # y).
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O par (X,d) é un espazo métrico, e a distancia d define unha topoloxia T4

en X como aquela que admite como base a familia de conxuntos
B={B(z,r) |z € X, r >0},

onde B(z,r) = {y € X |d(x,y) <r} é a bola aberta en (X,d) de centro
x € X e radio r. Dise tamén que T4 é unha topoloxia métrica e, en parti-
cular, a topoloxia da métrica d. Duas distancias d y d’ nun conxunto X son
topolozricamente equivalentes se definen a mesma topoloxia, T4 = T .

Por outra banda, un espazo topoloxico X dise que é un espazo metrizable

se a topoloxia de X é a topoloxia dunha distancia d en X.

Observacion 2.9. Todo espazo metrizable X é Hausdorff (se d é unha
métrica que define a topoloxia de X, z,y € X, x # y, enton r = d(x,y) > 0,
e U = B(x,r/2) e V = B(y,r/2) son vecinanzas abertas disxuntas de x
e y, respectivamente), e satisfai o primero axioma de numerabilidade (para
cada z € X, B, = {B(z,1/n) | n € N} é unha base local numerable de z).
En xeral estas duas propiedades non son suficientes para que un espazo
topoloxico sexa metrizable. Non obstante, veremos que no caso de grupos

topoloxicos si que son condiciéns suficientes.

Definicién 2.10. Un grupo topoldxico G dise que é un grupo metrizable se
existe unha distancia d en G cuxa topoloxia é a topoloxia de G. Entén (G, d)

é un espazo métrico e dise que (G,d) é un grupo métrico.

Un grupo topoléxico G é primero numerable se existe unha base local
numerable do elemento neutro e € G. No caso dos grupos métricos existen

bases locais de e que reflexan a estrutura alxébrica e a estrutura métrica.

Proposicion 2.11. Se (G,d) € un grupo métrico enton existe unha base

local B, = {B1, By, Bs, ...} de e € G que verifica as sequintes propiedades:
(1) By, € aberto en G para todo m € N,
(2) B! = By, para todo m € N,
(3) BmBmBm C By—1 para todo m > 2, (en particular By, C Bpy—1).

Demostracion. Construiremos unha coleccion Be = { By}, de vecinanzas

abertas do elemento neutro que verifican as condicions (1), (2), (3) e que
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B,,, C B(e,1/m) para cada m € N. Posto que {B(e,1/m)}, .y ¢ unha base
local de e tamén o serd B.. Procederemos por induciéon para construir Be,
e comenzamos ponendo By = U N Ul_l, onde U; = B(e, 1), de modo que
B é unha vecinanza aberta de e ¢ By C B(e,1/m) para m = 1. Supoifie-
mos construidos By, ..., By, tales que satisfan as condicions (1), (2), (3) e
ademais B,, C B(e,1/m). Se aplicamos o visto en 4 vecinanza aberta
B, N B(e,1/(m+ 1)) de e daas veces, obtemos que existe unha vecinanza
aberta U,,+1 de e tal que

Um+1Ums1Ums1Ums1 € B N B(e, -15),

e posto que e € Upyy1,

Um+1Um+1Um+1 C Bm7 Um+1 C B(e, ﬁ“)
Se definimos B, 11 = Um+1ﬂU,;_1H, enton By, 41 satisfai (1) e (2), e posto que
Bp+1 C U1, tamén satisfai (3) e ademais By,41 C B(e,1/(m+1)). O

Definicién 2.12. Unha distancia d nun grupo G é invariante pola esquerda

(respectivamente pola dereita) se verifica

d(az,ay) = d(z,y) [resp. d(za,ya) = d(z,y)]
para todo x,y,a € G.

Todolos grupos metrizables postien distancias invariantes, mais a demos-
tracion deste feito é delicada. Imos dar agora unha caracterizacion topoldxica
do caracter metrizable dos grupos topoldxicos, que nos permitira tamén pro-

bar a existencia de distancias invariantes.

Teorema 2.13. Un grupo topolozico G é metrizable se, e so se, é Hausdorff e
satisfai o primeiro axioma de numerabilidade. Ademais todo grupo topoldxico
metrizable posie unha distancia invariante pola esquerda que define a sia

topolozia.

Demostracion. Todo espazo metrizable é Hausdorff e primeiro numerable.
Probaremos a suficiencia, asi que suponieremos que GG é Hausdorff e existe

unha base local numerable {Bm}mGN de e, que podemos suponer que é unha
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familia contractiva, é dicir Bl D Bg ) Bg D .-+, substituindo cada B’m con

ﬂZ‘:lBk. Debido a que G é Hausdorff, pola proposicion verificase que
() Bm = {e}.
meN

Se aplicamos a demostracion da proposicion sustituindo {B(e, 1/m)},,cx

por {Bm} N obtemos unha base local numerable B, = {Bm}meN que ve-
me

rifica as propiedades (1)-(3) da proposicion Poniemos ademais By = G.
Definimos unha aplicacion f: G x G — R por

0 se 27y e B, Ym>0,

o se 271y € By \ Bt

Para cada x,y € G verificanse as seguintes propiedades elementais:
(1) 0<flzy) <L
() f(z,y) = f(y,x), dado que y~'w = (z7'y)~" e B! = Bn;
(1) f(ax,ay) = f(x,y) para cada a € G, dado que (azx) lay = 2~ y;

lg = e € B,, para todo m € N;

(tv)  f(x,y) =0se x =y, dado que z~

(V) f(z,y) >0 se x #y, dado que [,,cry Bm = {e};

(vi) f(z,y) <1/2™ & 71y € B,,, dado que B. ¢ contractiva.
Para cada n € N definimos unha aplicacion

F,:GxMD g —R

(0,1, , ) > Zf(l'iflal‘i)'

i=1

En particular, Fi(xg,x1) = f(x0,21), para cada xg, z1 € G. Definimos agora

a aplicaciéon d : G x G — R por
d(z,y) =it {F(x0,...,20n) | x0 = 2,20 =y, 21,...,2n—1 € G; n € N},
que verifica as seguintes propiedades, que se obtenen de (1)-(1v):

(i) 0<d(z,y) < flx,y) <1
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(i) d(z,y) = d(y,x), porque de f(z,y) = f(y,z) séguese que

Fn(xamla cee wa‘n*l)y) = Fn(ya Tp—1y--- 7'1717‘/17)) LlyeeeoyTn—1 S Ga

(i) d(az,ay) = d(z,y), porque f(ax,ay) = f(x,y) e enton

Fn(axvxh cee 7$n—1,a?/) - Fn(xu aila:la o 7a71xn—17y);

(iv) d(z,x) =0, porque f(z,x)=0.

Ademais d verifica a desigualdade triangular; para demostralo basta probar

que dados z,y, z € G, para todo € > 0 verificase
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) +e.

Agora ben, pola definicion de d existen x1,...,Zp_1,Y1,...,Ym—1 € G tales

que

13 g
d($72) + 5 > Fn(:l:axla s 7$n717z)7 d(z,y) + 5 > Fm(zayla s 7ym71,y)a

e concluimos que
d(l’,y) < Fn+m(x,$1,---,l’nfl,z,yl,---,ymfl,y)
= Fn(x7$17 s 7xn—17z) + Fm(z7y17 tee 7ym—17y)
< d(z,z) +d(z,y) +e.

Por (ii), (iv) e a desigualdade triangular, para probar que d é unha distancia
falta soamente demostrar que d(z,y) > 0 se  # y. Ademais, por (iii) xa se
ten que d verifica a propiedade de invariancia requerida. Tamén debemos ver
que a topoloxia métrica T4 definida por d é a topoloxia de G. Para completar
estos dous ultimos pasos da demostracién usarase o seguinte resultado, que

logo probaremos como un lema:
(*) f(wvy)§2Fn($)x17°"axn—17y) vxax17"')xn—1ay€G7vn2]—‘
En efecto, de (x) e da definicion de d(z,y) temos que
1
d(l‘?y) Z §f(xay)u

e pola propiedade (V) antes resefiada, se x # y enton f(z,y) > 0 e, por
tanto, d(z,y) > 0 e d é unha distancia en G.
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Vexamos agora que T4 coincide coa topoloxia 7 de G. Debido a que
Be = {Bm} ey ¢ unha base local de e € G para T, para cada a € G a
coleccion de conxuntos B, = {aBn},,cy ¢ unha base local de a para T;
ademais B, = {B(a,1/2™)},,cy ¢ unha base local de a para a topoloxia
métrica T4. Polo criterio de Hausdorff de comparacién de topoloxias, para

probar que T = T4 € suficiente ver que para cada m € N se verifica
B(a,1/2™) C aB,, C B(a,1/2™").

Como a distancia d é invariante pola esquerda é claro que B(a,r) = aB(e, )
para cada a € G e r > 0, e entén, probar as inclusions anteriores redicese a
probar

B(e,1/2™) C By, C B(e,1/2™71).

Para demostrar a primeira inclusion, sexa z € B(e, 1/2™); por (%),

S (@.0) < d(r,0) < 51

logo f(z,e) < 1/2™~1. Dado que os valores non nulos de f son sempre da
forma 1/2%, séguese que

L

f(e,m):f(a:,e)g om’

e pola propiedade (V) de f, x = e 'x € B,,.
Para a segunda inclusion, se © € By, enton (propiedade (v1)) f(e,x) <
1/2™ < 1/2m1 e polo tanto (propiedade (i)):

dle,z) < fle,z) < %,

logo x € Be,1/2m71). O
A demostracion do anterior teorema complétase coa proba de (*):

Lema 2.14. Para cadan > 1, se xg,21,...,x, € G, tense que
f(xo,xn) < 2F, (20,21, .., Tp)-

Demostracion. Podemos suponer que cada dous elementos consecutivos na
sucesion finita xg,1,...,%, son distintos. (Por exemplo, se z1 = x2 en-

ton F(xo,x1,...,2n) = Fn_1(xo,x2,...,2,) e chegaria con probar que
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f(zo,xpn) < 2F,_1(x0,x2,...,Ty).) Como consecuencia, f(z;_1,x;) > 0 para
cadai=1,...,n.

O caso n = 1 é trivial, xa que f(xg,x1) = Fi(zo,21). Para n = 2, sexa
m o menor enteiro positivo tal que

2% < Fy(zo0,71,72) = f(20,71) + f(21,72).

Enton :Eofcfl € By, xa que, en caso contrario, pola definicién de f teriase
Fy(z0,21,72) > f(x0,21) > 1/2™1 contradicindo a eleccién de m. De for-
ma anéloga 1‘1.%'2_1 € B,,, e entén xozcgl € BBy, C Bp,—1 (pola propiedade
(3) na proposicion , e por tanto (pola propiedade (VI) no teorema
e a eleccion de m)

1 2
f(:Co,xQ) < om—1 = 27771 < 2F2(x0,3:1,x2).

Dun modo similar, usando ahora B, B, B, C B,,_1, obtense
f(l’o, l’g) § 2F3(l'0, T1,T2, l’g).

Procederemos agora por inducién para n > 4, suponendo que se verifica
o lema para todolos enteiros de 1 a n, e debendo probar que é certo para
n+ 1, é dicir que f(zg, zpn+1) < 2Fn41(20,21,- .., Tp+1). Como a funcion f

é simétrica,

Fn+1($0, TlyeeeyTp, $n+1) = Fn+1(xn+1, Tpyeooy L1, xo),
basta probar que f(xo, Tn41) < 2F,41(%0, 21, ..., Tn, Tng1) OU f(2n11, 7o) <
2F,41(Tpt1, Tny - - ., 1, x0). Por ser
Fn-i-l(*rﬂaxlv [ 7$nyxn+l) - f(:’Uval) + [ + f(znvxn-i-l)a

os sumandos f(xg,x1) e f(p,Zn4+1) non poden ser ambos maiores que
%Fn_t,_l(l'o, ...,Tny1), asi que polas consideracions anteriores sobre a sime-

tria podemos suponer que
1
f(zo, 1) = Fi(wo,71) < §Fn+1(ﬂfo,--',$n+1)-

Existe un enteiro k, 1 < k < n, tal que se verifican as seguintes desigualdades:

1

5 n+1(f£0, v 7$n+1)7

1
Fii1(zo, .., Tps1) > 5 nt1(z0, - o Tpg1),

IN

Fk(x(), . ,a;k)
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Supoiiamos en primeiro lugar que 1 < k < n. Como

Foyi(zo, ..o, 2ny1) = Fep (2o, - - o Tog1) + Fop(@hg1, - -, Tngt),

temos )
ank(xk+1a'-->xn+1) S §Fn+1(x0,...,mn+1).

Pola hipétese de inducién,

f(I07mk‘) < 2F]€(-T0, cee axk‘) < Fn+1(x03 s a$n+1)a
F(@rg1, ng1) < 2F (g1, - Tny1) < Foga(zo, - - Tpy1)-

Estas dias ultimas desigualdades, xunto coa desigualdade trivial

f(@r, zpy1) < Fuy1(zo, - Tngt)

van ser a clave da parte final da demostracion. Se k = n temos soamente a
primeira desigualdade e a terceira.

Sexa m o menor enteiro positivo tal que

1
27171 < Fn+1(‘r07 s an—H)'
Verificase que z L2 € By, xa que no caso contrario, pola propiedade (vi)
no teorema seria f(xo,xr) > 1/2™, e a primera das tres desigualdades

clave implicaria

1
2m—1

< f(xo,wx) < Fuyi(wo, ..o Tng1),

contradicindo a escolla de m. De forma anéloga, usando a segunda (soa-
mente se k < n) e a terceira desigualdade respectivamente, chégase a que
zl;l_lxnﬂ € B, e xglxk+1 € By,. Asi, temos que

l’al$n+1 = ($61$k)($;1$k+1)($;i1$n+1) € BpBnB,, sek<n,

2y g1 = (25 2) (@) Tns1) € BB se k =n,

-1 . :

e polo tanto, x5 Zp41 € Bym—1 por (3) na proposicion Pola propiedade
(V1) no teorema e a escolla de m,

1 2
f(x07$n+1) S W - 27m S 2Fn+1($0) cee 7$n+1)7

concluindo a demostracién do lema. O
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Un espazo topoléxico X é localmente euclidiano de dimensiéon n se todo
punto de X ten unha vecinanza aberta homeomorfa a un aberto de R”. E
evidente que todo espazo localmente euclidiano satisfai o primero axioma de
numerabilidade. Polo tanto, como consecuencia do teorema temos este

corolario:

Corolario 2.15. Todo grupo topoloxico Hausdorff e localmente euclidiano é

un grupo metrizable.

Observacion 2.16. Unha distancia invariante pola esquerda nun grupo me-
trizable non é necesariamente invariante pola dereita. Non obstante, todo
grupo metrizable (ou, equivalentemente, todo grupo topoloxico Hausdorff e
primero numerable) tamén poste unha distancia invariante pola dereita. Pa-
ra probalo basta cambiar na demostraciéon do teorema [2.13 a aplicaciéon f
pola aplicacion f': G x G — R dada por

0 se zy~te B, Ym >0,

f/(xvy) - 1 1
5w se xy € By \ By,

a familia de aplicacions {F}, }nen por {F), }nen, onde

Fl.@xmDxGg—R

n
(X0, T1,y ..., Tp) — Zf’(xi_l,xi).

i=1

e a distancia d por d’ : G x G — R, definida por
d'(z,y) = inf {F},(2o,...,2y) | o =2, 2y = y,21,...,2n—1 € G; n € N},
que tamén é unha distancia en G, que verifica
d'(za,ya) = d'(z,y), Va,y,a € G,

e cuxa topoloxia métrica T4 coincide coa topoloxia de G. En particular,
T4 = Tq e ainda que as distancias d e d’ non son necesariamente iguais son

topoléxicamente equivalentes.

Observacion 2.17. Ainda que un grupo metrizable G sempre admite unha
distancia invariante pola esquerda e unha invariante pola dereita, en xeral
non admite unha que o sexa polos dous lados e defina a sta topoloxia (véxa-
se [5, p. 78]). No caso de que G sexa compacto sempre existe unha distancia

en G que é bi-invariante e define a topoloxia de G ([B, p. 71]).
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Exemplos 2.18. (a) A distancia euclidiana en R", d(z,y) = ||z — y/|, sa-
tisfai que d(a+z, a+y) = d(z,y) para todo z,y,a € R™, polo que é invariante
pola esquerda (e pola dereita). A topoloxia inducida por esta métrica coin-
cide coa topoloxia usual e polo tanto, R™ coa suma e topoloxia usuais é un

grupo metrizable.
(b) C* e o seu subgrupo S' son grupos metrizables.

(c) Como a métrica produto (suma das distancias entre componentes) in-
duce a topoloxia produto das topoloxias métricas, o n-toro T™ e o cilindro

xeneralizado S* x ) x S! x R x (™) x R son grupos metrizables.

(d) Como R/Q non é Hausdorff, é un grupo topoldxico non metrizable.
De xeito anélogo, calquera grupo topoléxico G con mais dun elemento coa
topoloxia indiscreta non é metrizable, nin Zo X Z con Z coa topoloxia discreta

e Zo coa indiscreta.

(e) Como Myyn(R) é homeomorfo a R™| ¢ Hausdorff e primeiro nume-
rable. Asi os subespazos GL,(R), SL,(R), O,(R) e SO,(R) de M,xn(R)
son grupos topoloxicos Hausdorff e primeiro numerables, polo tanto grupos
metrizables. De xeito anélogo, como M, x,(C) é homeomorfo a R2%* | 65 sub-
grupos GL,(C), SL,(C), O,(C) e SO,(C) son grupos metrizables.

(f) Como vimos que Z e Q coa suma usual e a topoloxia p-adica son grupos

topoldxicos Hausdorff e primeiro numerables, son grupos metrizables.

Se para un numero primo p asignase a cada k € Z \ {0} o nimero enteiro
vp(k) = max{n € Z | p" divide a k}

e definimos

d:Zx7Z— R

0 se T =1,
(z,y) — d(z,y) =
pTY) sew #y,

entén d é unha distancia en Z que define a topoloxia p-adica de Z. Como
en m (b), da lugar a idea de que dous enteiros estan mais proximos entre

si se a sua diferencia é divisible por unha potencia mais alta de p.
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As bolas abertas e as bolas pechadas centradas en 0 € Z son da seguinte

forma, paran € Z, n > 0,
1 1
B(O, F) = B[O, ﬁ} =p"Z.
A base da topoloxia da métrica formada por tédalas bolas abertas é
{B(z,r)|reRY} ={a+p"Z|neZn>0},

e todolos conxuntos nesta base son abertos e pechados. A topoloxia da mé-

trica coincide coa topoloxia p-adica de Z.



Capitulo 3

Compacidade e conexién en

grupos topoloxicos

3.1. Compacidade

Un espazo topoldxico X dise que é compacto se para todo recubrimento
por abertos de X existe un subrecubrimento finito. Un subconxunto dise
compacto se o é como subespazo. Recordamos estes resultados para un espazo

topoléxico X:

Sexa Y un subespazo pechado de X. Se X é compacto entéon Y é com-

pacto.

Se X é Hausdorff e Y un subconxunto compacto de X entén Y é pechado
en X.

Se f: X — Y unha aplicacion continua e X é compacto enton f(Y)
tamén o é. Asi, a compacidade é unha propiedade topoldxica e, como
unha aplicacién cociente é continua e sobrexectiva, o espazo cociente

dun compacto é compacto.

Sexa {X4}aca unha familia de espazos topoloxicos non baleiros. Enton

[Ioc4 Xa é compacto, se, e s6 se, X, ¢ compacto para todo a € A.

Imos ver agora algtns resultados particulares de compacidade no caso dos
grupos topoldxicos. O seguinte resultado usarémolo para probar que unha

condicion suficiente para que un grupo topoldxico G sexa compacto é que

43
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o sexa un subgrupo H e o seu espazo cociente G/H, e mais tarde tamén o

usaremos no caso da compacidade local.

Lema 3.1. Sexa G un grupo topoléxico, C un subconzunto compacto de G e
U un aberto que contén a C. Enton existe unha vecinanza aberta V' de e tal
que CV C U.

Demostracion. Dado € C, x é un punto de U e entéon W, = 271U é unha
vecinanza aberta de e tal que «W, C U, e pola continuidade de mg existe
outra vecinianza V, de e tal que V)V, C W,.. E dado que {zV, },ec recubre C,
pola compacidade existen x1,...,xz, € C tales que C C |J! | z;V,. Agora,
se V=i, Va, temos que V.,V C V,Vy, C Wy, e entén

CV cC LnJ Vg,V C CJ xiWy, C U. O
=1 i=1

Proposicion 3.2. Sexa G un grupo topoléxico e H un subgrupo de G. Se H

e G/H son compactos enton G é compacto.

Demostracion. Sexa {U, }ae.a un recubrimento aberto de G. Como H é com-
pacto, pola proposicion [I.6] Hx é compacto para todo z € G. Se x € G, xa
que Hr C (Jyeq Ua tense que Hz estd contido nunha unién finita de ele-
mentos do recubrimento, que chamaremos IN,.

Agora, polo lema previo existe unha vecifianza aberta V, de e tal que
(Hz)Vy C Ny. Como a proxeccion m: G — G/H ¢ aberta, {n((Hz)Vy)}zeq
é un recubrimento aberto de G/H e, pola compacidade de G/H, existen

x1,...,Tn € G tales que

n

G/H = m((Hz:) V).

i=1
Posto que cada (Hxz)V, é union de clases,

n n

G = JHz)Va, | Nas,

i=1 i=1

e como cada N, é union de finita de elementos de {Uy }aca, G esta contido

nunha unién finita de elementos deste recubrimento. O
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Proposicion 3.3. Se G € un grupo topoldoxico compacto e H un subgrupo

aberto de G enton H ten indice finito.

Demostracion. Como G = J e Hx e cada Hx é aberto en G' por e
G é compacto, tense que G é uniéon dun nimero finito de clases. Como as

clases forman unha particién, hai un ntmero finito delas. O

Exemplos 3.4. (a) Calquera grupo G coa topoloxia indiscreta é compac-

to.

(b) C* non é compacto, pero o subgrupo S! si que o é 6 ser a imaxe de

[0, 1] pola aplicaciéon continua exp: x — €27,

(c) R™ coa suma e a topoloxia usual non é compacto e o subgrupo Z"
tampouco. Porén, o cociente T" = (R")/(Z") = (R/Z)" = (S!)" e o toro

infinito (S*)N si que o son xa que son produto de compactos.
(d) Un grupo topoldxico discreto é compacto se, e s6 se, ¢ finito.

(e) O grupo linear xeral GL,(R) non é compacto xa que é aberto en
My xn(R) = R™. De xeito anélogo, o grupo GL,(C), aberto en RQ”Z, non é

compacto.

(f) Se n > 2, o grupo linear especial SL,(R) non é compacto, xa que é
un subespazo de R"? que non é acotado: dado calquera ntimero natural k,
a matriz diagonal A con componentes diagonais (k,1/k,1,...,1) pertence a
SLy(R) pero ||A| > k. SL1(R) = {1} é compacto.

2

(g) O grupo ortogonal O, (R) é compacto: é pechado en M, «,(R) = R"

xa que é a imaxe inversa de {I,,} pola aplicacién continua

Ar—s AT A,

e é acotado, xa que cada vector columna dunha matriz ortogonal A = (a;;)

ten norma 1, asf que [|Al| = /37, ;|aij|* = /n para cada A € O(n).

O grupo ortogonal especial SO, (R) tamén é compacto, xa que é un subcon-
xunto pechado do compacto O, (R) pois é a imaxe inversa pola aplicaciéon
determinante det: O,(R) — R do pechado {1} C R.
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(h) O grupo SO, (C) con n > 2 non esta acotado en M,,x,(C) = R2%

Basta considerar, para cada r € R, r > 1,

r ivr2—1 0 0
—ivr2 —1 r 0 0
A, = 0 0 1 0] €50,(C),
' (n—2)
0 0 0 1

asi que dado r > 1, existe 4, € SO,(C) tal que ||A,|| > r. Como O,(C)
e SL,(C) contefien a SO, (C), tampouco estan acotados. Asi, os subgrupos
O, (C), SL(C) e SO,(C) de GL,(C) non son compactos para n > 2. Tanto
01(C) ={1,—-1} como SL;(C) = SO;(C) = {1} son compactos.

3.2. Compacidade local

Un espazo topoloxico X é localmente compacto se todo x € X ten unha

vecinanza compacta.

Observacion 3.5. As veces definese a compacidade local exixindo que cada
punto tefia unha base local de vecinanzas compactas. As diias definiciéns son
equivalentes se o espazo é regular: neste caso cada punto x ten unha base
local de vecinanzas pechadas {Bg, }aecA, € se existe unha vecinanza compacta
K de z, {By N K}qca € unha base local de veciianzas compactas, xa que
cada B, N K é unha vecifianza pechada dentro do compacto K. Por tanto,
por (a) da proposicion , as duas definiciéns son equivalentes no caso dos

grupos topoléxicos.

Recordamos algiins resultados para un espazo topoléxico X:

= Se X é compacto, entén é localmente compacto.

= Sexa Y outro espazo topoloxico e f: X — Y unha aplicaciéon continua,

aberta e sobrexectiva. Se X é localmente compacto entén Y tamén o é.

s Se X é localmente compacto e Y é un subespazo pechado de X entén Y

é localmente compacto.
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= Se X é Hausdorff e localmente compacto e Y é un subespazo aberto de

X enton Y é localmente compacto.

» Sexa {X,}aea unha familia de espazos topoloxicos non baleiros. Enton
[Ioc4 Xa élocalmente compacto, se, e s6 se, X, ¢ localmente compacto

para todo a € A e compacto para case todo « € A.

Resumimos os resultados particulares de compacidade local en grupos

topoléxicos nesta proposicion:
Proposicion 3.6. Sexa G un grupo topoldxico e H un subgrupo de G.

(a) G € localmente compacto se, e so se, existe unha vecinanza compacta

de e.

(b) Se G € localmente compacto e H € pechado en G enton H € localmente

compacto.
(c) Se G é localmente compacto enton G/H é localmente compacto.

(d) Se H e G/H son localmente compactos enton G € localmente compacto.

Demostracion. (a) Se K é unha vecinanza compacta de e enton, pola pro-
posicion para cada # € G o conxunto Kz é unha vecifianza compacta

de z.

(b) De maneira mais xeral, todo subespazo pechado dun espazo topoloxico

localmente compacto tamén é localmente compacto.

(c) Séguese de que a aplicacion cociente 7: G — G/H é continua, sobre-

xectiva e aberta.

(d) Consideramos a proxeccion natural 7: G — G/H, suponiemos que H
e G/H son localmente compactos e imos probar a compacidade local de
G en varios pasos. Nos dous primeiros probase a existencia de veciianzas
pechadas U e V do elemento neutro e de GG con certas propiedades que

permiten demostrar no terceiro paso que V' é unha vecinanza compacta de e.

(i) Existe unha vecinanza pechada U de e tal que U N Hx é compacto para
todo z € U:

Por ser H localmente compacto existe unha vecinanza compacta do elemento

neutro e en H, que se pode escribir como unha interseccion K N H onde
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K é unha vecinanza compacta de e en G. Dado que G é regular, existe
unha vecinanza pechada D de e en G tal que D C K, logo o conxunto
DNH = DN (KNH) é&un pechado no compacto K N H e polo tanto
D N H é compacto. Se Uy é unha vecinanza de e tal que U()UO*1 CcDeUé¢é
unha vecinanza pechada de e contida en Uy (que existe outra vez por ser G
regular) tense que UU ' C D. Asi,se x € U entén Uz~ C D e Uz~ ! ¢ un
pechado contido en D, logo Uz~' N H é un pechado contido no compacto
DN H,logo UNHx = (Uzx~'N H)z é compacto.

(ii) Existe unha vecifianza pechada V de e tal que VV~1 C U e ©(V) ¢ un

subconxunto compacto de G/H:

Collemos primeiro unha veciianza pechada V; de e en G tal que VOVO_1 cU.
Como a proxeccion natural m é aberta o conxunto m(Vp) é unha vecinanza
de H en G/H. Pola hipotese de compacidade local de G/H e utilizando
que o espazo topoloxico cociente G/H tamén é regular (por (b) da propo-
sicion existe unha vecifianza compacta e pechada C' de H en G/H tal
que C C 7(Vp). O conxunto V = Vo N7 1(C) é unha vecinanza pechada de
een G tal que VV~1 C VpVy ' C U e ademais 7(V) = C é compacto.

(iii) A vecinanza V' de e en G é un conxunto compacto:

Sexa {Ug }ae un recubrimento de V por abertos en G. A vecinanza pechada
V de e en (ii) é tal que V. C VV~! C U, logo para cada = € V o conxunto
VN Hzx (que é un pechado no compacto U N Hzx e polo tanto compacto) esta
contido en J,c 4 Ua € polo tanto tamén nunha union finita A, de membros
do recubrimento. O conxunto E; = A; U (G \ V) é un aberto que contén 6
compacto U N Hx (porque V' C U) e, polo lema existe unha vecinanza
aberta W, de e tal que (U N Hx)W, C E,. Podese escoller W, contido en
V' sen méis que cambiar, se é necesario, a interseccién do anterior W, cunha

vecinanza aberta de e contida en V. Imos ver que entoén se ten a inclusion
VNHzW, C Ayg;

en efecto, dado v = hxw na interseccién, con v € V, h € H, w € W, tense
que hx = vw™ ! € VW, 1 c VV=! C U, logo v = (ha)w € UW,, asi que
ve (UNHx)W, C E,, e por tanto v pertence a E, NV = A,. Agora, para



3.2. COMPACIDADE LOCAL 49

cada x € V, o conxunto W, é un aberto en G que contén a z, e da lugar 6

recubrimento

{m(xW,) |z €V}

de 7(V') por abertos en G/H e, por ser compacto, (V') esta contido nunha

unién finita destes abertos,
(V) Cm(xqaWyy ) U--- Um(x, Wy, ).
Como cada 7(z;W,;) ¢ unha unién de clases de H, tense que

VaVn((He)Wy U U(Hzg)Wy,) C Agy U--- U A,

n

que é unha unién finita de abertos no recubrimento {U, }4c4, conque queda

probado que V' é compacto. O

Exemplos 3.7. (a) Calquera grupo coa topoloxia discreta ¢ localmente

compacto, xa que {e} é unha vecinanza compacta do elemento neutro e do
grupo.

(b) Calquera grupo coa topoloxia indiscreta ¢ localmente compacto 6 ser

compacto.

(c) O grupo aditivo R™ é localmente compacto 6 ser &s bolas pechadas
vecinanzas compactas do seu centro. Porén, por exemplo, o grupo topolé-
xico das sucesions reais RN non é localmente compacto xa que para que un
produto dunha familia infinita de espazos topoloxicos localmente compactos

tamén o sexa, case tddolos espazos deben ser compactos.

(d) S', T™ e o toro infinito (S1)N son grupos topoléxicos localmente com-

pactos xa que son compactos.

(€) Myyxn(R) é Hausdorff e localmente compacto ¢ ser homeomorfo a R™”.
Enton o subespazo aberto GL,(R) é un grupo topoloxico localmente com-
pacto e os subgrupos topoloxicos pechados de GL,,(R), como SL,(R), O, (R)

e SO, (R), tamén o son.

(f) De xeito analogo, como My xn(C) é homeomorfo a R2"*, o subespazo
aberto GL,(C) e os seus subgrupos pechados SL,,(C), O,(C) e SO, (C) son

localmente compactos.
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3.3. Conexion

Nun espazo topoloxico non baleiro X unha separacion U|V é un par
de abertos disxuntos U e V tales que X = U U V. X & conero se a tnica
separacion é a trivial (U = (), V = X ou viceversa). Isto equivale a que
os Unicos abertos e pechados de X sexan X e o baleiro. Dado un espazo

topoléxico X recordamos tamén estes resultados:

» Se U|V é unha separacion de X e A C X un subespazo conexo enton
ACUouAcCV.

= A union de subespazos conexos de X con intersecciéon non baleira é co-

nexa.

= Sexa Y un espazo topoloxico e f: X — Y unha aplicacién continua. Se X
é conexo enton f(X) é un subespazo conexo de Y. Logo, a conexidade é
unha propiedade topoldxica e como unha apliacién cociente é continua

e sobrexectiva, o cociente dun conexo é conexo.

» Sexa {Xq}aca unha familia de espazos topoloxicos. Enton, [] . 4 Xo €

conexo se, e so se, X, é conexo para todo a € A.

Chamanse componentes conezras dun espazo topoloxico X 6s subespazos
de X que son conexos maximais con respecto 4 inclusion. Estas componentes
son pechadas e forman unha particion de X. Un espazo topoloxico é total-
mente disconexo se as stas compoiientes conexas son os conxuntos unitarios;
o ser totalmente disconexo é unha propiedade topoléxica. Os espazos discre-
tos son totalmente disconexos pero hai espazos totalmente disconexos (como
o subespazo Q de R e a recta de Sorgenfrey) que non son discretos.

Dado un espazo topoloxico X ténense tamén estes resultados:

= Os subespazos conexos de X estan contidos nunha componente conexa.
= Se X é totalmente disconexo entén os seus subespazos tamén o son.

» Sexa {Xq}aca unha familia de espazos topoloxicos. Enton, [] . 4 Xa €
totalmente disconexo se, e s6 se, X, é totalmente disconexo para todo

ae A

Nesta proposiciéon xuntamos as consecuencias de resultados anteriores en

grupos topoloxicos.
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Proposicion 3.8. Sexa G un grupo topoldxico e H un subgrupo.

(a) Se G é conexo entdn non ten subgrupos abertos propios (distintos do

total e do baleiro).
(b) Se G € conexo enton G/H é conexo.
(c) Se G/H e H son conezos enton G é conexo.

(d) Se G/H e H son totalmente disconezos enton G € totalmente discone-

ZO0.

(e) Se G € totalmente disconexo enton é Hausdorff.

Demostracion. (a) Séguese de que un subgrupo aberto de G é pechado
(proposicion |1.22]).

(b) E consecuencia inmediata de que a proxeccién natural 7: G — G/H ¢é

continua e sobrexectiva.

(c) Suponamos que G/H e H son conexos e vexamos que se existe unha
separacion non trivial U|V de G chegamos a unha contradicion. Como H
¢ conexo, Hx é conexo para todo x € G (proposicion , logo cada Hx
estd contido en U ou V. Como G' = |J,c Hz, enton U e V son unions de
clases. Asi, se m é a proxeccion 6 cociente G/H, temos que 7(U)Nw(V) =0
em(U)un(V)=n(UUV)=G/H. E como 7 & aberta (proposicion [L.24)),
enton 7(U)|m (V) é unha separacion non trivial de G/H, co que chegamos a

unha contradicion.

(d) Se A é un subconxunto conexo de G, A # (), entén 7(A) é un subcon-
xunto conexo non baleiro de G/H. Por hipotese, m(A) é unitario, logo A esta
contido nunha clase Hz, que é totalmente disconexa 6 ser homeomorfa a H.

Asi, A é unitario.

(e) Como G é totalmente disconexo, {e} ¢ unha componente conexa, e por
tanto pechada. Asi, por G ¢é Hausdorff.
O

Teorema 3.9. Sexa G un grupo topolozico e C(e) a comporniente conexa de

G que contén a e.

(a) C(e) € un subgrupo normal pechado conero de G.
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(b) A componente conexa de G que contén a x € a clase C(e)x.
(c) Tddolos subgrupos abertos de G conterien a C(e).

(d) G/C(e) é un grupo topolozico Hausdorff totalmente disconezo.

Demostracion. (a) C(e) é pechado e conexo por ser componente conexa.
Vexamos primeiro que é un subgrupo. Sabemos que e € C(e). Se a € C(e),
como a traslacién pola dereita r,-1 é continua, tense que C (e)cf1 é conexo.
Dado que a € C(e), e € C(e)a™! e entéon C(e)a™! C C(e). Como a € C(e) &
arbitrario, C(e)C(e)~! C C(e) e concluimos que C(e) é un subgrupo de G.

Para ver que C(e) é normal, basta aplicar o mesmo razoamento de antes
para ter que bC(e) b~! = (I, or; 1)(C(e)) C C(e) para todo b € G.

(b) Se z € G, como os homeomorfismos levan componentes conexas en
componentes conexas, tense que C(e)x = r,(C(e)) é unha componente co-

nexa e contén a x, asi que C(z) = C(e)x.

(c) Sexa H un subgrupo aberto de G. Enton e € H e pola proposicic’)nm

H é tamén pechado. Asi, H N C(e) é un subconxunto aberto e pechado non
baleiro de C'(e). Pola conexidade de C(e), HNC(e) = C(e), logo C(e) C H.

(d) De (a) e de (c) sabemos que G/C(e) é un grupo topoldxico Haus-
dorft.

Vexamos que o espazo cociente G/C(e) é totalmente disconexo. Se C' é a
componiente conexa do elemento neutro C(e) € G/C(e), polo apartado (a)
para o grupo G/C(e) tense que C' é un subgrupo de G/C(e), e polo co-
rolario existe un subgrupo K de G tal que C = K/C(e). Por (c) da
proposicion como C'(e) e C son conexos tense que K é conexo, e contén
a Cle), logo K = C(e) e C = {C(e)} ¢é unitario. Entén, por (b) todalas

componentes conexas son unitarias. O
Exemplos 3.10. (a) Calquera grupo coa topoloxia indiscreta é conexo.

(b) Calquera grupo coa topoloxia discreta é totalmente disconexo.

(c) R coa suma é conexo, e por tanto, R”, RN e RR tamén. Porén, os

subgrupos Z e Q de R son totalmente disconexos.

(d) R* coa multiplicacion ten dias compofientes conexas: o subgrupo mul-

tiplicativo RT™ = (0, +0c) dos ntimeros reais positivos, que é a componente
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conexa do elemento neutro 1 € R*, e —R" = (—00,0). O grupo topoléxico

cociente R*/C(1) é asi un grupo discreto con dous elementos.

(e) C* e o seu subgrupo S! son grupos topoloxicos conexos. Tamén son

conexos por ser produto de conexos o n-toro (S!)” e o toro infinito (S!)N.

(f) O grupo topoloxico produto G = R x Q dos grupos aditivos R e Q ten
infinitas componentes conexas. A comporniente conexa do elemento neutro
e =(0,0) & C(e) = Rx{0} e o grupo topoloxico cociente G/C/(e) é totalmente

disconexo (isomorfo a Q).

(g) Z coa topoloxia p-adica é totalmente disconexo, xa que C(0) = {0}.

En efecto, como temos unha cadea de subgrupos abertos
ZOPZOP*L>---Dp'ZD...

entén, por (c) do teorema[3.9) C(0) ten que estar contida na interseccion dos
subgrupos, que é {0}. De xeito analogo, Q coa topoloxia p-adica é totalmente

disconexo.

(h) As componientes conexas de GL,(R) son os abertos:

GLS(R) = {A € Myyn(R) | det(A) > 0},
GL; (R) = {A € My,n(R) | det(A) < 0}.

Vexamos primeiro que GL; (R) é conexo por inducién en n. No caso n = 1,
GL{ (R) = RT & conexo. Agora, supofiemos que GL; | (R) é conexo. Consi-
deramos a aplicacion p: M, x,(R) — R™ que asigna a cada matriz o vector
da sta primeira columna. Identificando R™ co subespazo de M, x,(R) dos
vectores coas componentes da primeira columna, podemos considerar o pro-
duto My xn(R) = R" X M, (,—1)(R), e p como a proxecciéon 6 primeiro factor

do produto, polo que & continua e aberta, e a stia restriciéon 6 aberto GL;! (R),

p+: GL7(R) — p(GL; (R)) = R"\ {0}

al ... Qpn a1

[07%% Ann anl

tamén o ¢, logo p4 é unha identificacion. Se e; = (1,0,...,0) € R™ entén o
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conxunto H = pjrl(el) das matrices da forma

1t ... tpa
0

onde (t1,...,tp—1) € R*" e C € GL! |(R), é un subgrupo de GL;  (R) que
¢ un espazo topoloxico homeomorfo a R~ x GL::_I(]R), que é conexo pola

hipotese de inducion. Agora, se A = (a;j), B = (b;j) € GL;} (R) tense que

n > k=1 @1kbi1 b11
p+(AB) =p4 (Z aikbk:j> = : = (aij) | ... | = Ap+(B),
k=1

n
Y h=1 Onkbr1 bn1

de onde se segue que p; (A) = p, (B) se, e s6 se, A~'B € H. En efecto, se
p+(A) = p4(B) entén

p+(AT'B) = A"'py(B) = A7 'py(A) = ey,

asi que A~'B € H; e, reciprocamente, se A~'B € H entéon p, (A™'B) = ey,
logo
p+(B) = p+(AATIB) = Ap (A7'B) = Aer = pi.(A).

Polo tanto, o espazo cociente (de clases & esquerda) GL;(R)/H é homeo-
morfo 6 espazo cociente de GL;(R) pola relacion de equivalencia definida
pola identificacion py: GLT (R) — R™ \ {0}, logo GL;}} (R)/H ¢é conexo pois
¢ homeomorfo a R™ \ {0} con n > 2. Xa que H tamén ¢é conexo, de (c) da
proposiciéon séguese que GL (R) é conexo.

GL; (R)|GL;, (R) ¢ unha separacion non trivial de GL, (R), polo que GL,(R)
non é conexo; ademais, GL; (R) ¢ a compofiente conexa da matriz I, e
GL; (R) tamén é unha comporiente conexa, xa que é a imaxe de GL,} (R)

polo homeomorfismo
A e GL,(R) — DA € GL(n,R),

onde D ¢é a matriz diagonal con compornientes diagonais (—1,1,...,1).
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(i) O grupo linear especial SL,(R) é conexo. En efecto, basta ter en conta
que GL;}(R) ¢ conexo e que a aplicacion

2

f: GL(R) — Mpxn(R) =R"
1
— A
Vdet A

¢ continua e a sta imaxe é SL(n,R).

(j) As componentes conexas de O, (R) son
SO, (R) e {A € O,(R) | det(A) = —1}

Se A € O,(R) enton AT A = I,, e séguese que | det(O,(R))| = 1. Asi, como
a restricion da aplicaciéon determinante 6 grupo ortogonal é continua temos
que SO,L(R) | {A € O,(R) | det(A) = —1} é unha separaciéon non trivial de
On(R).

Imos ver que que SO,(R) é conexo por inducién en n. No caso n = 1,
SO1(R) = {1} & conexo e supoiiémolo certo para n — 1. Agora, se ATA = I,
enton as normas dos vectores de R™ definidos polas columnas de A (e polas
filas) valen 1. Enton a aplicacion p;: GL}(R) — R™\ {0} do exemplo (h)
leva o subgrupo SO, (R) de GL;}(R) na esfera unidade S"~! e a aplicacion
inducida

p: SO,(R) — S™1

¢ sobrexectiva (porque todo vector unitario de R” pode completarse a unha
base ortonormal). Ademais p é continua e polo tanto tamén pechada (xa que
vai dun espazo compacto a un espazo Hausdorff), logo p é unha identificacion.

Neste caso p~!(e1) é o conxunto Hy de matrices ortogonais da forma

10 ...0
. C eSO, 1(R),
C
0

que ¢ un subgrupo de SO, (R) homeomorfo a SO,_1(R). Ademais, dadas
A, B € SO, (R) tense que p(A) = p(B) se, e s6 se, A~LB € Hy, e asi o espazo
cociente SO, (R)/Hy é¢ homeomorfo 6 espazo cociente de SO(n) pola relacion
de equivalencia definida por p, que polo tanto é conexo 6 ser homeomorfo
a S"~1. Como pola hipétese de inducion Hy = SO,,_1(R) tamén é conexo, o

grupo ortogonal SO, (R) é conexo, por (c) da proposiciéon
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(k) GL,(C) é un grupo topoldxico conexo, como se pode ver de xeito ana-

logo 6 caso de GL; (R). Ademais, a aplicacion

f1 GLyp(C) — Myyn(C) = R

det(A)™1 0 ... 0
0 1 ... 0

A | T | a
0 0o ... 1

é continua e a sta imaxe é SL,(C), que polo tanto tamén é un grupo topo-

l6xico conexo.
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