S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Trabajo Fin de Grado

Aplicaciones del Analisis Matematico
en la Economia

Jesus Veiga Morandeira

2021/2022

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Trabajo Fin de Grado

Aplicaciones del Analisis Matematico
en la Economia

Jestis Veiga Morandeira

Julio 2022

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Analisis Matematico

Titulo: Aplicaciones del Analisis Matematico en la Economia

Breve descripcion del contenido

El objetivo de este trabajo sera el estudio de algunas de las numero-
sas aplicaciones que tiene el Anélisis Matematico en el campo de la
Economia. El trabajo constara de dos partes diferenciadas.

El objetivo de la primera parte serd la realizacién de la prueba del
teorema de Nash de teoria de juegos. Para eso, se estudiara la teoria
de las aplicaciones multivaluadas para demostrar el teorema de punto
fijo de Kakutani, a partir del cual se puede deducir el teorema de
Nash.

La segunda parte del trabajo consistirda en un estudio de modelos
econdémicos expresados en términos de ecuaciones diferenciales o en
diferencias, en la cual se analizara la importancia de los modelos pro-

puestos y se estudiaréd de modo cualitativo el comportamiento de las

soluciones de los mismos.
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Resumen

En el primer capitulo de este trabajo se demostrara el teorema de Nash a partir del
teorema de punto fijo de Kakutani, haciendo uso de resultados vistos en la materia de Teoria
de Juegos. En el segundo capitulo se introducird y estudiard analiticamente el modelo
econoémico de Solow-Swan con la funcién de produccién de Cobb-Douglas. Finalmente se
introducira el modelo AK de Sergio Rebelo y se analizaran las principales diferencias que

tiene con respecto al de Solow-Swan.

Abstract

In the first chapter of this work, the Nash theorem will be demonstrated from the
Kakutani fixed point theorem, making use of results seen in the subject of Game Theory.
In the second chapter, the Solow-Swan economic model with the Cobb-Douglas production
function will be introduced and analytically studied. Finally, the Sergio Rebelo AK model
will be introduced and the main differences it has with respect to the Solow-Swan will be

analyzed.
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Introduccion

Este trabajo se divide en dos partes diferenciadas cuyo denominador comin es la apli-
cacion del Analisis Mateméatico en el 4mbito econémico. El objetivo principal del primer
capitulo sera la demostracion del teorema de Nash y el del capitulo 2 seré el estudio ana-
litico del modelo econémico de Solow-Swan.

Histéricamente, el primer precursor de la teoria de juegos fue Augustin Cournot con su
estudio del duopolio en el ano 1838. En ese analisis, Cournot introduce un concepto muy
proximo a lo que se conoce como equilibrio de Nash. No fue hasta el ano 1950, cuando
John Forbes Nash publicd un articulo acerca de el concepto de equilibrio.

Veamos detalladamente lo que se trata en el capitulo 1 de este trabajo. En la prime-
ra seccién se comienza introduciendo una notacion referida a los conjuntos de partes de
un conjunto, que seran una constante a lo largo de todo el capitulo porque se trabaja-
ra continuamente con funciones multivaluadas. A continuacion, se define el concepto de
funcién multivaluada y una serie de conceptos que caractericen estas funciones, entre los
que destaca el de semicontinuidad superior, que serd una condicién pedida en varias de las
hipotesis de los resultados tratados en el capitulo. La segunda seccion del capitulo es la
referida a demostrar el teorema de punto fijo de Kakutani a partir del teorema de Schauder
y el teorema de Cellina. Al principio de la seccién se introduce el teorema de Schauder, un
teorema que bajo ciertas condiciones asegura la existencia de un punto fijo, de hecho es la
version del teorema de Kakutani para funciones univaluadas. Tras el teorema de Schauder,
se introduce el teorema de Cellina, cuya idea radica en construir una sucesién de funcio-
nes univaluadas que aproximen la funciéon multivaluada y, en consonancia con el teorema
de Schauder, en el que se demuestra que cada una de las funciones univaluadas tiene un
punto fijo, se llega a demostrar que la sucesiéon de puntos fijos converge a un punto fijo
de la multivaluada; dejando asi demostrado el teorema de Kakutani. Cabe destacar que
la demostraciéon que se hace en este trabajo no fue la demostracién original del teorema,
pues se hace uso del teorema de Cellina, que es bastante posterior a la demostracion de
Shizuo Kakutani. Para finalizar la seccién se dan dos ejemplos de aplicaciones del teorema

de Kakutani. En la tltima seccién de este primer capitulo demostraremos el teorema de

IX



X INTRODUCCION

Nash. Se introducen una serie de definiciones y conceptos béasicos de Teoria de Juegos,
seguidos de un par de ejemplos que los clarifican. Se define el concepto de equilibrio de
Nash y se demuestra el teorema de Nash, que es un teorema que asegura que bajo ciertas
condiciones, un juego en forma estratégica posee al menos un equilibrio de Nash. La prueba
del teorema de Nash se fundamenta en el uso del teorema de punto fijo de Kakutani.

Por otro lado, en el capitulo 2 se tratara el modelo econémico de Solow en profundidad
y se comparara con el modelo AK de Rebelo, un modelo contrapuesto.

A pesar de que hay evidencias del uso de las matematicas en el analisis econdémico
en el siglo XVII, no fue hasta el siglo XIX cuando se comenzaron a ver los primeros
modelos econémicos formales. Los primeros modelos econémicos capaces de explicar el
comportamiento econémico estuvieron impulsados por el uso del calculo diferencial.

Analicemos detalladamente el contenido de este segundo capitulo. Comenzamos intro-
duciendo los supuestos del modelo de Solow, que nos permitiran entender cémo funciona la
produccién en un pais de una forma mucho més sencilla. Para hacer la formulacion general
del modelo, trataremos su ecuacién fundamental y la funcién de producciéon asociada a
ella, pero antes hablaremos de lo que es la renta y el capital de un pais. Deduciremos la
ecuacion fundamental de Solow a partir de los supuestos del modelo, primero para una
funcién de produccién asociada general y después la particularizaremos a la funcién de
produccién Cobb-Douglas, que es la que se usara en este estudio. Una vez que se han
detallado los conceptos fundamentales del modelo, pasaremos al estudio analitico del mis-
mo. Comenzaremos centrandonos en las dos predicciones que se proponen, la ausencia de
crecimiento economico a largo plazo (llegando a un estado estacionario) y la convergencia
econdémica entre paises. La primera de las predicciones se demuestra tanto grifica como
mateméticamente y se comprueba que la segunda no se ajusta a la realidad. Después se
analiza la regla de oro de acumulacién del capital, que basicamente determina cual de los
estados estacionarios es el mejor. Para finalizar el anélisis, se estudia cémo el modelo ex-
plica el crecimiento econémico a corto plazo y cémo es incapaz de explicar el crecimiento a
largo plazo. Por tltimo, se introduce el modelo AK de Rebelo y se estudia como explica el
crecimiento econémico. De dicho estudio se obtienen una serie de diferencias con el modelo

de Solow que posteriormente se detallan.



Capitulo 1

Teorema de Nash

1.1. Introduccién y objetivos

Dedicaremos la primera parte de este capitulo a introducir y posteriormente demostrar
el teorema de Kakutani, un resultado que garantiza la existencia de puntos fijos de ope-
radores multivaluados. La demostraciéon del teorema de Kakutani se fundamentara en el
uso de la sucesion de aproximaciones de Cellina y del teorema de punto fijo de Schauder,
ambos resultados que se desarrollarén a lo largo del capitulo. En este trabajo se ha optado
por demostrar el teorema de Kakutani siguiendo la demostracion que hizo Cellina y que se
puede consultar en la Secciéon 1.2 del Capitulo 1 de [3]|. Cabe destacar que la demostracion
original que se hizo del teorema de Kakutani fue bastante anterior a que Cellina hiciese la
suya, y se puede encontrar en [4]. Tras finalizar la demostracion del teorema de Kakutani,
usaremos dicho resultado para demostrar el teorema de Nash. Antes de demostrar Nash,
se tratardn algunos conceptos y resultados necesarios para la demostraciéon y relacionados
con dicho teorema, y, posteriormente, también se daran unos ejemplos breves que ilustren
estos resultados. Como complemento a [3], para la definicion de ciertos conceptos y para

alguna de las demostraciones de los resultados del capitulo también nos hemos apoyado en

2]

1.2. Definiciones y conceptos previos

Introduzcamos la notacién que vamos a emplear a lo largo de este capitulo. Denotaremos
por P(E) = {Y C Etal que Y # 0} al conjunto de partes de F, siendo E un espacio

topologico. Ademés, trabajaremos con los siguientes subconjuntos de P(E):

1. Puy(E)={Y € P(E) : Y cerrado},
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2. Po(E)={Y € P(E): Y convexo},
3. Po(E) ={Y € P(E) : Y acotado},
4. Pep(E) ={Y € P(E) : Y compacto}.

Expondremos a continuacion ciertas definiciones y una serie de conceptos y teoremas
previos que necesitaremos a posteriori para poder abordar la demostracion del teorema de
Kakutani.

En primer lugar, introduciremos el concepto de funcién multivaluada. De modo infor-
mal, se puede decir que si X e Y son dos espacios topologicos tales que a cada x € X se le
asocia un subconjunto no vacio ¢(x) C Y; entonces ¢ es una funcion multivaluada de X

en Y. A continuacién daremos una definicién méas formal de este concepto.

Definicién 1.1. Se define una funcion multivaluada ¢ : X — P(Y’) como un subconjunto

© C X XY que satisface la siguiente condicién:
Vee X, Jy €Y tal que (z,y) € p.

Ejemplo 1.2. La raiz n-ésima de un ntimero complejo es una funcién multivaluada, dado

que tiene n valores distintos no periédicos.
Ejemplo 1.3. Otro ejemplo de funcién multivaluada es,

sin (%) si x#0,

flz) = (1.1)
[~1,1] si =0

Definimos a continuacién el concepto de semicontinuidad superior.

Definiciéon 1.4. Se dird que una funcién multivaluada ¢ : X — P(Y) es semicontinua
superiormente en un punto xg € X cuando para cada subconjunto abierto V C Y con

o(zp) C V, existe un entorno U de xq tal que para todo x € U, p(z) C V.

Notese que esta definicién es esencialmente la misma que la definicion clasica de funcion,
a la que nos referiremos en este trabajo como funcién univaluada, salvo por el hecho de
que en la univaluada se pide que para cada x exista un unico y € Y tal que (z,y) € ¢.

En el caso de que f sea una funcién univaluada, la definicién anterior se puede reescribir

del siguiente modo:

Definicién 1.5. Una funcién f : X — R serd semicontinua superiormente en un punto zg

si y solo si limsup,,_,, f(z) < f(xo).
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La semicontinuidad es una propiedad de las funciones que no es tan fuerte como el

concepto de continuidad, tal y como se puede ver en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.6 (Funcién univaluada). Sea f: R — R la funcion dada por:

sin (l) si x#0,

f(z) = ’ (1.2)

1 si x=0.

Podemos observar que es semicontinua superiormente en z = 0 dado que

lmsup f(x) < £(0) = 1,
z—0
mientras que
I I
A lm f(x)y 3 lim f(z)

por lo que no serfa continua.

Aportemos ahora otro ejemplo de funcién semicontinua superiormente, pero en este

caso, para una funcién multivaluada.
Ejemplo 1.7 (Funcién multivaluada). Sea f: R — R la funciéon dada por:

2 si <0,
f(z) = (1.3)

3 si x>0.

Entonces, definamos ¢ : R — P(R), para todo = € R como:

p(x) = [0, f(x)].

Siendo p € R, demostremos que ¢ sera semicontinua superiormente en p.

Probémoslo por ejemplo para p < 0, siendo analogo parap > 0y p = 0. Si p < 0,
entonces ¢(p) = [0, 2] y, como estamos en R, existird un conjunto abierto V' que contenga
a ¢(p). Sea V un conjunto que cumple tal propiedad, tomemos por ejemplo, el conjunto
abierto U = (3p,0) en R tal que p € (3p,0) y ¢ =[0,2] C V para todo z € U.

Definiciéon 1.8. Una funcién multivaluada ¢ : X — P(Y) se dira semicontinua superior-

mente si lo es para todo x € X.
Una definicién alternativa a la anterior seria:

Definiciéon 1.9. Una funcién multivaluada ¢ : X — P(Y) se dira semicontinua superior-

mente si para todo abierto V C Y, se cumple que ¢~ 1(V) es un abierto en X.



4 CAPITULO 1. TEOREMA DE NASH

Es apropiado introducir la siguiente definiciéon dado que en adelante se usaré en nume-

rosas ocasiones en lugar de las que acabamos de dar.

Definicién 1.10. Una funciéon multivaluada ¢ : X — P(Y) se dird € — § semicontinua

superiormente en zg si para todo € > 0, existe § > 0 tal que ¢(B(x0,d)) C O:((x0)).

Proposicion 1.11. Sea F : X — P(Y) una funcion semicontinua superiomente en xg,

entonces F es € — § semicontinua superiormente en .
En ocasiones, es conveniente caracterizar una funciéon multivaluada por su grafo.

Definicién 1.12. El grafo de una funcion multivaluada F': X — P(Y'), es el subconjunto

de pares (z,y) donde y € F(x), es decir,
gr(F) ={(z,y) € X xY tal que y € F(z)}.

Definiciéon 1.13. Una funcion multivaluada ¢ : X — P(Y) se dice cerrada si su grafo es

un subconjunto cerrado de X x Y.

Las dos siguientes definiciones seran necesarias, dado que uno de los resultados clave en
la demostraciéon del teorema de Kakutani, como es el teorema de punto fijo de Schauder,

trabajara en espacios de Banach.

Definiciéon 1.14. Se dice que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion de

Cauchy en X converge a un elemento de X.

Definiciéon 1.15. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo en

la métrica definida por su norma.

Ejemplo 1.16. El espacio euclidiano R™ con la norma euclidiana de z = {z1,...,z,}

dada por ||z|| = /Y i |zi|?, es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.17. Si consideramos el espacio vectorial de las funciones continuas de [a, b],

C([a,b]), entonces (C([a,b]),|| - ||) tiene estructura de espacio de Banach, donde ||f|| =
SUPze[a,b) ‘f(d?)‘

1.3. Demostracion del Teorema de Kakutani

Existe una gran variedad de resultados en mateméaticas que garantizan que, bajo ciertas
condiciones, una funcién tenga al menos un punto fijo. Por completitud, introducimos a
continuacioén la definicién de punto fijo, tanto para aplicacién univaluada como multiva-

luada.



1.3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE KAKUTANI )

Definicioén 1.18. Un punto x de un espacio X se dice punto fijo de una funcién univaluada
f: X — Xsif(x) =ua.

Definicién 1.19. Un punto z de un espacio X se dice punto fijo de la funcién multivaluada
F:X—>PX)sizxe F(X).

Ademas una hipotesis frecuente en los teoremas de punto fijo es la compacidad de la

aplicacion.

Definicién 1.20. Una aplicacién entre dos espacios topoloégicos F': X — Y es compacta
si lleva conjuntos acotados de X en conjuntos precompactos de Y (que son aquellos cuya

adherencia es un compacto).

A continuacién se enuncia el teorema de Schauder, que es el primero de los dos teoremas
clave para la demostracién de Kakutani. De hecho, Kakutani es la versién multivaluada

del teorema de punto fijo de Schauder.

Teorema 1.21 (De punto fijo de Schauder). Sea C # @& un subconjunto cerrado, acotado
y convexo de un espacio de Banach X y K : C — C una aplicacion compacta. Entonces K

tiene un punto fijo.
Observacion 1.22. No se demostraré este teorema dado que no es el objetivo de este trabajo,
no obstante se puede encontrar su prueba en [10].

Para estar en disposicién de probar el siguiente teorema, el teorema de sucesion de
aproximaciones de Cellina, necesitaremos definir unos cuantos conceptos previos y detallar

la notacién que va a ser usada en la prueba de dicho teorema.

Definiciéon 1.23. Una funciéon g : X — Y entre dos espacios métricos (X,dx) e (Y, dy)

se dice Lipschitziana si existe una constante K > 0 (constante de Lipschitz) tal que:

dy (f(z), f(y)) < K -dx(x,y), para todo z,y € X.

Definicion 1.24. Sean X e Y dos espacios métricos en las condiciones de la definicién
anterior. Diremos que la funcién g : X — Y es localmente Lipschitziana si para todo punto

de X, existe un entorno donde la funcién cumple la condicién de Lipschitz.

Vamos a introducir a continuacién el concepto de e-aproximacién que nos permitiré

aproximar funciones multivaluadas por univaluadas.

Definicion 1.25. Sea F' : X — P, (Y) una funcién multivaluada, Z = X y € > 0. Se dice

que una funcién f. : X — Y es una e-aproximacion en el grafo de F' si

9r(fe) C Oc(gr(F)).
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La condicion g,(f:) C O(g-(F)), significa que el grafo de f. se encuentra en el entorno

de radio € del grafo de la funcién F'. Mateméticamente, esto significa que
Vee X Jye X, 3z e Fy) tal que |z —y| <e, |fe(x) — 2| <e.

Geométricamente esto se puede ver en la Figura donde una e-aproximacion del grafo de

F seria cualquier funcién univaluada f. cuyo grafo se encuentre entre las lineas de puntos.

|

R Graph(f)

1
|
|
I
i |
1
|
|
|
|

'-—J_r Graph (F)

b sssch

Figura 1.1: Interpretacién geométrica de la e-aproximaciéon de una funciéon multivaluada.
Grafico extraido de [2].

Si f es una e-aproximacion en el grafo de G, entonces usaremos la notacion f € a(G,e).

Definicién 1.26. Un espacio X se dice paracompacto si todo recubrimiento abierto de X

tiene un subrecubrimiento abierto localmente finito.
Teorema 1.27 (De Stone). Todo espacio métrico es paracompacto.

Una de las caracteristicas méas importantes de los espacios paracompactos es que tienen
particiones de la unidad asociadas a cualquier subrecubrimiento localmente finito. Se puede
encontrar en el capitulo 6 de [12] la prueba de que todo espacio paracompacto admite
particiones de la unidad asociadas al subrecubrimiento localmente finito. Definamos la

particién de la unidad en este caso.

Definicion 1.28. Sea X un espacio topologico paracompacto. Una particion de la unidad
en X es una coleccién ¢ de funciones continuas de X en R* tal que, para todo z € X,
©(z) # 0 para un ntmero finito ¢ € ¢ y Z(,DE(f) o(z) = 1. ¢ serd localmente finita si para

todo x € X existe un entorno en el cual todos menos un nimero finito ¢ € ¢ se anulan.
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Se dice que la particiéon de la unidad ¢ esta subordinada a un recubrimiento  si y solo

si cada ¢ € ¢ se anula fuera de algtin U € ~.

Se introduce el siguiente teorema previo al de Cellina, porque para la demostraciéon del
teorema de Cellina se usara una particiéon de la unidad subordinada a un subrecubrimiento

localmente finito.

Teorema 1.29. Sea X un espacio métrico. Se puede asociar una particion de la unidad

localmente Lipschitziana subordinada a cualquier recubrimiento abierto localmente finito de

X.

Informalmente, el teorema de Cellina lo que hace es usar una sucesion de aproximaciones
de funciones continuas univaluadas para aproximar una sucesién de puntos fijos, que a su

vez se aproximen al punto fijo de la funcién multivaluada.

Teorema 1.30 (sucesion de aproximaciones de Cellina). Sea (X,d) un espacio métrico e
Y un espacio normado. Entonces toda funcion multivaluada semicontinua superiormente

F: X — PeyepY) tiene una e-aprozimacion f. € a(F,e), para todo € > 0.

Demostracion. Fijado € > 0, sea x € X y sea 6 = d(x), tal que
F(B(z,0(z))) C B(F(x),¢).

La familia de las bolas {B(z, n(z))}scx, donde n(z) = 1 6(z); recubre X. Haciendo uso del
teorema |1.27} este recubrimiento tendra un subrecubrimiento local finito {V;}ier v {@i}tier
serd la correspondiente particién de la unidad. Podemos tomar para cada ¢ € I un punto

arbitrario y; € F(V;). Definimos la funcion f. : X — Y como

fe(@) =D 6il@) i,
i€l

que es continua por construccién.

Fijamos € X. Por ser {V;};cr un recubrimiento localmente finito de X, entonces
x pertenece a un numero finito de elementos de la familia {V;};c;, que denotaremos por
Vj con j =1,...,n. Entonces, cada Vj esta contenido en alguna bola B(xj,n(z;)) vy, por
lo tanto, z € (j_, B(xj,n(z;)). Sea k € {1,...,n} tal que n = n(z)) = mixicj<n n(z;).
Tomemos z' = xy, asf que tendremos que, como = € ﬂ?le(:cj,n(acj)), entonces r €

B(z',ni), lo cual implica que d(z,z;) < n(z;) < nx; de donde podemos deducir que
Ly € B(gj7 77k)

paratodo j =1,...,n.
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Por otro lado, fruto de la desigualdad triangular,
d(zj,2') < d(zj,z) + d(z, ") < ni + e = 20,

de donde llegamos a que z; € B(a/, 2n,).

Por lo tanto, consecuencia de las deducciones anteriores, tendremos
B(xzj,n(x;)) C B2 dn) , j=1,...,n.
Entonces,
yj € F(Vj) € F(B(zj,n(x;))) € F(B(a',4m)) € B(F(2),¢), j=1,...,n.

Teniendo en cuenta que B(F(z'),€) es convexo, entonces f.(x) € B(F(z'),e). Como z €

Vi, j =1,...,n, deducimos que
F(z) € BE('),e).
O

Po tanto, haciendo uso de los teoremas y resultados enunciados y probados previamente,
ya podemos demostrar el teorema de Kakutani, que es el paso previo a demostrar el teorema

de Nash, el objetivo principal del capitulo.

Teorema 1.31 (Kakutani). Sea E un espacio lineal normado, X € Peyep(E), y F :
X = Peyep(X) una funcion multivaluada semicontinua superiormente. Entonces F' tiene

un punto fijo en X.

Demostracion. En virtud del teorema [1.30] podemos encontrar una sucesion de funciones
continuas f, : X — X tal que f,, € a(F,¢e) & G, (fn) C O(G,f). Dado que X € Py ep(E),
X es compacto y convexo, entonces f, : X — X es compacta, ya que si C' C X es acotado,

fn(C) C X es un cerrado contenido en un compacto, por lo que f,(C) es compacto. Como

fn es compacta para todo n € N, podemos usar el teoremall.21|para garantizar la existencia
de z,, € X, tal que x, = f(zy). Por ser X compacto, (z,), tiene ciertas subsucesiones

convergentes, tales que limy_,o (25, ) = x, por lo que
lim fp, (zn,) = lim (z,,) = .
k—o0 k—o0
Es decir, (z,), tiene ciertas subsucesiones convergiendo al limite x € F(z). O

Algunos autores dan una formulacion alternativa del teorema de Kakutani, que a efectos
practicos es completamente equivalente a la que acabamos de demostrar. Esta formulacién

es:
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Teorema 1.32. Sea E un espacio lineal normado, X € Peyp(E) y F 1 X — Py ep(X)
es una funcion multivaluada semicontinua superiormente con F(X) compacto. Entonces F

tiene un punto fijo en X.

Observacion 1.33. Podemos encontrar la demostracion de este resultado en [3].

Para finalizar esta seccién, se detallaran un par de ejemplos de aplicaciones del teorema
de Kakutani, uno de ellos donde si se pueda aplicar el teorema de punto fijo y el otro
ejemplo donde se omita alguna de las hipotesis del teorema, lo cual implicard que no

podamos asegurar la existencia de puntos fijos para la funcién.

Ejemplo 1.34. La funcién

2 s 0<z<d,
fle)=4q [0,1] si x= %,
% si %<x§1,

satisface todas las condiciones del teorema de Kakutani. Veamos que f : X — Py op(X),

en efecto, sea x € X, entonces:
1. Si0<z < 3= f(z) = {2}, que es compacto y convexo.
2. Six = % = f(z) = [0, 1], que es compacto y convexo.
3. Si % <zr<l= f(x)= {%}, que es compacto y convexo.

Ademaés se puede probar que F' : X — Pey p(X) es semicontinua superiormente ha-
ciendo uso de un argumento similar al usado en el ejemplo [L.7]y, por tanto, poseerd un

punto fijo. De hecho, el punto fijo de la funcién serd x = %

Consideremos la funcién del ejemplo inmediatamente superior. Vamos a cambiarla li-

geramente de tal forma que X ¢ P.,(X) y veremos que no se puede aplicar el teorema.

Ejemplo 1.35. La funciéon

wiN




10 CAPITULO 1. TEOREMA DE NASH

no tiene puntos fijos, pues a pesar de que cumple todas las demas hipoétesis del teorema de

Kakutani, no se cumple la convexidad.

Figura 1.2: Grafo correspondiente a la funcién del ejemplo[1.35]

Podemos observar en la Figuraque f(z) ¢ Pep(X), pues por ejemplo, f (%) = {%, %
y en consecuencia tampoco convexa. Entonces, no podremos asegurar la existencia de

puntos fijos.

Ademaés, la Figura[1.35] nos muestra como la funcion f no se corta con la identidad en

ningun punto, de donde deducimos que f no tiene puntos fijos.
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Figura 1.3: Representacion grafica de la no existencia de puntos de corte de la funciéon f

con la identidad.

1.4. Teorema de Nash

1.4.1. Introducciéon

En esta secciéon comenzaremos dando un contexto y un breve cuadro tedrico que nos
ayude a introducir la teoria de juegos y sus aplicaciones. En particular, nos centraremos
en el concepto de juego no cooperativo. Definiremos equilibrio de un juego, un concepto
que fue introducido por John Forbes Nash en 1950 y que popularmente se conoce como
equilibrio de Nash. También daremos unas cuantas definiciones y conceptos necesarios

previos a la prueba del teorema de Nash, que es el objetivo principal de esta seccion.

1.4.2. Contexto y objetivos

La teoria de juegos es una rama relativamente moderna de las mateméaticas que se
ocupa de estudiar ciertas situaciones en las que un conjunto de agentes que tiene un
conflicto donde los intereses de cada uno de ellos son contrapuestos o al menos distintos,
deben tomar una serie de decisiones individuales que les afectaran mutuamente. La teoria
de juegos tiene una serie de aplicaciones muy variadas en las ciencias sociales, como por
ejemplo en administracion, estrategia militar, politica... Y también en la toma de decisiones
de caracter econdémico, que es en lo que se centra este trabajo. Para desarrollar la gran

mayoria de conceptos que se tratan en esta seccién nos guiaremos por [1].
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En esta seccion se prestara atencion exclusivamente a los juegos bipersonales (formados
por dos jugadores) no cooperativos. Esto es porque la economia es una ciencia en esencia
competitiva y solo nos centraremos en aquellos que sean bipersonales, dado que contienen
todos los ingredientes importantes de la competitividad sin ser excesivamente complejos. De
hecho, en economia la mayoria de conflictos acaban por tener dos protagonistas principales,

lo cual ha hecho que los economistas tengan un gran interés por este tipo de juegos.

1.4.3. Juegos no cooperativos en forma estratégica

Un juego no cooperativo es el término que se refiere a aquellos juegos donde todos
los elementos y todas las posibilidades estratégicas de los jugadores pueden describirse
mediante un modelo matematico y en los cuales los jugadores toman decisiones indepen-
dientemente, en pos de su beneficio personal. Es decir, el enfoque no cooperativo consistira
en, tras analizar el modelaje de nuestro problema, buscar para cada jugador sus mejores
estrategias, siempre teniendo en cuenta que los demés también utilizaran sus mejores es-
trategias. En cambio, la teoria de juegos cooperativa supone de entrada que los jugadores
se van a asociar de tal modo que el resultado de esa sociedad sea 6ptimo y se van a centrar

en como repartirse los beneficios de su cooperacion.

Definicion 1.36. La estrategia de un jugador es un plan de acciéon que determina el
comportamiento del jugador y establece la accién que realizara en cualquier momento del

juego.

Definicion 1.37. Una funcién de pago es la representacion numeérica de las preferencias

de un jugador sobre las distintas combinaciones posibles de decisiones.

Definicion 1.38. Un juego en forma estratégica GG con un conjunto de jugadores N =
{1,...,n} es una 2n-tupla G = (Xi,...,X,, H1,...,H,), donde X; es el conjunto de
estrategias del jugador ¢, para todo i € N, y la funcién de pago de ese jugador ¢ viene dada
por H; : ], X; — R, cuya mision es la de asignar a cada perfil de estrategias z € X el

pago que ¢ obtendré en el caso de que juegue de acuerdo a tal perfil.

Un ejemplo clasico de juego no cooperativo en forma estratégica es el del dilema del

prisionero.

Ejemplo 1.39. Dos sospechosos de un crimen son arrestados y en la comisaria se les sitia
en dos celdas separadas sin comunicacién alguna entre ellas. Se sabe de su culpabilidad,
pero no hay pruebas de que hayan cometido el delito del que se les acusa. A los dos se
les da la oportunidad de confesar. Entonces se contemplan tres escenarios: si ambos optan

por confesar el delito, cada uno pasara 10 afios en la cércel; si solo uno de ellos confiesa,
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servird como testigo en la acusacion contra el otro y se librara de ir a la cércel, mientras
que el otro ird 15 anos; si ninguno confiesa, cada uno de ellos pasara 1 ano en la carcel.
Nos referiremos a la confesion como “confesar” (C) y a la no confesiéon como “no confesar”
(NC). Este juego se puede representar como un juego en forma estratégica (X, Xo, H1, H2)
donde:

1. X1 =X, ={NC,C};

2. Hi(NC,NC)= -1, H(NC,C) = —15, H(C,NC) =0y H,(C,C) = —10;

3. Hy(NC,NC) = —1, Hy(NC,C) =0, Hy(C,NC) = —15y Hy(C,C) = —10.

La forma més usual de representar juegos en forma estratégica bipersonales con con-

juntos finitos de estrategias es mediante una tabla que recoja los pagos a cada jugador

segtn la estrategia que adopte. En este caso, se representa el juego en la Tabla[1.1]

NC C
NC | -1,-1 -15,0
C 0,-15 | -10,-10

Tabla 1.1: Dilema del prisionero.

Este es un buen ejemplo de juego en forma estratégica no cooperativo, pues es imposible
que los jugadores lleguen a acuerdo alguno dado que no se pueden comunicar uno con el

otro.

Ejemplo 1.40. Otro ejemplo de juego no cooperativo en forma estratégica, seria el cla-
sico juego de piedra, papel, tijera. Se trata de un juego no cooperativo bipersonal, p =
(X1, Hy), (X2, Hs), donde el conjunto de acciones sera idéntico para los dos jugadores. En-

tonces, X1 = X9 = {piedra, papel, tijera} y las funciones de pago vendran dadas por las

reglas del juego, es decir, por ejemplo;
1. H; (piedra, papel) = 0, H; (papel, papel) = 0, H; (tijera, papel) =1,...;
2. Hj (piedra, papel) = 1, Hy (papel, papel) = 0, Hs (tijera,papel) =0,...;

De igual modo, podriamos dar una tabla que modele los pagos de este juego|1.2
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J2/J1 | piedra | papel | tijera
piedra 0,0 1,-1 -1,1
papel -1,1 0,0 1,-1
tijera -1 -1,1| 00

Tabla 1.2: piedra, papel, tijera.

1.4.4. Demostracion del teorema de Nash

Tras este par de ejemplos, introduciremos dos definiciones necesarias previas a la de-
mostracion del teorema de Nash.
Definicién 1.41. Sea G = (Xy,...,X,, H1,...,Hy) un juego en forma estratégica. Un
equilibrio de Nash de G es una situacion en la cual los jugadores no tienen ningtn incentivo
a cambiar su estrategia tomando en cuenta las decisiones de sus oponentes. Es decir, el

equilibrio de Nash de GG es un perfil de estrategias x € X donde se cumple que
Hi(x) > Hi(v—;, 2}),
para todo z} € X; y todo i € N, donde el perfil (z_;, ) es:
(T1y ey D1, Ty T 1y e o T

Observacion 1.42. En los juegos en forma estratégica, cada jugador dispone de un conjunto
de estrategias. Si uno de los jugadores elige una estrategia con probabilidad 1, entonces se
dice que esa estrategia es pura.

Una estrategia mixta es cada una de las distribuciones de probabilidad sobre una es-

trategia pura.

Observacion 1.43. Si volvemos al ejemplo del dilema de los prisioneros podemos ob-
servar que, de acuerdo con la definicion anterior, el equilibrio de Nash seria (C, C'). Como
apunte, el resultado “cooperativo” seria (NC, NC), con el cual los jugadores obtendrian
ambos pagos mucho méas altos que escogiendo (C,C). No obstante, como estan incomu-
nicados entre si, el comportamiento racional seria escoger C, pues conduce a un pago
estrictamente mayor que NC, de ahi que el equilibrio de Nash sea (C,C). En el ejemplo
del piedra, papel, tijera[L.40] no encontramos equilibrios de Nash en estrategias puras, por

lo que tendriamos la necesidad de acudir a las estrategias mixtas para buscarlos.

El concepto de equilibrio que hemos definido previamente fue introducido por John
Forbes Nash en |6] en 1951. Nash fue un reconocido matemético y economista. Sus mayores

contribuciones fueron en los campos de la teoria de juegos, ecuaciones en derivadas parciales
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y geometria diferencial. En 1994 fue galardonado con el Premio Nobel de Economia por
sus contribuciones en la teoria del equilibrio en juegos no cooperativos.

A partir del concepto de equilibrio y con ayuda del ya demostrado teorema de Kakutani,
se demuestra el siguiente teorema, el cual es uno de los resultados mas importantes en la

Teoria de Juegos.

Definicién 1.44. Una aplicaciéon f : X — R es cuasi-concava si se cumple que para todo

r € R, el conjunto {x € X : f(x) > r} es convexo, lo que es lo mismo, si para todo z,

Z € X y para todo a € [0,1] se cumple que f(az + (1 — a)f(Z)) > min{f(z), f(Z)}.
Se puede observar que la cuasi-concavidad es consecuencia directa de la concavidad, dado
que la concavidad requiere que f(ax + (1 —a)Z) > af(x) + (1 —a)f(Z) y también que
af(z) + (1 —a)f(2) = min{f(z), f(Z)}.
Teorema 1.45 (De Nash). Sea G = (X1,...,Xn, H1,..., Hy) un juego en forma estraté-
gica que cumple las siguientes condiciones para todo i € N:

1. X; es un subconjunto de R™ no wvacio, convexo y compacto.

2. H; es continua.

3. Para todo T_;, la funcion de x; dada por H;(T_;, ;) es cuasi-concava en X;.

Entonces, G tiene al menos un equilibrio de Nash.

Demostracion. Consideremos la correspondencia B : X — X dada por B(z) = [[,cy Bi(z_i),

donde, para todo ¢ € N, se cumple que:
Bi(z_;) = {x} : Hi(x_;,2}) > H;(x_;,T;), para todo T; € X;},

es decir, es el conjunto de mejores respuestas de ¢ a x_;. Entonces, solo nos quedara ver
que para cada ¢ € N, B; cumple las hipotesis del teorema|l.31]

1. No vacia. Trivial, pues toda funcién continua definida en un compacto alcanza su

méaximo. (Teorema de Weierstass)

2. Paratodo x € X, Bj(x) € Pcp(X). Por definicion, las funciones de pago son continuas
y el conjunto de estrategias es compacto, entonces B;(z) € Py (X), y precisamente,
como X es compacto entonces B;(xz) € Pep(X) por ser un cerrado dentro de un

compacto en un espacio Hausdorff.

3. Para todo z € X, Bj(x) € Pepy(X). Sean z_; € X_; y T; € Bi(x_;)). Sea r =
Hi(z_;,T;). Entonces se tiene que B;(z_;) = {x; € X; tal que H;(z_;,z;) > r}.
Aplicando la cuasi-concavidad de H;, se tiene que B;(x) € Pey(X).
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4. Semicontinua superiormente. Probaremos que si lo es aplicando una reduccion al ab-
surdo. Entonces, supongamos que B; no es semicontinua superiormente y llegaremos

a una contradiccion.

Si B; no es semicontinua superiormente, entonces existirad una sucesiéon {x’i X,
la cual convergerd a 2’ ; € X_; y un abierto B’ C X; con B;(z’ ;) C B’ y cumpliendo
que para todo kg € N existe k > kg tal que Bz(a:’il) ¢ B'. Entonces podemos
observar que existird una sucesion {z"} C X; tal que, para todo m € N, /" €
B;(z™) \ B'. Dado que X; es compacto, {Z["} tendra una subsucesién convergente.
Supongamos que {Z™} es convergente y que su limite es 2¥ € X;. Como B’ es un
abierto, entonces tendremos que X; \ B’ es un cerrado y por tanto, l‘? € X;\ B’, con
lo que 2 ¢ B;(2"_;) (dado que B;(z’_;) C B’). Por otro lado, para todo m € Ny todo
x; € X, Hi(2™,,7") > H;(2™,, x;), dado que Z* € B;(z™;). Usando la continuidad
de H; y tomando limites, para todo x; € X;, H;(2' ;,2%) > H;(2' ,, ;). Entonces,

2Y € Bi(2;), con lo cual llegamos a una contradiccion.

Por lo tanto se tiene que B satisface todas las hipotesis del teorema|l.31|y, en consecuencia,
tendra un punto fijo. Entonces, si x es un punto fijo de B, x serd un equilibrio de Nash del

juego G. O

Para terminar este capitulo daremos un corolario del teorema de Nash, que es un
resultado muy usado en la préctica en la Teoria de Juegos. De hecho fue el resultado
demostrado por Nash en su articulo original. Previamente necesitamos definir el concepto

de juego finito, que seré el tipo de juego sobre el que podamos aplicar dicho corolario.

Definicion 1.46. Un juego finito es un juego en forma estratégica
G=(Xy,...,X,, H,...,Hyp),

donde los jugadores tienen conjuntos de estrategias finitos, es decir, tales que | X;| = m;
para todo ¢ € N (siendo cada m; un natural).

La cuestion es que el teorema de Nash no es aplicable a los juegos finitos puesto que los
conjuntos de estrategias no son conjuntos convexos, que es una de las condiciones necesarias
para poder aplicar dicho teorema. No obstante se puede extender de forma teérica el juego y
garantizar asi la existencia de equilibrios de Nash en la versién extendida de cualquier juego
finito. Esta ‘idea’ consistird en aumentar las posibilidades estratégicas de cada jugador y
tratar algunas estrategias mas que las iniciales del problema. A esta extensiéon del juego
original se le llamara extensién mixta del juego; y a las estrategias de los jugadores en

dicha extension se les llamaré estrategias mixtas.
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Teorema 1.47. La extension mizta de un juego finito tiene siempre, al menos, un equilibrio
de Nash.






Capitulo 2

Estudio de Modelos Econémicos.

2.1. Introduccién y objetivos

Cuando hablamos de dinamica, no solo entendemos el movimiento de cuerpos y sistemas
mecanicos, también cualquier cambio con respecto al tiempo de una o varias variables.
Entonces, desde este punto de vista, se puede encontrar la dindmica en distintos campos de
la ciencia, como por ejemplo podria ser los movimientos en bolsa y las variables econémicas.
Las diferentes interacciones entre las partes en una transaccién econémica constituyen una
fuente de no linealidad y complejidad. En este capitulo se modelara y estudiara la evolucién
con respecto al tiempo de sistemas econdémicos dindmicos no lineales.

La parte principal de este capitulo sera el estudio del modelo de Solow (0 modelo de
Solow-Swan). Se introducirdn una serie de supuestos necesarios para entender la relacion
entre las variables del modelo y se especificaré la funcion de produccion con la que se va a
trabajar. Después se hara un estudio analitico del modelo, donde se analizarén las predic-
ciones econdémicas que hizo Solow y se tratard con cierto rigor el problema del crecimiento
a largo plazo.

Por tltimo, se introducira el modelo AK de Sergio Rebelo y se analizaran las principales

diferencias existentes entre uno y el otro.

2.2. Modelo de Solow

Este modelo es un cuadro teérico cuyo objetivo es dar una explicaciéon de por qué
existen diferencias de renta entre unos paises y otros por medio del modelo de produccion.
Entre otras aportaciones, gracias principalmente a este modelo, Robert Menton Solow fue
galardonado con el premio Nobel en Economia en el afio 1987.

Para el estudio del modelo de Solow la bibliografia que se ha utilizado es [7} (8} [11] [13].

19
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2.2.1. Supuestos del modelo

Se denotara por Y (t) la produccion de bienes y servicios originados en un pais en cierto
instante ¢, es decir, el capital estatal. Se puede hacer una descomposiciéon de la producciéon
del siguiente modo:

Y(t)=C(t)+ B(t) + I(t) + E(t), (2.1)

todas variables respecto del tiempo; donde C(t) es el gasto de los consumidores, B(t) es
el gasto del gobierno en bienes y servicios, I(t) es la inversion efectuada por las distintas
empresas en las herramientas y personal necesario para poder efectuar la produccién y
E(t) representa la diferencia entre las exportaciones y las importaciones de un pais.
Analizar globalmente la produccién segtin esta descomposicién es practicamente im-
posible dado que hay muchos elementos en la expresién y sus distintos comportamientos
son muy variables. Entonces, lo que trat6 de hacer Solow con su modelo fue identificar
las variables mas importantes de la expresiéon y simplificar la visién con el fin de obtener
conclusiones légicas y tutiles. El modelo de Solow, considera una serie de supuestos que

describiremos a continuacion:

1. Se considera una economia cerrada, es decir, no hay un intercambio de bienes y

servicios con otros paises. Entonces,

N(t) = 0. (2.2)

2. El ahorro es igual a inversion de las empresas:

I(t) = S(t). (2.3)

sY (t) = S(t), (2.4)
donde s € (0,1) sera el coeficiente de ahorro.

4. No se realiza gasto publico alguno, por lo que B(t) = 0. Entonces, por esto y por

, se podria simplificar a:
Y(t)=C(t)+ I(t). (2.5)

5. Funcién de produccion.

La funcién de produccién es aquella que representa céomo la cantidad de capital

y el trabajo o servicios empleados, generan la produccién total. En otras palabras,
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establece la relacion entre los factores usados para la produccién de bienes y servicios
(K, L) y la cantidad obtenida de la producciéon de bienes y servicios (Y'). Por tanto,

se denotara la funcién de producciéon como
Y = F(K, L),

donde K es el capital y L la mano de obra.

Observacion 2.1. Cabe destacar que, a pesar de que nosotros hemos definido las
variables Y, K, L, en la practica no se suele trabajar tanto con ellas; si no que lo
usual es trabajar con variables poblacionales. Con esto nos referimos principalmente

a la funcion de produccion per céapita (es decir, de produccion por trabajador):

donde podemos denotar a y = % como la produccién per-capita y a k = % como el

capital per-capita.

Con ello, se podria reescribir (2.6) y expresar la funciéon de produccién en forma

intensiva:

y = f(k).

Se supondra que hay rendimientos constantes de escala, es decir, que si multiplicamos
todos los factores del modelo por una cierta cantidad ¢, entonces la producciéon se
multiplicarda por esa misma cantidad. Supuesto este tipo de rendimiento, se podra
expresar la funciéon de produccion en forma intensiva, es decir, que la producciéon por
trabajador solo depende del capital por trabajador. Teniendo en cuenta la notacién
introducida en la observaci()n e interpretando lo que aparece en la Figura se
puede observar que moviéndonos hacia la derecha sobre la funcién de produccion, la
produccién por trabajador aumenta a medida que lo hace la relacién capital-trabajo.
Es decir, son directamente proporcionales. No obstante, tal y como podemos observar
en la Figura el incremento de produccién por trabajador disminuye a medida
que el capital por trabajador aumenta, pues vemos como se va aplanando la curva de
crecimiento. Esto quiere decir que a pesar de que mas capital siempre implica mayor

produccién, lo hace a un ritmo decreciente.
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f(ko)

k, k
Figura 2.1: Forma intensiva de la funcion de produccion. Grafica extraida de [13].

6. La inversiéon neta del capital viene dada por la adquisiciéon de equipo menos la de-

preciaciéon del mismo:
K'(t)=1(t) - 0K(t) & I(t) = K'(t) + 0K(t). (2.7)

Observacion 2.2. La depreciacion del capital es un término que se refiere a la dis-
minucién del valor de un bien perteneciente a una empresa con el paso del tiempo,

usualmente debido al desgaste fruto de su uso.
7. La funcién de producciéon es Neoclésica, es decir; cumple que:
a) Es homogénea de grado 1,

F(AK,\L) = A\F (K, L) para todo A > 0.

En términos econdémicos, se dice que hay rendimientos constantes a escala.

b) Si no se usa capital o trabajo, no puede haber produccion. Esto se conoce como
esencialidad de los factores.

¢) Los productos marginales son positivos,

oF OF

lo que significa que un incremento en el trabajo o en el capital implicard un

aumento en la produccion.
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d) Existen las derivadas parciales de segundo orden de F' con respecto a Ky N.

e) Se verifica la productividad marginal decreciente,

O*F O*F

— >0y K2

BV > 0,

lo que significa que los incrementos en el trabajo o capital conllevaran aumentos

en la produccién cada vez menores.

f) F es estrictamente quasi-concava.

8. La poblaciéon de la economia es igual a la fuerza laboral. Ademéas se supone un

crecimiento exponencial en el tiempo de la poblacién total,

L'@) _
m =n, n>0.

9. Se cumplen las condiciones de Inada:

i (PEN o m (28
ko \oK ) =7 ko \ar )~

i oF —0 K OF _
e \ar ) 0 So\aL ) T
Una vez hemos detallado todos los supuestos del modelo de Solow, haremos su for-
mulacion general. Primero determinaremos cual sera la ecuaciéon fundamental de Solow y

después trataremos su funciéon de produccién asociada. Por dltimo se estudiaré el modelo

desde el punto de vista analitico.

Definicion 2.3. La renta de un pais es una medicién que se usa para saber cuales son
los ingresos econémicos que reciben los factores de produccién en un periodo de tiempo
determinado. La renta per capita es un indicador econémico que se encarga de medir la

relacion existente entre la renta de un pais y su poblacion.

Definicion 2.4. El capital de un pais es el conjunto de bienes y recursos que se utilizan
para producir riqueza. El capital per capita es un indicador econémico que se encarga de

medir la relacién existente entre el capital de un pafs y su poblaciéon.

Teorema 2.5. La ecuacion fundamental de Solow, siempre que se cumplan los citados

supuestos, es:
E'(t) = sf(k(t) — (n+ 6)k(?), (2.8)

donde s es el coeficiente de ahorro, s € (0,1), § es la tasa de depreciacion del capital y n

es la tasa de crecimiento de la poblacion, n > 0.
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Demostracion. Partimos de los supuestos previamente citados. Sabemos por (2.5) que
Y(t) = C(t) + I(t) (reparto del capital estatal) y sustituyendo (2.3) en (2.5), se obtiene
que Y (t) = C(t) + S(t) (reparto de la renta estatal). Resolviendo el sistema de ecuaciones,

llegamos a S(t) = I(t). Sustituyendo de (2.4) y (2.7),
sY(t) = K'(t) + 6K (t)

0, equivalentemente,
K'(t) = sY(t) — 6K (t).

La ecuacién obtenida, es la ley de acumulacién del capital agregado y estd determinada
por la diferencia entre el valor agregado y la inversiéon necesaria para obtener ese capital
agregado constante.

Para obtener la ecuaciéon fundamental, dividimos la expresion anterior por la poblacién

(que como hemos supuesto, coincide con el trabajo), de forma que

K'(t) _ Y() _ (K()

Lo ~ "L "Ly

Tratemos cada término de la expresién anterior por separado.

1. % = k(t), es decir, el capital-per capita.

2. % = y(t), es decir, la renta per-capita.
K'(t)

3. K@

Vamos a transformar esta tultima expresion partiendo del capital per-capita y aplicando

logaritmos, es decir,

que equivale a,
log(k(t)) = log(K(t)) — log(L(t)).
Derivamos con respecto al tiempo y despejamos la variacién del capital resultante,

K(t)  K'(t) L'(t)
k(t) — K@) L@t)’

que, despejando k(t), es lo mismo que,
K'(t)
K(t) = —n | k(t

o KOK@ K
O=Tore " T

lo que equivale a,

— nk(t).
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Entonces, si sustituimos esto en %, llegamos a
K'(t)
—L =Kt k(t).
Tt = @)+ nk(t)
De esta ultima expresion y de % =k(t)y % = y(t), sin mas que sustituir en la

ecuacion principal, obtenemos la ecuacién fundamental de crecimiento del modelo de Solow

expresada en términos genéricos,

K (t) = sy(t) — (n + 0)k(t)

0, lo que es lo mismo,

K (t) = sf(k(t)) — (n+ 0)k(2). (2.9)

O

La ecuacion fundamental de Solow puede tener asociadas muchas funciones de produc-
cion, en particular nos centraremos en estudiar la ecuaciéon fundamental de Solow con la
funcién de produccién de Cobb-Douglas. El motivo de esta eleccién es que esta probado
que la funcién con un mejor ajuste al modelo de Solow es la funcién de produccion de
Cobb-Douglas con dos parametros.

Para estar en condiciones de introducir correctamente este modelo, primero necesitamos
saber lo que es la funcion de produccion de Cobb-Douglas. Lo que hace esta funcion es
estimar la funcién de producciéon de un pais, lo cual permite ver su crecimiento econémico
esperado. Esta funcién representa una relaciéon en la cual las proporciones de capital y

trabajo son constantes respecto al producto total. La férmula de Cobb-Douglas es:
F(t) = AK(t)*N(t)”,

donde A es la productividad total de los factores (es un parametro desconocido, que en
cada caso viene dado por el modelo), K(t) es el stock de capital en el momento ¢, N(¢) la
cantidad de trabajo en el momento ¢t y « y 8 son parametros que representan el peso de
los factores K y N en la renta.

Cuando la funcién de producion es la de Cobb-Douglas, el comportamiento y variacion

del capital per-capita k(t) vendra modelado por
K'(t) = sAk(®t)* — (n+6)k(t), (2.10)

siendo s > 0 el coeficiente de ahorro y § > 0, a < 1 parametros. Justificaremos a conti-

nuacién la obtencién de la ecuacién previa.
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Con el fin de obtener la ecuacion (2.10), nos guiaremos por la demostracion del teorema
pues el proceso es muy similar. En este caso, particularizamos la ecuacién de produccién
general de ese teorema a la de Cobb-Douglas, entonces, si partimos de (2.8), tendremos

K'(t) _ AK(#)* (L)'~
L(t) L(t) L(t)

Desde aqui, el procedimiento es analogo al de la demostracién del teorema con una

salvedad, sea

(
A

entonces,

En conclusion, si sustituimos en (2.9),
K'(t) = sA(k(t)* — (n+ 6)k(t). (2.11)

Hallemos la solucion de la ecuacion diferencial . Nos interesa la solucion de la
ecuacion debido a que esta solucién determinara la dindmica de transiciéon de la ecuaciéon
fundamental de Solow (con la funcién de producciéon dada), concepto en el que nos para-
remos un poco méas adelante en el capitulo. Es una EDO no lineal en k£ de tipo Bernouilli.
Para resolverla, comenzaremos trabajando con una ecuacioén general del tipo Bernouilli y
después identificaremos términos con los de nuestra ecuacién.

Sea 2'(t) + Rz = Tx™ una ecuacion diferencial ordinaria de tipo Bernouilli. Dividamos

por ™ ambos miembros de la ecuacién, quedando
1, T
lo que equivale a,
1 _
x—mx'(t) + Rz!™™ =T. (2.12)

Entonces, hacemos el cambio de variable z = z!=™, de donde obtenemos, aplicando la
regla de la cadena, que

Z(t) = (1 —m)a~ ™2 (t),
lo cual implica,

1
/
ti
O -

Si sustituimos en (2.12), llegamos a la siguiente expresion

= "2/ (t).

+Rz=T.
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Tras el cambio de variable, hemos obtenido una EDO completa lineal de primer orden con
coeficientes constantes. Asociando parametros con la ecuacion principal (2.11)), tendremos,
R=(n+9¢), T =sA, m=a, de donde

, 1
z (t)m + (n+9)z = sA. (2.13)

Multiplicamos (2.13) por (1 — «),
)+ (1 —a)(n+6)z=s4(1-a).

Hallaremos la soluciéon de la EDO resultante, resolviendo por un lado la ecuacién homogé-
nea, que denotaremos por 2, y por el otro la particular, z,.

La EDO homogénea sera
)+ (n+6)(1—a)z=0,

entonces
z=DB e’\t,

donde el parametro A se obtendra de la ecuacion caracteristica A + (n+d)(1 — «) =0, de
donde A = (—n + §)(1 — «). Por lo tanto,

2, (t) = Be~(no)(1—ajt, (2.14)
Por otro lado, la EDO particular sera
zp = C,
donde 0+ (n 4+ d)(1 — a)C = sA(1 — «), lo cual implica que C = %, entonces,

2= A (2.15)

Por lo tanto, de (2.14) y (2.15)),
Z(t) = Zh(t) + Zp;

de donde,
A
) = Be—(n+o)(1-a)t | 52
z(t) 2 + et
Queda hallar el valor de B en funciéon del valor inicial para llegar a la solucion z(t).

Suponemos para t = 0, z(0) = zp, entonces,

sA

=B+
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por lo que,
sA

BZZO_TL—}-(S'

Hemos llegado a la solucién en términos de z,

sA sA
— _ (0—n)(1-a)t , 2%
2(t) <ZO n+5>e +n—i—5'

Por altimo, deshacemos el cambio z = k(1=% y posteriormente despejamos k(t), elevando

1

la expresion resultante del cambio a 1—,

l-a _ - sA —(n+0)(1—a)t sA
k() _(k0 n+5>e Tato

de donde se concluye que,

1
A A1
b = | (W7o = ) et 2T

2.2.2. Estudio analitico del modelo

Dividiremos el estudio del modelo de Solow (o Solow-Swan) en dos partes. La primera
de ellas se basa en el analisis de las predicciones del modelo donde se estudiara la dinamica
de transicién del modelo hasta su estado estacionario, primero observando como crece el
capital per capita y después estudiando el ritmo al que lo hace. Posteriormente se trataran
las dos predicciones originales del modelo.

Por otro lado, se introducirda y analizara la regla de oro de la acumulaciéon del capi-
tal, donde se hallard matematicamente el capital del estado estacionario que maximice el

bienestar de la poblacién.

Predicciones del modelo

Previo a abordar el estudio, es necesario definir los conceptos de estado estacionario y

de tasa de crecimiento.

Definicion 2.6. Una economia en estado estacionario consiste en la existencia de un

capital constante y un tamano de poblacién constante.

Definiciéon 2.7. La tasa de crecimiento, (), es el cambio positivo, en porcentaje, de una

variable a lo largo del tiempo.

Comencemos haciendo la interpretacion geométrica de la ecuacion de Solow con funcién

de produccién de Cobb-Douglas.
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Produccion por trabajador
<
Inversion por trabajador

Figura 2.2: Dinamica de transicion y estado estacionario. Grafico extraido de [7].

La Figura representa por f(k) la funcion de produccion del modelo, que en este caso
es la de Cobb Douglas, por lo que f(k) = A(k(t))*; por sf(k), la funcién de ahorro y por
(n + d)k la funcion de depreciacion (que como se ha visto en los supuestos del modelo, es
aquella funcion que representa la disminucion del valor de un bien con el paso del tiempo).
En la grafica se denota por k* al capital per capita en estado estacionario, no obstante, la
situacidén que se representa serviria para cualquier kg fijado. Tal y como se observa en la
grafica, se puede desglosar la produccién en la suma de inversién y consumo. Para cualquier
ko < k*, se puede desglosar a su vez la inversion en el capital que se deprecia (que es lo
que queda por debajo de la funcion de ahorro) y el crecimiento del capital (que seria la

distancia entre la funcion de depreciacion y la funcion de ahorro).

Si tomamos kg < k*, en la situacion que describe la grafica crecera el capital per capita
y consecuencia de ello la economia va a desplazarse hacia la derecha sobre el eje de abcisas,
es decir, también crecera. Al hacerlo, la funcion de produccion recogera crecimientos de
la renta per capita del pais. De esta forma Solow y Swan fueron capaces de explicar el

crecimiento econémico.

Observacion 2.8. Si volvemos a la Figura vemos que en este caso el crecimiento de

capital es nulo, y esto es debido a que en ese punto estamos en el estado estacionario.

Una vez hemos visto cual es el crecimiento de capital, vamos a ver a que ritmo crece
ese capital. Lo haremos estudiando la tasa de crecimiento y dando una interpretacién

geométrica de como se comporta.

Partiremos de la ecuaciéon fundamental de crecimiento del modelo, de donde obten-

dremos la expresion que representa la tasa de crecimiento del capital per capita, v(k),
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dividiendo la ecuacién fundamental por el capital per capita,

¥l () k()
w0 ke Uy

que equivale a "
k() = ) = 5K = (n+0)

Para entender la Figura dividiremos esta tltima expresiéon en dos partes:

1. sA(k(t))*!, que serd una funcién de ahorro que denotaremos por CA.

2. (n+9), que seré una funciéon de depreciacion que denotaremos por CD.

Tasa de crecimiento

Curva de
depreciacién (CD)

o+n

Curva de
ahorro (CA)

Figura 2.3: Curva de ahorro y funcion de depreciacion.

De la Figura podemos observar que el ritmo de crecimiento de capital sera positivo
siempre y cuando C'A esté por encima de CD. Este ritmo de crecimiento de capital per
capita, determina todos los ritmos de crecimiento de la economia, pues si tomamos la
expresion de la renta per capita, le aplicamos logaritmos y la derivamos con respecto al

tiempo, llegamos a

0, equivalentemente,
log(y(t)) = log(A) 4 alog(k(t)),

lo que implica que
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que seré igual a

v _ K

y(t) k(t)”
dado que hemos considerado previamente que el ritmo de crecimiento de la tecnologia es
constante en todo el modelo. Entonces el crecimiento de la renta dependeré del ritmo de
crecimiento del capital per cépita.

Por otro lado, haciendo un procedimiento analogo para el consumo, llegamos a que

) _(1-s) g _ ) _ v
)~ (0-s ) " d) D)

dado que también se ha considerado la tasa de ahorro constante. Entonces el crecimiento

del consumo per capita coincidird con el crecimiento de la renta per capita, que a su vez
hemos visto que dependia del crecimiento del capital per capita.

Por tanto se concluye que mediante el estudio de las Figuras[2.2]y[2.3] se puede explicar
el crecimiento econémico de un pais.

Estamos en condiciones de analizar las dos principales predicciones que hace este mo-
delo.

1. A largo plazo no hay crecimiento econémico.
2. Existencia de convergencia entre distintos paises.

Probaremos la primera de ellas primero mateméaticamente y después haremos una in-
terpretacion geométrica sobre la Figura

Consideremos la expresion que explica el crecimiento econémico,

K@) sA .
TORNCO R

donde recordemos que W es la funcion de ahorro y (n+9) es la funcion de depreciacion.

Entonces, de la expresion se deduce que el crecimiento econémico se va reduciendo a medida
que aumenta el capital, porque la funcién de ahorro va disminuyendo, mientras que la
funcién de depreciacién se mantiene constante.

Si nos fijamos en la Figura podemos ver que en kg, el crecimiento de la economia es
mayor que en k*. De hecho, ese punto seria el capital de equilibrio de la economia, veamos

por qué y como se llega a él. Si la economia deja de crecer, entonces

B K (t) B sA o
= H - Gyre Y

0

0, equivalentemente,
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lo cual implica que

1
SA \T-«a
= . 2.1
=k <n+5> (2.16)

Por lo tanto, el modelo predice que a largo plazo no hay crecimiento econémico y que la
economia converge a ese nivel de capital £*. En este punto, la economia se encuentra en
su estado estacionario.

Abordemos la segunda de las predicciones del modelo. Se tratara de demostrar que exis-
te convergencia entre distintos paises, pero veremos que la realidad no es esa. La predicciéon
en un principio es que los pafses con un mayor indice de pobreza van a experimentar un
crecimiento mayor que los paises més ricos, por lo que llegard un momento en el que la
economia del pais pobre crezca de tal forma que alcance a la del pais rico. Si nos fijamos en
la Figura tenemos dos paises, uno pobre y otro rico; donde k, es el capital per céapita
del primero y ky el del segundo.

Segin esta situacion, el modelo de Solow predijo que se efectuaria una convergencia tal

y como podemos observar que ocurre en la grafica.

ZIAN
k
Soka 1
kq ky K=k K/
AL

Figura 2.4: Convergencia absoluta. Mayor crecimiento del pais pobre que del pais rico.

No obstante, esto no ocurre en la realidad. La explicaciéon a esto es que ademés de
diferir en el capital, los paises se diferencian en muchas otras cosas, como por ejemplo la
tecnologia, la tasa de ahorro, el ritmo al que crece la poblacién... Entonces, consideremos
otros dos paises, uno rico y otro pobre; donde kg es el capital per capita del pais rico y kp
el del pobre. En este caso también suponemos por ejemplo que la tasa de ahorro del pais
pobre es menor que la tasa de ahorro del pais rico. Entonces la curva de ahorro del pais
rico, que viene denotada en la Figurapor Spk®~1, sera superior a la curva de ahorro

del pais pobre, Sgk®~ 1.
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Figura 2.5: Convergencia relativa. La comparacion del crecimiento econémico entre dos

paises depende de otros factores ademas de la diferencia de capital.

La regla de oro de acumulacioén del capital.

Hemos visto que en el modelo no hay crecimiento econémico a largo plazo, la cuestién
que nos planteamos ahora es cual de los estados estacionarios es mejor. La regla de oro
consiste en buscar el equilibrio donde se maximiza el bienestar, es decir, donde se maximice
el consumo per capita. Obtengamos matematicamente el capital del estado estacionario
asociado a la regla de oro. Partimos de la acumulacién de capital per capita, expresaremos
el ahorro como la diferencia entre la renta y el consumo y ademés, como nos encontramos

en un estado estacionario, asumiremos que no hay crecimiento, entonces
(K'(#)" = sA(k™(t))" — (n + )k (2),
lo cual implica que
0= (A(K" ()" = (c*(t)) — (n + 0)k(2),
de donde,
1) = AR ()" — (n+ k" (D).
Buscamos maximizar el consumo del estado estacionario, por lo que maximizamos c¢*(t),

o) _,
o (1)

por lo que

aA(K* (£)*! = (n+6) = 0,

llegando a

aAE* () = (n+9).
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Entonces, despejando el capital per capita de esta tltima expresion,

aA
GO

lo cual implica que

aA
n+d’

aA 1
Foro = <n—|—5> 1-a’

que es la expresion del capital per capita en el estado estacionario que maximiza el consumo.

(k*()' =

de donde concluimos que

Observacion 2.9. Fijandonos en (2.16)), el Gnico elemento que se diferencia de la expresion
del capital per capita de la regla de oro es s, que es la tasa de ahorro, en lugar de a, que
es el peso del capital en la funciéon de produccién. Se dice que en el estado estacionario

asociado a la regla de oro, la tasa de ahorro éptima serd s = a y se denominara Sy.

Crecimiento a corto y largo plazo

Uno de los grandes problemas del modelo de Solow es que una vez que una economia
alcanza el estado estacionario, no es capaz de explicar el crecimiento a largo plazo.

Veamos como este modelo considera tnicamente crecimientos a corto plazo, es decir
crecimientos de tipo transitorio. Consideremos la situacion descrita por la Figura Nos
encontramos en el estado estacionario. Una propuesta posible que permite experimentar
crecimiento, serfa que los individuos ahorrasen méas, de modo que la curva de ahorro se

situase por encima de la curva de depreciacion, es decir, que
/
CA > CD,

entonces,
k()
k(t)

No obstante, se puede demostrar que, como consecuencia de la ley de rendimientos de-

> 0.

crecientes de capital, aunque se siga teniendo una situacién del tipo CA > CD, la dis-

tancia entre ambas curvas se ird acortando hasta llegar a un nuevo estado estacionario

L

0] ~v(k(t)) = 0. Esto es porque si partimos de la tasa de crecimiento de capital,

Y(k(1)) = sAk(1) "7 — (n +9),

1-a)

podemos observar que sk(t))~( es decreciente y ademaés, en base a las condiciones de

Inada, se tiene que

lim sAk((¢))" 1" = 0o, lim sAk((t))"1~®) = 0.

k—0 k—oo
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Es decir, la curva de ahorro toma valores en el infinito cuando £ = 0, es monétona de-
creciente y se aproxima a cero infinitamente para valores grandes de k, entonces como
podemos observar en la Figura|2.3] v(k(t)) > 0 puesto que k(t) < k* y cuanto mas se
acerque k(t) a k*, menor sera y(k(t)). Llegara un momento en el que se alcance un nuevo
estado estacionario tras haber experimentado un crecimiento econémico transitorio fruto
de una variacion en el ahorro, descenso de la natalidad... Por tanto el crecimiento es a corto
plazo.

Hemos visto que aumentar la tasa de ahorro produce un crecimiento a corto plazo, nos
podriamos plantear el por qué no la aumentamos indefinidamente y asi conseguiriamos un
crecimiento a largo plazo. Esto no es posible por una razoén, y es que s es el coeficiente de
ahorro y s € (0, 1), asi que por mucho que la aumentaramos, llegaria un momento que no
se podria hacer mas.

Por otro lado, el inico modo que encontré el modelo de Solow para tratar de explicar el
crecimiento a largo plazo fue mediante el crecimiento exdgeno, es decir, el modelo atribuyd
el crecimiento a largo plazo al avance sisteméatico de la tecnologia, que era un suceso ajeno

al modelo.

Definicion 2.10. El crecimiento exogeno establece que el crecimiento es impulsado tni-

camente por el progreso tecnologico, independientemente de las fuerzas econémicas.

Por qué el modelo no es capaz de recoger el avance tecnolégico? Porque, por como
estd definido el modelo, no existen fondos disponibles para financiar ese avance. Si los
hubiera, entonces una parte del producto interior bruto Y irfa a remunerar el trabajo, otra
parte al capital y una tltima parte a remunerar las investigaciones que contribuyesen al
avance tecnolégico, pero esto no es posible, pues por los supuestos del modelo sabemos
que las rentas del trabajo son wL y las rentas del capital sK. Dado que la produccién es
Y = AK®L'~®, entonces, la productividad marginal del trabajo sera

Llfa

o _ (1—-a)AK°L'™ 1 = (1 — a)AK® T

L

y, sustituyendo la produccién en esta expresion, se llega a que la productividad marginal

del trabajo y por tanto el salario, es

oy

Y

por lo que las rentas del trabajo son
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Haciendo un procedimiento analogo para el capital se llega a que las rentas de capital son

)

Entonces, si sumamos las rentas del trabajo y las rentas del capital,

((1—@)}2)L+<a}i>K:(1—a)Y+aY:Y.

Por lo tanto, la suma de las rentas del trabajo y las rentas del capital agotan integra-
mente el PIB de la economia, lo cual demuestra la incapacidad del modelo para explicar

el avance tecnoldgico.

2.3. Modelo de crecimiento endégeno. Modelo AK

2.3.1. Introduccion

El principal problema del modelo de Solow era su incapacidad para explicar el creci-
miento a largo plazo sin recurrir a explicarlo de forma exégena. Fue por ello que a finales de
los afnios 60 se comenzoé a poner en duda la validez del modelo. A mediados de los 80, Paul
Romer explic6 de forma endogena el crecimiento y unos anos més tarde, Sergio Rebelo,
cred el modelo AK de crecimiento endogeno, que es el que se estudiara en esta seccion. Nos

apoyaremos esencialmente en [9] y |5] para el desarollo de esta seccion.

Definicion 2.11. La teoria de crecimiento endogeno sostiene que el crecimiento econémico

se genera dentro de un sistema como resultado de procesos internos.

2.3.2. Supuestos del modelo

En el modelo AK de crecimiento endogeno, debemos de abandonar algunos de los
supuestos del modelo neoclasico de Solow. La principal diferencia es que en este caso si
que se introducen los avances tecnolégicos dentro del modelo. Por otro lado, se deja de
utilizar la funcion de produccién neoclésica, en el modelo AK se supone que la funcién de
produccion es lineal en K (t), es decir, Y (t) = AK(t). Al definir la funciéon de produccion
de este modo parece que nos estamos olvidando del trabajo, pero una de las caracteristicas
del modelo es que el trabajo se considera como otro tipo de capital, es decir se considera
el capital humano (educacion, formacion de los trabajadores...). La funcién AK no cumple

todas las condiciones funciéon de produccién neoclésica:

1. Hay rendimientos constantes a escala, pues A(AK) = AAK = \Y.
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2. Hay rendimientos positivos crecientes del capital (a diferencia del modelo de Solow
que eran decrecientes). Es decir,

Y (t) - %Y (t)

OK(t) = 7 92K(t)

< 0.

3. No satisface las condiciones de Inada.

Estudio del modelo

Atendiendo a los supuestos del modelo y de forma completamente analoga a como se
ha procedido en la demostracion del teorema fundamental del modelo de Solow [2.5] pero
considerando en este caso Y (t) = AK (t), obtenemos la expresion de la ley de acumulacion

del capital agregado a partir de
K'(t) = sAK(t) — 6K (t),

entonces,

K'(t) sAK(t) OK(1)

L(t) Lt L(t)

0, equivalentemente,
K'(t) = sAk(t) — (n + §)k(t).
Llegamos a la ecuacion fundamental del crecimiento en el modelo AK que, expresado en
términos de tasas de variacion,
K (t)
k(t)

podemos observar que tanto sA como (n + d) son constantes, por lo que desaparece la ley

:8‘4_(”+5)7

de rendimientos decrecientes de capital, uno de los principales problemas por los que el

modelo de Solow era incapaz de explicar el crecimiento econémico a largo plazo.

, I
) |
|
|
|
. SA
ke
k,
(n+9)
|
|
' k

Figura 2.6: Crecimiento de la economia segtn el modelo AK. Grafica extraida de [5].
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Ak

sAk

(n+d8)k

ko

Figura 2.7: Crecimiento de la economia segun el modelo AK. Gréafica extraida de [5].

La Figura [2.6] representa la expresion del ritmo de crecimiento. En la Figura apa-
recen representadas la funciéon de produccion Ak(t), la funcion de ahorro sAk(t) y la curva
de depreciacion, (n + §)k(t).

La interpretacién que se hace de la Figura superior es que, fijado un capital inicial kg,

k' (t)
k(t)

el capital. Esta es la gran diferencia con el modelo de Solow, en el que, en esta misma

el ritmo de crecimiento econdémico es constante independientemente de lo que crezca

situacidn se experimentaba una convergencia a medida que crece el capital y se llegaba a
un estado estacionario en el que la economia no experimentaba ningtn tipo de crecimiento

a no ser que fuese de forma ex6gena.

2.3.3. Diferencias con el modelo de Solow

Para finalizar la seccién, se detallaran una serie de diferencias que podemos encontrar

entre el modelo AK y el modelo de Solow previamente descrito.

1. El modelo AK es capaz de explicar el crecimiento econémico a largo plazo con ele-

mentos internos del modelo, mientras que el modelo de Solow no.

2. En el modelo AK no hay convergencia. La economia de los paises pobres y los ricos
crece independientemente, no como ocurria en las predicciones de Solow, donde la

economia de los paises pobres tendian a crecer més rapido que la de los ricos.

3. En el modelo AK no hay dindmica de transiciéon, pues como se puede observar en la

Figura se experimenta un estado estacionario continuado en el tiempo.

4. En el modelo AK, una catastrofe econémica como podria ser una caida en el nivel

del stock del capital tendria efectos permanentes, dado que como podemos ver en
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la Figura las curvas son constantes y si una de ellas experimenta una variaciéon
derivada de esta catéstrofe, la diferencia entre ellas se acortard o aumentara para

siempre. En el modelo de Solow en cambio, la catéstrofe tendra un efecto transitorio.
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