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Preliminares: imagen directa e imagen
reciproca

En este capitulo recopilamos las propiedades bésicas de la imagen directa y de la imagen
reciproca asociadas a una aplicacién entre conjuntos. Estos resultados, de caricter elemental,
desempeinan un papel central tanto en la definicién de continuidad como en el estudio de propiedades
globales de las aplicaciones.

Definiciones

Sean X, Y dos conjuntos y sea f: X — Y una aplicacioén.
Sea A C X. Laimagen directa de A por f es el subconjunto de Y definido por

f(A):={yeY|dxeAtalque f(x) =y}.

Sea B C Y. Laimagen reciproca o imagen inversa de B por f es el subconjunto de X definido por

f'(B):={xeX| f(x)eB}.

Obsérvese que la notacién £~!(B) no presupone que f sea invertible: se trata simplemente
de una notacién para una operacién sobre subconjuntos.

La imagen directa y la imagen reciproca también pueden denotarse, respectivamente, por

fi(A) = f(A),  f(B):=fB),

paraACXyBcCY.

Propiedades de la imagen reciproca

La imagen reciproca presenta un comportamiento especialmente regular con respecto a las
operaciones bdsicas entre conjuntos.
Sean B, By, B, C Y. Entonces:

1. (o) =0, () =X.
2. Si By C By, entonces f~'(B;) ¢ f~1(B,).
3. f7H(B1UBy) = f71(B)) U f7(By).

4. f~YB1NBy) = f7HY(B1) N fH(By).
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5. f'(Y\B) =X\ f7(B).

Demostracion. Todas las igualdades se deducen directamente de la definicion. Por ejemplo, para
(3), se tiene

xe€ fTY(BIUBy) & f(x)€eBUB;, & f(x)€ Bjo f(x)€ By,

lo que equivale ax € f~'(B)U f~!(B,). Las demds propiedades se prueban de forma andloga. O

Propiedades de la imagen directa

El comportamiento de la imagen directa es, en general, menos regular.
Sean A, A;, A» C X. Entonces:

1. f(©)=0.
2. Si A} C Ay, entonces f(A]) C f(Az).
3. f(ALUAy) = f(A) U f(A2).
4. En general, f(A; N Ap) C f(A1) N f(Ap).
Demostracion. Las tres primeras propiedades son inmediatas. Para (4), siy € f(A; N Ay), existe

x € AjNAjtal que f(x) = y. Entonces y € f(A;) N f(A>). La inclusién inversa no es cierta en
general. O

Ejemplo 0.0.1. Sea f: R = R, f(x) = x%, A; = (—00,0] y A = [0, c0). Entonces
f(A1) = f(Az) = [0, 0), AN Ay = {0},
y por tanto

f(A1NAy) ={0} ¢ [0,00) = f(A]) N f(A2).

1.4. Relaciones entre imagen directa e imagen reciproca

Sea A C Xy B CY. Entonces:
1. A c f~'(f(A)), conigualdad si f es inyectiva.
2. f(f~Y(B)) c B, con igualdad si f es sobreyectiva.

Demostracion. (1) Six € A, entonces f(x) € f(A),yportantox € f~'(f(A)). Si f es inyectiva,
la inclusién inversa es inmediata.

(2) Siy € f(f 1(B)), existe x € X tal que f(x) = yy f(x) € B,luego y € B. Si f es
sobreyectiva, toda y € B es imagen de algin x € f~'(B). m|
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Composicion de aplicaciones

Las imdgenes directas y reciprocas se comportan bien respecto a la composicién.
Sean f: X - Y,g:Y — Z. Entonces, paratodo A € X y C C Z, se tiene:

(g0 )(A) =g(f(A), (g0 (C)=rf"g"(C)).

Demostracion. Se sigue directamente de las definiciones, desarrollando la condicién de
pertenencia a cada conjunto. Intenta hacerlas porque es una manera excelente de aprender
las definiciones. O

Nota (Algunos consejos). 1. Las matematicas se aprenden haciendo problemas, y muy espe-
cialmente aquellos que no salen a la primera. La dificultad no es un obstaculo, sino parte
esencial del aprendizaje.

2. Dejar pasar el tiempo mientras se piensa en un problema no es tiempo perdido. Muchas ideas
necesitan madurar en silencio antes de que aparezca, casi de repente, el momento del “aja”.
3. Ver a otros resolver problemas puede ser util, pero no basta. Aprender matematicas solo
mirando cémo trabajan otros es como intentar aprender a conducir observando pasar coches:

tarde o temprano hay que sentarse al volante y chocar alguna vez.
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Espacios métricos y euclidianos.
(4 horas expositivas)

1.1. Los espacios euclidianos

1.1 Notacion

Recordamos las notaciones para los conjuntos
N ={1,2,3,...} de los nimeros naturales, Z. de los niimeros enteros,

Q de los nimeros racionales, R de los nimeros reales.

1.2 El espacio euclidiano n-dimensional

El espacio euclidiano de dimensién 7 es el conjunto

R" = Rx m, XR={x=(x1,...,x5): x;€R, i=1,...,n}.

Es un espacio vectorial sobre el cuerpo R, con las operaciones de suma de vectores y producto
por escalares:

R" x R" — R", (Xy) P X+y=(x1+Y1,...., %+ Yn),
RxR" —» R", (A4,X) > AX = (Axq, ..., Ax,).
Se cumplen las propiedades habituales (asociativa, conmutativa, distributiva y elemento neutro):
I. (x+y)+z=x+(y+2z),
2. X+y=Yy+X,
3. A(x+Yy) = Ax + Ay,
4. (1 + w)x = AX + ux,
5. A(px) = (Ap)x,
6. 0=(0,...,0), esel elemento neutro de la suma,

7. =x = (=x1,...,—X5) es el opuesto de x,



Tema 1 9

donde

X:('xl""’xn)’ y:(yl""’yn)’ Z:(Zl""’zn)eRn’ A’ﬂER'

Definicion 1.1.1 (Producto escalar euclidiano). El producto escalar euclidiano en R" es la aplicacion

n

() R"XR" - R, (x,y) — (x,y) = inyi =X1y1+ -+ XpYn-
i=1

Proposicion 1.1.2 (Propiedades del producto escalar). Six,y,z€ R"y 1 e R:

1. Bilineal:
(x+1z,y) =(X,y) +(zY), (x,y+2) =(x,y) +(x,2),

(Ax,y) = Ux,y) = (X, 2y).
2. Simétrico: (x,y) = (y,Xx).
3. Definido positivo: xx)>0y(x,x)=0x=0.

En particular,
(x,x)>0six #0.

Teorema 1.1.3 (Desigualdad de Cauchy—Schwarz). Para X,y € R":

(x,y)* < (x,x) (y,y).

En coordenadas,

s (55)

i=1 i=1 i=1

Demostracion. Six = 0oy = 0, la desigualdad es trivial. Supongamos x # O e y # 0. Para
cualquier 4 € R se tiene

0< (xX+ Ay, x+Ay) = (X, Xx) + 2A(X,y) + /12(y, y).

Tomando A = — (x.y) obtenemos
y.y) ,
0 < (x,x) — (x.y) )
¥,y
Multiplicando por (y,y) > O se tiene (x,y)? < (x,x) (y, y). O

Definicion 1.1.4 (Norma euclidiana). La norma euclidiana en R" es la aplicacién

IR =R, xo fIxl = Vox) = (62 + -+ 2,

Entonces la desigualdad de Cauchy—Schwarz puede escribirse como

I ¥ < [IxIHIyII-



10 Topologia

Proposicion 1.1.5 (Propiedades de la norma). Six,y €e R" yd € R:
L xl20y[x[[=0=x=0,
2. 1|l = [l ]I,
3o x+yll < Ix]| + |lyll (desigualdad de Minkowski).

Demostracion. (1) y (2) son inmediatas a partir de las propiedades del producto escalar. Para (3),
tenemos, usando Cauchy—Schwarz,

Ix+ > = (x+y,x+y) = [IxII” + Iyl + 2(x,y)
< X1 + 1yl + 20yl = (il + lylD?.

Tomando la raiz cuadrada, se sigue ||x +y|| < [|x]| + [|¥]l. O

Definicion 1.1.6 (Distancia euclidiana). La distancia euclidiana en R” es la aplicacion

d:R"XR" SR, (xy) = dxy) =[x -yl = Vi —y)? -+ (o = ya)?

Esta definicién estd inspirada en el teorema de Pitdgoras.

Nota 1.1.7. Elsigno /significa raiz cuadrada no negativa, por tanto V4 = 2. Para escribir

las dos raices cuadradas de 4 escribiremos +V4 = +2.
Por el mismo motivo, se tiene Vi = |¢].

Proposicion 1.1.8 (Propiedades de la distancia). Para X,y,z € R":

1. d(x,y) >0yd(x,y) =0 x=Yy,
2. d(x,y) = d(y,x),

3. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (desigualdad triangular).
Demostracion. Se deducen de las propiedades de la norma. Por ejemplo,
dx,y) = lx-yll =l - (y =0l = [ly - x[| = d(y. x),
dx,y) = [x=yll = ll(x-2) + (z-y)l < [x -zl + [lz-yl = d(x,2) + d(z,y). o

1.2. Espacio vectorial con producto interior

Definicion 1.2.1. Sea V un espacio vectorial real. Un producto interior en V es una aplicacién
() VXV >R
que verifica:
L (u+v,w) =u,w)+v,w)y{(du,v) = Au,v).
2. {u,v) = (v,u).
3. (u,u) 20y (u,u) =0 u =0,

para cualesquiera u,v,w € Vy 1 € R.
El par (V, (-, -)) se llama espacio vectorial con producto interior.
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Ejemplo 1.2.2. En R? definimos el producto interior
(X,¥) = 2x1y1 + X272,

donde x = (x1,x2) ey = (y1,y2)-
Este producto interior no coincide con el euclidiano usual, pero verifica las propiedades de
bilinealidad, simetria y definido positivo.

Ejemplo 1.2.3. Sea V), el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que n.
Definimos

1
(p.q) = /0 (1) q(1) dr.

Entonces (V, (-, -)) es un espacio vectorial con producto interior.

1.3. Espacios normados

Definicion 1.3.1. Sea V un espacio vectorial real. Una norma en V es una aplicacion
I-1:V->R
que verifica:
L vl z0ylvl=0&v=0,
2. vl = 1AL,
3. v +wl < vl +lbwll,

para cualesquierav,w € Vy d € R.
El par (V, || - ||) se llama espacio normado.

Ejemplo 1.3.2. Sea V), el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que n.

Definimos, para p € V,
1
Ipll = ( /0 |p<r)|2dr)

Entonces (V, || - ||) es un espacio normado.

12

Teorema 1.3.3. Sea V un espacio vectorial real.

1. Si (-,-) es un producto interior en V entonces

Vil = Vv, v),

define una norma en 'V;

2. en ese caso, se tiene:

(u,v) =

2 2 2
(e +vII= =l ™ = M 1I7),

N =

para cualesquiera u,v € V.
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Teorema 1.3.4. Una norma || - || en V procede de un producto interior si y solo si verifica, para
todos u,v €V, la identidad del paralelogramo

2 2 2 2
[l +vII7 + [l = vI* = 2full” + 2]|v]].

En ese caso, el producto interior viene dado por
1 2 2
(u,v) = Z(Ilu + [ = flu = v]I%).

Demostracion. Si (-, -) es un producto interior y ||v|| = 4/(v, v), entonces
lluw+ VI = v, +v) = (lull® + 24w, vy + v,

2 2 2
lu =vII” = Cu—v,u—v) = [Jull” = 2, v) + |IV]°.

Sumando ambas igualdades se obtiene la identidad del paralelogramo.
Reciprocamente, supongamos que la norma || - || verifica la identidad del paralelogramo.
Definimos, para u,v € V,

1
(s vy = 7 (Il + VI = llu = vI?).

Usando la identidad del paralelogramo se comprueba directamente que (-, -) es simétrico y
bilineal. Ademas,

1
(u,u) = Z(qullz = 0) = [lul?,

luego es definido positivo. Por tanto, (-, -) es un producto interior y la norma asociada coincide con
-1l O

Ejemplo 1.3.5. En R" consideramos el producto escalar habitual
n
(x,y):Zx,-y,-, X=X, %0), Y= (V1s.-.5Vn)-

i=1
La norma asociada es

||X||=\/<X,X = x%+...+x%.

Ejemplo 1.3.6. En R? consideramos la norma del maximo
[Xlleo = max{lxi|, |x2l},  x = (x1,x2).

Esta norma no procede de ningtin producto interior, ya que no verifica la identidad del paralelogramo.
En efecto, tomando

x=(L0), y=(1),

se tiene

Ix+ylI% +lIx=yl% =12+ 12 =2,

mientras que
20xI1% +20lylls =2 +2 = 4.



Tema 1 13

1.4. Espacios métricos

Definicion 1.4.1. Un espacio métrico es un conjunto X dotado de una aplicaciénd : X X X — R,
llamada distancia, que cumple, para todo x,y,z € X:

1. d(x,y) =0,
2.d(x,y) =0 x=y,
3. d(x,y) =d(y,x),

4. d(x,y) <d(x,2) +d(z,y).

Ejemplo 1.4.2. En R" definimos la distancia euclidiana d = d;

d(x,y) = V(xi = y1)2+ -+ (xn — yn)2

Entonces (R", d;) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.4.3. En R" definimos la distancia d = d

d(X,Y) = mé-x{|x1 - yll, . |xn - yn|}
Entonces (R", d) es un espacio métrico.
Ejemplo 1.4.4 (Métrica discreta). Sea X un conjunto cualquiera. Definimos
0, six=y,
1, six#y.

d(x,y) ={

Entonces (X, d) es un espacio métrico, llamado espacio métrico discreto.

Proposicion 1.4.5. Sea (V, || - ||) un espacio normado. La aplicacion

d(u,v) = [lu—vl|

define una distancia en V, llamada distancia inducida por la norma.

Ejercicio 1.4.6. Demuestra la Prop. anterior.

Ejemplo 1.4.7. En R" con la norma euclidiana

||X||:,/x%+---+x%, X=(X(,...,%Xn),

dx,y) = Ix =yl = V1 = y1)2 + - + (X0 — yn)2.

la distancia inducida es

Ejemplo 1.4.8. Sea X = Ry definamos

d(x,y) = min{l, |x - y[}.

Entonces (R, d) es un espacio métrico.
Esta distancia verifica las propiedades de una métrica, pero no proviene de ninguna norma, ya
que es acotada:
d(x,y) <1 paratodo x,y € R,

mientras que la distancia inducida por una norma nunca es acotada en un espacio vectorial no trivial
(multiplicar el vector por un escalar arbitrraio).
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1.5. Bolas abiertas y cerradas

Definicién 1.5.1. Sea x € R” un vector y sea > 0 un ntimero real positivo. La bola abierta en R"
de centro x y radio r es
B(x,r) ={y eR" | d(x,y) <r}.

La bola cerrada en R™ de centro x y radio r es

B(x,r) = B[x,r] = {y e R" | d(x,y) <r}.

Nota 1.5.2. = Six € R", entonces ||x|| = d(x, o).

= SixeR"y0 <r < s, entonces

B(x,r) C B[x,r] € B(x,s) C B[x,s].

s Cason =1:

1. si x € R, entonces ||x|| = Va2 = |x| es el valor absoluto, y para x,y € R tenemos
d(x,y) =[x -yl

2. Six € Ry r0, entonces
Bx,r)=(x-r,x+r), Blx,r] =[x—r,x+7r]

son intervalos.

3. Sia,b € Ry a < b, entonces los intervalos (a, b) y [a, b] pueden escribirse como

(a,b) = (x—r,x+r), [a,b] =[x —-r,x+r],
donde
a+b b-a
X = , r= .
2 2

1.6. Distancia entre conjuntos. Conjuntos acotados. Diametro.

Definicion 1.6.1 (Conjunto acotado). Sea A c R", se dice que A es un conjunto acotado si esta
contenido en alguna bola abierta, es decir, si existen Xg € R y rg > 0 tales que

AC B(X(),I"Q).

Proposicion 1.6.2. Si A c R", las siguientes condiciones son equivalentes:
1. A es acotado.
2. Existe r > 0 tal que A C B(o,r).
3. Existe M > 0 tal que ||X|| < M para todo x € A.

Demostracion. 1. =2. Sea A C B(Xq, o). Si X € A, por la desigualdad triangular,

d(x,0) < d(x,%0) + d(x0,0) <ro +[xol-
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Por lo tanto A c B(0,r) conr = ro + ||xo]|-
2.=3.Si A c B(0,r), entonces para x € A:

x|l = d(x,0) <r.

Basta tomar M = r.
3.=1. Si ||x|| £ M paratodo x € A, entonces A C B(0, M + 1), luego A es acotado. O

Nota 1.6.3. El conjunto vacio 0 es un conjunto acotado, pues estd contenido en cualquier bola.

Nota 1.6.4. Las definiciones de bola abierta, bola cerrada, conjunto acotado y didmetro
de un conjunto son validas en cualquier espacio métrico.

Definicion 1.6.5 (Didmetro de un conjunto). Si A € R”" es un conjunto acotado no vacio, A # 0, el
didmetro de A es

diam A = sup{d(x,y): x,y € A}.

Ejemplo 1.6.6. Sea A = [a,b] C R, con a < b. Se tiene diam[a, b] = b — a.
Six,y € [a,b], entonces
x—y|<b-a.

Por otra parte, tomando x = a e y = b, se obtiene
lx—y|=b-a.

En este caso el diametro es un maximo.

Ejemplo 1.6.7. Sea A = (a,b) C R, cona < b. Se tiene diam(a, b) = b — a, aunque este valor no
se alcanza.
Six,y € (a,b), entonces

lx—y|<b-a.

Por tanto, b — a es una cota superior del conjunto {|x — y| | x,y € A}.
Ademds, para todo € > 0 existen puntos x = a + ey = b — g en (a, b) tales que

lx—y|=b-a-2s.

Esto muestra que los valores de |x — y| pueden acercarse arbitrariamente a b — a.

Nota 1.6.8. Sea A C R un conjunto no vacio y acotado superiormente. Decimos que un nimero
real M es el supremo de A, y escribimos M = sup A, si se cumplen las dos propiedades siguientes:

1. M es una cota superior de A, es decir, x < M paratodo x € A.

2. M es la menor de las cotas superiores de A; equivalentemente, para todo € > 0 existe x € A
tal que M — & < x (es decir ninglin M — € es cota superior).

Definicion 1.6.9 (Distancia entre conjuntos). Si A, B C R",con A # O y B # 0, la distancia entre
los conjuntos Ay B es

d(A,B) =inf{d(x,y): x € A,y € B}.
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Ejemplo 1.6.10. Sean A = (0,1) cR,B={1} CcR.
En este caso, parax € (0,1) e y = 1 se tiene

x—yl=x=-1]=1-x>0.

Por tanto, 0 es una cota inferior del conjunto {|x — y| | x € A, y € B}.
Ademds, dado € > 0, tomandox = 1 — & € (0, 1) se obtiene

x—1| =e,

lo que muestra que los valores de |x — y| pueden hacerse arbitrariamente pequefios.
En consecuencia,
d(A,B) =0,

pero no existenx € A ey € B tales que [x — y| = 0.

Ejercicio 1.6.11 (Dos ramas hiperbdlicas con distancia 0). En R? (con la distancia euclidea),
considérense los conjuntos

A={(x1/x) eR?|x> 1}, B={(x,0)eR?>|x>1}.
1. Probar que AN B = 2.
2. Demostrar que d(A, B) = 0.
3. Probar que no existen Xog € A, yo € B tales que ||Xo — yo|| = d(A, B).

Nota 1.6.12. Sea A C R un conjunto no vacio y acotado inferiormente. Decimos que un nimero
real m es el infimo de A, y escribimos m = inf A, si se cumplen las dos propiedades siguientes:

1. m es una cota inferior de A, es decir, m < x paratodo x € A.

2. m es la mayor de las cotas inferiores de A; equivalentemente, para todo & > 0 existe x € A tal
que x < m + € (es decir ninglin m + € es cota inferior).

Ejercicio 1.6.13 (Distancia de un punto a un conjunto). Sea A C R" y x € R". Definase
d(x,A) = inf{||x -yl [y € A}.

Probar que
XxXeA & d(x,A) =0.

Nota 1.6.14 (Nota histérica). 1. Los espacios vectoriales con producto interior se conocen hoy
como espacios de Hilbert, en honor a D. Hilbert, quien los introdujo en torno a 1907 en el
estudio de ecuaciones integrales.

2. Los espacios normados fueron sistematizados por S. Banach en la década de 1920; su obra
Théorie des opérations linéaires (1922) dio origen a la teoria moderna de los espacios de
Banach (Un espacio de Banach es un espacio normado (V, || - ||) que es completo, es decir,
toda sucesion de Cauchy en V converge a un elemento de V).

3. El concepto general de espacio métrico fue introducido por M. Fréchet en su tesis doctoral
(1906), donde establecid el marco abstracto que hoy se conoce como espacios métricos.
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La topologia de los espacios métricos y
euclideos.
(4 horas expositivas)

2.1. Conjuntos abiertos

Definicién 2.1.1 (Conjunto abierto). Sea U C R". Se dice que U es un conjunto abierto en R" si
cada punto de U es el centro de alguna bola abierta contenida en U, es decir, si

Vx € U 3r > 0tal que B(x,r) C U.

Si el contexto esté claro, diremos que el subconjunto U C R” es abierto, en vez de abierto en
R™.

Proposicion 2.1.2. Toda bola abierta de R" es un conjunto abierto.

Demostracion. Sean Xy € R" y rg > 0. Para ver que U = B(Xq, r¢) es abierto, tomamos x € U, de
modo que d(Xg, X) < rg. Sir =ryg— d(xg,x) > 0, entonces B(x,r) C U. En efecto, siy € B(x,r),
entonces d(X,y) < ry, por la desigualdad triangular,

d(x0,y) < d(Xo,x) +d(x,y) < d(Xo,x) +r = d(Xo,X) +ro — d(X0,X) = ro,
por lo que 'y € B(xg,rg) = U. O
Corolario 2.1.3. Cualguier intervalo abierto acotado (a,b) C R es abierto en R.

Ejemplo 2.1.4. Elintervalo A = (0, 1] € R no es un conjunto abierto de R.
En efecto, en el punto 1 € A, paratodo r > O se tiene (1 —r, 1 +r) ¢ (0, 1]. Por tanto, A no es
abierto en R.

Ejemplo 2.1.5. Sea A = {(x,y) € R? | x*> + y?> < 1}. Entonces A es un conjunto abierto de R
Ese conjunto es la bola abierta By (0, 1), por tanto es un abierto. Hagamos una demostracion
directa. Sea (xg, yg) € A. Se tiene x(z) + y(z) < 1. Definimos

r:=1—1/x(2)+y%>0.
Si (x,y) € B((xo,yo0),r), entonces

Va2 4 2 < Jxg+ g+ 10 y) = (0. yo)ll < yJxg +yg+7 =1,

17
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y por tanto (x, y) € A.
Esto prueba que A es abierto en R”.

Ejemplo 2.1.6. Sean a < by ¢ < d niimeros reales. El conjunto U = (a,b) x (¢,d) ¢ R? es un
conjunto abierto.
En efecto, para cualquier x = (x,xp) € U existen ry, r, > 0 tales que

(xy —r1,x1 +71) C (a,b), (xp =13, x2 + 1) C (c,d).
Tomando » = min{r{,r,} > 0, se tiene
B(x,r) c (a,b) X (c,d) =U,

y por tanto U es abierto.
Para demostrar el contenido, seay = (yi, y2) € B(X, r). Entonces

Vo1 —x)?+ (2 -x)? <,

y en particular
Iy —xi| <, [y2 = x2| <.

(si alguno fuese > r llegariamos a que la raiz también es > r).
Como r < ryyr < rp, se obtiene

ly1 —x1| <1, ly2 = x2| <72.
Por la definicién de ry y 7,
X1 —r>a, x1+r1 <b, Xy —Try >, X2 +ry<d,

y portantoy € (a, b) X (¢,d).

Teorema 2.1.7 (Propiedades de los conjuntos abiertos). 1. R" es abierto en R™.
2. El conjunto vacio @ es abierto en R".
3. La union arbitraria de abiertos es un abierto.

4. La interseccion finita de abiertos es un abierto.

Demostracion. 1. Paratodo x € R” tenemos B(x, 1) ¢ R". Por tanto, R" es abierto.

2. No existe ninglin X € @ que contradiga la definicién. Por tanto, el conjunto vacio @ se
considera abierto.

3. Sea U = {U;};es una familia de abiertos y sea U = |J U = |J;¢; Us.

Para cada x € U existe j € I tal que x € U;. Como Uj; es abierto, existe r > 0 tal que
B(x,r) C Uj C U. Por tanto, U es abierto.

4. Basta probarlo para dos abiertos y proceder por induccién. Sean U, V abiertosy seax € UNV.
Entonces existen » > Otal que B(x,r) C Uy s > Otal que B(x,s) C V.Seat = min{r, s} > 0.
Entonces B(x,t) ¢ U NV y concluimos que U NV es abierto. O
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Nota 2.1.8. La interseccion de una familia arbitraria de abiertos no es necesariamente un abierto.
Por ejemplo, {(=1/n, 1/n)},en es una familia de abiertos en R, pero

() (=1/n. 1/m) = {0}

neN
no es un abierto en R.

Ejemplo 2.1.9. Los intervalos abiertos no acotados son abiertos en R, ya que pueden escribirse
como uniones de bolas abiertas y, por tanto, como uniones de abiertos. En efecto,

(0,+00) = | J(=1/n, n),  (=00,0)0= | J(=n, 1/n),

neN neN

y mds generalmente,

(a,40) ={xeR|a<x}= U(a, a+n),
neN

(-co,b) = {x R |x <b} = | J(b-n, b).
neN

Proposicion 2.1.10. Sea U c R". Entonces

U es abierto en R" &= U es unién de bolas abiertas en R".

Demostracion. (=) Supongamos que U es abierto. Entonces
Vx e U 3dry >0tal que B(x,ry) C U.

Probaremos que

U B(x,ry) = U.

xeU
Un contenido es obvio, pues B(x,rx) C U para todo x € U. Reciprocamente, siy € U, entonces
y € B(y,ry) € Uxev B(X,7x), luego

Uc U B(x, 7y).

xeU

(<) Supongamos ahora que U es unién de bolas abiertas en R". Como las bolas abiertas en
R”" son conjuntos abiertos y la unién arbitraria de abiertos es un abierto, se concluye que U es
abierto. O

2.2. Topologias

Definicién 2.2.1. Sea X un conjunto y 7 € £ (X) una coleccién de subconjuntos de X. Se dice que
T es una topologia en X si:

1. Xer.
2. @ eT.
3. La unién arbitraria de elementos de T pertenece a 7.

4. La interseccion finita de elementos de 7 pertenece a 7.
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El par (X, 7) se llama espacio topolégico.

Ejemplo 2.2.2. Los abiertos de R" forman una topologia, llamada la topologia euclidiana usual.

Ejemplo 2.2.3. En un conjunto X, la topologia discreta es la formada por todos los subconjuntos
posibles de X. Equivalentemente, los puntos son abiertos (todo otro subconjunto es unién de
puntos).

Nota 2.2.4. En la asignatura “Topologia general” se estudiardn espacios topoldgicos en general,
muchos de los cuales ni siquiera proceden de una distancia.

Ejemplo 2.2.5. En el conjunto X = {a, b, c} consideramos la coleccién
7 ={0,X,{a},{b},{a, b}}.

Cumple los axiomas de topologia (este ejemplo aparece en robética y anélisis de datos).

2.3. Cerrados

Definicion 2.3.1 (Conjunto cerrado). Sea F c R". Se dice que F es cerrado en R” si su
complementario R \ F es abierto en R".

Nota 2.3.2. Cuidado: cerrado no significa que no sea abierto. Puede ser ambas cosas a la
vez.

Teorema 2.3.3 (Propiedades de los conjuntos cerrados). 1. @ es cerrado en R".
2. R" es cerrado en R™.
3. La interseccion arbitraria de cerrados es cerrada.
4. La union finita de cerrados es cerrada.

Demostracion. 1. El conjunto vacio @ es cerrado en R” porque su complementario R\ @ = R”
es abierto.

2. El conjunto R" es cerrado en R” porque su complementario R” \ R" = @ es abierto.

3. Sea {F;};es una familia de conjuntos cerrados en R”". Por las leyes de De Morgan,

R”\ﬂFi:U(R"\Fi).

iel iel

Como cada R" \ F; es abierto y la unién arbitraria de abiertos es abierta, se deduce que
R™ \ N, Fi es abierto. Por tanto, ();<; F; es cerrado.

4. Sean Fi, ..., F conjuntos cerrados en R”. Entonces
RN (FiU---UF)=R"\F)n---n(R"\ F).

Como la interseccidn finita de abiertos es abierta, se concluye que R"™ \ (F; U ---U Fy) es
abierto, y por tanto F, U - - - U Fy es cerrado. |

Proposicion 2.3.4. Toda bola cerrada en R" es un conjunto cerrado.
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Demostracion. Sean xg € R", ro > 0, y consideremos la bola cerrada
F=B [Xo, ro] .

Debemos comprobar que R” \ F es abierto. Tomamos x € R" \ F'y vamos a ver que es el centro de
una bola abierta contenida en R \ F.
Como x € R" \ F, se tiene d(xq, X) > ro. Definimos

r = d(X(),X) —r9>0.

Entonces B(x,r) ¢ R" \ F. En efecto, siy € B(x,r), entonces d(X,y) < ry, por la desigualdad
triangular,

d(x0,X) < d(xo,y) +d(y.x) < d(xo,y) +r,

de donde
d(Xo,y) > d(Xo,X) =1 = 10,

y por tanto 'y ¢ B[xXq, ro], es decir,y € R" \ F. O
Ejemplo 2.3.5. Cualquier intervalo cerrado [a, b] es un conjunto cerrado en R. Los intervalos
[a, +00) y (=00, b] también son cerrados en R.

Nota 2.3.6. La unién de una familia arbitraria de cerrados puede no ser un cerrado. Por ejemplo,
{[a, +0)}4cr+ es una familia de cerrados en R, pero su unién

U [a, +c0) = (0, +c0)

aeR*

no es un conjunto cerrado en R.

2.4. Topologia relativa

Cuando trabajamos con un subconjunto X C R, no siempre nos interesa la topologia del
espacio ambiente, sino la estructura topoldgica interna de X. La topologia relativa permite estudiar
continuidad de aplicaciones, convergencia de sucesiones y conjuntos abiertos dentro de X.

Definicion 2.4.1. Sea X c R". La bola abierta de X (o0 bola abierta relativa a X) de centrox € X
y radio r > 0 es el conjunto

Bx(x,r):={ye X: d(x,y) <r} =Brn(x,r) N X.

Definicién 2.4.2 (Abierto relativo). Sea U ¢ X c R". Se dice que U es abierto en X (o abierto
relativo de X) si

Vx e U3dr >0tal que Bx(x,r) C U.

Proposicion 2.4.3. Sea U c X c R". Entonces

Uesabiertoen X <= 3V cR", abiertoenR" tal que U =V N X.
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Demostracion. (=) Supongamos que U es abierto en X. Entonces
Vx e U 3dry > 0tal que Bx(x,rx) C U.

Para cada x € U, consideramos la bola abierta Bgn (X, rx), que es un abierto en R”, y definimos

V= U Brn (X, ry).

xeU

Entonces V es abierto en R" y se tiene

VNnX-= U(BR"(X7rX) ﬂX) = U BX(XerX) =U.
xelU xeU

(<) Supongamos ahora que existe un abierto V de R" tal que U = V N X. Sea x € U. Entonces
X € V'y, como V es abierto en R", existe » > 0 tal que

Brn(x,7) C V.
Al intersectar con X se obtiene
Bx(xX,r) = Brn(x,r) NX CcVNX=U.
Por tanto, Vx € U 3r > 0 tal que Bx(x,7) C U, y se concluye que U es abierto en X. O

Definicion 2.4.4 (Cerrado relativo). Sea F ¢ X c R”. Se dice que F es cerrado en X (o cerrado
relativo de X) si X \ F es abierto en X.

Proposicion 2.4.5. Sea F ¢ X c R". Entonces
FescerradoenX <= 3G cerradoenR" talque F =GN X.

Demostracion. (=) Supongamos que F' es cerrado en X. Entonces X \ F es abierto en X, y por
tanto existe un abierto V de R” tal que

X\F=VnX.

Por tanto,
F=X\(VnX)=R"\V)nX.

Sea G =R" \ V. Entonces G es cerradoenR"y F = G N X.
(<) Supongamos que F' = G N X, donde G es cerrado en R". Entonces

X\F=X\(GnX)=R"\G)nX.

Como R" \ G es abierto en R", se deduce que X \ F es abierto en X. Por tanto, F es cerrado en
X. O

Nota 2.4.6. La familia de abiertos relativos de un subconjunto X C R”" es una topologia en X, la
topologia relativa de X.

Un subconjunto de R" con la topologia relativa se llama subespacio topoldgico.

Ejercicio 2.4.7. Un subconjunto X de R" es discreto si la topologia relativa de X es la topologia
discreta. Estudiar cudles de los siguientes subconjuntos de R son conjuntos discretos:

{1,2}, N, Z, Q, {1/n: n e N}, {1/n: n e N} U{0}.
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2.5. Interior, clausura y frontera

Definicién 2.5.1. Sean A C R”. Decimos que x € R" es un punto interior de A si 3r > 0 tal que
B(x,r) C A.
Denotamos

Int(A) = A° := {x € R" | x es punto interior de A},

el interior de A.

Ejemplo 2.5.2. Sea A = (0, 1] c R. Calculamos su interior A°.
Six € (0,1),exister > Otal que (x—r,x+7r) C (0, 1], por ejemplo tomando r < min{x, 1 —x}.
Luego x es punto interior de A.
Por el contrario, el punto 1 € A no esinterior, yaque paratodor > Osetiene (1-r, 1+r) & (0, 1].
En consecuencia, A° = (0, 1).

Proposicion 2.5.3 (Propiedades del interior). Sea A C R". El interior de A es el mayor abierto de
R"™ contenido en A, es decir:

1. A° C A.
2. A° es abierto en R™.
3. Si U es abierto en R™" y U C A, entonces U C A°.

Ademads,

A es abiertoen R" < A = A°.

Demostracion. 1. Por definicidn, si x € A°, existe r > 0 tal que B(x,r) C A. En particular,
x € A, luego A° C A.

2. Veamos que A° es abierto en R”. Sea x € A°. Entonces existe » > 0 tal que B(x,r) C A.
Para todo y € B(x,r), se tiene B(y,r — ||lx — y||) € B(x,r) C A, luego y € A°. Por tanto,
B(x,r) C A°, y esto prueba que A° es abierto.

3. Sea U un abierto de R" tal que U C A, y seax € U. Como U es abierto, existe r > 0 tal que
B(x,r) c U c A. Por definicién, x € A°. Luego U C A°.
Finalmente, si A es abierto en R”", entonces para todo x € A existe » > 0 tal que B(x,r) C A,y
por tanto A C A°. Como siempre se cumple A° C A, resulta A = A°.

Reciprocamente, si A = A°, entonces A coincide con un abierto y, por tanto, es abierto en
R, O

Ejercicio 2.5.4. Demuestra que si A ¢ B ¢ R" entonces Int A C Int B.

Ejemplo 2.5.5. El conjunto de los niimeros racionales Q C R no es abierto en R. Es mds, IntQ = 0.

En efecto, sea x € Q. Para todo r > 0, el intervalo (x — r, x + r) contiene nimeros irracionales,
luego

(x—-r,x+r) ¢ Q.

Por tanto, x no es punto interior de Q y se concluye que Q no es un conjunto abierto de R.
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Definicion 2.5.6. Sean A c R" y x € R".
x es punto adherente) de A <= Vr >0, B(x,r) NA # 0.

Denotamos

CI(A) = A := {x € R" | x es punto adherente de A}.

la adherencia o clausura de A.

Ejemplo 2.5.7. Sea A = {(x,y) e R? | x*> + y? < 1}. Calculamos la clausura A.
SOL: Vamos a probar que A = F: = {(x,y) € R? |x +y <1}.
“>” Sea (xo, yo) € F, es decir, (xg, yp) € R? tal que xO + yo < 1. Dado r > 0, tomamos

(x,y) = (1 - &)(x0,y0), € > 0 suficientemente pequefio.

Entonces x* + y? = (1 — s)z(xg + y%) < 1, luego (x,y) € A. Ademads, eligiendo ¢ tal que

sw/x(z) + y(z) <r,
1(x, ) = (x0, yo) |l = &4/x3 + ¥3 <.

B((x0,y0),r) N A #0,

se tiene
Por tanto,

y se concluye que (xo, yo) € A.

2 |

C” En realidad probaremos que R? \ F c R?\ A. Sea (xo,y) € R? tal que x2 + y2 > 1.

Definimos
A /x(z) + y% -1

=N 0 o
d 2

Si (x,y) € B((x0,y0),r), entonces

\/Tyo+1
W>M—||(x y) — (xo, yo)ll>m

y por tanto (x,y) ¢ A. Luego B((xo,y0),7) € R*\ A, es decir,

B((x0,0),r) N A =0,

y se obtiene (xq, yo) & A.
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Ejercicio 2.5.8. Demuestra que CI(A U B) = CI(A) U CI(B).

Lema 2.5.9. Para A C R" se tiene:

R"\ A= (R"\ A)".

Demostracion. Seax € R".

XxeR'"\A = x¢A
— Jr>0talque BX,ry) NA =0
< Jr >0talque B(x,r) CR"\ A

= x€ (R"\A)". O

Proposicion 2.5.10 (Propiedades de la clausura). Sea A C R"™. La clausura de A es el menor
cerrado de R" que contiene a A, es decir:

1. AcCA.
2. A es cerrado en R".
3. Si F es cerradoenR" y A C F, entonces ACF.

Ademads,

A escerradoen R" < A = A.

La demostracién consiste en aplicar las leyes de De Morgan y el Lema anterior a las propiedades
del interior. También puede hacerse una demostracién directa con las definiciones.

Definicion 2.5.11. Sean A c R" yx € R".

x es punto fronterade A < Vr >0, B(x,r) NA# @ y B(x,r) n(R"\ A) # @.

La frontera de A se define como

Fr(A) = A := {x € R" | x es punto frontera de A}.

Proposicion 2.5.12 (Caracterizacién de la frontera). Sea A C R". Se tiene:

A = A\ A°.

Ademas,

A = A°UOA, (unién disjunta).

Demostracion. Trata de escribir la demostracion, es un ejercicio excelente para practicar
las definiciones. O
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2.6. Puntos de acumulacion y puntos aislados
Seanx € R" yr € R,r > 0. La bola perforada de centro x y radio r es

B*(x,r) := B(x,r) \ {x}.

Definicion 2.6.1. Sean A c R" y x € R".
x es punto de acumulacién de A & Vr >0, B (x,r) N A # 0.
El conjunto derivado de A se define como

A’ := {x € R" | x es punto de acumulacién de A}.

Definicion 2.6.2. Sean A ¢ R" y x € R".

X es punto aislado de A &= 3Jr > 0tal que B(x,r) N A = {x}.
Ejercicio 2.6.3. Sea A c R? el conjunto

o[l o

1. Determinar el conjunto derivado A’.

nEN}.

2. Decidir qué puntos de A son aislados.
3. Calcular A y dA.

Ejercicio 2.6.4. Sean A C R" yx € R". Si X es un punto de acumulacion de A, entonces toda bola
abierta de R™ con centro X contiene infinitos puntos de A.

Nota 2.6.5 (Nota histérica). La nocién de punto de acumulacion aparece de manera natural
en los trabajos de Georg Cantor (1845—-1918) sobre conjuntos infinitos y teoria de conjuntos,
especialmente en su estudio de subconjuntos del espacio real definidos por propiedades de
aproximacion y convergencia.

Estas ideas fueron sistematizadas y axiomatizadas por Felix Hausdor{f (1868—1942) en su libro
fundamental Grundziige der Mengenlehre (1914), donde se introduce el enfoque axiomético de la
topologia general. En particular, Hausdorff formalizé la nocién de espacio topolégico mediante
sistemas de abiertos que satisfacen ciertos axiomas, y establecié de manera rigurosa conceptos
como interior, clausura, frontera y punto de acumulacién en un marco abstracto.
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Convergencia y completitud
(4 horas expositivas)

3.1. Sucesiones
Una sucesién en un conjunto X es una aplicacion
x:N—X, k +— x(k) = xg.

Se dice que xi es el término k-ésimo de la sucesion. La sucesion x se denotard por {x¢}, {X, }nen 0
{xl,xz, e }
Ejemplo 3.1.1. {0,1,0,1,0,1,...}y {1/n},en son sucesiones en R.

El conjunto imagen de la sucesion x : N — X es
{xk: k € N},

Ejemplo 3.1.2. Los conjuntos de términos de las dos sucesiones anteriores son {0, 1}y {1/n: n € N}.

3.2. Convergencia

Definicion 3.2.1. Sea {x;} una sucesién en X C R" y sea Xy € R". Se dice que la sucesion {x;}
converge a Xg si
Ve > 03N € Ntal que x; € B(Xgp,&) Yk = N,

equivalentemente, si
Ve > 0 3N e N tal que d(xx,X0) <& Vk = N.

Es decir, casi todos (todos menos un nimero finito) los términos de la sucesion estan a distancia
menor que € de xp. En tal caso se escribe {xx} — X 0

lim x; = Xg.

k— o0

Si una sucesion {x;} en X converge a un punto Xy € R”, se dice que {X;} es una sucesion
convergente y que Xg es el limite de la sucesion. Si ademas xo € X, diremos también que {x;} es
convergente en X o que converge en X.

Ejemplo 3.2.2. La sucesion {1/n} converge a 0 en R, pero no es convergente en (0, +00).

27
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Proposicion 3.2.3. Si una sucesion es convergente, entonces tiene un tinico limite.

Demostracion. Sea {xX;} una sucesién en X C R” y supongamos que existen X, yo € R” que son
. . r
limites de {xx}. Si xg # yo, entonces r = d(Xg, Yo) > 0. Tomamos & = 3 > 0. Como {x;} — Xo,

existe N1 € N tal que
X € B(xp, &) Vk > Ny,

y como {Xz} — Yo, existe N € N tal que
X; € B(yo, &) Vk > N,.
Por tanto, si k > max{Ny, N}, usando la desigualdad triangular se tiene
r =d(x0,yo) < d(Xo,Xx) + d(Xk,y0) <e+e=r,
lo cual es una contradiccion. Por tanto, debe ser xg = yj. O

En la definicién de convergencia pueden reemplazarse bolas por abiertos.

Proposicion 3.2.4. Sea {xy} una sucesion en X C R" y sea xg € R". Entonces,

{xx} = x9 & VU abiertoenR", Xy € U, AN € N tal que x;, € U Yk > N.

Demostracion. (=) Sea U un abierto en R" con xy € U. Entonces existe r > 0 tal que B(xq,r) C U.
Como {xx} — X, existe N € N tal que

X € B(xq,r) Vk > N,

y por tanto X; € U paratodo k > N.

(&) Sea € > 0y tomemos el abierto U = B(Xo, €). Por hipétesis, existe N € N tal que
xx € U = B(xg, €) Vk > N,
lo cual significa precisamente que {x;} — Xo. O O

Nota 3.2.5 (Propiedad de Hausdorff). La unicidad del limite de una sucesion convergente se sigue
de la propiedad de separacién de Hausdorf:

Vx,y € R", x #y, 3U,V abiertos talesquex e U, ye V, UNV = @.

Por ello decimos que el espacio euclideo R" es un espacio de Hausdorf.
. r .
En efecto, si X,y € R" con x # Yy, entonces r = d(x,y) > 0, y tomando € = 3 > 0 se tiene que

U = B(x,¢), V = B(y, ¢)

son abiertos en R" talesquex e U,y e VyUnV = 0.

Esta propiedad la cumplen todos los espacios métricos.

Nota 3.2.6. La convergencia de una sucesion {xx} en X C a un punto xp € R” puede expresarse en
términos de la convergencia a 0 de la sucesion de niimeros reales {d(Xx, Xg) }:

{Xx} = x9g & Ve >03N e Ntal que d(x¢,Xxg) <eVk >N — {d(xx,X9)} — 0.
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Ejemplo 3.2.7. La sucesién {(1/n,1/n)} converge a o en R? porque
{d(xn,0)} = {V2/n} > OenR.

Por otra parte, veremos que la convergencia de una sucesion en el espacio euclideo R” estd
determinada por la convergencia de sus coordenadas, es decir por la convergencia de n sucesiones
de niimeros reales.

Lema 3.2.8. Six = (xq,...,x,) € R", entonces

..........

Por tanto, si X,y € R", para cadai = 1,...,n se tiene
i = yil < IIx=yll = d(x,y) < Vnmax{lx; = yil,..., [x2 = yul}.
Demostracion. La primera desigualdad es inmediata: para cada i,

il = 22 < \/x%+---+xl.2+---+xrzl= lIx11-

Para probar la segunda desigualdad, sea j € {1,...,n} tal que

max{|xi],..., [xal} = Ix;].

Entonces |xi| < |x;| para todo k, y por tanto

2,24 2 2., 2 — 1y
X[ = x7 + - +x, <x7+ - +x7 (n veces) = nx;.

De aqui se deduce que

IxIl < Valx;l = Vi max{lxil,..., [xal}.

Aplicando esto a x — y se obtiene la segunda cadena de desigualdades. O
Teorema 3.2.9. Sea {xx} = {(xk1,...,Xkn)} una sucesion en un subconjunto de R" y sea
a=(ay,...,a,) un punto de R". Entonces,

{x¢} ma & {xxi}—>a; Vi=1,...,n.

Demostracion. “=" Por el lema previo,
|xki —ail < l|xx —all =d(xk,a)  Vi=1,...,n,

luego

{xx} »a & Ve>03aNeN d(xx,a)<eVk=N
implica

Ve>03aNeN |x; —a;i| <d(xy,a) <eVk=N.
es decir {xx; } — a;.
“e" Sea {xx;} — a;. Dado & > 0, consideramos £/+/n > 0 y usamos la hip6tesis: para cada

i=1,...,n, e

{xki} = a; = 3AN; €N |xx; —a;| < —=VYk >N;.

Vi

Tomando N = max{Ny,...,N,}, se tiene
. E
d(Xi,a) < Vn méx{|xg1 —ail, ..., |xen —anl} < \/ﬁ% = ¢,

y por tanto {X;} — a. O



30 Topologia

3.3. Convergencia y topologia

3.4. Subsucesiones
Definicion 3.4.1. Sea {x;} una sucesion en un conjunto X, definida por
x:N—X.
Si ¢ : N — N es una aplicacion estrictamente creciente, consideramos la composicién
xop:N—X, k|—>x¢(k),

y se dice que {x,(k)} es una subsucesion de {x;} (o que x o ¢ es una subsucesién de x).

Ejemplo 3.4.2. La sucesioén {1,1/3,1/5,...} es una subsucesién de {1,1/2,1/3,1/4,...}. >Cual
es la aplicacion ¢?

Proposicion 3.4.3. Si ¢ : N — N es estrictamente creciente, entonces
p(k) >k VkeN.
Demostracion. En efecto, por induccion: ¢(1) > 1,y si suponemos que ¢(k — 1) > k — 1, entonces
k>k-1 = pk)>ek-1)=2k-1,

de donde se deduce que
pk)>k-1 = (k) > k. O

Proposicion 3.4.4. Si una sucesion {x;} en X C R" converge a xog € R", entonces cualquier
subsucesion {Xy k) } de {Xy} también converge a X.

Demostracion.
{xx} 2 xg = Ve>03INeN x; € B(xp,e) Vk = N.
Como ¢(k) > k, se tiene ¢(k) = k > N, y por tanto
Xo(k) € B(x0,€) Vk=>N.
Luego {X,(k)} — Xo. O

Lema 3.4.5 (3.12 (Construccién de sucesiones convergentes)). Sea xg € R" y, para cada k € N,
tomemos Xi € B(Xo, 1/k). Entonces la sucesion {Xy} converge a X.

Demostracion.
1 . . 1
0 < d(xg,xp) < z — 3 khm d(Xg,X0) y 0 < khm d(Xg,Xg) < khm 7= 0.

Por tanto,
{dx,x0)} =0 = {xx} — xo.



Tema 3 31

3.5. Clausura y sucesiones

Proposicion 3.5.1 (Caracterizacion de la clausura por sucesiones). Sea A C R" y sea xg € R".
Entonces,
Xg € A & I {xx} sucesion en A tal que {x} — Xo.

Demostracion. “=" Supongamos Xg € A. Entonces,
Vr>0, B(xpr)NA+a.

En particular, para todo k € N,
B(xo, 1/k)NA # @.

Por tanto, para cada k € N existe x; € B(xp, 1/k) N A. Por el Lema 3.12, la sucesién {x;} C A
verifica {xx} — Xo.
“<” Para comprobar que xo € A basta ver que

Vr>0, B(xpr)NA=+a.
Sea {xx} C A una sucesion tal que {x;} — Xo. Dado € = r > 0, existe N € N tal que
X; € B(xp, &) Vk=>N.
En particular, X € B(Xg, &) N A, luego B(xg,r) N A # @, y por tanto Xg € A. O
Corolario 3.5.2. Sea A c R". Entonces,
A es cerrado en R" <= VY {xy} sucesion en A, ({xx} = X9 = X € A).

Demostracion. “=" Sea {X; } una sucesion en A tal que {xz} — Xg € R". Como A es cerrado, se
tiene Xq € A=A

“&= Basta ver que A = A, es decir, que A C A. En efecto, si Xg € A, por la Proposiciénm
existe una sucesion {x;} C A tal que {xx} — Xq. Por hipétesis, se deduce que xg € A. O

Nota 3.5.3. 1. La proposicién anterior se usa en la practica como sigue: si queremos probar que
un punto Xg estd en la clausura de A, buscamos una sucesion {X;} C A que converja a Xg.

2. Si queremos probar que un punto Xy no estd en el interior de A, debemos encontrar una
sucesion en el complementario de A que converja a Xo.

3.6. Sucesiones de Cauchy

Definicion 3.6.1. (Sucesion de Cauchy)] Una sucesion {x; } en X c R” se dice que es una sucesion
de Cauchy si
Ve>03aNeN d(xg,x) <¢ Vk,[>N.

Ser de Cauchy es una propiedad intrinseca de la sucesion, es decir, no depende del conjunto X.
En cambio, la convergencia si puede depender de X.

Ejercicio 3.6.2. El conjunto de puntos de cualquier sucesion de Cauchy es un conjunto acotado.
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SOL: Sea {x;} una sucesion de Cauchy. Tomando ¢ = 1, existe N € N tal que
d(xg,x;) < 1 Vk,l>N.

En particular,
d(Xp,Xy) = ||xx —xpn]| < 1 Vk>N.

Entonces, para todo k > N,
Xkl =[xk —%n +Xn || < [[x —Xn | + (XN ]| < T+ [IxN]].

Por tanto,
Xkl < max{||xl,.... [[xy-1ll, 1 +|Ixnll} =M  VkeN.

Luego
{xx: k €N} C Brn (0, M + 1).

Proposicion 3.6.3. Toda sucesion convergente es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea {X;} una sucesion en X C R" que converge a un punto xg € R”, y fijemos
£ > 0. Como {x;} — X, existe N € N tal que

d(xz, Xo) < g Vk>N.

Entonces, para cualesquiera k,/ > N,

d(x, X)) < d(Xp %) + d (X0, X)) < g + g =

Por tanto, {x; } es una sucesion de Cauchy. O

Ejercicio 3.6.4. Probar que el conjunto de términos de una sucesion convergente es cerrado y
acotado.

Proposicion 3.6.5. Toda subsucesion de una sucesion de Cauchy es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea {x; } una sucesion de Cauchy y sea {X,(x)} una subsucesién de {x}, donde
¢ : N — N es una aplicacion estrictamente creciente. Como {xg} es de Cauchy,

Ve>03NeN d(xg,x)) <e Yk, >N.
Y como ¢(k) = k, si k,I = N entonces ¢(k) > Ny ¢(l) = N, luego
d(Xp(k),Xp(1) < & Vk,l>N.
Por tanto, {X,(x)} es una sucesién de Cauchy. o

Proposicion 3.6.6. Si {x;} es una sucesion de Cauchy y alguna subsucesion {X, k) } converge a
un punto Xo € R", entonces {Xy} también converge a Xo.
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Demostracion. Tenemos que demostrar que
Ve>03NeN d(xx,X9) <& Vk>N.

Fijamos € > 0.
Como {x} es sucesion de Cauchy, dado 2¢ > 0 existe N| € N tal que

d(Xg, X)) < 2& Vk,l > Nj.
Y como {X,(x)} — Xo, dado 2& > 0 existe N, € N tal que
d(Xy(k),X0) < 2& Yk > Ns.
Sea N = max{N;, N} y sea k > N. Entonces ¢(k) > k > max{Ny, N,}, y por tanto
d(X,X0) < d(Xk, Xp(k)) + d(Xy(k),X0) < 28 +2& = &.

Luego {xx} — Xo. O

3.7. Completitud

Importancia de la completitud. Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy
converge en €l; es decir, si toda sucesién cuyos términos se van aproximando entre si tiene un limite
dentro del propio espacio.

La nocién de completitud es fundamental en Anélisis y Topologia, ya que muchos métodos
matemadticos (construccién de soluciones de ecuaciones, métodos iterativos, aproximaciones
numéricas, etc.) generan sucesiones de Cauchy. Si el espacio no es completo, dichos procesos
pueden no converger dentro del espacio,

Un ejemplo clésico es el conjunto de los nimeros racionales Q. Existen sucesiones de racionales
que son de Cauchy pero no convergen en Q (por ejemplo, sucesiones que convergen a V2). Esto
muestra que Q no es completo y que resulta insuficiente como marco para ciertos problemas
analiticos.

La completitud no es solo una propiedad técnica, sino una condicién esencial que permite
trabajar con seguridad en procesos de limite, continuidad y convergencia.

Definicién 3.7.1. Se dice que un conjunto X C R” es completo si toda sucesion de Cauchy en X es
convergente en X.

Ejemplo 3.7.2. 1. Q no es completo. La sucesion de aproximaciones decimales de V2 es de
Cauchy, pero no es convergente en Q.

2. R\ Q no es completo. La sucesién de irracionales V5/n converge a 0, que es racional.

3. (0, +o0) no es completo. La sucesion 1/n converge a 0, por tanto es de Cauchy, pero no es
convergente en (0, +o0).

4. R es completo. Lo damos por sabido de Andlisis.
Ejemplo 3.7.3. El conjunto (disco abierto)
D={(x,y) eR*: x*+y* <1}

no es completo.
En efecto, la sucesion

1
Xk:(l—E,O)ED

es una sucesion de Cauchy que converge a (1,0) ¢ D. Por tanto, D no es completo.
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3.8. Completitud del espacio euclidiano.

’Teorema 3.8.1. El espacio euclideo R" es completo.

Demostracion. Consideramos una sucesion de Cauchy {xx } en R”, y vamos a comprobar que existe
a € R" tal que {xx} — a, para lo que utilizaremos el cardcter completo de R.

Escribimos {xx} = {(xk1,...,Xkn)}, y tenemos las sucesiones {xj;} de nimeros reales,
1 <i < n.Porel Lema[3.2.8]se tiene

Ixri = x| < 1%k —x1ll =d(xx,x;)  Vk,leN, Vi=1,...,n, (%)
y por el Teorema[3.2.9]
{xx} ma=(ay,...,an) = {xp;}—>a; Vi=1,...,n. (k%)

Por tanto,
{xx} sucesion de Cauchy = Ve >03IN e N d(xx,x;) <eVk,[>N

y, usando (%),
Ve>03aNeN |xp;i—x;| <eVk, >N, Vi. (*)

Luego, para cada i, la sucesion {xg;} es una sucesion de Cauchy en R. Como R es completo, existe
a; € Rtal que {xx;} — a; para todo i. Finalmente, por (%xx), se deduce que

{xk}:{(xkl,...,xkn)}—>(al,...,an)za. Od

Proposicion 3.8.2. Si X es un subconjunto de R", entonces

X es completo <= X es cerrado en R".

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la caracterizacion (Corolario de un conjunto
cerrado en R"” como aquel que contiene el limite de cada sucesidon convergente de puntos del
conjunto, y de que R” es completo:

Si X ¢ R", entonces

X es cerrado en R" < V {x4} sucesién en X, ({Xx} — xo € R" = x¢ € X)

& V{xx} sucesiénen X, ({xi} convergente = {x;} converge en X) (R" completo)
& V{xx} sucesiénen X, ({xx} sucesién de Cauchy = {x} converge en X)

&= X es completo. O

Nota 3.8.3. Las definiciones de sucesidon de Cauchy y espacio completo son vdlidas para
los espacios métricos. Sin embargo hay espacios métricos que no son completos.
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Continuidad
(8 horas expositivas)

4.1. Aplicaciones continuas

Definicion 4.1.1 (Aplicacién continua en un punto). Sean X ¢ R", Y c R™, f : X — Y una
aplicacion y xg € X. Se dice que f : X — Y es continua en X si

Ve>036>0talquex € X, dpn(X,X0) <6 = dpm(f(x), f(X0)) <e&.
Equivalentemente, si

Ye > 036 > 0tal que f(Bx(x0,6)) € By (f(X0),¢).

Ejemplo. La aplicacién f : R — R definida por
x+1, x>0,
(x) =
! 0, x <0,

no es continua en x = 0.

En efecto, f(0) = 1 y existe € = 1/2 tal que, sea cual sea el § > 0, la imagen del intervalo
(=8, +6) no estd contenida en (1 —¢,1 + €) = (1/2,3/2), ya que los puntos x € (—6,0) van en
f(x)=0.

Nota 4.1.2 (El codominio no es esencial). La continuidad de una aplicaciéon f: X c R" - Y c R™
no depende del codominio de f, con tal de que esté bien definida.

Sienvezde f: X —» Y c R" consideramos la aplicacion

f:X —>R", x — f(x) = f(x),

y Xo € X, se tiene que f es continua en X si y solo si f es continua en X,, ya que, puesto que
f(X)cy,

f(Bx(x0,6)) C By(f(x0),e) & f(Bx(x0,6)) C Brm(f(x0),8).

Si, ademds, f(X) c Z c R™, también tiene sentido considerar la aplicacién
f:X—=2Z,  fi(x=f(x,

35
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y se verifica igualmente que

f es continuaen X) & f escontinuaen Xy < f es continua en X,

ya que
f(Bx(x0,6)) C By(f(x0),8) & f(Bx(x0,6)) C Bz(f(x0).€).

4.2. Continuidad global

Definicién 4.2.1 (Aplicacion globalmente continua). Una aplicacién f: X Cc R" - Y C R™ se
dice continua si f es continua en Xg para todo punto Xg € X.

Ejemplo 4.2.2. Son aplicaciones continuas:
1. Si X ¢ R", la aplicacién identidad en X,

idX: X o X, XI—)idx(X) = X.

2. SiXcY cR" lainclusiéonde X enY,
it XY, X — i(X) = X.
En particular, la inclusiéon de X en R", i: X <— R".

3. Las aplicaciones constantes: si X ¢ R" y Y ¢ R™, para cualquier punto yo € Y, la aplicacién
constante
cte.y,: X =Y, X —> Y.

Proposicion 4.2.3. Sean X cR", Y cR™ Z C R, y consideremos las aplicaciones f: X — Y,
g:Y > Z.Si f es continuaen xg € X y g es continua enyy = f(xg) €Y, entoncesgo f: X > Z
es continua en X.

Demostracion. Tenemos que probar que

Ve>036>0 (go f)(Bx(x0,6)) € Bz((g o f)(X0), €).

Para ello tomamos & > 0. Como g es continua en yo, existe n > 0 tal que

g(By(yo.n)) € Bz(g(y0), €). (%)

Y como f es continua en Xy, existe 6 > 0 tal que

f(BX(XO’é)) C BY(f(XO)’ T]) (**)

Por tanto,
(8.0 ) (Bx(%0.6)) = 8(f (Bx(x0,8)) ) € g(By (f(x0). 1)) € Bz(g(f(x0)), ).

y queda probado que g o f es continua en X. O
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Teorema 4.2.4 (Caracterizacién de la continuidad global). Sea f: X ¢ R" — Y c R"™ una
aplicacion. Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

1. La aplicacion f: X — Y es continua (en todos los puntos).

2. La imagen inversa f~1 (V) de todo abierto V enY es un abierto en X.

3. La imagen inversa f~'(F) de todo cerrado F en'Y es un cerrado en X.

Demostracion. (1)=(2) Sea V un abierto en Y y vamos a comprobar que f~'(V) es abierto en
X, es decir, que todo punto xo € £~ (V) es centro de una bola abierta relativa a X contenida en

(%}

Sixg € f~!(V), entonces f(xg) € V. Como V es abierto en Y, existe £ > 0 tal que
BY (f(Xo), 8) cV.

Por (1), existe 6 > 0 tal que

f(Bx(Xo,5)) C By(f(Xo),S) cV.

Por tanto,
Bx(x0,0) c f(V),

y queda probado que f~!(V) es abierto en X.
(2)=(1) Sea xy € X y dado £ > 0 vamos a comprobar que existe 6 > 0 tal que

f(Bx(x0,6)) C By (f(x0).€).

Tomamos
V = By(f(x0),€),

que es un abierto en Y y satisface f(xo) € V. Por (2), f~1(V) es abierto en X, y como xo € f~1(V),
existe 6 > 0 tal que
Bx(x0.6) € f71(V).

Aplicando f, se obtiene
f(Bx(x0,6)) € f(f'(V)) €V = By(f(x0), ),

y por tanto f es continua en Xg. Como X era arbitrario, f es continua.
(2)e(3) Se sigue de que, paratodo C C Y,

fly\Ne) =x\ 1o,

y de que los subconjuntos cerrados de Y (y de X) son los complementarios de los abiertos en Y (y
en X, respectivamente). O

En la practica usaremos este teorema para comprobar si un subconjunto de R” es abierto
o cerrado.

Nota4.2.5.

Por ejempo, sea U = {(x,y) € R?: 0 < x? < y} el conjunto de puntos de R? por encima del eje
OX y por debajo de la parabola y = x2. Si consideramos las aplicaciones auxiliares

[R2SR O f() =2
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g:R? >R fx) =y—x?

tendremos que
U= f71(0,+00) N g™ (0, +00),

es interseccion de dos abiertos, por ser f, g continuas (daremos por sabido que las funciones
elementales en sus dominios naturales de definicién son continuas).

Corolario 4.2.6. Si f: X CR" Y cR™yg: Y c R" — Z c R son aplicaciones continuas,
entonces la composicion g o f: X — Z también es continua.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Prop. d.2.3] Tabién podemos demostrarla
usando el Teorema anterior: Sea V un abierto en Z. Como g es continua, g~! (V) es un abierto en Y.
Como f es continua, f~!(g~!(V)) es un abierto en X. Pero

(go 'V =g (V)),

luego (go f)~!(V) es un abierto en X. Por la caracterizacién de la continuidad mediante preimégenes
de abiertos, g o f es continua. O

4.3. Continuidad secuencial

Definicion 4.3.1. Sea f: X ¢ R" — Y c R™ una aplicacién. Decimos que f es secuencialmente
continua en X, si la imagen de toda sucesién convergente en X con limite x(y es una sucesién
convergente en Y con limite f(xo),

V {xr} sucesiénen X, ({xx} = x0 = {f(xx)} = f(X0)).

Teorema 4.3.2 (4.8 (Caracterizacion secuencial de la continuidad)). Sea f: X Cc R* - Y Cc R™
una aplicacion y sea xog € X. Entonces, f es continua en X si, y solo si, f es secuencialmente
continua en X.

Demostracion. Supongamos que f: X — Y es continua en Xg. Consideramos una sucesion {xy }
en X que converge a Xo y vamos a comprobar que la sucesion { f(xx)} en Y converge a f(xg). Para
ello tomamos £ > 0 y tenemos que encontrar un nimero natural N tal que, a partir de €l, todos los
términos de la sucesion {f (x)} estdn en By (f(xo), €):

Como f es continua en X, dado € > 0 existe ¢ > 0 tal que

f(Bx(x0,9)) € By(f(x0),8).
Como {xx} € X y {xx} — X, dado 6 > 0O existe N € N tal que
X; € Bx(xq,0) Vk>N.

Por tanto,
f(xx) € f(Bx(x0,6)) € By(f(x0), &) Yk >N,

y se concluye que { f(xx)} — f(xo).
Para probar la implicacién reciproca, supongamos que f no es continua en Xg y vamos a ver
que en ese caso f no es secuencialmente continua en Xg. Usaremos la construccion de sucesiones
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convergentes para obtener una sucesién en X que converge a Xy pero tal que la sucesién de las
imdgenes no converge a f(Xg):
Si f no es continua en X, entonces

Je>0 Vs >0, f(Bx(x0,6)) ¢ By (f(x0),€).
Para cada k € N, tomando §; = %, existe X; € Bx(Xg, dx) tal que
f(xx) & By (f(x0), &), es decir, d(f(xk), f(x0)) =& Vk.
Como x; € Bx(xq, 1/k) para todo k, se tiene {x;} — X, pero

{f(xx)} A f(X0).

Por tanto, f no es secuencialmente continua en X. O

4.4. Componentes
Paracadai = 1,...,n, la proyecciéon i-ésima de R" es la aplicacién
mi: R" > R, X=(x1,...,x,) — mi(X) = x;.
Proposicion 4.4.1. Cada proyeccion nr;: R" — R es una aplicacion continua.

Demostracion. Para probar que cada mr; es continua utilizamos la caracterizacion secuencial de la
continuidad. Sea a = (ay,...,a,) € R" ysea {xx} = {(xk1,...,Xrn)} una sucesiéon en R" que
converge a a. Por el Teorema [3.2.9]

X} 2 a = {xi} — a; Vi=1,...,n.
En particular, para cada i se tiene
{mi(xx)} = {xxi} — a; = 7i(a).
Por tanto, r; es secuencialmente continua en todo punto de R", y en consecuencia, mr; es continua. 0O

Definicion 4.4.2 (Componentes de una aplicacién). Sea f: X ¢ R"” — R™ una aplicacion. Para
cada j =1,...,m, la componente j-ésima de f es la composicion

fi=mjof.

Por tanto,

f®) = ()., fu(x),
ysedenota f = (fi,..., fm)-

Proposicion 4.4.3. Sea f: X c R" — R™ ysea xg € X. Entonces, f es continua en X si, y solo si,
lo es cada una de sus componentes:

f=f,..., fm)escontinuaenxy < fj=mjo fescontinuaenxy Yj=1,...,m.
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Demostracion. = Si f: X ¢ R® — R™ es continua en Xg € X, y dado que cada proyeccién
y q Proy

m;: R™ — Res continua en f(Xo) (Proposicién 4.10), la composicién f; = 7j o f es continua en
Xg paratodo j =1,...,m.

< Supongamos ahora que cada componente f; es continuaenXxy (j = 1,...,m) y vamos a
probar que f es continua en Xo comprobando que es secuencialmente continua.

Sea {x;} una sucesién en X tal que {x;x} — Xo. Como cada f; es continua en Xy, se tiene

q J

{fix)} - fi(xo0) Vj=1,...,m.

Por tanto,

{fx0} = {(AK), -y fn(x))} = (filX0), - - - fin(X0)) = f(X0),

usando el Teorema [3.2.9] Luego f es secuencialmente continua en X, y por consiguiente f es
continua en Xg. O

Corolario 4.4.4. Una aplicacion f = (fi,..., fm): X CR" — R™ es (globalmente) continua si,
y solo si, lo es cada una de sus componentes

fi: X —>R, j=1,...,m.

4.5. Restriccion

Proposicion 4.5.1. Si f: X c R" — Y c R™ es una aplicacion continua y A C X, entonces la
restriccion de f a A,

fla: A—>Y,

también es continua.

Demostracion. Seai: A — X la aplicacién inclusién, que es continua. Como f es continua, la
composicion

fla=foi

es composicién de dos aplicaciones continuas. Por tanto, f|4 es continua. O

Nota 4.5.2. Puede suceder que una aplicaciéon f: X — Y sea tal que su restriccién
fla: A — Y sea continua, para algin subconjunto A de X, pero que f no sea continua en
puntos de A.

Esto ocurre porque la continuidad de la restriccién f|4 solo tiene en cuenta el comportamiento
de f sobre puntos de A, y no cémo se comporta f en puntos de X cercanos a A pero que no
pertenecen a A.

Ejemplo 4.5.3. La funcién

0, six<0,
fiR-R, f(x) = .
1, six>0.

cumple que la restriccion a (—oo, 0] es continua (es constante) pero f no es continua en 0.



Tema 4 41

Esto no puede ocurrir si el punto xg estd en el interior de A. En ese caso, todo punto de X
suficientemente cercano a X pertenece ya a A, y por tanto no hay puntos exteriores a A que puedan
interferir en el comportamiento de la funcién alrededor de xg.

En resumen, el problema descrito anteriormente solo puede aparecer en puntos de A que estdn
en la frontera de A.

Proposicion 4.5.4. Sea f: X Cc R" — Y C R™ una aplicacion. Si U es abierto en X y la restriccion
flu: U — Y es continua, entonces f es continua en todos los puntos de U.

Demostracion. Sea xg € U 'y veamos que f es continua en X, es decir, que
Ve>036>0 f(Bx(x0,6)) C By(f(x0),¢).
Por ser f|y: U — Y continua en X, existe ¢’ > 0 tal que
flu(Bu(x0,6")) € By (f(x0),€).
Como U es abierto en X, existe §”” > 0 tal que
Bx(x0,6”) c U,
y tomando § = min{¢’, 6"’} tenemos

Bx(x9,6) = Brn(Xp,8) N X C Brn(Xp,d) C Brn(X,d’) porqued <&,

Bx(x9,6) C Bx(x0,6”’) cU porque § <6”.

Por tanto, existe 6 > 0 tal que
Bx(x9,6) C Bgrn(x9,6") NU = By (Xp,d’).
Aplicando f, se obtiene
f(Bx(x0,6)) € f(Bu(x0,6")) = flu(Bu(x0,6")) € By (f(x0), &),

(porque f = f|y en By c U)lo que prueba que f es continua en Xg. O

Ejercicio 4.5.5. Consideramos la aplicacién f: X = R> = Y = R dada por

x, sixy >0,

o) = {O, sixy <0.

Estudiar la continuidad de f en todos los puntos del dominio.

SOL: a) Sean
U={(x,y) eR*|xy>0}, V={(x,y) eR*|xy<0}

Estos dos conjuntos son abiertos en R?; un modo de comprobarlo consiste en mostrar que se pueden
escribir como imdgenes inversas de abiertos, en este caso en R, por alguna aplicacion continua. Si
consideramos la aplicacién

h:R*> >R dada por h(x,y) = xy,
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entonces / es continua, y
U={(x,y) €R*| h(x,y) >0} = h™'((0, +o0)),

V={(x,y) e R?| h(x,y) <0} = h™'((~c0,0)).

Ahora, f|y = (711)|y es continua ya que es la restriccién de la proyeccion mr; a U, y puesto que
U es abierto en R?, f es continua en todos los puntos de U por la Prop.

Ademds, f|y es la aplicacién constante 0, luego es continua y, puesto que V es abierto en R?, f
también es continua en todos los puntos de V.

Se concluye que f es continua al menos en cada punto (x, y) € R? tal que xy # 0.

b) Ahora vamos a estudiar la continuidad en los puntos donde xy = 0, por continuidad secuencial.
Fijemos (x¢, yo) € R? con xoyo = 0. Sea {(xx, yx)} una sucesién tal que

{Gks yi)} — (x05 y0)-

Esto significa que {x;} — xo y que {yx} — yo. Ademds sabemos que f(xgyg) = 0.

Discusion: Tenemos dos tipos de puntos: aquellos en los que xxyx > 0, paralos que f (xg, yx) =
Xk, y aquellos en los que xxyx < 0, para los que f(xx, yx) = 0.

Se ve que si hay un nimero infinito de los del primer tipo, hay una subsucesién de imdgenes
{X4(k)} = Xo, por lo que la sucesion { f(xx, yx)}, o bien no converge, o tiene que converger a xo
por el teorema|[3.4.4] Si solo hay un niimero finito, el limite de las imagenes serd el de la subsucesién
{0,0,0,...} — 0.

Por tanto, podemos dar la solucién: sea (xg, yg) con xgyo = 0.

Caso 1: si xg > 0 (por tanto yo = 0) tenemos la sucesién {(xg, 1/k)} — (x0,0), y como
xo(1/k) > 0lasucesion {f (xk, yr) = xx} — x9 # 0 = f(x0,0). La funcién no es continua en ese
punto.

Caso 2: si xg < 0, hacemos el mismo razonamiento con la sucesion (xg, —1/k). La funcién
tampoco es continua en (xg, 0).

Caso 3: si xp = 0, la sucesién de imdgenes estd formada por x;’s o or 0’s y en ambos casos
converge a 0 = f(0, yg). La funcién es continua. Este caso puede hacerse también con la definicion
de continuidad: sea (0, yg), dado & > 0 tenemos que conseguir |f (xx, yx)| < & usando que
|(xk, y&) — (0, y9)| < 6. Tenemos xi + (yx — y0)?) < 62, luego xi < 62, es decir |xi| < § y como
f(xk, y&) = x 60, basta tomar 0 < § < €.

En resumen, la funcién es continua excepto en los puntos de la forma (xg, 0), con xg # 0.
Nota 4.5.6. Para estudiar la continuidad de una funcién definida a trozos, primero
tomamos las restricciones a grandes subdominios abiertos. Después, para los demds
puntos, encontramos una sucesion que falle para la continuidad secuencial, o bien
probamos que es continua,con la continuidad secuencial si es posible, o directamente con
la definicion de continuidad.

4.6. Aplicaciones combinadas

Sean X C R", Y Cc R™, y supongamos que A y B son subconjuntos de X talesque A U B = X.
Seang: A — Yy h: B — Y aplicaciones tales que g|ang = |anp. Entonces esta bien definida la
aplicacién f: X — Y dada por

_)e(x), six €A,
Flx) = {h(x), six € B,
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y se dice que f es la aplicaciéon combinada de g y A.

Proposicion 4.6.1. Sea f: X = AUB Cc R" - Y c R™ la aplicacion combinadade g: A — Y
yh: B—Y,ysupongamos que g y h son continuas. Si A’y B son cerrados en X, entonces f es

continua.

Demostracion. Sea F un cerrado en Y y veamos que su imagen inversa por f es un cerrado en X.
Por definicién de f,

fFUF)={xeX=AUB| f(x) € F}
={xeA|g(x)eF} U {xeB]|h(x)eF}
=g '(F) u h"\(F).

Ahora bien, como g: A — Y y h: B — Y son continuas y F es cerrado en Y, se tiene que
g~ '(F) es cerradoen Ay h™!(F) es cerrado en B. Dado que A y B son cerrados en X, se concluye
que g~'(F) y h~!(F) son cerrados en X.

Por tanto, al ser unién de dos cerrados en X,

fHF) =g (F)UR™ (F)
es un cerrado en X. Luego f es continua. O

Nota 4.6.2. El teorema anterior también seria cierto si A y B fueran abiertos en X, y la demostracién
seria esencialmente la misma, sustituyendo conjuntos cerrados por conjuntos abiertos. Sin embargo,
este caso es menos usual en la prictica.

Ejemplo 4.6.3. (Funcién de Dirichlet) Sea X = R y consideremos los subconjuntos
A=Q B=R\Q,
de modo que A U B = R. Noétese que A N B = (. Definimos
g:A—-R, gx) =0, h: B—>R, h(x)=1.
Ambas aplicaciones g y /& son continuas (son constantes). La funcién combinada

0, sixeQ,

SRR, f(x):{l, six e R\ Q,

no es continua en ningdn punto de R.
Este ejemplo muestra que una aplicacién combinada de funciones continuas puede no ser
continua si los subconjuntos A y B no son cerrados (ni abiertos) en X.

4.7. Continuidad uniforme

Definicion 4.7.1. Una aplicaciéon f: X c R” — Y c R™ es uniformemente continua si

Ve>0,36 >0,x,y € X,dpn(x,y) <6 = drm(f(x),f(y)) <e.

La diferencia con la continuidad usual es que 6 no depende de x. Obviamente toda aplicacién
continua es uniformemente continua.
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Ejercicio 4.7.2. Si f: X — Y es unha aplicacion uniformemente continua y {x;} es una sucesion
de Cauchy, entonces { f(xk)} es unha sucesion de Cauchy.

Ejemplo 4.7.3. Sea X = (0,1) CR, Y =R, y consideremos la aplicacién

f:X—>Y, f(x):)lc.

La funcién f es continua en X.
Sea ahora la sucesion {x;} en X definida por x; = % Esta sucesion es de Cauchy en X (como

sucesion de R), ya que

1
%—>0 en R.

Sin embargo, f(xr) = k, y la sucesion { f(x)} no es de Cauchy en R.

Este ejemplo muestra que una aplicacién continua no tiene por qué enviar sucesiones de
Cauchy en sucesiones de Cauchy; para ello es necesaria una hipdtesis més fuerte, como la
continuidad uniforme.

4.8. Aplicaciones abiertas y cerradas

Definicién 4.8.1 (4.28 (Aplicaciones abiertas y cerradas)). Sea f: X ¢ R" — Y < R una
aplicacion.

= Se dice que f es una aplicacion abierta si

VU abiertoen X = f(U) es abiertoenY.

= Se dice que f es una aplicacion cerrada si

V F cerradoen X = f(F) escerradoen?.

Nota 4.8.2. Silaaplicacién f: X ¢ R" — Y C R es bixectiva, entonces f es abierta si, e solo si,
f es cerrada. Esto es consecuencia de que

F(X\A) =Y\ f(A),VA C X.

para una aplicacion biyectiva.

Ejemplo4.8.3. SeaA c X c R"ei: A < X laaplicacidn inclusién. Si A es abierto en X, entonces
la inclusién i es una aplicacion abierta.

Nota 4.8.4. Si una aplicacién f: X Cc R" — Y c R es continua, entonces la imagen
inversa de cualquier abierto (o cerrado) de Y es un abierto (o cerrado) de X. Sin embargo,
la imagen directa de un abierto o de un cerrado de X mediante una aplicacién continua
puede no ser ni abierta ni cerrada en Y.

Ejemplo 4.8.5. » La aplicacién f: R — R definida por f(x) = x*> es continuay A = (-1, 1)
es abierto en R, pero f(A) = [0, 1) no es abierto en R.

= La aplicacion f: R — R dada por f(x) = e* es continuay B = (—c0, 0] es cerrado en R,
pero f(B) = (0, 1] no es cerrado en R.
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4.9. Homeomorfismos.

Definicion 4.9.1. Sean X c R”,Y c R™. Una aplicacién f: X — Y es un homeomorfismo si es
biyectiva, continua y su inversa f~'1: ¥ — X también es continua.

En otras palabras es una transformacién biunivoca; no “separa” ni “rasga” (por la continuidad,
puntos préximos tienen imdgenes préximas), y tampoco “pega” (la inversa es continua).

Proposicion 4.9.2. Sea f: X — Y una aplicacion biyectiva. Entonces son equivalentes:
1. f es un homeomorfismo.
2. f es continua y abierta.

3. f es continua y cerrada.

Demostracion. (1)=(2) y (3). Si f es un homeomorfismo, entonces fy f -1 son continuas. La
continuidad de f~! implica que la imagen por f de un abierto (resp. cerrado) de X es un abierto
(resp. cerrado) de Y, porque
A =(H7A).

Por tanto, f es continua y abierta, y también continua y cerrada.

(2)=(1). Si f es biyectiva, continua y abierta, entonces para todo abierto U C X se tiene f(U)
abiertoen Y. Como f~!(f(U)) = U, se deduce que f~! es continua. Luego f es un homeomorfismo.

(3)=(1). Si f es biyectiva, continua y cerrada, entonces para todo cerrado F C X se tiene
f(F) cerrado en Y. Como f~'(f(F)) = F, se concluye que f~' es continua. Por tanto, f es un
homeomorfismo. o

Definicion 4.9.3 (4.33 (Espacios homeomorfos)). Si existe un homeomorfismo f: X — Y, se dice
que los espacios topoldgicos X e Y son homeomorfos y se escribe X = Y.

Un “subespacio” de R" es un subconjunto con la topologia relativa.

Proposicion 4.9.4. La relacion = (“ser homeomorfos”) es una relacion de equivalencia en la
familia de todos los subespacios de los espacios euclidianos. Es decir, si X, Y y Z son subespacios
de espacios euclidianos (de cualquier dimension), se verifica:

1. X =X;
2. X=2Y =>Y=X;
3. XzY, Y=27Z =5 X=Z
Demostracion. 1. La aplicacién identidad idy: X — X es un homeomorfismo, luego X = X.

2. Si X =Y, existe un homeomorfismo f: X — Y. Entonces f es biyectiva y su inversa
f~': Y — X es continua, por lo que f~! es también un homeomorfismo. En consecuencia,
Y = X.

3.5i X =2YyY = Z, existen homeomorfismos f: X —» Yy g: Y — Z. La composicién
go f: X — Z es biyectiva y continua, y su inversa viene dada por

(gof) '=fTlog™,

que es continua por ser composicion de aplicaciones continuas. Por tanto, g o f es un
homeomorfismo y se concluye que X = Z. O
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Ejemplo 4.9.5. Todos los intervalos cerrados y acotados de R son homeomorfos entre si.

Como la relacién = es una relacién de equivalencia, basta comprobar que cualquier intervalo
cerrado [a, b] con a < b es homeomorfo al intervalo [0, 1].

Consideremos la aplicacion

f:10,1] - [a,b], f(x) =a+ (b-a)x.

Esta aplicacion es biyectiva y continua. Ademds, su inversa viene dada por

y—a
b-—a’

g:la,b] = [0,1],  g(y) =
que también es continua. Por tanto, f es un homeomorfismo y se tiene
[0,1] = [a, b].

Ejemplo 4.9.6. Todos los intervalos abiertos de nimeros reales son homeomorfos entre si y
homeomorfos a R = (—o0, +0c0).
Para un intervalo (a, , b) tomamos

f:(00,1) = (a,b), f(t)=a+t(b-a)

con inversa

t_
fl @) = O, f 0 =
Ahora, para (-1, 1) en particular, tomamos
X
h.R _1, 1, h = )
= (LD, A =
con inversa
(-1, SR, RNy = —2
1=yl

Para los intervalos abiertos no acotados podemos tomar

F:R — (0,+00), F(x)=¢€"
con inversa el logaritmo neperiano; y finalmente

(=00,0) = (0, +0), x> —x.

Ejercicio 4.9.7. Usando los homeomorfismos anteriores, encuentra un homeomorfismo
explicito (0,2) = (2, +0).

Ejemplo 4.9.8. Todos los intervalos de la forma [a, b), (a, b], [a,+c0) y [—infty, b) son homeo-
morfos entre si.

Ejemplo 4.9.9. Los intervalos (0, 1] y [1, +o0) son homeomorfos, con A(x) = 1/x.

Ejemplo 4.9.10. Son homeomorfismos:
= Para todo v € R", la traslacién (con respecto a v)
T, : R" — R", Tv(x) =X+,

cuyainversaes T, ! = T_y.
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= Para todo A # 0, la homotecia (de razén A)
H;:R" — R", H,(x) = Ax,
cuya inversa es H;l = Hy,.
Ejemplo 4.9.11. Todas las bolas abiertas en R” son homeomorfas entre si y homeomorfas a R".

= La aplicacién
f: Brn(0,1) — Bgn(a,r), f(x) =rx+a,

es un homeomorfismo, cuyo inverso es
~1 1
Fly = -,

= La aplicacién
X

g: Brn(0,1) — R", g(x) = ,
1 — ||

s un hOl’nCOIIlOI'ﬁSIIlO, cuyo inverso es

y
1+ lyll

g ' (y) =
Ejercicio 4.9.12. Todas las bolas cerradas en R" son homeomorfas entre si (en el tema de
“Compacidad” veremos por qué no son homeomorfas a R™).
Ejemplo 4.9.13. R? y el paraboloide

P={(x,y,2) eR | z=x"+)?)
son homeomorfos. En efecto, la aplicacion
fiP—R, (xy,2) = f(xy,2) = (x,y)
es biyectiva. La aplicacion
g R — P, (5,)) =gy = (6,0 +)7)

satisface g o f =idp y f o g = idg2; por tanto, g = f~!. Ademds, tanto f como f~! son continuas
(al serlo sus componentes). Luego f es un homeomorfismo (y también f~!), y por tanto P = R?.

Ejercicio 4.9.14. Sea p = (0,...,0,1) € R™! el polo norte de la esfera S"™. Se define una
aplicacion
llamada proyeccién estereografica, como sigue: si x € S™ \ {p}, entonces h(x) es el punto

de interseccion de la recta determinada por p y x con R" (considerado como el subconjunto
R"™ x {0} ¢ R™*). Construya h'y pruebe que es un homeomorfismo.
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Figura 4.1: Paraboloide

SOL: Identificamos R” con el hiperplano R” x {0} c R**! y escribimos un punto de R"*!
como (x,t), con X € R" y r € R. Entonces

S"={(x,1) e R" xR : ||x|>+* =1}, p=(0,1),

donde o € R" es el vector nulo.
Sea (x,t) € §" \ {p}, es decir, t # 1. La recta que pasa por p y (X,¢) viene dada por

() =p+A((x,1) —p) =(0,1) +A(x,1 = 1) = (Ax, 1+ A(t - 1)).
Su interseccion con R” x {0} se obtiene imponiendo
1
1+/l(l—1)=0 - A:ﬁ

Por tanto,

1
h(x,t) = Ax = I

X.

En consecuencia,

h(x,t) = %x A (x,7) € S"\ {p}.

Cidlculo de la inversa. Sea 'y € R”. Buscamos (x,t) € S" \ {p} tal que

X
=h(x,t) = —.
y=hGxn=1—

Esto equivale a x = (1 — t)y. Como ademds (x,7) € S", debe cumplirse

IXI?+2=1 = |[(1-0Dy|*>+=1.

Resolviendo para ¢ se obtiene

= ”yll2__1 1-t= L
Iyll>+1 Iyll>+1
y por tanto
2y
x=(1-t)y=——7—.
yll* +1
Luego
h—](y) — 2y ||Y||2 -1
IyllZ+ 17 [lyll*> +1
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Biyectividad. Por sustitucion directa se comprueba que para todo (x,7) € §" \ {p} se tiene

h='(h(x,1)) = (x,t), y paratodo y € R" se tiene h(h~'(y)) = y. En consecuencia, / es biyectiva y
h~! es su inversa.

Continuidad. La aplicacién h(x,t) = x/(1 — t) tiene componentes racionales (cocientes de
polinomios) y el denominador 1 — ¢ no se anula en S \ {p}, luego A es continua. De igual modo,
h~'(y) tiene componentes racionales con denominador ||y||> + 1 > 0, luego ~~' es continua.

Conclusion.

Vemos entonces que los puntos de R” con ||y|| < 1 (interior del disco) van en puntos de la
esfera con ¢ < 0 negativo (hemisferio sur); los puntos de médulo 1 van en el ecuador, y lo exteriores
van al hemisferio norte.

Como £ es biyectiva, continua, y su inversa 2~ ! es continua, concluimos que hay un homeomor-
fismo entre S" \ {p} (esfera menos un punto)y R".

Figura 42 PrOyeCCIGH estereogl‘flﬁca tomado de Tom Apostol, Fig. 1.3 in: Mathematical Analysis 1973

Ejercicio 4.9.15. Encuentra las formulas y haz un dibujo para el caso n = 1.

4.10. Propiedades topologicas

La topologia general es el estudio de las propiedades topologicas.

Una propiedad P se dice que es una propiedad topologica si es invariante por homeomor-
fismos; es decir, si se cumple que

X satisface P, X = Y — Y satisface P.

Ejemplo 4.10.1. » Ser finito 'y ser numerable son propiedades topoldgicas, ya que si existe una
aplicacién biyectiva entre dos conjuntos, entonces ambos tienen el mismo cardinal.

= Ser acotado no es una propiedad topoldgica. Por ejemplo,
R=(-1,1),
pero (=1, 1) es acotado y R no es acotado.
= Ser completo no es una propiedad topoldgica. Por ejemplo,
R=(-1,1),

pero R es completo y (=1, 1) no es completo (ya que no es cerrado en R).
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= Ser discreto es una propiedad topoldgica. Es decir, si X = Y y X es discreto, entonces Y
también es discreto. En efecto, si f: X — Y es un homeomorfismo, en particular f es
biyectiva, y todo punto de Y es imagen por f de aun punto de X, que es abierto en X; como
f es abierta, todo punto de Y es abiertoen Y.

En los préximos temas veremos dos propiedades topoldgicas muy importantes: la
“conexién” y la “compacidad”.
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Conexidad (4 horas expositivas)

5.1. Espacios conexos

Intuitivamente, un espacio es conexo si no puede separarse en dos partes disjuntas. Como
siempre es posible tener una particién si tomamos un subconjunto y su complementario, pediremos
que las dos partes sean abiertas e X.

Definicién 5.1.1. Una separacion de un subespacio X C R” es un par (no ordenado) U,V de
subconjuntos de X talesque X =U UV, UNV =0y U,V son abiertos en X. La representaremos
comoU | V.

Figura 5.1: Una separacion no trivial.

Nota 5.1.2. El nombre separacién no es muy afortunado, porque no tiene relacién con las
propiedades de separacion (como ser Haudorfl, etc.) pero se ha consolidado. Deberiamos mejor
decir desconexion.

Ejemplo 5.1.3. Todo espacio admite la separacion trivial formada por X y 0.

Ejemplo 5.1.4. En la Figura[5.1]estd representado el espacio X = A U B donde

A={(x,y) eR*: (x=2)2+y> <1}
B={(x,y) eR?: (x+2)*+y? < 1}

son dos cfculos de radio 1 centrados en (-2, 0) y (2, 0) respectivamente. Se cumple A N B = 0.

La linea vertical de puntos representa los dos abiertos U, V de R" dados por las ecuaciones
x < 0,x > 0, que, al intersecarlos con X, prueban que A, B son abiertos en X.
Por tanto A|B es una separacion no trivial de X.

51



52 Topologia

Definicion 5.1.5. Sea X c R”. Decimos que X es conexo si la tnica separacion que admite es la
separacion trivial.

Proposicién 5.1.6. Un subespacio X C R" es conexo si, y solo si, X y @ son los tinicos subconjuntos
de X que son a la vez abiertos y cerrados en X.

Demostracion. (=) Supongamos que X es conexo y sea U C X un subconjunto que es a la vez
abierto y cerrado en X. Entonces X \ U es también abierto y cerrado en X,y U | X \ U es una
separacién de X. Como, por hipétesis, X es conexo, dicha separacion es trivial, luego U = 0 o
X\U=0,esdecir,U=00U =X.

(&) Supongamos ahora que los tnicos subconjuntos de X que son a la vez abiertos y cerrados
en X son 0y X, yseaU | V una separacion de X. Entonces U y V son abiertos en X y, al ser
complementarios, también son cerrados en X. Por hipétesis, se sigue que U = 0 o U = X, es decir,
la separacion es trivial. Por tanto, X es conexo. O

Nota 5.1.7. En los ejercicios, para probar que un X dado no es conexo, bastard con dar
alguna separacion no trivial. En cambio, para probar que es conexo, partiremos de una
separacion U|V con U # () y deberemos demostrar que U = X.

Ejemplo 5.1.8. 1. 0 es conexo.
2. Para cada x € R", el conjunto unitario {x} es conexo.

3. Todo subconjunto discreto X C R" con mas de un punto no es conexo: si p € X, entonces
{p} | X\ {p} es una separacién no trivial de X. En particular, todo subconjunto finito de R"
con mds de un punto no es conexo; N y Z tampoco son conexos.

4. Q no es conexo: por ejemplo, (—00,2) N Q | (2, +00) N Q es una separacion no trivial de Q.

5. Los tinicos subconjuntos conexos de Q son los conjuntos unitarios. En efecto, si X € Q no es
unitario, existen a, b € X con a < b. Como siempre existe un irracional r € R \ Q tal que
a <r < b, entonces
(mo0,r)NX | (r,+00) N X

es una separacién no trivial de X, y por tanto X no es conexo.

Ejercicio 5.1.9. Un espacio X es conexo siy solo si los tinicos subespacios de X con frontera vacia
son X y 0.

SOL: Si X no es conexo hay un subespacio U # @ que es abierto y cerrado a la vez. Por tanto
FrU=U\IntU=U\U =0.

Reciprocamente, sea U # () un subespacio con frontera vacia, es decir U = IntU. Como
IntU c U c U se sigue que los tres son iguales, y por tanto U es abierto y cerrado a la vez. En
consecuencia X no es conexo, de nuevo por la Prop.[5.1.6]

Teorema 5.1.10. El intervalo cerrado I = [0, 1] es conexo.

Demostracion. Supongamos que U | V es una separacion no trivial de / = [0, 1] ¢ R y lleguemos
a una contradicciéon. Como I = UU V, setiene 1 € U o 1 € V. Sin pérdida de generalidad,
supongamos 1 € V.

Entonces, com V es abierto e 1, existe r > 0 tal que

By(l,ry=(1-r,1+rnlI=0-r,1]CV.
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Por tanto, los complementarios cumplen U C [0, 1 —r]. Como U # 0 y estd acotado superiormente,
existe a = sup U. Ademds, se tiene @ < 1 — r < 1. Observemos también que a > 0, ya que si a = 0,
entonces U = {0}, que no es abierto en [0, 1].

En consecuencia,0 <a < 1ya € I = U U V. Se presentan dos casos:

Caso 1: a € U. Como U es abiertoen [, a > 0, existe € > 0 tal que
Bi(a,e) =(a—¢e,a+¢e) CU.

Pero entonces a + £/2 € Uy a + &€/2 > a, lo cual contradice que a = sup U.

Caso 2: a € V.Como V es abierto en /, a < 1, existe € > 0 tal que
Bi(a,e) =(a—¢g,a+¢e) CV.

Por tanto en (a — &, a) no hay puntos de U. Entonces a — £/2 es una cota superior de U menor que
a, lo que contradice nuevamente que a = sup U.

En ambos casos se obtiene una contradiccién. Por tanto, la separacién U | V de [0, 1] debe ser
trivial, y el intervalo cerrado [0, 1] es conexo. O

Nota 5.1.11. En muchos libros se llama conexion en vez de conexidad a la propiedad de ser conexo.

5.2. Nuevos conjuntos conexos a partir de otros

Lema 5.2.1. Sea X C R" ysea C C X. Si U | V es una separacion de X, entonces
uno)|(Vvn0)

es una separacion de C (la separacion inducida por U | V).

Demostracion. Si U | V es una separacion de X, entonces U y V son abiertosen X, UUV =X y
UnNV =0.Portanto, U N Cy V N C son abiertos en C. Ademais,

(UNC)U(VNC)=(UUV)NC=XNC=C

(UNCO)N(VNC) =UNV)NC=0nC = 0.

Luego (UNC) | (VN C) es una separacion de C. O

Nota 5.2.2. Cuidado: la separacién inducida puede ser trivial aunque la original no lo sea.
Piensa un ejemplo.

Proposicion 5.2.3. Sea {E;}ic; una familia de subconjuntos conexos de R" y sea Ey C R" un
conjunto conexo tal que Eg N E; # O para todo i € I. Entonces el conjunto

X=E0UUEL~

iel

es conexo (ver Fig.[5.2).
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Figura 5.2: Conexos cortados por un conexo.

Demostracion. Vamos a probar que la tinica separacion que admite X es la trivial. Sea U | V una
separacion de X.

Por el lema de separacion inducida, (U N Ep) | (V N Ey) es una separacion de Ey. Como E
es conexo, dicha separacion ha de ser trivial, luego U N Eg = Eg o V N Eg = Ep. Sin pérdida de
generalidad, supongamos U N Ey = Ey. Entonces Ey C U.

Sea ahora i € I. De nuevo por el lema, (U N E;) | (V N E;) es una separacioén de E;. Como E;
es conexo, setiene UNE; = E;oVNE; =E;. PeroEgNE; #0y Ey c U,luego UNE; # 0. Por
tanto, no puede ocurrir U N E; = (, asi que necesariamente U N E; = E;, es decir, E; C U.

Concluimos que Eg Cc Uy E; C U paratodoi € I,y por tanto

X = EOUUEi cU.

iel

Como U cC X, se obtiene U = X y, en consecuencia, V = (). Luego U | V es la separacion trivial y
X es conexo. O

Corolario 5.2.4. Sean A, B C R" subconjuntos conexos. Si AN B # 0, entonces A U B es conexo.

Demostracion. En el teorema anterior tomamos Eg = Ay E; = B. O
Nota 5.2.5. Intenta demostrar directamente el Corolario anterior.

Corolario 5.2.6. Sea {X;}ier una familia de subconjuntos conexos de R" tal que (;c; Xi # 0.
Entonces \ J;c; X;i es conexo.

Demostracion. En el Teoremal[5.2.3|tomemos E; = X; y Eo uno de ellos. m|

Proposicion 5.2.7. Sea C c R" un subconjunto conexo. Si X es un conjunto tal que C C X C C,

entonces X es conexo. En particular, la clausura de un conjunto conexo es conexa.

Demostracion. Consideremos una separacion U | V de X y veamos que ha de ser trivial. Por el
lema de separacion inducida, (U N C) | (V N C) es una separacién de C. Como C es conexo,
dicha separacion es trivial; por tanto, U N C = () o bien V N C = 0. Sin pérdida de generalidad,
supongamos U N C = (. Veremos que entonces U = ().

Si existiera x € U, como U es abierto en X existiria » > 0 tal que Bx(x,r) C U, donde
Bx(x,r) = Bra(x,r) N X. Perox € U ¢ X c C, y por definicién de clausura se cumple que para
todo r > 0,

Brn(x,r) N C # 0.

Como ademads C C X, tenemos

BRn(x,r)ﬂXﬂC:Bx(x,r)ﬂC#(D.
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Y como Bx(x,r) C U, se deduce Bx(x,r) N C c U N C, lo cual implica U N C # @, contradiccidn.
Por tanto, U = 0 y la separacion U | V es trivial. Luego X es conexo.
En particular, tomando X = C se concluye que C es conexo. O

5.3. Conexidad y continuidad

Teorema 5.3.1. Sea X C R™ un subespacio conexoy sea f : X — Y C R™ una aplicacion continua.
Entonces el subconjunto f(X) c R™ es conexo.

Demostracion. Consideremos una separacion U | V de f(X), supongamos por ejemplo que U # 0,
y veamos que es trivial.

Como la continuidad no depende del codominio, la aplicacién f : X — f(X) c Y Cc R™es
continua y, ademads, es sobreyectiva.

Dado que U y V son abiertos en f(X), por continuidad se tiene que f~'(U) y f~!(V) son
abiertos en X. Ademas,

v rtvy = wuv) = rI(F(X) =X,

fnftvy = wnv)= 0 =0.

Por tanto, f~!(U) | f~'(V) es una separacién de X. Como X es conexo, dicha separacién ha de ser
trivial, y como f~!(U) # 0 porser U # 0y f sobre, tiene que ser f~!(V) = 0.

Usando que f : X — f(X) es sobreyectiva, se deduce que V = f(f ‘I(V)) = (. Luego
U | V es la separacion trivial de f(X), y por tanto f(X) es conexo. O

Proposicion 5.3.2. La conexidad es una propiedad topolégica.

Demostracion. Sean X C R™y Y c R", y supongamos que X es conexo y que X = Y, es decir, que
existe un homeomorfismo f : X — Y. Como f es un homeomorfismo, en particular es continua y
sobreyectiva. Por tanto, Y = f(X) es conexo por el teorema anterior. O

Corolario 5.3.3. Todo intervalo cerrado [a, b], cona,b € Ry a < b, es conexo.

Demostracion. El intervalo [0, 1] es conexo. Como [0, 1] = [a, b] son homeomorfos, al ser la
conexidad una propiedad topoldgica, se sigue que [a, b] es conexo. O

Definicion 5.3.4. Sean a,b € R". El segmento de extremos a y b es el conjunto (notacién vectorial),
Lla,b]={a+t(b—a):t € [0,1]}.
Nota 5.3.5. Nétese que si a = b, el segmento es un punto.
Corolario 5.3.6. L[a,b] es conexo.
Demostracion. Basta ver que L[a, b] es la imagen de la aplicacién continua
f:[0,1] = R", t— a+1t(b-a).

Como [0, 1] es conexo se sigue el resultado. O
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5.4. Componentes conexas

Proposicion 5.4.1. Sea X C R". Entonces

X es conexo <= Vx,y € X,3C C X conexo tal que x,y € C.

Demostracion. (=) Es inmediato: si X es conexo, basta tomar C = X.

(&) Probamos el contrarreciproco. Supongamos que X no es conexo. Entonces existe una
separacion no trivial U | V de X, es decir, U | V es una separaciéon de X con U # 0y V # 0.
Tomamosx e Uey e V.

Veamos que no puede existir un subconjunto conexo C C X tal que x,y € C. En efecto, por el
lema anterior,

uno)|(Vn0)

es una separacién de C. Ademds,comox e UNCey e VNC,setieneUNC#0yVnC 0,
luego dicha separacién es no trivial. Por tanto, C no es conexo. O

Nota5.4.2. El contrarreciproco de unaimplicacion P = Q esnoQ = noP. Esequivalente
a la implicacidn original porque expresan la misma relacion légica: si P ocurriera y Q
no, se produciria una contradiccién con P = Q; por tanto, la negacion de Q fuerza la
negacion de P. Esta equivalencia justifica que, cuando resulta mds comodo, se demuestre
el contrarreciproco en lugar de la implicacién directa. Demostrar el contrarreciproco puede
resultar mds cdmodo porque permite trabajar directamente con una situacion concreta de
fallo de la conclusion.

De acuerdo con la proposicién anterior, definimos en X la siguiente relacion: dados x, y € X,
decimos que

X~y &= existe un subconjunto conexo C C X tal que x,y € C.

Esta relacién es de equivalencia. En efecto:
= Esreflexiva, ya que {x} es conexo y contiene a x.
= Es simétrica por la propia definicion.

= Estransitiva:six,y € C1 ey, z € Cp, con Cy, C; conexos, entonces C; U C; es conexo (porque
z€ CyNCy) # 0)y contiene a x, z.

Las clases de equivalencia asociadas a esta relacion se llaman componentes conexas de X.

Proposicion 5.4.3. Cada componente conexa de X es un subconjunto conexo maximal de X; es
decir, siC C F c X y F es conexo, entonces C = F.

Demostracion. Sea C una componente conexa de X y supongamos que C C F' C X, donde F es un
subconjunto conexo. Como C # 0, se tiene también F' # (.

Fijemos x € C. Sea y € F. Dado que F es conexo y contiene a x e y, por la Proposicién 5.4.1 x
e y pertenecen a la misma componente conexa de X. En particular, y € C.

Como y era arbitrario en F, se deduce que F C C. Por tanto, concluimos que F' = C. O

Proposicion 5.4.4. Sea X C R" un subespacio. Toda componente conexa de X es un subconjunto
cerrado de X.
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Demostracion. Sea C una componente conexa de X. Por la Prop.[5.2.7|(la clausura de un conexo es
conexa), C es conexo. Como C, es un conexo maximal y C c C, se deduce C = C, es decir C es
cerrado en X. O

5.5. Conexidad del espacio euclidiano

’Proposicio’n 5.5.1. El espacio euclideo R" es conexo.

Demostracion. Sean x,y € R™). Ambos puntos pertenecen al segmento L(X,y) de extremos X e y,
que es conexo. Por la Proposicién[5.4.1] se concluye que R” es conexo. i

Definicion 5.5.2. En la recta real R, un intervalo generalizado es un conjunto J C R que cumple

x,yeJ,x<y=[x,y] CJ.

Proposicion 5.5.3. Los subconjuntos conexos de R son exactamente los intervalos generalizados.

Demostracion. Sea J C R un intervalo generalizado. Dados x,y € J se tiene [x,y] C J por
derfinicion de intervalo generalizado. Como [x, y] es conexo, por la Prop. se deduce que J es
CONexo.

Reciprocamente, supongamos que J C R es conexo y que no es un intervalo generalizado.
Entonces existen x, y € J con x < y tales que [x, y] ¢ J. En particular, existe z € Rconx <z <y
yzélJ.

Consideremos entonces

(=00,2) NJ | (z,40) N J.

Ambos conjuntos son abiertos en J, disjuntos, no vacios (pues contienen a x e y, respectivamente) y
su unién es J. Por tanto, constituyen una separacién no trivial de J, lo cual contradice que J sea
Conexo.

Esta contradiccion prueba que todo subconjunto conexo de R es un intervalo generalizado. O

Proposicion 5.5.4. Los intervalos generalizados, son exactamente los subconjuntos de R de una de
las siguientes formas:

07 {Cl}, (Cl, b)? [(l,b), (Cl,b], [a’bL (Cl, +OO)’ (_OO’ b)’ [Cl, +OO), (_Oo7b]’ (_00’ +OO) =R.

Demostracion. Observemos en primer lugar que todos los conjuntos enumerados cumplen la
Definicién[5.5.2]y por tanto son intervalos generalizados.
Reciprocamente, sea J C R un intervalo generalizado, es decir, un subconjunto conexo de R.
Definimos
a =1infJ (cona = —co siJ no estd acotado inferiormente),

b =supJ (conb = +oosiJ no estd acotado superiormente).

Supondremos las convenciones habituales: si a = b, entonces (a,b) = [a,b) = (a,b] =0y
[a,b] = {a}; ademas, un corchete junto a —co 0 +oo Se interpreta como un paréntesis.
Veamos que
(a,b) c J C [a,b].

Seat € (a,b). Entonces a < t < b. Por la definicién de a = inf J, existe x € J tal que x < t;
analogamente, por la definicion de b = sup J, existe y € J tal que ¢ < y. Como J es conexo y x < y,



58 Topologia

por la propiedad caracteristica de los intervalos generalizados se tiene [x, y] C J, y en particular
t € J. Esto prueba que (a, b) C J.

La inclusion J C [a, b] es inmediata por la definicion de a y b. Por tanto, J es uno de los
conjuntos de la lista anterior. O

5.6. Teorema de Bolzano

Teorema 5.6.1 (Teorema de los valores intermedios). Sea X un subconjunto conexo de R" y
f : X — Runa aplicacion continua. Sean a,b € X, y € R tales que f(a) <y < f(b). Entonces
existe X € X tal que f(X) = y.

Demostracion. Dado que X es conexo y f es continua, f(X) es un subconjunto conexo de R; por
tanto, es un intervalo generalizado J. Como f(a), f(b) € f(X),

fla)<y<fb) = yel[f(a),fb)]c]=/[f(X).
Por consiguiente, existe x € X tal que f(x) = y. O

Ejercicio 5.6.2. Prueba que si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y los signos
de f(a)y f(b) son opuestos (es decir, f(a) - f(b) < 0), entonces existe al menos un punto ¢ dentro
del intervalo (a, b) tal que f(c) = 0.

5.7. Productos

Teorema 5.7.1. Si X c R" yY c R™ son conjuntos conexos, entonces su producto cartesiano
X XY c R™"™ es conexo.

Demostracion. Sean (a,b), (p,q) € X XY dos puntos. Vamos a ver que ambos puntos pertenecen
a un mismo subconjunto conexo C C X X Y; entonces bastard aplicar la Proposicién [5.4.1] (ver

Figura[5.3).

prxY

(b, q)

Br] K (b}

Figura 5.3:

Fijado b € Y, la aplicacién f : X — X XY, x+ (x,b) es continua. Como X es conexo,
se deduce que

f(X) =X x{b}
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es un subconjunto conexo de X X Y.
Fijado p € X, la aplicacién g : ¥ — X XY, y+— (p,y) es continua. Como Y es conexo, se
deduce que

g(Y) ={p} xY

es un subconjunto conexo de X X Y.
La interseccién de estos dos conjuntos no es vacia, pues

(p,b) € (X x{b}) N ({p} xY).
Por el corolario de la unién de conexos con interseccién no vacia,
C=(Xx{bhu(p}xY)

es conexo. Ademds, (a,b) €e X x{b} c Cy (p,q) € {p} xY cC.
Por tanto, dados cualesquiera (a, b), (p, q) € X X Y, existe un subconjunto conexo C de X XY
que los contiene; por la Proposicién[5.4.1] X x Y es conexo. i

5.8. Conexidad por caminos

Definicion 5.8.1. Sea X c R". Un camino en X es una aplicacién continua

a:1=[0,1] — X.

Sia(0) =xya(l) =y, se dice que & es un camino en X que une X con y.

El camino inverso de « es la aplicaciéon @: I — X definida por @(¢) = a(1—1), que es continua
por ser composicion de aplicaciones continuas:

telr—1-telr— a(l-1)eX.

Ademids, @(0) = a(1) =yya(l) = a(0) =x.
Dados caminos @, 8: I — X con @(0) = x, a(1) =y = B(0) y B(1) = z, el camino producto
de @ y B es la aplicacién @ * 5 : [ — X definida por

a(2t), 0<r<

(axB)1) = {,B(Zt— D, i<t<

Esta aplicacion estd bien definida y es continua, por ser la aplicacién combinada de dos aplicaciones
continuas definidas en cerrados de [0, 1]. Ademas, (@ x8)(0) = @(0) = xy (axB)(1) = B(1) =z,

Proposicion 5.8.2. Larelacion “estar conectados por caminos en X ” es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Definimos X ~y &= Ja : [ — X continua tal que @(0) = xy a(l) =y.

Reflexiva. Para todo x € X, la aplicacion « : I — X dada por ¢t +— «(t) = x es continua (camino
constante) y verifica ¢(0) = x = (1), luego x ~ x.

Simétrica. Sean X,y € X tales que x ~ y. Existe un caminoa: I — X con ¢(0) =xy a(l) =y.
Tomado el camino inverso @ tenemos y ~ X.

Transitiva. Sean X, y,z € X tales que X ~ yy y ~ z. Por tanto existen caminos & conectando x e
Y, Y B conectando y y z. Si tomamos el camino producto @ % § tendremos x ~ Zz. O
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Las clases de equivalencia de esta relacion se llaman componentes conexas por caminos.

Definicion 5.8.3 (Conjunto conexo por caminos). Se dice que un subconjunto X de R" es conexo
por caminos si, para cada par de puntos X,y € X, existe un camino en X que une x e 'y.

Ejemplo 5.8.4. Cualquier intervalo generalizado J C R es conexo por caminos.
En efecto, sean X,y € J. Vamos a ver que existe un camino que une X e y. Lla aplicacién
a:1=1[0,1] - J c R definida por

a(t) =x+1(y - x),

es continua y verifica a(I) = [x,y] C J, puesto que J es un intervalo generalizado. Ademas,
a(0) =xy a(l) =y. Luego J es conexo por caminos.

Nota 5.8.5. Sea X C R™. El conjunto X es conexo por caminos si, y solo si, existe una tnica clase
de equivalencia para la relacién “estar conectados por caminos en X,

Asi, fijado un punto xg € X, el conjunto X es conexo por caminos si, y solo si, para cada punto
X € X existe un camino en X que une Xg € X.

Proposicion 5.8.6. Si f : X c R" - Y c R™ es una aplicacion continua y X es un conjunto
conexo por caminos, entonces el subconjunto f(X) de R™ es conexo por caminos.

Demostracion. Seanyy,y; € f(X) y veamos que existe un camino en f(X) C ¥ c R™ que une yq
yyi

Sean x, x; € X tales que yo = f(X0) y ¥1 = f(x1). Como X es conexo por caminos, existe un
camino @ : I — X con a(0) = xg y a(1) = x;. La composicién

foa:I— f(X)cYcR"

es una aplicacién continua, por ser composicién de aplicaciones continuas, y tiene imagen contenida
en f(X); por tanto, es un camino en f(X) (el codominio no es esencial para la continuidad).
Ademas,

(fea)(0) = f(x0) =yo.  (fea)(]) = f(x1) =y

Por lo tanto, f(X) es conexo por caminos. O

Ejemplo 5.8.7. Cualquier bola (abierta o cerrada) en R" es un conjunto conexo por caminos.

Lo vemos en el caso de las bolas abiertas (y de la misma manera se hace para las bolas cerradas).
Dado que la conexién por caminos es una propiedad topoldgica y todas las bolas abiertas son
homeomorfas entre si, basta ver que la bola abierta B = B~ (0, 1) es conexa por caminos.

Como la relacién “estar conectados por caminos’ es de equivalencia, basta ver que 0 ~ x para
cada x € B, es decir, basta comprobar que existe un camino en B que une 0 y x. En efecto, fijado
X = (x1,...,Xx,) € B, se define

a:[0,1] - B CcR", t—at) =x = (tx1,...,tx,).
Esta aplicacién estd bien definida, ya que toma valores en B, puesto que si 0 < ¢ < 1, entonces
Ixl <1 = fle@Il = llex]| =[] Ix]| < 1, lt] < 1.

Ademis, a es continua (lo es cada componente t € [0,1] — tx; € R), y une 0 y x, ya que
a(0)=0-x=0ya(l)=1-x=x.
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Teorema 5.8.8. Todo conjunto conexo por caminos es conexo.

Demostracion. Supongamos que X es un subconjunto conexo por caminos de R". De acuerdo con
una proposicién anterior (Prop. [5.4.T)), para ver que X es conexo basta comprobar que dados dos
puntos cualesquiera, los dos pertenecen a algin subconjunto conexo C de X.

Sean x,y € X. Como X es conexo por caminos, existe un camino «: I — X tal que a(0) = xy
a(l) =y.

El intervalo I = [0, 1] es conexo y la aplicacién @: I — X es continua, luego C = a([)
es un conjunto conexo. Si denotamos C = «a([), entonces C C X es conexo y x = a(0) € C,
y=a(l) e C.

Por lo tanto, X es conexo. m|

Ejemplo5.8.9. Vamos a estudiar un subconjunto de R? que es conexo pero no conexo por caminos.

Consideremos el conjunto

X =

L {3} % [0,1]) U ([0,1] x {0}) U {(0, 1)}

neN

con la topologia subespacio de R?.
La parte con las puas sobre 1/n y el tramo horizontal suele llamarse de broma “el peine del
topSlogo”, y el punto p = (0, 1) es un “piojo” (ver Fig.[5.4).

Figura 5.4: El peine del topdlogo, con piojo

Conexidad. Cada uno de los subconjuntos

E, = {l} x [0, 1],
n

es conexo (de hecho conexo por caminos). Ademds, todos ellos intersecan al segmento horizontal
Eo = [0, 1] x {0}, que es conexo. Por tanto, el peine Eg U E; U E, U - - - es conexo, por la Prop.
[5.2.3] Se deduce que X es conexo, pues el piojo p estd en la adherencia del anterior (Prop.[5.2.7).
No conexién por caminos.[]
Veamos que no existe ningin camino en X que una el punto p = (0,1) con el origen
o = (0,0) € Ey. Supongamos por contradicciéon que existe un camino

a: [0,1] » X

I'Las secciones marcadas con asterisco no son materia de examen
ILas secciones marcadas con asterisco no son materia de examen
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tal que a(0) = (0, 1) y (1) = (0,0) = 0. Consideremos el conjunto a~!(p) c I. Desde luego es
cerrado, porque a es continua y {p} es cerrado en R?. Ademds es no vacio porque 0 € o~ (0).

Veamos que también es abierto. Fijemos un entorno V en R? alrededor de p, que no corte al eje
OX, por ejemplo V = B(p, 1/2) (Fig.. Seat € a”!(p) c @~ !(V). Entonces, como a~! (V) es
abierto en I = [0, 1], hay un abierto bdsico U tal que t € U € a~'(V). Vamos a probar después en
(%) que a(U) = {p},conloquet € U c a ' (p). Esto prueba que &~ (p) es abierto en I, pues
todos sus puntos son interiores.

Pero 1 es conexo, por lo que un subconjunto no vacio a~!(p) que es abierto y cerrado a la vez
tiene que ser el espacio total, @~!(p) = I. Entonces a seria un camino constante, lo que es una
contradiccidn, pues a(1) = 0 # p.

(%) Veamos la comprobacion que falta (es decir, que a(U) = {p}): el abierto basico U es
conexo (pues es del tipo (a, b), o bien [0, b) o bien (a, 1]). Entonces a(U) es conexo. Si contiene
algin punto distinto de p, tiene que ser de la forma (1/n, y) para algin 0 < y < 1, n € N. Tomando

r € R tal que
1 1

y como «(U) no corta al eje, los conjuntos
(=00, r) XR, (r,+00) xR

nos dardn una separacion no trivial de @(U), lo que es imposible (de manera intuitiva, no se puede
pasar del piojo a las puas sin dar un salto).

Figura 5.5:

Por tanto, no existe el camino @ y X no es conexo por caminos.
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Compacidad (4 horas expositivas)

6.1. Recubrimientos

Definicion 6.1.1. Sea X c R". Un recubrimiento abierto de X es una familia U de conjuntos
abiertos de X tal que
x=|]Ju.

UelU

Si U’ c U es una subfamilia y U’ es un recubrimiento de X, es decir,

se dice que U’ es un subrecubrimiento de U.
Un subrecubrimiento U’ de X se dice que es un subrecubrimiento finito si U’ es una familia
finita de conjuntos.

Nota 6.1.2. Se puede escribir X = | J U. Si la familia U = {U; };c s tiene un conjunto de indices 7,
también solemos escribir
x=|Ju.

iel
El conjunto de indices puede ser finito, numerable o completamente arbitrario.

Ejemplo 6.1.3. 1. Un recubrimiento abierto de R es, por ejemplo, U = {(n — 1,n+ 1)} ez, ya
que todos los conjuntos son abiertos en R y

R = U(n—l,n+1).

nez

2. Un recubrimiento de R? que no es abierto es 'V = {B((m,n),1) }(m,n)ezxz, donde
B((m,n), 1) denota la bola cerrada de centro (m, n) y radio 1. Se tiene

B =) B((mn).1).

(m,n)€z?
pero ninguno de los conjuntos es abierto en R.

3. Un recubrimiento finito de R es W = {(—0, 0], (0, +0)}, ya que R = (—c0, 0] U (0, +00).
Pero no es un recubrimiento abierto, ya que uno de los elementos de la familia no es abierto.

63
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Nota 6.1.4. Un conjunto es una coleccion de elementos, que a su vez pueden ser conjuntos.
No se permiten repeticiones. Por ejemplo,

{(-=n,+n) c R: n € N}

es un conjunto de intervalos.
Una familia es una aplicacion que asigna a cada indice i € 7 un conjunto J;; de este modo
puede haber repeticiones. Por ejemplo,

ﬂ = {Jn}nEN,

donde Jox = [0, 1] y Jok+1 = [2,3]. Es una familia indexada por 7 = N.
Para la unién de una familia, lo que cuenta es el conjunto subyacente, que en este caso
solo tiene dos elementos.

6.2. Conjuntos compactos

Definicion 6.2.1. Un conjunto X C R” se dice que es compacto si todo recubrimiento abierto de X
admite un subrecubrimiento finito.

Nota 6.2.2. La propiedad que define a un conjunto compacto suele llamarse propiedad de Heine—
Borel, y es un concepto dificil de aprehender.

La compacidad es ua propiedad intrinseca de X, por eso no se dice “compacto en”. Esto quiere
decir que si X es subespacio de un R”, aparecerd como compacto aunque usemos abiertos del
espacio ambiente. Fijate que debemos cambiar ligeramente la nocién de recubrimiento.

Definicion 6.2.3 (Recubrimiento por abiertos del ambiente). Sea X c R". Un recubrimiento de X
por abiertos de R™ es una familia V' de conjuntos abiertos de R" tal que

Xch.

(un contenido en vez de una igualdad).
SiV'cVestalque X C Jyeqr V, se dice que V'’ es un subrecubrimiento de V.

Proposicion 6.2.4. Sea X C R". Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. X es compacto;

2. Para todo recubrimiento V de X por abiertos de R" existe un subrecubrimiento finito, es
decir, un niimero finito de conjuntos Vy, ...,V € V tales que X C Vi U --- U V,,.

Este resultado suele ser muy ttil para hacer ejercicios.

Demostracion. (1)=(2)
Suponemos (1) y consideramos un recubrimiento V de X por abiertos en R”. Entonces

xclJv. =x=(Jwnox=Jwvox=Ju
VeV VeV VeV Uel

donde llamamos U = {U c X: U =V N X,V € V}, que es un recubrimiento abierto de X. Por
compacidad, existen Uy, ...,U,, € U talesque X =U, U---UU, C Vi U---UYV,,. Por tanto
se cumple (2).
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(2)=(1) Suponemos que se cumple (2) y consideramos un recubrimiento abierto U de X,
X = Uyeq U. Como U abierto en X, existe V abiertoen R” conU =V N X.

Entonces V = {V c X: VN X =U € U} es un recubrimiento de X por abiertos en R", es
decir, X € [Jyeq V y podemos aplicar (2); por tanto

X=WViUu---uV,)NX=WVinX)U---U(VunNX)=UjU---UUp,

dondeU; =V,NnXeU,Ni=1,...,m. O

Ejemplo 6.2.5. El vacio es compacto. En efecto, aunque hay familias no vacias que recubren al vacio,
estan formadas solo por el vacio (tinico abierto). Por ejemplo U = {0, 0, ... } es un recubrimiento
abierto de (). Podemos quedarnos con el subrecubrimiento finito {@} (un elemento).

Ejemplo 6.2.6. Todo subconjunto finito X de R" es compacto.
Si X = 0, estd visto. Si X # 0, supongamos que X = {xj,...,x,} Yy sea V un recubrimiento
de X por abiertos de R". Entonces, cada x; estd en algin V; € V,y

X={xt,....xm}={x1}U---U{xp} CcVIU---UV,.

Ejemplo 6.2.77. Un subconjunto discreto de R" es compacto si y solo si es finito. Si X es discreto,
entonces

U ={{x} | x e X}

es un recubrimiento abierto de X, ya que

x =[x

xeX

Si X fuese compacto, existirian
{1}, {xmb e talesque X ={x1}U---U{xm}={x1,...,xm}s

lo cual implica que X es finito. Es decir, todo subconjunto compacto discreto de R” es necesariamente
finito. Por ejemplo, N y Z no son compactos.

Ejemplo 6.2.8. El intervalo abierto X = (0, 1) de R no es compacto. En efecto, de la propiedad
arquimediana de R se sigue que
on=J (&1).

neN,n>2
asi que

(L{:{(%,l) |neN\{1}}

es un recubrimiento abierto de X. Si existiese un subrecubrimiento finito

ﬂ/={(nli,1)|i:1,...,m},

entonces
(L 1)u---u(L 1) :(ﬁ,l) £(0,1), N =max{n,...,nn).
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6.3. Compacidad y continuidad

Teorema 6.3.1. Sea X C R™ un subconjunto compactoy sea f: X C R* — Y C R"™ una aplicacion

continua. Entonces la imagen f(X) c R™ es compacto.

Demostracion. Como el codominio no es esencial para la continuidad, podemos suponer que
f: X — f(X) es continua y sobreyectiva.
Sea U un recubrimiento abierto de f(X), es decir, U es una familia de conjuntos abiertos de
f(X) tal que
fxo=Ju.

UelU

Debemos ver que U admite un subrecubrimiento finito.
Para cada U € U, el conjunto f~!(U) es abierto en X, pues U es abierto en f(X)y f es
continua. Ademads,

x=rrexn = rw,

UelU

de modo que {f~'(U) | U € U} es un recubrimiento abierto de X.
Como X es compacto, existen Uy, . .., Uy € U tales que

X=f"Upu---ufU.
Aplicando f y usando que f(f~1(U;)) c U;, se obtiene
f(X)ycUU---UUy.
Por tanto, U admite un subrecubrimiento finito, y f(X) es compacto. m]

Corolario 6.3.2. La compacidad es una propiedad topologica.

Teorema 6.3.3. El intervalo cerrado I = [0, 1] es compacto.

Demostracion. Sea U un recubrimiento abierto del intervalo cerrado I = [0, 1], es decir,
1= Jvu

y debemos ver que [ estd contenido en una unién finita de miembros de U.
Para esto, consideramos el conjunto

E = {x € I'| [0,x] estd contenido en una unidn finita de miembros de U},

y debemos ver que 1 € E, es decir, que E = [. Para ello probaremos que E es un conjunto no vacio
que es abierto y cerrado en [; puesto que / es conexo serd E = I.
En primer lugar, E es no vacio, ya que 0 € E porque

0el—=—3dUeU|0eU = [0,0] CcU.
De hecho 0 estd en el interior de E porque

0eU=3Ir>0|B;(0,r)=[0,r) cU= [0,x] cU Vx€[0,r) = [0,r) CE.
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E es abierto en /: Probemos que todos sus puntos son interiores. Sea x € E. Si x = 0, hemos
visto que es interior; si x = 1 seria £ = I, abierto en /; finalmente, si 0 < x < 1 tenemos

xeECclI=3UyeU|xeUy= 3Fr>0|B;(x,r)=(x—r,x+r) Cc U

Ademads, porserx € E,3Uy,..., U, € Utalque [0,x] c U U---U Up,.
Juntando ambas cosas,

[0,y]cUU---UU,, UUy, VyeBj(x,r),

Se sigue que By(x,r) C E.

E es cerrado en I: Probaremos que el complementario es abierto. Si x € I \ E C I entonces
AV € U tal que x € Vy (U es recubrimiento), luego 3 s > 0 con By(x,s) = (x —s,x+s) NI C V.
(pues Vj es abierto en I). Pero entonces By(x,s) C I\ E, ya que si existiese y € B;(x,s) N E ,
entonces

avy,...,V, €U talesque [0,y]cViU---UV,,

y como x € Vj se tendria
[0,x] cViU---UV, UV,

lo que implica x € E, contradiccion. O

Corolario 6.3.4. Cualquier intervalo cerrado |a,b] (a,b € R, a < b) es compacto (por ser
homeomorfo a [0, 1]. Veremos que éste es compacto en la siguiente seccion.

6.4. Propiedades

’Proposicio’n 6.4.1. Todo subconjunto compacto de R" es acotado.

Demostracion. Sea X C R"™. Se tiene X C R" = [J,n B(0, k) ya que, como consecuencia de la
propiedad arquimediana de R:

xeR"= ||x|| >0 = FJk e N, ||x|| < k = x € B(0, k).
Si X es compacto, habrd un subrecubrimiento finito,
X c B(o,k;) U B(0,k,;) = B(o,m)
conm = max{ky,....k,}. Por tanto X es acotado. m|

Ejemplo 6.4.2. R no es compacto.

Lema 6.4.3. Sea X Cc R" compacto, y seay € R", y ¢ X. Existen abiertos U,V C R" tales que
XcUyeV,UnV=0.

Demostracion. Para cadax € X, como R" es Hausdorff y x # y, existen abiertos Uy, Vx C R" tales
que
x € Uy, y € Vg, Uy NV = 0.

(Recordemos que basta tomar Uy = B(x,r/2),V = B(y,r/2) conr = d(X,y)).
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La familia {Uy }xex €s un recubrimiento de X por abiertos de R”. Como X es compacto, admite
un subrecubrimiento finito: existen Xy, ..., X, € X tales que

X CUgU---UU,.

Definimos
U:=Ux, U---UUy,, V=V NNV, .

Entonces X c Uey € V. Ademds U NV = (. En efecto,

m m m
vav=(Ju)nv={Jw,nv) cJwwnn,) =o0.
i=1 i=1 i=1
Luego existen abiertos disjuntos U,V c R" talesque X c Uey e V. O

Proposicion 6.4.4. Todo subconjunto compacto de R" es cerrado en R".

Demostracion. Por lo anterior, para todo y € R™ \ X existe un abierto Vcony € V ¢ R" \ X. En
particular, existe » > O tal que B(y,r) Cc V ¢ R" \ X. Esto prueba que R” \ X es abierto en R”, es
decir, que X es cerrado en R". O

6.5. Productos

Proposicion 6.5.1. 1. Six e R", y € R", entonces

B (xi)xB ( L)cB (%, y).7)
R 9\/5 Rmyvﬁ Rn+m YY), .

2. Si W es un abierto en R"*™ y (x,y) € W, entonces existe un abierto U en R" y un abierto V
en R™ tales que
(x,y) eUxVcW.

Ejercicio 6.5.2. Demuestra la prop. anterior.

Lema 6.5.3 (Lema del tubo). Sean xy € R", Y C R™, Y compacto. Sea N un abierto en R™"™ tal
que {Xo} XY C N. Entonces existe un abierto W en R" que contiene a X tal que

{Xx}xYCcWxY CN.

Demostracion. (ver Fig.[6.1). Para caday € Y, como (Xo,y) € N y N es abierto, existen abiertos
Uy c R"y Vy C R™ tales que
(X0,y) € Uy xVy CN.
La familia {Vy }yey es un recubrimiento de Y por abiertos de R”. Como Y es compacto, existen
Yi,...,¥x €Y tales que
YCcVy, U---UVy.

Si definimos
W=Uy, N---NUy,,

entonces W es un abierto de R" y xo € W. Ademds,

{Xo} XY CWXY CWX (Vy, U---UVy,)
=(WxVy)U---UWxVy,)C Uy xVy)U---U(Uy, xVy,) CN. o
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Figura 6.1: Lema del tubo tomada de https://gurunanakcollege.edu.in

Teorema 6.5.4. El producto cartesiano de conjuntos compactos es un conjunto compacto. Es decir,

si X C R"eY c R™ son conjuntos compactos, entonces X X Y es un subconjunto compacto de
Rn+m‘

Demostracion. Sea ‘W un recubrimiento de X X Y por abiertos de R™*".
Dado x € X, se tiene que {x} x Y = Y. Por tanto, {x} X Y c R"" es compacto. Como W
recubre X X Y, también recubre {x} x Y. Por ello, existe una subfamilia finita

Wx,l’- . -an,lx ew

tal que
{X} XY CcWx1U---UWy, =: Wy

El conjunto Wy es un abierto de R™*™ que contiene a {x} X Y. Por el lema del tubo, existe un
abierto Uy C R” tal que
xeUy y {x}XY cUxxY cW.

La familia {Ux }xex €s un recubrimiento de X por abiertos de R”. Como X es compacto, existen
puntos X, ..., X, € X tales que
X cUx U---UUy

Por tanto,
XXY C(Uxg, XY)U---U(Ux, xY) C Wy, U---UWy, .

Cada Wy, es unién finita de elementos de ‘W. En consecuencia, ‘W admite un subrecubrimiento

finito de X X Y. Luego X X Y es compacto. O
Corolario 6.5.5. §i X; c R™, ..., X; C R son conjuntos compactos, entonces
X; X X X

es compacto.

Demostracion. Por induccién. Para k = 2 es el Teorema anterior. Suponemos que se verifica para
k y probamos que se verifica para k + 1. En efecto,

X1 X X Xpa E(X]X"‘Xxk)xxk+l-

Por la hipétesis de induccién, X X - - - X X es compacto. Por tanto, (X; X - -+ X Xg) X Xg41 €s
compacto, pues es el producto de dos compactos. Asi que X; X - - - X Xg4+1 €s compacto. O
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Nota 6.5.6. En el método matemadtico de induccion, el razonamiento es:

— la propiedad es cierta para un primer valor.

— Induccidn: cada caso implica el siguiente.

— Conclusion: la propiedad es cierta para todos los casos.

Puede entenderse con la imagen de esas filas de fichas tipo dominé colocadas una detras de
otra: al caer la primera ficha, caerd la segunda, que hara caer la tercera, y asi sucesivamente.
Es decir, la propiedad queda demostrada para todos los valores.

Corolario 6.5.7. Para cada a = (ay,...,a,), b = (by,...,by), donde a;,b; € R, a; < by,
i=1,...,n, el rectangulo cerrado de R" de extremos a y b, definido por

Rla,b] = {x=(x1,...,x,) €eR" |a; <x; < b;, i=1,...,n},
es compacto.
Demostracion. Obsérvese que
R[a,b] = [a1,b1] X - X [an, by].

Cada intervalo cerrado [a;, b;] C R es compacto. Por el resultado sobre el producto finito de
compactos, se sigue que R[a, b] es compacto. m]

Proposicion 6.5.8. Todo subconjunto cerrado de un compacto X c R" es compacto.

Demostracion. Sea F C X, con X compacto y F cerrado en R” (equivalentemente, cerrado en X,
ya que X es cerrado en R"). Consideremos un recubrimiento ‘V de F por abiertos de R":

FCUV.

VeV
Entonces

XcFU@R'F)cC UR"\ F).

v

VeV

Por tanto, la familia
V=V U{R"\F}

es un recubrimiento de X por abiertos de R". Como X es compacto, existen V1, ..., V,, € V tales
que

XcViu---UV,U(R"\F).

En consecuencia,

FcVviu---uV,

ya que F no tiene puntos de su complementario. Por tanto V' admite un subrecubrimiento finito,
luego F es compacto. m]
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6.6. El teorema de Heine-Borel

El origen del teorema se remonta al matemdtico alemdn Karl Heine (1821-1881), discipulo de
Weierstrass. Heine trabajaba en teoria de funciones reales y series trigonométricas. En 1872 demostr6
que en un intervalo cerrado y acotado de la recta real, toda funcién continua es uniformemente
continua. El paso decisivo lo dio el matemdtico francés Emile Borel (1871-1956), que probé en
1895 que todo recubrimiento abierto de un intervalo cerrado de R admite un subrecubrimiento
finito (nuestro Teorema[6.3.3).

El trabajo de Borel fue uno de los pilares del nacimiento de la teoria moderna de la medida y
de la topologia general, porque permite formular muchos resultados sobre mdximos y minimos,
convergencia, continuidad uniforme y existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales.

Teorema 6.6.1 (Heine-Borel). Un subconjunto X de R" es compacto si, y solo si, es cerrado en R"
y acotado.

Demostracion. (=) Supongamos que X es compacto. Entonces X es acotado (Prop. [6.4.1). Ademds,

X es cerrado en R” (Prop. [6.4.4).
(<) Supongamos ahora que X es cerrado y acotado. Al ser acotado, existe una bola abierta
X c B(o,r) que estd contenida en el rectdngulo rectingulo cerrado

R=[-r,r] x---x[-r,r] cR"
tal que X C R. Por el Corolario[6.5.7] R es compacto (producto de compactos). Como X es cerrado

en R”, en particular es cerrado en R. Por el Lemal6.5.8] (todo cerrado de un compacto es compacto),
se deduce que X es compacto. O

Nota 6.6.2. Este teorema es valido en R", pero no en un espacio métrico arbitrario.

Teorema 6.6.3 (Weierstrass). Sea X C R"™ un conjunto compacto no vacio. Entonces toda funcion
continua f: X — R alcanza su maximo y su minimo.

Demostracion. Dado que X es compacto, X # 0,y f : X € R" — R es una aplicacién continua, el
subconjunto f(X) de R es compacto. Luego es un subconjunto no vacio, acotado y cerrado en R.
Existe

M = sup f(X).
Como f(X) es cerrado en R, se tiene M € f(X). En efecto, si M ¢ f(X), al ser f(X) cerrado en
R, existe r > 0 tal que
(M-r,M+r) cR\ f(X),
lo cual contradice la definicion de supremo, pues M — 5 seria una cota superior de f(X) menor que

M. Por tanto, M € f(X).
Andlogamente, si

m = inf f(X),

se obtiene que m € f(X). m]
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Teorema 6.6.4 (Caracterizaciones de la compacidad). Sea X C R". Las siguientes propiedades son
equivalentes:

(a) X es compacto (X tiene la propiedad de Heine—Borel).

(b) Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion en X (propiedad de Bolzano
Weierstrass).

(c) Toda sucesion en X tiene una subsucesion convergente en X (X es secuencialmente compacto).

(d) X es cerrado en R™ y acotado.

Demostracion. (1)=(2) Sea X c R”, X compacto, y supongamos que A es un subconjunto de X
que no tiene ningin punto de acumulacién en X. Veremos que es finito. En efecto,

Vxe X, x¢A" = drgx>0talque B*(x,rx) NA =0,
es decir, B(x, r¢) contiene como mucho un punto de A (el punto x, si x € A). Ahora,

X c U B(x, 7y).

xeX

Como X es compacto, existen Xy, . .., X;,, € X tales que
X C B(Xx1,7rx,) U --UBXy,x,,)-

Luego
ACXCB(xy,rx,)U---UB(Xp,1x,,),

y por tanto
A=AN(B(X1,rx) U+ UB(Xm,7x,,)) € {X1,...,Xm}

Asi, A es finito. Luego X satisface la propiedad de Bolzano—Weierstrass.

(2)=(3) Supongamos que X satisface la propiedad de Bolzano—Weierstrass y sea {X;} una
sucesion en X. Consideremos el conjunto de términos

A={x; | keN}cX.

Si A es finito, al menos un término de la sucesion se repite infinitamente, y por tanto {x; } tiene
una subsucesion constante, que es convergente en X.

Si A es infinito, por hipdtesis existe x € X punto de acumulacién de A. y construimos una una
subsucesion convergente a x. Como x € A’, cada bola abierta de centro x contiene infinitos puntos
de A. En particular,

B(x,1/k) N A es infinito para todo k € N.

Para k = 1, existe m; € N tal que Xx,,,, € B(x, 1), y ponemos ¢(1) = mj.
Procediendo por induccidn, si ¢(1), ..., ¢(k — 1) estdn definidos, existe my > ¢(k — 1) tal que

Xm, € B(x,1/k),

y ponemos ¢(k) = my.
Entonces {X,(x)} es una subsucesion de {xx} y, como X, ) € B(x,1/k), se sigue que
{Xp(k)} — x. Luego X es secuencialmente compacto.
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(3)=(4) Supongamos que X es secuencialmente compacto. Probamos primero que X es acotado.

Si X no fuese acotado, para todo k € N existiria x; € X tal que |[xx|| > k. Entonces {x}
es una sucesion en X que no puede tener ninguna subsucesion convergente, lo que contradice la
compacidad secuencial. Luego X es acotado.

Para ver que X es cerrado en R”, utilizamos la caracterizacién secuencial de los cerrados: X es
cerrado si toda sucesion {x;} C X convergente en R” tiene su limite en X.

Sea {xx} C X tal que x; — Xp € R". Como X es secuencialmente compacto, existe una
subsucesion {X, )} que converge a yo € X. Pero toda subsucesion de una sucesién convergente
converge al mismo limite, luego xo = yo € X. Por tanto, X es cerrado.

(4)=(1) Es una de las implicaciones del teorema de Heine—Borel. O

Corolario 6.6.5. Todo subconjunto infinito acotado A de R" tiene al menos un punto de acumulacion
(en R").

Demostracion. Si A € R" es acotado, entonces su clausura X = A es cerrada en R” y acotada,
luego compacta. Por tanto, el subconjunto infinito A C X tiene algtin punto de acumulacién en
X c R O
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