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Traballo proposto

Area de Conecemento: Xeometria e Topoloxia

Titulo: Ecuacions de Euler-Lagrange en variedades

Breve descricion do contido

O principal propésito do TFG é
- introduccién dos SODEsS no fibrado tanxente
- introduccién dos SODEs no fibrado tanxente extendido

- describir exemplos que expliquen os contidos tedricos.

Recomendacions

Ter cursado ou estar cursando a materia de Variedades Diferenciables.

Outras observaciéns
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Resumo

O obxetivo principal deste traballo, é a introducciéon dos SODEs no fibrado tanxente e
no fibrado tanxente extendido, as{ coma a importancia das ecuacciéns de Euler-Lagrange
e a sua utilidade.

Para isto, necesitamos describir o fibrado tanxente T'() como variedade diferenciable, e
o0s seus elementos xeomeétricos, como a estructura tanxente canonica, o campo de vectores
de Liouville ou os levantamentos de campos de vectores. Tamén extenderemos todos estes
conceptos 4 variedade diferenciable R x T'Q.

Para entender ben todo o anterior, axudarémonos de dous exemplos, no primeiro caso,
cando o lagriangiano non depende do tempo, estudaremos o movemento dun péndulo sim-
ple, e no segundo, cando o lagrangiano depende do tempo, estudaremos o péndulo simple

que se move sobre un anel .

Abstract

The main objective of this work is the introduction of SODEs in the tangent bundle and
in the extended tangent bundle, as well as the importance of the Euler-Lagrange equations
and their usefulness.

To that end, we need to describe the tangent bundle T'Q as a differentiable manifold
and its geometrical elements, such as the canonical tangent structure, the Liouville vector
field or the vector field lifts. We will also extend all these concepts to the differentiable
variety R x T'Q.

In order to understand all the above, we will use two examples, in the first case, when
the lagrangian does not depend on time, we will study the motion of a simple pendulum,
and in the second, when the lagrangian depends on time, we will study the simple pendulum

moving on a ring.
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Introducién

A Mecanica Analitica é unha formulacién abstracta e xeral da mecanica, que permite o
uso en igualdade de condiciéns de sistemas inerciais ou non inerciais sen que, a diferencia
dés leis de Newton, a forma bésica das ecuaciéons do movemento cambie.

As ecuacions de Euler-Lagrange e de Hamilton, que son sistemas de ecuaciéns diferen-
cias ordinarias, xogan un papel primordial na Mecanica Clésica.

Como xa se indica no resumo, o obxetivo principal deste traballo é a introducién dos
SODEs no fibrado tanxente e no fibrado tanxente extendido, utilizando as ferramentas da
XEOMETRIA DIFERENCIAL.

O traballo queda divido nos seguintes tres capitulos:

= Capitulo 1. Ecuaciéns de Newton e de Euler-Lagrange: caso auténomo

As ecuaciéns de Newton, as ecuaciéns de Euler-Lagrange e as ecuacions de Hamilton,
que son sistemas de ecuaciéns diferenciais ordinarias, xogan un papel fundamental

na Mecéanica Clasica.

No capitulo 1 faise unha breve introducién a esas ecuacions de Newton e de Euler-
Lagrange no caso de sistemas conservativos, chegando a unha clara equivalencia entre
as duias & hora de describir as ecuaciéons do movemento dun sistema de particulas. To-
do isto realizase sen empregar os principios variacionais. As referencias bibliograficas

deste capitulo son [3] e [5].

= Capitulo 2. Ecuacidns diferenciais de segundo orde en 7'Q).

Describese o fibrado tanxente T'QQ como variedade diferenciable e introdtcense os
elementos xeométricos de T'Q): a estrutura tanxente canénica, o campo de vectores

de Liouville en T'Q) e os levantamentos verticais e completos de campos de vectores.

Introdicense tamén os SODESs, que son un tipo moi importante de campos de vec-
tores sobre o fibrado tanxente dunha variedade diferenciable, xa que as stas curvas

integrais en T'Q, son levantamentos tanxentes a!) de curvas a na variedade Q.
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INTRODUCION

Finalizamos o capitulo describindo o SODE que nos proporciona o movemento dun

péndulo simple. As referencias bibliograficas de este capitulo son [1] e [4].

Capitulo 3. Ecuacidéns diferenciais de segundo orde en R x TQ.

Describese a variedade R x T'Q) como variedade diferenciable e introdicense algunhos
elementos xeométricos nesa variedade: as extensions da estrutura tanxente canoénica

e o campo de vectores de Liouville en TQ a R x T'Q.
Ampliase o concepto de SODE en TQ a R x T(Q .

Finalizamos o capitulo describindo o SODE que nos proporciona o movemento dun
péndulo simple que se move sobre un anel. As referencias bibliograficas de este capi-
tulo son [1] e [4].



Capitulo 1

Ecuacions de Newton e de

Euler-Lagrange: caso autonomo

Consideremos un sistema dindmico de N masas puntuais, sendo unha masa puntual, un
obxecto ideal de dimensién cero, descrito pola siia masa, que tomaremos constante, e pola
stia posicién en R3.

Nun sistema de N masas puntuais, denotaremos por configuracion do sistema a

(q17 A ’qu) E R3N7

onde (q?>i—27 q?n'—l7 q3i)

€ R? indica a posicién da masa puntual i-ésima, con i = 1,..., N.
Chamaremos espazo de configuracion, ao conxunto de todas as posibles configuraciéns
do sistema, e denotarémolo por Q.

Anéalogamente, dise que
(¢4, ..., >N, ot 03N) e ROV

é un estado do sistema, onde (v372 931 3") € R3 ¢ a velocidade da masa puntual

i-ésima, con ¢ = 1,..., N. O conxunto de todos os posibles estados se chama espazo de

estados, e o imos denotar por S.

Exemplos

1. Consideremos unha masa puntual movéndose libremente no interior dunha esfera de

radio 1. Os seus espazos de configuracion e estados son

Q={d"*d*eR /(@) +()?+(@)? <1}, S=QxR>

1



2 CAPITULO 1. ECUACIONS DE NEWTON E DE EULER-LAGRANGE: CASO AUTONOMO

2. Collemos agora unha masa puntual unida por unha corda rixida, de lonxitude unida-
de, & orixe de coordenadas. Neste caso o espazo de configuracion ¢ Q = S? (a esfera

en R3) e o espazo de estados

3
S=1{(¢",¢* ¢* v, v} v}) e 2 xR3/ Y g =0} =T'S?,
=1

ou 0 que é 0 mesmo, 0 espazo tanxente & esfera.

3. Neste exemplo imos considerar N masas puntuais movéndose libremente polo espazo,

con vector de posicién ¢; = (g3 72, ¢% 1, ¢%), o espazo de configuracién é

Q: {(QIa“'7qN) eRgN/Qi #Qja VZ#]},

e 0 espazo de estados S = Q x R3V,

Nétese que Q é un aberto en R3V, e a condicién ¢; # qj, Vi # j épara evitar colisions

que nbs non consideraremos.

4. (Solido rixido) Neste caso, temos N > 2 masas puntuais sometidas a restricions fixas
do tipo
qu _q]H = Qjj Z?] = 17-~-7N7

e dicir, desprazandose como se estiveran acopladas, como un sélido rixido. O espazo

de configuracién é

Q: {(qlaqu) GRsN/quiq‘]H = Q45 , 7”] = 17’N}

e o espazo de estados S = T'Q, isto é, o fibrado tanxente a @) (como veremos mais

adiante).

Por norma xeral, o espazo de configuracién vai a ser unha variedade diferenciable e o

espazo de estados o seu fibrado tanxente.

Nesta breve introducién imos suponer que non hai restriciéns no movemento, o que se

RSN

traduce en que o espazo de configuracién sera . ou no seu defecto un aberto Q de R3V,

R3N

e o de estados @) x , como no caso dos exemplos 1 e 3.

1.1. Ecuaciéns de Newton: caso auténomo
Consideremos N particulas movéndose en R? e denotemos o vector de masas por

(ml, m2, M3, ..., M3;—2,TM3;—-1,M35, ..., TM3IN-2,TM3N-1, m3N)7



1.2. ECUACIONS DE EULER-LAGRANGE: CASO AUTONOMO 3

onde mg;_o = mg;_1 = ms; = M; é a masa da particula i-ésima.

A Segunda Lei de Newton establece que o movemento dun sistema de particulas se rixe

polo seguinte sistema de ecuacions diferenciais de segundo orde

) dqj qui
F Ju—ﬂ —my L =1, 3N, 1.1
Z<q()dtt> AP ToN R (1.1)
onde
F:S=QxR¥» R, i=1..,3N,
sendo (F3;_9, F3,_1, F3;) a forza que actua sobre a particula i-ésima, e (F1, ..., F3y) a forza

total do sistema.

Unha soluciéon de (1.1) serd unha curva

a: ICR — @
t o alt)=(g'(t),.,¢*N (1)

sobre o espazo de configuracion, que representa o movemento das N particulas.

A partir de agora,nos imos centrar nos denominados sistemas conservativos, que son

aqueles nos que existe unha funcién potencial

V:Q—R
tal que
oV .
Fi:fainT, 1=1,...,3N

sendo 7 : S = Q x R3N — @ a proxeccién canoénica. Isto quere dicir que as forzas que
acttan sobre cada particula son funciéns que dependen unicamente das posiciéns, non das

velocidades.

1.2. Ecuaciéons de Euler-Lagrange: caso auténomo

FEn contra d4 Mecénica Newtoniana, a Mecanica Lagrangiana se desenvolve no espazo

de estados.

Definicion 1.1. A enerzia cinética do sistema é

T: S=QxR¥»N — R

(qi7 Ui) — T(qiv Ui) = Z 5 My (Ui)Q )
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e nun sistema conservativo, con enerxfa potencial V, o lagrangiano do sistema é
L: S=QxR¥»N — R
(¢ v") = L(g"v') =T(¢",v") — (Vo) (¢, v') =T(q",v") = V(q'),

sendo funciéns do espazo de estados. Polo tanto, o lagrangiano é a enerxia cinética menos

a enerxfa potencial.

Definicion 1.2. As ecuacions de FEuler-Lagrange son o seguinte sistema de ecuacions

diferenciais de segunda orde sobre o espazo de estados

%(t (gf,- Od(t)> - (g; 0d(t)> =0, i=1,..,3N, (1.2)

cuxa solucién é unha curva

a: ICR — Q@
t o alt)=('1),...¢*"N (1)
sobre o espazo de configuracién, e & denota a curva levantamento tanxente de «, cuxa
expresion é
a: ICR — QxRN

da’
" dt

t — a(t):<q1(t),...,q3N(t)

dq3N
o)

é facil ver que a(l)(t) ¢é curva integral do seguinte campo de vectores X, sobre o espazo

de estados S, dado por
0 190V 0

Xi(¢' o) =vi— — — .
(g, v U@qz m; Oqt Ovt

Teorema 1.3. Nun sistema conservativo, as ecuacions de Newton (1.1) son equivalentes

ds ecuacions de Euler-Lagrange (1.2).

Demostracion. Da definicion 1.1, obtemos as seguintes derivadas parciais

8L—m'v" 8L__8VOT
ot Y d¢t  O¢
Sexa «(t) unha solucion de (1.2), entoén
oL , dq’ oL . ov

-0 &(t) = m;v'(a(t)) =m; R o oa(t) = ~ g o



1.2. ECUACIONS DE EULER-LAGRANGE: CASO AUTONOMO

polo tanto «(t) é solucion de

d| (9L oL . .\ _  d¢
0= %‘t <(%i oa(t)> B <8qi oa(t)) Mg

co que chegamos a que

Lo
t  Og

=0,

d2 )
my; d
dt?

__av
¢t Oq’

e dicir, a(t) é solucion de (1.1).

O reciproco realizase de forma completamente anéloga.

O

Observacion 1.4. A funcién lagrangiana contén toda a informacion dindmica do sistema.

Unha das propiedades méis interesantes das ecuaciéns de Fuler-Lagrange é que non de-

penden das coordenadas escollidas.
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Capitulo 2

Ecuacions diferenciais de segundo
orde en 7'()

Un tipo importante de campos de vectores sobre o fibrado tanxente dunha variedade
diferenciable, son os campos de vectores chamados ecuaciéns diferenciais de segundo orde,

conocidos como semisprays ou como SODEs (do inglés, second order differential equation).

Neste capitulo imos ver que para obter as curvas integrais dun SODE, teremos que

resolver un sistema de ecuacions diferenciais de sequndo orde en R™, de ahi o seu nome.

Sexa () unha variedade diferenciable de dimensiéon n, denotarase por 7, & proxeccion

candnica

Q  TQ — @
vy o~ q

Se (¢*) son coordenadas locais en U C @Q, entén as coordenadas locais inducidas en

TU = Tél(U) dendtanse por

(¢",v")

onde 1 <7 < n, e estdn definidas por

q'(vg) = ¢'(1q(vg)) = ¢'(q),  v'(vg) = ve(q") = dq'(q)(vy),
onde v, € T'Q, e dicir
Vg = Ui(vq)a—cﬁ .

7



8 CAPITULO 2. ECUACIONS DIFERENCIAIS DE SEGUNDO ORDE EN TQ

Estas coordenadas candnicas dotan a T'(Q dunha estructura de variedade diferenciable
de dimensién 2n.

En coordenadas candnicas a proxeccién canonica 7g: 7T'Q) — @) ven dada por

7o', v") = (¢').

Para unha aplicaciéon h : M — N entre daas variedades, denotamos a diferencial usual

como

ho(m) : TynM — Thy(m) N,
e a correspondente aplicacidon entre os espacios tanxentes por
Th : TM — Th(m)N
U = Th(vy) = he(m)(vy) .
2.1. Campos de vectores en 1)

O primerio que nos fai falla, é introducir o concepto de vector tanxente a unha curva.
Dada a : I C R — @ unha curva en @, o vector tanxente ¢, a « no punto «(t) ven

dado por
Qix (t) s T — Ta(t)Q

il en(g) =0

)

e a sda expresion local é

)
(t) Oq*

a(t) = a*(t)(%‘t) _ d(q;zo‘)

2.1.1. Levantamentos verticais de campos de vectores

a(t)

Sexa X, € T;Q un vector tanxente en g € Q. Para cada v, € T,Q consideramos a curva
ax, v, en T'Q dada por
ax,v, @ ICR — TQ
t X, (8) = v+t Xy,

obviamente ax, ., (0) = v,
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Chamaremos levantamento vertical de X, a T'Q) no punto v, € T'Q), ao vector tanxente

a curva ax, ,, en t =0, é dicir

(X)V (vg) = dixy, (0) = (axq,vq)*(())(%(0> .

O vector (X,)Y (vp) € vertical, o que quere dicir que a proxeccién por 7¢ é nula, en
efecto,

(7Q)+(vg) (Xq)" (vg))) = (7Q)+(vg) (€1x,.0,(0)) = (7q © X0, )(0) = 0,

dado que 7 o aix, € constante

(1@ 0 ax,0,)(8) = TQ(vg +1Xy) = q,
para todo t € R.

Imos calcular agora a stia expresion local, sendo X, e v, elementos que se escriben da
seguinte forma
=a’ —a vy = b’ 0

¢t lq’ ! 9q" lq
Como a expresion local da curva ax, o, €

Xy

ax, v, - ICR — TqQ

t X, e, (t) = vg H Xy = (q*(q),b" +ta?),
deducimos que

) dq'(q) 0 d(b' + ta') 0
\74 _ _ —
(Xp)" (vp) = e, (0) = dt ‘tzO 0q* lv, + dt t=0 0V lu,,
0 . 0 . 0
=—| 4d—| =d—| , 2.1
0q* lv, 0q v, 0Vt oy, (2.1)
polo tanto, localmente temos
5] =%
dgtl — Ovi’

O levantamento vertical de vectores induce ao levantamento vertical de campos de

vectores.

Sexa X € X(Q), definese o levantamento vertical XV € X(TQ) de X como segue

\%4 14
X" (vg) = (X(q))" (vg)
nun sistema de coordenadas candnicas, se

0

X =X'——
oq*’
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en (U,q"), entén de (2.1.1) dedtcese que

0

XV = (x? —
( OTQ)aUZ )

en (TU, (¢',v")).

2.1.2. Levantamentos completos de campos de vectores

Se X é un campo de vectores en @, con grupo local 1-paramétrico de transformacions
locais {hs}, entén o grupo local 1-paramétrico de transformacions locais {Ths} xenera un
campo de vectores X¢ en TQ, o cal se chama levantamento completo de X a TQ.

Se localmente,en (U, ¢*),

o,
X — Xli. 5
aq
entén o levantamento completo ten a seguinte expresion
0 0X7 0
XC=X'"Z 4o
dq v gt ovI
en coordenadas locais inducidas (¢°, v?).
Observacion 2.1. Obsérvese que
0 0 0 0
dq ov 0q Jq
¢

2.1.3. Campo de vectores de Liouville

Consideremos agora un punto v, na variedade 7'Q) e a curva

g @ ICR — TQ
t o aug(t) = eluy,

pasando por v, en tempo 0, é dicir, a,(0) = v,

Definese o campo de vectores de Liouville A € X(T'Q) no punto vy, como o vector

tanxente en ¢ = 0 & curva ay,, € dicir

Ag) = 0, (0) = (00,).0) (2| ) € 3,(7).
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Como a expresion local de oy, €

a, () = (¢'(q), e'v’)

obtense que a expresion local do campo de vectores de Liouville en coordenadas candnicas

é
.0
N = vt —. 2.
U(%Z (2.3)

2.2. Estructura tanxente candnica

De (2.2) dedicese que os campos de tensores de tipo (1,1) estan caracterizados pola
stia accién nos levantamentos verticais e completos.

En cada punto v, € T'Q) definimos o endomorfismo

como segue

J(vg) : Ty, (TQ) — Ty, (TQ)
0 0

50 (gl,) = aal, 20 (Gl,) =0 24

que induce un campo de tensores de tipo (1,1) en T'Q) caracterizado por

JX9H=xV JXxV)=0 (2.5)
para todo X € X(Q), que se denomina estructura tanxente canénica en T'Q.

De (2.4) e (2.5) dedticese que a sta expresion local é

0 .
®dq', . (2.6)

J = —
ot

2.3. Sistema de ecuacidéns en derivadas de segundo orde: SO-

DEs

O primeiro que debemos recordar,antes de entrar nos SODESs, é o concepto de curva

integral dun campo de vectores.

Definicion 2.2. Unha curva integral dun campo de vectores X en @, pasando polo punto

q € @, é unha aplicacién a: I C R — @), definida nun entorno aberto I de 0 € R, tal que

a0 =0 ) (5],) = Xal) e T, 27)
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para todo t € I, ou equivalentemente, o verifica
X(a(t)) =& paratodo tel

é dicir, o seguinte diagrama

TQ
pat
ICR—=Q

é conmutativo.

Sexa X un campo de vectores en M e a(t) unha curva integral de X, ent6n nun entorno

coordenado (U, ¢ = (z')) temos

i 9 . d dz'oa| O
X at) 55 o) X(a(t)) = a(t) = a*(t)(a‘t) == Laxi o)’
ou equivalentemente
;o d(m; o poa)
7 1 _
XlopTopoalt)= ———7—|

denotando F' = Xtop~!: R® = R, a(t) podemos afirmar que (x!(t),...,2"(t)) é curva

integral de X se e s6 se

Fi(al (1), .. 2"(1)) = UZ

onde ' = m; o w o . Asi, para obter as curvas integrais dun campo de vectores, temos

1<i<n,
¢

que resolver un sistema de ecuaciéns diferenciais de primeiro orde en R".

Unha clase importante de campos de vectores sobre o fibrado tanxente T'() dunha
variedade diferenciable @), son as ecuaciéns diferenciais de segundo orde, conecidos como
semisprays ou tamén como SODE’s (do inglés, second order differential equation).

No desarrollo do formalismo simpléctico lagrangiano aparecen certas ecuacions de se-
gundo orde definidas en T'Q).

Nesta seccién recordarase cales son os campos de vectores que dan lugar as ecuaciéns
en derivadas de segundo orde.
Daremos tamén unha caracterizaciéon dos mesmos en términos da estructura tanxente

canonica e o campo de vectores de Liouville A.
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2.3.1. Levantamento tanxente de curvas
O levantamento tanxente de curvas en ) a curvas en T'Q), xeralizase como segue.

Definicion 2.3. Dada unha curva a: I C R — @ definese o levantamento tanzente, ou
primeira prolongacion, a® de a a TQ, da seguinte forma

al: JTcR — TQ

d
t — a(l)(t) = Oz*(t) <dt‘t> S Ta(t)Q?

é dicir, oM (t) & o vector tanxente 4 curva a(t) en cada punto.

En coordenadas locais a(t) = (¢* o a(t)) = (a/(t)), enton a expresion local de a() é

aM(t) = <ai(t),ddo‘;(t)> . (2.9)

Da definicién é obvio que o seguinte diagrama

(2.8)

TQ
o
Q
ICR—2=Q

é conmutativo.

2.3.2. SODEs

Un campo de vectores nunha variedade arbitraria M é unha aplicacién

X : M — TM

m = X(m)eT,M
tal que

T]V]OX:IdM.

sendo Ty : TM — M a proxecciéon canonica, dado que

TMoX(m):TM<X(m)) =m.



14 CAPITULO 2. ECUACIONS DIFERENCIAIS DE SEGUNDO ORDE EN TQ

Definicion 2.4. Sexa I' un campo de vectores sobre o fibrado tanxente T'() dunha varie-

dade diferenciable (). Polo visto anteriormente sabemos que 7rg o I' = Idpg, é dicir

TQ

TTQ
r

T(1Q) —2- Q

Diremos que I' ¢ un SODE si ademais se verifica

T,

TO (¢] F = IdTQ . (210)

¢ dicir, se o seguinte diagrama

é conmmutativo.

Ezpresion local dun SODE:

Supofiamos que a expresion local dun sODE I' ven dada por

i 19 i )9
[(vg) = A (Uq)@ +T (”q)% :
Sabemos que
TQ TQ — Q
(¢",v") — (d")
e, ademais
Ttg : T(TQ) — TQ
(qivvivqiabi) — (q27ql)
é dicir
T <qia L 2 > — g2
@ 8qi Vg ovt Vq 8qi Vq
de onde deducimos que
i .9 i .0 iy 9
Trq 0 T(vg) = T70(T(v0)) = (r@)e(v0) (A'(wa) g 7| + T ()| ) = A"y -
Vq Uq Vq




2.3. SISTEMA DE ECUACIONS EN DERIVADAS DE SEGUNDO ORDE: SODES 15

Por outra banda, de 2.10 sabemos que

; 0
Tr(T(v,)) = Idro(vy) = v'(vg) 5| -
q'lq
como consecuencia A’ = v’ e a expresién local dun SODE quédanos

=2’

8+r2’8

5 g (2.11)

Proposicion 2.5. As curvas intregrdis dun SODE I' en T'Q, son levantamentos tanxzentes

a® de curvas a na variedade Q.

Demostracion. Sexa

¢p: ICR — TQ
t e () = (a'(1),b(t))

unha curva integral dun SODE. Tendo en conta a expresion local (2.11) do SODE temos

. ) : 0

() = v 60z, T T g5,
e como ¢(t) é unha curva integral de I'

. da* 9 b’ 9

Do) = ) = 3 3gilose T dr 8o oo

obtemos que
| | di dv'
B =v'em) = T =5 2

polo que as funciéns (a’(t)) son soluciéns do sistema de ecuacions de segundo orden
(o dal d?a’

Fl<q]<t)77‘ ) = P}

dt 1t dt

Sexa « un curva en () definida como

., 1<i<n. (2.13)
t

a=TQ0¢

entén
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asi de (2.12) temos que

O

Resumindo, sexa I' un SODE, e ¢ unha curva integral de I' entdn: ¢ é o levantamento
tanzente da curva
a=190¢: I CR=TQ — Q.

Definicion 2.6. Se a!)(t) ¢ curva integral do SODE I, a curva a(t) se denomina solucién
de I

Finalmente de (2.3), (2.6), e (2.11) dedtcese a sequinte proposicion

Proposicion 2.7. Un campo de vectores I' en TQ) é un SODE se e so se J(I') = V.

2.4. Ecuaciéns de Euler-Lagrange e SODEs

Sexa L : T'(Q — R unha funcién arbitraria no espazo de estados T'Q.
Recordemos que as ecuacions de Fuler-Lagrange son o sistema de ecuaciéns diferenciais

de segunda orde dadas por

prif (W d(t)> - (qui oa(t)> =0, i=1,..,m, (2.14)

cuxa solucién é unha curva

a: ICR — @

t o — alt)=(¢' (), V(1)
sobre o espazo de configuraciéon Q.

As ecuacions (2.14) desarrolladas son

0L
0qI Ovt

i) | oL
at) dt It Ovidvtla

d2q3
S

(2.15)

Definicion 2.8. Un lagrangiano L € C*°(T'Q) dise regu]ar se 0 Hessiano de L con respecto

O%’L
OvtovI

ten rango maximo (2n) en todo punto de T'Q.

4s coordenadas da fibra
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Utilizando a xeometria simpléctica asociase a cada lagrangiano regular L un SODE I'f,

en T'Q), cuxas soluciéns son soluciéns das ecuacions de Euler-Lagrange.

A expresion local de I'y, é

;0 ; 0
I'p=v"— 41" — 2.1
L= g + v (2.16)
onde as funcions I'(¢?, v*) son solucién do sistema
2 2
OL + OL ;0oL (2.17)

dgi0vi " 9uidvl dgl
Asi se a(t) = (¢'(t)) é solucion de T'y, dedtcese de (2.13) e das ecuaciéns anteriores

(3.14) que a(t) = (¢'(t)) é solucién das Ecuaciéns de Euler-Lagrange (2.15)

2.5. Exemplo: Péndulo simple

Consideremos unha particula de masa m que colga dun soporte mediante unha corda,
de masa despreciable e lonxitude [, nun campo gravitacional. Suponamos que o eixo Z é
perpendicular ao “papel” e que a masa, que se move no plano XY, atopase desviada un
angulo 0 da posicién de equilibrio.

Neste caso, ) é a semicircunferencia
Q= {(z,y,2) R/ 2?2+ =12 2<0, 2=0},
que se a expresamos en funcién do dngulo € temos
Q={(lcosO,lsenb,0)/0 € (—m/2,7/2)}.

Polo tanto, as posibles posiciéns da particula quedan determinadas por 6 e as coorde-
nadas en T'Q son (q,v) = (6, vp).
O lagrangiano (regular) do sistema neste exemplo é
L: TQ — R

1
0,09) — L(O,v9)=T -V ==ml*>vi+mgcosh,
9 6

que é a enerxfa cinética menos a enerxfa potencial.
Facendo as derivadas parciais de L obtemos

oL ! send oL 2 0L 0 O*L
— = —maqglsen — =ml-v =
a0 g " Qv O B00vy Ougdug
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e po lo tanto de (2.17) temos

0L N o*’L _, OL
) = —
900vs ° " Dugdug 90
é dicir
mi?T? = —mglsend

De 2.16 tenemos que a expresion local do SODE I'y, é

0 0 g 0
I, =vg— +1% — = —Z -
L= gt g5 = vegg —senb 5

Sexa ¢: I CR — TQ con ¢(t) = (6(¢),vp(t)) unha curva integral de I'z,, entén

B 0 g 0
TL(6(0) = vo(t) gg |, = 7 5enb(0) 5| (2.18)
e por outro lado
. dg o dvg 0O
r = =— — _— . )
L(¢(t)) = ¢(t) = = 55 oo T dt Bog o (2.19)

De (2.18) e (2.19) deducimos que

do g dvg

vy(t) = — =
=G - i dt

é dicir, o movemento da particula 6(t) queda determinado pola seguinte ecuacion diferencial

de segundo orden
d%0 g 0
— = —=senf.
dt? l



Capitulo 3

Ecuacions diferenciais de segundo
orde en R x T'()

3.1. Estructuras canénicas en R x T'()

Todo entorno (U, q") en @ induce o entorno coordenado (TU,q",v"), e o conseguinte

sistema de coordenadas candnicas (t,¢',v") en R x TU C R x TQ de forma que
t(s,vp) = s, qi(s,vp) =q'(p), vi(s,vp) = vi(vp) i1=1,...,n.

Da mesma forma, podemos considerar o espazo tanxente , & variedade R x T'() en cada

punto

T(t,vq) (R X TQ)

e o seu espazo dual,

T}, o) (R % TQ)

cuxas bases son

Q‘ i‘ i‘ 9 i’
Otltwy)” Oqtl(twy) 7 Oq l(twy) OV l(tw,)” 7 QU™ I (t,0p)

{at(t,vy), dg' (t,vp), ..., dq"(t,v,), dvt(t,vp), ..., dv"™ (¢, vp) }

repectivamente.

19
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3.1.1. Campo de Liouville e endomorfismo canénico en R x 7'Q)

O isomorfismo

Tit,0,) (R X TQ) = TiRe T, (TQ)
0 .0 o) 0 s} o,
— + A'— + B'— = —| ,A'—| +B'—
“otlew) T ag it T 90 L) (a at’t og v, T o0

nos permite extender o campo de vectores de Liouville A e a estructura tanxente J en T'Q),

a un campo de vectores e a un campo de tensores de tipo (1,1) en R x T'Q, para os que

utilizaremos a mesma notaciéon que os correspondentes en T'Q).

Definimos o campo de vectores de Liouville en R x T'QQ como segue

(a9 i 0O _ ity 0
Altvp) = (0, Alwy)) = <08t‘t’v (vp)@ vp> = (”p)avi (t,op)

e definimos o campo de tensores de tipo (1,1) en R x T'Q) do seguinte xeito

J(t,’l)p) : T(t,vp) (R X TQ) — T(tﬂ}p) (R X TQ)

0 0
i t - —
Ot (t,op) = I 7Up)(at‘(t,vp)) 0
0 0 0
- — J t,'U - = —
9 | (t,0,) (1) (g &n@>> ' (tvy)
0 0
OV | (t,0) - J(t’vp)(w (t,vp)) =0
En coordenadas candnicas, as stas expresions locais son
At v,) = vi(v,) -2 Ttv) = 2| @ dgt,v)
SO P70t | (t,0,) PR vt (k) A5 Yp) -

Introducimos agora o campo de tensores J de tipo (1,1) en R x TQ

J=J-A®dt,
cuxa expresion local é
J = ®di—@ia)®ﬁ—-8éﬂdi—ﬁﬁ)
o 4 ovt O 4

as 1-formas
0" = dg' —vidt, i=1,...,n.

se denominan formas de contacto.

(3.1)

(3.2)
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3.2. SODES

3.2.1. Prolongacién de curvas
Definicion 3.1. Sexa
a: ICR — @
t — a(t) = (a'(t) = (¢" o at))

unha curva en Q.

A primeira prolongacién de « é a curva

dll:TCR — RxTQ

. (3.3)
t — all@) = (t,aV () = <t, a*(t)dt‘) ER x Ty @Q
En coordenadas locais, se
at) = (a'(t)) = (¢ o a(t))
enton o
all(t) = (t.a' (), | ) (3.4)

Definicion 3.2. Un campo de vectores I' en R x T'Q) dise que é un sistema de ecuaciéns

diferenciais de segundo orde (SODE ) se

ou equivalentemente

Ezpresion local din SODE:

Sexa 5 5 5
I'=A— +B'"— +T"—
ot P ag T au

de (3.5) temos
A=dt(l') =1

e po lo tanto

o o .0
r-9 49 pid
ot Poag T ou
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por outra parte
0=6"T) =dq" — v'dt(T') = B" — o'
e po lo tanto a expresién local do SODE é

o .9 .0
in liA FZ "
ot Vog T ou

Proposicion 3.3. As curvas intregrdis dun SODE I' en RaT'Q, son levantamentos tanzen-

(3.6)

tes ot de curvas o na variedade Q.

Fstas curvas o chdmanse solucions de T'.

Demostracion. Sexa
¢o: ITCR — RxTQ
t o o(t) = (f(t),d'(t), (1))

unha curva integral dun SODE. Tendo en conta a expresion local (3.6) do SODE temos

No) = o

e como ¢(t) é unha curva integral de T’

() 2

» 9
+v*(9()) S0 By

oq'

o(t)

ey
ot)  dt Ovt

o a0
ot dt 9¢

L(6(1) = o(t) = f'(t)

#(t)
obtemos que

/ i i da’ i db’
PO =1 FO=v6®) =2 T =7 (3.7)
polo que a curva ¢ ven dada por
, dat
é(t) = (t,a'(t), —| )

onde as funcions (a*(t)) son solucions do sistema de ecuacions de segundo orden

) . da’ d%a’
T (¢, ¢d (¢ —) =
(’q<>’ dt t> a2

1<i<n.

)

¢
Sexa « un curva en () definida como
Q=DpraoTQo ¢

onde pro : R X T'Q — T'Q é a proxeccién no segundo factor, entén

asi de (3.7) temos que
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3.3. Ecuaciéons de Euler-Lagrange e SODEs

Sexa L : R x T'Q) — R unha funcién lagrangiana.
Recordemos agora, que no caso dependente do tempo, as ecuaciéns de Fuler-Lagrange

son o sistema de ecuaciéns diferenciais de segunda orde dadas por

L L
%‘t <gm Oo‘m(t)> - <gqi Oa[l](t)) =0, i=1,..,3N, (3.8)

cuxa solucién é unha curva

a: ICR — Q@
t o — alt)=(¢'(t),.. " (1))
sobre o espazo de configuracién Q.,
Definiciéon 3.4. Un lagrangiano L € C*°(R x T'Q) dise regular se o Hessiano de L con
(5vaw)
oI

ten rango 2n en todo punto de R x T'Q).

respecto as coordenadas da fibra

Utilizando a xeometria cosimpléctica asociase a cada lagrangiano regular L un SODE

I'r en R x T'Q, cuxas solucions son soluciéns das ecuacions de Euler-Lagrange.

A expresion local de I'y, é

0 o, o,
F —_ = ¢ ey PZ - 39
TR AR (3.9)
onde as funciéns I'(t, ¢*, v*) son solucién do sistema
0’L 0’L . OL
—— ¢/ — IV = — 3.10
oqtovI vt oI vt oq* ( )

Sexa L : R x T'() — R unha funcién arbitraria no espazo de estados T'Q.
Recordemos que as ecuacions de Fuler-Lagrange son o sistema de ecuacions diferenciais

de segunda orde dadas por

L L
%’t (gvz od(t)) - <§q2 Od(t)> =0, i=1,...,n, (3.11)

cuxa solucién é unha curva

a: ICR — @

t o alt)=(¢' (1), *N (1)
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sobre o espazo de configuraciéon Q.
As ecuacions (3.11) desarrolladas son
0*L 0*L dq’ 0*L ¢
OOVt la(t) + D@ ovt laq) dt t+ OvIovt la(t) dit? ’ -
Definiciéon 3.5. Un lagrangiano L € C*°(R x T'Q) dise regular se o He551ano de L con

0L
ovtovI

Utilizando a xeometria cosimpléctica se asocia a cada lagrangiano regular L un SODE

(3.12)

respecto as coordenadas da fibra

ten rango maximo (2n).

I'r en R x T'Q, cuxas solucions son son soluciéns das ecuacions de Euler-Lagrange.

A expresion local de I'y, €

0 ;0 o,
I'o=— — 4T 3.13
L=a "o T v (3.13)
donde as funciéns I'!(¢%, v*) son solucién do sistema
O’L , 9’L _, 0L
— ¢/ —— [V = — 14
0q*ovI v OvI Qv aq* (3.14)

Asi se a(t) = (¢'(t)) é solucion de 'z, dedtcese de (2.13) e das ecuaciéns anteriores

(3.14) que a(t) = (¢*(t)) é solucién das Ecuaciones de Euler-Lagrange (2.15)

3.4. Exemplo: Péndulo simple que se move sobre un anel

O punto de soporte para un péndulo simple de lonxitude b e masa pendular m médvese

sobre un anel (de masa despreciable) de radio a con velocidade angular w constante.

y

(o]
Origen de
potencial

Aot u=0

X

i
[
I
|
1
[
v
[
1
1
[
1
[
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Polo tanto, as posibles posicions da particula, espacio de configuracién @@ quedan de-

terminadas por € e as coordenadas en R x T'Q son (t,q,v) = (t,0,vp).

O lagrangiano (regular) do sistema neste exemplo é

L(t,0,0) = % [a2w2 + b? v3 + 2 by aw sen( —wt)] —mg [asen(wt) — bcos 6]

e obtense que 0SODE asociado é

0 .0 .0

L= 05 TTE0.0) 5
0 . 0 wa b 0
= a75—}—9864—([)cos(@—wt)—gsen&) Y

A curva t — 0(t) € @, solucion de T'p, verifica que é solucion da ecuacion diferencial

de segundo orden
d*0  w?a b
— = — 0 —wt)— —senf
2 5 cos(f —wt) P sen

e O(t) proporciona o movimento da masa m.
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