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Resumo

Se G é un grupo finito de orde n tal que n s6 ten dous factores primos, dito grupo é
resoluble. Isto é o que nos da o Teorema p®q® de Burnside, cuxa proba é o fin do traballo.

Para acadar este obxectivo existen diias vias, a orixinal usando caracteres e outra mais
moderna mediante teorfa de grupos. Nés empregaremos a orixinal, polo que introduciremos
os conceptos de representaciéon dun grupo e a sta relacién cos moédulos sobre a dlxebra
de dito grupo, de representacién irreducible, paralelamente ¢ de médulo simple ou de
carécter irreducible, todos eles xunto coas stas propiedades. Deste xeito, tras este proceso
disporemos dos resultados precisos para a demostracién do teorema.

No transcurso da memoria porase de manifesto a versatilidade dos caracteres, especial-
mente dos caracteres irreducibles, para o estudo de grupos finitos, debido a algunhas das

stias propiedades, como ser funciéns de clase ou verificar as relacions de ortogonalidade.

Abstract

Whether G is a finite group of order n such that n does not have more than two primes
factors, G is solvable. This is what Burnside’s p®q® theorem provides, whose proof is the
main objective of this dissertation.

There are two possible ways to prove that theorem, the original one, which uses cha-
racter theory or another one which employs groups theory. We will use the original way,
this is why we are going to introduce the following concepts: group representation and its
relation with modules over the group algebra, irreducible representations and modules or
irreducible characters, all of them with its properties. Therefore, after this process, we will
get the neccesary results to prove the theorem.

Throughtout the dissertation, we realise the versatility of characters, especially the one
of irreducible characters, to study finite groups due to some of its properties like being

class functions or verifying the orthogonality relations.
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Introducién

O inicio da teoria de representacions de grupos finitos p6dese situar no 12 de abril de
1896, data na que Frobenius (1849-1917) deu resposta 6 plantexamento feito por Dedekind
(1831-1916) sobre como factorizar certo polinomio asociado a un grupo, 6 que el chamaba
"determinante do grupo". Dedekind asociaba a un grupo finito G unha matriz de tamano
|G| x |G| cuxo determinante era un polinomio. Cando G era un grupo abeliano, Dedekind
foi capaz de factorizar este polinomio en factores lineais empregando os caracteres de G
(neste caso, homomorfismos de G no grupo dos complexos non nulos). Pola stia banda, Fro-
benius fixo en pouco tempo o desenrolo da teoria xeral de caracteres e sentou as bases das
representaciéons de grupos finitos. Outros matematicos que xogaron un papel importante
na teoria de representacions foron Schur (1875-1941), discipulo de Frobenius, e Burnside
(1852-1927). Estes autores obtiveron os resultados fundamentais acerca das representacions
irreducibles (sobre o corpo dos complexos), especialmente Schur, que fixo un uso sistema-
tico do lema que leva o seu nome para estudar esas representacions, ainda que as relaciéns
de ortogonalidade foron obtidas nos traballos de Burnside. Todos estes resultados, xunto
cun Teorema de Maschke, sobre a semisimplicidade da 4lxebra dun grupo, relacionaron a
teoria de representacions de grupos finitos coa de alxebras de dimensién finita.

A primeira referencia bibliografica que fai unha presentaciéon sistematica da teoria de
representacions de grupos finitos ¢ o libro de Burnside [2], no que se proban moitos resul-
tados de grupos utilizando a teoria de caracteres. Entre eles destaca o seguinte teorema:

Teorema p*q® de Burnside: Sexan p e ¢ primos e a e b € N. Se G & un grupo de orde
p2q®, G ¢ resoluble.

A partir da sta publicacion, na segunda edicién do libro en 1911, fixéronse varios
intentos para atopar unha proba utilizando unicamente teoria de grupos. Non foi ata 1970
que Goldschmidt [8] a atopou para o caso no que p e ¢ son primos impares, tres anos despois
Matsuyama [13] demostrouno para p = 2 e finalmente Bender [1] obtivo unha proba para o
caso xeral no mesmo ano. Estas probas empregan resultados de Feit e de Thompson e son
demostracions que en si mesmas non son moi longas pero por exemplo a demostracién de

Goldschmidt, que consta de tres paxinas, utiliza un teorema de Glauberman, resultando
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X INTRODUCION

ser, en palabras de Curtis e Reiner [5], polo menos tan complicada como a orixinal usando
caracteres. Na actualidade o Teorema de Burnside continda a ser un bo exemplo de como
a teoria de caracteres é 1til para probar resultados de grupos finitos; de feito, hai algins
resultados importantes como o Teorema de Frobenius, que se pode consultar no texto de
Isaacs [9], do cal non se cofiece unha demostracion sen utilizar teoria de caracteres, ainda

que houbo alguns resultados parciais como os de Corradi e Horvath [4] e Flavell [7].

A segunda etapa no desenrolo da teoria de representacions foi iniciada por Noether,
nela destaca a aparicion da teoria modular de representaciéns, debida sobre todo a Brauer.
Pero nesta memoria non se fai ningtn estudo nin tampouco aplicaciéns desta teoria e

limitarémonos 6 caso da teoria clasica de representacions.

O proposito deste traballo é facer unha proba do teorema de Burnside empregando a

teoria de caracteres, para elo estruturamos a memoria do seguinte xeito:

Comézase facendo unha introducién & teoria de representaciéns dun grupo e as suas
equivalencias e, xa asumindo que o grupo co que traballamos é finito, prébase que existe
unha correspondencia entre as representacions dun grupo G sobre un corpo K e os K [G]-
modulos, asi como que as representacions equivalentes correspondense con K [G]-mdédulos
isomorfos. Definiremos tamén os conceptos de subrepresentacion, suma de representacions

e representacion cociente.

O segundo capitulo estd dedicado as representaciéns irreducibles e para iso introduci-
mos os moddulos simples 6s que van estar asociadas. Facemos unha proba do Teorema de
Maschke e nas stas hipoteses obtemos resultados sobre os K [G]-modulos que trasladamos
as representacions, probando que todo K [G]-moédulo é semisimple e como consecuencia
que toda representacion de G sobre K é completamente reducible. Para ter asegurados
estes resultados pasamos a traballar sobre o corpo dos complexos, hipdtese baixo a cal pro-
baremos o Lema de Schur, que como xa se comentou, constitile unha ferramenta esencial
no estudo do niamero de representaciéns irreducibles dun grupo.

O terceiro capitulo versa sobre os caracteres de representaciéon dun grupo e as suas
propiedades, como ser funcion de clase ou as relacions de ortogonalidade. Para desenvolver
dita teoria introduciranse as clases de conxugacién dun grupo e resultados vinculados a
elas, como que estas forman unha base de Z(C[G]). Ademais, probaremos que os caracteres
irreducibles forman unha base ortonormal do espazo das funciéns de clase e que o nimero
de caracteres irreducibles coincide co ntimero de clases de conxugacién dun grupo. Tamén
veremos neste capitulo as tdboas de caracteres e varios exemplos.

O traballo concluira co cuarto capitulo cuxo fin é a proba do Teorema p®q® de Burnside,
antes enunciado, para o que se empregara a teoria de caracteres previamente desenrolada.

Ademais concluiremos o capitulo co Teorema de Hall que xeneraliza o teorema previo.



INTRODUCION XTI

Na bibliografia coa que remata a memoria incluironse os libros empregados para a rea-
lizacién do traballo e tamén referencias histéricas, como as citadas previamente, algunhas
das cales non foron consultadas directamente. Do mesmo xeito, debemos indicar que foron
consultadas mais referencias das que figuran na bibliografia, pero limitamonos a incluir as

que citamos explicitamente no texto.






Capitulo 1

Representacions.

Neste capitulo faremos unha introducién as representaciéons de grupos e veremos a equi-
valencia entre representacions dun grupo G e os modulos sobre a alxebra do grupo G sobre
un corpo K. Definiremos o concepto de representaciéns equivalentes e probaremos que os
K [G]-modulos asociados a ditas representacions son isomorfos. Finalizaremos introducindo
as definiciéns de suma de representaciéns, subrepresentaciéons e representacions cocientes,
ilustrando en todo momento os conceptos con distintos exemplos. Cabe destacar que unha
parte do capitulo segue os textos de Jacobson [11] e Curtis [5], asi como tamén foron em-
pregados os textos de Cardenas [3] e James [12]. No que respecta 4 notacion utilizada,
compre dicir que V denotara un espazo vectorial de dimensién finita sobre un corpo K 6

longo do capitulo.

1.1. Representacions de grupos.

En primeiro lugar introduciremos o concepto de representacién dun grupo e estudare-

mos distintas vias de expresalo:

Definicion 1.1. Se G é un grupo, unha representacién lineal de G en V definese co-
mo un homomorfismo de grupos, p, de G no grupo de automorfismos de V, GL(V). V

denominarase espazo da representacion e a sia dimension serd o grao de p.

Nota 1.2. Na definicién previa bastaria esixir que p fose un homomorfismo de monoides
entre G e o anel de endomorfismos de V', Endg (V'); xa que de ser asi p(e) = Id e, para todo
91,92 € G, p(g192) = p(g1)p(g2) polo que p(g)p(g~") = p(gg") = Id, de onde deducimos
que, para todo g € G, p(g) € GL(V) C Endg (V). Asi, esta nova formulacion da definicion

de representacién dun grupo G sobre un corpo K implica a feita en 1.1.



2 CAPITULO 1. REPRESENTACIONS.

Definiciéon 1.3. Sexan p1: G — GL(V) e pa: G — GL(W) duas representacions li-
neais. Diremos que p; e p2 son representacions lineais equivalentes se existe un K-

isomorfismo f: V — W tal que

p2(9) = fpi(g)f~! para todo g € G.

Definicion 1.4. Unha representacién matricial dun grupo G sobre K de grao m,
definese como un homomorfismo de grupos, p, de G no grupo de matrices invertibles
m x m, GL(m, K).

Definiciéon 1.5. Sexan p;: G — GL(m,K) e pa: G — GL(n, K) duas representacions
matriciais dun grupo G sobre K. Diremos que p; € p2 son representacions matriciais

equivalentes se m = n e existe unha matriz invertible 7' tal que
p2(g9) = Tp1(g)T " para todo g € G.

Dada p unha representacion lineal e B = {vy, v2, ..., v, } unha base do seu espazo de

representacion, para cada g € G teremos:

p(9)(v;) = D7 azv; con j € {1,...,m}.

A matriz de p(g) respecto da base B é unha matriz invertible, (p(g9))p € GL(m, K), e pode-
mos definir a partir de p o seguinte homomorfismo de grupos, que serd unha representacion

matricial de G sobre K asociada a p:

p: G — GL(m,K)
g —  (p(g))s-

Se tomésemos outra base de V', B, as matrices (p(g))p e (p(g))p’ serian semellantes.

Nota 1.6. No que segue empregarase indistintamente a palabra representacién para repre-

sentacion lineal e matricial segundo o contexto.

Definicion 1.7. Diremos que unha representacién dun grupo G sobre un corpo K é fiel

se é un monomorfismo.

Nesta situacion, é claro que un grupo G presenta representaciéons de calquera grao, pois
basta asociar a cada elemento g € G o elemento neutro de GL(m, K), ¢ dicir, a matriz
identidade de orde m. Ademais, cabe destacar que a equivalencia de representacions define
unha relacién de equivalencia e que toda representaciéon equivalente a unha fiel é fiel.

A continuacion veremos algins exemplos de representacions:
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Exemplos 1.8.

1. O homomorfismo dado por p(g) = Id para todo g € G denominase representacion

trivial. Nétese que a representacion trivial é fiel se, e 86 se, G é o grupo trivial.

2. Sexa GG un grupo ciclico xerado por un elemento g de orde n € N, que denotaremos
C,, e sexa K un corpo que contén tddalas raices n-ésimas da unidade, wy, ..., wp,.

Unha posible representacion de G sobre K seria p: G — GL(n, K), tal que

wi 0 ... 0

0 w9y ... 0
p(g9) =

0 O Wn,

para todo g € G. Ademais,

p: G — GL(m,C)
9" — pl9)"

é unha representacion de G sobre C se, e s6 se, p(g)" = I.

Isto ¢ doado de ver. Se p é unha representacion I = p(e) = p(¢g"™) = p(g)"™. Por
outra banda, se p(g)" = I tense de forma sinxela, pola definiciéon de p, que p(g'g’) =
p(g"*7) = p(9)"™*7 = p(9)'p(g) parai,j € {1,..,n}.

Sexa agora ('3, o grupo ciclico de orde tres, xerado por un elemento g e vexamos tres

posibles representacions de grao 2 de dito grupo sobre C, p; con i € {1,2,3}, onde

p1(g)=<(1) 2) p2<g>=<; egﬁi/3>epg<g>=<_f _1)

Para ver que efectivamente p1, ps e ps son representacidns, polo anterior, basta

comprobar que se verifica que p1(9)% = I, p2(g9)® =1 e p3(g9)® = I.

Notese tamén, que p; non é fiel, xa que a imaxe de calquera elemento de Cs é a

identidade. Porén, ps e p3 si o son, pois tanto p2(g?) como p3(g?) non son a identidade.

3. Sexa o grupo diedral, Dg = {s,t|s* = t2 = 1,¢t7!st = s7!}. Podemos definir unha
representacion de grao dous de Dg sobre C, p: Dg — GL(2,C), determinada pola

imaxe dos xeradores do grupo:

0 1 1 0
p(S)—(_1 0>ep(t)—<0 _1>-

Posto que o tnico elemento de Dg cuxa imaxe é a matriz identidade é o elemento

neutro, p é unha representacion fiel de Dg sobre C.
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4. Sexan S, o grupo de permutaciéons (ou grupo simétrico) e V un K-espazo vec-
torial de dimension n con base B = {v1,va,...,v,}. Entén, podemos definir unha
representacion de S, sobre K, p: S, — GL(V'), que asocie a cada o € S,, un au-
tomorfismo en V', p(o), tal que p(o)(vi) = v,y para i € {1,...,n}. Notese que para
dous elementos calquera de Sy, 01 e o9, verificase que p(o102) = p(o1)p(o2), polo

que podemos concluir que p é un homomorfismo de grupos.

Se particularizamos en S3 = {01 = (1),02 = (12),03 = (13),04 = (23),05 =
(123), 06 = (132)}, posto que {(12), (123)} é un conxunto de xeradores de dito grupo,

p queda determinada por:

10
00 [ep(123)=
01

_ O O
S O =
oS = O

5. Se partimos dun grupo arbitrario G, finito e de orde n € N, o Teorema de Cayley
garante a existencia dun isomorfismo entre G e algun subgrupo de S,,. Asi, compondo
dito isomorfismo cun homomorfismo como o referido en 4 teremos o que denomina-
remos unha representaciéon regular do grupo G sobre un corpo K. En concreto,
suponamos que G = {g1,92,...,9n} € un grupo finito e V un K-espazo vectorial
con base B = {v1,va,...,0n}. E cofiecido que, dado ¢ € G arbitrario, para cada
i €{1,...,n} existe un tnico j € {1,...,n} tal que gg; = g;. Deste xeito definiremos
preg: G — GL(n, K) como a representacioén de G sobre K que verifica preq(9)vi = v;
se gg; = g;j con i,j € {1,...,n}. Notese que, pola sta construcion, a representacion
regular dun grupo é fiel e en consecuencia todo grupo terd polo menos unha represen-
tacion fiel, a regular. En particular, se G' é un grupo ciclico, G = (g), a representacion

regular, prey: G — GL(n, K), quedaria determinada por

0 0 0 1

0 0 O

Preg (g) = 0 1 0 O
0 O 1 0

Outro caso particular de representacién regular é a do grupo S3, que ademais serd

de distinto grao & xa vista en 4. Xa que {(12), (123)} é un conxunto de xeradores de
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S3, a representacion regular, preq: S3 — GL(6, K), quedara determinada por

pT@g(lz) = € preg(lzg) =

= o O O O O
o = O O O O
o O = O O O

o = O O O O
o O = O O O
_ o O O O O

o O O o = O
o O O O o =
o O O = O O
o O O = O O
o O O o = O
o O O o o =

Noétese que, dado o € S3, a matriz preg(o) presenta un 1 na posicion (7,7) se, e

80 se, 0;0, = 0. Asi, a partir destas diias matrices podemos construir a imaxe

j
por preg de calquera elemento de S3. Por exemplo preg(23) = preg((12)(123)) =

Preg(12)preg(123).

6. Outro exemplo de representaciéns son as representacions unidimensionais dun
grupo G sobre un corpo K, que de forma xeral son homomorfismos, p, entre G e K.
En relacién con estas representacions cabe dicir que se tomamos o grupo abeliano
G/G', onde G’ é o subgrupo conmutador de G (G’ = (gg'g g !9, ¢’ € G)), posto

que p(gg'g g™ = p(g)p(g)p(g " )p(g'~!) = 1 pédese construir a partir de p unha

representacion do grupo G/G’:

p:G/IG — K
g'a" — pld")

En consecuencia, hai unha correspondencia biunivoca entre as representaciéns uni-
dimensionais de G sobre K e as de G/G’ sobre K.

Deseguido, comprobaremos se algunhas das representaciéns dos exemplos previos son

equivalentes e buscaremos unha representacién equivalente dalgin dos exemplos dados:
Exemplos 1.9.

1. Retomemos as representaciéns dun grupo ciclico G de orde n recollidas en 2 e 5 de 1.8,
que denominaremos p; e po respectivamente, e vexamos que son daas representacions

equivalentes de G sobre un corpo K. Definimos a matriz T referida en 1.5 como

1 w w% w?_l
-1

1 we w? ... W@

T — 2 2
1w, w? wn—t
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T ten determinante de Van der Monde e, por ser as wy,...,w, distintas entre si e

distintas de cero, podemos concluir que T é invertible. Ademais é sinxelo ver que
pi(g) = Tpa(g) T~

2. En relaciéon ds representacions do grupo ciclico de orde tres (', vistas en 2 de 1.8,
cabe destacar que as representaciéns ps e ps non son equivalentes a p; pois esta

ultima non é fiel a diferencia das outras.

3. Sexa agora o grupo diedral Dg e a sia representacién 3 de 1.8, que nomearemos agora
como p1. O obxectivo serd buscar unha representacién equivalente & que xa temos,

para iso podemos tomar a seguinte matriz 7' nas condiciéns de 1.5:

T:\/§<1 1>eT_1:ﬁ<1 —z'>'
2 i —i 2 1 4

Deste xeito, a representacion

p2: Ds — GL(2,C)
g — Tpi(g)T!

serd equivalente a p;.

1.2. K]|G]-médulos.

A continuacién introduciremos os mdodulos definidos sobre a dlxebra dun grupo e estu-

daremos o paralelismo entre ditas estruturas e as representaciéns do grupo.

Definicion 1.10. Sexa K un corpo. Chamaremos K-alxebra a un anel A cun elemento
identidade, que tamén sexa K-espazo vectorial. Ademais, pidese que a multiplicacion por

un escalar verifique
a(ab) = (wa)b = a(abd) para todo o € K e para todo a,b € A.

Deseguido, describiremos os elementos necesarios para definir o que denominaremos
alxebra dun grupo G sobre un corpo K. A partir de agora asumiremos que o grupo G co
que traballaremos ¢é finito.

Consideremos todalas sumas formais, deG agg, con ag € K e g € G. Dous destes
elementos son iguais se tenen os mesmos coeficientes. Notese tamén que unha suma formal
pode interpretarse como unha aplicacién de G en K. As operacions con estes elementos

definiranse do seguinte modo:

L. deG Qg9 + deG Bog = deG(O‘g + B4)9-
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2. (5 e 069 (Syec Brd) = (5, gec by o)
3. (Y geq ¥99) = D 4eq Qg9

Onde a, ay, By € K. Se interpretamos as sumas formais como aplicaciéns definiremos as

operacions da seguinte forma:
L (f +h)(9) = f(g) + h(g).
2. (fh)(g9) = k(g) con k(g) = 32, gn—y f(g")N(g").
3. (af)(9) = af(g) con a € K.

Definicién 1.11. Definimos a alxebra dun grupo G sobre un corpo K, K [G], como

a K-alxebra cuxos elementos son as sumas formais.

Asi definida é sinxelo ver que o elemento neutro de K[G] é 1-e,con 1 € K eeo
elemento neutro de G. Ademais temos que, para todo g € G, 1 - g constitie unha suma
formal con tédolos coeficientes nulos agas un. Polo tanto, o conxunto formado por estas
sumas formais para cada g € G é un conxunto de elementos linealmente independentes e
forman unha base de K [G] como K-espazo vectorial. Se ademais identificamos cada g € G

con 1-g € K [G], podemos considerar que G estd mergullado en K [G].

Proposicion 1.12. Existe unha correspondencia entre as representacions dun grupo G

sobre un corpo K e os K [G]-mddulos.

Demostracion. Sexa p unha representacion de G sobre K. O dito previamente, que nos

permite ver G mergullado en K [G] e 1.2 proporcionan o seguinte diagrama:

G !~ GL(V)

T

K [G] Endg (V)
do cal extraemos que podemos definir un homomorfismo de aneis:
p: KI[G] — Endg(V)
dogec g = D seq ag(p(9))

que induce en V unha estrutura de K [G]-modulo: av = p(a)(v) para a € K [G] e v € V.
Reciprocamente, se V' é un K [G]-m6dulo tense un homomorfismo de aneis entre K [G]
e Endg (V). Restrinxindo dito homomorfismo a G temos un homomorfiso de monoides nas

condiciéns de 1.2, que denominaremos p. O
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Nota 1.13. Pola demostracion previa temos que dado un K [G]-mo6dulo V', a representacion
correspondente, p, queda definida para cada g € G como p(g)(v) = gv, para cada v € V|
onde p(g) € GL(V). Reciprocamente, se p: G — GL(V') é unha representacion de G, a
estrutura de K [G]-modulo en V' determinase construindo un homomorfismo como o p da

demostracion e definindo av = p(a)(v) para a € K [G] e v € V.
Exemplos 1.14.

1. Retomemos o exemplo do grupo diedral Dg explicado en 3 de 1.8 cuxa representacion

p construiamola establecendo a imaxe dos xeradores do grupo:

0 1 1 0
p(s)z(_l 0>ep(t)=<0 _1>-

Sabemos que os elementos de Dg, xerados por s e t, forman unha base de C[Dsg].
Por outra banda, se V' é un espazo vectorial con base B = {v1,v2} e interpretamos p
como unha representacion lineal, p: G — GL(V'), dito V presentara unha estrutura

de C[Dg]-mo6dulo como a descrita na demostracion de 1.12:

sv1=p(s)(v1) =p(s)(v1) = —v2
tvy=p(t)(v1) = p(t)(v1) = v
sv2=p(s)(v2) =p(s)(v2) = v1
tvg=p(t)(v2) = p(t)(v2) =—v2

2. Sexa o grupo de permutaciéns 5, e a sta representacién p, descritos en 4 de 1.8.
Enton, basandonos na demostracion de 1.12 a estrutura de K [S,]-mo6dulo do V,
en cuxo grupo de automorfismos estd a imaxe de p, queda determinada, para cada

i€{l,..,n} ecada o € Sy, do seguinte xeito: ov; = p(0)(vi) = v, ()

Particularizando en Ss, posto que é conecido que dito grupo queda xerado por
{(12), (123)} a estrutura de K [S3]-modulo de V' queda definida por:

3. Tomemos un grupo de orde finita G e a sta representacion regular nun K-espazo
vectorial V' descritos en 5 de 1.8. Sabemos que V ten dimensién igual & orde de G,
entoén calquera V nestas condicions sera isomorfo como K-espazo vectorial a K [G],
polo que en particular podemos supor que V' = K [G]. Definamos agora en K [G] unha

estrutura de K [G]-modulo basandonos en 1.12. Xa vimos que B ={1-g¢1,...,1-gn}
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constitie unha base de K [G]; enton, como dado un g € G arbitrario para cada
i€ {1,...,n} existe un anico j € {1,...,n} tal que gg; = g;, con g;, g; € G, a estrutura
de K [G]-moédulo de K [G] queda determinada por g(1 - ¢;) = preg(9)(1-9:) =1 gj.
Nobtese que este exemplo ilustra que a representaciéon regular dun determinado grupo
G ten asociada o K [G]-modulo K [G], polo que K [G] recibe o nome de K [G]-

maddulo regular.

Teorema 1.15. Dias representacions, p1, ps dun grupo G sobre un corpo K son equiva-

lentes se, e sé se, 0os K [G]-mddulos correspondentes son isomorfos.

Demostracion. Suponamos que p; : G — GL(V1) e pa : G — GL(V3) son duas represen-
tacions equivalentes. Logo, existe un isomorfismo f : V4 — Vs tal que p2(g) = fpi(g)f~*
para todo g € G.

Vexamos que f é un K [G]-isomorfismo. Sexan o = > a9, € K [G], v1 € Vj arbitrarios
e p1, p2 homomorfismos de aneis analogos 6 p empregado na demostracion de 1.12. Vexamos

que f(avy) = af(v):

flav) = f(pr(a)(v1)) = f(p1 (30 cigi)(v1)) = fF(O2 aip1(gi)(v1)) = > aif (p1(gi)(v1)) =
Yo aip2(gi)(f(v1)) = p2(3 @igi) (f(v1)) = pa(a)(f(v1)) = af (v1).

Reciprocamente, supofiamos f : V3 — V5 homomorfismo de K [G]-médulos. Sexan p; e

p2 as representacions asociadas 6s K [G]-modulos Vi e Va, respectivamente, tales que

,01(9)(“1) =gvi,parage Gevi € Vqe
P2(9)(U2) = gug, para g € G e vo € V5.

Por ser f isomorfismo de K [G]-moédulos temos que f(gv1) = gf(v1), para g € G e

vy € V1. Asi por ser o diagrama

\%1 4f>V2

p1(g) J{ lpz (9)

Vl?VQ

conmutativo para todo g € G e por f ser isomorfismo de K-espazos vectoriais, concluimos

que p1 e p2 son representacions equivalentes. O

Co seguinte exemplo ilustraremos o enunciado no teorema previo:
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Exemplo 1.16. Retomemos o C3 de 1.8. Denotemos simplemente como p a representacion

ps ali tratada, que quedara definida do seguinte modo:

p(1)=<; ?) p(9)=<_(1) _1>ep(92)=<_1 _(1)>'

Sexa V o C-espazo vectorial, con base B = {v1,v2}, de tal maneira que p interpretada
como representacion lineal é un homomorfismo de C3 en GL(V'). Enton V ten estrutura de

C [C3]-médulo que, como {1, g, g?} constittie unha base de C [C3], queda determinada por:

vy = p(1)(v1) = vy vy = p(1)(v2) = v2
gv1 = p(g)(v1) = v2 gv2 = p(g)(v2)
g*v1r = p(g°)(v1) = —v1 —v2 gPva = p(g7)(v2) = vy
Agora, sexa W outro C-espazo vectorial con base B’ = {wy,ws}, isomorfo a V via f :
V — W. Dito isomorfismo danos en W outra base, que pode ser por exemplo B” =
{f(v1) = w1, f(v2) = —w1 +wa}. Logo W tera a estrutura de C[C3]-mddulo descrita polo

diagrama recollido na demostracion de 1.15:

1wy = fop(l)o f~Hwy) = un lws = fop(l)o fH(ws) = we

gwi = fop(g)of~Hwi) = —wi +wy gws= fop(g)of(ws)=—ur

gPwi = fop(g®) o fH(wi) = —wa  gPwa = fop(g®)o fHwz) =wi —wy
Enton obtemos outra representacion de Cs sobre C, que denominaremos p e que é equiva-

lente a p pois p(g) = f o p(g) o f~! para todo g € Cs.

1.3. Suma e subrepresentacions.

Nesta derradeira seccién do capitulo introduciremos as sumas de representacions, sub-
representacions e representaciéns cocientes, que seran unha ferramenta 1til nos capitulos

posteriores.

Definicion 1.17. Sexan G un grupo, K un corpo e p; e py dias representaciéns de G
sobre K, p1: G — GL(m,K) e po: G — GL(n,K). A suma das representacions

previas:
p1Pp2: G— GL(m+n,K)
definese como
pi(g)(i,j) sei,je{l,....,m}

(p1 EBPQ)(Q)(Z'J) =9 p209)(i,5) sei,je{m+1,..,m+n}

0 noutros casos,
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é dicir:

p2(9)

Nota 1.18. Debido 4 correspondencia entre representacions dun grupo G sobre un corpo K

(p1 @02)(9) = < pl(()g) ; > .

e os K [G]-mo6dulos, podemos dicir que a suma de representacions é a representacion aso-
ciada & suma directa dos K [G]-modulos correspondentes a cada unha das representacions

sumadas.

Tomemos agora p : G — GL(V) unha representacion do grupo G sobre un corpo K
con K [G]-modulo asociado V. Dado U C V' K [G]-submodulo de V, temos que para todo
g€ G, p(g)(U) CUequelU CV é K-espazo vectorial.

Definicion 1.19. Denominase por subrepresentaciéon de p 4 seguinte representacion:
plU: G — GL(U)
g — plg)u.

Unha representacién cuxa imaxe vefia dada para todo elemento do grupo por unha

A 0
(3 4)
é suma de subrepresentacions.
Do mesmo xeito, dado o K [G]-subm6dulo de V', U, tamén podemos definir o K [G]-

modulo V/U que serd, de igual modo, K-espazo vectorial.

matriz da forma

Definicion 1.20. Definiremos representacion cociente de p como a seguinte represen-
tacion:
plV/IU: G — GL(V/U)
g — pV/U(g)
onde pV/U(g)(v+U) = p(g)(v) + U.
Asi, se tomamos unha base de V', By = {v1, ..., v, V41, ..., Um }, tal que By = {v1, ..., v}

¢ unha base de U e By = {vi41+U, ..., v + U} é unha base de V/U, a imaxe da repre-

sentacion p correspéndese, para todo g € G, cunha matriz da forma:

p(g)=<pU(g) ¢ )
0 plV/U(g)

141 - QLm

onde

C =

att+1 - Atm
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é a matriz asociada ¢ seguinte homomorfismo:

<{Ut+17--- 7Um}> \% Vv




Capitulo 2
Representacions irreducibles.

Neste capitulo introduciranse as representaciéns irreducibles e veremos a sta corres-
pondencia con certo tipo de médulos, os médulos simples. Daremos unha demostracién do
Teorema de Maschke e probaremos, baixo certa hipotese, que todo K [G]-modulo ¢ semi-
simple. Posteriormente restrinxirémonos ¢ corpo dos complexos, C, para introducir unha
proba do Lema de Schur e estudaremos como acotar o nimero méximo de representacions
irreducibles non equivalentes dun grupo. A bibliografia empregada neste capitulo é princi-
palmente o texto de James [12], ainda que tamén se fixo uso dos de Sancho [15] e Jacobson
[11]. No referente & notacion empregada, cabe destacar que por G denotaremos un grupo

finito de orde n, como vinamos facendo na tltima parte do primeiro capitulo.

2.1. Mobdulos simples e semisimples.

Comezaremos introducindo os conceptos de mddulo simple e semisimple asi como os

de representacion irreducibe e reducible e as relaciéns entre eles:

Definicion 2.1. Dise que un moédulo V' é simple se non é nulo e non ten submoédulos
propios. Se V' ¢é suma directa de mdédulos simples entén diremos que é un médulo semi-

simple.

Definicion 2.2. Unha representacion p de G, dirase irreducible se non ten subrepresen-
tacions propias, noutro caso dirase reducible. Ademais, se p é suma de subrepresentacions

irreducibles diremos que é completamente reducible.

Equivalentemente, se denotamos por V o K [G]-médulo asociado a p, podemos dicir
por 1.12, que p € irreducible se, e s6 se, V' é simple, que é completamente reducible se, e

s6 se, V' é semisimple e que é reducible se, e s6 se, V ten algin K [G]-submoédulo propio.

13
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Noétese que, polo visto no capitulo previo sobre representaciéns cocientes, p é unha
representacion reducible con K [G]-moédulo asociado V e U un K [G]-submodulo, se, e s6

se, podemos expresar a imaxe de p para todo g € G como:

p(g):<pw<g> c >
0 plV/U(g)

Exemplos 2.3.
1. Toda representacién de grao 1 é irreducible.

2. A representacion dun grupo ciclico G recollida en 2 de 1.8 é completamente reducible
pois, polo feito na tltima seccién do capitulo anterior, podemos concluir que unha
representacién cuxa imaxe é unha matriz diagonal para todo elemento do grupo é

suma de representacions de grao 1 e polo tanto irreducibles.

2.2. Teorema de Maschke.

Nesta secciéon introduciremos dous resultados vertebrais en vindeiros enunciados por
sentar as bases para a descomposicion de calquera representacion dun grupo. O primeiro
deles é o Teorema de Maschke (ainda que o segundo pode aparecer tamén nomeado como

tal en certos textos):

Teorema 2.4 (Teorema de Maschke). Seza U un K [G]-submddulo de V. Enton, se a
caracteristica de K non dwvide d orde do grupo, hai un K [G]-submddulo W de V' tal que

vov@w,
como suma directa de K [G]-mddulos.

Demostracion. Dado U un K [G]-submédulo de V', sabemos que podemos tomar un sub-
espazo vectorial Wy de V', suplementario de U, de xeito que V- = U @ W.
Nesta situacién, é conecido que cada v € V' pode escribirse de forma tnica como suma

dun v € U e un wg € Wy. Entén existe un endomorfismo

TV — Vv
v o U

con nucleo Wy e imaxe U.
Agora, coa finalidade de conseguir un W nas condicions de Wy que ademais sexa K [G]-
submodulo, modificaremos 7 para obter un K [G]-homomorfismo cuxo niicleo serd o W

desexado. Para isto definimos
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0.V — V
v %deGg* 7(gv)

que é claramente un homomorfismo de espazos vectoriais con imaxe contida en U. Ademais,

1

estd ben definido pois n non divide & caracteristica de K.
Vexamos agora que 6 ¢ un K [G]-homomorfismo. Como ¢ un homomorfismo de espazos
vectoriais bastarda ver que para todo ¢’ € G se verifica que 6(g'v) = ¢’8(v). Posto que na

definicién de 6, g percorre todolos elementos do grupo G, temos que

Zg m(gg'v) = ¢'( Zg’ g~ m(gg'v)) =

QGG gGG
1
g'(= > (99 '7(9g"v)) Zg m(gv)) = g'0(v),
geG gEG

xa que para un ¢’ € G arbitrario g¢’ percorre G 6 igual que fai g. Asi temos que 6 é un

K [G]-homomorfismo. Falta comprobar que a imaxe de § é U, para isto tomamos v € V

= % > g ' (gw).

geG

cuxa imaxe vina dada por:

m(gv) € U e m(gu) = gu para todov € V,u € U C V e g € G. Polo tanto #(u) = u para
todo u € U e xa que U é K [G]-submoddulo de V| temos que efectivamente a imaxe de 0 é
U. Agora, denominando W 6 nucleo de 6, obtense que V.= U @ W onde W é tamén un
K [G]-submodulo de V. O

Noétese que en termos de representacions o Teorema de Maschke pédese enunciar da
seguinte forma:
Dada p unha representacion reducible dun grupo G, p: G — GL(m, K), é equivalente

a unha representacién p da forma
3g) = plU(g) O
0 pW(g)

Cabe destacar tamén que a condicién de que a caracteristica de K non divida 4 orde

para todo g € G.

do grupo é necesaria para que se verifique o Teorema de Maschke. Isto queda reflexado no
caso dun grupo ciclico, C),, xerado por un elemento g e de orde un niimero primo p. Se V/
é un espazo vectorial sobre o corpo Z, con base B = {v1,v2}, por 1.8 sabemos que para
j€{0,1,...,p—1}, a aplicacion p: C, — GL(2,Z,), definida por

(1o
p(g)—<j 1)
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¢ unha representacion de C), sobre Z,, xa que p(g)*> = 1.

O Zp [Cpl-moédulo correspondente & representacion p serd aquel cuxa estrutura que-
da determinada por ¢/vy = p(¢’)vy = v1 + jvg e por g/vy = p(g/)vy = wve. Con dita
estrutura de Zj, [Cp]-modulo de V' é claro que U = (v2) é un Z, [Cpl-submodulo de di-
mensién 1. Porén, non podemos chegar 4 conclusiéon do Teorema de Maschke, pois U é o
tnico Zj, [Cp]-submodulo de dimension 1. En caso contrario, suponiamos que existise ou-
tro Zj, [Cpl-submodulo W de tal dimension. Este seria da forma W = (av; + fvg) con
a,B € Zy e, para todo g € Cp e j € {0,...,p — 1}, terfase que ¢/ (av; + Bva) € W. Enton

obteriamos o seguinte:

a = A
avy + (aj + B)va = Mawvy + fr2), X € Z, = . —a=0=W=U.
aj +B=A6
Exemplo 2.5. Consideramos o grupo simétrico S3 e V o K [S3]-moédulo coa estrutura
descrita en 2 de 1.14 onde imos supor K = C. Sexa U o subespazo vectorial de V xerado
por u = v1 + vy + v3 que é tamén C [S3]-submodulo pois verifica:

3

(12)u = p(12)(w) = 3 p((12))(v) = u,

=1

3
(123)u = p((123))(w) = 3 p((123))(v;) = u.
=1

Nesta situacién seguiremos a demostracion do Teorema de Maschke para conseguir un
C[Sy)-submoédulo W de V tal que V.=U @ W. Asi, Wy poderia ser o subespazo vectorial

de V xerado por v e vy. Agora definimos o endomorfismo 7 como

TV — V

v 0
vy —> 0
v3 — u =1v1 + v+ vs.

Continuando os pasos da demostracion do teorema para i € {1,2,3} temos

0:vVv — V

’U,"—)%u

cuxo nucleo é o seguinte:

3

3
Ker(0) :{UZZMU@' eV [0(v) :Z)\%UZO} =

i=1 =1
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3 3
{U:Z)\ivi € V|Z)\z :0} = <’U1 —’l)2,’l)2—1]3>.
=1 =1

Asi, Ker(0) é o W requerido.
En termos de representacions, o que acabamos de facer é pasar da representacién p, de
S3 en V', tomando como base de V' By = {v1 4+ v2 + v3,v1,v2} e tal que a matriz ligada a

imaxe de p para cada o € S3 € unha matriz como a seguinte:

(v o)
<p<a>>31—< ; p,V/U(U)>—

a pde S3 en V', pero tomando neste caso como base de V' By = {v1+va+v3, v1 —v2,v9 —v3}
para todo o € Ss3. Deste xeito a matriz ligada a imaxe vén dada por unha matriz como a

que segue:

o vy (0

(p(U))Ba:( 0 W) |

0

A continuacién enunciamos o derradeiro resultado clave da seccion, que tamén se debe
a Maschke:

Teorema 2.6. Se K € un corpo e a sia caracteristica non divide d orde de G, todo K [G]-

mddulo € semisimple.

Demostracion. Sexa V un K [G]-médulo. Suponamos que dim(V) > 1 e que V non é
simple, pois se V' ten dimensién 1 ou é simple o resultado é trivial.

Nestas hipoteses sempre poderemos atopar un K [G]-submodulo propio de V. Enton,
chamando U a dito K [G]-submo6dulo de V' e aplicando o Teorema de Maschke, obtemos
un W, K [G]-submoédulo de V, de tal modo que V=UH W.

Agora repetiremos o proceso iterativamente con U e W ata ter as descomposicions:
U=U0@ QU eW=WH--PW,, onde os Uj, con i € {1,...,t}, e os Wj, con j €

{1,...,r}, son K [G]-submodulos irreducibles de U e W respectivamente e en consecuencia
tamén de V, polo que poderemos expresar V como V =U @ ---PUPW 1 P --- P W,.
g

En termos de representaciéns, o teorema previo supén que toda representacién dun
grupo G sobre un corpo K, cuxa caracteristica non divide a orde de G, é completa-
mente reducible. E dicir, dada unha representacién, en particular p, ¢ da forma p =

1D Do pii1 P D prir, onde p é a representacion asociada 6 K [G]-modulo V
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e cada p; correspondese co K [G]-submodulo simple U; para i € {1,...,t} ou co W; para

ie{t+1,..,t+r}, da demostracion previa.

Exemplo 2.7. Un caso sinxelo do enunciado do teorema previo é o exemplo 2.5. Nel
escribiamos o C[S3]-modulo V' como suma directa dos C[S3]-submoédulos U e W. Xa
sabemos que U era C [S3]-submoédulo irreducible, se agora demostramos que W tamén o &,
teremos que este exemplo ilustra o teorema previo e a siia demostraciéon. Recordemos que
W = (v] — v2,v9 — v3) e supofiamos que W ten un C [S3]-submodulo, W, non trivial, que
sexa de dimension 1 e da forma W = (i), con @ = A(v; — v2) + pu(ve — v3), onde X\, pu € C.
Isto suporia que (12)A(v1 —v2) + p(ve2 —v3) = A(va —v1) + p(v1 — v3). Polo tanto, para que
se cumpra a igualdade (12)w = aw, con « € C distinto de 0, u = 0; entén w serd da forma
A(v1 —vg9). Asi (123)A(v1 — vg) = A(v2 — v3), 0 que constitiie unha contradicion, polo que

W ten que ser irreducible.

2.3. Lema de Schur.

A partir de agora, ademais de considerar GG un grupo finito de orde n, traballaremos co
corpo C, garantindo asi que a caracteristica do corpo non divida 4 orde do grupo. Ademais
isto conlevard que as representacions coas que traballemos estean definidas tamén sobre C
0 que nos permitird aproveitar propiedades de dito corpo. A continuacion, probaremos o
lema que da nome & seccién e que terd unha salientable utilidade para demostrar posteriores

resultados:
Lema 2.8 (Lema de Schur). Sezan V e W dous C[G]-mddulos simples.

1. Se 6 : V. — W ¢é un C[G]-homomorfismo, verificase que 0 é un C[G]-isomorfismo

ou que 6(v) =0 para todo v € V.

2. Se:V — V éun C[G]-isomorfismo, 6 é un miltiplo do C[G]-isomorfismo iden-
tidade.

Demostracion.

1. Suponamos que 0(v) # 0 para algin v € V, entén Im(6) # {0}. Como a imaxe de
¢ un C [G]-submodulo de W e W é simple, tense que I'm(6) = W. Por outra parte,
o nucleo de 0 é & sta vez C[G]-submodulo de V; como V' é simple e Ker(0) # V,
teremos que Ker(f) = 0. Asi, se existe algin v € V para o cal 0(v) # 0, 6 sera

isomorfismo.
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2. Sabese que 0 ten que ter un autovalor A € C polo que Ker(§ — \Id) # 0. Posto que
f — Al d é un endomorfismo de modulos, Ker(0 — AId) é un C [G]-submodulo de V' e
por ser V simple tense que Ker(6 — AId) =V concluindo que (0 — AId)(v) = 0 para

todo v € V e consecuentemente 0 = \Id.

O

Proposicion 2.9. Seza V un C[G]|-mddulo non nulo tal que todo C[G]-endomomorfismo

de V' € maltiplo da identidade. Enton V é simple.

Demostracion. Suponamos que V non é simple. Enton, V tera algun C [G]-submédulo
propio, U, e polo Teorema de Maschke, 2.4, existira outro C [G]-submodulo de V', W, tal
que V = U & W. Tomando agora 7 o C [G]-homomorfismo definido por 7(u+w) = u para
todo u € U e w € W, empregado na demostracion de 2.4, obtemos que m non é multiplo

da identidade, chegando a unha contradicién. Asi, podemos concluir que V' é simple. [

Corolario 2.10. Seza p : G — GL(m, C) unha representacion de G. Enton p € irreducible

se, e s6 se, toda matriz A, m x m, verificando
p(g)A = Ap(g) para todo g € G
€ da forma
A= M\, con A e C.

Demostracion. Sexa A unha matriz m X m con entradas en C. O endomorfismo

cr — Cm

v — Av

¢ C[G]-homomorfismo se, e s6 se, A(gv) = g(Av) para todo v € C e g € G ou equi-
valentemente se, e s6 se, p(g)A = Ap(g) para todo g € G. Agora por 2.8 e 2.9 tense o
resultado. O

Exemplo 2.11. Retomemos a representaciéon de C'3 descrita en 2 de 1.8 que vina dada

0 1
p(g)=<_1 _1>

posto que a matriz anterior conmuta coa imaxe por p de tédolos elementos de Cs, po-

por

lo corolario previo, temos que p é completamente reducible pois p(g) non ¢ multiplo da
identidade.
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Proposicion 2.12. Suporiamos que G é un grupo abeliano. Enton, todo C[G]|-mddulo

simple, V, ten dimension 1.

Demostracion. Por ser G abeliano temos que dado h € G ciimprese que hgv = ghv para

todo g € G e todo v € V. En consecuencia, temos que o endomorfismo

Vv — V
v — hv

¢ C[G]-isomorfismo. Logo polo Lema de Schur, 2.8, temos que dito C[G]-isomorfismo ¢é
multiplo do C [G]-isomorfismo identidade, polo que todo subespazo de V' é tammén C [G]-

submoédulo. Como V' é simple, necesariamente terd dimension 1. O

Proposicion 2.13. Sezxa p unha representacion de G en V. Dado g € G de orde r, existe
unha base B de V tal que (p(g))p € diagonal. Ademais, os coeficientes non nulos de (p(g))n

son raices r-ésimas da unidade.

Demostracion. Sexa H = (g). Enton V tera estrutura de C [H]-mddulo pois, se denotamos
por ¢ 0 homomorfismo inclusiéon de H en G, é sinxelo ver que poi é unha representacion de
H cuxo C[H]-modulo asociado é V. Asi, en base a 2.6, V = U, @ --- @ U; onde os U; con
i€{1,...,t} son C[H]-submo6dulos simples de V. Posto que todo grupo ciclico é abeliano,

por 2.12 sabemos que cada U; ten dimensién 1. Logo, tomando para cada ¢ un u; que xere

U; e denotando por wq,...,w, as raices r-ésimas da unidade, obtemos por 2 de 1.8 que,
para toda representacion p de G en V', gu; = p(g)(u;) = wiu;, con w; € {wy,...,w,}. En
consecuencia, se tomamos B = {u1, ..., u;} como base de V' temos que

wi ... O

(p(9))B =

2.4. Numero de representacions irreducibles.

Esta secciéon serd a principal do capitulo, pois nela introduciranse os resultados precisos
para saber cantas representacions irreducibles non equivalentes ten un determinado grupo.
En primeiro lugar veranse unha serie de enunciados que permitiran establecer unha cota

superior para dita cantidade de representaciéons irreducibles.

Proposicion 2.14. Sexza V' un C[G]-mdédulo e supotiamos que

V:U1@"'@Ut,
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onde cada U; é un C[G]-submddulo simple de V. Se U é un C[G]-submddulo simple de V,

enton € isomorfo a algin U;, con i € {1,...,t}.

Demostracion. Sexa u € U non nulo. Por hipotese, sabemos que u pode ser escrito de
forma tinica como u = uj + -+ uy con u; € U; para cada i € {1,...,t}. Para probar que U
é isomorfo a algan Uj;, consideremos i € {1,...,t} tal que u; # 0 e definimos m;: U — U;
por m;(u) = w;. Esta aplicacion é trivialmente un C [G]-homomorfismo de mo6dulos. Por
outra parte, como U e U; son simples e m; # 0, o Lema de Schur, 2.8, danos que m; é un

C [G]-isomorfismo e, en consecuencia, U e U; son C [G]-modulos isomorfos. O

Proposicion 2.15. Sexan V e W dous C [G]-mddulos e 0: V — W un C [G]|-homomorfismo.
Enton existe un C [G]-submddulo de V', U, tal que

V=Ker(0) U e U=Im(0).

Demostracion. E sabido que Ker() ¢ un C[G]-submédulo de V; asi, polo Teorema de
Maschke, 2.4, existe outro C [G]-submédulo de V', U, tal que V = Ker(0) @ U. Definimos

agora o seguinte C [G]-homomorfismo:

0:U — Im(0)
u +— O(u).

Posto que, por hipotese, § ¢ C [G]-homomorfismo, ¢ claro que 0 tameén o é. Vexamos agora
que ademais 0 é C [G]-isomorfismo. Se u € Ker(0), u € Ker(d)NU = 0, logo Ker(f) = 0.
Falta probar que 6 é sobrexectivo, para isto sexa w € Im(f) tal que w = 0(v) para algin
v € V. Posto que V = Ker(0) @ U, podemos escribir v = ug+wu con ug € Ker() eu € U.
Enton temos que w = (v) = 0(ug) + 0(u) = 6(u) = O(u) e, polo tanto, Im(6) = Im(h).
Asi, temos probado que 6 é C [G]-isomorfismo e que U = Im/(6).

O

Teorema 2.16. Seza C[G] o C[G]-mddulo regular. Suponiamos

clel=u.H-Pu

onde cada U; é un C[G]-submddulo simple de C[G]. Se W ¢é un C[G]-mddulo simple, enton

é isomorfo a algin U;, coni € {1,... t}.

Demostracion. Sexa W un C [G]-moédulo simple e sexa w € W un vector non nulo. E claro
que {ow | @ € C[G]} é un C [G]-submoédulo non trivial de W, pero como W é simple tense

que W = {ow | o € C[G]}. Definimos agora

0:C[G] — W
a — ow
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que é C [G]-homomorfismo por verificar que §(a+a/) = (a4 )w = aw+a’'w = O(a)+60(d)
e que f(ad) = (ad)w = t(d'w) = rf(d’), con a,o’ € C[G]. Ademais é claro que W =
Im(0), é dicir que 6 é un C [G]-epimorfismo. Por outra parte, por 2.15, sabemos que existe
un C[G]-submodulo de C[G], U, tal que C[G] = Ker(8) U e U = Im(#) = W. Como
W é simple, U tamén o serd, e por 2.14, obtemos que U = U; para algun i € {1, ..., ¢} polo
que W = U;. O

Noétese que do anterior teorema extraemos que para atopar os C [G]-modulos simples ne-
cesitamos descompor o C [G]-mo6dulo regular, C[G], en suma directa de C[G]-submodulos
simples e que o nimero de C[G]-m6dulos simples non isomorfos, é como moito ¢, onde ¢
¢ o namero de C [G]-submodulos simples que forman parte da suma directa & que é igual
ClaG].

En termos de representacions, podemos expresar preg COMO Preg = p1 P - P p:. Nesta
situacién, dedtcese facilmente que o namero de representaciéons irreducibles non equiva-
lentes dun grupo finito G é como moito t.

A continuacién ilustraremos isto cun par de exemplos, pero en xeral non é un método

practico para estudar os C[G]-moédulos simples:

Exemplos 2.17.

1. Sexa o grupo C3 = (g|g>=1) e sexa w = ¥™/3

. Retomemos a representacién
regular dun grupo ciclico xenérico descrita en 5 de 1.8 e particularicémola para Cs
sobre o corpo C. Por ser a representacién regular tera asociada o C[Cs]-mo6dulo

regular, C[C}3]. Sexa enton a representacion preq: C3 — GL(3,C), definida por

Preg (g) =

o = O
_ O O
S O =

2

E sinxelo ver que os autovalores de pe4(g) son 1, w e w?, as raices ctbicas da unidade,

e que os autovectores asociados son:

up = 1+g+927
u = 1+w?g+wg?
uy = 1+wg+w?g?

Posto que ug, u1, us son autovectores asociados a autovalores distintos, son linealmen-
te independentes. Como ademais C[C3] ten dimension 3, B = {ug, u1,us} constitie

unha base de dito espazo vectorial.
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En relacion & estrutura de C [Cs]-m6dulo de C [Cs], esta queda determinada para ca-
da i € {0,1,2} por gu; = preg(g)ui = wiu;. Asi, deducimos que os U; = (u;) para i €
{0,1,2} son C [Cs]-submo6dulos simples de C[C3] tales que C[C3] = Ug U, P Us e
que as representaciéns irreducibles asociadas a cada U;, en base a 1.12, son aquelas
que cumpren que p;(g’) = w* con i, j € {0,1,2}. Polo tanto, empregando o teorema
previo temos que todo C [C3]-médulo simple, U, é isomorfo a un U; e, consecuente-
mente, o numero maximo de representacions irreducibles non equivalentes de C3 é

tres.

2. Sexa o grupo Dg = <s,t 8=t =1,t"1st = 8*1>. E cofiecido que dito grupo é
isomorfo 6 grupo simétrico Ss3, por elo serd sinxelo establecer a representacién regular
de Dg a partir da representacion regular de Ss construida en 5 de 1.8. Asi, dita

representacién quedard determinada polas imaxes dos xeradores de Dg, t e s:

pTeg(t) = € preg(s) =

o O o o = O
o O O o O
_ o O O O O
o = O O O O
o O = O O O
o O O = O O
o B O O O O
o O O = O O
o O = O O O
o O o o = O
o O O O O
o O O o O

Notese que, por ser a representacion regular, o C[Dg]-médulo correspondente sera

o propio C[Dg] 6 cal asociamos a base B = {1,t,st, s’t, s, s?}. Nesta situaciéon é

facil comprobar que preg(s) ten tres autovalores dobres, 1, w e w? con autovectores
asociados

u = l+s+s° wy = t+st+s%t

u = l4+w?s+ws? w = t+w?st+ws’t

uy = lH4ws+w?s® wy = t+wst+w?s’t

que son linealmente independentes. Asi os autovectores forman outra base de C [Dg]

e a estrutura de C [Dg]-mo6dulo queda determinada do seguinte xeito:

su; = w'u; e sw; = w'w; con i € {0, 1,2}

tug = wg twy = uo
tu1 = Wy tw1 = U9

tUQ = w1 tw2 = Uui.

Por tanto, podemos concluir que (ug, wp), (u1,ws2) e (ug2,w;) son C[Dg]-submodulos.
Ademais (u,ws) e (ug,wq) son simples, o que se pode comprobar seguindo un pro-

ceso andlogo 6 feito en 2.7. Porén, (up,wp) non o é xa que podemos comprobar que
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{(uo + wo) e (ug — wp) son C [Dg]-submodulos simples de (ug, wp). Asi temos a seguin-
te suma directa de C [Dg]-submodulos simples: C [Dg] = Uy @ Uz @ Us @ U, onde
Ur = (uog + wo), Uz = (up — wo), Us = (u1,w2) e Uy = (uz,w1). Do anterior e en base
a 1.12 tamén se extrae, coma no caso previo, que as representaciéns irreducibles de

D¢ asociadas 6s U; con i € {1,2,3,4}, p;, quedan determinadas da seguinte forma:

p1(s)
p2(s)

/?3(8):<C(; £2>,P3(t)=<(1] (1)>,
w?
p4<s>=< . 2>ep4<t>=<? é)

Ademais, polo teorema previo temos que todo C [Dg]-médulo simple, U, é isomorfo

17 Pl(t) = 17
17 pQ(t) = _17

aun U; con i € {1,2,3,4} e, consecuentemente, o nimero méaximo C [Dgl-méodulos

simples non isomorfos é 4.

A continuacién, introduciremos os elementos precisos para poder determinar a canti-
dade de representaciéns irreducibles non equivalentes dun grupo G.

Se V e W son dous C [G]-médulos denotaremos por Homgq(V, W) 6 C-espazo vecto-
rial dos C[G]-homomorfismos de V en W.

Proposicion 2.18. Suporiamos que Ve W son C[G]|-mddulos simples. Enton

1 seV=W,

dim(Homgq(V,W)) =
0 seVZZW.

Demostracion. Se V' 2 W tense o requerido polo Lema de Schur(2.8).

Se V.= W, sexa un C[Gl-isomorfismo 6 : V' — W. Tomando ¢ € Homgg(V, W),
obtemos que ¢! 0@ ¢ un C [G]-isomorfismo de V en V. Logo, polo Lema de Schur(2.8),
existira un A € C tal que ¢! 0@ = Mdy. Polo tanto § = \¢ e, como consecuencia,
dim(Homgg(V,W)) = 1. O

Proposicion 2.19. Sexan V, Vi, Vo e W, Wy e Wy C[G]-mddulos. Logo:
1. dim(HomC[G} (VWL @PWs)) = dim(HomC[G](V, wh)) + d'L'TrL(1{0771((;[@](V7 Wa)).
2. dim(Homgyq) (Vi @ V2, W)) = dim(Homcg)(V1, W)) + dim(Homgc(Va, W)).

Demostracion.
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1. Consideremos as aplicacions

T Wl@WQ — W1 DR Wl@WQ — WQ

w1 +wy > wq w; +wy —>  wa.

Podemos ver facilmente que estas aplicaciéns son C [G]-homomorfismos. Se agora
tomamos 6 € Homgyg)(V, W1 @ Wa), teremos que w106 € Homg|g)(V, W1) e ma00 €
Homgg(V, W2). Nesta situacion definimos:

[+ Homeig (V. Wi @ W) —  Homgyg)(V, W) @ Home(g)(V, Wa)
o — (m060,m080).

Se agora comprobamos que f é un isomorfismo de espazos vectoriais teremos o desexa-
do. Que f é unha aplicacién lineal é claro. Verifiquemos agora que f é sobrexectiva,
para iso tomemos ¢1 € Homc(g(V,W1) e ¢2 € Homgyg(V, Wa). Entén podemos
definir unha aplicacion ¢ € Homgg(V, W1 @ Wa) tal que ¢(v) = ¢1(v) + ¢2(v)
para todo v € V. Asi temos que dados ¢1 e ¢o arbitrarios atopamos un ¢ tal que
f(®) = (¢1, ¢2) polo que f & sobrexectiva. Tomemos agora un elemento 6 € Ker(f),
logo m 0 6(v) =0 e m06(v) =0 para todo v € V e xa que 0(v) = (m1 + m2)(0(v))

temos que # = 0 e polo tanto f inxectiva.

2. Sexa agora 0 € Homgg (V1 €D Vo, W). Considerando as restriciéns de 6 a V1 e Vo
definimos

h: Homeig)(Vi @ V2, W) — Homgig)(V1, W) D Homeg(Va, W)
0 — (0/‘/1,9/\/2)

que & un monomorfismo. Sexan agora ¢1 € Homc(g)(V1, W) e ¢2 € Homg(g)(Va, W).
Entén podemos definir unha aplicacion ¢ € Homgg (Vi @ Vo, W) tal que ¢(v1 +
v2) = ¢1(v1) + ¢2(v2) para todo vy € Vi e vy € V. Asi temos que dados ¢ e ¢2

arbitrarios, atopamos un ¢ tal que h(¢) = (¢1, ¢2), polo que h é tamén sobrexectiva.
[l

Corolario 2.20. Nas hipdleses da proposicién anterior:

t

dim(Home) (Vi D -~ P Vi, Wi @ - P W) =D 0 dim(Homeey(Vi, Wy)).

i=1 j=1

Corolario 2.21. Seza V un C[G]-mddulo e suporiamos que

V:U1@"'@Ut,
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onde cada U; é un C[G]-mddulo simple.
Se W ¢ un C[G]-mddulo simple, as dimensions de Homcq(V,W) e Homeig (W, V)

son tguais 6 nuimero de C|[G]-mddulos U;, con i € {1,...,t}, isomorfos a W.

Demostracion. Polo corolario previo, 2.20, sabemos que

t
dim(Homg|)(V,W)) = > _ dim(Homg(g) (Ui, W))

=1

t
dim(Homgq) (W, V)) = > _ dim(Homgi) (W, U)).
i=1
Ademais, pola proposicion 2.18,

1 seU; =W,
dim(Homg)(Us, W)) = dim(Homc|q) (W, U;)) =

0 seU,Z2W.
Agora, se denotamos por k o ntmero de C[G]-médulos U;, con i € {1,...,t}, isomorfos a
W, concltese facilmente que dim(Homcq(V,W)) =k = dim(Homc|g)(W,V)). O
Proposicion 2.22. Se U ¢é un C[G]-mddulo,

dim(Homcq(C[G],U)) = dim(U).

Demostracion. Sexa d = dim(U). Tomemos unha base de U, By = {uy, ..., uq}. Definamos
para cada i € {1,...,d} o seguinte homomorfismo de C [G]-m6dulos:

¢;:C[G] — U

o auy.
¢i € Homgq(C[G],U) xa que para todo a, o’ € C[G] verificase que ¢;(aa’) = (aa’)u; =
a(d'u;)) = adi(d’). Procedemos agora a probar que ¢1, ..., ¢4 constitien unha base de
Homgei)(C[G],U). Para isto tomamos ¢ € Homgc(g)(C[G],U) arbitrario. Logo, para
Ai € C, (1) = Mug + -+ + Agug. Posto que ¢ € Homeq(C[G],U) tense que ¢(a) =
ap(l) = aljuy + - + rhqug = a(Ad1 + - + Agoq) para todo a € C[G]. Asi, ¢ =
A1¢1+++ANa@d, polo que {1, ..., ¢a} € un conxunto de xeradores de Homgq(C[G],U). A
continuaciéon, imos ver que é un conxunto linealmente independente, para isto consideramos
unha combinacién lineal A1 + -+ + Agopg = 0 cos A\; € C e, evaluando en 1, obtemos que
0 = Ajuy + - + Agug, polo que para todo i, A\; = 0. Asi chegamos a que ¢1, ..., Pq son
linealmente independentes, e como xa sabiamos que eran un conxunto de xeradores de

Homgg(C[G],U), podemos dicir que constitiien unha base. Concluimos por tanto que
dim(Homcq(C[G],U)) = dim(U). O



2.4. NUMERO DE REPRESENTACIONS IRREDUCIBLES. 27

Tomemos o C [G]-médulo C[G] e suponiamos que C[G] = U; @ --- @ Uy, onde U; é un
C [G]-modulo simple para todo ¢ € {1,...,t}. Enton verificase:

Corolario 2.23. Dado calquera C[G]-mddulo simple U, o nimero de C[G]-mddulos U;

isomorfos a U € igual a dim(U).
Demostracion. Pola proposiciéon previa, 2.22, temos que
dim(U) = dim(Homc|g)(C[G],U)).
Agora, polo corolario 2.21, o anterior é igual 6 numero de U; isomorfos a U. O

Noétese que, polos resultados anteriores, temos que da expresién como suma directa dun
namero finito de C [G]-submoédulos simples do C [G]-mddulo regular, C [G] = U; @ - @ Uy,
podemos extraer un subconxunto maximal de {Uy, ..., Ui}, {Ui,...,Us} con s < t, que sexa
un conxunto maximal de C[G]-mddulos simples non isomorfos. Teremos entén o seguinte

corolario:

Corolario 2.24. Dado {Uy,...,Us} un conzunto maximal de C[G]-mddulos simples non

isomorfos, todo C[G]-mddulo V' pode expresarse como

V= (U, @ @ Up) @ @(Us EB @ U,).

Demostracion. A proba séguese directamente de 2.6, 2.16 e 2.23. O

En termos de representacions, exportando o obtido para C[G]-m6dulos, concluese que
dada a representacién regular do grupo G, preg = p1 @ - @ pt, podemos tomar un sub-
conxunto maximal de {p1,...,pt}, {p1, ,ps} con s < r, que sexa un conxunto maximal
de representacions irreducibles non equivalentes de G e, analogamente 6 caso previo, po-
demos concluir que dado {p1, ..., ps} un conxunto maximal de representacions irreducibles

non equivalentes de G temos que toda representacion de G, p, é equivalente a unha da

P PP PBlos B EPrs)

Exemplos 2.25. Retomemos os exemplos de 2.17.

forma

1. Do primeiro exemplo obtinamos que C[C3] = Uy @ Uz @ Us. Agora podemos dicir
en base 6 corolario previo, que posto que tédolos U; con i € {1,2, 3} tefien dimensién
1, non son isomorfos. Asi, existen exactamente tres representacions irreducibles non

equivalentes de C3, unha asociada a cada U; que son as descritas en 2.17.
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2. Respecto 6 segundo exemplo, concluiamos que C [Dg] = Uy @ U2 @ Us @ Uy. Porén,
novamente en base 6 corolario previo, como Us e Uy tenen ambos dimensién 2 men-
tres Uy e U tefien dimension 1, necesariamente Us e Uy son C [Dg]-submodulos de
C [De¢] isomorfos, polo que habera tres C[Dg]-submé6dulos non isomorfos. Logo hai
exactamente tres representaciéns irreducibles non equivalentes de Dg, p1, p2 e p3 ou

P4, que son equivalentes.

Para concluir o capitulo introducimos un resultado que relaciona o grao das represen-
taciéns irreducibles dun grupo G coa orde de dito grupo e que terd especial interese no

seguinte capitulo para a elaboracién de tdboas de caracteres.

Proposicion 2.26. Sexa p1, ..., ps un conzunto mazimal de representacions irreducibles
non equivalentes dun grupo G, cuzos graos son respectivamente mi, ..., ms. Entén tense
que

S
Gl =Y "m}.
=1

Demostracion. Sexa prey a representacion regular de G de grao a orde do grupo, n, que
podemos expresar como preq = p1 P - @ pr, onde as representacions pi, ..., py son repre-
sentacions irreducibles de G con graos my,...,my. Agora, en base a 2.23, temos que o
ntimero de pg; con j € {1,...,t} equivalentes a unha determinada p;, con i € {1,...,s}, é

m;. En consecuencia

Como |G| = n, tense o resultado. O



Capitulo 3
Caracteres de representacions.

Neste capitulo farase un estudo dos caracteres das representaciéns dun grupo G, asi co-
mo das sias propiedades. Para iso, consideraremos a relacién de equivalencia definida polas
clases de conxugacion de G e construimos a partir de ditas clases unha base de Z(C[G]).
Introducirase tamén o concepto de caricter dunha representaciéon e certas propiedades dos
mesmos, como que todo caracter é unha funciéon de clase ou as relacions de ortogonalidade.
Ademais, probaremos que os caracteres de representacions irreducibles (caracteres irredu-
cibles), constitien unha base ortonormal para o espazo de funciéns de clase e deduciremos
que o numero de caracteres irreducibles é igual ¢ niimero de clases de conxugaciéon. Final-
mente, definiremos o concepto de tdboa de caracteres dun grupo e ilustrarémolo con algins
exemplos. No que respecta & bibliografia, 6 longo do capitulo empregéronse os textos de
James [12], Ivorra [10] e tamén Rotman [14], Curtis [5] ou Jacobson [11].

3.1. Clases de conxugacion.

Comezaremos comentando o que supén que dous elementos dun grupo G sexan conxu-
gados e definiremos o subgrupo centralizador dun elemento de G no grupo. Tamén relacio-
naremos os cardinais da clase de conxugaciéon dun elemento do grupo e do seu centralizador

en GG e determinaremos as clases de conxugaciéon de certos grupos de interese:

Definiciéon 3.1. Dados g,¢ € G, diremos que son conxugados se existe h € G tal que
¢’ = h'gh. Esta relacién, pola que g é conxugado con ¢, é de equivalencia; o conxunto dos
elementos conxugados de g denotarase por ¢© e recibe o nome de clase de conxugacion

de g. Asi, todo grupo pode expresarse como unién disxunta de clases de conxugacion.
Exemplos 3.2.

1. 1¢ = {1} para todo grupo G.

29
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. Se o grupo é abeliano as clases de conxugacién son unitarias. En particular, para un

grupo ciclico tamén o son.

. Sexa o grupo Dg = <s,t csd =12 = 1,t‘1st = s_1>, con elementos {1, s, sQ,t, st, szt}.

Por 1 sabemos que 176 = {1}. Por outra banda, ¢ claro que para todo h € Dg ctim-
prese que h™'sh = s ou h™'sh = s2 e, posto que t~'st = s2, tense que s76 = {s, s%}.
Por tltimo, para i € {1,2} verificase que s~’ts’ = s't polo que tP6 = {t, st,s*t}. En

consecuencia, 176,576 e tP6s son as clases de conxugacion de Dg.

Notese que, por ser Dg e S3 isomorfos, podemos deducir que as clases de conxugacion
de S3 son 1% = {1}, (123)"% = {(123), (132)} e (12)°3 = {(12), (13), (23)}.

. Sexa Dg = <s,t st =2 =1t st = s*1> con elementos {1,s,s%, s3,t, st, s%t, s3t}.

Por 1 sabemos que 178 = {1}. Ademais, tense que para todo h € Dg ctimprese que
h='sh = s ou h™'sh = s3 e como t~'st = s3 obtemos que s”% = {s,53}. Do mesmo
xeito comprébase que h™1s?h = s? para todo h € Dg polo que s2Ps {s2}. Por
outra banda, tense que h~'th # st para cada h € Dg polo que tP”¢ # stP8. Enton,
como s3ts = st e t~1st? = s3t, concluimos que t78 = {t, st} e stPs = {st, s3t}. Asi,

. D
as clases de conxugacion de Dg son 178, sPs 5278 tDs o stDs,

. Sexa @ = <s,t st =1, =2t st = 3‘1> o grupo dos cuaternios, con elementos

{1,s, 5%, 53 t,st,s%, s3t}. Por un razoamento analogo 6 feito en 4 chegamos 4 con-
clusion de que as stas clases de conxugacion son 19 = {1},s¢ = {8,83},52Q =
{s2},t9 = {t, st} e st? = {st,s3t}.

Definicion 3.3. Dado g € G definese centralizador de g en G como o subgrupo de GG

Calg)={d €G gy =49}

Teorema 3.4. Dado g € G, o numero de elementos conzugados de g € igual J indice do

seu centralizador:

191 = (G : Cal(g)).

Ademais, este nimero € divisor de |G| se G ¢ finito:

: _ Gl

Demostracion. E cofiecido que dada unha actuacién dun grupo G sobre un conxunto X,

o cardinal da 6rbita de calquera elemento x € X coincide co indice do seu subgrupo de

isotropia. Se en particular consideramos a actuaciéon conxugacion de G sobre si mesmo, é

sinxelo ver que g© é a 6rbita de g respecto 4 dita accién e que o centralizador de g, C(g)
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& o subgrupo de isotropfa. Polo tanto |¢g%| = (G : Cg(g)). Ademais, se G finito, aplicando

o Teorema de Lagrange 6 subgrupo de isotropia, tense que (G : Cg(g)) = \Cﬁ‘g)l' O

Nesta situacién podemos establecer de modo xenérico as clases de conxugacion dos
grupos Ds, e S, para todo n € N.

No que respecta 6s grupos diedrais, Do, = <s,t | s =12 =1,t"1st = s*1>, cOmpre
discernir entre valores pares e impares de n para determinar as stas clases de conxugacién:

m __— m

Sexa 0 caso no que n é par e tomemos n = 2m. Posto que t~!'s™t = s~ s™,

D 3 .
meEn = fgMml. Sexa agora s’ con i €

{1,...,m — 1}; entén (Day, : Cp,, (5%)) < (Day, : (s)) = 2, xa que (s) C Cp,,(s'). Como

7

tense que Cp, (s") = Da, e, en consecuencia, $

. _ . _ . o Do . . . .
ademais t~1s't = 5% obtense que {s’,s7¢} C s *". Pero s’ # s, pois en caso contrario

s2 = sis~
]3iD2"| > 2 e en base a 3.4, 2 < |SiD2”\ = (Day : Cp,, (s")) < 2, do que deducimos que
Cp,, (s') = (s) e que §i7 = {s',s7%}. Por outra banda, s'ts™ = s%t,s'(st)s™! = s%t1t,
D2n —

* =1, contradecindo a definicién de Do, 6 ser 2i < n; asi, podemos afirmar que

para todo enteiro 4, do que se segue que tP2n = {s%t | i € {0,...,m — 1}} e que (st)
{s?*1¢ | i € {0,...,m — 1}}. Polo tanto, neste caso as clases de conxugaciéon son 172

Day, m—1)P2n  .mP
7

S ., st , smEn P20 e stP2n como se pode ver no exemplo de Dg feito en 3.2.

Sexa agora 0 caso no que n é impar, e tomemos s’ con ¢ € {1,...,n—1}. De xeito analogo
= {s",s7"'}, pois

= 1, chegando a unha contradicién coa natureza

2n

L. . ; . D
6 feito no caso previo, podemos concluir que Cp, (s") = (s) e que s’

s' # 57" xa que do contrario s* = s's™!
impar de n. Pola stia parte, {1,t} C Cp,, (t) e como t~1s't = s~% ningtin elemento da forma
s’ ou s't conmuta con ¢ por ser n impar. Logo, Cp,, (t) C {1,t} e por 3.4, [tP2n| = n. Nesta

situacién, xa que as clases de conxugacién de tédolos elementos da forma s* estdn definidas,

& sinxelo ver que tP2n = {t, st, ..., s""'t}. En conclusién, temos visto que os grupos diedrais
. ~ ., n—1Dap
D»,, con n impar tefien exactamente "TH clases de conxugacion: 172» sPn 573 e

tP2n como se pode apreciar no caso particular de Dg realizado en 3.2.

En relacion 6s grupos simétricos, Sy, cabe recordar en primeiro lugar, que toda permu-
tacion pode ser completamente factorizada nun produto de ciclos actuando sobre conxuntos
disxuntos. Asi, diremos que dias permutacions o,y € S, tefien a mesma estrutura de ciclos
se, e s6 se, as sdas factorizaciéns coinciden no ntimero de ciclos que tenen de cada orde.

A continuaciéon intoduciremos un resultado que nos permitird establecer as clases de

conxugacion dos grupos simétricos, Sp:

Teorema 3.5. Dias permutacions o,y € S, son conzugadas se, e sO se, terien a Mesma

estrutura de ciclos.

Demostracion. Vexamos en primeiro lugar que diias permutaciéns conxugadas tefien a

mesma, estrutura de ciclos. Suponamos que o, € S, son permutaciéns conxugadas, entén
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existe a € Sy, tal que 0 = aya~!. Se v deixa fixo un elemento i € {1,...,n}, o deixa fixo
a(i), xa que o(a(i)) = aya~(a(i)) = a(y(i)) = a(i). Se pola contra para i,j € {1,...,n}
distintos, v(i) = j, o levard a(i) a a(j), pois o(a(i)) = aya=t(a(i)) = a(y(i)) = 04(]).
Asi, posto que « é bixectiva, & claro que o e v tefien a mesma estrutura de ciclos.
Reciprocamente, sexan o e vy dias permutacions de S, coa mesma estrutura de ciclos
que factorizan como v = 6§10 e 0 = (1 -+ B¢ respectivamente. Se tomamos a € S,
que asocie os ciclos das mesmas ordes da primeira factorizaciéon cos da segunda podemos

concluir que ¢ = aya™!, polo que ¢ e v son permutaciéns conxugadas. O

Nesta situacion podemos concluir que, para todo o € Sy, a stia clase de conxugacién,
o, consiste nas permutacions de S, coa mesma estrutura de ciclo que o, como se pode
apreciar no caso particular de Ss visto en 3.2.

A continuacion inclaese o concepto de centro de C[G], Z(C[G]), e un resultado que o

relacionara coas clases de conxugacién do grupo:
Definicién 3.6. Definiremos centro de C [G] como:
Z(C[G)={p € C[G] | Ba = af para todo a € C[G]}.

Proposicion 3.7. Sexa G = C1 U ... U s a descomposicion de G nas sias clases de

=Y g €C[q)

g:€C;

conzugacion. Se

{c1,...,¢s} € unha base de Z(C[G]).

Demostracion. Comezaremos probando que cada ¢; € Z(C[G]). C; esta integrada polas

distintas conxugacions posibles dun elemento g € G, ¢\ gd}, ..., g5 L ggl,. Asi temos:

n
=29 995
j=1

Vexamos agora que para todo h € G ¢;h = he;. Do anterior deducimos que

Czh Zhlllgg]

pero os h™lg~ 1gg]h€C Logo h~lg/~ 1ggjh h=lg,~ 1ggkh<:>g gg} :gl’glgg;ﬁ. Asi:

“leih = Zh Ly~ lgg] = ¢j.

Polo que ¢; € Z(C[G]).
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Vexamos agora que efectivamente {ci, ..., cs} forman unha base de Z(C[G]). En pri-
meiro lugar comprobemos que se trata dun conxunto linealmente independente. E dicir, se
iy Aici =0, N\ =0paratodoi € {1,...,s}, 0 quese ten por ser as clases de conxugacions
disxuntas.

Por altimo probemos que se trata dun conxunto de xeradores de Z(C [G]). Tomemos

Y = > gec g9 € Z(C[G]). Para todo h € G temos que vh = hy ou equivalentemente

h='~yh = ~. Enton
D AghTlgh = Agg.
geG geG

Disto extraemos que o coeficiente \; é o mesmo para tédolos elementos g da mesma clase

de conxugacion. Asi, v = >"7 ;| Aic;, onde \; é o coeficiente A\, para algin g € ¢;. O

Corolario 3.8. A dimension de Z(C[G]) é o nimero de clases de conzugacion de G.

3.2. Caracteres e as suias propiedades.

Neste epigrafe introduciranse os caracteres e as stias propiedades principais, ilustradas
en certos casos particulares, que seran unha ferramenta til para conecer propiedades dos
grupos dos que proceden, asi como para demostrar resultados de maior complexidade.

Antes de definir o concepto de cardcter dunha representacion necesitamos introducir
un resultado previo de trazas de matrices. Como é sabido, a traza dunha matriz A = (a;;)

de orde m vén dada por tr(A) = > ", a;;. Enton verificase:
Lema 3.9. Dadas dias matrices m x m, A e B verificase que tr(AB) = tr(BA).

Demostracion. Sexan A = (a;;) e B = (bj;). Enton, tr(AB) = 330, Y70, ajbj =
>oim1 2oimy bjiaij = tr(BA). O

Corolario 3.10. Se T ¢ unha matriz m x m invertible tense que tr(TAT1) = tr(A).

Demostracion. tr(TAT™Y) = tr(TA)T™!) = tr(T~Y(TA)) = tr(A), onde a segunda igual-

dade débese 6 lema previo. O

Procedamos agora a definir o concepto de cardcter:

Definicion 3.11. Sexa p unha representacion de G, p: G — Gl(m,C). Definese o ca-
racter da representacion p como a aplicaciéon y: G — C que asocia a cada g € G con
tr(p(g)), onde tr(p(g)) denota a traza da matriz p(g).

Notese que, se p: G — GI(V) ¢ a nosa representacion e B e B’ son bases de V', as
matrices (p(g))B e (p(g))p son semellantes e polo corolario previo podemos afirmar que

tefien a mesma traza. En consecuencia, o concepto de caracter estd ben definido.
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Ademais, dado un C[G]-mo6dulo V', en base a 1.13, existe unha representacion p tal
que, para cada g € G, verifica que p(g)(v) = gv para todo v € V. Asi, o caracter do
C [G]-mo6dulo V definirase do mesmo xeito que o caracter da representacion p asociada.

Os caracteres asociados as representacions de G ou a C[G]-m6dulos denominanse en
xeral caracteres de G. Ademais, nun determinado caracter asociado a unha representacion
ou a un C [G]-médulo definese o grao como o grao da representaciéon ou como a dimension
do C[G]-médulo citados. Dirase que un caracter é irreducible se esta asociado a unha

representacion irreducible ou equivalentemente a un C [G]-moédulo simple.
Deseguido probaremos as principais propiedades dos caracteres:
Proposicion 3.12.
1. C[G]-mddulos isomorfos tenen o mesmo cardcter.
2. Os caracteres son constantes sobre clases de conzugacion de G.

3. O cardcter asociado a unha suma directa finita de C[G]-mddulos é a suma dos ca-

racteres de cada un dos C[G]-mddulos sumados.
Demostracion.

1. Sexan Vj e V4 dous C [G]-moédulos isomorfos e p1, po as stas representacions asocia-
das, que son equivalentes. Logo, existe unha matriz invertible T' tal que para todo
g € G, Tpi(9)T~" = pa(g). Asi, para todo g € G temos que xa(g) = tr(p2(g)) =
tr(Tp1(9)T1) = tr(p1(g)) = x1(g), onde a terceira igualdade débese a 3.10.

2. Sexan g e ¢’ elementos conxugados de G, ¢ = hgh™! para certo h € G. Logo,
dado x un caracter arbitrario de G, temos que x(¢') = x(hgh™!) = tr(p(hgh™!)) =
tr(p(h)p(g)p(h)~1) = tr(p(g)) = x(g), onde a cuarta igualdade débese a 3.10.

3. Farémolo para o caso da suma directa de dous C[G]-médulos, V = Vi @ Va. Para
un maior ntmero de sumandos bastarfa aplicar inducién. Por 1.18 a representacién

asociada a V serd da forma p = p1 €@ p2. Asi, tense que, para todo g € G

p(g):<pl<g> 0 )
0 pa9)

de onde extraemos facilmente que, se x, X1, X2 son os caracteres asociados a p, p1, p2

respectivamente, x(g) = x1(g9) + x2(g) para todo g € G.
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Nota 3.13. En termos de representaciéns, na proposicién previa teriamos, por 1, que repre-
sentacions equivalentes terien o mesmo cardcter asociado e por 3 que o caricter asociado &
suma, finita de representaciéns é a suma dos caracteres de cada unha das representacions

sumadas.

Proposicion 3.14. Seza x un cardcter unidimensional. Enton, x é un homomorfismo de

grupos.

Demostracion. Tomemos g,¢" € G e vexamos que x(g9’) = x(g9)x(¢’), pero isto ¢ sinxelo
porque 6 ter y grao 1 tense que tr(p(g)) = p(g) para todo g € G. Asi, x(99") = p(gg’) =
p(9)p(g") = x(9)x(g")- O

Proposicion 3.15. Sexa x o cardcter dunha representacion p: G — GL(m,C), V o

C [G]-mddulo asociado a p e g un elemento de G de orde r. Enton verificanse:
1. x(e) = dim(V) =m.

2. x(g) € suma de m raices r-ésimas da unidade.

3. x(g7) = x(9).

4. x(g) € un niimero real se g é conzugado de g~'.

Demostracion.
1. Sexa m = dimV . Tense que: x(e) = tr(p(e)) = tr(Ly,) = m.

2. Por 2.13 existe unha base B de V tal que (p(g))p € unha matriz diagonal cuxos
coeficientes non nulos son m raices r-ésimas da unidade que denotaremos wy, ..., Wn,.

Consecuentemente, x(g) = w1 + -+ + Wi,.

3. Do anterior deducimos que os coeficientes non nulos de (p(g)~!)p son wl_l7 ey w b
polo que x(g71) = wfl + -+ wl. Posto que para toda raiz r-ésima da unidade w
tense que @ = w™ !, podemos concluir que x(¢~!) = w1 + - + wm = x(9).

L por 3.10, tense que x(g) = x(97 ') e, polo anterior, x(g) =

4. Se g é conxugado de g~
x(g71). Disto extraemos que x(g) = x(g) e, polo tanto, x(g) ¢ un niimero real.

Definicion 3.16. Se x é un cardcter de G definimos o seu nticleo como:

Ker(x) ={g9 € G| x(9) = x(e)}.
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Teorema 3.17. Sexa unha representacion p: G — GL(m,C) con cardcter asociado x.

Enton:
1. Para todo g € G tense que |x(g)| < m e ademais |x(g)| = m se, e s6 se, p(g) = N p,.
2. Ker(x) = Ker(p).

Demostracion.

1. Por 3.15, sabemos que, dado g € G de orde r e arbitrario, x(g9) = w1 + - + W,
onde os w; con i € {1,...,m} son raices r-ésimas da unidade. En consecuencia,
IX(9)] = |wi 4 Fwm| < |wi|+ -+ |wm| = m e aigualdade s6 se da se os argumentos
das m raices r-ésimas son iguais, polo que sempre se ten que |x(g)| < m e ademais

se |x(g)| = m necesariamente p(g) = Al,,, con A unha raiz r-ésima da unidade.
Reciprocamente, se tomamos g € G de orde 7 e p(g) = A, con A € C, dediicese que
A ¢ unha raiz r-ésima da unidade, xa que x(g) = mA\ e por 3.15 x(g) é suma de m
raices r-ésimas da unidade. Enton, concluimos que |x(g)| = m.

2. Se g € Ker(p), p(g) = I, polo que x(g9) =m = x(e) e g € Ker(x).

Reciprocamente, suponamos que g € Ker(x), polo que x(g9) = x(e) = m. Asi,
do apartado anterior deduciriamos que p(g) = A, para algin A € C. Pero entén

x(g) = A\x(e), polo que necesariamente A = 1, p(g) = I, e g € Ker(p).

Exemplos 3.18.

1. Tomemos a representacion de C,, p, recollida en 2 de 1.8, particularizada en Cs e

determinada por:

0
w

no
£ o o

0

Temos que o caracter asociado y verifica que x(1) = 3, x(g) = 0 e x(g?) = 0. Polo
tanto Ker(y) = {1}.

2. Sexa S3 coa representacion 4 de 1.8. Pola definicién de caracter temos que x(1) =

3, x((12)) = 1, x((13)) = 1, x((23)) = 1, x((123)) = 0 e x((132)) = 0. Como
consecuencia Ker(y) = {1}. Neste exemplo, ilustrase tamén a coincidencia da imaxe

do carécter en elementos conxugados (3 de 3.2). Do mesmo xeito, por ser Ss isomorfo
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a Dg, este cardcter estd ligado a unha representaciéon de Dg. E dicir, existe unha

representacion de Dg cuxo cardcter ¢ x, de modo que se verifica que x(1) = 3,
x(t) =1, x(st) =1, x(s’t) = 1, x(s) = 0 e x(s*) = 0.

3. Sexa Dg coa representacion 3 de 1.8. Entén o caracter asociado verifica x(e) = 2,
X(S) = 07 X(SQ) = 727 X(SS) = 07 X(t) = 07 X(St) = 07 X(SQt) = 07 X(Sgt) = 07 €
polo tanto Ker(y) = {1}. Neste exemplo ilastrase, como no anterior, a coincidencia
da imaxe do caracter en elementos conxugados (3 de 3.2), pero tamén constitie un

contraexemplo da falsedade do reciproco.

Sabemos, polo visto no capitulo previo, que toda representacién irreducible dun grupo é
equivalente a unha subrepresentacion da representacion regular. Asi, é interesante destacar

entre os caracteres asociados a dita representaciéon o seguinte:

Definicién 3.19. Definimos caracter regular, x,g como o cardcter da representacion

regular dun grupo ou equivalentemente como o caracter do C[G]-m6dulo regular C[G].
Proposicién 3.20. Se X,¢q € 0 cardcter reqular de G, temos que

1. Xreg(e) = [G.

2. Xreg(g) =0 se g # e.
Demostracion.

1. Sexan gi, ..., gn 0s elementos de G. E cofiecido que ditos elementos forman unha base
B de C[G]. Logo, por 3.15 temos que Xreq(e) = dim(C[G]) = |G|.

2. Sexa agora g € G, g # e. E cofiecido que gg; = gj coni,j € {1,...,n} distintos. Logo

temos que os elementos da diagonal de (preq(g))p son nulos polo que Xreq(g) = 0.
O
Exemplos 3.21. Retomemos os exemplos vistos en 2.17 e 2.25:

1. Dado Cj5 coa sta representacion regular, vemos que o cardcter asociado cumpre 3.20

pois Xreg(1) = 3, Xreg(9) = 0, Xreg(9?) = 0, polo que Ker(xrey) = {1}. Por outra
banda, en relacién coas tres representaciéns irreducibles obtidas anteriormente, temos

que os caracteres irreducibles asociados cumpren

xi(D) =1 x(9) =1 xa(¢®) =1,

x2(1) =1, x2(9) = w, x2(g°) = w?,
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x3(1) =1, x3(g9) = w?, x3(¢°) = w.
Asi, este exemplo ilustra que o cardcter asociado a unha suma de representacions é

a suma dos caracteres asociados a cada sumando, pois para todo ¢’ € C3 tense que

Xreg(9') = x1(9") + xa(g') + x3(g")-

2. O caracter regular de Dg tamén verifica 3.20: Xreg(1) = 6, Xreg(s) = 0, Xreg(s?) = 0,
Xreg(t) = 0, Xreg(st) =0, Xreg(82t) = 0, polo que Ker(xreq) = {1}. No referente s
representacions irreducibles cuxa suma é igual 4 regular, obtidas previamente, temos

que os caracteres irreducibles asociados cumpren
x1(1) =1, x1(s) =1, x1(s*) =1, xa(t) =1, xa(st) = 1, x1(s%t) =1,

xa(1) =1, xa(s) = 1, x2(s?) = 1, x2(t) = =1, xa(st) = 1, x2(s’t) = —1,
x3(1) =2, x3(s) = —1, X3(52) = —1, x3(t) =0, x3(st) =0, X3(82t) =0,
x4(1) =2, xa(s) = —1, X4(52) = —1, xa(t) =0, xa(st) =0, X4(82t) =0.

Cabe destacar a coincidencia dos caracteres x3 e x4 por provir das representacions
equivalentes ps e py4, respectivamente. Do mesmo xeito, nos distintos caracteres de

Dg apréciase a siia coincidencia en elementos da mesma clase de conxugacion.
Ademais, este exemplo, como o anterior, ilustra que o caracter asociado a unha suma
de representaciéns é a suma dos caracteres asociados a cada sumando, pois para todo

g € Dg tense que Xreg(9) = Xx1(9) + x2(9) + x3(9) + xa(9)-

3.3. Relacions de ortogonalidade.

Veremos nesta seccién que no C-espazo vectorial C, do conxunto de funciéons de G
en C, podese definir un produto interior, polo que en particular os caracteres, 6 herdar
dito produto, presentan unha serie de caracteristicas vinculadas ¢ mesmo, as relaciéns de
ortogonalidade, que constituirdn un potente recurso para traballar con eles.

En C¢ podemos definir para calquera dous elementos 6, ¢ € C%, o seguinte produto:

1 -
(0.9) = a7 > 0(9)$(9)-

geG

Que é produto interior é claro pois verificase:
1. (6,¢) = (¢,0) para todo 0, ¢ € CC.

2. <)\161 + )\292,¢> =\ <91,(]§> + Ao <02,¢> para todo 91,02,¢) € C% e todo A1, A € C.
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3. (0,0) > 0. A igualdade s6 se da se 8 = 0.

A partir de agora traballaremos co produto interior definido, tomando en particular
x,7 € C% que ademais sexan caracteres, o que nos permitira empregar propiedades dos

mesmos para simplificar o calculo do produto interior previo para este caso.

Proposicion 3.22. Suporiamos que G ten s clases de conzugacion con representantes

g1, ..., gs € sexan X,y caracteres en G. Enton verificase:
1 {6y =7, x) = ﬁ deG x(9)v(g™Y) e ¢ un nimero real.
— 5 xlgi)v(g:)
2. 067 = 2im1 Yoata -
Demostracion.

1. Por 3.15 sabemos que v(g~') = v(g) para todo g € G. En consecuencia,

Zx

gEG

Posto que podemos expresar G como G = {g~! | g € G} temos que

X> ) |G‘Zx 9 )v(9) = (v x) -

geG

Asi, como ademais (x,7) = (v, x), obtemos que (x,~) é real.

2. Xa que os caracteres son constantes en clases de conxugacién por 3.12, para todo giG ,

> x(9(9) = 195 Ix(9:)7(9:)-
g€gf
Logo, por 3.4 e 3.7 temos que:

e mzx ") \G\ZZ

=1 9697

\gz! = X9 ()
Z G X = 2 Tje g

O

A continuacion, veremos a relacion existente entre as propiedades das representacions

e as relaciéns de ortogonalidade dos seus correspondentes caracteres:
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Teorema 3.23 (Relacions de ortogonalidade). Sexan p1 e p2 dias representacions arbi-
trarias, irreducibles e non equivalentes do grupo G e x1 € X2 0s seus caracteres asociados.
Enton,

(x1,x1) = 1,

(x1,x2) = 0.
Demostracion. Sexan p;: G — GL(V;) con i € {1,2}, f unha aplicacién lineal arbitraria

entre os C [G]-médulos Vi e Vi, de dimensions m; e mo respectivamente, e f a aplicacion

lineal

fr i — W
v i gec 9 flav)
que ademais ¢ homomorfismo de C [G]-moédulos:

Zg )=g (,G| > (99) " fgg'v) =g f(v).

QEG geG
Tomemos By e By bases de V; e V, respectivamente, e denotemos por pi(g) a (pi(9))s;,
con i € {1,2} e por A e A as matrices asociadas a f e f respecto das bases By e By. Asi

mi Mm2

ZZZm )ik Arip2(9™ " )ij-

geGk 11=1

Posto que p;1 e ps non son equivalentes, o Lema de Schur, 2.8, conclie que f = 0 indepen-
dentemente da f escollida, polo que A = 0 e, en particular, supondo que A;; =1 e Ay =0
cando (i,7) # (k,1), temos que

\G]Zpl )iip2(g 1)jj-
geG

En consecuencia,

(X1, Xx2) = |G|ZX1 )x2(g~") =0.
geG

Por outra banda é obvio que p; é equivalente a si mesma, se tomamos pa = p1, en base a
1.15 e polo Lema de Schur, 2.8, f(v) = \v para certo A € C. O valor de A depende de f e

podemos calculalo. En primeiro lugar, obtemos que

_ 1
miA = |G\ Ztr (g fopi(g |G] Ztr

geG geq

polo que A = Q . No caso i # j, tomando A;; =1 e Ay = 0 cando (4, j) # (k, 1), obtemos

\G| Zm uPl )

geG
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Porén, con i = j e as restantes condicions invariantes, tr(f) = 1 polo que

mil ‘G| Z pl ’L’L pl(g))l’m

geG

do que se deduce que

(x1,x1) = ’G|ZX1 (9 xalg) =1.

geG
O

Nota 3.24. En termos de C[G]-mo6dulos o anterior teorema poderiase expresar tomando
como hipotese V; e Vo dous C[G]-modulos arbitrarios, simples e non isomorfos, en lugar
de p1 e pa. Ademais, a demostracién seria anédloga tomando as representacions asociadas
alVyels.

Corolario 3.25. Dado un conzunto mazimal de representacions irreducibles non equiva-
lentes p1,...,ps con caracteres asociados {x1i,...,Xs}, podemos expresar as relaciéns de

ortogonalidade renericamente do sequinte modo:

(X3, Xj) = 0ij para todo i,j € {1,...,s}.

Para concluir esta seccién introducimos as funciéns de clase, que nos permitiran asociar
o ntmero de caracteres e representacions irreducibles dun grupo co seu ntmero de clases
de conxugacion, o que tamén nos deixerd expresar as relacions de ortogonalidade de xeito

mais manexable:

Definicion 3.26. Unha funcién de clase en G ¢ unha funciéon 6: G — C constante

nas clases de conxugaciéon do grupo; ¢ dicir, se g1, go € g© verificase que 0(g1) = 0(go).

Nota 3.27. As funcions de clase en G constitien un subespazo de C“ que denotaremos
F(G). Unha posible base de dito subespazo é o conxunto de funciéns de clase {61, ...,65}
tal que para i,j € {1,...,s} 0;(g}) = 1 con g} € g% eH(g]) =0 parai# j eg] €g G . Asi,

o ndmero de clases de conxugacion de G e a dimension de F'(G) seran iguais a s.

A proposicion 3.12 permitenos afirmar que os caracteres constitien un caso particular
de funciéns de clase en G.

A continuacion imos probar un lema que empregaremos para demostrar que o conxunto
dos caracteres irreducibles constitiie unha base ortonormal do espazo F(G). Para isto,

introduciremos en primeiro lugar o seguinte concepto:

Definicion 3.28. Sexa y un caracter dunha determinada representacion. Definese o ca-

racter conxugado de x, X, por x(9) = x(g), para todo g € G.
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Lema 3.29. Seza p: G — GL(V') unha representacion irreducible de grao m con cardcter
asociado x. Se 0 é unha funcidn de clase non nula, d cal asociamos o elemento a =

> gec 0(9)g € Z(C[G]), verificase que para todo v € V

onde X € o cardcter conzugado de x.

Demostracion. Pola demostracion de 1.12, dada unha representacion p: G — GL(V)
a estrutura de C[G]-modulo de V proporciénanos que Sv = p(f)(v) para todo f =
> hea anh € C[G] e todo v € V. En particular, para a obtense a aplicacion

pla): V. — V

v O — Qv

que ¢ homomorfismo de C [G]-m6dulos. Asi, en base 6 Lema de Schur, 2.8, existe A € C
tal que p(a)(v) = v para todo v € V. Este X calcularémolo empregando a linealidade da

traza e o produto interior en C®:
mA = tr(p(a)) = > 0(9)x(9) = |G| (6, X) -
geG

O

Teorema 3.30. Os caracteres irreducibles de G constitiien unha base ortonormal do sub-

espazo F(G) de CC, integrado polas funcions de clase.

Demostracion. En primeiro lugar, vexamos que o conxunto {xi,...,xs} dos caracteres
irreducibles de G é linealmente independente. Para iso suponamos que A1 x1+--+Asxs = 0,

con \; € C para todo i € C; por 3.25, 0 = (A1x1 + - + AsXs, Xi) = Ai- Asi, concluimos

que efectivamente x1, ..., Xs son linealmente independentes.

Falta ver que {x1,..., xs} € un conxunto de xeradores de F'(G). Isto sera consecuencia
de que dim(F(G)) = s, pois xa sabemos que xi, ..., Xxs son linealmente independentes.
Para comprobar que dim(F(G)) = s veremos que {X1, ..., Xs} ¢ un conxunto de xeradores

de F(G). Para elo, sexa 6 unha funcién de clase. Definimos ¢ como ¢ = 0—3"7_, (0, Xi) Xis
verificando que (¢, Y;) = 0 para todo i € {1,...,s}. Vexamos que disto podemos extraer
que ¢ = 0. Con este fin, tomamos o = zgeG #(9)g € Z(C|G]) e consideramos unha repre-
sentacion p: G — GL(V). Se p é irreducible estamos nas hipoteses do lema previo 3.29
para ¢, do que extraemos que av = 0 para todo v € V. Se p fose reducible, expresaria-
mola como suma de subrepresentacions irreducibles e aplicariamos a cada unha delas 3.29,

podendo concluir tamén que av = 0 para todo v € V.
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Facendo o anterior para o caso no que V' = C[G] ou, equivalentemente, p = preg €
v =1, teriase que

0=al=> ¢(g)g,

geG
polo que ¢ = 0.

Falta demostrar que {x1, ..., xs} € unha base ortonormal, pero isto dedticese de 3.25. [J

Corolario 3.31. O nimero de clases de conzugacion dun grupo coincide co nimero de
caracteres irreducibles e, en consecuencia, co numero de representacions irreducibles non

equivalentes de dito grupo.

Cabe destacar que este ultimo resultado xogard un importante papel no calculo da

tdboa de caracteres dun grupo que levaremos a cabo no seguinte epigrafe.
Exemplos 3.32. Retomemos os exemplos de 3.21:

1. Sabemos que p1, p2 e p3 constitien un conxunto maximal de representacions irre-
ducibles non equivalentes de Cs. Asi, x1, X2, X3 son tédolos caracteres irreducibles
distintos de dito grupo, polo que forman unha base de F(C3). Nesta situacion, por
3.22, podemos concluir que (Xyeg, Xi) = ﬁ > geCs Xreg(9')xi(¢'"!) = 1 para cada
i € {1,2,3}. Ademais, polas relacions de ortogonalidade, como xreqg = X1 + X2 + X3,
concliese tamén que (Xreq, Xi) = 1 para cada i € {1,2,3}. En definitiva, o que nos
proporciona (xreg, Xi) Para cada i € {1,2,3} é o namero de veces que aparece o

sumando X; en Xreg-

2. Analogamente, para Dg (ou equivalentemente S3), sabemos que os C[Dg]-modulos
simples asociados a p1, p2 e p3 forman un conxunto maximal de C [Dg]-médulos sim-
ples non isomorfos. En consecuencia, x1, X2, x3 son tédolos caracteres irreducibles
distintos de Dg, polo que integran unha base de F(Dg). Asi, por 3.22, podemos
concluir que (Xreg, Xi) = ﬁzgepﬁ Xreg(9)xi(g™) = 1 para cada i € {1,2} e
(Xreg: X3) = 1051 2geps Xreg(9)X3(g™") = 2.

Polas relaciéns de ortogonalidade, como Xreqg = X1 + X2 + X3 + X4 = X1 + X2 + 2Xx3
obtense tameén que (Xreg, X1) = 1, (Xreg> X2) = 1, € (X, x3) = 2. En conclusion, coma
no exemplo previo, o que nos proporciona (Xreq, Xi) para cada i € {1,2,3} é o ntmero

de veces que aparece o sumando x; en Xreg-

Isto tltimo é certo en xeral. E dicir, se {x1, -, Xs} € 0 coxunto de caracteres irreducibles
dun grupo G e x é un caracter de G que polo teorema 3.30 verifica x = A1x1 + -+ + AsXs,

os escalares \; con i € {1,...,s} cumpren \; = (x, Xi)-
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Imos proceder agora a reescribir as relaciéns de ortogonalidade a partir das clases de

conxugacién do grupo:

Teorema 3.33. Sezan {x1,...,Xxs} 0 conzunto dos caracteres irreducibles de G e gy, ..., gs
representantes das clases de conzugacion de dito grupo. Entén, para todo r,t € {1,...,s}

podemos expresar as relacions de ortogonalidade dos sequintes modos:

Zs xr(gi)xt(gi) _

Ly Xt) = 2im1 Featgn = Ort-

2. (XryXt) = opia) iet Xi(9r)Xi(gt) = G
Demostracion.

1. E consecuencia directa de 3.22, 3.25 e 3.31.

2. Tomemos para t € {1,...,s} unha funcién de clase 6; tal que ;(g,) = 0,4 para

r € {1,...,s}. Por 3.30 podemos expresar #; como

S
= Aixi:
i=1

Ademais, como por 3.25 (x;, x;) = 0ij, tense que

A 9157 X’L - | Z et XZ
geG

Por outra banda, sabemos que 9,5( ) =1se g € g% e antlase noutro caso. Ademais,

por 3.4 sabemos que |g¥| = m polo tanto:

En consecuencia,

Srt = 0¢(gy) Z&xz 9r) sz 9r)xilr)

|CG gt

do que se obtén que

1 o S
(Xr,Xt) = m ;Xi(gr)Xi(Qt) = Ort-
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3.4. TA&aboas de caracteres.

Neste derradeiro epigrafe do capitulo incluimos un método para representar a informa-
ciéon do grupo proporcionada polos caracteres irreducibles e as clases de conxugaciéon do

mesmo: as tdboas de caracteres.

Definicion 3.34. Sexan 1, ..., xs 08 caracteres irreducibles de G e g1, ... , gs representantes
das distintas clases de conxugacién de dito grupo. Entén, a matriz s X s cuxa entrada na

fila i-ésima e columna j-ésima é x;(g;) denominase taboa de caracteres de G.
Proposicion 3.35. A tdboa de caracteres de G é unha matriz invertible.

Demostracion. Supofiamos que a taboa de caracteres de G non fose invertible. Ent6n habe-
ria unha fila combinacién lineal das outras. Porén, os caracteres irreducibles son linealmente

independentes por 3.30, chegando a unha contradicién. O

Nota 3.36. En 3.33 os sumandos da primeira forma na que se expresan as relacions de
ortogonalidade percorren as filas da tdboa de caracteres de G, e os da segunda percorren
as columnas. En consecuencia, estas dtias maneiras de expresar as relacions de ortogonali-
dade denominanse relaciéns de ortogonalidade por filas e relaciéns de ortogonalidade por

columnas, respectivamente.

Exemplos 3.37. Retomemos os grupos Cs e Dg. En 3.21 obtivemos os seus caracteres
irreducibles e en 3.2 as stas clases de conxugacion. A continuacion, procederemos a analizar

as stias taboas de caracteres:

1. Dado C3 cos seus caracteres irreducibles, x1, X2, X3, posto que cada elemento deter-

mina unha clase de conxugacién, a tdboa de caracteres de C é

1 g ¢
x1|1 1
2|l w w?
x3 | 1 w2 ow

Notemos que por 3.4 obtemos que |Cc,(1)| = 3, |Ccy(9)] = 3, |Coy(g?)] = 3. Nestas
condicions, podese comprobar que se verifican as relacions de ortogonalidade por filas

e por columnas recollidas en 3.33:

a) Comecemos polas relacions por filas:

1) Para r =t, por exemplo r =t = 1:

xiMxd) | xaloxale®) | xalgnale) 1 1
[Ces (1)l [Ces(9)] [Ces(g®)l 333
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2) Para r #t, por exemplo r = 2,¢t = 1:

x2(Wx1(1) | xa(g9)xa(g?) X2(92)X1(9):1
[Cey (1)) |Cey(9)] [Ces (%) 3

b) Para as relacions por columnas:

1) Cando r = ¢, por exemplo r =t = 2:

|CC31(Q)‘(X1(9)X1(92) +x2(9)x2(9°) + x3(9)xa(9%)) = é(l +1+1)=1.

2) Para r #t, por exemplo r = 2,t = 3:

chl(g),(xl(g)xl(g) + x2(9)x2(9) + x3(9)x3(9)) = %(1 W W) = 0.

2. No referente a Dg ou analogamente Ss3, dados 1,s,t, representantes das distintas
clases de conxugacién do grupo, e x1, X2, X3, 08 seus caracteres irreducibles, a tdboa

de caracteres de Dg é:

1 S t
x1 |1 1 1
xo | 1 1 -1
x3 |2 -1 0

Notemos que por 3.4 obtemos que |Cp,(1)] = 6, |Cps(s)] = 3, |Cps(t)| = 2. Asi,
podemos comprobar que se verifican as relacions de ortogonalidade por filas e por

columnas recollidas en 3.33:

a) Nas relacions por filas temos:

1) Para r =t, por exemplo r =t = 3:

xs(Wxs(D) | xsls)xs(s?) | xsltxs(t) 2 1
CooD] T [Coes)] T [yt 3 3T0TH

2) Para r #t, por exemplo r = 1,t = 3:

xiWxs() | xals)xs(s®) | xalt)xs(®) 1, -1
Coo M~ 1Co(s) T Cpet)] 3t 3 TOTY

b) Para as relacions por columnas:
1) Cando r = ¢, por exemplo r =t = 2:

m)i(s)‘(Xl(S)Xl(sz) + x2(5)x2(5?) + x3(5)x3(s?)) = %(1 141 =1
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2) Para r #t, por exemplo r = 2,t = 3:
1 1
Cf(Xl(S)M(t) + x2(s)x2(t) + x3(s)xs(t)) = g(l -1+0)=0.
[Cpg (s)]
Ademais, é sinxelo ver que Ker(xz2) = {1, s, s>} é un subgrupo normal propio de orde

3. Asi, podemos afirmar que tanto Dg como S5 non son grupos simples.

O célculo da tdboa de caracteres dun grupo G non é en xeral tan doado coma nos
dous exemplos previos, xa que non se adoita partir do C[G]-mo6dulo regular expresado en
forma de suma directa de C [G]-modulos simples. Deseguido determinaremos as tdboas de
caracteres dos grupos Dg e () dende outro punto de partida.

FEn relacion a Dg, sabemos que ten oito elementos e cinco clases de conxugacién, como
vimos en 3.2, das que podemos tomar como representantes 1, s2, s, ¢ e st. Ademais, por 3.31,
podemos afirmar que presentard cinco representacions irreducibles, p1, ..., p5 COs seus co-
rrespondentes caracteres irreducibles, x1, ..., x5 € por 2.26 obtemos que dados {my, ..., ms}
os graos das representacions irreducibles, 2?21 mz2 = 8. Asi, deducimos facilmente que té-
dalas representacions irreducibles son de grao 1 agas unha, que ten grao 2, que suporemos
que é ps sen perda de xeneralidade. Por outra banda, en base a 3.14, sabemos que os ca-
racteres unidimensionais son homomorfismos de grupos. Enton, para i € {1,2, 3,4}, temos
que x;(t?) = x;i(t)2 = 1 polo que x;(t) = *1; ademais, como st e ¢ estan na mesma
clase de conxugacion, £1 = x;(t) = x;(s*t) = xi(s?)xi(t) = £x:(s)? e, en consecuencia,

Xi(s) = £1. Enton a tdboa de caracteres de Dg seréd da seguinte forma:

1 s s t st
vi|ll 1 1 1 1
21 1 1 -1 -1
3|1l -1 1 1 -1
yall -1 1 -1 1
X5 |2 1 x2 T3 X4

Nesta situacion, falta calcular a fila da taboa, correspondente a s, para elo empregaremos
as relaciéns de ortogonalidade por columnas vistas en 3.33. Suponamos en primeiro lugar
quegr =leg, = s;entéon 1-141-1+1-(=1)+1-(=1)+2z; = 0, poloque z; = 0. Se g, = 1l e
gt = 52, temos que 1-14+1-141-141-142z9 = 0, e consecuentemente xo = —2. Se tomamos
gr=1eg =t,concluimos que 1-14+1-(—1)+1-1+1-(—1)42x3 = 0, o que conleva que
zz = 0. Por ultimo, se g =1 e g = st, temos que 1-1+1-(=1)+1-(=1)+1-14+224 =0
e polo tanto x4 = 0.

Ademais, unha vez construida a taboa de caracteres podemos dicir que Ker(xa) =
{1,s,52, 8%}, Ker(xs) = {1,s%,t,5%} e Ker(x4) = {1,5%, st,s3} son subgrupos normais
propios de orde 4 de Dg, polo que Dg non é simple.



48 CAPITULO 3. CARACTERES DE REPRESENTACIONS.

No que respecta a @) sabemos, por 3.2, que ten oito elementos e cinco clases de conxuga-
cién, das que podemos tomar como representantes 1, s2, s, e st. Logo, por 3.31, podemos
afirmar que presentaré cinco representacions irreducibles, p1, ..., p5 cos seus corresponden-
tes caracteres irreducibles, x1, ..., x5. Nesta situacién, de xeito andlogo ¢ feito para Dsg,
podemos concluir que tédalas representaciéns son de grao 1 agas unha, que ten grao 2 e
que suporemos que é ps sen perda de xeneralidade. Enton, por analoxia con Dg, a tdboa

de caracteres de @) seré:

1 s 82 t st
x1 | 1 1 1 1 1
x2 | 1 1 1 -1 -1
x3 |1 -1 1 1 -1
x4 |1 -1 1 -1
X5 | 2 0 -2 0 0

De igual modo que nos casos previos a partir da taboa de caracteres podemos dicir
que Ker(xe) = {1,s,5%,8%}, Ker(xs) = {1,s%t,5*} e Ker(xs) = {1,s?, st,s%} son

subgrupos normais propios de orde 4 de @, polo que @ non é simple.

Nota 3.38. As taboas de caracteres de Dg e Q) son iguais pese a tratarse de grupos non

isomorfos.

Obsérvese que nos exemplos anteriores obtivemos, a partir da tdboa de caracteres,

algins subgrupos normais do mesmo: os nticleos dos caracteres irreducibles.

En xeral, a tdboa de caracteres dun grupo G proporciona informacién importante sobre
o mesmo. Os nucleos dos caracteres irreducibles son subgrupos normais e polo tanto tamén
o son as stas posibles intersecciéns, pero ademais verificase que todo subgrupo normal é
interseccion de nucleos de caracteres irreducibles [Isaacs, p.23|. Como consecuencia podese
deducir a simplicidade ou non de G. Tamén ¢ posible determinar tédalas series normais
do grupo e os términos involucrados e polo tanto saber se o grupo ten ou non unha serie
normal de cocientes abelianos; en definitiva determinar se o grupo é ou non resoluble.

Outras informaciéns que nos proporciona a taboa de caracteres son o subgrupo con-
mutador, G' = N{Ker(x;) | xi(e) = 1} [Isaacs, p.25] e o centro do grupo Z(G) = NZ(xi)
[Isaacs, p.27|, onde se x é un caracter de G, Z(x) = {9 € G | |x(9)] = x(e)}, e en

consecuencia pdédese determinar se o grupo é ou non nilpotente.



Capitulo 4

Teorema de Burnside.

O cuarto e tltimo capitulo do traballo esta dedicado a demostrar o Teorema p®q® de
Burnside. En concreto prébase que os grupos de orde p®q®, onde p e ¢ son primos e a e b
enteiros positivos, son resolubles. Ademais tamén se probara unha xeneralizacion de dito
teorema, o Teorema de Hall, que garante a resolubilidade dunha serie de grupos supondo
certas hipéteses sobre o seu cardinal e os seus subgrupos. Para todo isto empregaranse
constantemente as propiedades dos caracteres dun grupo. No que respecta as referencias
utilizadas neste capitulo destacan Jacobson [11] e Dummit [6], asi como tamén James [12]

e Isaacs [9].

4.1. Enteiros alxebraicos.

Nesta primeira seccién do capitulo, recordaremos a definicién de enteiros alxebraicos e
algins resultados conecidos sobre os mesmos, que empregamos para obter propiedades dos

caracteres.

Definicioén 4.1. Diremos que un elemento A € C é un enteiro alxebraico se, e s6 se, é

raiz dun polinomio ménico con coeficientes enteiros.

Proposicion 4.2. Un nimero complexro X € C € un enteiro alrebraico se, e sé se, €

autovalor dunha matriz con coeficientes enteiros.

Demostracion. Suponiamos que A € un enteiro alxebraico, é dicir que A é raiz dun polinomio

monico con coeficientes enteiros, p(z) = 2"+ ap_12" 4+ +ag. Tomemos entén a seguinte

49
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matriz n X n:

0
0
A=
0 0 0o ... .. 1
—ap —aip —ag ... ... —Ap_1

Podese comprobar de xeito sinxelo que det(xl — A) = p(x), obtendo que A é autovalor de
A.

Reciprocamente, sexa A un autovalor dunha matriz A de orde n x n con coeficientes
enteiros. Enton, det(A — AI) = 0 polo que A é raiz do polinomio ménico con coeficientes

enteiros det(xz] — A) e como consecuencia, A é un enteiro alxebraico. O

A importancia dos enteiros alxebraicos na teoria de representaciéons de grupos finitos

queda establecida polo seguinte feito:

Proposicion 4.3. Dado un cardcter dun grupo G, x, tense que x(g) € un enteiro alrebraico

para todo g € G.

Demostracion. Sabemos por 3.15 que x(e) é igual 6 grao da representacion a que esta
asociado. Suponamos que este grao é m. Ademais, tamén por 3.15, temos que se g é un
elemento de orde r de G, x(g) ¢ suma de m raices r-ésimas da unidade. Posto que ¢
cofiecido que o conxunto de enteiros alxebraicos de C sobre Z é un anel e cada raiz r-ésima
da unidade é un enteiro alxebraico, xa que ¢é raiz do polinomio p(z) = 2" — 1, podemos

concluir que x(g) é un enteiro alxebraico para todo g € G. O

Deseguido introduciremos un resultado que nos permitira concluir que os graos dos ca-
racteres irreducibles dun grupo dividen & orde do mesmo, pero antes incluiremos o seguinte

resultado previo:

Lema 4.4. Sexa V un C[G]-mddulo simple e « € Z(C[G]). Enton existe A € C tal que
av = A\v para todo v € V.

Demostracion. Posto que a € Z(C[G]) temos que o endomorfismo

Vv — V

v +—— QU

¢ C[G]-isomorfismo. Asi, en base 6 Lema de Schur, 2.8, dito C[G]-isomorfismo é multiplo
da identidade. ]
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Proposicion 4.5. Sexan C4,...,Cs as clases de conzugacion dun grupo G con represen-
tantes g1,...,gs € X1,---,Xs 0§ seus caracteres irreducibles, con graos mi, ..., ms respecti-
vamente. Enton, os numeros

Cilxi(g;)

m; ’

coni,j €{1,...,s}, son enteiros alzebraicos.
Demostracion. Sexan ci, ..., cs as sumas de clase asociadas as clases de conxugacion C1, ..., Cs.
Se g1, ..., gn son os elementos que forman G, tense que para calquera ¢; € {c1,...,cs}

cigr = (decj GG =Y pq GGk, con Lk € {1,...,n}.
Noétese que o coeficiente ay; de g, = gg; toma os valores 0 e 1 e soamente vale 1 se g € C}.
Nesta situacion, se A = (ag;), obtense facilmente que para todo u € C[G] non nulo,
Au = cju
Sexa u =Y, oqg; arbitrario. Entén

n

cu= (> 9O am) =D > anagy =Y (D ana)g

geC; =1 I=1 k=1 k=1 1=1

Au = AZaZgl = Z(Z aR1) Gk

=1 k=1 I=1

polo que Au = cju.
Sexan agora Uj, ..., Us os C[G]-mo6dulos simples asociados a x1, ..., xs. Vexamos que
para cada u; € U;
, Cilxi(g;)
Cilug; = i
mg

coni,j € {1,...,s}. Para isto, como sabemos que ¢; € Z[C [G]], podemos afirmar en base a

4.4 que existe A € C tal que cju; = (decj g)u; = Au; para todo u; € U;. Deseguido imos

identificar o valor deste A, para iso escollemos unha base B; de U; e por 1.12 tense que

>gec, (pi(9))B, = AL,

onde p; e a representacion asociada a U;. Agora, tomando as trazas na anterior igualdade
de matrices obtemos que

Z xXi(g) = Am;,

9€C;
e, xa que x;(g) é constante para todo g € C;, tomando un representante g; de C}, chégase

a que
) = |Gilxilg;)

m;
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Polo tanto, para todo u; € U; con i € {1, ..., s} temos que

Au; = |Cj\Xz‘(9)u

my

7.

Como A ten coeficientes enteiros, obtemos que os nimeros A son enteiros alxebraicos para
todo 7,5 € {1,..., s}. O]

Corolario 4.6. Nas hipdteses de 4.5, m; divide a |G| para todo i € {1, ..., s}.

Demostracion. Por 3.4 sabemos que |Ca(gx)| = % para todo k € {1,...,s}, isto xunto

coas relacions de ortogonalidade por filas danos que I%\ Zle |Crlxi(gr)x;j(gr) = d;ij para
todo 4,5,k € {1,...,s}. Asi, tomando i = j e dividindo na expresion das relacions de
ortogonalidade entre m; obtemos que

mg

k

Crlxi —_ G
Z’ k:|X (gk)Xi(gk):| |.
i=1 mi

|CIxi(gr)
m;

Como cada nimero da forma é enteiro alxebraico, por 4.5, 0s x;(gx) tamén o

son, por 4.3, e o conxunto de enteiros alxebraicos de C sobre Z ten estrutura de anel,

G| &

concluimos que [~ ¢é un enteiro alxebraico. Porén, sabemos que todo enteiro alxebraico
1

racional é necesariamente enteiro polo que m; tera que dividir a |G|. O

Cabe destacar que este ultimo corolario é especialmente util para a elaboracion de
taboas de caracteres como as vistas no capitulo previo, xa que proporciona un recurso

méis para determinar os posibles graos das representacions irreducibles dun determinado

grupo.

4.2. Teorema de Burnside.

A continuacién introduciremos unha serie de lemas previos que nos daran as condiciéns

precisas para demostrar o Teorema p®q® de Burnside:

Lema 4.7. Sexa x un cardcter irreducible de grao m dun grupo G. Suporiamos que existe

unha clase de conzugacion de G, C, tal que med(|C|,m) = 1. Enton, para todo g € C
verificase x(g) = 0 ou |x(g)| = m.

IClx(g)

Demostracion. Sabemos, por 4.5, que é un enteiro alxebraico. Xa que med(|C|,m) =

1, podemos tomar s,t € Z tales que s|C| + tm = 1. Asi, para todo g € C, temos:

s|Clx(9) +tmx(9) x(9)

m m m

)
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enton,
s|Clx(g) x(9)
TN 4 ix(g) = X2,
m m
E sinxelo ver que w e tx(g) son enteiros alxebraicos. Como a sia suma tamén o é,
temos que
o= X9)
m

¢ un enteiro alxebraico.
Suponamos que |x(g)| # m. Teremos que comprobar que x(g) = 0. Por 3.17 se |x(g)| #
m tense que |x(g)| < m e, en consecuencia, |a| < 1.

Asumamos que g ten orde r < n como elemento de G. Entén, en base a 3.15, podemos

escribir:
x(9) = w1 + - + wr,
———
m
onde cada w; con i € {1,...,r} é unha raiz r-ésima da unidade. Asi, é claro que « pertence

6 corpo de escision de p(x) = 2" — 1 sobre Q en C, que denotaremos por E.
Tomemos agora H = Gal(E : K). Dado o € H arbitrario, é coniecido que o(w;) = wg,
sendo w; e wy, raices r-ésimas da unidade para todo j,k € {1,...,7}. Consecuentemente,

o(x(g)) é suma de m raices r-ésimas da unidade. Polo tanto, para todo o € H, temos:

olxoN] <m = 1790 <y 1o M9y g o) <1

e disto dediicese que

[[le@<1=]]] o) <1

ocH ocH

Por outra banda, tense que = [[, .y 0(a) queda fixo por todo o € H, polo que
B € Q. Ademais, para todo o € H, verificase que o(«) é raiz dos mesmos polinomios que
a, e como « ¢ enteiro alxebraico, os o(«) e consecuentemente (3, tamén o son. Asi, § é un
nimero racional que é enteiro alxebraico, polo que necesariamente é enteiro.

Como [ & un enteiro con valor absoluto menor que 1, obtemos que 5 = 0. Ent6n, temos
que 0 = B = [[,ep o(a), co que o(a) = 0 para algin o € H, polo tanto a = 0 e podemos
concluir que x(g) = 0.

O

Lema 4.8. Sexa G un grupo simple e non abeliano. Entdn, dada unha clase de conzugacidn

de G arbitraria, C, tense que
C| # p°,

con p primo e a > 0.
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Demostracion. Sexan pq, ..., ps as representacions irreducibles de G e x1, ..., Xs 08 caracte-
res irreducibles correspondentes, cuxos graos son my, ... , Mg, respectivamente, e suponamos
que existe unha clase de conxugacion de G, C, tal que |C| = p® con p primo e a > 0. Sen
perda de xeneralidade, podemos asumir que p; é a representacion trivial de grao 1.

Por 4.7, se p non divide a ningtin dos my, ..., ms, temos que ou x;(g) = 0 ou |xi(g9)| =
m;, para todo i € {1,...,s} e todo g € C. Notese que se |x;(g)| = m;, por 3.17 concluese
que pi(g) = Al con X € C.

Enton, fixado un i € {2, ..., s}, se existe algin g € C, g # e, tal que x;(g) # 0 temos
que p;i(g) = M. Como G é simple Ker(p;) = {e}, pois Ker(p;) < G. Asi, p; ¢ unha
representacion fiel, e posto que p;(g) conmuta con p;(¢') para todo ¢’ € G teremos que
g € Z(G). Vexamolo:

En primeiro lugar nétese que

pi(99") = pi(9)pi(g') = Api(9") = pi(g")A = pi(g")pi(9) = pi(d'9).

Agora, xa que p; é fiel, obtemos que gg’ = ¢'g para todo ¢’ € G e, en consecuencia,
g € Z(G). Como sabemos que Z(G) < G e Z(G) # {e}, deducese que G non serd simple
se Z(G) # G, ou sera abeliano se Z(G) = G, contradecindo as hipoteses sobre G.

No anterior comprobamos que se p non divide a ningin dos my, ..., mg, a posibilidade
de que para algin g € C |xi(g)] = m;, non cumpre as hipoteses sobre G para todo
i € {2,...,s}. Vexamos se a posibilidade de que x;(g) =0parage C,g#eei €{2,...,s}
concorda con ditas hip6teses:

Das relaciéns de ortogonalidade por columnas extraemos que para todo g € C con

g#e

Z Xi(g Z m;Xi(g

Como m; =1, x1(g) =1e Xi(g) =0 para i € {2, ..., 8}, chegariamos a que 1 = 0, o que

claramente é un absurdo.

Entoén, necesariamente p divide a algtin dos my, ... , ms. Supofiamos ordenados 0s my, ... , My
de modo que os m;, con i € {2,...,s}, divisibles por p sexan o subconxunto {ma, ..., m;}
de {mq,...,ms}, onde t < s. Logo, polo obtido anteriormente a partir das relaciéons de

ortogonalidade por columnas, temos que para todo g € C tal que g # e:

1—}—2:77%)(Z ) =0.

Posto que p divide a m; con ¢ € {2, ...,t}, podemos escribir ditos m; como m; = pa;. Enton

1—|—§:]oozlxZ )=0
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e polo tanto
¢
1
=+ aixi(g) =0.
P
Como, por 4.3, temos que os x;(g) son enteiros alxebraicos, chegariamos a que % é
un enteiro alxebraico. Pero é cofiecido que os enteiros alxebraicos que son tamén numeros
racionais, son nimeros enteiros, polo que obteriamos unha contradicién.
En consecuencia, ningunha das clases de equivalencia de G ten como cardinal unha

potencia dun ntmero primo p.

O
Do resultado que acabamos de probar pédese deducir o seguinte:

Corolario 4.9. Un grupo simple e non abeliano, G, non pode ter un subgrupo abeliano de

indice primo.

Demostracion. Suponiamos que existe un subgrupo abeliano de G, H, tal que (G : H) = p",
onde p é un ndmero primo e 7 un numero enteiro. Se H = {e}, tense polo Teorema de
Lagrange que |G| = p". Enton, toda clase de conxugacion de G, C, verificaria que |C| = p®,
con a < r, por 3.4. Nesta situacién, por 4.8, teriase que non se verifican as hip6teses sobre
G. Asi, H # {e}, polo que podemos tomar h € H tal que h # e. Neste caso H < Cg(h),
por ser H abeliano, logo 3.4 danos que |C| = (G : Cg(h)) = p®, con b < r e onde C ¢ a
clase de conxugacion de G que contén a h. Asi, se |C| =1, (h) < G, polo que G non serfa

simple. Se |C| > 1, G tampouco seria simple en base a 4.8. O]

Procedemos agora a enunciar e probar o resultado esencial desta seccién, que garante

a resolubilidade dun grupo baixo certas hipéteses na stia orde.

Teorema 4.10 (Teorema pq® de Burnside.). Se G ten orde p®q®, con p e q primos e a e

b enteiros mon negativos, G € un grupo resoluble.

Demostracion. Suponiamos que G non é abeliano, xa que en caso contrario é cofiecido que
G é resoluble. Tomemos P un p-Sylow de G, polo que |P| = p®. Por ser P un p-grupo
non trivial, sabemos que Z(P) tampouco é trivial. Se tomamos g € Z(P), g # e, é claro
que P C Cg(g), polo que |P| = p® divide a |Cg(g)|. Asi, en base 6 Teorema de Lagrange,
obtemos que (G : Ci(g)) = ¢¢, onde ¢ é un enteiro tal que ¢ < b.

Por 3.4, se denotamos por C a clase de conxugacién de G tal que g € C temos que

|C| = (G : Cg(g)). Logo hai dous casos posibles:

1. Se |C] > 1, concluimos, por 4.8, que G non é simple ademais de non ser abeliano.
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2. Se |C| =1, temos que Cg(g) = G e, polo tanto, g € Z(G). Asi Z(G) # e e G non é
simple xa que Z(G) < G, pois G & non abeliano por hipotese.

Entén, dado G non abeliano nas hip6teses do teorema, este ten que ter un subgrupo
normal propio H. Se facemos inducién na orde de G, teremos que G é resoluble por selo
HeG/H. O

Cabe destacar que se G é un grupo simple e non abeliano con orde menor que 80,
necesariamente |G| = 60. Vexamolo:

Do Teorema de Burnside deducimos que |G| sera divisible como minimo por tres ni-
meros primos. Como ademais 3 -5 -7 > 80 tense que |G| sera divisible por 2. Para saber
cal é exactamente a orde de GG, veremos que todo grupo de orde 2k con k impar ten un
subgrupo normal. Para isto tomamos a representacién regular, p..y de dito grupo. Como
G ten orde par, tomando subconxuntos da forma {g, ¢!}, concluimos que existe g # e en

1

G tal que g = g7, polo que g ten orde 2. Nesta situacién, é posible tomar unha base B

de C[G] tal que

0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

(preg@))e=] 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1

0 0

E claro que a matriz anterior estd constituida por k bloques

(70)

polo que det((preg(g))B) = —1, xa que k é impar. Polas propiedades dos determinantes
concltese que dados ¢,¢” € G arbitrarios, det(preq(99”)) = det(preg(q’))det(preg(g”))-
Entén, podemos definir un homomorfismo de grupos, g, que asocie ¢’ con det(preg(g')) €
que sexa en consecuencia, unha representacion de G de grao 1, coincidindo co seu caracter
asociado, x. Ademais é claro que Im(y) é un subgrupo finito de C*, que ten que ser ciclico
pois se Im(x) ten orde r, polo Teorema de Lagrange h™ = e para todo h € Im(y). Polo

tanto

Im(X) < {g' € G| g" =e} = ().

27

Como [Im(x)| = | <eT> | = r, temos que Im(x) = <e¥>, polo que é ciclico.
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O feito anteriormente permitenos deducir que —1 € Im(x) e como —1 ten orde 2,
necesariamente I'm(x) ten orde par; é dicir r = 2t. Asi, por ser I'm(x) ciclico, contén un
subgrupo H de orde ¢ tal que (Im(x) : H) = 2 e polo tanto normal. Nesta situacion é claro
que {¢’ € G tal que x(¢') € H} tamén é un subgrupo de G de indice 2 e consecuentemente
tamén normal.

Asi, temos comprobado que se |G| = 2k con k impar, G non é simple, polo que |G|
ten que ser multiplo de 4 para verificar as hipéteses. Como 4 -3 -7 > 80 tense que |G| =
4-3-5=060.

4.3. Teorema de Hall.

Neste derradeiro epigrafe probarase o Teorema de Hall, que tamén permite concluir que
certos grupos son resolubles. Para a sta demostracion emprégase o Teorema de Burnside

e algins resultados que se inclien seguidamente:

Definicion 4.11. Dado un subgrupo H de G, se existe outro subgrupo de G, K tal que
G=HK e HNK =1, dise que K é un complemento de H en G.

Lema 4.12. Se G € un grupo resoluble de orde n > 1, existe un p-grupo P tal que P < G.

Demostracion. Sabemos que dado G de orde n > 1 é resoluble se, e s6 se, existe r > 0
tal que G = {e}, sendo GO > GV > ... > GO~ > G 4 serie derivada de G. En
particular, G~Y non ¢ o grupo trivial, polo que se pode deducir que existe un p-Sylow P
de GV para algin primo p. Ademais, dito subgrupo P serd normal en G xa que

este é abeliano. O

Lema 4.13. Sezan |G| = p]'p5? -+ py*, onde p1,...,pt son primos distintos e H e K sub-
grupos de G de tal zeito que para todo i € {1,...,t}, p{* divide a |H| ou a |K|. Enton
G=HK e | HNK|=(|H|,|K|).

Demostracion. E claro que HK pode interpretarse como a unién disxunta das clases de
equivalencia de H pola dereita, que tenen cardinal |H|, ou das clases de equivalencia de
K pola esquerda, cuxo cardinal é |K|. Asi, debido a que p;* divide a |H| ou a |K| por
hipotese, tense que tamén dividira a |H K| e, como 4 foi tomado arbitrariamente, dedtcese

que |G| divide a |H K|, polo que necesariamente G = HK. Ademais, xa que

[H||K]

K| = ——F+
| | |HN K|

obtense tameén que |H N K| = (|H|,|K]). O
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Teorema 4.14 (Teorema de Hall). Se |G| = p{'p3? - p}t, onde p1,...,pr son primos dis-
tintos e para cada i € {1,...,t} existe un subgrupo H; de G tal que (G : H;) = p}*, enton

G € resoluble.

Demostracion. Empregaremos a inducién na orde de G, asumindo que temos o resultado
para t—1 e comprobando que se da para t. Se t < 2 o resultado verificase, pois estamos nas
hipoteses do Teorema de Burnside. Supofiamos t > 3 e tomemos i € {1,...,t} arbitrario.
Entoén, por 4.13, para todo j € {1,...,t}, j #4, (H; : H;N H;) = p?j. Asi, para calquera
pj-Sylow de H;, H; N H; é o seu complemento en H;. Por outra banda, asumiremos que H;
é resoluble pola hipotese de inducion.

Nesta situacion, poderiamos tomar, por 4.12, P < H;y con |P| = p} > 1 para algan
i€{2,...,t}. Xaquet >3, existe j € {1,...,t} tal que j # {1,i} e por 4.13 |H; N H;| =
Py ~--p;j__11p;f:“11 - py*t. Enton, Hy N H; contén un p;-Sylow de H;. Posto que P < Hy, P
estd contido en todo p;-Sylow de Hj e, en consecuencia, P < H1NH;. Por 413, G = H1 H},
polo que todo g € G pode ser escrito como g = hih; para certos hy € Hy e h; € Hj. Asi,
gH g~ = (hihj)Hj(hih;)~' = hiH;hi' e polo tanto NyeggH, g™ = Npyer hiHihy .
Como P < Hj e hlthl = P para todo hy € Hj tense que e # P < ﬂhlethlHjhfl =
ﬂgeggng_l = N. Asi N é un subgrupo normal, propio e non trivial de G. Enton, posto
que N e G/N satisfan as hipoteses do teorema, son resolubles pola hipotese de inducion,

polo que G é tamén resoluble.
O
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