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Resumo

Neste traballo introduciremos os splines e amosaremos como, en contraposiciéon & interpo-
laciéon polinémica e a cachos, resulta unha moi boa ferramenta & hora de interpolar de forma
regular. Unha vez presentada a idea intuitiva, estudaremos o espazo de splines de grao m con
respecto a unha particion de n + 1 nds, e moi especialmente a base do espazo constituida polos
B-spline, de gran importancia nos calculos practicos. Posteriormente resolveremos o problema
de interpolacion con splines cubicos (de grao 3), por ser estes os mais empregados na practica.
Trataremos a existencia, a unicidade e o algoritmo de célculo, que implementamos nun cédigo
MATLAB co que amosamos algiins exemplos. Finalmente analizaremos o erro entre o spline in-
terpolador e a funcién da que provenien os noés interpolados cando se verifican certas condiciéns

de regularidade nesta dltima.

Abstract

In this dissertation, we will introduce splines and prove how, in contrast to polynomial and
piecewise interpolation, provide a superior tool for interpolation with regular functions. Once
we present the intuitive idea, we will study the space of splines of degree m with respect to
a partition of n + 1 nodes, paying special attention to the basis of this space constituted by
B-splines, which are of great importance in practical computations. Thereafter, we will solve the
interpolation problem using cubic splines, as these are the most commonly used in practice. We
will discuss the existence, uniqueness and the calculation algorithm, which we will implement
in a MATLAB code to illustrate some examples. Finally, we will analyze the error between the
interpolating spline and the function from which the interpolation nodes are derived, assuming

certain regularity conditions in the latter.

Palabras chave

Splines, splines cibicos, B-splines, interpolacién, aproximacion.
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Introducion

O problema da interpolacion consiste en construir unha funcion simple (polinémica, trigono-

métrica...) que tome uns valores dados en puntos comniecidos chamados nos.

A interpolacion polinémica é unha das maéis estudadas, sendo Lagrange un dos primeiros en
dar féormulas para a obtencién do polinomio interpolador. Posteriormente Newton deu férmulas
alternativas facendo uso das stuas diferenzas divididas, que mediante a férmula recursiva permi-
tian aproveitar o polinomio calculado ao engadir novos nés. Non obstante, posto que o grao do
polinomio interpolador esta ligado ao niimero de nés, pronto se viu que a interpolacién polindémica
presentaba comportamentos oscilatorios cando o ntimero de nos é relativamente grande (efecto
Runge). A interpolacion a cachos permite unha soluciéon parcial deste problema. Ao dividir o
conxunto de nés en grupos menores pdédense empregar polinomios de menor grao. Deste xeito,

sacrificase a regularidade da funcion a cambio de evitar o efecto oscilatorio.

A interpolacion con splines permite dar resposta a estas dificultades: evita o fenémeno Runge
e ao mesmo tempo permite regularidade global da funcién interpolante. Se ben no pasado xa
outras persoas traballaban de forma implicita con eles, non foi ata 1946 que I. J. Schoenberg deu
unha definiciéon formal de spline. Os splines son funciéons polinémicas (habitualmente dun grao
pequeno) a cachos as que se lles impén condicions de regularidade nos nés de unién. Deste xeito,

podemos aumentar o niimero de nos sen necesidade de incrementar o grao do polinomio.

No capitulo[I|expofiemos os problemas sinalados da interpolacién polinémica e presentaremos
o concepto de splines, estudamos o espazo de splines de grao m respecto a unha particiéon de n+1
nos, xunto con algunhas propiedades das stas raices que resultan imprescindibles posteriormente.
Falaremos tamén da base alternativa conformada polos B-splines, que son esenciais na parte

computacional pois reducen os calculos, e expresaremos de forma explicita os mais habituais.

Deseguido, no capitulo [2] trataremos o problema de interpolacién con splines ctubicos. Proba-
remos que a solucién existe e é Gnica baixo condiciéns de contorno adicionais. Posteriormente,
reformularemos o problema con B-splines ctibicos para implementalo nun algoritmo de MATLAB,
co que calculamos o spline ctbico de interpolaciéon nalgins exemplos amosando as stias vanta-

xes con respecto 4 interpolacién polinémica. Finalmente, estudaremos a existencia e solucién ao
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X Introducién

problema xeral de interpolacién con splines.

No capitulo [3| poremos a nosa atencién sobre o erro cometido na aproximacién cunha funcién
polo spline de interpolacién baixo determinadas condiciéns de regularidade. Comezaremos co
caso lineal, que nos servird de base en splines de maior orde. Posteriormente introduciremos a
relacion integral, que nos permitiré afirmar que os splines ctubicos son, baixo certas condicions de
contorno, a funcién interpolante con menor curvatura. Esta propiedade fai que os splines poidan

ser unha boa ferramenta para o deseno do trazado de linas ferroviarias.



Capitulo 1

Estudo dos splines polinémicos e

B-Splines

O obxectivo deste capitulo é introducir a nocién de splines e a stia necesidade fronte a outras
familias de funciéns no proceso da interpolacién. Unha vez conezamos a base maéis intuitiva,
presentaremos os B-splines, unha familia de splines que dan lugar a problemas de interpolacién
mellor condicionados. Tamén introducimos varios conceptos da interpolacién clasica que seran

fundamentais a posteriori. Con esa fin seguiremos as referencias [4], |7] e [12]

1.1. Necesidade das funciéns tipo spline

En interpolacion, a primeira familia que se nos ocorre como ferramenta para interpolar son
os polinomios, xa que dados (n + 1) nos distintos, existe un tnico polinomio de grao n que pasa
por todos os puntos. Non obstante, conforme aumenta o niimero de nos, en polinomios de graos
cada vez maior comeza a aparecer un comportamento oscilatorio que non é interesante cando se
pretenden estudar fenémenos nos que é esperable que sigan unha curva mais suave. Ademais,

tampouco é coherente cando a variaciéon da magnitude dos valores dos nés é pequena.

A continuacion presentamos un exemplo clasico onde este problema se fai evidente.

Exemplo 1.1. Consideremos no intervalo [—10,10] a particion uniforme: z; = xo + (20i)/(n +
1), ¢ = 0,...,n, e suponamos que os valores asociados son y; = f(x;), ¢ = 0,...,n, con f =
1/(1 4 2?). Na figura podemos apreciar que independentemente de aumentarmos o nimero
de nos, nos intervalos iniciais e finais a interpolacién con polinomios presenta unha desviacion
moi pronunciada que non se corresponden coa funcién 4 que pertencen os nos que se estan

interpolando, que ten un caricter mais suave.
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5 T T T 5 T T T

Funcién orixinal Funcién orixinal
Interpolacién polinémica Interpolacién polinémica
4t ® Nés 4 4 ® Nés

—

Figura 1.1: Exemplo dun comportamento oscilatorio na interpolacién polinémica

Isto vai en contra da nocién da interpolaciéon, onde un esperaria que a maior niimero de nos
mellor é a aproximacion que se fai. A maiores, computacionalmente resulta moi custoso resolver

o problema de interpolaciéon polinémica cando aumenta moito o ntimero de nés.

Como podemos ver en |7, p.44], o seguinte paso loxico ¢ dividir os nés en grupos de k nos
consecutivos e axustar un polinomio de orde k para eses nés. Deste xeito evitase elevar de forma
desmesurada o grao do polinomio, o que mitiga o comportamento oscilatorio. Deixando de lado
as molestias derivadas de escoller de forma adecuada n e k para que a soluciéon sexa tnica (se n
non é multiplo de k nos tltimos nés haberia mais dun polinomio de grado k que os interpole) a

priori esta parece unha boa solucion.

Exemplo 1.2. Seguindo co exemplo anterior, na figura [[.2] podemos ver que tanto na inter-
polacién lineal a cachos como a cadratica a cachos desaparece o efecto oscilatorio e a funcion
interpoladora axtstase mellor & orixinal. Porén, non podemos pasar por alto que nos nés onde

se xuntan dous polinomios presenta picos.

Como quedou de forma manifesta no exemplo, este procedemento ten a desvantaxe de que
nos noés onde se pasa dun polinomio ao seguinte pérdese a regularidade, o que non é desexable se
sabemos que os noés proceden dunha funcién cunha certa regularidade. Para evitalo, introducimos
os splines, unha familia de funciéns polinémicas a cachos que se pegan entre si de forma regular.
O concepto de spline foi introducido por Schoenberg en 1946 (ver [§]) e dende entén non parou

de desenvolverse.
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Funcién orixinal Funcién orixinal
09 Interpolacién a cachos | 7 09 Interpolacion a cachos | 7
® Nos ® Nos
081 1 08|
071 07
06 06
051 05
04 r 04}
031 03}
021 02
0.1 01}
0® > 0
10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10
(a) n =10,k =1. (b) n =10,k = 2.

Figura 1.2: Interpolacion lineal e parabodlica a cachos
1.2. O espazo S5,,(€2,) de splines polindmicos

Un spline é unha funcién definida a cachos onde cada cacho é un polinomio e onde, a dife-
renza do exemplo anterior, cada polinomio esté unido entre si de forma suave. Consideremos un

intervalo [a,b] C R.

Definicién 1.3. Unha particion do intervalo [a,b] é un conxunto €, := {z;}?_, de forma que
a=2x) <z < ..<xy => Os puntos z1,z,...,Tp—1 son nos interiores e g € Tp41 NOS

extremos.

Definiciéon 1.4. Sexa m > 1 un enteiro. Dicimos que unha funcion s : [a,b] — R é un spline

polinémico de grao m relativo & particion €2, se verifica:

1. seC™ Y(a,b)),

2. 8 = 8|[$i773i+1] € Py, 0 <i<n-—1; onde P, é o espazo de polinomios de grao < m:

P, = (1,z,22%,...,2™)

Denotaremos por S, (£2,) ao conxunto de splines de grao m asociados & particion €Q,,.

Observacion 1.5. Se ben nalgunhas referencias a reqularidade que se lle impdn aos nds interiores

pode variar (vézase [5]), no noso caso fmonos limitar ao caso onde todos tenen regularidade

(m—1).

Notese que calquera polinomio p € P, é un spline de forma trivial (xa que en particular

p € C([a, b])).
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351

Figura 1.3: Spline de grao 1.

Un spline de grao 1 é unha funcién continua onde en cada subintervalo é un polinomio de

grao < 1, o cal coincide coa interpolaciéon lineal a cachos do apartado anterior. Podémolo escribir
da seguinte maneira;
so(x) = apzx + by, se x € [xg, x1]

s1(z) = a1z + by, se x € [x1,x9]

ksn_l(ac) =ap_1% +bp_1, sex € [Tp_1,n]
onde, para que s € C%([a, b]), tense que verificar:

Si—1(xi) = si(x;), i=1,...,n— 1.
Deste xeito temos 2n coeficientes aos que se lle imponen n — 1 condiciéns.

Os splines ctbicos (m = 3) son os mais empregados, pois son funcion globalmente de clase 2

e en cada subintervalo polinomios de grao < 3. De forma explicita escribense como segue:
3 2 .
s(x) = si(z) = a;x° + bjx® + ¢x + d;, se x € [x;, xiq1], 1 =0,...,n —1;
de forma que s, s’ e s” sexan continuas, o cal se pode expresar da seguinte maneira:

si—1(wq) = si(x;)
3271(%‘)

si 1 (xi) = 57 ()

I
»
—~
8
S0
~
-~
I
—_
S
|
—_

Logo neste caso hai 4n coeficientes aos que se lle fan 3(n — 1) restricions.
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351

Figura 1.4: Spline de grao 3.

Exemplo 1.6. Outro exemplo de familias de splines son os splines unilaterais, que tenen o

seguinte aspecto:

(x —x)™, sex >uxy
Gm i () = (& — 2i)T = o i
0, se r < ;.

Vexamos que son splines. En [z, x;] e en [z;, ] son polinomios de orde < m, logo s6 precisamos

que sexa de clase m — 1. Isto tamén se verifica xa que

lim qgl(x) = lim qu(x) =0, k=0,....,m—1.
z—zf 1] ’

Resultarannos de gran utilidade & hora de probar o seguinte resultado:
140
120
100
80 -
60
40

201

Figura 1.5: Splines unilaterais.
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Teorema 1.7. O conzunto Sy, () € un espazo vectorial de dimension n + m, e unha base do

mesmo vén dada polo conzunto {Po,p1, ..y Pm, Gm.1s s Gmn—1}, onde pj(z) =27, 0 < j < m.

Demostracion. Veremos en primeiro lugar que todo s € S,,(£2,) se pode escribir do seguinte

xeito:
m A n—1
2) =3 aja? + 3 byl — )7, (1.1)
§=0 i=1
o que proba que {po,P1;...;Pm, Gm,1, -, Gmn—1} € un sistema de xeradores. En efecto, por ser

s € Py, no intervalo [zg, z1], s é da forma:

J
|[a:0,:c1] E :ajx

Facendo agora o desenvolvemento de Taylor desta funcién entorno ao punto xi, tense que:

m m
’m x x*xl)] = af(l‘*xl)J
[0,21] j
=0

Jj=0

Analogamente, como s € P, no intervalo [z1, 23], s podese expresar do seguinte xeito:

J.
:cm:z § :b T

Facendo aqui tamén o desenvolvemento de Taylor desta funcién entorno ao punto x1, temos que:

s (2 & .
(%)) 2] ZZ (.‘ 1)(3:—931)3 :Zb}f(a:—xl)J_

=0 7

Dado que s € C™1([a, b]), da primeira expresion obtense que s/)(z;) = a; e da segunda §9)(x1) =
b3 Asi, concluimos que a; = b7, 0 < j < m—1. Como na derivada m-ésima non se impé6n
ningunha condicién de continuidade, podemos expresar by, = ay, + b;. Polo tanto, a expresion
de s no intervalo [xg, x| é

ZTzoa;(w—xl)j, si x € [z, z1],

doioai(r — 1)) + b1 (x —21)™, six € [r1,20].

S(IE) | [zo,x2] —

ou o que é 0 mesmo:
m
— d — )M
x) = g a;x’ + by (v — x1)7.
j=0
Aplicando este mesmo razoamento para cada né x;, 1 < i < n — 1, por recorrencia chegamos a

expresion que buscabamos.
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En segundo lugar precisamos garantir a independencia lineal de {po, ..., Pm, Gm.1, s Lmn—1}; €

dicir, se:
m ' n—1
Zaj:c] + sz(ﬂU —z;)0'=0, x € [a,b];
j=0 i=1

enton a; =0, j=0,...,meb; =0,i =1,...,n — 1. No intervalo [z, z1] o spline podese escribir

como:
m
_ d
8(2)|[z0,01) = g a;z’ = 0.
Jj=0
Asi que é evidente que ag = a1 = ... = a,, = 0. Agora no intervalo [z}, z2] o spline quedaranos

unicamente como :

() |y o) = b1(z — 21)™ =0,
co cal podemos afirmar que by = 0. Procedendo de esquerda a dereita, o que nos queda no
intervalo [x;, z;j+1] €

S('CE) | [i,2it1] bl (‘T - xi)m7

de onde se segue que b; =0, 1 =1,....,n— 1. O

Non obstante, se ben probamos que é unha base, gustarianos saber como expresar un spline
coa mesma. Posto que en [zg,z1] o spline é un polinomio de orde m, basta dar m + 1 puntos
do spline nese subintervalo para cofiecer os valores de ay, ..., a,,. Despois, para cada subintervalo

consecutivo bastara dar un punto nese subintervalo para conecer o valor de b;. Polo tanto, dados

to,t1y ooy tm € (20, 21), g1 € (T1,22), ooy tmin—1 € (Tn—1,Tn), deberemos resolver o seguinte
sistema lineal:

m ) n—1

Z a;t] + Z bi(ty — x;) = s(ty), k=0,....,m+n—1;

§=0 i=1

con matriz de coeficientes:

T
1 1 1 1 1 1
to t1 .. tm tmil tmt2 ttn—1
31 Lt 2 20 1
ottt .ty (A b ban1
0 0 0 (tm—i-l — $1)m (tm+2 — .Tl)m (tm+n_1 — $1)m
0 0 0 0 (tm+2 - CCQ)m (tm+n_1 — I‘Q)m
0 0 .. 0 0 0 o (tmgn—1 — Tn)™
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Deste xeito tamén queda patente que a forma de expresar o spline é inica, xa que o determinante

desta matriz é:

1ty t2 ... o
n—1 2 m

1t t2 ..t
11 G — ) o aE
k=1 :

1 t, t2 tm

o cal é distinto de cero xa que t,,+ # x e o determinante da dereita é de tipo Vandermonde (e

asf non é nulo xa que t; # tj para i # j, 4,5 =0,...,m).

Para necesidades posteriores é importante conecer as raices (ceros) dos splines de S, (£2,,).
Con este fin, debemos distinguir os subintervalos [z;, z;+1] onde s é identicamente nula, e os

subintervalos onde iso non sucede.

Definicion 1.8. Un punto & € [x;,2i41) C [a,b], 0 < ¢ < n — 1 denominase cero esencial dun
spline s € S, (2,) se s(§) = 0, pero s non é identicamente nula en = € [z;,x;41). Se s(b) = 0,

enton b definese como un cero esencial.

Por definicion, se [x;, zi4;] é un subintervalo de maxima lonxitude onde s = 0, enton ;4
é un cero esencial de s de multiplicidade m. En efecto, dado que s € C"™ 1([a, b]), séguese que

s(xi1;) = 8 (2iyj) = .. = s™ D (x;1;) = 0. Polo tanto tense o seguinte resultado:

Teorema 1.9 (Teorema dos ceros). Un spline s € Sy, () pode ter como moito m+n—1 ceros

esenciais en [a,b], onde cada cero conta de acordo d sia multiplicidade.

Demostracion. Sexa r o nimero de ceros esenciais de s en [a, b]. Polo teorema de Rolle, s~ €
S1(€2,) e ten polo menos 7 — (m — 1) = r — m + 1 ceros esenciais. Agora o spline lineal a

m—1)

cachos s ¢ continuo e pode ter como moito n ceros esenciais en [a, b]. Concluimos entoén que

r—m+1<n,logor<m+n—1. O

Corolario 1.10. Esta cota r <m+n —1 € dptima.

Demostracion. En efecto, basta ver que r = m + n — 1 nalgin caso. Facemos uso do exemplo

presente en |4, p.232|:

s(z) = (;:C;)m —i—gbi(ag

cuxos coeficientes definense de forma recursiva da seguinte formas:

1 . Tit1 —a .
b; = i —zm (1)Z< Z_a ) ij Tip1 — ;)" |, parai=1,...,n — 1.
(3 7



1.3. B-splines 9

Temos que s(x;) = (—1)7~! para j = 1,...,n, logo s ten polo menos un cero en cada subintervalo
(zj,zj+1), 1 <j <n—1. Ademais, x = a é un cero de orde m. Deste xeito téfiense m +n — 1

ceros esenciais en [a, b]. O

Observacion 1.11. O teorema dos ceros amosa que, respecto aos ceros esenciais dun spline,

s € Sy (Qy) comportase como un polinomio do espazo Pp,yn_1 de igual dimension (m +n).

Seguidamente presentamos un corolario que establece unha mellor cota que empregaremos

algo mais adiante.

Corolario 1.12. Se un spline s € Sy, () € tal que s(x) = 0 para x € [xo,z,] € para [zq, Ty),
O<p<g<neq—p>m+1, e non € identicamente nulo noutro subintervalo, enton o nimero

r de ceros esenciais de s en (T, xq) verifica a cota mdis estrita sequinte:

r<qg—(p+m+1).

Demostracion. Sexa Qg_py := {Zp, ..., 24}. Aplicando o teorema dos ceros ao spline s|z;, 7]
do espazo Sy ((4—p)), temos que o niimero de ceros esenciais deste spline en [z, ] verifica
r < q—p+m—1 Dado que s(z,) = s'(xy) = ... = s" V() = 0 e s(z,) = & (xg) =

.= sm_l)(mq) = 0, z, e x4 son dous ceros de orde m. Deste xeito, s pode ter como moito

r<qg—-p+m-—1-2m=q—(p+m+1) ceros en (x,,zq). 0

1.3. B-splines

Na secciéon anterior demos unha base do espazo S,,(£2,) formada por polinomios de grao
< m e por funciéns potencia “cortadas polo lado esquerdo” g, ;,7 = 1,...,n — 1. Nesta secciéon
presentamos unha base alternativa moito mellor adaptada ao calculo do spline de interpolacion
que veremos no capitulo seguinte. Os B-spline foron introducidos por I. J. Schoenberg en 1946
(ver [8]) co nome de “Basic splines curves”. A vantaxe esencial desta base é que os B-splines tefien
un soporte pequeno constituido por m+1 intervalos consecutivos. Para estudalos, consideremos a
particion €2, como un subconxunto dunha particion infinita Qo = {z; }iez tal que verifique z; <
ZTi+1, para todo ¢ € Z; lim;y o x; = —00 € lim; 00 ; = 00. OS NOS T_1, L9, ... € Tyt1, Tnt2, .-

carecen de importancia practica.

Teorema 1.13 (Existencia e unicidade de B-splines normalizados). Para cada i € Z existe un

unico spline s € Sy (oo) tal que

S(.’L’) =0, size (—OO,.’L'Z') U [xi+m+17 OO)
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e tal que verifica a sequinte condicion de normalizacion:
o0 Tit+m+1
/ s(x)de = / s(x)dr =1
—00 T;

FEste spline denominase B-spline, e dendtase por B, ;.

Demostracion. Utilizando o teorema 1.7 e a expresion (1.1) para n = ¢+ 1, onde ¢ € Z é un
enteiro positivo ainda por determinar, se consideramos x € [z;_1, Zitm+2], posto que s(x) = 0
para todo x < x;, é evidente que a parte polinbmica de s vai ser identicamente 0. Polo tanto,

podemos escribir s da seguinte forma:

q
— m
s(@) =Y bjlw —ziy)T.
J=0
Tomemos en particular ¢ = m + 1. Sabendo que s(z) = 0 para > x;jyy,+1, € nesa parte os
(x — z45)7 = (x — wi4;)™, tense que os coeficientes by, ..., by41 son solucion do sistema de

ecuacions:
m+1

Z bj(x — zi15)" =0, para > Tiym41.
7=0

Facendo o desenvolvemento do binomio obtemos a seguinte expresion:

mal m m m-+1
D> b > (-1)F <7Z> 2"l =00 =30 % b1 <TZ) 2"l =0,

7=0 k=0 k=0 7=0
Dado que a igualdade é certa para todo > x;4m+1, terase que os coeficientes de x son nulos; é

dicir:

de onde deducimos que:
m—+1

Z bj:pf;j =0, k=0,....m.
=0

Polo tanto estamos ante un sistema de m + 1 ecuacions e m -+ 2 incognitas. A tdltima ecuacién

para que a solucién sexa tnica vén imposta pola condiciéon de normalizacion:

Tipmi1 M1 . mAL iy .
/ ij(x—xi+j)+ dx = Z/ bj(x—xiﬂ-) dx

Ti j=0 j=0 Y Titj
m+1 1
_ Z b (Tipmi1 — 5Ui+j)m+ -1
; I m+1
7=0

Facendo un razoamento andlogo ao anterior co desenvolvemento do binomio, esta igualdade

podese transformar en:
m—+1

Z bjxggl = (=)™ (m +1).
j=0
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Xuntando todas as ecuacidons e expresandoas en forma matricial, o sistema teria o seguinte

aspecto:
1 1 .. 1 bo
Ti  Tiyl e Titmetl b1
= : . (1.2)
o 1 TP Y b, 0
gt a::’ﬂl x?r;llﬂ bim+1 (=)™ (m +1)

Claramente estamos ante un sistema con matriz de tipo Vandermonde, e polo tanto o sistema

ten solucién dnica. O

Observacion 1.14. Percibamos que se na demostracion anterior tomamos q < m, enton a
condicion s(x) = 0 en (—o0,x;) U (Titm1,+00) implica que s = 0. En efecto, neste caso o
sistema ten polo menos unha columna menos, co que ten (m + 1) ecuacions homozxéneas
con (¢ +1) < (m + 1) incdgnitas bo, ...,by. Dado que a matriz de tipo Vandermonde ten rango
mdzximo, dedicese que by = by = ... = by = 0 € a nica solucidn, o que significa que non hai
ningun spline de grao m (agds s = 0) cuzo soporte sexa un subconzunto propio do soporte do

B-spline do mesmo grao. Dito doutra maneira, queda claro que ¢ +1>m +1

Acabamos de probar que os B-splines existen e coa condicién de normalizacion son tnicos. A
continuacién imos estudar a siia definicién formal e algunhas das stas propiedades. Recordamos

o concepto de diferenzas divididas que nos facilitan a definicién alternativa:

Definicién 1.15. Dados n+1 puntos distintos xg, x1, ..., Z,, € os n+ 1 valores asociados f(zo), ...,

f(zy); chamanse diferenzas divididas de primeiro orde aos n seguintes valores:

flzi, zig1] = F@isn) = f(xz), 1=20,1,...,n — 1.
Tit1 — T4

Supoiiendo que temos definidas as diferenzas divididas de orde 1,2, ...,m — 1, definense as dife-

renzas divididas de orden m da seguinte forma:

f[xi; ---7xi+m] _ f[xi-i-h ~-7517i+m] — f[xu "'7$i+m—1]’ i — 0, 17 " — .
Titm — T4

Teorema 1.16. As diferenzas divididas verifican a sequinte igualdade:

flzoy vy Tm) :ZA
' (zj — i)

Jj=0

s

S
[e=]

<

Demostracion. Probarémolo por inducién sobre m. Para m = 1 é evidente:

flz1) = flzo) _ fl=o) n f(z1)

r1 — X0 rog— T1 Tr1 — X

f[l'O, xl] =
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Supoiiamos entén que se verifica para m = 1,...,7 — 1 e e probarémolo para m = r:

f[xla "'7377“] B f[.%(), "'7$r—1]

flzoy ooy xp] = pr—
_ 1 L ) ()
Ty — To ; H%ﬁ;(% - T;) ;} H%gl (5 — @)
_ 1 (G o CP OV el G 31 (Y R ()
rr—wo | [T (2 — 1) 4 2,;2(%‘ — i) T2 (w0 — @)

Os seguintes son resultados clasicos de interpolaciéon polinémica (ver |4] e [12])

Teorema 1.17 (Formula de Newton para o erro de interpolacion). Sexan xg,z1,...,Z, (n+1)
puntos distintos, f(xg), ..., f(xy) 0s valores asociados e p, € P,, = (1, x,...,x™) 0 dnico polinomio

de grao < n tal que p(x;) = f(x;), i =0,1,...,n. Tense:

pn(x) = f(x0) + flzo, 21](x — 20) + ... + fT0O, T1,5 ooy T (2 — o) (x — 1) ... (T — 1) (1.3)

po(@) = wilni(@), (1.4)
1=0

onde I, ; € o polinomio de Lagrange de grao n tal que ly, j(x;) = 035, 0 < 4,5 < n:

(@) = [] —2 (1.5)

P
j=0""
J#

3. Para x # x;, 1 =0,...,n, tense a sequinte expresion para o erro de interpolacion:
Rn(z) = f(x) — pu(x) = flxo, z1, ..., Tn, z)(x — o) (T — 21)...(T — x4). (1.6)

4. Sexa [a,b] un intervalo que contén aos nds de interpolacion xo, 1, ...,z, e f € C"V([a, b))

unha funcion. Entdon, para todo x € [a,b], x # z;, i =0,...,n, existe & € (a,b) tal que:

n+1)
f[afo,l'l,...,l'n,x] = f(n_’_(f)l;) (1.7)

Este resultado € conecido co nome de Cauchy-Peano.
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Con esta notacion introducimos a seguinte definicion:

Definicién 1.18. O B-spline B,,; de grado m correspondente ao n6é x; no conxunto de nés 2

definese como:

Bri(2) = (Tipmy1 — i) Q. [Tis oo Tigma1],

onde

(t—xz)™, set>uw;
@ teER =g (t)=(t—2)} =
0, set <.

Para ver que B,,; ¢ un spline basta con empregar a férmula para as diferenzas divididas
obtida na proposicién anterior e polo tanto temos:
-1
itm41 [ i+m+1

Bmi(7) = (Tigmp1 — i) Y Il @-2)| (@-27 zcr (1.8)

— e
=\ &
que polo teorema 1.7 pertence a Sy, (£y,).

Nesta definicion de B,,; emprégase unha normalizacion distinta da usada na proposicion
. , . . —+o0 . ., 2 :
anterior, é dicir, que f_oo B, # 1. A continuacién probamos que agéas un factor os splines B, ;

coinciden cos By, ; definidos polo teorema 1.13.

Proposicién 1.19. Salvo un factor de normalizacion, o spline By, ; coincide co B-spline B, .
K

Demostracion. En efecto, dado que B:‘nﬂ- ten soporte minimo [z, Tjtm+1] (visto na observacion
1.14), basta ver que B, ; ten soporte en [z, Zitm+1]. Consideremos z < z;. Enton ¢J' € Py,
respecto a t, e a diferenza cociente de orde m + 1, ¢*[x;, ..., Ti+m+1] = 0 pola propiedade (|1.7)

das diferenzas divididas. Por outra parte, se © > j1m+1, tense ¢ (t) = 0. O

Como consecuencia do teorema dos ceros, procedemos a ver que B,,; non se anula en

(T4, Tigmy1).

Proposicion 1.20. By, ;(x) > 0 para todo x € (x;, Titm41)-

Demostracion. Polo teorema dos ceros sabemos que Bj,; ten como moito n +m — 1 > 2m
ceros esenciais en [, Tjt+m+1]. Posto que os puntos z; e x;ypy+1 son ceros de orde m, xa que
Bum.i € C™Y(R) e o spline ¢ identicamente nulo en (—oo, x;) € en (Ti4m+1, +00), entén tense que

non pode haber ningan outro cero en (z;, Zitm+1). En particular, no intervalo (Z;4m, Titm+1)

sabemos que By, i(7) = (Tiym+1 — T4) (Hfizm(l“wmﬂ - JUZ)) (Titm+1 —2)™ > 0. O
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Se consideramos o espazo Sy,(2,) de splines de grado m definidos no intervalo [z, x,], da
anterior proposicién somos quen de afirmar que no conxunto de B-splines, unicamente as n + m
funcions By, _m, ..., Bm n—1 tenen valores distintos de 0 en [zg, z,,]. Estas n+m funciéns seran as
que conformen unha nova base de S,,(2,), para o cal é suficiente establecer que son linealmente

independentes.

Proposicién 1.21. Os B-splines By, —m, ..., By n—1 son linealmente independentes e, polo tanto,

unha base do espazo Sy, ().

Demostracion. En efecto, a independencia lineal tense da ecuacion:
s(x) = BemBm,—m(x) + ... + Bn—1Bmn—1(x) = 0, para todo x € [zq, z,],

a cal se verifica unicamente se f_,, = ... = 8,1 = 0. Para probalo, consideremos un né6 adicional
Tom—1 < T_pm. Sabemos que s(x) = 0 para & € [T_pm_1,Z_p]. Se s(z) = 0 en [zg, 1], entén
facendo uso do corolario 1.12 aplicado ao intervalo [x_,,—1,z1], tense ¢ = 0 e p = —m, co cal
q—p=m < m+ 1. Pola minimalidade do soporte dos B-splines recollida na observaciéon 1.14,

de aqui concluimos que s(x) = 0 para todo = € [z_p—1, T1].

Unha vez probado que s(xz) = 0 en [zg,x,] ¢ equivalente a que s(z) = 0 en todo [z_y,, zp],
estudar a independencia lineal dos B-splines By, —m, ..., Bmn—1 €l [Ty, Z,] € anélogo a estudala

en [xo, ). Vexamos entén como probalo.

Comezando no extremo esquerdo, vemos que o inico B-spline que non se anula en [z _,, Z_y,41]
é By, —m, logo a ecuacion s(z) = 0 pasa a —y,Bm, —m(z) = 0, e asi f_,, = 0. Procedendo de
forma recursiva, para cada i € {—m,...,n — 1}, observamos que no subintervalo, [x;, z;}1] somos

quen de afirmar que 3; = 0, chegando asi ao resultado. 0

Podemos reformular a proposicién anterior do xeito equivalente seguinte:

Teorema 1.22 (Teorema de representacion). Para todo spline s € Sy, (2,,) no intervalo [xg, )

existe unha expresion unica en termos de B-splines:

n—1
s(@)= > a;iBmi(x), a; €R, Va € [0, zn]. (1.9)

1=—m

A continuacién presentamos outras propiedades adicionais dos B-splines, que non demostra-

remos (ver [4])

Proposicion 1.23. Verificase:

1. Os splines By, ; forman unha particion da unidade € dicir,

ZBmZ(x) =1 para todo x € R.
iE€EZ
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oo . L —z
By, i(r) = ———Bp—14(x) + LBm—l,i—&-l(w) (1.10)
Titm — T4 Titm+1 — Ti+1

Bm-1i  Bm-1i41 )

Titm — T4 Li+m+1 — Li+1

i) =m

A férmula recursiva (1.10]) e a expresion directa ([1.8]) permiten xerar algoritmos moi répidos e
efectivos para os céalculos dos B-splines. O céalculo recursivo comezaré co caso trivial dos B-splines
constantes By; que se definen do seguinte xeito:

1, sex € [x;,mit1)
By,i(z) =
0, mnoutro caso
Na practica resultaranos de conveniencia ter as expresions explicitas dos B-splines mais habi-
tuais, tanto en mallas arbitrarias como con nés equidistantes. Por ese motivo presentamolas a

continuaciéon. Poden verificarse con calquera das férmulas dadas anteriormente.

Os B-splines lineais son funciéns continuas, polinomios de grao < 1 a cachos en [z;, ;2] €
que se anulan fora dese intervalo. A maiores han de verificar que By ;—1(z) + By i(x) = 1 para

todo = € [x;, z;+1]. Con estas condicions tense:

;

0, se r < Xy,
r — Xy
PR se T; ST < Tiy1,
A _ i+1 — T4

Briw) =94 "7~
—, se X1 ST < Tyyg,
Tit+2 — Tit1
0, se T > Xiy2,

\

Con nos equidistantes: x; = xg + ih (h > 0), os B-splines quedan:

0, se x < xj,
T — Zg, se ; < T < Tiy1,

Tiy2 — T, se Tip1 < & < Ty,

\0, se T > Tijto.

Observacion 1.24. Apréciese que con esta base de S1(£y,), o unico spline de grao 1, s € Sy, (),

que verifica s(x;) = f(x;), 1 =0,...,n é
n—1
s(z) =Y flzi)Bui(e)
i=—1

Deste xeito temos outra forma de resolver o problema de interpolacion lineal a cachos.
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1.2

08r

06

04r

02r

% %iw1 %iv2

Figura 1.6: B-spline lineal By ;(x)

Considerando por simplicidade os nés equidistantes, podemos empregar a férmula de reco-
rrencia para obter By, a partir de By; e By ;1. Alternativamente tamén podemos considerar
que o soporte esta contido en [z;, x;13], logo componse de 3 cachos de parabola pegados de xeito
que globalmente sexa clase 1. Fagamolo do xeito que o fagamos, chegamos & seguinte expresion:

;

0, se x < xj,
(x — x4)2, se r; < < Tiyq,
By i(x) = # h? +2h(z — 2i11) — 2(x — 2i21)%, se Tip1 < T < Tyiyo,
(ziys3 — x)?, se Tit2 < & < Tiy3,
\0, se x > Tj43.
08
071
06
051
04 r
03+
02t
01 F
° . » p

i i+1 i+3

Figura 1.7: By ;(x) con nos equidistantes.
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07r

06 r
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04r

03r

02r

01r

% Xis1 Xiu2 Xis3 Xivg

Figura 1.8: B3 ;(z) con nos equidistantes.

Do mesmo xeito, o B-spline ciibico para nés equidistantes vén dado pola seguinte expresion:

;

0,
(x —2)°,

1 | A2+ 3h%(x — 2i41) + 3h(z — 2i11)? — 3(z — 211)3,
TR ) 3 4 3h2 (s — @) + 3h(iss — )2 — (343 — ),
(iva — 2)%,

0,

se T < xj,

se x; < x < Xiq1,
se Tiy1 < x < Tito,
se Tiya < x < Tit3,
se Tiy3 < x < Tiq4,

Se T > Tijtq.
(1.11)
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Capitulo 2
Interpolaciéon con splines ctibicos

Este capitulo abordaremos o problema de interpolacién con splines ciibicos. Nesa lifia, presen-
taremos a formulacién do problema, probaremos a existencia e unicidade do spline de interpola-
cion e daremos un algoritmo para o seu célculo empregando B-splines. Ademais, programaremos
este algoritmo en MATLAB e ilustraremos o seu uso con algins exemplos e comparativas coa

interpolacion polinémica. Guiarémonos polas referencias [4] e [12]

2.1. Formulacién do problema. Condiciéns nos extremos

Unha vez estudado o espazo Sy, (£2,,) no capitulo anterior, entendemos que debemos ter coi-
dado & hora de formular problemas de interpolacién con splines para garantir a unicidade da
soluciéon. Centrarémonos nos splines lineais, cadraticos e cubicos, pois son os méis empregados
na practica, posto que empregando polinomios dun grao baixo, permiten obter unha funcién
interpolante regular & vez que evitan os problemas derivados de empregar polinomios de grao

elevado.

Dados os n+ 1 nés a = zg < 1 < ... < x, = b da particion €2, e os valores asociados y; =
f(zi), i =0,...,n, chamase spline de interpolacion de grao m > 1 a unha funcion s : [a,b] — R

tal que:
s € Sn(Qy), s(x;) = f(zi), i =0,...,n.

Dado que S,,(€2,) ten dimension (m + n) e lle engadimos n + 1 condicions, podemos deducir
que para obter unha solucién tnica no problema de interpolacién, dalgunha forma deberemos
imponer outras restricions para facernos cargo dos (m — 1) graos adicionais. Habitualmente estas
condiciéns impoénense nos nos extremos, o que fai que os splines de grao impar sexan os mais

empregados na practica, posto que necesitan imponer un ntmero par de condiciéns, o que motiva

19
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que se imponan de forma simétrica en cada né extremo.

Posto que o caso lineal xa o tratamos (xa que non precisa de condiciéons adicionais), centraré-
monos nos splines ctibicos. A continuacién, presentamos tres maneiras de engadilas que resulten

en problemas de interpolacién ben definidos:

i) Interpolacion con condicions de extremos Hermite /incrustados.
Atopar s € S3(£2,) tal que:
w s(z;) = f(x;) parai =0,...,n; e
= (o) = f'(w0) = Yo € '(wn) = f'(xn) = Y-

Neste caso o spline dise incrustado ou completo xeneralizando o caso s'(zg) = §'(z,) =0

(xenuinamente incrustado).
i1) Interpolacion con condicions de extremos naturais.
Atopar s € S3(2,,) tal que:
» s(x;) = f(z;) parai =0,...,n; e
= "(z0) = ["(x0) = yg e 8" (wn) = ["(xn) = yp-

Neste caso o spline dise natural xeneralizando o caso s”(zg) = s”(z,) = 0 (xenuinamente

natural).

ii1) Interpolacion con condicions de extremos periodicos.

Atopar s € S3(2,) tal que:

» s(x;) = f(z;) parai =0,...,n; e

/ / " !
v §(xg) = 8 (z) e §"(x0) = 8" (zn).
Deseguido probamos que os problemas tefien solucién tnica & vez que obtemos unha forma de
calculala.

Teorema 2.1. Os problemas de interpolacion anteriores tenen solucion unica.

Demostracion. Dados f(zg, ..., f(x,), 0o problema de interpolaciéon consiste en:
Atopar s € S3(€,) que verifique s(x;) = f(z;), i =0,...,n,

ou o0 que € 0 mesmo,
S|[J1i,azi+1] =5, €P3, i=0,....,.n—1,
s(xz;) = f(xzi), i=0,...,n,

/ " :
s,s e s continuas en [xg, Ty).
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Esto pode ser rescrito da forma que segue:
s €Pg, 1 =0,...,n—1,
so(wo) = f (o),
si—1(zi) = si(zi) = fx),i=1,....,n — 1,
sn—1(zn) = f(2n),
si_q(x;) = si(z),i=1,...,m — 1,
st (zg) = s (x;),i=1,..,n — 1.
O anterior p6dese escribir da seguinte forma empregando as derivadas:
Existen y(), Y1, - Uy Yo, Y1 s - Ypr tales que:
si€Py, i=0,...n—1,
so(zo) = (o),
si—1(x) = si(x) = f(ay),i=1,....,n—1,
sn—1(zn) = f(zn),

8; ePy, 1=0,....,n—1,

/ /

So\To) = Yo,

% ) v N (2.1)
si—l(xi) = Sz(xl) =Yt = 1> sy TV — 17

8;’1—1('7;”) = y;w

S;/ ePy, 1=0,...,n—1,
8/0/('7"0) = yg7
sio1(@i) = si(zi) =y i=1,...,n—1,
$p—1(Tn) = Yn-
Queremos ver que ao engadir as condiciéns dos extremos a solucién deste problema é tunica.

Engadimos a seguinte notacion:

hi = i1 — i, Af(x;) = f(2ig1) — f(2i), i=0,...,n— L

Coa formula interpolacion de Lagrange podemos sacar da tltima condicion de (2.1)):

T — Ti41 T — T 7

! "

l( ) Ti — Tit+1 ! Li+1 — X4 o
1 1

= (@ —z)y + (@ —zi)yihy, 0Si<n—1L
h; h;
Integrando dias veces obtemos no intervalo [z;, x;41]:
1 1
si(z) = ——(z — $i+1)3y§/ + (z — fUz’)gyglJrl +ci(z — ;) — di(® — Ti41), (2.2)
Ghi 6hz‘
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onde ¢; e d; son constantes de integraciéon que deben ser tomadas de xeito que s sexa continua e

verifique s;(x;) = f(zi) e si(xiy1) = f(xit1), 0 <i < n— 1. Substituindo somos quen de chegar

a:
o= S @) Yiah
’ h; 6
o T)
! h; 6
Polo tanto (2.2) quédase en:
) — 1 . 3,1 1 N3, 1
) iy
+ (f(:’zi*l) — yz+61 > (z — ;) (2.3)
i i hi .
— (f(hx) — ‘%6 >(x—xi+1), 0<i<n-—1.

No anterior s6 prestamos atencién a que o spline pasase polos puntos f(x;) en x; e f(x;41) en
xi+1 axustando as constantes de integracion ¢; e d;. Non obstante, xa que nos estamos limitando a
estudar o intervalo [x;, z;11], non sabemos se s’ é continua; ¢ dicir, s;_, (z;) = si(z;), 1 <i <n-—1.

Derivando s; temos:

! !
/ _ _ i o N2 Yit1 )2 Af(xl) N E "o
si(x) = o, (x —2ip1)” + o0, (x — )" + I, ¢ Wir1 — i)

Para garantir a continuidade de s’ bastaranos escoller y{, ...,y de xeito que
si_y () =si(z;), 1<i<n-—1

Da formula que temos para s,(z) podemos ver que para 1 <i<n —1

y; hi1 +Af($i—1) hi— Yy +Af($i) h;

5 o —6(%—%ﬂ= 5 h 6%@—%)

Agrupando segundo os ¥/, tense para 1 <i <n — 1:

Af(xi) _ Af(@i-1)

hi1yi—q + 2(hi + hi—1)y; + hiyi =6
h; hi—1

(2.4)

Notese que estamos ante un sistema de n — 1 ecuacions e n + 1 incognitas y(, ..., y,. Vexamos

agora se ao impotier cada condicién dos extremos o problema ten solucién tnica:
i) Suponamos condicions de extremos Hermite:
/ / / / / / / /
s'(xo) = f(x0) = vy, s (xn) = f(xn) =y, Yo €y, dados.

Substituindo estas restricions na formula de sg temos:

Yn Af(rn-1) hp-1
Sl(xn) = S;Lfl(xn) = 2hn—1 (fL’n - xn—l)Z + hn—l - 6 (y;; - y’Z,*l)?
v Af(z h
s'(zo) = sp(wo) = —yio(fco —z1)? + Aflwo) _ 2y —y0).

ho 6
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Polo tanto, iso quere dicir que:

hn—l " hn—l "o
6 Yn—1 3 Yn = Un hn—l )

ho »  ho _ Af(xo)

3y0_6y1_y0 h(]

o que nos permite deixar y{ e y/! en funcion de y{ e y!!_, respectivamente:

"_ 3</_Af(330)> L

Yo T hg \ 0 ho - 53/17 25
y// _ 3 y/ _ Af(xn—l) _ 1 Iz .
n hn—l n hn—l 9 n—1-

Isto nos permite reducir o sistema (2.4)) a un sistema equivalente con n—1 incognitas coa seguinte

expresion matricial:

M o h Yy by
hi v he O Yy bo
hao 73  hs ys b3

. =l T | (2.6)
O hn-3 Yn—2 hp_2 yfr{—Q bn—2
hn—2 Yn-1 ygfl bn—1

onde se emprega a notacion:

3 ) 3
v1 = 2h1 + ih()’ Yi = 2(hi + hi—l), 1=2,.,0 — 2, Y1 = 2hp_o + §hn_1,

o [Af(m)  Af(wi-1)
bi_G{ hi  hi

- A ~ Af(x,_
by =b—3 fzo) Yo ) »bn—1="bn1 =3y, — A7En1) :
ho hnfl

},lgign—L

Posto que estamos ante unha matriz tridiagonal simétrica con diagonal estritamente dominante,
independentemente dos valores de f(zg), ..., f(xy), temos asegurada a existencia e unicidade da

solucion.

i1) Suponamos condicions de extremos naturais:
2 ' 1 /i /i Vi
S ($0) = Yo, S (xn) =UYns Yo €Yy dados.

Con isto, podemos en (2.4]) desfacernos de y{, na primeira ecuacion e de y/ na tltima, que pasan
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ao termo independente. Obtemos entén un sistema lineal de n — 1 incognitas:

M h Yy by
hi v he O Yy bo
ha 73  hs ys b3
o Pl = , (2.7)
O hn-3 Yn—2 hp_2 yfr{—Q bn—2
hn—2  Yn-1 Yn—1 br—1
onde se emprega a notacion:
A ; A i
vi = 2(hi +hi—1); b; =6 @) _Aflwioy) , 1<i<n—1,

h; hi—1
b1 = b1 — hoy(, bn-1 = bu-1 — hu_1y],.
Ao igual que antes volvemos ter unha matriz tridiagonal simétrica con diagonal dominante, polo

tanto é non singular e ten solucién dnica.
i41) Suponamos condiciéons de extremos periddicos:

s'(x0) = &' (n), s"(x0) = 5"(2n) = yg =" (n).

Ao igual que no anterior caso teremos:

"
/ o _ Yn . o, Af(wp1) . hn—1, o
s (zn) = sp_1(zn) = 2,1 (Tn, — Tp—1)” + o1 6 (Yn = Yn—1)5
Yo Af(zo) ho
s'(x0) = sp(x0) = —72}30 (z0 — 961)2 + ho - F(Z/i/ —40)

Igualando ambas expresions:
hn-1 hn-1 y , Af(zn-1) ho _ @ "4 Af(xO),

6 Yn—1 T 3 Y T oy = —Eyo 6 U1 ho ;
é dicir,
1 hn—1 ho Af(zn_1)  Af(o)
_ hn— " h my _ _m=1 o _no g
3( 1Yn + hoyo) 6 Yn—1 5 Y1 o + e
Polo tanto:
3 Af(zn—1) Af(zo) 1
" _ 1 . . hn, H—I—h " 53
Yo = Yn hn_1+ ho hn—1 ho 2(hn_1 + ho) [ 1Yn Oyl} ( )

ubstituindo en (2. na primeira ecuacion e na ultima ecuacioén de (|2.4)) obtemos o seguinte
Substituind 2.4 6’ Z It de (2.4]) obt t

sistema lineal:

v hy O 0 1) 3/1/ by
hi v hy .. 0 0 vy by
0 hy 73 hs : : yé,’ _ 5'3 ’ 2.9)
. . 0
0 ... 0 hps Yn-2 hnpo Yn_o bn—2
0 .. 0 hn—2 -1 Yn—1 bn1
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onde empregamos a seguinte notacion:

h2
=2Mh1+hy) — —9—— v =2hi+hi—1), i =2,...n—2,
T (h1 + ho) 21 + o)’ Y (h; + 1), @ n
ho 4 hohp—1
me1=2Mhp1+hp9)— " =
Vo1 = 2k 2) 2(hn—1 + ho) 2(hp—1 + ho)
b — 6 Af(zi)  Af(xi-1) l<i<n-_1,
h; hi—1

I~) _ b _ 3h() I:Af(xo) . Af(fl’n_l):|
P b+ ko ho hn—1 ’
- B 3h, Af(xg) Af(xp-1)
bnfl — bnfl - - .

hn—l + ho h(] hn—l

Ainda que non é tridiagonal como nos casos anteriores, segue sendo unha matriz simétrica con
diagonal estritamente dominante, logo temos garantida a existencia e unicidade da solucién sen

importar os valores de yj, ..., y,. Vexédmolo:

h?2 hohp—1
=y =21 +ho) — =2 >h + 0| =y +
71l =71 = 2(h1 + ho) ST +he) 0] = M s £ o)
e analogamente tense:
’ | = = 2(hp_1 +h )_L>h +16| =h _i_M
Tn—1] = Tn—-1 = n—1 n—2 Q(hn—l —|—h0) n—2 = -2 2(hn—1 +h0)

O

Corolario 2.2. O dnico spline cibico s € S3(2y,) que verifica s(x;) = f(x;), i =0,...,n e unha

das condicions de contorno adicionais ten o sequinte aspecto:

A __yé’ o \3 yz”+1 3 f(l”iﬂ)_yglﬂhi o
si(z) = 6hi(x Tit1) +6hi (x —x)” + h, 6 (z — )

_<f<x>_yh

» 5 >($—$i+1),0§i§n—1,

onde:

i) En condicions de tipo Hermite, s'(xo) = vb, 8'(wn) = vh: (Y}, .,y )T € a solucidn do

sistema lineal (2.6) e v,y dados por (2.5)).

ii) En condicions naturais, s"(wo) = iy, 8" (xn) = yi: v,y dados e (y},....,y"_ )T € a solucion
do sistema lineal ([2.7)).

iii) En condicions periodicas: (y,...,yl_1)T € a solucion do sistema lineal [2.9) e i, vyl dados

por .
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2.2. CaAlculo do spline ctbico de interpolaciéon usando B-splines

Por simplicidade, centrarémonos en splines con noés equidistantes, ademais de termos que

Tn—x0

engadir nos adicionais x_3 < z_2 < z_1 < zo. Deste xeito, z; = g + hi con h = *2—-50,

1 =—-3,..,n.

Utilizando a base {Bs; : i = —3,—2,...,n — 1}, sabemos que s vén dado pola formula (1.9), en

todos os casos as condicidns de interpolaciéon convértense en

Y @iBsi(x;) = > iBs(w) = f(x;) =y;, 0<j<n (2.10)
i=—3 1=j—3

As correspondentes condiciéns de extremos son:

i) Con extremos Hermite:

n—1 Jj—1
> @iBh(x) = > @iBy(a;) = f'(z5) =y, §=0, n. (2.11)
i=—3 i=j—3

i7) Con extremos naturais:

Z ;B () Z a;iBy(zj) = f"(z;) =y}, =0, n. (2.12)

i=—3 i=j5—3

i7i) Con extremos periodicos:

-1 n—1
> iByi(xo) = Y aiBh(wn),
i=—3 i=n—3
(2.13)
Z Oéngz xo) Z OCngz Tn).
i=—3 i=n—3

Para establecer os sistemas de ecuacions (2.10]), requirimos os valores de B3 ;(x;), i = —3,...,n—
1, j =0,...,n, asf como os valores de By ;(x;) e B"i3;(x;) eni = j—3,j—2,j—1 cando j = 0,n.

Utilizando a expresion (1.11]) quédanos a seguinte taboa:

Agrupando as ecuacion (2.10]) e as correspondentes (2.11)), (2.12]) ou (2.13)), obtemos un sistema

lineal cuxo vector de incognitas chamamos a := (a_s, ..., an_l)T e R™*3 que son os coeficientes

do spline de interpolaciéon na base de B-splines. Este vector o é a solucién dun sistema lineal

Ba = b, onde a matriz B € M43 n43) (R) e o vector b € R""3 tefien o seguinte aspecto:
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T | Ti+1 | Ti+2 | Li+3 | Tit+4
Bs,i(z) s | 5 | 5 |0
Béz("ﬁ) ﬁ 0 ﬁ 0
By () 2 | =wm | ow |0

Téboa 2.1: Valores de B3; e das stias derivadas nos nés da clausura do soporte

i) Con extremos Hermite:

=

S = Sw

S

b= (f/(x0)7 f(xO)v f(x1)7 ) f(xn—l)7 f(xn>7 f/(xn))T

i1) Con extremos naturais:

6 12
hZ TRz
1 4
0

| =

1 0
1
3
h
0
1
12 6
hZ  hZ
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i7i) Con extremos periodicos:

3 3 3 3
- 0 3 0 75 0 -3
1 1
1
B=-— ,

6

1 4 1 0

4

b= (07 f(xo)v f(xl), ) f(xn—1)7 f(.’L‘n), O)T

Utilizando as ideas anteriores, elaboramos un c6édigo en MATLAB para o calculo e debuxo do
spline de interpolacion (ver . Con este codigo realizamos os exemplos da seccién seguinte

e do final do capitulo 3.

2.3. Exemplos

Comezamos amosando que cos splines obtemos unha boa aproximacion da funciéon do exemplo

do capitulo 1 evitando o efecto Runge.

Exemplo 2.3. No intervalo [—10, 10] consideramos a malla uniforme zg < 1 < ... < x, , con
x; = —104+20i/n, i =0,...,n. Sexa f = 1/(1 + z?).

En ambos casos vemos que obtemos splines sen comportamentos oscilatorios como si ocorria
coa interpolaciéon polinémica. No caso do spline con condiciéns de extremos peridédicos non ten
sentido comparalo coa funcién orixinal xa que esta non verifica as condiciéns de periodicidade.
Ainda asi vese que non é substancialmente peor aproximacién da funcién orixinal posto que as

derivadas primeira e segunda nos extremos son practicamente 0.

Outra vantaxe que tenen os splines é que permiten aproximar funciéns non regulares por unha
que si o sexa. Esta propiedade utilizase na préctica para o deseno de superficies aerodinamicas

como carrocerias de vehiculos, cascos de barcos, etc.

Exemplo 2.4. No intervalo [—3,3] consideramos unha malla uniforme, e sexa f : R — R a
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Funcion orixinal Funcion orixinal
09 Spline periédico | 09 Spline periédico |
® Nos ® Nos

08 r

06

04 r

03r

410 5 0 5 10 410 5 0 5
(a) Condicions Hermite (b) Condicions naturais

Figura 2.1: Interpolaciéon con splines ciibicos

Funcion orixinal
Spline periddico |
® Nos

09 r

08 r

071

06

051

04 r

03¢

02r

01r

Figura 2.2: Spline interpolador con condiciéns de contorno periédicas.

funcién que ten o seguinte aspecto:

1, se r < —2,
3+x, se —2<x<—1,
f(x) =42, se —1<z<1,

3—x, sel <z <2,

1, se x > 2.
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22 T T T T T 22
Funcion orixinal Funcion orixinal
Spline periédico Spline periédico
® Nos 1 r ® Nos 4

3 2 1 0 { 2 3 3 2 P 0 : 2 3
(a) n==6 (b) n=20

Figura 2.3: Spline interpolador con condiciéns de contorno Hermite
2.4. Problema xeral de interpolaciéon con splines

Dado que o espazo S, (£2;,) ten dimension (m+n) é natural que nos preguntemos se é posible
encontrar un spline de grao m, s € S;,,(€2,) que toma valores dados en (n + m) puntos distintos
do intervalo [a,b]: y; = f(&), j = 1,...,n+m, & € [a,b], 1 < j < n+ m. Este problema ¢

equivalente ao sistema lineal de orde (n +m) con incognitas (a_p, ..., p—1):

n—1
Z aiBmvi(xj) = f(afj) =Yj, _7 = 1, e +m
i=—m
En 1953 Schoenberg e Whitney probaron a existencia e unicidade se cada punto de interpolacion

&j esta no interior do soporte B, _m4j—1. O resultado é o seguinte:

Teorema 2.5 (Teorema xeral de interpolacion con splines). Fizados 0s nés x_, < .. <

g < oo < Xy < o < Typgn, existe un unico spline s € Sp () que pasa polos puntos

(517y1)) ceey (é-m-i-n)yn-i-m) se, € 80 Se, Bm,—m+j—1(§j) 7é 0; con 1 S j S n—+m.

Demostracion. Para m = 0 o resultado é obvio. Suponamos m < 1. Empezamos probando que
precisamos a condicion By, _mij_1(£;) # 0. Sexa s(z) = 32" ! a;Bpi(z). Enton as condicions

de interpolacién impofien que
n—1
Z aiBmi(é“j) =Yj, _] = 1, e+ M.
i=—m

Supofiamos que By, —m4j—1(§;) = 0 para algtn j. Enton ou ben & < z_pqj—1 ou z; < &;. Do

primeiro caso séguese que B,,;(x) = 0 para todo z < & con i > —m + j — 1. A vista disto, as
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primeiras j condiciéns de interpolaciéon quedan:

—m+j—2
Y aiBuilé) =y k=17
i=—m
Estas son j ecuacions para as (j — 1) incognitas a_y,, ..., ®_p4;—2, logo non teiflen soluciéon para
calquera termo independente da igualdade. No outro caso onde z; < &;, as Gltimas n+m—(j—1)
condiciéns de interpolacién tenen a forma:

n—1
> iBmi(&) =k, j<k<n+m
i=—m+7J
Ao igual que antes, o nimero de ecuacioéns é maior c6 nimero de incognitas, logo pode non haber

solucion.

Acabamos de probar que a condicion By, —m4-1(&) # 0, 1 < j < n + m é necesaria
para que exista unha tnica solucién. Vexamos agora que tamén é suficiente. En particular,
demostraremos que cando se verifica esa condicion, o problema de interpolaciéon homoxéneo con
y; =0, i =1,...,n+m s6 ten a solucién trivial s = 0, logo os coeficientes que acompaifian aos

B-splines a; han de ser todos 0.

Suponiamos que By, —myj—1(§;) #0, 1 < j < n+m, pero s # 0. Enton existe un intervalo
[zp, x4] onde, no caso de telos, s ten s6 ceros illados; mentres que s(x) = 0 en [xp—1,2,] € en
(24, q+1]. Do corolario 1.12 deducimos que ¢ —p > m+1. Suponiamos que polo menos ¢ — (p+m)
puntos de interpolacion &, ..., §;_(m+1) Pertencen ao intervalo (z;, 4). Dado que s(§;) = 0 nestes
puntos, podemos afirmar que s ten ceros illados neste intervalo. Pero aplicando o corolario antes
mencionado aos nos xp—1 < Tp < ... < 4 < Ty danos a cota r < ¢ — (p+m+ 1), sendo 7 o
ntmero de ceros que o spline pode ter nese intervalo. Polo tanto s(x) = 0 para todo x € [z}, z4],

e asi s = 0 é a tnica soluciéon do problema de interpolacién homoxéneo. O

Corolario 2.6. O spline interpolador, s € S,,(Qy,) tal que s(x;) = f(x;), ¢ = 0,...,n, queda
definido de forma univoca se ademais conecemos o seu valor en m — 1 nds adicionais s(&) =

f&) =y, n+2<i<n-+m.

Demostracion. Consideremos zg = &1 < &2 < ... < &€ntm = Tn, de xeito que os z; forman parte
desta nova particion. Temos que garantir que By, —m4j-1(&) # 0, 1 < j < n+ m. Pero como
viamos no teorema anterior, isto equivale a que §; < x_p45—1 ou x; < ;. O primeiro caso
non se pode dar posto que s6 engadimos m — 1 nés adicionais, e o segundo tampouco xa que

o =& < @71. O

Terminamos esta seccién con algiins exemplos de splines ciibicos de interpolacion.
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Capitulo 3

Interpolacion con splines ciibicos:

analise do erro

Neste capitulo estamos interesados en estimar o erro |f(x) — s(z)| cometido nun punto x #
zj,j =0,...,n, sendo f unha funcién conecida e s € S3(£2,) o spline de interpolacién de f con

respecto aos nos Ty, ..., Tn. Seguiremos as referencias [4], [7] e [12].
Sexa [a, b] C R un intervalo acoutado e C([a, b]) o espazo de funciéns continuas en [a, b]. Neste

espazo son ben cofiecidas as seguintes normas:

= Norma de Chebyshev, norma uniforme ou norma do maximo:

[flloc = méx |f(z)|, f € C([a,b]).
x€la,b]

s Norma Lo:

1l = ( / b[f(t)P)% Fec(a).

3.1. O erro en splines lineais

Para estudar o erro en splines ciibicos resulta conveniente comezar analizando primeiro o erro
nos splines lineais. Ademais, resultara pertinente falar indistintamente en termos de aproximacion

de funciéns como de interpolacion porque neste apartado estéan estritamente ligados.

Dados n + 1 puntos distintos (z;,y;), 0 < i < n, existe un unico polinomio p € P, que p
pasa por todos eles. Porén, se pedimos que p sexa de grao < m, non podemos garantir que o

polinomio percorra todos os puntos; cando facemos interpolaciéon polinémica e aumentamos o

33
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grao do polinomio non esté garantida unha mellor aproximacién pois xa sabemos que deriva en

comportamentos oscilatorios non desexados.

Pola contra, na interpolacién con splines temos a posibilidade de aumentar o ntimero de nés para
mellorar a aproximacién. Neste capitulo constataremos como desta forma obteremos unha mellor
converxencia. Empezamos considerando o problema de interpolar unha funciéon nun intervalo

[zi, zi41] por unha recta. Neste caso, os polinomios de Lagrange asociados [y, e [y ;41 son:

r — Tj41
() = m—ixil’ liv1(z) =
(2 1

Xr — Xy
Tit+1 — T4

Séguese que para cada 0 < i < n — 1, o spline lineal que interpola f pode ser escrito como
$(z) = flz)li(@) + f(@it )l e (), @ € 24, 2i4a].
Sexa f € C([a,b]). Posto que 11 ;(z) 4+ {1i+1(x) = 1 tense:

f(x) = 8(z) = f(2)[li(®) + li(@)] = flz)li(x) — fzie) i (@)
=l (2)[f(x) — f(z)] + L (2)[f(2) — f(it)];

e tendo en conta que Iy ;(xz) > 0 e lj ;41(x) > 0, temos:

[f(x) = 8(2)| < mdx{|f(z) = f(zi)l, [f(x) = f(@ip1)]}-

Co anterior deducimos que:

méax |f(x) = 8(z)| < méx  max{[f(z) - f(xi)|,[f(z) = f(@ip1)]} (3.1)

TE€[Ts,xi41] TE[T4,Ti41)

Definiciéon 3.1. Dada unha funcion f : [a,b] — R, § > 0, definimos o mddulo de continuidade

de f como

wr(d) ;== sup |[f(x) — f(y)l
|z—y|<8
z,y€la,b]

Observacion 3.2. Notese que en funcions lipschitzianas wy(6) < K§ < oo, onde K € a constante
de Lipschitz.

Substituindo co médulo de continuidade de f en (3.1)):

méax | f(z) — §(z)| < wr(|zip — il).
:L‘E[Zi,xi+1}

Se denotamos por h 1= max;—o, . n—1 |Ti+1 — x;| (0 tamano da malla), temos:

1f = 8lloc < wy(h)

Desta desigualdade deducimos que dada f € C([a,b]), o spline interpolador lineal converxe de

forma uniforme & funcién cando h tende a 0. Esta cota pédese empregar cando podemos conecer
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de forma explicita o moédulo da continuidade. Por exemplo, se f é Holder continua en [a, b]; é

dicir, |f(z) — f(2)] < K|z — 2|*, o € (0,1), ou f lipschitziana (o = 1), temos a cota do erro:
If = 3llc < KR

Isto quere dicir que cando temos unha funcién f lipschitziana, a sucesién de splines interpoladores

converxe uniformemente a f de forma lineal respecto a h.

Sexa agora f € C'([a,b]). Pola identidade de Newton (teorema 1.5) podemos ver que o erro

no spline interpolador § € S1(€2,) podémolo escribir como:

flz) = 3(z) = (v — ) (v — zip1) flwigr, Tis 2], © €[4, Tiq1); (3.2)

onde .
flwipr, wi, 2] = m(ﬁ%’ﬂx] — flziz])

e polo tanto queda:

fliy1, zi, o] =

1 <f(l“) — f@iy1)  fl2) - f(iﬂi)>

Ti+1 — X4 L — Ti41 T — T
Polo teorema do valor medio, existen 7;,(; € (x;, x;+1) tales que:

f(x) — f(wig1) e F1(G) = flx) - f(xi)‘

T — Tig1 T -z

f'(m) =
Do anterior podemos afirmar que:

F@) =8| < = a1 0) = (O] @ € Lo isa)

Finalmente, chegamos a que:
- h
I = Flloo < G (B),
e asi vemos que converxe uniformemente en [a, b].

Por outra parte, apoiandonos na observacion 3.4, cando f’ é lipschitziana, obtemos conver-

xencia cadratica, xa que da expresion anterior deducimos
K
= 2
f — Slloo < h*.
I = llo < 5

Se f € C%([a,b]), polo teorema 1.17 existe & € (z;,7;41) tal que

1

f[:’ci-f-l)xhx] = if//(é-))

e substituindo no erro (3.2)), tendo en conta que:

(z — 2)(z — 2i41)| < ’ <;(x7;+1 — 1) — x> (;(xm — ) — xi+1> ‘ = i(xm — ;)
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obtense: )
. Titl — Tj ,
£@) 5@ < T i (70, @ € ),
te[xi,xprl]
o que implica que:
3 h2 1
15 = 8lloe < 1 e (3.3

Esta expresion amdésanos que non é posible obter unha converxencia mellor que a cadrética para

unha funcién de clase dous f arbitraria.

Se § € S1(£2,) € o spline que interpola f nos nos, entéon
I8l = mx|3(a0)| = mic | (20)| < [1f o 0 < < .

Agora, se s € S1(€,) é un spline arbitrario, entéon como (§ — s) interpola a funcion (f — s),
séguese que:

18 = slloo < I1f = slloo

De aqui podemos deducir que
1f = 5lloe = [[(f = 8) = (3= 8)lloc < [If = slloc + 115 = slloc < 2[If = 5[loc-

Denotando por Eg, (q,)(f) := mingg @,) [[f — sllcc obtemos a seguinte cota:

Esy (@) (f) < If = 5llee < 2Es,(0,)(f);

de onde extraemos que o spline lineal interpolador é un bo substituto da mellor aproximacién
uniforme de f en S1(€,).

3.2. Relacion integral

Proposiciéon 3.3 (Relacion integral). Seza f € C?([a,b]) e seza s € S3(Q,) un spline interpola-

dor tal que a diferenza d(x) := f(z) — s(x) satisfaga a condicion de contorno:
s"(a)d'(a) = s"(b)d'(b).
Enton verificase a sequinte igualdade:
b b b
[r@ra = [ir@ - ek [ @Rd
Demostracion. En efecto:

b b b
[ 1@ - @ de= [ @Pdes [{-2@s @)+ 5 @) da
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Bastaré enton probar que:

b
2 [l ~ /()" @)} do =0
ou o que € 0 mesmo: ,
/ §"(z)d" (x) dz = 0.

Integrando por partes (tomando u = s”(z) y dv = d"(x)), séguese:

b b
/ S(2)d" () dz = 5" (0)d (b) — " (a)d' () — / () d () dz = 0.

a
Noétese que pola condicién de contorno que imponiamos os dous primeiros termos cancélanse entre
si, quedandonos s6 esa nova integral. Integrando novamente por partes (u = s (z) e dv = d'(z)),

tense: b b
/ §"(z)d (z) do = 8" (b)d(b) — 5" (a)d(a) — / s (x)d(z) dz.

Xa que d(a) = d(b) = 0 e s € S3(£,) implica que s¥) (z) = 0, chégase o resultado que buscabamos.
O

Observacion 3.4. Decatémonos de que ao imponer a condicion de contorno incluimos os tres

casos de interpolacion:
s A condicion d'(a) = d'(b) = 0 correspondese cos splines con extremos Hermite;
= A condicion s"(a) = s"(b) = 0 se correspdndese aos splines con extremos naturais renuinos;
s A condicion d'(a) = d'(b) e s”(a) = s”(b) correspéndese aos splines con extremos periddicos.
A relacion integral sérvenos para ver como os splines non presentan un comportamento osci-

latorio, xa que esta fai patente como os splines ciibicos son as curvas interpoladoras de clase 2

que minimiza a derivada segunda. Presentamos a continuacién o resultado.

Proposicién 3.5. Seza f € C?([a,b]) e sera s € S3(§,) o spline interpolador con respecto a unha
das condicions de extremo anteriores. Sexa g € C*([a,b]) que verifique as mesmas condicions de
extremo que s. Enton, tense que:

15" [12 < [lg"ll2-

Demostracion. Se g verifica as mesmas condicions que s quere dicir que g”(a)dy(a) = g"(b)d; (b),

onde dgy(z) := g(z) — s(z). Temos que ver enton que g tamén verifica a seguinte relacion integral:

[Fhmm=Lme#hW®+KW@W®

pero como para isto basta garantir que dy(a) = dy(b) = 0, e como iso é asi xa estarfa. Quitando

o primeiro término & dereita da igualdade, tense o resultado. O
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Observacion 3.6. FEsta propiedade pddese interpretar xeometricamente. Denotando por k d cur-

vatura dunha curva plana da forma y = g(z):

//($)

(1+[g'(2)]2)%2

k(z) =

lg"(@)]*dz = |lg"|[3- Da

anterior proposicion somos quen de afirmar que o spline cibico interpolador s minimiza a norma

Se asumimos |¢'(z)| < 1 para z € [a,b], enton o valor de ||k(z)||3 ~ f;

da curvatura ||k||3 fronte ao resto de curvas g € C*([a,b]) que pasan polos nds.

3.3. O erro en splines ciibicos

Co visto nas seccidéns anteriores xa somos quen de pasar a traballar con splines ctibicos.
Necesitamos previamente probar dous lemas que vinculan o spline interpolador coa funcién in-

terpolada.

Lema 3.7. Sexa f € C?[a,b] e sexza s € S3(S2,) o spline interpolador ciibico con condicions de
contorno Hermite. Enton s” € a mellor aprozimacion de f"” en S1(,) respecto d norma || - ||2;
€ dicir,

15—l < £~ &, para todo 5 € $1(0), 34

ou 0 que € 0 Mesmo,

17 = s"ll2 < Esy (0, (f")- (3.5)

Demostracion. Para evitar confusions, dada g € C%([a,b]), denotaremos ao spline ctibico con

condiciéns de contorno Hermite que o interpola como s,.

Dado § € S1(€2y), definimos a funciéon o(z) := ff(x — 1)+ 5(t)dt. Enton ¢” = 3, logo o €

S3(€2,), 0 que significa que s, = 0. Aplicando a relacion integral da proposicion 3.3 temos:
19”113 = llg" — sqll + llsg 2
Se f = g+ o, isto quere dicir que g = f — 0, € como s(y_,) = Sy — S5, podemos escribir:
1/ =a"l3 = 1" = 0" = (s} = s)ll3 + lIs} — 55113,

de onde podemos concluir que:
1F" = s713 < If" = 3li3,

para todo § € S1(f2,), de onde st = s” ¢ a mellor aproximacion de f” en S1(Qy). O
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Consideremos f € C*([a,b]), a cal pasa por (n + 1) puntos (zo, f(20)), .-, (Tn, f(zn)), € sexa
s € S3(€2,) o spline cubico interpolador de f con condiciéns de contorno Hermite. Dado un
intervalo [x;, z;1+1] con 0 < i < n — 1, podemos aplicar a identidade de Newton a d := f — s, co

que obtemos:
d"(£)

2

d(z) = d(z;) + (z — @5)d[ziviq] + (@ — i) (@ — Tit1)

d’(¢)
2

onde empregamos que d(z;) = 0 e d[z;,z;4+1] = 0. Da anterior igualdade deducimos que

= (z — 2;)(* — Tit1) , €€ (i, Tit1);

2
|d(x)] < U max |d"(t)], V& € [z, zip1].
8 tE[l‘i,xi+1}

Como isto se verifica para todo subintervalo, tendo en conta (3.5)), chegamos a:

_ < h72 "o < EE "
1F = slloo < G117 = 870 < 5By (0, (F7)

Aplicando a cota do erro (3.3) a f” € C%([a,b]), temos:

Eg, ,)(f") < Hf4 oo

co cal os splines cubicos interpoladores de tipo Hermite con nés equidistantes verifican:
1= sl < 2179

Co anterior acabamos de probar o teorema de estimacion do erro:

Teorema 3.8. Seva f € C*([a,b]) e s € S3(Q) o tnico spline cibico de tipo Hermite que

interpola o f. Enton:

_ 4)
17 = slloe < 2519

Esta estimacién é 6ptima en canto a orde do mesmo, pero a constante 1—16 pode ser mellorada.

De feito, tense o seguinte resultado que pode verse en |7]

Teorema 3.9 (Hall, 1968). Sexa f € C*([a,b]) e s € S3(5,), o tnico spline ciibico de tipo

Hermite que interpola a f. Enton:

[ ||f4 [loos

loo < 384

\/3

3 4)

Hf - ||oo_

Resultaranos mais doado probar o seguinte resultado, que non é tan potente posto que s6

chega 4 orde h3/2, pero é valido para f € C?([a, b]).
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Teorema 3.10. Sexa f € C%([a,b]) e s € S3(§,), o tnico spline cibico de tipo Hermite que

interpola o f. Enton: .
1f = slloo < SHI1f" |2,

17 = lloe < B2 1"
Demostracion. Sexa d = f — s. Verificase que d(z;) = 0, j = 0,1,...,n, de modo que polo
teorema de Rolle existen &1, &, ..., &, con & € (x;-1,x;) tal que d'(§) =0, i = 1,...,n. Ademais,

se fixamos & = xg = a e £,41 = X, = b, tense por definicion de s que d'(&) = d'(&,) = 0.

Suponamos que t € [z;_1,x;] verifica ||d'||coc = |d'(t)|. Enton, se temos en conta que:

al’(t):/5 d"(z) dw,

%

facendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwartz séguese:

t t /2 1 rt 1/2
It = ¢0) < [ Wlar< | [la@ras] | [ a
& & &i
b 1/2
<|[w@ra| - < g
Con isto podemos reescribir a relacion integral da seguinte maneira:
L7115 = 11" = s"15 + 15”113 = 1d"[13 + [Is"]13,

co cal vemos que:

1”12 < [/ ]l2-

Polo tanto, aplicando esta cota na anterior desigualdade:
Id[loo < [1£"[l2A*2
Sexa agora t € [z;_1,x;] de forma que ||d||cc = |d(t)], existen dtias posibilidades:
h h
|zio1 —t] < 5 ou |z; —t| < X

Suponamos a segunda (no outro caso o razoamento é analogo). Enton:

d(t) = / "0 () da.

J

de onde obtemos:

t h 1
ldlloo = [d(t)] < / |d' ()| dz < ||d'||o|zi — t] < §Hd’Hoo < §||f”||2h3/2-
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Corolario 3.11. Seza €, = {a = xén) < $§n) <..<a= b} unha particion con n + 1 nds
equidistantes (x; = xo + ihy, i = 0,...,n; hy, = (b—a)/n). Sexa f € C*([a,b]) e s € S3(Q,),
o0 unico spline cubico de tipo Hermite que interpola a f nos nds de Q. Enton:

lim [|s™ = flloo =0,

n—-+o0o

lim |[s") = f'llos = 0.

n—-+00
Demostracion. S6 necesitamos ter en consideracion as seguintes desigualdades:

1
lim 5™ = fllo < lim §||f”||2h§/2 =0,
n

n——+oo —+00

, )y gt < , 1" 1/2:
tim_ ([ = floe < tim_|1£"2h4/ = 0.

n—-+o0o

O

Observacion 3.12 (Estimacions na norma | - [|2). En [7, p.109] podemos ver que para f €
C?([a,b]):
1F = sll2 < 16R%][ "2,

1" = sll2 < 4hl[f]]2-

3.4. Consecuencias da relacién integral

A vista dos resultados obtidos na secciéon 3.2, unha area onde os splines poden resultar unha
ferramenta moi boa é o desefio do trazado das vias do tren, posto que estas precisan ter pouca
curvatura para minimizar a perda de velocidade. Ademais, impofiendo condiciéns de contorno
naturais xenuinas obteremos que ao principio e ao final da via non tenen curvatura, o cal é

coherente coa vida real.

Para ilustralo, compararemos o trazado da lina de tren rexional que conecta Vigo e A Coruna.
Esta pasa polas estacions de Vigo-Urzaiz, Redondela, Arcade, Pontevedra, Vilagarcia de Arousa,
Padrén-Barbanza, Santiago de Compostela, Cerceda-Meirama e A Coruna. Cofiecendo as coor-
denadas xeograficas das estaciéns somos quen de situalas de forma precisa no mapa & vez que as
empregaremos como nés para o calculo do spline. Empregando o algoritmo que implementamos

en MATLAB somos quen de comparalo co trazado real sobre un mapa de Galicia coa lina real

(ver coordenadas e co6digo no .

Notese que os splines son funciéns, e polo tanto o sistema de coordenadas escollido afecta
& curva que obtemos. O tnico que necesita verificar un sistema de coordenadas para que sexa

valido é que a proxecciéon sobre o eixo de abscisas mantena a orde das estacidéns na vida real.
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;'V? "?
e ‘li)rm-y\“
43.6 ”A ™

434
432
43

42.8
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42.2

42
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Figura 3.1: Trazado da lina rexional Vigo-Corunia empregando splines cubicos e condicién de

contorno naturais

Por simplicidade, neste exemplo consideraremos como eixo de abscisas a latitude e como eixo
de ordenadas a lonxitude. Malia que non o fagamos, isto motivaria a considerar todos os eixes

posibles e ver cal se adapta mellor ao trazado.

Malia que o spline poida minimizar a lonxitude de via, evidentemente o seu célculo non

atende & situacion xeografica, como poden ser desniveis excesivos ou a presenza de costa.

A maiores, podemos pensar que o trazado dunha via rexional non presta tanta atencion 4
perda de velocidade en comparaciéon & rede de alta velocidade. Polo tanto, imos estudar tamén o
trazado da lina de tren de alta velocidade Madrid-Figueras. Con este fin debuxamos nun mapa
de Espana o trazado ferroviario. Esta via pasa polas estaciéns Madrid-Atocha, Guadalajara-
Yebes, Calatayud, Zaragoza-Delicias, Lleida-Pirineos, Campo de Tarragona, Barcelona-Sants,
Xirona e Figueras-Vilafant. Procedendo de xeito analogo ao anterior (ver coordenadas e codigo
no7 s6 que neste caso tomando como eixo de abscisas a lonxitude e como eixo de ordenadas
a latitude, podemos ver que se adapta bastante ben o trazado. Non obstante, si que destaca a
diferenza presente no tramo entre as estacions de Zaragoza e Lleida. Mentres que o noso spline
alcanza un maximo local, tras pasar Zaragoza a via desviase cara o sur. Podemos comprobar que
o lugar onde esté o noso spline cruza directamente a Serra de Alcubierre, o que motiva que no

deseno final se realice o desvio pola cunca do Ebro.
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Figura 3.2: Trazado da lina de alta velocidade Madrid-Figueras empregando splines ctbicos e

condicién de contorno naturais
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Anexo A

Codigos de MATLAB

Cddigo para as figuras do exemplo

n=10; /7 n=15

x(1)=-10;

x(n+1)=10;
x=linspace(x(1),x(n+1),n+1);

y = £(x);

N=1000;
x_trozos=linspace(x(1) ,x(n+1),N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

4 Debuzar a funcidn orizinal
g = f(x_trozos);
plot(x_trozos, g, 'g-', 'DisplayName', 'Funcién orixinal', 'LineWidth', 2);

hold on

4 Calcular e debuzar o polinomio interpolador

p = polyfit(x, y, n);

y_fit = polyval(p, x_trozos);

plot(x_trozos, y_fit, 'r-', 'DisplayName', 'Interpolacidén polindmica',

'LineWidth', 2);

/ Debuzar os mids

scatter(x, y, 50, 'b', 'filled', 'DisplayName', 'Nés');

45
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legend('show');
hold off

Cédigo para as figuras do exemplo

n=10;

k=1; / k=2 orde dos polinomios
x(1)=-10;

x(n+1)=10;
x=linspace(x(1),x(n+1) ,n+1);

y = £(x);

N=1000;
x_trozos=linspace(x(1) ,x(n+1),N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

4 Debuzar a funcidn orizinal

g = f(x_trozos);

plot(x_trozos, g, 'g-', 'DisplayName', 'Funcién orixinal', 'LineWidth', 2);

hold on

4 Calcular e debuzar o polinomio interpolador a cachos
y_cacho = y(1:k+1);
p = polyfit(x(1:k+1), y_cacho, k);
x_cachito = linspace(x(1), x(k+1),N);
y_fit = polyval(p,x_cachito);
plot(x_cachito, y_fit, 'r-','LineWidth', 2, 'DisplayName
for j=2:floor(n/k)
Ay_cacho = f(x((j-1)+*k+1:5%k+1));
y_cacho = y((j-1)*k+1:j*k+1);
p = polyfit(x((j-1)*k+1:j*k+1), y_cacho, k);
x_cachito = linspace(x((j-1)*k+1), x(j*k+1),N);
y_fit = polyval(p,x_cachito);

', 'Interpolacidén a cachos');

plot(x_cachito, y_fit, 'r-','LineWidth', 2, 'HandleVisibility', 'off');

end

J Debuzar os nés

nodos = scatter(x, y, 50, 'b', 'filled', 'DisplayName',

'Nés');



47

legend('show');
xlabel('');
ylabel('');
grid off

hold off

Codigo para a figura do exemplo

close all
4 Definimos a funcion

f=0x) (x> 0) .% x.73;

4 Crear un rango de valores de x para la evaluacion
x = linspace(-5,5,1000);
y = £(x);

4 Debuzar as funcions

figure;

hold on

plot(x, y, 'r-','Linewidth', 2);
plot(x-3,y , 'r-','Linewidth', 2);

xticks = [-3, 0];
xticklabels = {'x_{i}', 'x_{i+1}'};

4 Agregar os nmomes das funcions

set(gca, 'XTick', xticks, 'XTickLabel', xticklabels);

text (0, 75, 'q_{m,i}', 'FontSize', 12, 'Color', 'r', 'FontWeight', 'bold');
text (2.5, 75, 'q_{m,i+1}', 'FontSize', 12, 'Color', 'r', 'FontWeight', 'bold');

hold off

Cédigo para a figura do exemplo e
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x=linspace(1,6,n+1);
y = [2,1,1.5,3,0,2,0.5,1,3];

N=1000;
x_trozos=linspace(2,6,N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

figure;

hold on;

4 Calculamos e debuzamos o spline lineal

y_cacho = y(1:k+1);

p = polyfit(x(1l:k+1), y_cacho, k);

x_cachito = linspace(x(1), x(k+1),N);

y_fit = polyval(p,x_cachito);

plot(x_cachito, y_fit, 'r-','LineWidth', 2);

for j=2:floor(n/k)
Jy_cacho = f(x((j-1)*k+1:5%k+1));
y_cacho = y((j-1)*k+1:j*k+1);
p = polyfit(x((j-1)*k+1:j*k+1), y_cacho, k);
x_cachito = linspace(x((j-1)*k+1), x(j*k+1),N);
y_fit = polyval(p,x_cachito);
plot(x_cachito, y_fit, 'r-','LineWidth', 2);

end

/ Debuxzamos o0s nés

nodos = scatter(x, y, 50, 'b', 'filled');
legend('hide');

xlabel('');

ylabel('');

grid off

hold off

Codigo para o calculo dos splines cubicos das figuras e

4 Este programa calcula o spline cubico interpolador que pasa polos

4 mos (xz(1), y(1)), ..., (z(n+t1), y(n+1)).

/4 0s datos introdicense en data
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4 Se y(i) = f(x(i)) (efe = 1), a funcion indicarase no arquivo f
/4 En condicidns de contorno Hermite (bound = 1), se se ten a

4 derivada de f (defe = 1) indicarase no arquivo df

/4 En condicions de contorno maturais (bound = 3), se se ten a

/ derivada segunda de f (d2efe = 1) indicarase no arquivo d2f

X

4 En caso de ter unha malla untiforme, chama d funcién SPLINEcalcl,
4 onde a matriz do problema depende sé da lonzitude da malla (h).
/4 En caso contrario, chamard a SPLINEcalc2, onde a matriz é

4 calculada empregando as formulas do capitulo 2 azuddndose da

4 funcidn Bspline2

tic
clc
clear
close all
A
data
b
if unif ==
[coeff] = SPLINEcalcl(x,h,n,bound,y,deri,deri2);
plotterl
else
d1=x(2)-x(1);
d2=x(n+1) -x(n);
x=[x(1)-3*d1, x(1)-2%d1, x(1)-d1,
x, x(n+1)+d2, x(n+1)+2*d2, x(n+1)+3*d2];
[coeff] = SPLINEcalc2(x,n,bound,y, deri,deri2);
plotter2
end

A
fprintf('\n\n')

toc

4 Neste arquivo introdiucense os datos

/4 Numero de intervalos (numero de nodos -1):

n=10; J z(0) =a <x(1) < ... <z(n - 1) < z(n) =0b.
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/ Malla uniforme (unif = 1) ou non (unif outra ousa)

unif = 1;

if unif == 1
x(1)
x(n+1) = 10; /J Exztremo dereito b

-10; % Eztremo esquerdo a

x = linspace(x(1),x(n+1),n+1);

/4 Lonzitude da malla

h = (x(n+1)-x(1))/n;

else

/ Indicase o vector x

4 z=[1,2,3,4]

if length(x) "= n+l
serror(')-i',length(z), 'distinto de ', n+t1);
error(['A lonxitude de x debe ser igual a n+1.'

' Lonxitude de x: %d, n+l: %d'], length(x), n+l);
end

end

4 Condicions de contorno
bound = 3;

/ bound
/ bound
/ bound

1: Hermite

2: natural

3: periddicas

4 Amosamos por consola as condicidns de contorno
switch bound

case 1

bound_text 'Hermite';

case 2

bound_text 'naturais’;

case 3

bound_text 'periddicas’;
otherwise
error('Valor non valido. Debe ser 1, 2 o 3.');
end

fprintf('\nCondicidéns de contorno: %s.', bound_text);
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4 y(i) = f(z(i)) (efe = 1) ou non (efe = outra cousa)?

efe =

1;

fprintf ('\n\nOpcién para solucidén exacta: efe
if (efe == 1)

else

fprintf (' (f cofiecida).\n');
y = £(x);

fprintf (' (f non cofiecida).\n');

APonemos aqui o vector y de dimension n+l
Ay = [2,1,1.5,3,0,2,0.5,1,3];

if length(y) "= n+l

= %-1i', efe);

error(['A lonxitude de y debe ser igual i de x.'

" Lonxitude de y: %d, Lonxitude de x: %d'],

length(y), length(x));

end
end
defe = 1;
d2efe = 1;

/4 Inicializamos os vectores coas derivadas en z0 e xn

4 para evitar erros
deri=[0,0];
deri2=[0,0];

if bound ==

fprintf('Opcidén para a derivada: defe =
if defe "= 1

fprintf (' (df non cofiecida).\n\n');
deri(1)=0;

deri(2)=0;

else

fprintf (' (df cofiecida).\n\n');
deri(1)=df (x(1));

deri(2)=df (x(n+1));

end

elseif bound ==

fprintf('Opcidn para a derivada segunda:
if d2efe "= 1

-i', defe)

d2efe = %-i', d2efe)
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fprintf(' (d2f non cofiecida).\n\n');
deri2(1)=-3;

deri2(2)=-10;

else

fprintf (' (d2f cofiecida).\n\n');
deri2(1)=d2f (x(1));

deri2(2)=d2f (x(n+1));

end

elseif bound ==

fprintf('Opcion para a derivada: defe = %-i', defe)
if defe "= 1
fprintf (' (df non cofiecida).');
else
fprintf (' (df cofiecida).');
deri (1)=df (x(1));
deri(2)=df (x(n+1));
end
fprintf('\nOpcidén para a derivada segunda: d2efe = %-i', d2efe)
if d2efe "= 1
fprintf (' (d2f non cofiecida).\n\n');
else
fprintf (' (d2f cofiecida).\n\n');
deri2(1)=d2f (x(1));
deri2(2)=d2f (x(n+1));
end
if deri(1) 7= deri(2) || deri2(1) 7= deri2(2)
error(['f non verifica as condiciéns de periodicidade. '
' Elexir outra condicién de contorno'l])
end

end

/ Este arquivo contén a funcion que seguen os y(%)

/4 En caso de non cofiecela deberemos introducir os valores
4 directamente no arquivo data

function vf = f(x)

4 uf = 0.+*z;

vi = 2.%x+x.72;
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Juf
Juf = cos(z);
Auf = 1./(1+x.°2);

end

2.%x;

4 Este arquivo contén a derivada de f

/4 Requerirase cando f sexza cofiecida e en condicions de contorno
4 Hermite

/4 En caso de mon cofiecela deberemos introducirT os wvalores de

4 daf(x(0)) e df(z(nt1)) no arquivo data

function vdf = df (x)

4 wdf = 0.+*z;

vdf = 2+2.%*x;

Avdf
Avdf
Jvdf

end

2+0. *x;

-sin(z);
-(2.%x)/(1+x."2)."2;

4 Este arquivo contén a derivada de f

/4 Requerirase cando f sexa cofiecida e en condictons de contorno
4 naturais

/4 En caso de mon cofiecela deberemos introducir os valores de

4 d2f(x(0)) e d2f(z(n+1)) no arquivo data

function vd2f = d2f(x)

Avd2f = 0.*z;

vd2f = 2+0.*x;

Jvd2f
Jvd2f
Jvd2f

end

0. *x;

-1.%cos(z);

2. %x((1+x. "2)-4.*z."2)./(1+z. ~2)."3;

4 Este arquivo resolve o sistema lineal de splines con nds
4 equidistantes
function [coeff] = SPLINEcalcl(x,h,n,bound,y,deri,deri2)
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if bound == 1 / condicidns Hermite
main_diag = 4 * ones(n+3, 1);
upper_diag = 1 * ones(nt2, 1);
lower_diag = 1 * ones(n+2, 1);
B = diag(main_diag) +diag(upper_diag,1) +diag(lower_diag,-1);
cl = 3/h;
B(1,1:3) = [-c1,0,cl];
B(n+3,n+1:n+3) = [-c1,0,cl];
B=B/6;

vectb = [deri(l),y,deri(2)]."';

coeff=B\vectb;
elseif bound == 2 / condicidéns naturais
main_diag = 4 * ones(n+3, 1);

upper_diag = 1 * ones(n+2, 1);

lower_diag = 1 * ones(n+2, 1);

B = diag(main_diag) +diag(upper_diag,1) +diag(lower_diag,-1);
c2 = 6/h~2;

B(1,1:3) = [c2,-2%c2,c2];

B(n+3,n+1:n+3) = [c2,-2*c2,c2];

B=B/6;

vectb = [deri2(1),y,deri2(2)]."';

coeff=B\vectb;

else / condicidns periddicas
upper_diag = 1 * ones(n+3, 1);
main_diag = 4 * ones(n+2, 1);
lower_diag = 1 * ones(n+l, 1);
B = diag(main_diag,-1) +diag(upper_diag) +diag(lower_diag,-2);
cl = 3/h; c2 = 6/h™2;
B(1,1:3) = [-c1,0,cl1];
B(1,n+1:n+3) = [c1,0,-cl1];
B(2,1:3) = [c2,-2*c2,c2];
B(2,n+1:n+3) = [-c2,2*c2,-c2];
B=B/6;
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vectb = [0,0,y].';

coeff=B\vectb;
end

end

/4 Este arquivo contén a funcion do B-spline para mallas uniformes
function Bspln = Bsplinel(x0,i,h,x)
h2=h"~2;
h3=h"3;
xi0=x0+i*h;
xi1=x0+(i+1)*h;
x12=x0+(i+2)*h;
x13=x0+(i+3) *h;
x14=x0+(i+4)*h;
4 Definir os cachos da funcion
if x >= xi0 && x < xil
4 Cacho 1
Bspln = ((x-xi0)"3)/(6%h3);
elseif x >= xil && x < xi2
4 Cacho 2
Bspln = (h3+3*h2*(x-xil)+3*h*(x-x11)~2-3*(x-xi1)"~3)/(6%h3);
elseif x >= xi2 && x < xi3
4 Cacho 3
Bspln = (h3+3*h2*(xi3-x)+3*h*(xi3-x)~2-3*(xi3-x)"3)/(6*h3);
elseif x >= xi3 && x <= xi4
4 Cacho 4
Bspln = ((xi4-x)~3)/(6%h3);
else Bspln= 0.*x;
end

end

4 Este arquivo grafica o spline calculado en SPLINEcalcl.m
4 Cando f é cofiecida tamén é debuzada en verde para comparala co
4 spline

N=1000; /N e a cantidade de puntos a amosar
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x_trozos=linspace(x(1) ,x(n+1),N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

for k 1:N

for j 1:n
if x_trozos(k) >= x(j) && x_trozos(k) <= x(j+1)
y_trozos(k) = coeff(j)*Bsplinel(x(1),j-4,h,x_trozos(k))+...
coeff (j+1)*Bsplinel(x(1),j-3,h,x_trozos(k))+...
coeff (j+2)*Bsplinel(x(1),j-2,h,x_trozos(k))+...
coeff (j+3)*Bsplinel (x(1),j-1,h,x_trozos(k));
break;
end

end

end

figure;
/4 Se f é cofiecida debuzraa tamén
if efe ==
g = f(x_trozos);
plot(x_trozos, g, 'g-', 'DisplayName', 'Funcion orixinal',
'LineWidth', 1.5);
err = max(abs(y_trozos-g));
fprintf ('Erro maximo: max(abs(f-s)) = %f6', err);
end
hold on;
% Debuzamos o spline
plot(x_trozos, y_trozos, 'r-', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'Spline interpolador' );

scatter(x, y, 50, 'b', 'filled', 'DisplayName', 'Nodos');

Alegend('show');
Jtitle('Titulo');

xlabel('');
ylabel('');
grid off;

hold off;
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JEste arquivo resolve o sistema lineal de splines com nds arbitrarios

function [coeff] = SPLINEcalc2(x,n,bound,y,deri,deri2)

B = zeros(n+3,n+3);

if bound == 1 / condicidns Hermite
for i=1:n+1
B(i+1,i) = Bspline2(x,i,x(i+3));
B(i+1,i+1) = Bspline2(x,i+1,x(i+3));
B(i+1,i+2) = Bspline2(x,i+2,x(i+3));

end

[7, produ] = Bspline2(x,1, x(4));
B(1,1) = -3*(produ(1)*(x(1)-x(4))~2 + ...
+ produ(2)*(x(2)-x(4))"2 + produ(3)*(x(3)-x(4))~2);
[7, produ] = Bspline2(x,3, x(4));
B(1,3) = -3*(produ(1)*(x(3)-x(4))"2);

[*, produl Bspline2(x,n+1, x(n+4));
B(n+3,n+1) = -3*(produ(l)*(x(n+l)-x(n+4))~2 + ...
+ produ(2)*(x(n+2)-x(n+4))~2 + produ(3)*(x(n+3)-x(n+4))~2);
[, produ] = Bspline2(x,n+3, x(n+4));
B(n+3,n+3) = -3*(produ(1l)*(x(n+3)-x(n+4))"2);

vectb = [deri(l),y,deri(2)]."';

coeff=B\vectb;
elseif bound == 2 / condicidns naturais
for i=1:n+1
B(i+1,i) = Bspline2(x,i,x(i+3));
B(i+1,i+1) = Bspline2(x,i+1,x(i+3));
B(i+1,i+2) = Bspline2(x,i+2,x(i+3));

end

[7, produ] = Bspline2(x,1, x(4));
B(1,1) = 6*(produ(1)*(x(1)-x(4)) + ...
+ produ(2)*(x(2)-x(4)) + produ(3)*(x(3)-x(4)));
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[, produ] = Bspline2(x,2, x(4));

B(1,2) = 6*(produ(1)*(x(2)-x(4)) + produ(2)*(x(3)-x(4)));
[*, produ] = Bspline2(x,3, x(4));

B(1,3) = 6*(produ(1)*(x(3)-x(4)));

[, produ] = Bspline2(x,n+1, x(n+4));
B(n+3,n+1) = 6*(produ(1)*(x(n+1)-x(n+4)) + ...
+ produ(2)*(x(n+2) -x(n+4)) + produ(3)*(x(n+3)-x(n+4)));

[~, produl] = Bspline2(x,n+2, x(n+4));

B(n+3,n+2) = 6x(produ(l)*(x(n+2)-x(n+4)) + produ(2)*(x(n+3)-x(n+4)));
[, produ] = Bspline2(x,n+3, x(n+4));

B(n+3,n+3) = 6*(produ(l)*(x(n+3)-x(n+4)));

vectb = [deri2(1),y,deri(2)]."';

coeff=B\vectb;

else / condicidns periddicas

for i=1:n+1
B(i+2,1i) = Bspline2(x,i,x(i+3));
B(i+2,i+1) = Bspline2(x,i+1,x(i+3));
B(i+2,i+2) = Bspline2(x,i+2,x(i+3));

end

/ Derivada primeira na primeira fila
[7, produ] = Bspline2(x,1, x(4));
B(1,1) = -3*(produ(1)*(x(1)-x(4))~2 + ...
+ produ(2)*(x(2)-x(4))~2 + produ(3)*(x(3)-x(4))"2);
[7, produ] = Bspline2(x,3, x(4));
B(1,3) = -3*(produ(1)*(x(3)-x(4))"2);

[, produ] = Bspline2(x,n+1, x(n+4));
B(1,n+1) = 3*(produ(l)*(x(nt+l)-x(n+4))~2 + ...
+ produ(2)*(x(n+2) -x(n+4))~2 + produ(3)*(x(n+3)-x(n+4))"~2);
[7, produ] = Bspline2(x,n+3, x(n+4));
B(1,n+3) = 3*(produ(l)*(x(n+3)-x(n+4))~2);

4 Derivada segunda na segunda fila
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[7, produ] = Bspline2(x,1, x(4));
B(2,1) = 6*(produ(1)*(x(1)-x(4)) + ...
+ produ(2)*(x(2)-x(4)) + produ(3)*(x(3)-x(4)));
[, produ] = Bspline2(x,2, x(4));
B(2,2) = 6% (produ(1)*(x(2)-x(4)) + produ(2)*(x(3)-x(4)));
[7, produ] = Bspline2(x,3, x(4));
B(2,3) = 6*(produ(1)*(x(3)-x(4)));

[~, produl] = Bspline2(x,n+1, x(n+4));
B(2,n+1) = -6*(produ(l)*(x(n+l)-x(n+d)) + ...
+ produ(2)*(x(n+2)-x(n+4)) + ...
+ produ(3)*(x(n+3) -x(n+4)));
[, produ] = Bspline2(x,n+2, x(n+4));
B(2,n+2) = -6*%(produ(1)*(x(n+2)-x(n+4)) + ...
+ produ(2)*(x(n+3)-x(n+4)));
[~, produl] = Bspline2(x,n+3, x(n+4));
B(2,n+3) = -6*x(produ(l)*(x(n+3)-x(n+4)));

vectb = [0,0,y].';
coeff=B\vectb;

end

end

4 Este arquivo contén a funcidn do B-spline para mallas arbitrarias

function [Bspln2,produ] = Bspline2(malla,i,x)

nod=malla(i:i+4);
/4 mod é un vector de 5 elementos que contén

Az, Titl, xTi+2, TI+3, T+

for i=1:5
for j=1:5

D(i,j)= nod(i)-nod(j);
end

end
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produ(l) = -4/(prod(D(1,2:5)));

produ(2) = -4/(D(2,1)*prod(D(2,3:5)));
produ(3) = -4/(prod(D(3,1:2))*prod(D(3,4:5)));
produ(4) = -4/(prod(D(4,1:3))*prod(D(4,5)));

if x > nod(1) && x <= nod(2)
4 Cacho 1
Bspln2 = produ(l)*(nod(1)-x)"3;
elseif x > nod(2) && x <= nod(3)
4 Cacho 2
Bspln2 = produ(l)*(nod(1)-x)~3 + produ(2)*(nod(2)-x)~3;
elseif x > nod(3) && x <= nod(4)
4 Cacho 3
Bspln2 = produ(l)*(nod(1)-x)~3 + produ(2)*(nod(2)-x)~3 + ...
produ(3)*(nod(3)-x)~3;
elseif x > nod(4) && x < nod(5)
4 Cacho 4
Bspln2 = produ(l)*(nod(1)-x)~3 + produ(2)*(nod(2)-x)~3 + ...
+produ(3) *(nod(3)-x)~3 + produ(4)*(nod(4)-x)"3;
else Bspln2 = 0.*x;
end

end

/4 Este arquivo grafica o spline calculado en SPLINEcalc2.m

4 Cando f é cofiecida tamén é debuzada en verde para comparala co
4 spline

N=1000; /N é a cantidade de puntos a amosar
x_trozos=linspace(x(4),x(n+4),N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

for k

1:N
for j = 1:n
if x_trozos(k) >= x(j+3) && x_trozos(k) <= x(j+4)

y_trozos(k) = coeff(j)*Bspline2(x,j, x_trozos(k))+...
coeff (j+1)*Bspline2(x, j+1, x_trozos(k))+...
coeff (j+2)*Bspline2(x, j+2, x_trozos(k))+...
coeff (j+3)*Bspline2(x, j+3, x_trozos(k));
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break;
end
end

end

figure;
4 Se f é cofiecida debiuzaa tamén
if efe ==
g = f(x_trozos);
plot(x_trozos, g, 'g-', 'DisplayName', 'Funcion orixinal',
'LineWidth', 1.5);
err = max(abs(y_trozos-g));
fprintf ('Erro maximo: max(abs(f-s)) = %f6', err);
end
hold on;
4 Debuzamos o spline
plot (x_trozos, y_trozos, 'r-', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'Spline interpolador');

scatter(x(4:n+4), y, 50, 'b', 'filled', 'DisplayName', 'Nodos');

legend('show');
title('Titulo');
xlabel('');
ylabel('");
grid off;

hold off;

Coédigo para o B-spline do exemplo [1.7]

N=1000; /N €é a cantidade de puntos a amosar
x_trozos=linspace(1,6,N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

4 Definir os mds
x2 = 2; x3 = 3;
x4 = 4; x5 = 5;
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y_trozos = zeros(size(x_trozos));

/4 Definir o B-spline a cachos
for i = 1:length(x_trozos)
if x_trozos(i) >= x2 && x_trozos(i) < x3
y_trozos(i) = ((x_trozos(i)-x2).72)/2;
elseif x_trozos(i) >= x3 && x_trozos(i) < x4
y_trozos(i) = (1+2x(x_trozos(i)-x3)- ...
2% (x_trozos(i)-x3)"2)/2;
elseif x_trozos(i) >= x4 && x_trozos(i) < x5
y_trozos(i) = ((x5-x_trozos(i))."2)/2 ;
end

end

4 Debuzar o B-spline

figure;

plot(x_trozos, y_trozos, 'r-', 'LineWidth', 2);
xlabel('');

ylabel('");

4 Marcar a particion

xticks ([x2,x3,x4,x5]);

xticklabels({'x_{i}', 'x_{i+1}', 'x_{i+2}',
'x_{i+3}'1);

grid on;

Cédigo para o B-spline do exemplo

N=1000; /N é a cantidade de puntos a amosar
x_trozos=linspace(-2,7,N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

/4 Definir os nds
x1 -1; x2 = 0;
x3 = 1; x4 = 2;
x5 = 3; x6 4,
x7=5;



63

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

4 Definir o B-spline a cachos
for i = 1:length(x_trozos)
if x_trozos(i) >= x2 && x_trozos(i) < x3
y_trozos(i) = ((x_trozos(i)-x2)"3)/6;
elseif x_trozos(i) >= x3 && x_trozos(i) < x4
y_trozos(i) = (1+3*(x_trozos(i)-x3)+ ...
3% (x_trozos(i)-x3)~2-3*(x_trozos(i)-x3)"3)/6;
elseif x_trozos(i) >= x4 && x_trozos(i) < x5
y_trozos(i) = (1+3*(x5-x_trozos(i))+ ...
3% (x5-x_trozos(i))~2-3*(x5-x_trozos(i))~3)/6;
elseif x_trozos(i) >= x5 && x_trozos(i) < x6
y_trozos(i) = ((x6-x_trozos(i))~3)/6 ;
end

end

4 Debuzar o B-spline
figure;

plot(x_trozos, y_trozos, 'r-', 'LineWidth', 2);
xlabel('');

ylabel('');

4 Marcar a particion

xticks([x1,x2,x3,x4,x5,x6]);

xticklabels({'x_{i-1}', 'x_{i}','x_{i+1}', 'x_{i+2}',
'x_{i+3}', 'x_{i+4}', 'x_{i+6}'});

grid on;

Cédigo para a figura

clc

clear

close all

/4 Coordenadas das estacions (latitudes e lonzitudes)

latitudes = [42.23528779944515, ...
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42.28617763956931,
42.34058465739847,
42.42177185995426,
42.60205580860679,
42.73903479089577,
42.870768987916534,
43.20775395140882, . ..
43.35213283765025] ;
lonxitudes = [-8.710878048510406, ...
-8.61942068594061, . ..
-8.610781036802935, . ..
-8.63563582241349, . ..
-8.762048125176715, . ..
-8.65247623866276, . . .
-8.544273551819652, . ..
-8.446764257055719, . ..
-8.410805104720742] ;

/4 Coordenadas da imaze
[41.80738711862975, 43.79134745288148] ;
[-9.301481092521062, -6.734293989874599] ;

latlim

lonlim

/ Cargar a imaze de fondo

backgroundImage = imread('galicia2.png');

4 Crear o mapa de base

figure;

hold on;

image('CData', flipud(backgroundImage), 'XData', lonlim,
'YData', latlim);

4 Configurar o sistema de coordenadas

set(gca, 'YDir', 'mormal', 'XLim', lonlim, 'YLim', latlim);

x=latitudes; y=lonxitudes; n=8; efe=0;

d1=x(2)-x(1);
d2=x(n+1)-x(n);



x=[x(1)-3*d1, x(1)-2*d1, x(1)-d1,
x, x(n+1)+d2, x(n+1)+2+d2, x(n+1)+3%*d2];
[coeff] = SPLINEcalc2(x,n,2,y, [0,0],[0,0]);
N=1000; /N é a cantidade de puntos a amosar
x_trozos=linspace(x(4) ,x(n+4),N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

for k

1:N

for j 1:n
if x_trozos(k) >= x(j+3) && x_trozos(k) <= x(j+4)
y_trozos(k) = coeff(j)*Bspline2(x,j, x_trozos(k))+...
coeff (j+1)*Bspline2(x, j+1, x_trozos(k))+...
coeff (j+2)*Bspline2(x, j+2, x_trozos(k))+...
coeff (j+3)*Bspline2(x, j+3, x_trozos(k));
break;
end

end

end

hold on;

/4 Debuzamos o spline

plot(y_trozos, x_trozos, 'r-', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'Spline interpolador');

scatter(y, x(4:n+4), 50, 'b', 'filled', 'DisplayName', 'Nés');

xlabel ('Lonxitude');
ylabel('Latitude');

Cédigo para a figura

clc
clear
close all
4 Coordenadas das estacidns (latitudes e lonzitudes)
latitudes = [40.405970321074044,
40.586440657215455,
41.346465440457195,
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41.65884167181193,
41.62108205461517,
41.19196393060805,
41.379657640534695, . ..
41.97940221304221, . ..
42.26482900130191];
lonxitudes = [-3.6898356256805034, ...
-3.126123233346957, . ..
-1.63837289085496,
-0.91181156815730244, . ..
0.6331116502637246,
1.2727592115100763,
2.139904118310508, . ..
2.816776662789238, . ..
2.942907653221494] ;

/ Coordenadas da imaze
[36.0072077834539, 43.96134745288148] ;
[-9.301481092521062, 3.3183139960052612] ;

latlim

lonlim

4 Cargar a imaze de fondo

backgroundImage = imread('espania3.png');

4 Crear o mapa de base

figure;

hold on;

image('CData', flipud(backgroundImage), 'XData', lonlim,
'YData', latlim);

4 Configurar o sistema de coordenadas

set(gca, 'YDir', 'mormal', 'XLim', lonlim, 'YLim', latlim);

x=lonxitudes; y=latitudes; n=8; efe=0;

d1=x(2)-x(1);
d2=x(n+1)-x(n);
x=[x(1)-3*d1, x(1)-2*%d1, x(1)-d1,
x, x(n+1)+d2, x(n+1)+2xd2, x(n+1)+3*d2];
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[coeff] = SPLINEcalc2(x,n,2,y, [0,0],[0,0]);
N=1000; /N e a cantidade de puntos a amosar
x_trozos=linspace(x(4) ,x(n+4),N);

y_trozos = zeros(size(x_trozos));

for k

1:N

1:n

for j
if x_trozos(k) >= x(j+3) && x_trozos(k) <= x(j+4)
y_trozos(k) = coeff(j)+*Bspline2(x,j, x_trozos(k))+...
coeff (j+1)*Bspline2(x, j+1, x_trozos(k))+...
coeff (j+2)*Bspline2(x, j+2, x_trozos(k))+...
coeff (j+3)*Bspline2(x, j+3, x_trozos(k));

break;
end
end
end
hold on;

4 Debuzamos o spline
plot(x_trozos, y_trozos, 'r-', 'LineWidth', 2, 'DisplayName'’,
'Spline interpolador');

scatter(x(4:n+4), y, 50, 'b', 'filled', 'DisplayName', 'Nés');

/4 Calcular e debuzar o spline interpolador

xx = linspace(min(lonxitudes), max(lonxitudes), 1000);

cs csape(lonxitudes, latitudes, 'second');
yy = ppval(cs, xx);

r-', 'LineWidth', 2);

plot(xx, yy,

4 Agregar puntos das estacidns
scatter(lonxitudes, latitudes, 'b', 'filled',

'DisplayName', 'Nés');

xlabel('Lonxitude');
ylabel('Latitude');
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