S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Curvaturas y giroscopios

Julio Pardo Ripoll

2020,/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Curvaturas y giroscopios

Julio Pardo Ripoll

07-2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Geometria y Topologia, Dpto. Matematicas

Titulo: Curvaturas y giroscopios

Breve descripcion del contenido

El objetivo de este trabajo es dar una interpretacién mecanica de la

curvatura de Gauss de una superficie a través de la fuerza giroscopica.

Recomendaciones

Otras observaciones

III






Indice general

[Resumenl
Introducciénl

|1. Conceptos previos|

[1.1. Sobre curvas y superficies| . . . . . . . ...

[1.2. Sobre las ecuaciones de Euler-Lagrangel. . . . . . . .. .. ... ... ...

[1.3. Sobre sélidos rigidos| . . . . . . ..

[1.4. Sobre electromagnetismo|. . . . . . . . ... L L

2. La peonza de Lagrange)

3. Formulaciéon del problemal

VII

IX

11
14

17

21
21
22
23

25

31

35






Resumen

A lo largo de este trabajo estudiaremos la relacion existente entre la curvatura de Gauss
de una superficie y un campo magnético. Para ello, introduciremos primero una serie de
definiciones y resultados necesarios para profundizar en dicha relacién y poder demostrarla.
Después, definiremos la “peonza de Lagrange” y consideraremos un caso maéas general de
esta (un disco que gira tangente a una superficie lisa) para comprobar que el movimiento
de este es el mismo que el movimiento de una particula cargada en un campo magnético
normal a una esfera. Todo esto da lugar al resultado principal del trabajo, F' = LKwv, siendo
F' la fuerza adicional que actiia sobre el centro del disco debido al efecto giroscoépico, L el
momento angular axial del disco, v la velocidad de este y K la curvatura de Gauss de la
superficie. Estudiaremos primero este resultado en una versién con coordenadas, logrando
al final relacionar la curvatura de Gauss de la superficie en la que se encuentra el disco
con la energia cinética de este. Més adelante, escribiremos de una forma més geométrica y
sin coordenadas el movimiento del disco en la superficie, logrando asi tener las ecuaciones
del movimiento de una forma invariante. Con esta notacién y con los resultados previos,
probaremos finalmente que m%"y = LK J7, siendo esta la versién sin coordenadas de
F = LKuv.

Abstract

In this work we study the relationship between the Gaussian curvature of a surface and
a magnetic field. We define the “Lagrange’s top” and consider a more general case of this
(a spinning disk tangent to a smooth surface) to verify that the motion of the top is the
same as the motion of a charged particle in a magnetic field normal to a sphere. This gives
rise to the main result of the work, F' = LKwv, where F' is the additional force acting on
the center of the disk due to the gyroscopic effect, L is the axial angular momentum of the

disk, v is the velocity of the disk and K the Gaussian curvature of the surface. We will
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first study this result in a coordinate version, finally relating the Gaussian curvature of the
surface on which the disk is located to the kinetic energy of the disk. Later on, we will write
the motion of the disk on the surface in a more geometric form and without coordinates,
thus achieving the equations of motion in an invariant form. With this notation and the
previous results, we will finally prove that m%"y = LK J%, this being the coordinate-free
version of F' = LKwv.



Introduccion

En el primer capitulo del trabajo trataremos de dar unas definiciones y resultados nece-
sarios para el posterior desarrollo del mismo. Comenzaremos introduciendo conceptos sobre
curvas y superficies, asi como algunos resultados mas avanzados sobre familias de curvas
admisibles y variaciones. También hablaremos sobre las ecuaciones de Euler-Lagrange, ne-
cesarias en las demostraciones de varios resultados del trabajo. Para finalizar el Capitulo
hablaremos sobre los s6lidos rigidos y sobre algunas ecuaciones de electromagnetismo, lo
que serd necesario para entender en profundidad la relacion entre la curvatura de Gauss y

los campos magnéticos.

En el segundo capitulo explicaremos en primer lugar qué es la peonza de Lagrange.
Consideraremos un caso mas general que la peonza, un disco que gira y que es tangente a
una superficie lisa, para ver que la fuerza adicional que actiia sobre un disco que gira (en
comparacion con uno que no gira) es equivalente a la fuerza de Lorentz actuando sobre una
particula cargada en un campo magnético. Esto nos da el resultado principal del trabajo,
F = LKw, siendo F dicha fuerza, L el momento angular axial del disco, v su velocidad y

K la curvatura de Gauss de la superficie.

A partir del tercer capitulo nos centraremos en las ecuaciones del movimiento de un dis-
co que gira sobre una superficie curvada. Explicaremos como podemos formular la energia
cinética del mismo y estas ecuaciones de tres formas distintas, siendo la ultima una versién
sin coordenadas (més interesante que el resto). También daremos al final una version sin

coordenadas del resultado citado en el capitulo anterior, F' = LKwv.

En el cuarto capitulo nos centraremos en la versiéon con coordenadas de las ecuaciones
del movimiento del disco. Comprobaremos de dénde surge la curvatura de Gauss en las

ecuaciones del movimiento desarrollando y trabajando sobre la energia cinética del disco.

Para finalizar, en el quinto y ultimo capitulo, estudiaremos la version sin coordenadas
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X INTRODUCCION

de las ecuaciones del movimiento del disco. Introduciremos alguna notacién geométrica que

nos servira para probar la formula sin coordenadas de F' = LKw, es decir, m%"y = LK J7.



Capitulo 1

Conceptos previos

A lo largo de este primer capitulo se incluirdn una serie de definiciones y resultados

necesarios para seguir el posterior desarrollo del trabajo.

1.1. Sobre curvas y superficies

En esta seccion se introduciran primero algunas definiciones béasicas sobre curvas y su-
perficies para poder explicar y demostrar méas adelante algunos resultados que utilizaremos
en las demostraciones incluidas en el trabajo. Las referencias bibliograficas empleadas en

esta seccion son [1], [3], [] y [7].

Comenzaremos introduciendo unas pequenas definiciones sobre curvas.

Definicién 1.1. Dados a,b € R, a < b, una curva diferenciable parametrizada es
una aplicacion a: I = (a,b) C R — R3 tal que a(t) = (z(t),y(t),2(t)) y =, y, 2 son

diferenciables.

Definicién 1.2. Una curva regular es una curva a: I — S tal que a es C® y o/(t) # 0

para cada t € I.

Definicion 1.3. Definimos el vector tangente a la curva a: I — S como

o'(t)
Vi(t) = .
e/ (8]
Siempre es posible parametrizar una curva regular de modo que ||o/(t)|| = 1. Este es el

llamado parametro longitud de arco, y seréa denotado por s.

Definicién 1.4. Sea «(s) una curva diferenciable regular parametrizada por el parametro

longitud de arco (||o/(s)|| =1 para cada s € I). Definimos la curvatura de a(s) en s = s

1



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS PREVIOS

como:
K(s0) = lla”(s0)]-

Definicién 1.5. Definimos el vector normal principal a la curva «: I — S parametri-

zada por arco como

NERAE
Y2l = e

Definicion 1.6. Definimos el vector binormal a la curva o: I — S como
Va(t) = Vi(t) x Va(t).

Definiciéon 1.7. Definimos la derivada direccional de una funciéon f: R™ — R en la

direccion del vector v, € R™ como el nimero real:

d
vp(f) = dt (p + to) »

A continuacién serdn expuestos unos primeros conceptos sobre superficies que serviran,
sobre todo, para poder enunciar con rigurosidad algunos lemas ttiles a la hora de demostrar

y entender los resultados de los siguientes capitulos.

Definicién 1.8. Se dice que S C R3 es una superficie regular si para cada p € S, existen
abiertos U C R y V C R3 con p € V y una aplicacién X: U € R? — VS C R? tales

que:
1. X es diferenciable.
2. X es un homeomorfismo.
3. Para cada (u,v) = q € U, la aplicacion diferencial dX, : R? — R? es inyectiva.

Definicion 1.9. Se dice que (U, X) es una parametrizacion local de la superficie S si
para cada p € S podemos parametrizar localmente la superficie a través de la aplicacién
X:UCR?— VNS CR3.

Definicién 1.10. Una aplicaciéon f es diferenciable en p € S si existe alguna parame-

trizacion local (U, X) de forma que f = foX es diferenciable en ¢ € U, donde X(q) = p.

Definicion 1.11. Un vector v € R? se dice tangente a S en el punto p € S si existe

una curva a: (—¢,€) C R — S tal que a(0) = p, o/ (0) = v.
Definicién 1.12. Se define el subespacio tangente a S en p € S como:

T,S = {v € R3 : v tangente a S en p} .



1.1. SOBRE CURVAS Y SUPERFICIES 3

Definicion 1.13. Llamaremos primera forma fundamental de la superficie S a la
restriccion del producto escalar de R? a cada espacio tangente a la superficie. Sera denotado

por (-,-) y su matriz de Gram asociada a la base {X;, Xy} viene dada por:

X, Xy) XX\ (g1 g2
(X2, X1)  (X2,X) g1 g22)
donde las funciones g;;(u,v) = (X;(u,v),X;(u,v)) se llamaran coeficientes de la 12

forma fundamental respecto de la parametrizacion (U, X).

Definicién 1.14. Llamaremos aplicacion de Gauss de una superficie S a la aplica-
cion:

N:pe S — N(p) € §%(1),

donde N(p) es un vector unitario normal a 7,,S.

Definicién 1.15. Definimos el operador de configuraciéon como la aplicacion:
Ap 1,8 — T,S tal que A, = —dN,,.

Definicion 1.16. Llamaremos segunda forma fundamental de S en un punto p € S

a la forma bilineal

IL, : T,S x T,S >R
(’LL, U) —>H]Ip(u’ U) = <—de(u)a U>‘

Le asociamos a la 2% forma fundamental de la superficie S la matriz con coeficientes

L;; =II(X;,X;) con respecto a una parametrizacion (U, X).

Definicién 1.17. Sea S C R3 una superficie regular. Definimos la curvatura de Gauss
de un punto p € S como:
K (p) = —det(4,).

Definicion 1.18. Si X e Y son dos campos de vectores tangentes a una superficie S,
se define su derivada covariante VxY como la proyecciéon en el espacio tangente de la
derivada usual DxY de R3.

Definicion 1.19. Se define la curvatura geodésica de una curva a: I — S parametrizada

pOr arco como

(s) Do’
Kg(s) =
g ds
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Teorema 1.20. Sea R C S una region regqular de una superficie reqular orientada S. Sean
', Do, ...,y las curvas requlares a trozos, cerradas, simples, bien orientadas y parame-
trizadas por el pardmetro longitud de arco, que limitan a R y ©1,02,...,0, los dngulos

externos de las curvas I';. Entonces:

p
/Kw+/@@+2@ﬂw®.
R OR

i=1
Definicién 1.21. Definimos los simbolos de Christoffel de una superficie S (que deno-

taremos por Ffj con i,j,k =1,2) a través de la siguiente ecuacion:

2

k=1

siendo V el operador de la derivada covariante en S.

Con todas estas definiciones previas, podemos enunciar el siguiente lema, que utiliza-

remos en la prueba del Lema de simetria [1.25| méas adelante.

Lema 1.22. Sea V el operador de la derivada covariante en una superficie S y sea y: I —
S una curva en dicha superficie. Entonces existe un tunico operador Vs : x(a) — x(a) tal

que:
a) Vi(aV +0W) =aV4yV + bV W para a,b € R (linealidad sobre R).
b) Vi(fV) = fV + fV5V para f € C®(I) (regla de Leibniz).
c) Si'V es extensible, entonces %V = V»‘)/‘?, donde V es extensible si V = ‘N/|g, siendo
V un campo de vectores tangente a la superficie S.
D

dt
tipo y tomamos un tg € I arbitrario. Veamos ahora que el valor de %V en ty depende

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Supongamos que = es un operador de este

tnicamente de los valores de V' en un intervalo (9 — €,y + €). Notese que en caso de que
este intervalo contenga a un extremo de I, bastaria extender v a un intervalo un poco més

grande y probar el lema en ese intervalo para, después, restringir v a I.

Para probarlo, escogemos unas coordenadas cercanas a y(tp) y escribimos

donde denotamos por
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Entonces,

2
D_ (a) D (b) , D
—V = —(ViX;) = VX +Vi=X; |.

Ahora bien, por (¢) y por ser §(t) = v} (t)X1 + ub ()Xo tenemos que

2
dx ViXi = Ve y Xi= Zuvxx ;u (kzlrfixk> J;luj k

Por lo tanto, llegamos a

2
V Z VX+VZUJ Gikk | = Z(Vk+VUJF§z)
Jik=1 i,5,k=1

Con esto hemos demostrado que el operador es tnico en caso de existir. Por tanto,

veamos ahora que existe.

Si y(I) esta contenida en una tnica parametrizacion, entonces podemos definir %V
como en la anterior igualdad. Para el caso general, podemos cubrir (/) con parametriza-
ciones coordenadas y definir %V con la féormula anterior para cada una de ellas. Ademaés,
la unicidad implica que estas definiciones de %V coindiden cuando las parametrizaciones
se superponen. Por otro lado, es facil demostrar que el operador % asi definido satisface
las condiciones del enunciado. O

Definimos ahora los conceptos de curva admisible y familia admisible de curvas.

Definicion 1.23. Una aplicacion continua 7: [a,b] — S es una curva admisible si existe
una subdivision finita a = a9 < a1 < ... < ax = b tal que v|[ai71 a;] €8 una curva regular

parat=1,...,k.

Definicion 1.24. Una familia admisible de curvas es una aplicacion continua I': (—¢, €)%
[a,b] — S que es C™ en cada rectangulo de la forma (—¢,¢€) X [a;—1, a;] para cualquier par-
ticion a = ap < ... < ax = b de [a,b] y tal que I's(t) := I'(s,t) es una curva admisible para
cada s € (—¢,¢).

Con todo lo anterior podemos enunciar y probar el lema de simetria que utilizaremos

més tarde.

Lema 1.25 (Lema de simetria). Sea I': (—¢,€) x [a,b] — S C R? una familia admisible
de curvas en una superficie. Entonces, en cualquier rectingulo (—e,€) X [a;—1,a;] donde T’

sea suave (C*),

Do st = 2 P s,
ds ot Y T atas
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Demostracion. Como el resultado se aplica de forma local, podemos realizar la prueba en

coordenadas, con lo que si escribimos I'(s, t) = (X, (u, v), X, (u,v)), entonces

o'  Ou ov

Fr Exu + EX’W
o' Ou ov

Por lo tanto, utilizando en el Lema a), b) y ¢), tenemos que

Dor D [0u v 0%u ou D 0%v ov D
T = (K Ky ) = o Ky o Ky b Xy o X,
ds ot ds (8t T ot ) osor ot ds T osor T bt s
~——
V@Xu Vor Xy
Js Js
0%u 0% ou ov
== 7Xu 7X’U u v X u v X
5ot * e gr (Varmagn ) + 5 (Vg Xo)
0%u 0%v ou ( Ou v
= — X+ —X, + — Xy X
osor " T asor T o (a VRt 5oV, )
ov (Ou ov
— Xy
+8t (8 Vx., +8 Vx, X >
0%u 0% ou (Ou ov
= —Xy X, ry, X, +Iv,.X — (e X, +Tv. X,
oso "t sor +8t<8( LX) + 50 (CouXu + T )>
ov (Ou v
Ly Xy + 10, %) + — (I, X, +1,Xy) ) -
+ o (G (Tl + THK) + 5 (T, 4 THK,))
De manera anéloga,
Dor  9%u 0?v ou (Ou v
——=—Xy + —X, ry, X, +Iv.X ry, X, +Iy,X
dios  owos " aos T s <8t ( o) + 57 ( * ))
ov (Ou v
— Xy + 10, X)) + = (T, Xy +1T0,X0) | -
+50 (G hr ThK) + 5 (TR, 4 TUK,))
Entonces, si intercambiamos u y v y tenemos en cuenta que Fk = F"“ llegamos a la
igualdad que querfamos probar. O

Con las definiciones de curva admisible y familia admisible podemos ahora definir lo

que es una variaciéon y una variacién propia.

Definicion 1.26. Sea v: [a,b] — S es una curva admisible. Entonces, una variacion de
~ es una familia admisible I': (—¢,¢) x [a,b] — S tal que I'g(t) = y(¢) para cada t € [a, b].
Ademaés, una variacion es propia si I's(a) = v(a) y T's(b) = v(b) para cada s € (—¢,¢).

Definicién 1.27. Si I" es una variaciéon de -, se define el campo variacional de T' como
el campo de vectores V(t) = 2—5(0, t) a lo largo de ~y. Si ademéas V' (a) = V(b) = 0 diremos

que el campo es propio.
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A continuacién, enunciamos el lema fundamental del célculo variacional.

Lema 1.28. Si una funcion continua f satisface en el intervalo abierto (a,b) la igualdad

b
/ f(@)h(z)dz = 0,

para cualquier funcion h que en (a,b) sea suave (C*) y con soporte compacto, entonces f

es idénticamente nula.

Ahora vamos a introducir el tensor de curvatura de Riemann para, después, enunciar

y probar el Teorema egregium de Gauss.

Definicion 1.29. Sea S una superficie. Se define el tensor de curvatura de Riemann

R como la aplicacion
R(X,Y, VW) = ((VxVyV = VyVxV = Vy,y_v,xV, W),
donde X,Y,V, W son campos de vectores tangentes a S.

Teorema 1.30 (Teorema egregium de Gauss). Para S una superficie, se tiene

K =

R(Xla X27 X?a Xl)
911922 — 9%2 ’

siendo K la curvatura de Gauss de la superficie.

Demostracion. Es conocido que los simbolos de Christoffel pueden ser expresados en tér-
minos de la primera forma fundamental y de sus derivadas covariantes mediante las expre-

siones

1 1 1 -1 1 1 1
i Tip Too) (911 g1 . 301911 302911 02912 — 501922
F%l F%Q F%Q 912 922 01912 — %32911 %31922 %32922
Otra manera de probar que la curvatura de Gauss depende solo de la primera forma
fundamental y de sus derivadas, que difiere de la manera clésica pero que necesitaremos

en este trabajo, es la siguiente:

Recordando que los vectores coordenados X; son tangentes, tenemos

R(X1, X9, Xy, X)) = (Vx, Vx, X2 — Vx, Vx, Xo, X1)
= (Vx, (Vx,Xo — (Vx,Xo, N)N),Xy)
— (Vx, (Vx,Xo — (Vx, X9, N)N) , Xy)
= (Xa21 — Vi, L2o N, Xy) + (—Xo12 + Vx, L12N, Xy)
= (L2aN, Vx,X1) — (L12N, Vx,X1) = Lo L11 — LiaLox,
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donde en la ultima igualdad hemos utilizado que X921 = Vx, Vx,Xo = Vx, Vx, Xg = Xoo1.

De este modo obtenemos el resultado requerido, ya que
LiiLay — Ly = K(g11922 — g12)- O

El lema que escribiremos ahora nos servira para probar el resultado principal del tra-

bajo.

Lema 1.31. Si tenemos I' una familia admisible de curvas y V' es un campo de vectores

C®°, entonces

DD DD
dsdt’ dids’ R(S, TV,
donde
or or

T(s,t) = a(s,t); S(s,t) = a(s,t).

Demostracion. Como es un problema local, podemos probarlo en coordinadas locales, con

lo que escribimos V (s, t) = Vi(s, )Xy + Va(s, t)Xsy. Entonces,

Q B oV, D
dt P ot Ydt
Con lo que tenemos que
2
DD 9%V, oV; D oV; D DD
— oV = T X+ X+ X i X
dsdtv ;88015 + ot ds + Os dt +Vdsdt

De forma anéloga se calcula 2 T Dy Al hacerlo, es facil comprobar que todos los términos

con excepcion del altimo son iguales a los de 2 5 dtV Por tanto,
2
D D DD
— — ——V Vi Xi————X; . 1.1
ds dt ot ds ; (d dt dt ds ) (1.1)

Para calcular lo que hay dentro del paréntesis, vamos a escribir primero 7"y S en

coordenadas. Si escribimos I'(s,t) = Z?:l u;(s,t)X;, entonces

Z Nix:  S(st) = %?X’“

Como X; es extensible, se tiene que

Ou;
d = VrX; —Z Vx, Xi,
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y; como Vx, X; también es extensible, entonces

5 Z 0 X,

I
Mw

82% ou;
<858thX + 5 v (VXX)>

82Uj 8Uj 8uk
(a ot VR gy (k s B VEA

De manera anéloga, obtenemos

1

J

I
M

1

J

2 2
DD 0%y, ou;
7 = “Ivg Vg, X
dtds” " E_: Bt ¥ E:: ot Vs VEA
Por tanto, nos queda que
DD, DD, <& dudu

dsdi " Gds T 2 oy 0 (Vi VEE Vi V) =

8Uj 8uk
= Z St 55 % X))Xi = R(S, T)X;
Jik=
Asf obtenemos el resultado que querfamos probar. O

1.2. Sobre las ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta seccion hablaremos exclusivamente de las ecuaciones de Euler-Lagrange de
un funcional. En primer lugar las definiremos y, a continuacién, exhibiremos un pequeno

ejemplo. Las referencias bibliografica empleada en esta seccion son [1] y [3].

Definicion 1.32. Consideramos el funcional

donde:
= T, T son constantes.

= Es continuamente diferenciable.

- f/( )*dz
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s L es dos veces continuamente diferenciable con respecto a sus argumentos x, f, f’.

Entonces definimos la ecuacion de Euler-Lagrange del funcional J|f]:

oL d oL _
of dxof
Las funciones que satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional J[f] son

precisamente los puntos criticos del mismo.

Veamos a continuacién un ejemplo que ilustra alguna de las utilidades de la ecuacion

de Euler-Lagrange.

Ejemplo 1.33. Vamos a considerar el problema de buscar una funciéon y = f(x) que sea
la curva méas corta que conecta dos puntos (x1,y1), (z2.y2). La longitud de la curva viene

dada por:

Aly) = /m 1+ [y ()] 2dx,
con y'(z) = %, y1 = f(21), yo = f(x2).

Ahora emplearemos la ecuacion de Euler-Lagrange para buscar el punto critico f(x)

que minimiza al funcional Aly]. Entonces, tenemos que:

OL _ d oL _
of dzof
siendo

L=+1+[y(@)*

Como f no aparece en L, el primer término de la ecuaciéon de Euler-Lagrange desparece,

con lo que nos queda:

oL _
drof
Sustituyendo L arriba y derivando con respecto a f’ llegamos a:
d f(z)

— = 0.

dr T+ (@]
Por lo tanto,
f'(@)
1+ [f'(2)]?

Esto es equivalente a:

= ¢, para alguna constante c.

=¢?, donde 0 < ¢ < 1.
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Resolviendo la ecuacién, tenemos:

2

[f'(x)]? = 1= lo que implica que f’(x) = m, con m constante.

Con lo cual, la curva mas corta que conecta los puntos (x1,y1) y (z2,y2) es:

Y2 — Y1 T2Y1 — T1Y2
= yb=——"F—"

f(z) =max+b, conm =
To — T T2 — 1

En conclusiéon, hemos probado a través de la ecuaciéon de Euler-Lagrange que la curva

maés corta que conecta dos puntos es una recta.

1.3. Sobre solidos rigidos

En esta seccién nos centraremos en el concepto de sélido rigido y en las definiciones y
resultados relacionados con este concepto que nos serén ttiles para entender los siguientes

capitulos y el trabajo en general.
Comenzaremos definiendo el momento lineal y exponiendo algunos resultados sobre el
mismo.

Definicion 1.34. El momento lineal p es una magnitud vectorial que relaciona la masa

m y la velocidad v de un cuerpo de la siguiente forma:
p=m-v.

Proposicion 1.35 (Segunda ley de Newton).

dp

F="
dt’

siendo F' la fuerza y p el momento lineal del cuerpo.

Cuando la masa del cuerpo es constante, se tiene

_d£_ dv

F=3="u

= ma.

Proposicion 1.36 (Conservacion del momento lineal). El momento lineal total de

un sistema aislado permanece constante, es decir,
E F =0 < p = constante.

Definicion 1.37. Definimos el centro de masa como:
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_ marg

= ToM = S si hay particulas con posiciones r; y masas m;.
1

rd . . . . . . .
" TOM = ff dnrj, si la particula es un continuo, siendo la “masa infinitesimal” dm = p-dv

y p la densidad.

Proposicion 1.38 (Segunda ley de Newton para un sistema de particulas).

a2 e Proa
Y Fi=) mia; = p7e] > mir; = W(Z mi)rem = (O mi)— 5 = Macm,
con M = > m,;.

Vemos ahora la definicion de sélido rigido y de algunos conceptos interesantes tales
como el momento angular o el momento de una fuerza. También definiremos el tensor de
inercia y la energia rotacional de un cuerpo rigido, términos que emplearemos a menudo

durante los proximos capitulos.

Definicién 1.39. Un sélido rigido es un conjunto de particulas tales que sus distancias

relativas permanecen constantes.

El movimiento de un soélido rigido puede ser analizado como un movimiento “trasla-
cional” de su centro de masas més el movimiento rotacional alrededor de su centro. Este
movimiento rotacional puede verse “infinitesimalmente” como el movimiento del eje de giro

y el movimiento alrededor de dicho eje.

Todos los puntos de un sélido rigido que rota alrededor de un eje se mueven con la

misma velocidad angular w.
= v = Rw, siendo R la distancia al eje y v la velocidad de la particula.
= a; = Ra, siendo a; la aceleraciéon tangencial y « la aceleraciéon angular.

Tanto la velocidad angular w como la aceleraciéon angular o son consideradas magnitu-
des vectoriales, siendo vectores perpendiculares al plano de rotaciéon y con direcciéon dada
por la regla de la mano derecha, i.e., w = wV3, a = aV3, siendo V3 el vector binormal de

la correspondiente curva parametrizada que describe la particula. Entonces, v = w X r.

Definicién 1.40. El momento angular con respecto a un punto con vector de posicién

T es

L=rxp.
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Definicién 1.41. El momento de una fuerza F con respecto de un punto con vector

de posicién r es

T=rxF.
Suponiendo la masa constante:
d d? d d d dL
T:er:rxd—It):rx(ma):m(rx#):m%(rxd—;):%&xmv):a.

Definicién 1.42. En el caso de un sélido rigido en rotacion con velocidad angular w (igual

para todas las particulas) tenemos el momento angular total:
L= Zri X p; = Zri X (miv;) = Zmz(rz X (wxr;)) = Zmi[<ri,ri)w — (rr,w)r;].
Definicion 1.43. Definimos el tensor de inercia como

Iz = Zmz[rfx — (15, x)75],

por lo que

L=IwyT=Ia.

Ademas, en el caso continuo tenemos que
Ix = /(7’21’ — (r,x)r)dm.

Observacion 1.44. Notese que (x,ly) = (lz,y) para cada x,y, por lo que I es diagonali-
zable en virtud del Teorema Espectral, también llamado Ley de Inercia de Sylvester. Esto

sera Util en el trabajo para poder descomponer la direccién del disco en axial y traslacional.

Definicién 1.45. La energia cinética rotacional de un cuerpo rigido es:

1 1
H = ZHZ = Zimzvf = §Zml<wz X Ti, Wi X ’I‘i>
1
=3 > mi((ws, wi) (ri,ri) — (Wi, 3)?)

1

=5 g mi(riw; — (Wi, 7i)ri, w;)
1

= 5 g (mz[rfwz — (Ti,wi>7“i],wi>
1

= —(lw, w).

2
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1.4. Sobre electromagnetismo

En esta dltima seccién sobre conceptos previos, escribiremos las 4 ecuaciones de Max-

well y la ecuacién de Lorentz.

Ecuaciones de Maxwell:

1. Ley de Gauss

1
E-dS:/p-dV,
o2 €0 JQO

donde FE es el campo electrostatico, €y la permitividad y p la densidad de carga.

Equivalentemente,

1
VE:—p7
€0

siendo V - E la divergencia de E.

2. Ley de Gauss del magnetismo (ausencia de monopolos magnéticos):

B-dS =0,
o0
V.-B=0,

donde B es la inducciéon magnética o densidad de flujo magnético.

3. Ley de induccién de Faraday:

E-dl:—d/B-dS,
ox dt Js

en la que 0 es la integral de linea o de trayectoria (cerrada).

Equivalentemente,

0B

E=_"—
VX ot’

siendo V x FE el rotacional de E.

4. Ley de Ampére-Maxwell:

B -dl = pg [/Jwis—i-eod/E-dS],
o% 5 dt Js

donde J es la densidad de corriente elétrica.
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Equivalentemente,

OF
VxB= 7z
X Mo(J—{—ant)

Ecuacién de Lorentz:
Si una particula con carga g se mueve a una velocidad v en presencia de un campo

eléctrico E y de un campo magnético B, entonces experimenta una fuerza
F =q(E +v x B). (1.2)

Esta es una ecuaciéon fundamental de la fisica y no es consecuencia directa de las

ecuaciones de Maxwell, pero se puede deducir de ellas bajo ciertas condiciones.
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Capitulo 2
La peonza de Lagrange

En este capitulo comenzaremos tratando el concepto de “peonza de Lagrange” y ve-
remos cudles son las bases para relacionar el movimiento de esta con el de una particula
cargada en un campo magnético, siendo este el resultado principal del trabajo. A lo largo

de los siguientes capitulos la principal referencia bibliografica sera [2].

La peonza de Lagrange (ver [6]) es un solido rigido axisimétrico con punto de contacto
a una superficie horizontal fijo. Es equivalente a un disco montado sobre un eje unido a
una articulacion esférica o a una particula (que seria el centro del disco) moviéndose por
una esfera bajo la influencia de fuerzas gravitatorias y magnéticas. Esta ultima, la fuerza
magnética o efecto giroscdpico, es la que nos interesa, ya que es la causa de que la peon-
za precese, es decir, que cambie la direccién en el espacio de su eje de rotaciéon de forma

repentina.

A lo largo del trabajo trataremos de ver que el movimiento de la peonza de Lagrange
es el mismo movimiento que el de una particula cargada en un campo magnético normal
a una esfera y que tiene la misma magnitud que la curvatura de Gauss, con la carga de la

particula dada por el momento angular de la peonza alrededor de su eje de simetria.

Se podria decir que esto es una coincidencia ya que la geometria de la esfera es un caso
muy particular, pero veremos que no es asi, sino que es un reflejo de una relaciéon mucho

més profunda entre la curvatura y la dinamica.

Para ver esto, consideremos un disco que gira y que es tangente a una superficie lisa
(caso mas general para la peonza), con el punto de contacto libre y que puede deslizarse a

lo largo de dicha superficie, como podemos observar en la Figura [2.1

17
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(a) (b)

Figura 2.1: En esta figura se muestra un disco girando tangente a una superficie. En el caso

(a) la superficie tiene curvatura de Gauss positiva. En el caso (b) tiene curvatura negativa.

El resultado principal del trabajo, que se ilustra en la Figura2.2] es que la rotacion
del disco alrededor de su eje produce una fuerza adicional actuando en el centro del disco,

perpendicular a la velocidad y con magnitud
F = LKwv, (2.1)

donde L es el momento angular axial del disco, v es la velocidad del centro del disco y K

es la curvatura de Gauss de la superficie.

Lo que quiere decir este resultado es que la trayectoria del centro de un disco que gira
es la misma que la de un disco que no gira pero en el que actiia esta fuerza adicional
F. Esto es equivalente a la fuerza de Lorentz actuando sobre una particula cargada
en un campo magnético, con L siendo la carga de la particula y K la fuerza del campo
magnético. Este resultado es una interpretacion fisica de la curvatura de Gauss como un

“campo magnético” y del momento angular como la “carga” de una particula.

Hay que tener en cuenta que un disco que no gira es diferente que una masa puntual,

yva que el primero tiene una energia cinética debido a la rotacién del plano tangente. De
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todas formas, si el disco tiene un radio muy pequeno esta energia cinética es relativamente
pequenia en comparacién con la energia de traslacion, por lo que podemos omitirla y asi
ambos sistemas serfan equivalentes. En cambio, si el disco gira rapidamente, la energia
cinética generada por el giro del eje no puede ser ignorada, aunque el radio sea muy pe-
quetio (veremos esto con méas profundidad en la Seccion . Planteemos las ecuaciones

del movimiento de este ultimo disco.

Tenemos que para un disco pequeno que gira rapidamente existen coordenadas (x1, z2)

en cualquier punto en las que las ecuaciones del movimiento tienen la forma

m.fl = —LKIL:Q,

mza = LKx.

Este resultado se formulara en el Capitulo[3]y se probara en el Capitulo[d Concluimos
en el Capitulo 5| dando una formulacién sin coordenadas y probando nuestro resultado
principal empleando el lenguaje de la geometria diferencial moderna. Esto nos da como un
caso especial una derivacion funcional de las ecuaciones del movimiento de la peonza de

Lagrange.

Figura 2.2: En la figura se muestra el resultado principal del trabajo (2.1)). La curvatura de
Gauss K es la magnitud del campo magnético y el momento angular axial L es la carga.
Entonces, la fuerza F' en la ecuacion es la misma que la fuerza de Lorentz (1.2)) en una

particula de carga L .
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Observacion 2.1. El resultado da una mayor motivaciéon al problema de estudiar curvas
para las que la curvatura geodésica es un miltiplo constante de la curvatura de Gauss, i.e,
k = cK. En efecto, la curvatura geodésica es k = %, donde a es la aceleracion provocada

por la fuerza magnética. Sustituyendo a = m~'K Lv (de la Ecuacion (2.1))), obtenemos

L
k=—K.

muv

Notese que v es constante ya que la fuerza es perpendicular a la velocidad, y la constante

c es precisamente la relacién entre el momento angular y el momento lineal.



Capitulo 3
Formulacién del problema

En este capitulo formularemos uno de los resultados mas importantes del trabajo: las
ecuaciones del movimiento de un disco que gira sobre una superficie curvada. Para ello,
primero escribiremos la energia cinética del disco en un sistema de coordenadas concre-
to, después veremos cdémo simplificar esto y mas tarde lo escribiremos en un sistema sin

coordenadas.

3.1. Formulacion clasica

En esta seccion daremos una primera ecuaciéon para la energia cinética del disco y
analizaremos el movimiento de su centro. Asi, podremos relacionar a través del momento
angular la rotacién axial con los conceptos sobre electromagnetismo introducidos previa-

mente.

Sea (x1,x2) un sistema local de coordenadas rectangulares en la superficie de modo que
las lineas 1 =constante son ortogonales a xo =constante. Tomamos estas coordenadas para
que sean compatibles con respecto a la orientacion escogida para la superficie. La métrica

ds? en la superficie viene dada por
ds® = a11da? + agadal. (3.1)

Sean z = (x1,x2) las coordenadas del centro del disco. Entonces, la energia cinética
rotacional del disco es %(Hw,w>, donde I es el tensor de inercia del disco alrededor de
su centro de masa y w es la velocidad angular. Si descomponemos w a lo largo de la
direccién del eje y del resto, obtenemos que la energia cinética total del disco, formada por
la rotacional y la traslacional, es

1 1 1
E= 5]Imwg + 5]1610.;3 + imvg, (3.2)

21
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donde w, y wy son los valores escalares de las dos proyecciones de w (axial y a lo largo del
didmetro), m es la masa del disco y v es la velocidad del centro del disco: v? = (A%, &),
siendo A = diag(a1,a92). De aqui, se tiene que la energia cinética de un disco que no gira
es

1 1
P= iﬂdwfl + imUQ, (3.3)

y su centro se mueve de acuerdo a la ecuacion

dop_op _
dt 0% or

Veamos ahora lo que ocurre cuando w, # 0.

Teorema 3.1. Definimos P = P(x, &) como antes y sea K = K(x) la curvatura de Gauss
de la superficie. Entonces, el momento angular L = l,w, alrededor del eje del disco es una

cantidad conservada y el movimiento del centro del disco viene dado por

doP 0P ) 0 -1
%% — % = \/(lllCZQQLKjx, J = (1 0 ) (34)

Probaremos este teorema mas adelante.

Para profundizar en el significado de estas ecuaciones, fijemos un punto () en la trayec-
toria y sean (z1,z2) las coordenadas cartesianas en el plano tangente a la superficie en el
punto Q. En este caso tenemos que los puntos de la trayectoria en un entorno de () vienen
dados por las coordenadas (x1,x2) de la proyeccion ortogonal sobre este plano tangente.

Con estas coordenadas, tenemos que aj; = age = 1 en @, con lo que (3.4) se simplifica en

d oP OP

——— — — =LKJi . 3.5

dt 05 ox ben@Q (3:5)
Esto confirma que la rotacién axial es equivalente a anadir un “campo magnético”

ortogonal a la superficie con magnitud K.

Observacion 3.2. Es posible incluir en P términos de energia potencial, permitiendo fuerzas
externas como la gravedad, pero estos términos no tiene relaciéon con el resultado, ya que

no afectan al término “magnético”.

3.2. El disco pequeno que gira rapidamente

En esta seccion trataremos de simplificar las ecuaciones anteriores ignorando el tér-
mino del medio en (3.2]). Esto es algo que podemos hacer cuando el radio del disco es

muy pequeno ya que, como explicamos en la introduccién, en este caso la energia cinética
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de traslacion es muy superior a la de rotacion alrededor del didmetro, pues |wq| < ||A||v,

donde h es la segunda forma fundamental de la superficie e I; tiene un valor muy bajo.

Con todo esto, definimos el disco pequeno que gira radpidamente como el sistema con
energia cinética ) 1
E:ihﬁ+§mﬁ. (3.6)

En este caso el centro del disco se mueve exactamente como una particula de carga L

en un campo magnético de fuerza K. En particular, se tiene que

mi = LKJ& en Q, (3.7)
0, equivalentemente,
mi1 = —LK o
mio = LK. (3.8)

3.3. Formulacion intrinseca

Para finalizar el capitulo, veremos una pequena introduccién a lo que seran las ecua-

ciones del movimiento del disco en una versién sin coordenadas.

Las ecuaciones del movimiento estan expresadas en funcion de unas coordenadas
locales, lo que oculta su naturaleza geométrica. Por otra parte, las ecuaciones més sim-
plificadas y (3.8), atn siendo geométricamente transparentes, solo son validas en un
sistema de coordenadas particular en un dnico punto ). Para solucionar estos problemas,
trataremos de escribir las ecuaciones del movimiento de una manera invariante sin coorde-

nadas.

Tenemos que el centro del disco se mueve a lo largo de una curva parametrizada v en
la superficie con una velocidad 4. Denotamos por % al operador de la derivada covariante
a lo largo de =, por lo que la aceleraciéon del centro viene dada por %. En estos términos,
la ecuacion de una geodésica es % = 0.

Mantenemos atn la suposiciéon del disco pequeno que gira rdpidamente, por lo que se-

guimos despreciando la contribucién de la rotacién del disco alrededor de su diametro.

Con todas estas suposiciones, enunciamos el siguiente teorema:
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Teorema 3.3. El centro del disco pequeno que gira rdpidamente se mueve de acuerdo a

Dry )
=LK 9
m— JA, (3.9)

donde J es la rotacion de 5 en sentido contrario a las agujas del reloj y L es constante.

Esta es una version sin coordenadas de la Ecuacion (2.1) en la que la parte de la iz-
quierda es la masa por la aceleracion del disco y el lado derecho es la fuerza magnética que

actiia sobre su centro.

La demostracion de este teorema se encuentra en el Capitulo



Capitulo 4

Las ecuaciones del movimiento:

version con coordenadas

En este capitulo mostraremos cémo la curvatura de Gauss surge de las ecuaciones de
Euler-Lagrange, probando asi el Teorema [3.1]

Para escribir la energia cinética F en coordenadas escogemos un sistema rectangular
local de coordenadas (x1,x2) en la superficie de tal manera que las rectas x; =constante
son ortogonales a las rectas o =constante. Marcando ahora un radio determinado en el
disco y denotando por 6 al angulo que ese radio hace con la direccién positiva de las rectas
xro = constante, obtenemos la tripla (0, z1,z2) que parametriza localmente el espacio de

configuracion del disco.

Lema 4.1. Sea u un campo de vectores tangente unitario a lo largo de la curva z(t) =

(x1(t), z2(t)). Ademds, consideremos la funcion p(t) := <%61,62>, donde e;(t) := ng?\l’
para cada i € {1,2}. Entonces,
—u(t) = (0 + () Ju, (4.1)

donde 0 es el dngulo que forman u y e1. Ademds,

o(t) = kivand + kay/axnis, (4.2)

donde k; es la curvatura geodésica de las curvas coordenadas x; = constante y a; son los
coeficientes del tensor métrico para i € {1,2}.

Demostracion. Como x1 y o son coordenadas rectangulares, esto implica que los campos
de vectores coordenados asociados Vi y Vao también lo son, por lo que

VLL‘l VZ'Q
= e 62 =

|V$1| |V:L‘2|

€1

25
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son ortonormales y positivamente orientados. Calculamos entonces

(#,e1) = |Va1| H&, Vor) = \Jayidn,
<i’,62> = \Vx2]’1<d:,Va:2> = /agao.

Por otro lado, como {e1, ea} es una base ortonormal, se tiene que si p(t) := <%61, ea),

entonces
D
P (@61761%1 =+ <%€17€2>€2 = p(t)es,
Der = (s erler + (ea, e = —pl0)er,
ya que
D d D D

<%€iaei> :£<€i7ei> — (e, £€i> =0- <£€z‘,€z‘>,
lo que implica que (%ei, e;) = 0 para cada i = 1, 2.

Por la definicion de 6 podemos escribir u = (cos #)e; + (sinf)eq, por lo que

. D . D
%u = —sin 6feq + cos 9%61 + cos B0eq + sin 9%62

— (0 + ©(t))(—sinfe; + cosbes) = (9 +(t)Ju,

como queriamos probar.
A continuaciéon probaremos la Ecuacion (4.2)). Por un lado, como {ej, ea} es una base

ortonormal y positivamente orientada, se tiene que
Vee1 = (Veser,er)er + (Ve e, ea)ea = (Ve e1, Jer)ea = ke,
Ve,e2 = (Ve,e0,e1)e1 + (Ve,ea,e2)ea = (Ve e, —Jea)ea = —kaeq,
va que e; = Jeg, e9 = —Jey y
(Ve,e€i,€i) =Ve,(€i,€i) — (€, Ve,ei) =0 — (Ve,ei,€i),

lo que implica que (V,e;,e;) = 0 para cada i = 1,2. Por otro lado,

D
p(t) = (et e2) = (Vier, €2) = (Viger)er+ (b ea)ez €1 €2)
= <v<i‘,e1>elel? 62> + <v<i762)82617 62>
= (&, e1)(Ve,e1,€2) + (T, €2)(Ve,e1, €2)

= ki1v/anx1 + kay/agets,

como querfamos probar. O
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Teniendo esto en cuenta, vamos a buscar ahora una expresion para w, en estas coor-
denadas. Para ello, necesitamos una expresion del transporte paralelo (es decir, cuando

we = 0), la cual nos la da el siguiente lema.

Lema 4.2. El transporte paralelo de un vector tangente a lo largo de una curva z(t) =

(x1(t), z2(t)) en una superficie viene dado por

0 = —\/arrkiiy (t) — agkaia(t). (4.3)

Demostracion. Sea u el campo de vectores tangente unitario paralelo a lo largo de x(t) =

(z1(t), x2(t)) tal que u(0) = &(0). Ahora por ser v un campo paralelo a lo largo de x(t), la

Ecuacion 1} implica que 0 = —(t). Por lo tanto, 0 = —p(t) = —k1\/a1121 — kor/axnts,
como queriamos probar. ]

De acuerdo con , la componente axial de la velocidad angular del disco es
Wa = 0 4 kyy/aii + kav/agzis. (4.4)
Ahora bien, tomando = = (z1,22) y f(z) = (k1y/a11, k2\/az2) se tiene que
0 + kiy/anay + kay/ants = 0 + f(2)i,
por lo que
wa = 0+ f(2)i. (4.5)
En efecto y, de acuerdo con el Lema la parte derecha de la Ecuacién mide la

diferencia con el transporte paralelo. La energia cinética del disco en estas coordenadas es

E:%Lw+f@ﬁﬁ+%muww%m@@, (4.6)

donde £ = k(z,) es la “curvatura de la seccion” de la superficie en la direccion &. El
término P = P(z,%) = 2(m + [4x?)(A#, i) es la energia cinética del disco no rotatorio.
Por otro lado, si el término I;x? se puede omitir, entonces P es simplemente la energia

cinética del punto de masa m.

Observacion 4.3. Si el disco no gira entonces se comporta como una particula de masa
variable m + Izx2, de acuerdo con la Ecuacion (4.6)).

Veamos las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano
1 . .
E:§Lw+f@ﬂf+P@m) (4.7)

Caso 1 - Tomamos q = 0 (de acuerdo con la notacion introducida en (|1.32)):

dE  ddE

L aas 4.
do  dt 4o 0, (4.8)
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donde el primer término de la ecuacion se anula ya que E no depende de 6. Por otra parte,

dE .
— = ]Ia 0 + T)T s
= L0+ f(@)2)
por lo que, derivando con respecto a t,
d dE d .
—_—— = ]Iaf 0 r = y
GoE =L 0+ f@)) =0
y, como tenemos que I, # 0, esto es equivalente a
d .
—(0+ f(z)z) =0. (4.9)
dt
Caso 2 - Tomamos q = x:
dE  d dFE
= _ 2 _. 4.1
dx  dt dz 0 (4.10)
En primer lugar, tenemos que
dE , d oP : a\* . op
_ — ]Ia r) — % _— = ]:[CL ! — ! —_—.
L0+ f@D) @i+ 5 =1+ ) (T) a4
Por otra parte,
dFE : . oP
e L(0 + f(z)2) f(x) + 95
con lo que, derivando con respecto a t,
d dE d . d d OP
adbatndiy Sihed el Il
didp ~ lag 0T I@R G @)+ G5
con
df _df dx _df |

dt ~dz dt  dz"
Por tanto, sustituyendo en (4.10f), llegamos a:

o _ 4B ddE
T Tdtdi
d o o d . . d, df\"*
- 408 9Pk, (dt<0+f<x>a'c>f<x>+<9+f<x>a‘s> <d{;—<d£> )x) (a.11)

Ahora bien, de acuerdo a , 0+ f(z)2 es constante a lo largo de cualquier solucion.
De hecho, es la velocidad angular del disco alrededor del eje, wg. Si tomamos un valor
arbitrario de esta constante,

we =0+ f(z)i,

la Ecuacion (4.11]) se reduce a

doP P df  (df\"\ .
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donde L = I w,, con la matriz antisimétrica

T —
% — <;lti> = — ((klm)l‘g - (kQ\/@)m) <(1) 01> ’ (4'13>

siendo J la matriz que hemos definido en (3.4)) y donde denotamos por

K(z) = ((kw@m - <kr>>
Lema 4.4. Teniendo en cuenta la notacion y el resultado anterior, tenemos que
K(z) = VaiianK (z), (4.14)
donde K es la curvatura de Gauss de la superficie.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que = = (0, 0). Consideramos
también un rectangulo en la superficie con z1 € [0,€] y x2 € [0,0] para €,d > 0 suficiente-
mente pequenos. Entonces, aplicando el teorema de Gauss-Bonnet a este rectdngulo de la

superficie obtenemos

€ o
/ / K(m’l,mg)\/anaggdxldl’g + 4% + / k ds = 271', (4.15)
0 JO

donde 47 viene de la suma de los 4 dngulos rectos del rectangulo (recordemos que hemos

tomado coordenadas ortogonales entre si) y k es la curvatura geodésica.

dsy

Figura 4.1: En esta imagen podemos observar la descomposiciéon de la curvatura geodésica

k que utilizamos en la Ecuacién (4.16)).
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Ahora bien, teniendo en cuenta que ds; = /a;dx; y observando la Figura , podemos

escribir [k ds de la siguiente forma:

/k ds = /OE((mkl)(xl,O) - (\/mkl)(xl,a))dxl
+/06(<\/@k2)<e,x2) _ (\/@kl)((),xg))dacg, (4.16)

donde (y/a;ik;)(x,y) denota a (y/a;;k;) evaluado en (z,y). Si sustituimos esto en (4.15)),
dividimos por €§ y hacemos tender ¢, — 0 tenemos que

lim hm/ / K :L‘1,:L'2 \/anaggdl’ldlﬁz

e—06—0 €0

— — lim lim — / (vVaitk) (z1, )—(\/ﬁkl)(xl,é)>da:1

€—05—0 €0
~ lim lim 65/ (v/azks) (e, 2) = (v/azh1) (0, 22) ) das.

Ahora bien, empleando la definicién de derivada tenemos la siguiente igualdad:

i liy = [ (wmnm, )~ (Varth)(e1,0) )dry =
(A @1,0) — (k) (@,0)

= hm =
e—=0 € Jo 6%0 1)
tim 2 [0 (Jarik) (e, 0)d

= 11m — _— a X X1.
e—0€ Jo Oxa AL !

De forma analoga:

lim lim / Fk J(ev2) — (amk)(0.22) ) s
i L[ g (V02202)(0, 72) — (azh)(e, w2) |

§—00 Jo eaO €

129
:—h’mé/o aixl(\/aggkg)(o,l'g)dl'g.

6—0

Z2

Por lo que la igualdad (4.15} m ) queda en:

lim hm/ / K 33‘1,:132 \/anazzd:L‘leL‘g

e—06—0 €0
1 €
= lim — (\/al k1)(z1,0)dx; — hm / (Vaazk2)(0, z2)dxs.
e—0 € 0 5

Entonces, hemos probado que

(kl \/E)ZEQ (07 O) - (k;Q\/@)xl (Oa 0) =V alla??K(()? 0)7

como querfamos demostrar. O



Capitulo 5

Las ecuaciones del movimiento:

Versi6n sin coordenadas

En este tltimo capitulo, probaremos el Teorema que enunciamos en el Capitulo [3]
Para ello, necesitamos una expresion sin coordenadas para la ecuacion de la energia ciné-
tica (3.6). Con lo cual, vamos a introducir alguna notaciéon geométrica que nos sera tutil

antes de empezar a probarlo.

Como en el Capitulo [3] supongamos que el centro del disco sigue una curva v en la
superficie, por lo que tiene una velocidad . Denotamos la derivada covariante a lo largo de
la curva v por %, asi que la aceleracion es %"y. Para medir la rotaciéon del disco, primero
fijamos un punto en su radio. Entonces existe un vector w unitario apuntando desde el
centro del disco al punto que hemos fijado en el radio. Por lo tanto, para cada tiempo t,

u(t) es un vector (que tomamos unitario) en el espacio tangente de ().

Lema 5.1. La componente azial de la velocidad angular viene dada por wg, = <£u, Ju),

por lo que la energia cinética del disco pequeno que gira rapidamente es
1 1_ D
E = —m|i> + 1| ul* 5.1
() = 3l + STl 7wl (1)

Demostracion. Sean (z1,x2,0) las coordenadas locales que hemos introducido en el Capi-

tulo 4] Como consecuencia del Lema [4.1] tenemos que

D . .
<%u, Ju) = 0 + k1y/a1171 + 0\/ats = w,,

de acuerdo con la formula de w, dada en (4.4). Derivando |u|?> = 1 con respecto a t tenemos
que (%u, u) = 0. Entonces podemos escribir %u = <£u, Ju)Ju = wqJu, lo que implica

que |Su| = |w,| (va que |Ju| = 1). -

31
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Sea ahora (v, u) una curva en el fibrado tangente unitario (esto es, v es una curva en
la superficie y u es una curva de vectores tangentes unitarios tal que u(t) esta en el plano

tangente en (t) para cada tiempo t) y definimos

b
SGw =5 [ mhf o+ Ll uP)de

Las ecuaciones del movimiento que buscamos son precisamente las ecuaciones variacio-

nales (Euler-Lagrange) de S.

Para calcular estas ecuaciones, denotamos por vs(t) a una familia admisible de curvas y
us(t) a una familia admisible de campos vectoriales unitarios definidos sobre ~,(t) tal que
Yo(t) = v(t) y uo(t) = u(t). Definimos también los campos variacionales propios V = %

yw = %u. Como %f'ys = %V por el Lema de simetria m tenemos
1d D D

Ll FA P W _ Y .
2d8‘78| <d57577s> (dtV7’Y>' (52)
Calculamos ahora el segundo término de S:
1d|D |° ,DD D DD D . D
sas || ~Sarte a = Gt w >+R<V’%“’ dtu)’

donde en la dltima igualdad hemos empleado el Lema [1.31] Por la definicién de w sabemos
que (%%u, %u> = (%w, %u). Entonces, empleando la formula para el tensor de curvatura

de Riemann en una superficie (Teorema egregium de Gauss [1.30) calculamos el término

R (Vi ) = KW D060 - () 5. S

= KV (3u) o — (5, 5 uu)

= (VK (5, u) 5w — (3, 5 uu).

Del Lema sabemos que %u = wgJu, por lo que

D D
() = {3, 2wy = w5, ) T — (3, Tyl
= wﬂJKP‘Yv u>u + <’77 JU’>JU]
= waJ"y,
ya que (u, Ju) es una base ortonormal.
Se sigue que

1d > D D

SN2 = G  waKJA). .

5ds |2t <dtu dtw> + (V,w, KJ7) (5.3)
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Si juntamos ahora las ecuaciones ([5.2)) y (5.3]) tenemos que

d

——E (s, us)

"(,D : D D _
ds - /a <<dtv’ my) + Ha<%u, %w> +(V, ]IawaKJ'y>> dt. (5.4)

s=0
Ahora bien, trabajando sobre el primer sumando y empleando la regla de Leibniz

obtenemos:

b b b b
D ) D ) D . D .
[y = [(mGwai— [vands) = - [vms)
ya que

b
=0,

a

b D b d
Z WAt = [ mE (v, A)dt = (V5
| mgvia = [“m & = v

pues V se anula en los extremos t = a, b.

En cuanto al segundo término, de forma similar tenemos que

b b b 2 b 2
D D D D D D

I, ) = I, ; - I, 5 = - I, ) ;

/a <dtu dtw)dt /a dt<dtu w)dt /a <dt w, w)dt /a <dt w, w)dt

viniendo la dltima igualdad de que

b

D D d D D

]I —_— :H —_—— = ({—

/a adt<dtu’w>dt o— (—=u,w)dt = (—u,w)

pues w se anula en los extremos ¢t = a, b.

Entonces, sustituyendo en la Ecuacion (5.4) tenemos

d
= —F sy Ug
0= —-E(ys,us)

b ] D ] D2
= /a <<V, Towa K J%) — (V, m@w - ]Ia<dtu,w)> dt

s=0
b D D?
- Towa K J5 — m=rA) — T (= . .
/a ((V, awo K JY mdt'y> o pn u,w>> dt (5.5)

Ahora bien, como V' y w son arbitrarios, utilizando el Lema fundamental del calculo

de variaciones [1.28| se tiene que sus puntos criticos deben cumplir que

D . .
mﬁv = Taw K J7,

D2
—u = 0. 5.6
g7 (5.6)
La primera ecuacion es precisamente la Ecuacion (3.9), con L = [ w,. Por tanto, para
finalizar la prueba del Teorema [3.3] solo debemos demostrar que w, es constante. Pero

tenemos que
2
D2

d|D

dt [dt"

= dt’u,—C,
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con ¢ constante.

Empleando el Lema tenemos, finalmente, |w,| = |%u\ = ¢, con lo que ya tenemos
probado el Teorema [3.3]

Observacion 5.2. Notese que en podemos emplear el Lema fundamental del céalculo
de variaciones tomando en primer lugar V = (V71,0,0) y u = 0 (podemos hacer esto ya que
V' y w son arbitrarias); después, V = (0, V2,0) y u = 0; para finalizar la primera igualdad
de , V =(0,0,V3) y u = 0. Por tltimo, se repite el proceso para u con V' = 0, logrando

la segunda igualdad.
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