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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Analise matematica

Titulo: Sumas de cadrados e formas modulares

Breve descripcién del contenido

O obxectivo deste traballo é responder a algunhas preguntas clasicas da teoria de nimeros
desde o punto de vista da anélise complexa: (1) Que enteiros positivos se poden escribir
como suma de dous ou tres cadrados? (2) E todo enteiro positivo unha suma de catro ca-
drados? Para facermos iso, aproximarémonos a estas cuestions mediante a teoria de formas
modulares, funciéns definidas no semiplano superior e que admiten diferentes simetrias.
Segundo o interese do/a alumno/a, poderan explorarse diferentes xeneralizacions desta

cuestion tanto desde un punto de vista alxébrico como analitico.

Recomendaciones

Interese do alumno/a polas cuestions de teoria de ntimeros e as aplicacions das técnicas pro-
pias da analise matematica para darlles resposta, especialmente as vencelladas coa variable

complexa.
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Resumen VII

Resumen

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado es responder a algunas de las preguntas clasicas de la
teoria de ntimeros, como qué enteros positivos se pueden escribir como la suma de dos cuadrados
o si todo entero positivo se puede expresar como la suma de cuatro cuadrados. Estas preguntas se
afrontan desde el punto de vista del analisis complejo utilizando la teoria de formas modulares.
Estas son funciones definidas en el semiplano superior que admiten diferentes simetrias. En
concreto, se emplea la funcion theta de Jacobi. Primero, se introducen definiciones que resultan
de interés para la comprension de los argumentos posteriores y una serie de resultados que se van
a utilizar en las demostraciones presentadas al dar respuesta a las cuestiones. Luego, se define
la funciéon theta de Jacobi y se recogen algunas propiedades de esta que seran de interés en el
desarrollo de las respuestas a las preguntas. A continuacion, se desarrollan las demostraciones de
los teoremas de los dos, los cuatro y los ocho cuadrados de acuerdo con los enunciados propuestos
por Jacobi, empleando la teoria de formas modulares y la funciéon theta de Jacobi para probar la
equivalencia de las propiedades estructurales de esta tltima con las de otras funciones definidas
para demostrar los teoremas. Ademés, se presenta una idea de la demostracion del teorema de

los tres cuadrados, cuyo tratamiento es méas complejo.

Abstract

The aim of this Final Degree Project is to answer some of the classic questions in Number
Theory, such as which positive integers can be written as the sum of two squares or whether all
positive integers are the sum of four squares. These questions are addressed from the point of
view of Complex Analysis by means of the theory of modular forms. These are functions defined
in the upper half-plane that admit different symmetries. Specifically, the Jacobi theta function
will be used. First, definitions that are of interest for the comprehension of subsequent arguments
are introduced, together with a series of results that are used when answering these questions.
Then, the Jacobi theta function is defined, together with its properties that will later be used.
Then, the proofs of the sum of two squares theorem, the sum of four squares and the sum of
eight squares theorem according to Jacobi are presented, using the theory of modular forms and
Jacobi theta function to prove the equivalence of the structural properties of the latter with
other functions defined specifically to prove each theorem. Furthermore, an idea of the proof of

the sum of three squares theorem, the treatment of which is more complex, is presented.






Introduccion

El objetivo de este trabajo es dar respuesta a algunas de las cuestiones clasicas de la teoria
de ntimeros que surgieron en la Antigua Grecia. Se busca saber qué enteros positivos se pueden
escribir como la suma de dos cuadrados y si todos los enteros positivos se pueden expresar como
la suma de cuatro cuadrados. La respuesta a estas cuestiones aparece recogida por Diofanto de
Alejandria en su Arithmetica [2], pero sin una demostracion del resultado. De hecho, las primeras

demostraciones no llegarian hasta quince siglos mas tarde.

En el primer capitulo se presentan algunas definiciones que sirven para recordar al lector
algunos de los conceptos basicos que se emplean en capitulos posteriores. Adicionalmente, en el
capitulo figura una serie de resultados que se emplean en demostraciones de capitulos posteriores
y no tienen una relaciéon directa con la teoria de formas modulares. Algunos son resultados basicos
del anélisis complejo, mientras que otros tienen relaciéon con las transformadas de Fourier y las

sumas de Poisson o con las series de Eisenstein.

En el segundo capitulo, se define la funcion theta de Jacobi, que es una funcion de dos variables
complejas, y se presentan algunas de sus propiedades. También se considera el caso en el que
se fija una de sus variables, ya que es este el que se emplea al dar respuesta a las preguntas de
teoria de niimeros alrededor de las que gira este trabajo. Luego, se presentan algunos resultados
que se emplean en las demostraciones de los teoremas de suma de cuadrados. Un tratamiento

maés genérico del problema se puede hallar en textos como [4] o [5].

En el tercer capitulo se presenta el teorema de los dos cuadrados por el enunciado dado por
Jacobi: Sea n un entero positivo y sean dy(n) y ds(n) los divisores de n de la forma 4k + 1 y
4k + 3, respectivamente. Entonces, el numero de expresiones de n como suma de dos cuadrados es
4 (dy(n) — ds(n)). En particular, un nimero es suma de dos cuadrados si, y solamente si, todos
sus divisores primos de la forma 4k 4+ 3 aparecen con exponente par en su descomposicion. Por
ejemplo, para n = 5, se tiene que di(n) = 2 y d3(n) = 0, por lo que hay 8 descomposiciones
posibles: 22 + 12, 22 + (=1)%, (=2)* + 12, (=2)% + (—=1)%, 12 + 22, 12 + (=2)%, (-1)* 4 22,
(=1)? + (=2)%. Del mismo modo, para n = 7 se tiene que di(n) = ds(n) = 1, por lo que

el namero de posibles representaciones es cero. Para su demostracion se expresa el enunciado
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X Introduccion

en términos de la funcién theta de Jacobi y se prueba que las propiedades estructurales del
cuadrado de esta son equivalentes a la funcién dada por este nuevo enunciado del teorema de
los dos cuadrados. Al final del capitulo se discute el comportamiento asintético del nimero de
posibles descomposiciones en suma de dos cuadrados. Se comprueba que existe una cantidad
infinita de valores para las que se tiene un nimero concreto de descomposiciones, a la vez que el

limite superior del niimero de descomposiciones diverge.

En el cuarto capitulo, se presenta el enunciado del teorema de los tres cuadrados: Todo
entero positivo puede expresarse como la suma de tres cuadrados si, y solo si, dicho entero no es
de la forma 4"(8m 4 7), con r,m > 0. La complejidad de los calculos necesarios para completar
esta demostracion llevan a solo presentar una idea de la demostraciéon desde un punto de vista
algebraico. La demostracion de que los enteros de la forma 4" (8m + 7) no se pueden representar
como la suma de tres cuadrados es sencilla, pero ver que los demés enteros si se pueden representar

como la suma de tres cuadrados es lo que presenta més dificultades.

En el quinto capitulo se presenta el teorema de los cuatro cuadrados, también por el enunciado
dado por Jacobi: Todo entero positivo se puede expresar como la suma de cuatro cuadrados v,
ademds, el nimero de formas en las que esto se puede hacer es igual a ocho veces la suma de
todos los divisores de dicho entero positivo que no son divisibles por cuatro. Esta expresiéon de
las formas en las que un entero positivo se puede expresar como la suma de cuatro cuadrados se
expresa en términos de la funcién theta de Jacobi. Su prueba se basa en demostrar la equivalencia
en las propiedades estructurales de la cuarta potencia de la funcién theta de Jacobi y una
funcion definida como una variante de las series de Eisenstein. Al final del capitulo se discute
el comportamiento asintotico del niimero de posibles descomposiciones como la suma de cuatro
cuadrados de forma analoga al caso de los dos cuadrados. Se concluye con un resultado equivalente

al teorema de los cuatro cuadrados, al que se llega evitando el uso de las formas modulares.

El ultimo capitulo presenta el teorema de los ocho cuadrados, cuyo enunciado expresa lo
siguiente: Todo entero positivo se puede expresar como la suma de ocho cuadrados y, ademds,
el nimero de formas en las que esto se puede hacer es igual a dieciséis veces la suma de la
potencia tercera de todos los divisores de dicho entero positivo que no son divisibles por cuatro.
El tratamiento es muy similar al presentado en la prueba del teorema de los cuatro cuadrados e

incluso algo maés sencillo al trabajar con una serie convergente.



Capitulo 1
Definiciones y resultados previos

Primero se presenta una serie de definiciones y de teoremas que van a ser empleados en
demostraciones de los siguientes capitulos y juegan un papel fundamental en la comprensiéon de
estas. Las demostraciones detalladas de estos resultados, asi como un tratamiento més exhaustivo

de los diferentes temas, se puede ver por ejemplo en [1], [3], [6] o [7].

Se presentan unos conceptos basicos del analisis complejo como son el de funcién holomorfa
y funcién entera. Estos conceptos aparecen a lo largo del trabajo en miltiples ocasiones y por

ello se le recuerda al lector como se definen.

Definicién 1.1. Sea U un abierto del plano complejoy f: U C C — C una funcién. Se dice que
f es holomorfa en un punto zy de U si f es C-diferenciable en todos los puntos de un entorno
del punto zg. Se dice que f es holomorfa en U si lo es en cada punto de U. Se dice que la funcion

f esenterasi U =C.

Un resultado bésico en analisis que se emplea en el capitulo 2 es el criterio mayorante de

Weierstrass, que se presenta a continuacion.

Teorema 1.2. (Criterio mayorante de Weierstrass) Sea { fn}, una sucesion de funciones
definida en un subconjunto D de R con valores en R y sea {My},;”, una sucesion de nimeros
reales positivos tales que |fn(z)| < My, para x € D yn € N. Si la serie >, M, es convergente,

entonces Y fn converge uniformemente en D.

En la demostracion del Teorema 2.1 se emplea un resultado que se deduce del Teorema de

Morera y por ello se presenta su enunciado.

Teorema 1.3. (de Morera) Sean U un abierto del plano complejo y f una funcion continua en
U tal que faA f =0 para toda region triangular A contenida en U, donde OA denota la frontera
de A. Entonces f es holomorfa en U.



2 1. Definiciones y resultados previos

Corolario 1.4. Sea {fn},-, una sucesion de funciones holomorfas definidas en un dominio

D c C que convergen uniformemente a una funcion f. Entonces, f también es holomorfa.

Se presentan las definiciones de algunas singularidades que aparecen a lo largo del trabajo.
El concepto de polo cobra relevancia en el capitulo 2, mientras que el de singularidad evitable es
relevante en las demostraciones de los dos teoremas de sumas de cuadrados que se tratan.

Definiciéon 1.5. Sea f € H(D(zo; R) \ {20}), con H el conjunto de las funciones holomorfas en

[e.e]

oo @n(z — 2z0)" su desarrollo en serie de Laurent en

una cierta region del plano complejo, y >
dicho entorno. Se dice que la funcién f presenta en zy un polo si la parte principal de la serie
tiene un numero finito de términos no nulos, esto es, si a_,, = 0 para casi todo n € N. En este
caso, si ng es el mayor nimero natural que cumple que a_,, # 0, se dice que el polo es de orden

no.

Se dice que la funcién f presenta en zg una singularidad evitable si la parte principal de la

serie es nula, esto es, a_, = 0 para todo n € N.

Las definiciones de funcién doblemente periddica y de funcion eliptica se usan en algunas
de las demostraciones de propiedades asociadas con la funcién theta de Jacobi y por eso se le

presentan al lector.

Definiciéon 1.6. Una funciéon f(z) con z € C se dice doblemente periddica si existen dos ni-
meros no nulos wy y ws, cuyo cociente no es real puro, tales que para n,m € Z se cumple que

f(z4+nw)=f(z)y f(z+4+ mws) = f(z), para todo valor de z para el que f(z) existe.

Definiciéon 1.7. Una funcién eliptica es una funciéon doblemente peridédica que es analitica
(excepto en los polos) y no tiene mas singularidades que polos en una region finita del plano

complejo.
Se presenta la definiciéon de la transformada de Fourier de una funcién, que juega un papel
crucial en la demostracion del teorema de los dos cuadrados [6,7] .

Definicion 1.8. Sea f : R — C una funcién integrable. La transformada de Fourier de f es la

funcién f : R — C dada por:

f(s) = /R &2 (1)t

Esta integral converge bajo la hipdtesis de que f es integrable, por lo que la transformada de

Fourier esta bien definida.

El teorema por el que se establece la férmula de las sumas de Poisson se presenta a continua-
cion. Esta formula permite obtener resultados que posteriormente se emplearan en los capitulos
2y 3.



Teorema 1.9. (Formula de las sumas de Poisson)

Sea f: R — C una funcidn de clase infinito que cumple que, para todo N, cuando x — oo,

|f(x)] < |z| ™Y, donde < denota que |f(x)| es mucho menor que ||~ . Entonces,

S i) =Y fn).

nez neL

La siguiente proposicién y su corolario son clave a la hora de demostrar el Teorema 2.6, que

es necesario para la demostraciéon del teorema de los dos cuadrados.
Proposicion 1.10. La funcion de Schwartz g(t) = e ™ es su propia transformada de Fourier.

Corolario 1.11. Para valores fijos det > 0 y a € R, el cambio de variables z'/?(x + a) muestra
que la transformada de Fourier de la funcion f(x) = e~mHnta)? g f(f) = ¢~ 1/2¢—mE?/t2mial

Ademds, considerando la formula de las sumas de Poisson se tiene la siguiente identidad:

00 00
Z e*ﬂt(n+a)2: Z t*l/QeffrnQ/teQﬂian. (1.1)

n=—o00 n=—o00

Los dos resultados siguientes también son fundamentales a la hora de probar el teorema de

los dos cuadrados.

1
cosh(mx)

Proposicion 1.12. La funcion de g(t) = es su propia transformada de Fourier.

Corolario 1.13. Para valores fijos det > 0 y a € R, la transformada de Fourier de la funcion
6727riaw

f(x) = o/ €S fe = m Ademds, considerando la formula de las sumas de

Poisson, se tiene la siguiente identidad:

o0 o0

—2mian

€ t
n:Z m N n:Z_OO cosh(m(n +a)/t) (1.2)

—00

La siguiente proposicién y, en concreto, la equivalencia entre las dos primeras propiedades
presentadas en esta, son indispensables para la prueba de uno de los resultados que permite

demostrar el teorema de los dos cuadrados.

Proposicion 1.14. Sea f € H(D(zo; R) \ {20}). Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. f tiene en zp una singularidad evitable.
2. Existe lim,_,,, f(z) € C.
3. Existe una funcion g € H(D(zo; R)) tal que g|p(.o.pn\q20} = -

4. Eziste un entorno W de zg tal que f(W \ {20}) es acotado.
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El principio del médulo méximo y la aplicacién de su corolario son una de las claves para
poder probar el tltimo de los teoremas necesarios para la demostraciéon del teorema de los dos

cuadrados.

Teorema 1.15. (Principio del moédulo mdximo) Si f es una funcion holomorfa no constante

en un conjunto abierto ), entonces |f| no puede alcanzar un mdzimo en Q.

Corolario 1.16. Sea ) la clausura compacta de una region Q. Si f es holomorfa en 2 y continua

en (1, entonces:

sup [f(z)] < sup [f(2)].
z€Q) 2€Q-0Q

Al presentar la idea de la demostracion del teorema de los tres cuadrados, se emplea el

concepto de forma cuadratica ternaria. Su definicién se presenta a continuacion.

Definicion 1.17. Una forma cuadratica ternaria es un polinomio

3
flar,z9,23) = ) aijwiz;,

i,j=1
donde todo elemento a;; es un nimero entero y a;; = aj; para todo i, j € {1,2,3}

En representacion matricial, se tiene que:

a1l a1 asi
(aij): ai2 a2 as2

ais a3 dass

A continuacién se presenta el conocido como teorema de Sylvester, que permite caracterizar

cuando una forma cuadréatica es definida positiva mirando los menores principales.

Teorema 1.18. Una forma cuadrdtica ternaria f(xy,zs,x3) = S0

ij=1 @i TiTj €s definida posi-

a1 a
tiva st, y solo si a;; >0, b= R I 0, d >0, donde d denota al determinante de la
a2 a2
forma cuadrdtica.

El siguiente resultado es clave para poder concluir la demostraciéon del teorema de los tres
cuadrados. Esto se extrae como consecuencia del teorema de clasificacién de formas cuadraticas

sobre los reales.

Teorema 1.19. Toda forma cuadrdtica ternaria definida positiva y con determinante 1 es equi-

valente a la suma de tres cuadrados.



En el calculo técnico del que solo se da una idea en la demostracion del teorema de los tres
cuadrados, una de las claves son los simbolos de Jacobi, que se definen en funcién de los simbolos

de Legendre. La definicién de los simbolos de Legendre se presenta a continuacion:
Definicién 1.20. Los simbolos de Legendre (p%) se definen como 0 si a es multiplo de p,, 1 si

a es un residuo cuadratico no nulo y -1 si a no es residuo cuadratico.

Las series de Eisenstein y el caso concreto de las series prohibidas de Eisenstein son la piedra
angular sobre la que se apoya la demostracion del teorema de los cuatro cuadrados y por ello se

presentan sus definiciones.

Definicion 1.21. Las series de Eisenstein de orden k estan definidas por

Ey(r)= ) .

k )
(nmZ(00) M+ M7)
cuando k es un entero tal que £ > 3 y 7 es un nimero complejo con (1) > 0.

Considerando que w = n+m7, si A es el reticulo generado por 1 y 7, entonces otra expresion
para la serie de Eisenstein es ) .1/ wk, donde w € A* denota los punto del reticulo diferentes

de (0,0).

Definicién 1.22. La serie prohibida de Eisenstein se define, teniendo en cuenta que las sumas

se hacen en el orden indicado con (n,m) # (0,0), como:

F<T>—Z(Zl>.

— (m7 + n)2

Una de las proposiciones necesarias para probar el teorema de los cuatro cuadrados emplea

el corolario del siguiente teorema en la demostracién presentada en este trabajo.

Teorema 1.23. Si k > 4 es par y se tiene que S (7) > 0, entonces:

)2 gk 2 A
Bu(r) = 200 + 2 Y

donde ¢ es la funcion zeta y on(r) es la funcion divisor, que se define como la suma de las

n-ésimas potencias de los divisores de r.

Corolario 1.24. La doble suma que define F' converge en el orden indicado. Se tiene que
o0 .
F(r)=2((2) — 8> o(r)e*™™,
r=1

donde o(r) = > 4, d es la suma de los divisores de r.
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Para la derivacion logaritmica que se hace en la demostracion del teorema de los cuatro

cuadrados se tiene en cuenta la siguiente proposicion.

Proposicion 1.25. Se supone que {F,} es una sucesion de funciones holomorfas en un conjunto

abierto Q. Si existen constantes ¢, > 0 tal que, para todo z € €2,

ch <oo y |Fu(z)—1| <cp,

entonces:

1. El producto T]7° 1 Fy(2) converge uniformemente en Q a una funcion holomorfa F(z).

2. Si F,(z) no se anula para ningin n, entonces

F'(z) N~ Fi2)
F(z) 2 '




Capitulo 2

La funcion theta de Jacobi

De forma general, se define la funcion theta de Jacobi como:

o.)
O(zlr)= > ™2 zeC, TeH, (2.1)
n=—oo

donde H se define como H = {z € C: J(z) > 0}, con J(z) la parte imaginaria de z € C.

La funcién theta de Jacobi es una funcién de dos variables complejas. Sin embargo, va a
resultar de especial interés en posteriores demostraciones el caso concreto en el que se fija el

valor de z y, por tanto, solo es funcién de 7:

0(r)= ©(0|7)= Y ™7, rel. (2.2)

n=—oo

De todas formas, para caracterizar esta funcién se estudian primero las propiedades estruc-

turales basicas de © como funcién de z, tomando un valor fijo de 7.

Proposicion 2.1. La funcidon © cumple las siguientes propiedades:

1. © es entera en z € C y holomorfa en T € H.

2.0(z+1|7)= O(z|71).

3. O(z+7|7)= O(2|71)e ™Te Mz,

4. ©(z|T)=0siz=3+%+n+mr, conn,mE L.
Demostracion. Se considera que (1) =t > ¢y > 0y que z € C pertenece a un conjunto
acotado en C de tal forma que |z| < M, donde M es una constante real positiva. A partir de

7



8 2. La funcién theta de Jacobi

esto es posible acotar la serie funcional por una serie de niimeros absolutamente convergente de
la siguiente forma:

TIN“T 2mwinz
e - €

i <2. Ze—ﬂn2to . e?ﬂnM < 00.

n=—00 n>0

El valor absoluto de la sucesién de funciones esta acotado por un namero real positivo para
todo su dominio y la serie de la cota es absolutamente convergente en R. A partir del Teorema
de Morera se extrae como corolario que el limite localmente uniforme de funciones holomorfas es
holomorfo. De esta forma, se tiene que © (| 7) es entera para cada 7 € H fijo y que © (z|-) es

holomorfa en el semiplano superior para cada z € C fijo. Asi el punto 1) queda demostrado.

. ) ) ) Irin Tl .
627rm(z—0—1) — 2minz | 2min _ 2minz -(6 71'1) — g2minz

Asi, se tiene que © (z + 1| 7) = O (2| 7) y el punto 2) queda demostrado. Se toma la expresion

de © (z + 7| 7) y se completan cuadrados.

oo o0

. 2 . . 2 . . _ .
e} (Z + 7_‘ 7_) _ 2 : eTInT 627rzn(z-i—7') _ § : eﬂ'z(n +2n)T . e?mnz . eI L T
n=—oo n=-—oo
3]
o ) .
— 2 : errz(n +2n+1)7' i e27rznz . e
n=—oo
3]
_ 2 : €71'1‘(71—1—1)27' L e2minz | —miT | 2wz —2miz
n=—oo
> 2
— E : e7rz(n—i—1) T eQm(n—f—l)z LTI e—27rzz
n=—oo

s (Z‘ 7_) X 6—7riT . 6—27riz‘

—TiT ,—2Tiz

Asi, se tiene que © (2 +7|7) = O (2| 7)e ™ e y el punto 3) queda demostrado.

Se quiere calcular © (% + S+n+ m7'| 7') , con n,m € Z. Aplicando la propiedad 2) n veces,
se tiene que es suficiente con calcular © (% + 5+ m7'| 7‘). Aplicando ahora la propiedad 3) m

veces, se tiene que basta con calcular © (% + %‘ 7').

O <; + 72-‘7_> _ i efrinz‘r . eQm’n(%—l—%) _ i eﬂi(n2+n)‘r . eﬂin _ i eﬂi(n2+n)‘r . (_1)71

n=—oo n=—oo n=—oo

Es suficiente con encontrar dos términos para cada n > 0 que tengan la misma expresion de
la exponencial presentada previamente, pero paridad opuesta. De esta forma se le asocia a cada
término n el término —n — 1, ya que (—n — 1) + (—n—1) = n? + n. Asi, cada término del

sumatorio se anula y la propiedad 4) queda demostrada. O



A continuacion, se considera un producto II(z|7), que comparte las mismas propiedades

estructurales que © (z| 7) como funcion de z:

o0

I (Z| 7_) — H (1 _ q2n) (1 + q2n—1€27riz) (1_|_q2n—1€—27riz)’ con q = 67TZ‘T‘ (23)

n=1

Proposicion 2.2. La funcion 11 cumple las siguientes propiedades:

1. 11 es entera en z € C y holomorfa en 7 € H.
2. I (z+1|7)= I(z|7).
8 T (z+7|7)=1(2|7)e ™ 2miz,

4. I(z|1)=0s1 2= %—i— 5 +n+mr, conn, m€Z. Ademds, estos puntos son los tinicos

ceros simples de IL(-| 7).

Demostracion. Se considera que J(7) =t > to > 0y que z € C. De esta forma, |g| < e™° < 1
y (1 _ q2n) (1 + q2n—1627riz) (1+ q2”_1e—27riz) =14 O(’q‘Qn—leZsz\).

Como 3 |g[*" ! converge, se tiene que II (z| 7) define una funcion entera en z € C con 7 € H

fijo y una funcion holomorfa en 7 € H con z € C fijo. Asi, queda demostrada la propiedad 1).

De manera analoga a la propiedad 2) de la Proposicion 1.2, el 1 desaparece de la exponencial

porque e?™ = 1. Asi, la propiedad 2) queda demostrada.

Se considera que g% = e¢*™7. De esta forma se tiene lo siguiente:
oo
(24 7|7) = H (1 _ q2n) (1 + q2n—1627ri(z+7—)> (1+q2n—16—27ri(z+7—))
n=1
0 —1_,—2miz
. a4 o 14+qg e
_ 2n+1 2 2n—3,—2 _
= 1:[ L= ™) (14" e™) (14¢*"2e727) =10 (2] 7) (qum )

142
14+2—1 ™

propiedad 3) queda demostrada.

Como =z, para todo = # —1, se tiene que I (z + 7| 7) = II(z|7) e ™Te 27% Asi, la

Para que II (z|7) se anule, hay que demostrar que uno de sus factores se iguala a cero para
z= % + 4 +n+m7. Por un lado, el término (1 — q2”) no se va a anular nunca, ya que |g| < 1.

El término (1 + q2”*162”(z+7)) se anula cuando:

1+ q2n—1€27riz = 14+ €7ri’r(2n—1)627riz —0.

El segundo término de la expresion anterior debe ser —1 para que la igualdad se verifique.

Expresado en su forma exponencial y tomando los exponentes se tiene:

miT(2n — 1)+ 2miz = 7 < 7w [7(2n—1)4+2z—1] = 0.
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Los exponentes de la forma anterior se anulan si el término |7 (2n — 1) + 2z — 1] es multiplo

de 2, ya que la exponencial es 2wi-periddica.

Dividiendo entre dos la expresion anterior se obtiene una expresién equivalente siendo mul-

tiplo de 1, esto es, un entero. De ahi se puede obtener la forma de z para la que I (z|7) = 0.

1
z:§+%fm7', m € Z. (2.4)

Por la propiedad 2), lo anterior es equivalente a la siguiente expresion:

4+ ——m7+n, m>1, neZ.

-
2
Para el tercer factor se opera de manera anéloga y se obtiene que se debe de verificar:

mi[r(2n—1)—2z—1] = 0.

El procedimiento seguido antes lleva a que:

1 T n
z= ——— —+mT.
2 2
Como se tiene que para que II (z| 7) = 0 la igualdad se da en médulo 1 tras operar la expresion
que era miltiplo de uno, esta es equivalente a la siguiente:
T
+ ——m/T, m' >0.

1
z= -
2 2

Asi, combinando las expresiones halladas para el segundo y el tercer término se tiene:

1 T
2= -+ ——m7+n, meZ neclzl.
2 2
Esto da todos los ceros de II(+| 7). Ahora se expresa un término como funcién de 7 y se
calcula se derivada para comprobar que los ceros son simples. Al evaluar ambas expresiones en
7 = 0 se obtiene que ambas son cero. De esta forma se ve que los ceros son simples y ademas los

tinicos que existen para el producto. Asi, la propiedad 4) queda demostrada. O

El hecho de que el producto IT(z|7) y la funciéon theta compartan propiedades similares
indica que puede existir cierta relaciéon entre ambas funciones. El siguiente teorema establece

dicha relacion.
Teorema 2.3. (Formula del producto para la funcion theta)

Para todo z € C y 7 € H, se tiene que O (z|7) =1 (2| 7).
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Demostracion. Se fija 7 € H y se supone que existe una constante c(7) tal que O (z|7) =
c(r) I(z|7).
O(z[7)

Si se considera el cociente F'(z) = Ti(z[r)» COmO ambos elementos del cociente son funciones

enteras, el cociente también lo es. Ademés, ambas son funciones doblemente periédicas con
periodos 1 y 7, de acuerdo con las propiedades 2) y 3) de las proposiciones anteriores, por lo que

el cociente también lo sera. Teniendo en cuenta lo anterior, el cociente solo puede ser constante.

Entonces hay que probar que la constante c¢(7) = 1 y para esto se busca demostrar que
c(1)=c(4r).

Por un lado, para obtener una expresion lo méas simple posible se fija z = %, de manera que

e?minz — e=2minz — (_1)" Asi se tiene:

S () =@ [ - (- -

"o ni
=c(7) f[l (1=¢ =" " +¢" 1) 1=
= c(7) ﬁ (1= g2 — eCrmtmir . elanDmin) (1 g2t
ni
=c(7) ﬁl (1=¢ =17 (=1)7 + 17" (=1)7) (1—¢*""")
= c¢(7) ﬁ1 (1—¢ — (=1)" +(=1)7) (1—¢*" )
—e L 1-a") 0=

Asi, se obtiene una expresion para la constante:

2

Z?:—oo qn (_1)n

= ) )

2miz

Por otro lado, se obtiene otra expresion fijando z = %, de manera que e = 4. Asi se tiene:

o(3)= S

n=—oo
En la serie anterior, los términos para n impar se van a anular con los términos para su

opuesto, —n, puesto que i~ " = (l)n = (—4)" = —i".

@(jl ):Z—2q + Y G- =-2Y ¢

n par n impar n par
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Entonces, tomando m = 2n, la serie se puede expresar como:

@<j1 T> = i g™ ()™

n=—oo

Para el producto se tiene:
1 oo [e.e]

m=1 m:l
El factor (1 — q2m) se descompone dentro del productorio tras considerar que m = 2n en los

términos consecutivos (1 + q4”*4) (1 + q4”*2). Los términos de la forma del segundo se pueden

agrupar con los términos (1 — qzm) para dar lugar a términos (1 — q4m). Asi se tiene:
1 oo
— 2m 8m—4
n<4 T> _ Hl(l—q ) (1P ).
m=

De las dos expresiones calculadas se saca que la constante es:

St d™ ()"
Hzozl (1 _ q2n) (1_q8n—4) :

De las expresiones de la constante calculadas se ve que ¢ (7) = ¢ (47). Aplicando sucesivamente

c(r) =

esta identidad se tiene que ¢ (1) = ¢ (4’“7) , k € N. Asi, como 7 € H, se tiene que limg_. q4k =
limg_ 00 eimdtT — . Entonces, en el limite en el que £ — oo, el Gnico término que no tiende a

cero es el de n = 0, por lo que se concluye que ¢ (7), quedando el teorema demostrado. O
El siguiente corolario del teorema anterior presenta un resultado que permite concluir la
demostracion del teorema de los dos cuadrados.

Corolario 2.4. Considerando que (1) > 0 y que q = €™, se tiene:

[e.e]

I (1 ™) (14 g1y
n=1
Ast, © (1) # 0, para T € H.
a2e(z|7) 90(z]7)+2
2 _
Corolario 2.5. Para cada 7 € H fijo, el cociente 9 log(jg(ZlT) ) 82(;(z|r)2( 2z es una
funcion eliptica de orden 2 con periodos 1 y T; y con un polo doble en z = % + 3.
> dlog(O (2[)) oo

Demostracion. Sea F(z) = =552 = 6oy Se considera que © (z+1|7) = ©(z|7)
y diferenciando ambas expresiones respecto a z se obtiene que % = M de donde

7T’LT —2miz

se ve que F(z) = F(z + 1). También se considera que O (z+7|7) = O (2] ) y
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diferenciando nuevamente ambas expresiones respecto de z se obtiene que 89(?:‘7) = (3952\7) -
2mi © (2| 7)) e ™Te=2™% de donde se ve que F(z + 7) = F(z) — 27i. Se diferencia una vez mas
2 2 2
cada una de las expresiones obtenidas y se obtiene que 9 gg'” =2 eéZZ—L_HT) y que % =
2 . .
(3(37;‘7) — 4mi % —47i © (2| 7)) (e7™Te~2™2), En el primero de los casos es directo que

alggz) = 8FE9ZZ+1). En el segundo de los casos, sin mas que sustituir en la expresion de la derivada

81;5;) = aFE;:FT). De esta forma, se ha llegado a que 61;(;) es doblemente

% + 5 en el paralelogramo fundamental, la

segunda se llega a que

periodica. Como O (z|7) se anula solo en z

funcion F(z) tiene un tnico polo y, por ello, 81;5) tiene un polo doble en ese punto. O

De esta forma se concluye el estudio de las propiedades estructurales basicas de © como
funcién de z. Ahora se procede al estudio del caracter modular de ©. Para la funcién © se van
a considerar las siguientes transformaciones:

1
Th:7r— 17+ 2 S: 7 FH— —,
u

puesto que © (z|7+2) = O (z|7), pero O (z| T+ 1) # O (2| 7). Primero, se estudia la trans-

formacion de © (z| 7) bajo S.

Teorema 2.6. Si 7 € H, entonces © (2| —1/7) = /% e™™* © (27| 7) para todo z € C. En
esta expresion /7 denota la rama de la raiz cuadrada definida en la mitad superior del plano,

que es positiva cuando T =1it, t > 0.

Demostracion. Basta con probar la férmula para z = x real y para 7 = it, ¢t > 0, ya que se tiene
que para cada x € R, los dos lados de la férmula son funciones holomorfas en la mitad superior
del plano. Estas funciones coinciden en el eje imaginario positivo y, por ello, son iguales en todos
los puntos. Para 7 € H fijo, se vuelve a tener que las expresiones a los dos lados de la férmula
definen funciones holomorfas, esta vez respecto a z. Ambas coinciden en el eje real y, por ello, se

tiene que coinciden en todo punto. Se considera un x real y 7 = it, de manera que se tiene:

00 00
) (Z’ _ 1/7_) _ Z e—TrnQ/t . e27rina: _ \/F e—Tl'tX2 Z e—27rnxt — /77— e7ri’rz2 e} (ZT| 7_) ]

n=—oo n=—oo

La férmula se puede reescribir como:

) oo
—n?2 .
§ : e*ﬂ’t(n+x)2 _ \/; effrtx2 § t71/2 e mn®/t e~ 2minT

n=—oo n=—oo

Esta expresion es la igualdad establecida en (1.1) a partir de las formula de las sumas de

Poisson. De esta forma, la igualdad se verifica y el teorema queda probado. O

Fijando z = 0 en el Teorema 2.6 se extrae el siguiente corolario:
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Corolario 2.7. Si 3(7) > 0, entonces 0 (=1/7) = /% 0 (T

El siguiente corolario da informaciéon muy precisa acerca del comportamiento cuando 7 — 0
v se empleard en la demostracion del teorema de los dos cuadrados al determinar las propiedades

estructurales de 2.

Corolario 2.8. SiT € H, entonces 0 (1 —1/7) = \/-F -3 >0 €™ (nt+1/2)°r — VE(2em /A4 ).

La segunda identidad se interpreta como que 0 (1 —1/7) ~ 2,/% e™ /4 cuando S (1) — oo.

Demostracion. Se tiene que n y n? tienen la misma paridad. Esto lleva a que se cumpla la

siguiente igualdad:

o

1+7)= Y (1) =0(1/2|T).

n=—0oo

De esta igualdad esta claro que 6 (1 —1/7) = © (1/2| — 1/7) . Ahora se considera que z = %

y se aplica el Teorema 2.6 a la expresién de la derecha.

0 (1 — 1/7‘) = \/? 67rz'7'/4 ) (7_/2| 7_) — z em‘7—/4 Z 67rm27_ ) emm_

1 1
n=—00
/ Z mi(n41/2)>

n=—oo

Los términos asociados a n = 0y a n = —1 contribuyen al sumatorio en 2 - e™7/4 que tiene

un valor absoluto, considerando 7 = o + it, de 2 - e~ ™/4. El sumatorio de los términos distintos

a los dos valores de n mencionados es de orden:

O < i e—(k+1/2)2ﬂ't> -0 (6—97rt/4>

n=—oo

La ultima de las proposiciones se relaciona con la funcién eta de Dedekind, la cual se define

para (7) > 0 como:

0
H 27rm7—

Proposicion 2.9. Si (1) > 0, entonces se tiene que n(—1/7) = /T n(T
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Demostracion. Se considera la formula del producto para la funcién theta como ya se ha hecho
previamente, considerando de nuevo que ¢ = ™. Esta se reescribe extrayendo el primer término

del tltimo de los factores del productorio:

oo
6 (z’ 7_) — (1 + q672mz H 1 - q 1 + q2n71€27riz) (1+q2n+16727riz).

Como el primer factor se anula en zy = % + 3, se tiene la siguiente igualdad:

O’ (2] 7) = 2mi H ™) = 2mi H(7).

Se considera la expresion dada por el Teorema 2.4 sin méas que sustituir —1/7 por 7:

7

O(z|1)=1/- e ™ /m O (—z/1| — 1/7).

\]

Esta expresion se diferencia respecto a z y se evalia nuevamente en el punto zg, teniendo en

cuenta que © (zg|7) = 0. Asi, se tiene la siguiente expresion:

) - ) T T LT —2 )
omiH (1) =\ ~ e T Q (= zo/7|T) =] — e Te Fe ( 7”) H(-1/7).
T T T

De la expresion anterior se tiene la siguiente expresién equivalente:

¢ H(r) = (i)w e F H(—1/7).

Se tiene que tomando 7 = it, con t > 0, la funciéon n(7) es positiva. Esto permite tomar la
raiz ctibica de la expresion anterior e introducir la funcién 7(7) en la igualdad. Tras tomar la

raiz ctbica se obtiene lo siguiente:

; oo
LT 2 —9mi
e’12 H 7rzm- _ — 15 H 7rzn/7—).

n=1 n=1

Por la definicién de 7(7) se tiene que n(t) = /£ n(—1/7) v de esta forma la identidad se
da para cada 7 € H. O
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Capitulo 3

El Teorema de los dos cuadrados

Los resultados del capitulo anterior sirven de base sobre la que se van a cimentar las de-
mostraciones de los teoremas de las sumas de cuadrados. Primero se va a buscar respuesta a la

pregunta de: ;Qué enteros se pueden escribir como la suma de dos o tres cuadrados?

En la Antigua Grecia habia gran interés por las ternas pitagoricas (a, b, ¢), nimeros enteros
vistos como lados de un triangulo que satisfacen que a? = b? + ¢2. De acuerdo con Diofanto
de Alejandria, si ¢ es un entero de una terna pitagoérica y los otros dos miembros de la terna
no tienen factores en comin, entonces ¢ es la suma de dos cuadrados. Ademas, dicho ¢ seria
la hipotenusa de un tridngulo cuyos lados estarian dados por la terna pitagorica (a, b, c). Ante
esto surge de manera natural la pregunta de qué enteros se pueden escribir como la suma de dos

cuadrados.

Los enteros de la forma 4k + 3 no pueden escribirse como suma de dos cuadrados. Esto se
puede comprobar de manera sencilla considerando que el entero se puede escribir como n? + m?,
con n,m € Z. Con esta condicién, la tnica posibilidad que se puede dar es que uno de enteros
elevados al cuadrado sea par y el otro impar. Por un lado, el cuadrado de un niimero par es
miltiplo de 4. Por otro lado, el cuadrado de un niimero impar siempre da de resto 1 al ser
dividido entre 4. De esta forma, esta claro que un entero de la forma 4k + 3 no podré ser escrito
como suma de cuadrados. Ademaés, surge la cuestion de si un entero de la forma 4k + 1 podria
ser escrito como suma de cuadrados. Este no siempre sera el caso, ya que, por ejemplo, 21 es un

numero de la forma 4k + 1 que no puede ser expresado como la suma de dos cuadrados.

Para expresar esta pregunta de forma matemaética, se define como ra(n) el nimero de formas
en las que un ntimero n se puede escribir como suma de dos cuadrados, esto es, la cantidad de
pares (z,y), =,y € Z tal que n = x? + y2. Asi, la pregunta se puede reducir a encontrar una

expresion para r2(n).

17
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Este problema es de naturaleza aditiva, pero también cuenta con un aspecto multiplicativo,
ya que si dos enteros n y m se pueden escribir como suma de dos cuadrados, entonces su producto

también se puede escribir como suma de dos cuadrados.

Se consideran los enteros a,b,c,d € Z y dos niimeros enteros que se pueden escribir como

suma de los cuadrados de estos enteros:

n=a’>+b* m=c+d.

Se considera también el niimero complejo:

x +iy = (a +1ib)(c +id). (3.1)

Esté claro que tanto x como y son enteros, pues sus expresiones son sumas y productos de

otros enteros.

r=ac—>bd, y=ad+ bc

Se toma el modulo a ambos lados de la igualdad de la expresion (3.1). Por un lado, el médulo
al cuadrado de x + iy es 2% + y2. Por el otro, de las dos expresiones anteriores se tiene que el
modulo al cuadrado de (a + ib) (¢ + id) es:

[(a+1ib) (c+id)|* = |(ac — bd) + i(ad + be)|* = (ac — bd)* + (ad + be)?
= a’c® —abed + b*d? + a®d* + abed + b2c?
= a’® + V¥ d* + a*d® + b*c?
=a? (A +d*) + (P + d%)
= (a® + V) (P +d*) =n-m.

Asi, queda demostrado que n - m = z? + y?, por lo que el producto de dos enteros que

se pueden escribir como suma de dos cuadrados se puede escribir también como suma de dos

cuadrados.
Por esto, las propiedades de divisibilidad de n tienen relevancia a la hora de determinar ro(n).

Se define dj(n) como el nimero de divisores de n de la forma 4k + 1 y d3(n) como el namero
de divisores de n de la forma 4k + 3. Asi, se enuncia el siguiente Teorema como enunciado

matematico que da respuesta a la pregunta del principio.

Teorema 3.1. (de los dos cuadrados)

Sin > 1, entonces ro(n) = 4(dy(n) — ds(n)).
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Para estar en condiciones de probar el teorema, se emplea la funcion theta de Jacobi elevada
a la segunda potencia. Las potencias pares de esta funciéon son sencillas de manejar y, en este
caso, van a permitir establecer la relacion entre ro(n) y las funciones que contabilizan la cantidad
de divisores de las formas 4k + 1 y 4k + 3.

Primero, se ve que la funciéon generatriz de la sucesion {ra(n)} >, se corresponde con el

cuadrado de la funcion 6.

oo
0(r)> = ra(n) ¢", con g =€, 7 € H. (3.2)
n=0

En términos de ¢, la funcién theta de Jacobi se puede escribir de la siguiente forma:

9(7_): i emn2r — i qn2.

n=—oo n=—oo

Asi, teniendo en cuenta que ra(n) cuenta el nimero de pares (n1,n2) tales que n% + n% =n,

se desarrolla el cuadrado de la funcién € de la siguiente manera:

9(7_)2:< Z qn%> ( Z qn§> _ Z qn%-‘rn%: ZT2(n) q".
n=0

ni=—oo ng=—00 (nhng)EZXZ

De esta forma, se ha relacionado la funciéon generatriz de r2(n) con el cuadrado de la funcion
theta de Jacobi. Ahora se busca escribir las funciones generatrices de dj(n) y de d3(n) como una
expresion con la que se pueda operar. Esto darfa una igualdad equivalente a la proporcionada
por el Teorema 3.1, que serfa la que se buscaria probar para demostrar el teorema de los dos

cuadrados.

En la siguiente proposicion se presenta una relacion derivada de (3.2) y de las funciones

generatrices de dq(n) y ds(n).

Proposicion 3.2. La identidad ro(n) = 4(d1(n)—ds(n)), n > 1, es equivalente a las identidades:

o0 n

1 ) ‘

9 q

=2 3 G Tl Ty e =T el (33
n=1

n=—oo

Demostracion. Primero, se verifica que la igualdad a la derecha de la expresion (3.3) se cumple.

Se consideran las siguientes relaciones, que no son méas que el resultado de multiplicar el término
de la primera serie por ¢" o por ¢~ ".

n —-n

1 q
qn+q—n_1+q2n_1+q—2n_ 1+q2|n\

q
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Teniendo esto en cuenta, los términos de la serie para n = k y para n = —k son los mismos

para todo k € N. Entonces, basta con tomar el término para n = 0, que es 1, y el doble de la
serie desde n = 1 hasta el infinito.

Ademaés, como |g| < 1, los términos ¢I"! convergen y, por tanto, las dos series son convergentes.

Multiplicando y dividiendo por el conjugado se tiene la siguiente igualdad:

1 1— g

1_|_q2n - 1+q4n'

Asi, la expresion de la derecha de (3.3) se podria escribir de la siguiente forma:

0 q" 0 q" q3n
1+4 ——=1+4 - . 3.4
St =t (- rogw) 3

Los términos 1/(1 — ¢**) se pueden considerar como aquellos a los que converge una serie
Aty 00 4dnm ¢ : .
geométrica ) 7 ¢*"™. Asi, se tiene que:

oS n 0o 00 SIS )
SRR D WITECED 9D SALALED ALY
n=1 q n=1m=0 n=1m=0 k=1

La ultima de las igualdades anteriores se tiene al considerar que d; (k) cuenta el nimero de

divisores de k que son de la forma 4m + 1. Adicionalmente, la serie resultante es convergente,
puesto que d; (k) < k.

Se procede de manera analoga con el otro término de la expresion (3.4). Asi, se tiene que:

oo In 0o oo 0o oo oo
Z - z q4n _ Z Z q3n q4nm _ Z Z qn(4m+3) _ ng (k) qk.
k=1

n=1 n=1m=0 n=1m=0

La serie es de nuevo convergente debido a que ds (k) < k.

Entonces, la expresion (3.4) se puede escribir asi:

o n 3n —
q q k
1—|—4E — =1+4 dy (k) —ds (k .
n:1 (1 @1 q2n) k:l( 1 (k) 3(k))q

De esta forma, se puede expresar el cuadrado de la funcién 6 de la siguiente formas:
) = 1445 —L 144> (dy (k) — ds (K)) 7" .
(TP =140 =142 (@ () s () (3.5)

De las expresiones del cuadrado de la funcion 6, (3.2) y (3.5), se ve que la expresion (3.3)

es equivalente a que ro(n) = 4(di(n) — ds(n)), n > 1. De esta forma, la proposicion queda

probada. O
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Ahora se emplea C(7) para denotar la funcién a la que se ha igualado 62:
o

1 .
)=2 - . — — ™7 e HL. 3.6
Z p0 +q Z con( conq=¢e"",T (3.6)
n=-—o00

et nwT)

El objetivo ahora es probar que se verifica la identidad 9(7’)2 = C(7), ya que esto equivale a
probar el teorema de los dos cuadrados. Para ello, primero hay que comprobar que ambas cumplen
las mismas propiedades estructurales. La siguiente proposiciéon recoge las cuatro propiedades que

se prueban a continuacion.

Proposicion 3.3. La funcion C(1) = > " — A con 1€ H cumple:

n=—00 cos(nwt)’

1. C(r+2)=0C(r).

2. C(r) =1 C(~1/7).

T

3. C(t) — 1 cuando (1) — oo.

4. C(1=1/7)~ 4(%) e™/2 cuando (1) — .
Ademds, 0(7’)2 cumple las mismas propiedades.

Demostracion. La periodicidad de 6% es sencilla de ver a partir de la propia definicién de la
funcion.

o e} o

0(T+2)2 _ Z emin?(T+2) _ Z eTiIn?T 2min® Z eTINT _ 0(7_)2

n=—0oo n=—0oo n=—oo

De esta forma, la periodicidad queda probada para 2. Falta ver que también se cumple para

C.

o0 (e 9]

C(1+2) ; —T+2)] n:zjoo cos (nmT + 2nm) :n;mcos(mrT):C(T)

Asi, la periodicidad de ambas funciones queda probada.

Respecto a la segunda propiedad de la proposicién, se vio en el Corolario 2.7 que para 62 se
verifica la ley de transformacion 6(—1/7)* = %0 (7). Para demostrar que esta misma propiedad
se cumple para C, se tiene en cuenta que la transformada de Fourier de la funcién 1/ cosh(mx)

es su propia transformada de Fourier (Proposicion 1.12).

[e's) —2miz€ 1
| e = e
_oo Cosh(mx) cosh(m¢)
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Esto implica que,

sit > 0y a € R, entonces por el Corolario 1.13, la transformada de Fourier de la funciéon

fz) = coes?(% s f &) = W&ﬂz)t) y la férmula de las sumas de Poisson da la expresiéon
(1.2):
i~ e—27rian 00 ¢
n_z_oo cosh(mn/t) n_z_oo cosh[m(n + a)]

Tomando en esta expresion a = 0 se tiene la siguiente relacion:

(e 9]

1 1 1
tn; cosh(mn/t) n; cosh(mnt)’

—00 —00

o0

Para 7 = it, t > 0, esta identidad se corresponde con la siguiente expresion:

1

. C(=1/1) =C(r).

Esta identidad se verifica para todo 7 € H sin mas que considerar una funcién con la misma
expresion, pero definida para todo 7 € H. Esta funcién se expresa como una serie de potencias
convergente, como ya se estableci6 en la Proposicion 3.2, y, por lo tanto, es analitica en H. Asi,

por continuidad analitica, la identidad (3.7) se cumple para todo 7 € H.

La tercera propiedad estructural que se comprueba que es igual para 62 y para C es el
comportamiento para valores muy grandes de la parte imaginaria de 7. De la expresion (3.2) se
ve que si (1) — 0o, entonces todos los términos del sumatorio tienden a cero a excepcion del
término correspondiente a n = 0. De esta forma, 0(7’)2 tiende a 1, que es el valor de su término

para n = 0.

De la expresion (3.6) se ve que al tomar el limite J(7) — o0, todos los términos vuelven a

tender a 0 a excepcion del término para n = 0. Asi, C(7) tiende a 1.

Ambas funciones muestran el mismo comportamiento en el limite &(7) — oo. Ahora solo
falta comprobar la tendencia de ambas funciones en 7 = 1. La importancia de este punto de
H reside en que, posteriormente, se va a emplear una funcién restringida a un subconjunto

F={reH:|R(7)| <1y |r| > 1}, parael que 7 = —1 y 7 = 1 son ciispides.
Para 62 se tiene en cuenta el Corolario 2.8 para ver que:

0(1—1/7)*~ 4 (;) e™/2 cuando S(1) — .

Para comprobar que la funcién C tiene el mismo comportamiento que 62, se usa la expresion

obtenida de la férmula de las sumas de Poisson de nuevo, (1.2). Tomando en esta el valor a = %,
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se obtiene lo siguiente:

o0 (_1)71 B 00 "
nz cosh(mn/t) n:Z_OO cosh(m(n + 1/2)t)

=—00

Para 7 =it, t > 0, se tiene que cosh(mn/t) = cosh (@)
imn

= ) = cos (’TT—") De esta forma, se

Se tiene en cuenta que cosh(it) = cos(t), por lo que cosh (

cumple lo siguiente:

I G DA < S G D 1
nz cosh(mn/t) nz cos(mn/T) i nz_:oo cos(m(n+1/2)7)

=—00 =—00

Por otro lado, se tiene que:
o0

Cl—1/r)= ) (= D))

COS
n=-—00

Teniendo en consideracién la expresion del coseno de la resta de angulos se tiene:

cos (mr - T:_—W) = cos (nm) - cos (?) + sen (n) - sen (g)
= cos (n7) - cos <n?7r> =(=1)" - cos (?) .

De esto, se tiene la siguiente igualdad:

= =) & 1
=Y T X ey

COS ( COS
n=-—00 n=-—00

Los principales términos de este tltimo sumatorio son los correspondientes an = —1y n = 0.
Como el coseno es una funcién par, estos términos son el mismo, y al considerar su limite cuando
(1) — 00, el mddulo de estos términos serda mayor que el de @ o el de cualquiera de los
términos para otros n. Considerando que 7 = o + it y la expresion éxponencial del coseno para

los mayores términos, se tiene que cuando t — oc:

0(1 o 1/7_) —4 (%) €7ri7/2 +0 (|7_| e—37rt/2) _
El comportamiento de la funciéon C es el mismo que el de la funcion 62. O

Esta proposicion prueba que 6% y C tienen las mismas propiedades estructurales. Ahora solo

faltaria ver que 9(7)2 = C(1), esto es, que el valor de ambas funciones en cada punto de H es el

mismo. Para esto, se considera la funcion f = 9%.
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Teorema 3.4. Se considera que f es una funcion holomorfa en el semiplano superior que verifica:

1 f(r42)=f(7),

2. f(=1/7)= [f(7),

3. f(1) estd acotada.

Entonces, f es constante.

Se considera el semiplano superior cerrado, H = {z € C : 3(z) > 0}. Para la demostracién de
este teorema se introduce el subconjunto de H definido de la siguiente forma:

F={reH: R(n)| <1y || >1}. (3.7)

Los puntos correspondientes a 7 = —1 y a 7 = 1 son cuspides y son equivalentes bajo la
aplicaciéon 7 — 7+ 2.

Antes de proceder con la demostracion del Teorema 3.4, se presenta un lema

Lema 3.5. Cada punto del semiplano superior puede conectarse por medio de una aplicacion con

F usando repetidamente las siguientes transformaciones lineales fraccionarias o sus inversas:

To: 7= 74+2, S:— 17— —1/7.

Demostracion. Sea G el grupo generado por Ts y S. Como 15 y S son transformaciones lineales

fraccionarias, es posible representar un elemento g € G por la matriz:
a b
9= )
c d

at +b
cr+d

teniéndose que

g(r) =

Como las matrices representando a Ty y .S tienen coeficientes enteros y sus determinantes son
la unidad, estas mismas caracteristicas se extienden para todas las matrices de elementos en G.
En particular, si 7 € H, entonces
S(7)

er +d*

3(

S(g(7)) (3.8)

SeaT € H. Sige G con g(1) = Z:_ts, entonces ¢ y d son enteros por ser G el grupo generado

por 15 y S. Esto permite definir una accién de G en el semiplano superior. Teniendo en cuenta
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la expresion (3.8), es posible escoger una accion gg € G tal que I(go(7)) es maximal, esto es, tal
que no sea posible escoger ninguna otra accién g € G con una parte imaginaria estrictamente
superior a la de go. Como las traslaciones T y sus inversas no cambian las partes imaginarias,
es posible aplicar una cantidad finita de estas para ver que existe un g; € G verificando que
|R(g1(7))| < 1, donde R(b) denota la parte real de b, y que J(g1(7)) sea maximal. Entonces,
basta con probar que |g1(7)| > 1 para concluir que g1(7) € F.

Si se supone que esto no se cumple, se tiene que |g1(7)| < 1. A partir de esta condicién, se
busca probar por reduccion al absurdo que g;(7) € F. Entonces, se toma la parte imaginaria de

la accion g; bajo la transformaciéon S:

%<91 (T)>
S (Sg1 (7)) =S (=1/g1 (7)) = ————5= >3 (g1 (7).
lg1 ()]

De esta forma, se tiene I (Sgy (7)) es mayor que (g1 (7)), y esto supone una contradiccion,
pues se habia elegido la accion g; de tal forma que su parte imaginaria fuese maximal. No se
cumple la maximalidad de S (g; (7)), por lo que queda demostrado por reduccion al absurdo que

lg1(7)] > 1y, asi, que ¢g1(7) € F. El lema ha sido demostrado. O

Ahora, tras enunciar y demostrar este lema, se procede con la demostracion del Teorema 3.4,
para la que se hace uso de dicho lema.
Demostracion. (Teorema 3.4) Sea f una funciéon no constante y sea g(z) = f(7), donde z = ™.
Como por la primera hipdtesis del teorema se tiene que f es periddica de periodo 2, la funcion
g estara bien definida en z en el disco unidad perforado, pues su diametro es precisamente de
dos unidades. Ademas, como por la tercera hipotesis, f(7) esta acotada, g estara acotada en un
entorno del origen. De esta forma, 0 es una singularidad evitable de g y, por la Proposicién 1.14
se tiene que lim, 0 g(z) = limg ;) f(7) existe. Por el principio del médulo méximo se tiene

que:

m [ f(7)] < sup [f(7)].

S(r)—ro0 TEF

Ahora, se estudia el comportamiento de f en las cispides, esto es, en los puntos 7 = +1.
Como se tiene que f (7 +2) = f(7), basta con estudiar el comportamiento de f en el punto
7 =1, pues en 7 = —1 la funcién se comportara de la misma forma. Si se asume la existencia de
limg ()00 f(1 — 1/7), por el principio del médulo maximo se tiene que:

m [f(1-1/7)] < fleljglf(ﬂl‘ (3.9)

S(1)—ro00
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Para estudiar el comportamiento de f en 7 = 1 se estudia el comportamiento de F(7) =
f(1—=1/7) en el limite en el que (1) — oo. Para ello, primero hay que ver que F' es periddica.

Para ello, se considera la transformacion lineal fraccionaria asociada a la matriz:

1—n n
U, = .
(—n 1—|—n>

Equivalentemente, se esta considerando la aplicacion:

(I-n)T+n
—n7+(1+n)’

que lleva 1 a 1. Ahora, sea u(7) = 1/(1 — 7) una funcién que lleva 1 a co y cuya inversa es

w(r) "t =1—1/7, que lleva oo a 1.

Asi, teniendo en cuenta que T}, es la traslacion T,, = 7 + n, se ve que U, es la traslacion

asociada a la funcion pu:

Up = pu "Typ.

Esta claro que de esta forma se tendra que U,Up, = Upym:

U U, = u_lTn,u . ,u_leu = u_lTnTm,u =Upim-

2 -1
v = ( ) ~1s
1 0

De esta forma, cualquier U, se podra obtener en un nimero finito de aplicaciones de T, de S

Ademaés, se tendréa que:

o de sus inversas. Se toma un U, inicial arbitrario y se aplica U_1 o su inversa las veces que haga
falta para alcanzar el valor de n + m deseado. Esto es posible gracias al Lema 3.5, por el que
cada punto de H se puede conectar con F por medio del uso repetido de las transformaciones
lineales Tb y S. Ademas, como f es invariante bajo T y S, también es invariante bajo Up,. Asi,

se tiene que:

f (0™ Tap(r)) = f (7).

Entonces, considerando que F(7) = f (1~ (7)) = f(1 — 1/7), se tiene que para todo entero

F(r)=f(p ' () = f (0" Tap- p= (7)) = f (™' Tur)) = F(Tr).
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Esto es equivalente a que la funcién F' sea periddica de periodo 1, que es lo que se queria

probar. De esta forma, tomando h(z) = F(7), con z = ™7

, se tiene que h tiene una singularidad
evitable en z = 0. Entonces, por la Proposicién 1.14 se tiene que la existencia de esta singularidad

evitable es equivalente a que lim, o h(z) = limg ()0 F'(7) ¥, asi, la relacién (3.9) se cumple.

De lo anterior, se concluye que f no alcanza su maximo en los puntos 7 = +1, que son los
unicos dos puntos de F que no pertenecen al semiplano superior. Asi, f ha de alcanzar su maximo
en el interior de H. Sin embargo, esto supone una contradiccion al principio del méximo, por lo
que se ha llegado a un absurdo. Asi, el teorema queda probado por reduccién al absurdo tras

suponer que f no era constante. O

Ya se tienen todos los resultados necesarios para probar que (1) = C(r). Demostrando
esto, se tendria que la identidad (3.3) se cumple y, enotonces, como la Proposicion 3.2 establece
que esta identidad es equivalente al enunciado del teorema de los dos cuadrados, este quedaria

demostrado.

Se considera la funcion f (1) = Cr) Se sabe por el Corolario 2.4 que la funcién 6 (1) no se

o
anula en el semiplano superior, por lo que f es holomorfa al existir en todo punto de H y ser el

cociente de dos funciones holomorfas en H.

Por la Proposicién 3.3 se tiene que tanto C' como #? cumplen que C (7 +2) = C (1) y que
C(r) =L C(-~1/7), por lo que se va a tener que f (74 2) = f(7) y que f(r) = f(=1/7). Esto

es, f es invariante bajo las transformaciones T> y S.

Finalmente, la funciéon f cumple que f(7) — 1 cuando (7) — o0, puesto que sus dos

elementos cumplen esta propiedad de acuerdo con la Proposicién 3.3.

La Proposicién 3.3 también afirma que tanto C' como 62 cumplen que C(1—1/7) ~ 4 (%) emiT/2

cuando ¥(7) — oo. Asi, la funcion f tiende a 1 cuando 7 tiende a las cuspides.
De esta forma, f no solo esté acotada en F, sino que también lo esta en H.

Ahora, por el Teorema 3.4 se tiene que f es constante y, a la vista de los limites considerados
antes, esta debe ser igual a la unidad. De esta forma, queda probado que 9(7‘)2 = C(7), que era

lo necesario para demostrar el teorema de los dos cuadrados.

Entonces, se tiene el siguiente enunciado para determinar el nimero de formas en las que un

ntmero entero positivo n se puede expresar como la suma de dos cuadrados: si n > 1, entonces

ra(n) = 4(di(n) — d3(n)).

Esta formula se puede interpretar como que, si n = pj' -+ p?” es la factorizacion en primos
de n en la que p1, ..., p son distintos, entonces el entero positivo n puede ser representado como

la suma de dos cuadrados si, y solo si, todo primo p; de la forma 4k + 3 que aparece en la
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factorizacion de n tiene un exponente a; par.

Si n = p, donde p es un primo de la forma 4k + 1, se tiene que r3(n) = 4(2 — 0) = 8. Esto
implica que un n de la forma 4k + 1 se podrfa escribir de una tinica forma como n = n? + n3,

excepto por los signos y cambios de orden de nq y de ns.

Sin = g% donde ¢ es un primo de la forma 4k + 3 y a es un entero positivo, se tiene que:

r=a(3)+) - (1272 +0)]

donde |b] representa el mayor entero menor o igual que b. Si a es impar, se tiene que bJ = La—glJ

y, por lo tanto, r2(¢q%) = 0. De esta forma se tiene que r2(n) > 0 si, y solo si, a es par.

Como el producto de dos ntimeros que se pueden escribir como sumas de cuadrados se puede

escribir como suma de cuadrados, de los dos resultados anteriores se deduce el resultado.

3.1. Comportamiento asintético

Para complementar el estudio del teorema de los dos cuadrados, se destaca que hay ciertas

irregularidades en el comportamiento de las funciones r9(n) para valores de n muy grandes.

Primero se estudia el comportamiento asintotico de ra(n). En este caso, se cumple que
ro(n) = 0 para una cantidad infinita de valores de n, mientras que, por otro lado, se cumple

que limsup,,_ ., r2(n) = co.

Como ya se dijo con anterioridad, ningiin entero de la forma 4k + 3 puede ser escrito como
la suma de dos cuadrados. Teniendo en cuenta que 72(n) es el namero de formas en las que un
entero positivo se puede escribir como la suma de dos cuadrados, esta claro que para todo entero
positivo de la forma 4k + 3 se va a cumplir que ro(n) = 0. Asi, hay infinitos valores de n para

los que r3(n) = 0.

Se consideran los enteros positivos de la forma n = 5*. Los divisores de cualquier posible
valor de n van a ser potencias de 5 y, a su vez, cualquier potencia de 5 es de la forma 4k + 1.
Entonces, siempre se va a tener que di(n) = k+1y que d3(n) = 0y, en estas condiciones, ra(n) =
4(dy(n) —ds(n)) =4(k+1—0) =4(k + 1). Asi, al considerar los enteros positivos de la forma

n = 5% im0 72(5%) = limy,__, o, 4k = 0o. De esta forma, se tiene que limsup,, . r2(n) = oco.



Capitulo 4

El teorema de los tres cuadrados

Después de ver que no todos los enteros se pueden expresar como la suma de dos cuadrados
y de hallar cuéles si pueden, es logico plantear antes la cuestiéon de cuales se pueden expresar
como la suma de tres cuadrados o si todo entero positivo se puede expresar como la suma de tres
cuadrados. La respuesta a esto la da el Teorema de los tres cuadrados, planteado por Legendre en
1797 y generalizado por Gauss en 1801. El enunciado que todo entero positivo puede expresarse
como la suma de tres cuadrados si, y solo si, dicho entero no es de la forma 4"(8m + 7), con
r,m > 0.

Por ejemplo, todos los niimeros que son 7 en médulo 8 no son suma de tres cuadrados, como
se puede ver con el 7, el 15 o el 23; pero estos no son los dnicos, ya que, por ejemplo, el 4-7 = 28
tampoco lo es. Si, por el contrario, se consideran todos los enteros entre el 16 y el 22, estos
se pueden expresar como la suma de tres cuadrados: 16 = 42 + 0% + 02, 17 = 32 + 22 4 22,
18=424+12+412,19=32+32+12,20=42+22402,21 =42 4+22+12 y 22 = 324+ 32422, Esto
se debe a que ninguno de los enteros entre 15 y 23 se puede expresar como una potencia de 4 por
un entrero que sea 7 en moédulo 8. Ademas del ya mencionado 28, los enteros mas pequenos que
no son 7 en médulo 8 y no se pueden escribir como la suma de tres cuadrados son 4 - 15 = 60,
4.-23=92,42.7=112y 4-31 = 124.

La demostraciéon del teorema de los tres cuadrados no se trata desde el punto de vista de la
teoria de formas modulares debido a la dificultad que supone su planteamiento. Es mucho més
complejo tratar con potencias impares de la funcién theta de Jacobi que con las potencias pares
que se usaron para la demostracién del teorema de los dos cuadrados y se usarédn para la del
teorema de los cuatro y los ocho cuadrados. Adicionalmente, en el teorema de los dos cuadrados
se emplea una funcién de peso 2/2 = 1. En el teorema de los cuatro cuadrados se utiliza la serie
de Eisenstein de peso 4/2 = 2 y en el teorema de los ocho cuadrados la de peso 8/2 = 4. Sin

embargo, en el caso de los tres cuadrados, la funcién seria de peso 3/2. Las formas modulares de

29
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peso semientero son mas complicadas que las de peso entero y por ello se evita utilizarlas.

Se presenta ahora el teorema de los tres cuadrados, asi como su demostraciéon. En ella, se ha
omitido un calculo técnico y que es el que permite concluir, aunque se detalla la estructura del

resto de la demostracion.

Teorema 4.1. Todo entero positivo puede expresarse como la suma de tres cuadrados si, y solo

si, dicho entero no es de la forma:

4"(8m+17), conr,m>0.

Demostracion. Lo primero que se prueba es que si todo entero positivo se puede expresar como la
suma de tres cuadrados, entonces dicho entero no es de la forma 4"(8m+7). Esto es equivalente a

probar que si n = 4" (8m+7), entonces n no puede ser expresado como la suma de tres cuadrados.

Se comprueban los valores que pueden tener los cuadrados perfectos de todo entero positivo

en modulo 8. A continuacion se representa cada uno de manera individual:

0°=0 (mod 8),  1*=1 (mod 8),
22 =4 (mod 8),  3*=1 (mod 8),
42=0 (mod 8),  5°=1 (mod 8),
6°=4 (mod 8),  7*=1 (mod 8).

Esto evidencia que los cuadrados en modulo 8 son 0, 1 6 4. De esta forma, se consideran las
posibles combinaciones de estos tres valores para ver los enteros que se pueden representar como

la suma de tres cuadrados en modulo 8.

0+04+0=0 (mod 8),
04+4+4=0 (mod 8),
04+0+1=1 (mod 8),
1+4+4+4=1 (mod 8),
0+1+1=2 (mod8),
1+1+4+1=3(mod 8),
04+0+4=4 (mod 8),
4+ 4+4=4 (mod 8),
0+14+4=5 (mod 8),
1+1+44=6 (mod 8).

De esta forma, queda en evidencia que ningiin entero que sea 7 en moédulo 8 se puede expresar

como la suma de tres cuadrados.
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Se tiene el comportamiento para ciertos valores, que se denotan por k. Entonces, se supone
que n = 4k. El objetivo es probar que n es la suma de tres cuadrados si, y solamente si, k es la

suma de tres cuadrados

Si se supone que k puede ser escrito como la suma de tres cuadrados, k = 2% + y? + 22
A partir de esto, n se puede expresar como n = (27)2 + (2y)? + (22)2, que es la suma de tres
cuadrados. Sin embargo, por hipotesis se tiene que £ = 8m + 7. De esta forma, k = 7 y, de
acuerdo con lo mostrado previamente, k no se puede expresar como la suma de tres cuadrados.

Esto prueba la primera implicaciéon del teorema.

Por otro lado, se pretende demostrar que si n es la suma de tres cuadrados, k es la suma de
tres cuadrados. Se supone que k no se puede escribir como la suma de tres cuadrados y se tiene
que n = 4k = 22 + y? + 22. Como n es par, no puede pasar que entre x,y y z, solo uno o los
tres sean impares, puesto que su suma resulta en un valor impar. En el caso en el que dos de
los cuadrados sean impares, la suma seria 2 en modulo 4, por lo que son todos pares. De esta
forma, se definen = 2a, y = 2b y z = 2¢. Entonces, 4k = 4a® + 4b* + 4¢? y, como consecuencia,
k = a® + b> + ¢%. Sin emabargo, se habfa supuesto que k no era la suma de tres cuadrados, por
lo que se da una contradiccién. Se concluye por reduccién al absurdo que si n es la suma de tres

cuadrados, entonces k es la suma de tres cuadrados.

Esto concluye la prueba de que n es la suma de tres cuadrados si, y solo si, k es la suma de

tres cuadrados.

Ahora, el objetivo es probar que todos los enteros positivos que no son de la forma n = 4" (8m-+
7) se pueden escribir como la suma de tres cuadrados. Como ya se comentd, la demostracion tiene

calculos complejos y por este motivo solo se proporciona una idea de como se plantea la prueba.

El objetivo es construir una forma cuadratica definida positiva con determinante unidad que
sirva para representar un entero n de la forma n = 4"(8m + 7). Si esto se cumple, la forma

cuadratica equivale a la representacién de n como la suma de tres cuadrados.

La notacién que se emplea es la recogida en la Definicion 1.17 y en el Teorema 1.18, esto es:

ailp agr agl

. a1 a2
(az‘j)— a2 az asx |, b=

ai2 Qa2
a13 a3 as3

La construccién de una forma cuadratica ternaria definida positiva, de acuerdo con el Teorema
1.18, se centra en encontrar un b > 0 tal que —b sea un cuadrado perfecto en médulo bn — 1. Una
vez se tiene este b, se escoge un aj2 que verifique que —b sea congruente con a%, en médulo bn — 1.

Adicionalmente, se determinan los siguientes valores para los coeficientes de la representacion
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matricial de una forma cuadréatica:

a2 — bn — 1,

b—|—a%2

all = ———,
a2

aiz = ]-7

ass = 0,

ass = n.

Ademas, por la Definicién 1.17, se tiene que a13 = a91, a13 = a31 y a93 = ags. De esta forma,

todos los elementos de la representaciéon matricial quedan determinados para un cierto b.

. . 3
Con todos los coeficientes determinados, se establece que f(x1,x2,x3) = Zi,j:l AijTiT;.
De esta forma, se tiene una forma cuadrética ternaria definida positiva, f, verificando que su

determinante es 1 y que f(0,0,1) =n

La cuestion de la eleccién de b cumpliendo que —b sea un cuadrado perfecto en médulo bn —1
es més compleja. Un procedimiento por el que se podria determinar incluye el uso de los simbolos
de Jacobi. Estos consisten en una generalizacion de los simbolos de Legendre. Si se considera un

entero impar b = Hle pr y una constante a entera, se define un simbolo de Jacobi (%) €como

() -T1(%).

r=1
donde (p%) denota el simbolo de Legendre habitual.

Otro resultado a tener en cuenta es el Teorema de Dirichlet para nimeros primos en pro-
gresiones aritméticas. Este dice que si a y d son enteros positivos coprimos, entonces hay una

cantidad infinita de niimeros primos congruentes con a en médulo d.

De esta forma, a partir de los simbolos de Jacobi y el teorema de Dirichlet para nameros pri-
mos en progresiones aritméticas se puede desarrollar un calculo complejo con el que se encuentra
un valor de b que cumple que —b es un cuadrado perfecto de modulo bn — 1. A partir de este b se
define una forma cuadrética ternaria definida positiva y de determinante 1. En estas condiciones,
aplicando el Teorema 1.19 se tiene que dicha forma cuadratica ternaria es equivalente a la suma

de tres cuadrados, por lo que el teorema queda probado. O



Capitulo 5

El teorema de los cuatro cuadrados

En este capitulo se prueba el teorema de los cuatro cuadrados, esto es, se demuestra que
todo entero positivo se puede expresar como la suma de cuatro cuadrados y se encuentra una
expresion para r4(n), que da el nimero de formas en las que se puede expresar el nimero como

suma de cuatro cuadrados.

El teorema de los cuatro cuadrados fue propuesto por primera vez por el matematico griego
Diofanto de Alejandria, el mismo al que se atribuyen los primeros escritos conservados que hacen
referencia al teorema de los dos cuadrados. Sin embargo, este solo era conocedor del resultado y
no proporcionoé una prueba. Este resultado estéa recogido en Arithmetica, que era un tratado de 13
libros de los que solo se conservan los seis primeros. La primera demostracion no llegaria hasta el
siglo XVII, de la mano del matematico Pierre de Fermat. Sin embargo, este no llegb a publicar su
demostracion y no seria hasta 1770 que se publicaria por primera vez la prueba de este teorema.
La demostracion la conseguiria hacer Joseph-Louis Lagrange y por ello a este teorema también
se lo conoce como el teorema de los cuatro cuadrados de Lagrange. Sin embargo, la prueba que
se da en este capitulo es la proporcionada por Carl Gustav Jakob Jacobi en 1834, que anadia la
expresion del namero de formas en las que un entero positivo podia ser expresado como la suma

de cuatro cuadrados.

Para enunciar el teorema se denota por o7 (n) al nimero de divisores de n que no son divisibles

por cuatro. Asi, el teorema de los cuatro cuadrados es el siguiente:

Teorema 5.1. (de los cuatro cuadrados) Cada entero positivo es la suma de cuatro cuadrados

y, ademds, para todo n > 1:

ra(n) = 8o (n). (5.1)

De manera analoga a como se hizo para el teorema de los dos cuadrados, se establece una

relacion que identifica la funciéon generatriz de la sucesion {rq(n)} > | con la cuarta potencia de

33
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la funcién 6.

Teniendo esto en cuenta, se busca encontrar la funcion modular cuya igualdad con 9(7)4
exprese la identidad r4(n) = 8cj(n). Sin embargo, este caso no es tan sencillo como el del
teorema de los dos cuadrados y no sirve con simplemente definir una funciéon como C(7). Esta
vez, es necesario construir una funciéon que supone una ligera variacion de las series de Eisenstein
consideradas en la Definicion 1.21. De esta forma, se define, para 7 € H:

ZZ T Z; = (5.2)

T—I-

Las series representadas no convergen absolutamente, por lo que es indispensable mantener

el orden de suma, ya que la reordenacién de los términos de la serie altera el valor de la suma.

Con la siguiente proposicion se reduce el teorema de los cuatro cuadrados a las propiedades
modulares de Fj al establecer una relacién entre 8* y E3 que es equivalente al propio teorema

de los cuatro cuadrados.

Proposicion 5.2. La igualdad r4(n) = 80 (n) es equivalente a la identidad

1
0(r)* = 3 E5 (1), donde T € H.

Demostracion. Primero, se considera que 0(7)* = Yoo ra(n) ¢". De esta forma, al sustituir en
esta expresion que 4(n) = 807 (n) y separar del sumatorio el término para k = 0, se llega que
T

basta con probar que, si ¢ = ™7, entonces

1 * - *
3 E5(r)=1+ 2801 (k)"
k=1

Ahora, se consideran las series prohibidas de Eisenstein que se establecieron en la Definicion

1.22, omitiendo el término para el que n = m = 0:
1
F(r)= g g — . 5.3
(7) (n (mT+n)2> (53)

Una vez mas, la serie no es absolutamente convergente y, por ello, las sumas deben darse en
n y, posterioremnte, en m, sin alterar en ningtn caso este orden. Primero se hace el sumatorio
en n y, posteriormente, en m. Teniendo esto en cuenta, es posible expresar (5.2) en términos de
las series prohibidas de Eisenstein (5.3), que se definen de la siguiente manera:

T

Ei(r)=F (5) — 4F (27). (5.4)
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Por el Corolario 1.24 se tiene que, siendo o1 (k) la suma de los divisores de k:

2 © .
F(r) = % — 872> oy (k)eiTE, (5.5)
k=1

Ahora, se tiene en cuenta que se habia denotado por of(n) al nimero de divisores de n que
no son divisibles por cuatro. Si n no es divisible por 4, entonces ninguno de los divisores de n
seré divisible por 4. Sin = 4n y d es un divisor de n que es divisible por 4 que se denota como
d= 43, entonces d divide a 7. Asi, los divisores de i que son divisibles por 4 son o1(n) = d= %
y, de esta forma, los divisores de n que son divisibles por 4 son d = 4d = 4oy (n) = 4oy (%)
Teniendo esto en cuenta, se define o (n) como:

(5.6)

. o1 (n) si n no es divisible por 4.
o1 (n) = o1 (n
1

) — 401 (%)  sines divisible por 4.
Combinando las expresiones (5.4) y (5.5) se tiene que

m? e L T Aritk
Bj(r) =~ =8 o1 (k)e™™ — ——+321° } o1 (k) '™
k=1 k=1

oo oo
= —n? — 872 Z o1 (k) €™ 4 872 Z 401 (k) ¥k,
k=1 k=1

Se tiene en cuenta esta expresion y (5.6). El caso en el que n es divisible por 4 se deduce
facilmente de la expresion (5.6). El caso en el que n no es divisible por 4 se obtiene debido a que
> opey 4ot (k) e*™7k se anula por la simetria de los términos del sumatorio en el plano complejo.

Asi, se llega a que

E; (1) = —n> —87° ) _of (k) ™™
k=1

De esta forma, la proposicién queda probada. O

Asi, el Teorema 5.1 se ha reducido a la identidad % = —# E5. Para probar esto hay
que demostrar que Ej satisface las mismas propiedades modulares que 6*. Con este objetivo,
se introduce un lema que posteriormente se emplearda en la demostraciéon de las propiedades

modulares de EJ.

Antes de presentar el lema, se consideran las series prohibidas de Fisenstein, I, y las series
que se obtienen invirtiendo el orden de las sumas de estas, F', teniendo en cuenta que en ambos
casos se omite el término que corresponde con n = m = 0:

F(T):Z<ZW> y ﬁ(7)22<212>.

~ - — (m7 +n)
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Lema 5.3. Las funciones F' y F satisfacen que:

1. F(=1/7) = 12F (1),

2. F(r)— F(r)= 2

T 7

8. F(—1/7)=72F (1) — 2mir.

Demostracion. Para demostrar la primera igualdad, basta con considerar la siguiente identidad:

(n+m (71/7'))2 =772 (—m + n7)2 )

El término de la izquierda representa cada uno de los elementos de las series F'(—1/7),
mientras que el término de la derecha representa cada uno de los elementos de las series 72F (T).

Asi, la primera igualdad esta probada.

Para probar la segunda igualdad se recurre a la funcién eta de Dedekind, que se define como:

00
27rz'm-

Se considera el logaritmo neperiano de la funcién eta de Dedekind:
oo
o
In (n(1)) = T + Z In (1 —e*™™"7).

Asi, se calcula la derivada de n por derivacion logaritmica y se obtiene que:

n i 2minT
(1) =15 2T e
n — €

Sin embargo, si 01 (k) denota la suma de los divisores de k y se considera que para una serie

geomeétrica se tiene que > ;7 e2minTl — l_ezﬁ, entonces se cumple que:

> e2mint 0 )
§ : § : § :n€27rm7— 2minTl § : § :n627r'm'r(l+1)
627rzn7
n= 1 n=1 1=0 n=1 (=0
SIS 00
— § : § n€27r7,n7m — 2 :0'1 (l{?) e?TI’ZTk"
n=1m=1 k=1

Asi, la derivada de n se puede expresar de la siguiente forma:

l (7—) _ " o1 (k) 627ri7'k'
77 k=1
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Teniendo en cuenta la expresion (5.5), esto se puede escribir como

" i
E (1) = EF(T). (5.7)

Aplicando la regla de la cadena, es posible hallar de manera sencilla que la derivada logarit-
mica de 1 (—1/7) es 772 (%) (—1/7) =772LF (-1/7).

De la primera propiedad de este lema se obtiene que la derivada logaritmica de n (—1/7) se

puede expresar como

' i~
" (= -F@). (5.8)

Ahora se considera el Corolario 2.9, por el que se tiene que

o=1/m) = [ 0o

Por derivacion logaritmica de esta expresion se obtiene que

,’7/ 1 ,'7/
yCUD =54 ) (5.9)

Teniendo en cuenta la expresion (5.7), esto es equivalente a:

(—1/r) = % + ﬁF(T) |

= =

Combinando las expresiones (5.8) y (5.9) se tiene la siguiente relacion:

7 ~ 1 7
_F - — 4+ F .
(7) 2T + 47 (7)

Sin més que multiplicar a ambos lados de la expresién por 47” se tiene que

F(T):—f.—I-F(T).

T

Esta se trata precisamente de la segunda igualdad que se queria probar, por lo que queda

demostrada.

Para demostrar la tltima igualdad se consideran las dos igualdades anteriores del lema. De

esta forma se tiene que

F(r)=77F (<1/r) = =22 + F(r) & F(-1/7) = 7*F () — 2mir.

Esta es la tercera igualdad, por lo que queda probada. O
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Ahora, se presenta la proposicién que establece que las propiedades modulares de —726% y

las de Ej son las mismas. El resultado es analogo al presentado para la funciéon C' y 62 en la

demostracion del teorema de los dos cuadrados.

Proposicion 5.4. La funcion E; (1) definida en el semiplano superior tiene las siguientes pro-

piedades:

1. B3 (1+2) = E5 (7).
2. B3 (1) =—772E} (—1/7).
3. B3 (1) — —72, cuando (1) — oo.

4. |E3 (1=1/7)] = O (|7%™7|), cuando (1) — oo.
Ademas, —r20* cumple las mismas propiedades.

Demostracion. La primera propiedad se prueba de manera sencilla teniendo en cuenta el siguiente

calculo:

By (1+2) = —n% - 8r? Z o7 (k) emUT2)k
k=1
— _ﬂ_2 _ 8’/T2 ZUT (k‘) em‘Tk: (627ri)k
k=1

oo
— _71_2 o 877'2 Zo_ik (k) emﬂc
k=1

Asi, la periodicidad de E3 queda probada.

Para probar la formula de transformacion de E3 bajo 7 — —1/7 recogida en la propiedad

2 de la proposicion, se parte de la expresion (5.4):
Ei(r)=F (g) _4F (27).

Al tener E3 expresado en funcién de F', es posible usar el Lema 5.3 para demostrar la segunda

propiedad de la proposicion.
E5(=1/7) = F(=1/(27)) — 4F(=2/7)
= [4r2F(2r) — 4mit] — 4 {(7/2)2 F(7/2) — mir
= A72F(21) — 4 (7/2)* F (1/2)
= —7%(F (1/2) — 4F(27))
= —7’E5(1).
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Asi, la segunda propiedad queda demostrada.

La tercera propiedad se prueba partiendo de la expresion (5.5):
F( :7_87T2ZU 27rz7'k’

donde el sumatorio tiende a 0 cuando (1) — oc.

w2

A la vista de la tendencia de la serie, se tiene que cuando 3(7) — oo, F' (1) — %-.

Entonces, teniendo en cuenta una vez mas la expresion (5.4), E3(1) = F (3) — 4F (27), se

tiene que cuando (1) — oo, E5(T) — %2 - % = —72. Asi, la tercera propiedad queda

probada.

Para probar la dltima propiedad, se aplica la tercera propiedad del Lema 5.3.
~1 2r \? 2 2

F(1/2-1/2r)=F (- = (=) P ) —omi .

27 T—1 1—7 1—7

Ahora, para conocer el valor de F (

=T ), se aplican dos de las propiedades del Lema 5.3.

Primero se considera la periodicidad de F' y finalmente se emplea la tercera propiedad.

F<12_TT) =F(-242/(1-7)=F(@2/(1-71)) = (1;T>2F<T;1> —2m'<T;1>.

Conociendo esto, se sustituye el valor de F' <12_—TT) en la identidad hallada previamente. Ope-

rando, se obtiene lo que se muestra a continuacion:

27 \?2 2T 2T
1/2—-1/2 — 27
(/ /T) ( > (1—7’) Z1—T
7'—1 o T—1 o 2T
7'—1 2 2 2 1—71
~1 2r \?/r—1 2r
2 .
= F -2 -2
-1 272 2
=7’F T — 271 T — 2 T .
2 T—1 1—17

Aplicando el Lema 5.3 también se tiene que F' (2 —2/7) = F (=2/71) = <§) F (1/2)—2mit /2.

Entonces, empleando la expresion (5.4) y aplicando sobre esta la identidad anterior, se llega a lo




40 5. El teorema de los cuatro cuadrados

siguiente:

E3(1—1/7) = F(1/2—1/2r) — 4F(2 — 2/7)
— 72F (T;1> — o <12_TT> — o <T2i21> 4 [(Tj) F(r/2) —m’T}
= 2 F <751> —F(T/Q): —2m'< QTT L2 >+4m'¢
— 72 F (T;1> —F(r/2)| - amir G_T) + drir
— 72 F (T;) —F(T/2): .

~—
L

Considerando la expresion (5.5) y que Ej (1—1/7) = 72 [F (T2) — F (1/2)], se tiene la

siguiente igualdad:

E3(1-1/r) =72 [879 ial (k) e (1 - emk7>] .

k=1
De esto se tiene que, cuando (1) — oo:

B3 (1—1/7)| = O (|7%™|) .

Asi, la dltima propiedad queda probada y, con ella, la proposicion para E3.

La comprobacion de las mismas propiedades para #* se lleva a cabo de forma parecida a la
demostraciéon de las propiedades analogas del teorema de los dos cuadrados. Para la primera
propiedad, simplemente se considera el siguiente calculo:

o0 o0 o0

9(T—|— 2)4 _ Z eQTrin2(7'+2) _ Z 627rin27'€47rin2 _ Z 627rin27 _ 0(7_)4'

n=—o00 n=—oo n=-—00

Para la segunda propiedad, no hace falta mas que considerar que 0(7)? = i7~10(—1/7)2,
como se habia visto en la Proposicion 3.3. Al elevar al cuadrado los dos términos de la identidad

anterior, se ollega a que 0(7)* = —7720(—1/7)*.

En la tercera propiedad, se parte de que 6(7)* = >°°° jry(n)e™™ y se observa como si
J(1) — o0, entonces los términos del sumatorio tienden a cero, excepto el término que se
corresponde con n = 0. De esta forma, 0(7’)4 tiende al valor del término para n = 0, que es la

unidad.

Para la ultima propiedad, se tiene en cuenta de nuevo la Proposicién 3.3. Asi, se tiene que
6(1— 1/7’)2) =0 (‘Te%“” ) Esto permite deducir que ‘0(1 - 1/7‘)4‘ =
0 (|remir). .

cuando (1) — oo,




5.1. Comportamiento asintético 41

Ahora, para probar el teorema de los cuatro cuadrados, se considera el cociente f(7) =

« 4

E3(7)/0(7)".
Por la Proposicion 5.4 se tiene que tanto Ej como —m26% cumplen que Ej (7 +2) = F} (1) y
que E3 (1) = —772E} (—1/7), por lo que esta claro que f (7 +2) = f (1) y que f(7) = f (—1/7).

De acuerdo con la Proposicion 5.4, se tiene que cuando 3(1) — oo, 0(7)* — 1. Ade-
més, considerando la Proposicion 3.3 y el cuadrado de 62, se tiene que cuando 3(7) — oo,
0(1—1/7)* ~ 1672 ™"

Se tiene que f (1 +2) = f (1), f(r) = f(=1/7) y que f esta acotada, por lo que se cumplen

las condiciones que permiten emplear el Teorema 3.4 para ver que f(7) es constante. Por lo

establecido en la Proposicion 5.4, se tiene que Ej y —m20* tienen las mismas propiedades, por
* 2%
lo que f(7) = 5(27(;1) = _7;2];(2:;4) = —72. Asi, esta claro que la constante va a ser igual a —72. De

esta forma se ha visto que #* y E3 cumplen las mismas propiedades estructurales y por tanto la
igualdad % = —% E3 se cumple. Por la Proposicion 5.2, esta identidad es equivalente al teorema

de los cuatro cuadrados, por lo que esto quedaria probado.

5.1. Comportamiento asintético

Ahora, para complementar el estudio del teorema de los cuatro cuadrados, se considera 74(n)
y se estudia su comportamiento asintotico. Se tiene que r4(n) = 24 para una cantidad infinita

de valores de m, mientras que, por otro lado, se cumple que limsup,,_, r4(n)/n = oco.

Se consideran los enteros positivos de la forma n = 2¥. Se tiene que si k = 1, n no es divisor
de 4y, por la expresion (5.6), r4(n) = 80f(n) = 801(n) = 8- (1+2) = 24. Para k > 1, n sera

divisor de 4 y, por lo tanto, la expresion (5.6) establece que

r4(n) = 801 (n) = 8 (01(n) — 4o1(n/4))
k k
=8 <Z2l —4-221—2>
=0 =2
k k
8 <Z ol — Z 2l>
=0 =2

8- (1+2) =24

Asi, esté claro que r4(n) = 24 para una cantidad infinita de valores de n.

Se consideran ahora los enteros positivos de la forma n = ¢*, donde ¢ es impar y arbitraria-
mente grande. Como ¢ es impar, esta claro que n no va a ser divisible por 4 y, por lo tanto, de

acuerdo con la expresion (5.6), r4(n) = 807 (n) = 801(n).
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Sea {pi,...,pr} una numeracion de los ntimeros primos impares que conforman n. Si n es
un ntmero primo pp, entonces los divisores de n son 1 y p;, por lo que o1(n) = 1+ p;.
Se supone de esta forma que, si n es el producto de k — 1 ntmeros primos, se cumple que
o1(n)=(14p1)---(1+pk_1). Enotonces, hay que probar que si n es el producto de k primos,
o1(n) = (1+p1)--- (1 + pg). Se sabe por hipotesis que los divisores de ng_1 = p; - - - px—1 suman
(L+p1) - (1 4+ pg—1). Al multiplicar dicho nx_1 por pg, se tienen todos los divisores que ya se
tenfan para nix_1 y se anade cada uno de estos multiplicado por pi. Esto es equivalente a que
o1(n) = (1+p1) - (L +pg—1) (1 +p). En el nuevo término (1 + py), el 1 recoge los divisores
que ya lo eran sin py y el propio pi recoge los nuevos. De esta forma, queda probado por induccién
que o1(n) = (1+p1)--- (1 +pg).

Ahora, falta comprobar la divergencia del limite.

Asi, queda claro que limsup,,_ , 74(n)/n = co. De esta forma, existe una cantidad infinita
de valores para la que el nimero de posibles descomposiciones como la suma de cuatro cuadrados
es 24, pero también se tiene que en el limite para nimeros enteros muy grandes, la cantidad de

posibles representaciones como la suma de cuatro cuadrados tiende al infinito.

5.2. Reinterpretacion del teorema

Para complementar el estudio de los teoremas de las sumas de cuadrados todavia mas, se
presenta una identidad relacionada con %, que es equivalente al teorema de los cuatro cuadrados.
Con el objetivo de estudiar de nuevo este teorema, se establece una identidad relativa a la funcion
theta sin hacer uso de las propiedades modulares que se emplearon previamente en el capitulo en
el proceso por el que se llega a esta. Teniendo en cuenta que ¢ = ¢™7, la identidad en cuestion
es:

& n

0(r) =1+ 82 1 5.
n=1 (1 +(=D)" q")

(5.10)
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El primer paso para probar la identidad anterior es demostrar la siguiente relaciéon general:

n

00 00 nlq
n o __

Zal (n)q _Zl—qn’ |q‘ < 1a (511)

n=1 n=1

donde o7 (n) es la suma de las [-ésimas potencias de los divisores de n.

Esta expresion solo es necesaria durante el desarrollo de la demostracion en el caso | = 1,

pero aun asi se prueba la formula general para llevar a cabo un estudio mas completo.

Se tiene en cuenta que o;(n) = Y din d'. Asi, la expresion a la izquierda de (5.11) se puede

escribir de la siguiente forma:

Zal (n)q" = Z Zdl q".
n=1 n=1 \ d|n

Todo entero n se puede expresar como el producto de un divisor d y un entero m. De esta
forma, se tiene la siguiente igualdad:

[e.e]

ial(n)qn _ Z idlqmd _ io: i dlq(m—l-l)d.
n=1 m

=1d=1 m=0 d=1

Las series que se tienen deben ser convergentes, ya que cada elemento que las constituye es
finito y, para |q| < 1, ¢™? es convergente. Ademas, los términos ¢™? decaen exponencialmente y
dominan sobre los términos d*. Asi, en los elementos de la forma d'¢™?, el término ¢"™¢ hace que
los elementos de la serie tiendan a cero para valores de m y d altos. Como todos los elementos
son finitos, estd claro que las series deven ser convergentes. Esto permite cambiar el orden de
los sumatorios sin que el valor al que convergen las series se vea alterado. Entonces, la serie se

reescribe como

ial(n)qn _ io: i dlq(m+1)d — idlqd i qmd.
n=1 d=1m=0 d=1 m=0

Ahora, como |g| < 1, la serie en m es una serie geométrica convergente que cumple que

[e/e] md __ 1 : .
Yo g™ = T En base a esto, se tiene que:

> o = S =5

ool
n=0 n=1 q

n

El siguiente paso consiste en considerar el caso en el que I = 1 y demostrar la siguiente

igualdad:
n e n

Z q

qn B n=1 (1 - qn)Q.

(5.12)

0o ng
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Se vuelve a expresar como una serie geométrica, de tal forma que —— = Yoo 0 "™

1
1—q™ 1—q™

Esto permite que se establezca la siguiente identidad:

) o9
— ann Z qnm.
n=1 m=0

n=1

Como las series son convergentes, es posible cambiar el orden de los sumatorios, de forma

que se obtenga la siguiente relacion:

>

n=1

Z an ™ Z ann(erl).

m=0n=1 m=0n=1

I—qn

Ahora, se considera que la serie ) -7, nz" converge a . Esto permite expresar las series

(1—- :v)

presentadas previamente como:

- 2 2"
1—qgn (1 — gm+1) — (1- qk)

n=1 m=0

El objetivo de la demostracion pasa a ser el de probar el siguiente resultado:

co nqn o 4nq4n ot qn oo q4n oo . .
DD eiD DE s D s D DY L =;al<n>q . (5.13)

n
n=1 n=1 q n=1 q ) n=1

La primera igualdad es inmediata, sin mas que considerar la expresion (5.12), que se acaba
de probar. Para la segunda igualdad, primero hay que considerar la expresion (5.11), que permite

obtener la siguiente igualdad:

= ng" 4nq > n\ ,
Zl*q”_z Zal _gal<4>q

n=1 n=1

Ahora, basta con considerar la expresion (5.6), con la que se define o} (n).
[e.e] o0 n oo
> =Y o (5) " =D oin)g”
n=1 n=1 n=1

Con la prueba de la identidad (5.13), ya se tienen todos los resultados previos necesarios
para probar el enunciado equivalente al teorema de los cuatro cuadrados recogido en (5.10). Lo
primero que se considera es el enunciado del teorema de los cuatro cuadrados, que se reduce a
r4(n) = 80%(n). Al tener en cuenta que también se cumple la relacion 6()* = Yo gra(n) ¢",

se cumplen las siguientes igualdades:

0(r)' = ra(n)g" =8) oi(n)g" =1+8> ai(n)q"
n=0 n=1
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[e) q"

" (1+(—1)”q”)2

De esta forma, solo es necesario probar que Y >, o7(n)g" = > . A la vista

de la expresion (5.13), esta igualdad es equivalente a probar que

- . = .
,;(H(_l)nqn)z‘Z( R

Solo el primer sumatorio del término a la derecha de la expresiéon anterior proporciona ele-

1—q")

. , . . . n
mentos con valores de n impares. Por otro lado, el término a la izquierda es > o %)2 para

1(1

valores de n impares. Las expresiones de ambos sumatorios son las mismas, por lo que el caso en

el que n es impar queda probado.

Para el caso en el que n es par, el término a la izquierda de la igualdad es ) 7, ﬁ. Por
otro lado, los sumatorios a la derecha de la igualdad se desarrollan de la siguiente forma:

i q2n i< q2n 2q2n 2q2n )
i ( ? (1—g)? (1—¢)? (1+4¢)

— (1+¢)° = q*")

[u —qz;n) (1 a i))]

[ o ()|
(1—g2)? \ (1+¢*)?
2n

q
(14 ¢2n)*

||M8:F|48 ﬁMEﬁ

La igualdad también se cumple para los términos pares, por lo que la expresion (5.10) se
verifica. De esta forma, se ha encontrado un enunciado equivalente al teorema de los cuatro

cuadrados.
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Capitulo 6
Teorema de los ocho cuadrados

De igual manera que cualquier entero positivo puede ser expresado como la suma de cuatro
cuadrados, también se puede escribir como la suma de ocho cuadrados. De esta forma, la cuestion
que surge vuelve a ser el nimero de formas en las que se puede representar un entero n como la

suma de ocho cuadrados.

Primero, se denota por ¢3(n) a la suma de la potencia tercera de los divisores de n que no
son divisibles por cuatro y por o3(n) a la suma de la potencia tercera de los divisores de n.
Ademas, o}(n) y o%(n) denotan la suma de la tercera potencia de los divisores de n que son

pares e impares, respectivamente.

< (n) o3 (n) si n es impar. 6.1)
o3 (n) = . .
’ of (n) — ok (n) sines par.

Con o3 definida, se presenta el siguiente teorema, que da respuesta a la cuestion de la cantidad
de formas en las que se puede expresar un entero positivo como la suma de .

Teorema 6.1. Todo entero positivo es la suma de ocho cuadrados y, ademds, para todo n > 1:

rg(n) = 1603 (n). (6.2)

Ahora, se establece una relacion que identifica la funcion generatriz de la sucesion {rg(n)} >

con la potencia octava de la funcion @, tal y como se hizo en los teoremas de los dos y los cuatro

cuaadrados con sus respectivas potencias.

o
o(r)® = ng(n)q”, con ¢ =™, 7 € H. (6.3)
n=0

Para poder demostrar el teorema, se pretende encontrar la funcién modular cuya igualdad con

9(7’)8 exprese la identidad rg(n) = 1607%(n) de una forma alternativa. Una vez maés, se considera

47
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una funcién que supone una ligera variacion de las series de Eisenstein, aunque en esta ocasion
el valor del exponente es de n = 4. Entonces, para 7 € H y para valores de n y m de distinta
paridad, se define E} de la siguiente manera:

1
Ej(r) = Z m, con n y m de distinta paridad. (6.4)

(n,m)
Las series representadas convergen absolutamente, al contrario de lo que pasaba con las E3
consideradas en la demostracion del teorema de los cuatro cuadrados. Esto facilita la manipula-

cion de las series y evita la imposiciéon de un orden sobre las sumas.

La siguiente proposicién es equivalente al Teorema 6.1 y reduce el teorema de los ocho cua-

drados a las propiedades modulares de Ej.

Proposicién 6.2. La igualdad rg(n) = 1605(n) es equivalente a la identidad

4
th:—ﬁlﬁhﬁdm@TeH

Demostracion. Se consideran las series de Eisenstein de orden k£ = 4, cuya expresion es la que se

muestra a continuacién:

Eir)= Y. % (6.5)

(nam2,0) (T M)

Se considera la expresion que relaciona la funcién E} con las series de Eisenstein. Esta con-
sidera que E} es la serie de Eisenstein de orden k£ = 4, representada por el primer sumatorio,
restando de esta los elementos con la misma paridad, que se recogen en el segundo sumatorio.

T—1
By ( 2 )

Ei(r) = Ba(r) - —;

(6.6)

Se tiene en cuenta la siguiente expresion, que viene dada por la aplicaciéon del Teorema 1.23

al caso en el que k = 4 y relaciona las series de Eisenstein de orden k& = 4 con o3:

_ (27T)4 - omwikT
Ei(7) =20 (4) + 5= Y03 (k) 7, (6.7)
k=1

donde ( (4) se corresonde con el valor de la funcion zeta de Riemann evaluada en k = 4, esto es,
4

((4) = G-

Para probar la proposicion se tienen en cuenta (6.2) y (6.3), de manera que basta con demos-

trar que

48 N
—— Bi(n) =1+ > 1603 (k)q".
k=1
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Se consideran las expresiones (6.6)

y (6.7), que dan lugar a la siguiente igualdad:

E, (=2
B (r) = By (7) — (242 )
4 ! e
-9 p2miTk Cé ) . % 203 (k) emi(T=1)k
k=1
15 ‘ 4 X . )
_ g( 27rz7'k - % Z o3 (k) eﬂ'l‘l’k‘e*ﬂlk
k=1
15 7T 27rz7'k ™ & miTk k
= 1
) 90 3 ;03 (k)e (1)

- 1+1622 (k)
~ a8 78

k=1

27r7,7'k —16 Z 03 mTk 1)k> )

Primero, se consideran los casos en los que se tengan valores de k impares. En estas condicio-

nes, (—1)¥ = =1y o3 (k) = 0% (k) para cualquier valor de k. Ademas, también se tiene en cuenta

que no existen divisores pares para ningun valor de k. Asi, denotando g = €™, la expresion

anterior se desarrolla de la siguiente manera:

EI (7_) — ZS 1+ 162 Z st 2miTk + 1620’3 7rz7—k

k=1

dlk

:Zs 1+2- 162 > (2d)° €27 +16203 emiTk

k=1

2d|k k=1

_ ™ - * itk
=5 (1—1—;1603 (k)e ) :

donde la ultima igualdad es consecuencia de que » -, (Zz dlk (2d)* QZMT) se anule. Esto se debe

a que el sumatorio es sobre los valores pares de d(de la forma 2d) que dividen a k. Sin embargo,

k es un entero impar, por lo que ningtin entero de la forma 2d sera divisor de k. Entonces, la

serie no tiene ningun elemento no nulo y por esto se anula.

Ahora, se consideran los casos en los que se tienen valore de k pares. En estas condiciones,

(—1)f =1y of(k) = o} (k) — 0% (k) para cualquier valor de k. De esta forma, se considera un

entero k; de la forma k; = 2""!m y otro entero ky de la forma ks = 2"m, donde m es el producto

de todos los factores impares de ki y de ko, respectivamente. Esto permite que se obtenga la
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siguiente expresion de Ej (7):

4 oo oo
EI (7_) — % 1+ 162 Z Zd3627ri7k1 —16 Z Zd?)em’rkz
i ki=1 \dlk; k=1 \d|ks
4 i oo oo
_ % 1+2-16 Z Z (2d>3 e27ri7’k1 —16 Z de}emrkz
i ki=1 \2d|k; k=1 \d|ks
! ™ 3 3 r 1\3\ 2mitk
52Ty Z((Zd) +(4d)® + -+ (27d) )e
k=1 | dim
_ﬂii Z<d3+(2d)3++(2md)3>67rz7—k
3
k=1 | dlm
4 i oo
=5 (118> (e
L k=1d|m
_ 14 1+ 162 Z - k mitk
T o5 (k) e
k=1d|m

Si ahora se considera la expresion (6.1), la forma general de Ej (1) es la que se muestra a

continuacion:
E; (1) 1+ Z 160%e W’f] .
De esta forma, la proposicién queda probada. O
Ahora, el teorema de los ocho cuadrados se ha reducido a la identidad 6% (7) = —% Ej}. Para

demostrar esto hay que probar que Ej satisface las mismas propiedades modulares que 6%. La

siguiente proposicién recoge lo necesario para que esto se dé y poder probar el Teorema 6.1.

Proposicion 6.3. La funcion Ej (1) definida en el semiplano superior tiene las siguientes pro-

piedades:
1. Ef (1 +2) = E} (7).
2. B (1) =7174E} (-1/71).
3. %EZ (1) — 1, cuando (1) — 0.

4. |Ef (1 —1/7)| =~ |7|* |e?™7|, cuando (1) — oo.

Ademds, 6% cumple las mismas propiedades.
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Demostracion. La primera propiedad de la proposicién se prueba de manera sencilla de la si-

guiente forma:
* T = * wi(T+2)k
E4(7'+2)—48 1+,§11603(k)6

[ - * T i\ K
T 1+;1603(k¢)e ¢ k(eQ ")

4 [ o)
U " ;
S LE ;_1 1607 (k) e’f”’“]
=Ej(7)

Esto prueba la periodicidad de Ej.

Ahora, se busca demostrar la formula de transformacion de E} bajo 7 — —1/7. Primero,

se considera la expresion (6.6):

-1
Ei(r) = Ba(r) - A0 2) (242) .

Se ha expresado E} en funciéon de las series de Eisenstein Fy4, que son convergentes. En esta
situacion, el orden de los sumatorios no modifica el valor de la serie, por lo que no hay necesidad de
introducir un lema analogo al presentado en la demostracién del teorema de los cuatro cuadrados
para demostrar la segunda propiedad de la proposicién. Con esto en consideraciéon, se busca
relacionar E} (1) con E} (—1/7) a partir de lo siguiente:

(n+m (—1/7’))4 =74 (—m+ n7)4 )

El término a la izquierda en la igualdad anterior representa cada uno de los elementos de
E,; (—1/7), mientras que el término a la derecha representa cada uno de los elementos de 74 Ey (1),

por lo que se cumple que Ey (—1/7) = 74 Ey (7).

Se repite el calculo anterior para relacionar Fjy <_1/2T _1) con Ej (TT_I) El primero de los

—57).

P L | R N P R 2 (a- 1))
n m o0 =T m 9 nTt =T B n 5 T .

De esto se concluye que Fy (—1;—:) = (27')_4 Ey (TT_l) Asi, teniendo en cuenta la expresion

términos se expresa como Fy (
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(6.6) se tiene lo siguiente:

Bi(-1/7) = Bu(-1/r) - 2By (17

2T
— By — 271 (1) By (T = 1)
:T4Phﬁ)—24EQ(T;1>}

= 1B} (7).

Asi, la segunda propiedad queda demostrada.

Para demostrar la tercera propiedad se parte de la expresion (6.7):

_ (27T)2 - 2mwikT
By (7) =20 (4) + 5= > o5 (k) ™7,
k=1

donde el sumatorio tiende a 0 cuando (1) — oc.

Asi, se tiene que cuando (1) — oo, B (1) — 2¢ (4).

Entonces, al tener en cuenta una vez més la expresion (6.6), Ej (1) = Ey (1) — —5>—, se

tiene que cuando (1) — oo:

Ej(r) — 2 (4) - 2

Asi, la tercera propiedad queda probada.

Para probar la ultima propiedad, se opera de la siguinete forma:

Ey(1—1/7) = Ey (T;l) — B (7).

Por otro lado, también se desarrolla este otro término:

1-1-1 1
E4 (;) == E4 (—27_) == 16T4E4 (QT) .

Con estas dos expresiones, se tiene la siguiente relacion:

E 1-11
) — ) ) mato.

Ei(1-1/1)=Es1-1/7)—

Considerando la expresion (6.7, se tiene la siguiente expresion:

4 o0
EZ(l o 1/7_) _ 7_4 [(27?:) 203 (k) e27ril~c7' (1 - e27ril~c7'>] )
k=1
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De esto se tiene que, cuando (1) — oo:

B; (1= 1/7)| = O (Jr[* e ) .

Asi, se cumple que |Ef (1 —1/7)] ~ |r|* ‘62””‘. Esto se debe a que este es el término do-
minante en la expresion de |E} (1 —1/7)| y el otro término es despreciable en comparacion con
este. Esto permite que la tultima propiedad quede probada y, de esta forma, la proposiciéon quede

demostrada.

La comprobacion de estas propiedades para 62 se realiza de forma similar a las demostraciones
analogas de los teoremas de los dos y los cuatro cuadrados. Para la primera propiedad se considera

el calculo siguiente:

[e.e] o0 o0
2 2 2 2
0 (7_ + 2)8 _ Z e47r7,n (t+2) _ Z e47rzn 7'887rm — Z 647r2n T _ 0(7_)8‘
n=-—o0o0 n=-—o00 n=-—o0o
Para la segunda propiedad, basta con considerar que §(7)* = —7726(—1/7)*, como se habia

visto en la Proposicién 5.4. Si se elevan al cuadrado ambos términos de la igualdad anterior, se
obtiene que (1) = 7740(—1/7)3.

En la tercera propiedad, al considerar que 6(7)% = 3"°° [ rg(n)e™™, se ve que si (1) — oo,
entonces todos los términos del sumatorio tienden a cero a excepcién del término correspondiente

a n = 0. De esta forma, 9(7’)8 tiende a 1, que es el valor del término para n = 0.

Para la ultima de las propiedades, se vuelve a tener en cuenta la Proposiciéon 5.4. Asi, se tiene
que cuando %(7—) — 00, ‘9 (1 — 1/7—)4’ =0 (‘7_2671'2'7"). Esto permite deducir que ‘9 (1 — 1/7’)8’ =
O (‘7'462””‘). O

48

Ahora, se considera el cociente f(7) = -3 - E}(7)/ 0(7)® y se busca comprobar que se cumplen

las condiciones de Teorema 3.4.

Esta claro que se verifica que f (71 +2) = f (7) y que f (=1/7) = f (), ya que tanto E} como

68 las cumplen de manera individual.

De acuerdo con la Proposicion 6.3, se tiene que cuando $(7) — oo, 6(1)® — 1. Ade-
méas, considerando la Proposicién 5.4 y el cuadrado de 6%, se tiene que cuando S(1) — o0,
0(1— 1/7)8 ~ 2567%e2™7 Esto, junto a las dos tultimas propiedades de la Proposicién 6.3, per-

miten ver que la funcién f esta acotada.

Se tiene que f (71 +2) = f (1), f(1) = f(=1/7) y que f est& acotada, por lo que se cumplen
las condiciones que permiten emplear el Teorema 3.4 para ver que f(7) es constante. Por lo

establecido en la Proposicién 6.3, se tiene que %EZ y 6% tienen las mismas propiedades, por lo
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48 o
que f(7) = ”40 (:)iT) = 1. Asi, queda probado que la constante va a ser igual a 1. De esta forma,

se ha visto que 6% y E} cumplen las mismas propiedades estructurales y por tanto la igualdad
68 = % E3 se cumple. Por la Proposicion 6.2, esta identidad es equivalente al teorema de los

ocho cuadrados, por lo que este queda probado.

2 2 2 2 2 2
9 o Q ab b a ab b a b 1,5 5
c + Tttt ot =gty =@+
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