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Trabajo propuesto

Area de Cofiecemento: Estadistica e Investigaciéon Operativa.

Titulo: Una medida de influencia en la clasificacién a través de la teoria de

juegos cooperativos.

Breve descripcion do contido

En este trabajo se pretende revisar la referencia [1]. En ella se parte de que si
un conjunto de datos ha sido analizado por medio de un clasificador binario
[2], se plantea la cuestién de cudles fueron los factores mds importantes
para determinar el resultado de la clasificacién. Para dar respuesta, en [1] se
emplea un enfoque axiomatico para caracterizar de forma tnica una medida
de influencia: una funcién que, dado un conjunto de individuos clasificados,
genera un valor para cada caracteristica correspondiente a su influencia en la
determinacion del resultado de la clasificacién. Ademas se estudia la relacién
de la medida de influencia con el valor de Banzhaf de la teoria de juegos
cooperativos clésica [3]. Para finalizar el trabajo, se ilustrard la medida de

influencia a través de ejemplos y conjuntos de datos.
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Resumen

Partiendo de un conjunto de datos que han sido clasificados en dos clases, queremos
saber cudles han sido los factores mas importantes para determinar la clase que les ha sido
asignada. Para ello se usard una aproximacién axiomatica con la finalidad de definir una
medida de influencia Unica. Esta medida sera una funciéon que, a partir de un conjunto de
datos clasificados, devolvera un valor para cada caracteristica correspondiente a la influen-
cia que ha tenido a la hora de determinar la clasificacién. Primero se comenzaré con una
breve introduccién a los juegos cooperativos con utilidad transferible, ya que axiomatizar
una medida de influencia y una solucién de teoria de juegos tienen caracteristicas comunes,
y varios modelos de clasificacion. Después de definir la medida de influencia, se muestra
que tiene una forma intuitiva cuando el clasificador es lineal. Y por ultimo, aplicamos la
medida en un conjunto de datos relacionados con pacientes afectados por el COVID-19

dependiendo de si han tenido algin incidente o no.

Abstract

Starting from a collection of data that have been classified into two classes, we want
to know which factors have been the most important in determining the classification
outcome. For this purpose, an axiomatic approach will be used in order to define a unique
measure of influence. This measure will be a function that, given a set of classified data,
outputs a value for each feature corresponding to its influence in determining the classi-
fication outcome. We will first begin with a brief introduction to cooperative games with
transferable utility, since axiomatizing an influence measure and a game theory solution
have common aspects, and several classification models. After defining the influence mea-
sure, we show that it has an intuitive form when the classifier is linear. Finally, we apply
the measure on a dataset related to patients affected by COVID-19 depending on whether

they have had any incident or not.
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Introduccion

En este tltimo ano y medio hemos pasado una pandemia mundial a causa del coro-
navirus, con un gran nimero de contagios y, en consecuencia, de fallecimientos. No hay
una definicién clara y matematica de ola pandémica, pero se puede diferenciar facilmente
la primera ola. Centrandonos en esta primera ola, y a partir de los datos del estudio de
Davila-Pena et al.| (2021]) que analiza los pacientes de COVID-19 de Galicia entre marzo
y abril de 2020, queremos ver cuales han sido las caracteristicas mas influyentes a la hora
de que estos individuos hayan tenido alguna incidencia. Se entiende que ha tenido una in-
cidencia si el paciente ha estado hospitalizado, si ha necesitado UCI o si ha fallecido. Para
ello usaremos y analizaremos la medida definida en |Datta et al. (2015), la cual permite

ver la influencia de cada caracteristica.

Esta medida tiene propiedades que se pueden relacionar con la Teoria de Juegos Coope-
rativos, por lo que, en el primer capitulo comenzamos con un breve resumen, en concreto
sobre los juegos cooperativos con utilidad transferible (véase Sanchez Rodriguez and Vidal
Puga, J., [2014)) centrandonos sobre todo en definir ciertas propiedades que caracterizan a

dos valores importantes: el valor de |Shapley| (1953) y el valor de Banzhaf (1964).

Para aplicar la medida de influencia partimos de un conjunto de datos clasificados,
por lo que, aunque nuestro objetivo no es la clasificacién, para enmarcar nuestro proble-
ma estudiaremos los problemas de clasificacién (véase Hastie et all [2008]). Partimos del
aprendizaje estadistico para hacer una aproximacién de la prediccion utilizando el modelo
lineal y el del vecino més cercano. A continuacién, se mencionan diferentes métodos para
clasificar datos como el andlisis cluster y los arboles de clasificacion, un método mas visual

en el cual hemos anadido un claro ejemplo.

Ya en la parte principal de nuestro trabajo, suponemos que tenemos un conjunto de
datos de individuos, B, donde cada individuo a € B puede ser pensado como un vector

de n caracteristicas, donde la i-ésima coordenada de a corresponde con el estado de la
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X INTRODUCCION

i-ésima caracteristica. Cada a tiene un valor v(a), llamado puntuacién de a. A partir del
conjunto de datos B, se calcula una medida ¢;(N, B,v) que cuantifica la importancia de la
caracteristica i-ésima en la determinacion de la clase (o etiqueta) de los puntos en B. Esta
medida de influencia se caracteriza axiomaticamente y se discuten brevemente posibles

extensiones.

Finalmente, aplicaremos esta medida en el conjunto de datos relacionados con pacientes
afectados por el COVID-19 mencionados en el primer parrafo y las conclusiones sobre la

medida de influencia.



Capitulo 1
Teoria de juegos cooperativos

La teoria de juegos es la teoria matematica que se ocupa de resolver los problemas de
decisién interactivos donde intervienen varios agentes, llamados jugadores, que toman dis-
tintas decisiones, llamadas estrategias. La teoria de juegos puede dividirse en dos partes:

los juegos estratégicos o no cooperativos y los juegos coalicionales o cooperativos.

En este capitulo nos centraremos en los problemas de negociacién coalicional. En uno
de tales problemas se consideran los resultados posibles de una hipotética cooperacion,
por lo tanto, se deben especificar también los beneficios de la cooperacién, la de todos los

jugadores y la de cada posible coalicién de ellos.

En estos problemas no es necesaria la unanimidad para que un reparto sea aprobado,
sino que puede haber algunos grupos de jugadores capaces de forzar determinados repartos.
También supondremos que los beneficios generados por cada coalicién pueden repartirse
libremente entre ellos. Por eso, trataremos con problemas de negociacién coalicional con

utilidad transferible.

Para caracterizar estos problemas usaremos los llamados juegos cooperativos con uti-

lidad transferible (juegos TU) que definimos formalmente a continuacion.

Definicién 1.1. Un juego TU es un par (N,v) donde N es el conjunto finito de jugadores

y v: 2V — R es una funcién que cumple v () = 0.

El conjunto 2V estd formado por todos los subconjuntos de N y la funcién v se de-
nomina funcién caracteristica del juego. Dada una coaliciéon S C N, v(S) representa los
beneficios que obtendrian los jugadores de S, independientemente de como acttie el resto

de los jugadores. Denotamos por G al conjunto de todos los juegos TU con conjunto de
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jugadores N.

En los juegos coalicionales se pueden llevar a cabo distintas operaciones. Dados vy, ve €
GN, S C Ny \€eR, se define una operacién interna en el conjunto GV como la suma de
juegos:

(v1 +v2)(S) = v1(S) + v2(5),

y una operacién externa como el producto de un juego por un escalar:
(Av1)(S) = vy (S).
Definicién 1.2. Sea (N, v) € GV. Diremos que (N, v) es:
» Superaditivo si v(SUT) > v(S) + v(T) para todo S, T C N, SNT = 0.
= Subaditivo si v(SUT) < v(S) +v(T) para todo S, T C N, SNT = 0.
» Aditivo si v(SUT) = v(S) + v(T) para todo S, T C N, SNT = .

Podemos observar que en los juegos superaditivos se priorizard la cooperacién, ya que
la unién de dos grupos disjuntos cualesquiera no provoca una disminucién de los beneficios.
Por lo tanto, el objetivo implicito de estos juegos es que se forme la gran coalicién N y

repartir entre ellos el beneficio.

Definicién 1.3. Un reparto es un vector x = (z1, ..., zp,) € RY donde cada coordenada z;
representa la cantidad asignada al jugador 7. Dado un reparto x, la suma de las cantidades

asignadas a los miembros de una coalicién S C N se denota por z(S) = > ;g %;.

En teoria de juegos este reparto se rige por dos requisitos comunes:

» Racionalidad individual. Dado v € GV, un reparto z = (x1,...,2,) € RY verifica
la propiedad de racionalidad individual si cada jugador recibe un pago que no es
inferior a lo que puede garantizarse por si mismo, es decir, z; > v({i}) para todo
1€ N.

= Eficiencia. Dado v € GV, un reparto x = (21, ..., z,,) € RY serd eficiente si distribuye
el valor de la gran coalicién v(IV) entre los jugadores, esto es, si x(N) = x1+- - -4z, =
v(N).

El primer requisito establece que cada jugador debe obtener, al menos, lo que puede

garantizarse por si mismo. En cuanto al segundo, es razonable que si los jugadores van a



formar la coalicién NV, entonces se reparta el valor total disponible.

El concepto de solucién de un juego se puede estudiar desde dos puntos de vista:
indicando qué repartos son mejores que otros siguiendo un cierto criterio, solucién de
tipo conjunto, o dejando que un arbitro recomiende a los jugadores un reparto del valor,
solucion puntual. En primer lugar vamos a formalizar de forma matemaética el concepto

de solucién de un juego coalicional, que recoge ambos casos.

Definicién 1.4. Una solucién definida en un dominio Q ¢ G¥, es una correspondencia

U: Q — RY que asocia a cada juego (N,v) en £ un subconjunto ¥(N,v) C RV,

En el caso de que la solucién sea siempre unitaria hablamos de solucién puntual, o
también llamada valor. En otro caso, se trata de una solucién tipo conjunto. Nosotros nos
centraremos en las soluciones puntuales, basadas en la idea de ecuanimidad, es decir, tra-
tan de proponer para cada juego TU un reparto ecudnime que sea aceptable para todos los
jugadores. Estas soluciones puntuales o valores son funciones de la forma f: GV — RY.

En concreto, estudiaremos el valor de [Shapley| (1953) y el valor de |Banzhaf (1964]).
Para ello, comenzaremos definiendo algunos conceptos y estableciendo ciertas propie-
dades que caracterizan el valor de Shapley.

Definicién 1.5. Un juego v € GV se denomina simple si cumple que para toda S C N,
v(S)=0o0v(S)=1,v(N)=1y que v es un juego monétono, esto es, v(S) < v(T') para
cualesquiera S, T C N con S C T.

Se denotara por S™ el conjunto de los juegos simples con conjunto de jugadores N.
Para un juego simple (NN, v) y una coalicién S C N, se dice que S es ganadora si v(S) = 1;

en caso contrario, se dice que S es perdedora.
Definicién 1.6. Sea v € GV un juego TU:
1. Decimos que i € N es un jugador nulo de v si, para cada S C N, v(SU{i}) = v(5).

2. Dos jugadores i,j € N se denominan simétricos en v si, para cada coalicion S C
N\ {i,j}, se tiene que v(SU{i}) =v(SU{j}).

Propiedades. Sea f un valor y considérense las siguientes propiedades:

= Un valor f satisface la eficiencia si, para todo v € GV,

Z filv) = v(N).

1EN
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= Un valor f satisface la propiedad de jugador nulo si, para todo v € GV y para todo

i € N jugador nulo de v, se tiene que f;(v) = 0.

» Un valor f satisface la simetria si, para todo v € GV y para todo par de jugadores

i,j € N simétricos en v, se tiene que f;(v) = f;(v).

= Un valor f satisface aditividad si, para todo par de juegos v,w € GV, f (v+w) =

fw) + f(w).

» Un valor f satisface poder total si, para todo v € GV se tiene que:

n

SR =3 Y (S U - ().
2

i=1 i=1 SCN\{i}

Es facil ver que la eficiencia indica que f debe repartir v(IN) entre todos los jugadores.
La propiedad de jugador nulo quiere decir que los jugadores que no generan beneficios no
deben recibir nada. La simetria significa que debemos tratar por igual a jugadores que
aportan lo mismo. La aditividad es basicamente un requerimiento técnico que, aunque no
esta conectado con la idea de ecuanimidad, tampoco parece ir en contra de tal idea. La
propiedad de poder total establece que el pago total obtenido por los jugadores es la suma
de las medias de las contribuciones marginales de todos los jugadores. Por lo tanto, si un

valor es eficiente no puede satisfacer la propiedad de poder total.
A continuacién, definimos el valor de Shapley y enunciamos un teorema que prueba
que las cuatro primeras propiedades caracterizan el valor de Shapley.

Definicion 1.7. El valor de Shapley esta dado por:

pi(v) = >

SCN\{i}

slin—s—1)!
n!

(v(SU{i}) = v(9)),

para todo v € GV y todo i € N, donde s y n denotan los cardinales de S y N, respecti-

vamente.

Teorema 1.8. Eziste un tdnico valor en G que verifica las propiedades de eficiencia,

jugador nulo, simetria y aditividad. Este valor es el valor de Shapley.

Definicion 1.9. El valor de Banzhaf de un jugador ¢ € N esta dado por:

B0 = e Y (S UL — u(S)),

SCN\{i}

para todo v € GV y todo i € N.



Teorema 1.10. Eziste un dnico valor en G que verifica las propiedades de jugador nulo,

simetria, aditividad y poder total. Este valor es el valor de Banzhaf.

Este valor tiene una interpretacién simple en términos probabilisticos. Supongamos que
se elige al azar una coalicion Sy al unirse el jugador i recibe su contribucién marginal. Si
todas las coaliciones tienen la misma probabilidad de ser elegidas, el valor de Banzhaf del

jugador ¢ es su pago esperado.

En el caso del valor de Shapley, se supone que se elige un orden o permutacién al azar
de los jugadores y que cada jugador recibe su contribuciéon a la coalicién de jugadores
que se forma en el orden dado antes de su llegada. Si todos los érdenes tienen la misma
probabilidad, es facil ver que el valor de Shapley de cada jugador es su pago esperado de

acuerdo con el mecanismo anteriormente descrito.

Notese que sélo una propiedad diferencia estas dos caracterizaciones: el valor de Shapley

verifica eficiencia mientras que el valor de Banzhaf verifica poder total.






Capitulo 2
El problema de clasificaciéon

El aprendizaje estadistico es una disciplina que tiene aplicaciones en muchas areas
de la ciencia, las finanzas o la industria. Incluye un gran nimero de métodos y técnicas
pertenecientes a diversos campos como la estadistica, la gestién de datos y la inteligencia

artificial.

2.1. Dos aproximaciones sencillas a la prediccion

Cuando se trata de aprendizaje estadistico, normalmente se tiene una medida de salida
que serd nuestra variable respuesta, casi siempre cualitativa o categorica, que se pretende
predecir a partir de un conjunto de caracteristicas, las variables independientes. Partimos
de un conjunto de datos de orientacién, donde observamos las salidas y las caracteristicas
para un conjunto de objetos (o personas). A partir de estos datos construimos un modelo

de prediccién que nos permitird predecir la salida de un nuevo objeto.

Denotamos por X la variable de entrada. Cuando X sea un vector escribiremos cada
componente como X;. A la variable de salida la denotaremos por Y, y cuando hagamos

una prediccién pasaremos a llamarla Y.

2.1.1. Modelos lineales

En el método lineal simple, tenemos una variable salida Y y una coleccién de varia-
bles entrada X1, X, ..., X,. Predecimos la salida Y como Y = Bo + Z§:1 Xij, donde el
término [y es el intercepto. Suele ser comun incluirlo en § anadiendo la constante 1 en
X, de modo que la prediccién resulte en Y = XT3, Asi, podemos tomar una funcién en

un espacio de entradas p-dimensional de la forma f(X) = X TﬁA, la cual es lineal y su

7



8 CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE CLASIFICACION

gradiente f'(X) = 3 es un vector en el espacio de entradas que sefiala la direccién con la

inclinaciéon mas alta.

Por lo tanto, si tenemos N individuos, obtenemos el modelo de regresion:
Yi= 080+ Brzix + -+ Bpxip + €y

donde Y; es la variable salida del i-ésimo individuo, x; 1, ..., ¥;, las variables entradas del

mismo y €; el error asociado a dicho individuo. En forma matricial se puede expresar asi:
Y =Xf[+e.

Ahora anticipamos una observacién sobre el problema de clasificaciéon. Nuestro espacio
de datos es, en ese caso, divisible en regiones de acuerdo con las caracteristicas de la cla-
sificacion. Estas regiones pueden ser méas o menos suaves, dependiendo del enfoque usado

para el método de prediccién, por ejemplo minimos cuadrados o el vecino més cercano.

Por un lado, la aproximacion de minimos cuadrados toma los coeficientes 5 para mi-
nimizar el residuo de sumas al cuadrado:
N
RSS(8) =Y (Vi — X['p)*.
i=1
RSS(p) es una funcién cuadratica de los pardmetros y, por lo tanto, el minimo siempre

existe, pero puede no ser tnico. Para resolverlo, pasaremos a notacién matricial:
RSS(8) = (Y - XB)" (Y — X8),

donde X es una matriz N x (p+ 1) siendo cada fila un vector de entrada, e Y un N-vector

de salidas del conjunto de partida. Se llega asi a la ecuacién normal:
XT(Y - XpB) = 0.
Si XTX es no singular, la solucién tnica viene dada por:
B =X"x)"'xX"Y,
y el valor ajustado a la entrada i-ésima X; es Y, = Y(Xz) = XZTﬁ
Es decir, una vez que sabemos los estimadores de los parametros, B , podemos calcular

los ajustes o predicciones para la muestra de unos individuos X; con 7 € {1,..., N}, de la
forma Y (X;) = XT3 con i € {1,...,n}, o bien, en notacién matricial, Y(X) = X73.
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2.1.2. Modelos de vecinos mas cercanos

En cambio, la aproximacién del vecino méas cercano usa las observaciones del conjunto
de entrenamiento, 7, mas cercanas a X en el espacio de entradas para conseguir Y. En

concreto, el vecino k-cercano ajustado por Y es definido por:

Y(X):i Z Ytiv

X;ENL(X)

donde Nj(X) denota la vecindad de X definida por los k puntos més cercanos a X en el
conjunto de partida. La cercania implica una métrica, la cual asumiremos como la distancia
euclidiana por el momento. Por lo tanto, encontramos las k observaciones con los X; mas

cercanos a X en el espacio de entrada, y el promedio de sus respuestas.

2.2. Modelos lineales para clasificaciéon

Volviendo al problema de clasificacion usando regresién, si tenemos K clases, el mo-
delo de regresion ajustado para la k-ésima clase seria: fk(X ) = 3k0 + B,{X . La decisién
de frontera entre dos clases k y [ es un conjunto de puntos que cumplen fk(X ) = fl(X ),
es decir, el conjunto {X : (Bko — Blo) + (Bk — Bl)TX = O}, que puede ser un conjunto afin
o un hiperplano. Este tipo de regresién modela funciones discriminantes d;(X) para cada
clase, y después clasifica a X en la clase con mayor valor. Por lo tanto, si d;(X) es lineal

en X, los limites de decisién seran lineales.

Consideramos la regresion lineal de una matriz de indicadores. Existe un clasificador G
que toma valores en el conjunto {1, ..., K'} de grupos y las respuestas se codifican mediante
variables indicadoras Y7, ..., Yk donde Yy = 1 en el grupo k y 0 en otro caso. De esta forma
tenemos el vector Y = (Y1,...,Yx) y las N entradas diferentes. Asi, tenemos una matriz
Y de tamano N x K que solamente contiene 0’s y 1’s, de forma que cada fila tiene un
unico 1. Ajustamos un modelo de regresién lineal a cada columna de Y simultdneamente

y el ajuste esta dado por:

Y = X(XTX)"'xTy,

donde X es la matriz de diseno, con p + 1 columnas correspondientes a las p entradas y
una columna de 1’s para el intercepto. Cabe destacar que, para cada columna de vectores
respuestas Y, tenemos un vector de coeficientes. Por lo tanto, obtenemos una matriz

(p+ 1) x K de coeficientes:
B =(XTX)"'xTY.
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Ahora, para obtener la clasificacién de una nueva observacién x primero calculamos el
valor ajustado de salida f(z)T = (1,27)8, un vector de tamafo K. Después identificamos
la componente més grande y clasificamos mediante: G(x) = argmaxycq fr(z). Se obtiene

de esta forma el grupo al que pertenece.

2.3. Analisis cluaster

Por otra parte, en el anélisis de clisteres también tenemos la finalidad de agrupar las
observaciones o variables en grupos con caracteristicas semejantes. Aqui, nos centraremos
en el problema de particién de datos, donde queremos dividir los datos en un niimero de
grupos prefijados. Supongamos una muestra de n elementos con p variables y los queremos
dividir en K grupos. Para ello, disponemos del algoritmo de k-medias descrito a continua-

cién.

Partimos de K puntos como centros de los grupos iniciales que pueden ser escogidos
aleatoriamente o arbitrariamente. En segundo lugar, calculamos las distancias euclidianas
de cada elemento al centro de los K grupos, y asignamos cada elemento al grupo maés
proximo. Esta asignacion se realiza secuencialmente: con cada nuevo punto incluido en un
grupo se vuelven a calcular las coordenadas de la nueva media de dicho grupo. Compro-
bamos mediante un criterio si es posible mejorar la asignacién de los elemento y en caso

contrario tendriamos terminado el método.

El criterio mencionado en el parrafo anterior es la suma de cuadrados dentro de los
grupos, SSIG en adelante, para todas las variables, es decir, la suma ponderada de las

varianzas de las variables en los grupos:

K p N

SSIG = Y3 (i — j1)%,

k=1j=11i=1
donde x;j; es el valor de la variable j en el elemento i del grupo k, y Z;; la media de la

variable j en el grupo k. Por lo tanto, el criterio viene dado por:
K p
min SSIG = min Y > " npsi,
k=1j=1
donde ny es el nimero de elementos del grupo k y s?k es la varianza de la variable j en

dicho grupo. De esta forma, al minimizar las varianzas de todas las variables en los grupos,
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obtenemos grupos con las caracteristicas mas parecidas.

Por dltimo, existen varios métodos para calcular el niimero de grupos 6ptimo en el
algoritmo de k-medias. Uno de los mas usados consiste en realizar un test F' aproximado
de reduccién de variabilidad, comparando la SSIG con K grupos con la de K + 1, y
calculando la reduccion proporcional de variabilidad que se obtiene aumentando un grupo
adicional. El test viene dado por:

_ SSIG(K) — SSIG(K + 1)
SSIG(K +1)/(n— K —1)°

Este valor F' se compara con una distribucién F con py p(n— K — 1) grados de libertad, a
pesar de que no siempre se puede aplicar, ya que los datos pueden no verificar las hipotesis

de la distribucién F'.

2.4. Validaciéon cruzada

La validacién cruzada es una técnica para evaluar modelos de machine learning median-
te el entrenamiento de varios modelos en subconjuntos de los datos de entrada disponibles
y evaluarlos con el subconjunto complementario de los datos. Es decir, en la validaciéon
cruzada de k iteraciones o k-fold se dividen los datos en k subconjuntos (folds). Uno de los

subconjuntos se utiliza como datos de prueba y el resto, k—1, como datos de entrenamiento.

El proceso de validacién cruzada se repite durante k iteraciones, con cada uno de los
posibles subconjuntos de datos de prueba. El error se calcula como la media aritmética de
los errores de cada iteracién para obtener un tnico resultado. Si denotamos a M SFE; por

el error en la iteracién i-ésima, entonces el error de la validaciéon cruzada se estima por:

1 k
CVi =Y MSE;.

2.5. Meétodos basados en arboles

Los arboles de decisién tienen como base la segmentacion del espacio de predicciéon en
un numero de regiones simples. Los arboles de decisiéon pueden ser aplicados a los proble-
mas de regresién y a los problemas de clasificacién. Se les llama arboles de regresién, si la

variable salida es cuantitativa, y arboles de clasificacién si la variable es cualitativa.
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2.5.1.  Arboles de regresién

Partimos de un conjunto de N observaciones, cada una con p variables de entrada y
una variable respuesta. Esto es, (x;,y;) paracadai = 1,2, ..., N, con z; = (241, T2, ..., Tip)-
Para ambos modelos tenemos una particion del espacio de prediccién, donde cada regién
se representa por R, con m € {1,..., M}, y creamos un modelo para la variable respuesta

con una constante c,, para cada region:

M

f@) =" emI(z € Ry).

m=1

Si se escoge como criterio el minimo de la suma de cuadrados 3" (y; — f(x;))?, es facil

ver que el mejor &, es el promedio de los y; en la regiéon Ry,:
ém = prom(y; : x; € Ry,).

Buscar la mejor particién binaria en términos del minimo de suma de cuadrados, en
general, es muy costoso computacionalmente. Por lo tanto, se usa el siguiente algoritmo.
Comenzando con todo el conjunto de datos, se considera una variable de separaciéon j y

un punto de separacién s, y definimos los siguientes semiplanos:
Ri(j,s) ={z:2; <s} y Ra(j,s) ={z :2; > s}.

Después se busca la variable j y el punto s de forma que resuelvan:

. p 2 : L 0o)2
arg r;m;a Héin Z ‘ (yi —c1)” + rr(gn Z ‘ (yi — c2)
z;€R1(4,s) z;€R2(j,5)

Ahora, para un j y un s dados, el minimo interno se resuelve de la forma:
¢ = prom(y; : z; € R1(j,8)) y ¢2 = prom(y; : z; € Ra(j, 8)).

Para cada variable de divisién, la determinacién del punto de divisién s puede hacerse
muy rapidamente y, por tanto, recorriendo todas las entradas la determinacién del mejor
par (j, s) es viable. Una vez encontrada la mejor division, separamos los datos en las dos
regiones resultantes y repetimos el proceso de separacién en cada una de las dos regiones.
Luego, este proceso se repite en todas las regiones resultantes hasta tener un arbol con las
dimensiones deseadas. Un arbol demasiado grande podria sobreajustar los datos, mientras

que un arbol pequefio podria no capturar una estructura importante.

Una regla comin a seguir es crear un primer arbol Ty grande, parando cuando los

nodos tengan un tamafio pequefio. Después este arbol se poda mediante el algoritmo que
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precisaremos a continuaciéon. Definimos un subarbol T' C Tj como cualquier arbol que se
puede obtener podando el arbol Tj, esto es, colapsando cualquier niimero de sus nodos in-
ternos (no terminales). Se usard m como indice de cada nodo terminal, representando cada
regién R,,. Sea |T'| el nimero de nodos terminales en 7"y N, el niimero de observaciones

en R,,. Tomando:
1

ém = a7 Z Yis
Nm T;€ERm
1 .
Qm(T) - N Z (yz - Cm)2> (2'1)
m T, ERm

definimos el criterio de complejidad de los costes para un o € RT:

|T|
Ca(T) = Z NQO(T) +O‘|T"
m=1

La idea es encontrar, para cada a, un subarbol T, C T que minimice C, (7). La afi-
nacién del parametro a > 0 actiia sobre la compensacion entre el tamafnio del arbol y su
buen ajuste a los datos. Cuanto mayor valor tenga o méas pequeno serd el arbol Ty, y, al
revés, cuanto menor sea a mas grande sera T,,. Es facil observar que para o = 0 la solucién

es el arbol Ty.

Para escoger T, se usa la poda del eslabon mds débil: sucesivamente se colapsan los
nodos internos que producen el menor incremento por nodo en Y., NpQm(T), y conti-
nuamos hasta que producimos un tnico nodo. Esto da una secuencia finita de subarboles,
y se puede ver que esta secuencia debe contener a T,. Para mas detalles ver [Breiman et al.
(1984) o [Ripley| (1996)). La estimacién de « es lograda con la validacién cruzada 5- o 10-
fold: escogemos el valor & para minimizar la validacién cruzada de la suma de cuadrados.
El arbol final es Tj.

2.5.2. Arboles de clasificacién

Centrandonos en los arboles de clasificacion donde nuestra variable respuesta toma
valores de la forma 1, 2, ..., K, el ilnico cambio necesario en el algoritmo del arbol es sobre
el criterio de division de los nodos y de poda del arbol. Para regresion se usé la medida
de impureza de nodo del error cuadratico @, (7" definido en , pero no es idéneo para
clasificacién. Ahora, en un nodo m, definimos:

. 1
Pmk = N Z Ly = k),
m T, €ERm
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como la proporcién de observaciones de la clase k£ en el nodo m, donde N, son las
observaciones de la region R,,. Se clasifican las observaciones del nodo m en la clase
k(m) = arg maxy pmk, la clase mayoritaria en el nodo m. Para calcular la impureza del

nodo utilizamos:
» Error de clasificacion: N—lm Yicrn LW # k(m)) =1 = Prk(m)-
= Tndice de Gini: Yy 2 PmkDmks = Xfet Pk (1 — Pmk)-
= Entropia cruzada o desviacion: — Zszl Dk 10 Do -

Para dos clases, si tomamos p como la proporcién de la segunda clase tenemos para las
tres medidas anteriores los valores 1 —méax(p, 1 —p), 2p(1—p) y —plogp—(1—p)log(1—p),
respectivamente. Cualquiera de las tres medidas son utilizadas para la depuracién del ar-
bol, pero el error de clasificacién es el preferible si el objetivo es la precisién de la prediccion
del arbol podado final. Llamaremos Q,,(T") al criterio escogido y continuaremos como en

los arboles de regresion.

2.5.3. Ejemplo spam

El conjunto de datos Spambase (véase Dua and Graff, G.,|2017)) consiste en un total de
4601 mensajes de correo electrénico. La variable respuesta es binaria, toma los valores de
email o spam, y hay 57 predictores: 47 predictores cuantitativos, el porcentaje de palabras
en el correo que coinciden con unas palabras dadas (business, address, internet, free,
...); 6 predictores cuantitativos, el porcentaje de caracteres en el correo que coinciden con
unos dados (ch;, ch(, ch], ch!, ch$ y ch#); CAPAVE, la longitud media de la secuencia
ininterrumpida de letras mayusculas; CAPMAX, la longitud de la secuencia ininterrumpida
de letras maytsculas més larga; y CAPTOT, la suma de la longitud de las secuencias inin-

terrumpidas de letras maytsculas.

En el cédigo tomaremos spam como 1 y email como 0. Se selecciona un conjunto de
testeo de 1536 mensajes escogidos al azar, dejando el resto de 3065 observaciones en el

conjunto de prueba.

Se aplica el método del arbol de clasificacién usando la medida de la desviaciéon para
hacer crecer el drbol (Figura [2.1)) y el criterio del error de clasificaciéon para podarlo. La

Figura muestra el error de la validacién cruzada frente al tamafio del arbol podado.
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remove < 0.055

ch_dolar < 0.0555
T

hp 404

ch_exclamagion < 0.191

hp < (1.025 CAPAVE|< 27655

CAPMAK < 10.5 free <|0.065
our €0.74 0 1
0 0 1

0 1

edu J 0.49
CAPMAX =T
0 0

1 1

george < 0.14
1 0

Figura 2.1: Arbol sin podar.

1200

1000
.
_—

datosfdey
600 801
L

400

Figura 2.2: Resultados para el ejemplo de spam. Ntmero de nodos terminales frente al

error de la validacién cruzada.

Obtenemos que el error se aplana alrededor de los 12 nodos terminales, dando lugar

asi al arbol podado de la Figura [2.3]

Si consideramos el primer nodo, representa que se toma la rama derecha si el porcentaje

de los caracteres que son $ supera el 5,55 %. De la misma forma, si es frecuente la palabra

hp, se puede suponer que el correo es del trabajo y por lo tanto se clasifica como email.
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ch_dolar < 0.0555
T

remove < 0.065 hp <404
edu <|0.595
0
1 0
ch_exclamagion < 0.1975
1
george (< 0.005 CAPTOT <68.5
hp <[0.03 pm <295
CAPMAK <10.5 0 0
our < 745 0 1 0
0
0 1

Figura 2.3: Arbol podado.



Capitulo 3

Influencia en la clasificacion

Partiendo de un conjunto de datos clasificados en dos grupos distintos queremos ave-
riguar cudales fueron las caracteristicas mas importantes para determinar el resultado de
la clasificacién. Para ello, caracterizaremos de forma tnica una medida de influencia, una
funcién que, dado un conjunto de puntos clasificados, genera un valor para cada caracte-
ristica correspondiente a su influencia en la determinacion del resultado de la clasificacién.
En caso de que el clasificador sea lineal, la medida de influencia adquiere una forma geo-

métrica intuitiva.

Suponiendo que tenemos un conjunto de datos de individuos, B, donde cada individuo
a € B puede ser pensado como un vector de caracteristicas (por ejemplo, a = (edad,
género, ...)), donde la i-ésima coordenada de a corresponde con el valor de la i-ésima ca-
racteristica. Cada a tiene un valor v(a), llamado puntuacién de a. Asi, nos centraremos en
ver, a partir de un conjunto de datos B de varios vectores de caracteristicas y sus valores,

la influencia que ha tenido cada caracteristica al determinar ese valor.

Formalmente, dado un conjunto N = {1, ...,n} de caracteristicas o atributos y un con-
junto de datos B de caracteristicas de los individuos, donde cada perfil a tiene un valor
v(a), nos gustarfa calcular una medida ¢;(N, B, v) que corresponde con la importancia de

la caracteristica i-ésima para determinar la etiqueta de los puntos en B.

Seguiremos un enfoque axiomatico, el cual presenta similitudes con la teoria de juegos
cooperativos, para definir una medida de influencia. Veremos que esta medida de influencia

es la tnica medida que satisface algunas propiedades naturales.

17
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3.1. Caracterizacion axiomatica

Dado un conjunto de caracteristicas N = {1,...,n}, sea A; el conjunto de posibles va-
lores o estados que la caracteristica ¢ puede tomar; por ejemplo, la i-ésima caracteristica
puede ser el género, en ese caso A; = {hombre, mujer, otro}. Se nos dan las salidas parcia-
les de una funcién sobre un conjunto de datos que contiene perfiles de caracteristicas. Es
decir, tenemos un subconjunto B de A = [];cn A, y los valores, v(a), para cada a € B.
Por lo tanto, nos referimos a que no sabemos la verdadera estructura de v, pero sabemos
cudles son los valores que toma en el conjunto de datos B. Formalmente, nuestra entrada
es una tripla G = (N, B,v), donde v: A — Q es una funcién que asigna un valor v(a)
para cada a € B. Nos referimos a G como el conjunto de datos. Cuando v(a) € {0,1}
para todo a € B, entonces v es una clasificaciéon binaria. Cuando B = A y |A;| = 2 para
todo ¢ € N, el conjunto de datos se puede ver como un juego cooperativo estandar TU, y

es un juego simple si v(a) € {0,1}.

Ahora, nos centraremos en ver cuan influyente es la caracteristica i. Por ello, nuestra
salida deseada es la medida ¢; (G) que estd asociada con cada caracteristica 7. La medida
¢i (G) deberia ser una buena métrica de la importancia de i determinando los valores de v
sobre B. Antes de ver que la medida de influencia existe y es la inica que satisface ciertos
axiomas naturales, describiremos varios de los axiomas. Comenzaremos por el axioma de

simetria.

Dado un conjunto de datos G = (N, B, v) y una aplicacién biyectiva 0: N — N, defi-
nimos 0G = (o N, 0B, ov) de forma natural. o N tiene todas las caracteristicas reetiqueta-
das de acuerdo con o (i.e., el indice ¢ ahora es o (7)); cBes {ca:a € B}, y ov(ca) = v(a)
para todo ca € oB. Dada una aplicaciéon biyectiva 7: A; — A; sobre el conjunto de

posibles estados de una caracteristica ¢ € N, definimos 7G = (N, 7B, 7v) de forma similar.

Definicion 3.1. Una medida de influencia ¢ satisface la propiedad de la simetria de
las caracteristicas si es invariante ante la reetiquetacién de las caracteristicas: dado un
conjunto de datos G' = (N, B, v) y una biyeccién o: N — N, ¢; (G) = ¢4(;) (0G) para
todo 7 € N. Una medida de influencia ¢ satisface la propiedad de la simetria de los
estados si es invariante ante la reetiquetacion de los estados de una caracteristica: dado un
conjunto de datos G = (N, B, v), i € Ny una biyeccién 7: A; — A;, ¢ (G) = ¢; (7G)
para todo j € N. Nétese que es posible que i # j. Una medida que satisface simetria de

las caracteristicas y de los estado se dice que satisface el axioma de simetria (Sim).

La propiedad de simetria de las caracteristicas es una extension natural del axioma
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de simetria definido para juegos cooperativos. Sin embargo, la simetria de los estados no
tiene mucho sentido en los juegos cooperativos clasicos; se podria traducir diciendo que
para cualquier conjunto de jugadores S C N y cualquier j € N, el valor de i es el mismo
si tratamos a S como S\ {j} y a S\ {j} como S. Mientras en el contexto de juegos
cooperativos esto es mas bien poco informativo, hemos hecho un uso no trivial de ello en

el andlisis posterior.

En segundo lugar describiremos una condicién suficiente para que una caracteristica
sea no influyente, es decir, una caracteristica que no afecte en los resultados de ninguna
forma. Formalmente, una caracteristica i € N es dummy si v (a) = v (a_;, b)[[] para todo

a € B,y para todo b € A; tal que (a_;,b) € B.

Definiciéon 3.2. Una medida de influencia ¢ satisface la propiedad de caracteristica
dummy (D) si ¢;(G) = 0 siempre que ¢ sea una caracteristica dummy en el conjunto
de datos G.

La propiedad de caracteristica dummy es una extensién estandar de la propiedad de
jugador dummy (o nulo) usada en la caracterizacién del valor en juegos cooperativos. Sin
embargo, cuando utilizamos conjuntos de datos reales, es posible que no exista a € B tal

que (a_;,b) € B.

En teoria de juegos cooperativos se emplea una nociéon de aditividad en la carac-
terizaciéon del valor de Shapley y el valor de Banzhaf. Dados dos conjuntos de datos
G1 = (N,B,v1) y Go = (N, A, vg), definimos G = (N,A,v) = G1 + G2 tomando
v(a) = vi(a) + va(a) para todo a € B.

Definicién 3.3. Una medida de influencia ¢ satisface la aditividad (AD) si ¢;(G1+G2) =
¢i(G1) + ¢:(G2) para todo par de conjuntos de datos G1 = (N, B,v1) y Go = (N, B,v9) y
para todo 7 € N.

El axioma de aditividad es cominmente usado en el andlisis axiomatico de reglas de
divisién de beneficios en juegos cooperativos; sin embargo, falla a la hora de conseguir una

nocién satisfactoria de influencia en nuestro contexto.

Ahora mostraremos que cualquiera medida que satisfaga la aditividad, adicionalmente
con la simetria y la propiedad de caracteristica dummy, debe evaluar a cero a todas las
caracteristicas. Para demostrar esto, primero definiremos la clase de conjuntos simples de

datos.

'Nétese que (a—i,b) = (a1, ..., Qi—1,b,Qig1, ..., an).
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Definicién 3.4. Sea U, = (N, A, uy) un conjunto de datos definido por el clasificador u,,
donde uq(a’) =1sia =a, y uq(a’) = 0si a’ # a. El conjunto de datos U, es conocido

como conjunto simple de datos sobre a.

Ademés, se puede comprobar que la aditividad implica que para cualquier escalar
a € Q, ¢;(aG) = ag;(G), donde el conjunto de datos aG tiene el valor de cada punto

multiplicado por un factor a para cualquier conjunto de datos G.

Haciendo uso de las propiedades anteriores, se puede probar el siguiente resultado.

Proposicion 3.5. Cualquiera medida de influencia que satisfaga los axiomas de simetria,

dummy y aditividad, evaltia en cero todas las caracteristicas.

Demostracién. Primero, se demostrard que para cualquier a, a’ € A y cualquier b € A;,
se da que @'(U(a,i,b)) = gbi(U(aL ,J,)). Esto es asi, porque se puede definir una aplicacién
biyectiva de Ugy_, p) a Ua’_, 1) tal que para todo j € N\ {i}, se intercambian a; y a;-. Por
la propiedad de simetria de los estados, ¢;(U_, ) = ¢i(Uar _p))-

Ahora, si ¢ es aditiva, entonces tenemos que para cualquier conjunto de datos G =
(N, B,v), $i(G) = Y acpv(a)pi(Ua). Esto es, la influencia de una caracteristica debe ser
la suma de sus influencias sobre los conjuntos simples de datos sobre a ponderadas por el

valor v(a).

Por ultimo, supongamos por contradiccion que existe algiin conjunto simple Uz (a € B)
para el cual alguna caracteristica ¢ € N no tiene una influencia igual a cero. Esto es, se
asume que ¢;(Us) # 0. Se define un conjunto de datos G = (N, A,v) como sigue. Para
todo a € A tal que a_; = a_;, se toma v(a) =1,y v(a) =0sia_; # a_;. En el conjunto
de datos resultante, v(a) estd determinado solamente por los valores de las caracteristicas
en N\ {i}; en otras palabras, v(a) = v(a_;, b) para todo b € A;, por lo que la caracteristica
i es dummy. De acuerdo con el axioma de caracteristica dummy, se tiene que ¢;(G) = 0;

sin embargo,
0=0:(G)= > ¢i(Us) = ¢i(Ua_,p))
a:v(a)=1 beA;

=" 6i(Ua) = |Ail6s(Us) >0,

beA;

donde la segunda igualdad viene dada por la descomposicién de G en los conjuntos simples,

y en la cuarta igualdad se aplica la simetria. Por lo tanto, se llega a una contradiccion y
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se puede afirmar que cualquier medida de influencia que satisfaga los axiomas de simetria,
dummy y aditividad, evaltia en cero la influencia de todas las caracteristicas.
O

Como muestra la Proposicién [3.5] la aditividad, simetrfa y la propiedad dummy no
consiguen describir una influencia de modo satisfactorio. Un lector familiarizado con la
caracterizacion axiomatica del valor de Shapley encontrara este resultado decepcionante:

la caracterizacién clasica de los valores de Shapley y Banzhaf asume la aditividad.

En lo que sigue, mostraremos la caracterizacién axiomatica de una medida de influen-
cia, por medio de la definicién de un axioma alternativo, que evoca una propiedad descrita
por [Lehrer| (1988) que hace uso de ciertas uniones e intersecciones, en el contexto de la teo-
ria de juegos. A partir de aqui, asumiremos que en todos los conjuntos de datos, estos estan
clasificados por un clasificador binario. Escribimos W (B) para referirnos al conjunto de
los individuos de B tales que v(a) = 1 y los llamaremos perfiles ganadores. Por otra parte,
escribiremos L(B) para referirnos al conjunto de los individuos de B tales que v(a) =0y
los llamaremos perfiles perdedores. Por lo tanto, podemos escribir ¢;(W (B), L(B)), en vez
de ¢;(G). Asi que, dados dos conjuntos disjuntos W, L C A podemos definir el conjunto
de datos como G = (W, L) y la influencia de ¢ como ¢;(W(B), L(B)), sin tener que poner
explicitamente N, B y v.

Definiciéon 3.6. Una medida de influencia ¢ satisface la propiedad de la unién disjunta
(DU) si para cualquier Q C A,y cualesquiera R, R’ C A\Q, entonces ¢;(Q, R)+¢;(Q, R') =

Esto es, dado el resultado de una clasificacién binaria de dos conjuntos de datos
G1 = W,L1) y Go = (W, Ly), el axioma de la unién disjunta afirma que la capaci-
dad de una caracteristica de afectar a los elementos de salida de G es independientes de
la capacidad que tiene sobre los de Go, si los perfiles ganadores son los mismos en ambos

conjuntos de datos.

Reemplazando el axioma de aditividad por el de unién disjunta obtenemos una medida

de influencia tnica, de la siguiente forma;:

@)= 3 |u(a,b)—v(a), VieN. (3.1)

acBbeA;:(a—;,b)EB

Esta medida contabiliza el nimero de veces que un cambio en el estado de la caracte-

ristica i afecta en la clasificacién de los datos de salida. Si normalizamos x y lo dividimos
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entre |B|, la medida resultante tiene la siguiente interpretacién: se toma un vector a € B
al azar, y cuenta el nimero de puntos en A; para los cuales (a_;,b) € B e i cambia el valor
de a. Se puede observar que, cuando todas las caracteristicas tienen dos estados y B = A,

entonces x coincide con el valor de Banzhaf (1964)).

A continuacién se presenta un lema que caracteriza una medida de influencia que satis-

face (D), (Sim) y (DU) cuando el conjunto de datos contiene solo una tnica caracteristica.

Lema 3.7. Sea ¢ una medida de influencia que satisface la simetria de los estados, y sean
G1 = ({i}, Ai,v1) y G2 = ({i}, Ai,v2) dos conjuntos de datos con una dnica caracteristica

i. Si el numero de estados ganadores de G1 y Ga son idénticos, entonces ¢;(G1) = ¢i(Ga).

El lema anterior implica que para juegos con una unica caracteristica, el valor de la

caracteristica solo depende del niimero de estados ganadores, en lugar de su identidad.

Ahora se enunciard un teorema que demuestra que ¢ es la inica medida de influencia

que satisface los tres axiomas anteriores, salvo el producto por una constante.

Teorema 3.8. Una medida de influencia ¢ satisface (D), (Sim)y (DU) si y solo si existe

una constante C tal que para todo conjunto de datos G = (N, B, v)
$i(G) =C - xi(G), Vi€ N.

Demostracion. Es facil probar que x satisface los tres axiomas, por lo tanto nos centrare-

mos en la otra implicacién del “si y solo si”.

Asumimos que tenemos el conjunto A como datos; la demostracién es véalida incluso
si se asume que tenemos un subconjunto arbitrario B C A. Denotaremos W = W(A)
y L = L(A) como los conjuntos de los perfiles ganadores y perdedores respectivamente.

Dadouna_; € A_;,definimos L, , ={a€L:a_;=a_;}yW, ,={acW:a_; =a_;}.

Utilizando la propiedad de la unién disjunta, se puede descomponer ¢;(W, L) de la

forma:

¢i(W’ L) = Z Z ¢i(Waﬂ‘v Lﬁﬂ‘)' (3'2)

a_ieA_,- 5_1'614_1'

Si en todos los sumandos de (3.2) resulta a_; # a_;, entonces la caracteristica i es

dummy dado el conjunto de datos proporcionado. En efecto, los perfiles de estados estan
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enWay_, 0oen La__;estoes, siv(a_;,b) = 0 entonces (a_;, b) no se observa, y si v(a_;, b) = 1,

entonces (a_;, b) no se observa. Por lo tanto, se concluye que:

¢i(W7 L) = Z QSi(Waﬂ., Lafi)' (33)

a_;€A_;

Ahora consideremos ¢;(Wa_,, La_,). Como ¢ satisface la propiedad de simetria de los
estados, el Lema implica que ¢; solo tiene la posibilidad de depender de a_;, |[Wa_,|
y |La_,|. Luego, para cualesquiera a_; y a’; tal que |La_,| = (Lo |y [Wa_,| = [Wa [,
por el Lema ¢i(Wa_,, La_,) = ¢i(WaLi7 La’,i)' En otras palabras, ¢; solo depende de
|[Wa_,l, |La_,|, y no de la identidad de a_;.

Por lo tanto, se puede ver a ¢; para una Unica caracteristica como funciéon de dos
parametros, w y | en N, donde w es el nimero de los estados ganadores y [ el nu-
mero de los perdedores. De acuerdo con la propiedad de caracteristica dummy, se sa-
be que ¢;(w,0) = ¢;(0,1) = 0; es més, la propiedad de la unién disjunta dice que
oi(z, 1) + ¢i(y, 1) = di(z +y,1), y que ¢;(w,x) + ¢p(w,y) = ¢i(w, z + y). Ahora se probard
que ¢;(w,l) = ¢;(1, 1)wl.

Se probara por inducciéon en w + [. Para w 4+ [ = 2 la afirmacion es clara. Asumimos
sin pérdida de generalidad que w > 1y [ > 1; entonces podemos escribir w = x 4+ y con

x,y € N tal que 1 < z,y < w. Por nuestra observaciéon anterior,

¢i(w, 1) = ¢i(z,1) + ¢i(y,1)
= ¢i(1, D)zl + ¢i(1, D)yl = ¢i(1, 1)wil,

donde la segunda igualdad se tiene por la hip6tesis de induccién. Entonces, ¢;(1,1) es la
influencia de la caracteristica i cuando hay exactamente un estado ganador y uno perdedor.

Denotaremos ¢;(1,1) = ¢;. Definimos:
I/Vi(a_i) = {b €A : v(a_i,b) = 1} y Li(a_i) = A; \ Wi(a_i).

Por lo tanto, |Wa_,| = [Wi(a—)| v |La_,| = |Li(a—;)|. Juntando todo lo anterior, se obtiene

que:

¢i(G)=ci Y |Wila)|-|Li(ai)|. (34)

a_,-eAl-
Ahora solo queda ver que la medida dada en (3.4)) es igual (salvo el producto por una
constante) a x;. En efecto, (3.4) es igual a }",c a.p(a)=0 |Wi(a—i)|, lo que a su vez es igual
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& D acAw(a)=0 2bed; V(@a—i,b) —v(a)]. De forma andloga, tenemos que (3.4) es igual a:

> > v(aib) —v(a)l.

acA:w(a)=1b€A;

Por lo tanto, se tiene la siguiente igualdad:

1
Y Wia)| - |Li(ay)| = 5 YD lv(asi,b) —v(a)l].
a_;€A; acAbeA;
En particular, para cada conjunto de datos G = (N, A,v) y para todo i € N, existe
alguna constante C; tal que ¢;(G) = C;x;(G). Para concluir la demostracién, se mostrara
que C; = Cj para todo 4,5 € N. Sea 0: N — N una biyeccién que intercambia 7 con j;

entonces ¢;(G) = ¢, (;)(0G). Por la propiedad de simetria de las caracteristicas,

Cixi(G) = ¢i(G) = dy(i)(0G) = ¢;(0G)
= Cjx;(0G) = Cjxi(G).

Por lo tanto, hemos llegado a que C; = C} para todo ¢, j € N. O

3.1.1. Ejemplo 1

Ahora realizaremos un ejemplo sencillo donde aplicar la medida de influencia presen-
tada y ver una clara relacion con el valor de Banzhaf. Por lo tanto, vamos a considerar un
clasificador binario que clasifica en 0 o 1. Cada vector a € B informa sobre un total de
tres atributos que toman valores de 0 o 1, es decir, es un vector de la forma a = (a1, a2, as)
donde a; € {0,1} para todo ¢ € {1,2,3}. Hay un total de 2 x 2 x 2 = 8 combinaciones de
los estados de estos atributos. Supongamos que tenemos un vector de cada tipo y que se
han clasificado de la forma que aparece en la Tabla

a v(a) a v(a)
0,000 o [[©011)] 1
(0,0,1) | 1 (1,0,1) | O
(0,1,0) | 0 (1,1,0) | O
(1,0,0) 0 (1,1,1) 1

Tabla 3.1: Datos del ejemplo 1.

Ahora procederemos a calcular la medida de influencia, primero para la caracteristica

i = 1. Fijamos un vector a, por ejemplo (0,0, 1), y se calcula la diferencia en la clasificacién
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cuando cambia el valor del primer atributo y pasa a ser 1 (véase la ecuacién (3.1))). En
este caso, el cambio de estado ha producido un cambio en la clasificaciéon, de 1 a 0, por
lo que la diferencia de los valores en valor absoluto sera 1. De forma analoga ocurrira al
considerar el vector (1,0, 1), por lo tanto, la influencia aumenta en 2, uno por cada vector.
Otro posible caso serfa el del vector (0,0,0), cuyo valor es 0, al igual que el de (1,0,0),
por lo tanto no hay cambio en la clasificacién y entonces no aumenta la influencia. De la

misma forma se procede con el resto de vectores, obteniéndose el siguiente resultado:

XI(G) =2 ‘U(l,0,0) - U(Oa070)| +2- |U(1a07 1) - U(ana 1)|
+2- |U(17 170) - U(Oa 170)‘ +2- |U(1¢ 1, 1) - U(Oa 1, 1)’
=2-0+2-142-04+2-0=2.

De forma andloga se calcula la influencia de las otras dos caracteristicas:

x2(G) =2 -{v(0,1,0) — v(0,0,0)| + 2 - |v(0,1,1) — v(0,0,1)|
+2-|v(1,1,0) = v(1,0,0)| + 2 - |v(1,1,1) — v(1,0,1)]
—2.042-042-042-1=2,

x3(G) =2 - [v(0,0,1) — v(0,0,0)| 4+ 2 - |[v(0,1,1) — v(0, 1,0)|
+2-0(1,0,1) = v(1,0,0)| + 2 - |v(1,1,1) — v(1,1,0)|
=2.142-142-042-1=6.

Tenemos, para cada una de las tres caracteristicas, una influencia de 2, 2 y 6, respec-

tivamente. Por lo tanto, se puede decir que la tercera caracteristica es la mas influyente.

Ahora veamos la relacion con el valor de Banzhaf. En este ejemplo se cumple que
todas las caracteristicas tienen dos estados y B = A, por lo tanto x coincide con el valor
de Banzhaf. Identificamos las distintas combinaciones de estados de las caracteristicas
como las posibles coaliciones de caracteristicas, S, tal que el estado 1 se interpreta como
que la caracteristica correspondiente, i, “participa en la coaliciéon” y el estado 0 como que
“no participa”. En la Tabla asi dadas las coaliciones, recogemos los valores de los
juegos asociados, v, uno para cada caracteristica. Si para S C N, ag es el elemento de B

correspondiente a S, e i € {1,2,3}, se define el juego v":

min {v(ag),v(asui)} sii ¢S,

v (S) =
) max {v(as), v(aS\{i})} siieS.
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a S vH(S) | v2(S) | v3(9)
(0,0,0) | {0} 0 0 0
000 @By | o | 1 | 1
0,1,0)| {2} 0 0 0
(1,0,0) | {1} 0 0 0
0,1,1) | {23} | 1 1 1
1,0,1) | {1.3} | 1 0 0
(1,1,0) | {12} | o 0 0
(1,1, | {1,2.3) | 1 1 1

Tabla 3.2: Juegos TU asociados al conjunto de datos.

Ahora, para cada i, se calcula el valor de Banzhaf del jugador i en el juego v*:

ﬁﬂw)ZEéTmemoy—wQOﬂ»+4MLog)—vmﬁJ»
+ (v(1,1,0) — v(0,1,0)) + (v(1,1,1) — v(0,1,1))]

JE— 1 JR—
=g (0+14+0+0) =,

Ba(v?) :% [(v(0,1,0) —v(0,0,0)) + (v(0,1,1) — v(0,0,1)))

+ (U(]-v 1, 0) - U(]-u 0, 0)) + (’U(L 1, 1) - U(lv 0, 1))]
1
1
53(?}3) :F [(U(Oa 0, 1) - 0(07070)) + ("U(O, 1, 1) - U(Oa 1, 0)))
+ (v(1,0,1) —v(1,0,0)) + (v(1,1,1) — v(1,1,0))]
1
Los valores de Banzhaf obtenidos coinciden con las medidas de influencia calculadas

anteriormente si normalizamos sus valores dividiendo por |B| = 8.

3.1.2. Ejemplo 2

Vamos a considerar de nuevo el ejemplo anterior, con un clasificador binario y cada
vector a € B con tres atributos que toman valores de 0 o 1, pero en este caso vamos a tener
en cuenta que en nuestra muestra puede haber vectores repetidos o que no son observados

en ningtin momento. Por lo tanto, supongamos que tenemos los resultados de la Tabla
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donde la primera columna son las posibles valores del vector a, la segunda las veces que

ese vector ha salido repetido en nuestra muestra y la tercera cémo lo ha clasificado v.

a frecuencia(a) | v(a)
3 0

Wl |INO|N
oo |O

Tabla 3.3: Datos del ejemplo 2.

Como se puede observar en la segunda columna, B tiene 16 elementos. Otro dato a
tener en cuenta seria la combinacién (0,1,0) de atributos, que no ha sido observada en
ningin momento, por lo tanto, a la hora de calcular la influencia no podemos tener en
cuenta cémo ha sido clasificado ni como cambia dicha clasificacion si se modifica el valor

de alguno de los atributos.

Procedamos a calcular la medida de influencia, primero para la caracteristica i = 1.
Como hemos hecho en el ejemplo anterior, fijamos un vector a, por ejemplo (0,0, 1), y se
calcula la diferencia en la clasificacién cuando cambia el valor del primer atributo y pasa
a ser 1 (véase la ecuacién ) Se produce un cambio en la clasificacién, de 1 a 0, por
lo que la diferencia de los valores va a ser 1. Ademads, como el vector (0,0, 1) se repite 2
veces y, de forma andloga, el vector (1,0, 1) se repite solamente 1 vez, se puede decir que la
influencia aumenta en 2 + 1 = 3. Otro posible caso serfa el del vector (0,0,0), cuyo valor
es 0, al igual que el de (1,0,0), por lo tanto no hay cambio en la clasificacién y entonces no
aumenta la influencia. De la misma forma se procede con el resto de vectores, obteniendo

ahora el siguiente resultado:

V1(G) =(3+2) - 0(1,0,0) = v(0,0,0)] + (24 1) - [v(1,0, 1) — v(0,0,1)|
+0-u(1,1,0) (0, 1,0)] + (4 +3) - Jo(1,1,1) — w(0, 1, 1)
=5-04+3-14+404+7-0=3.
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De forma anéloga se calcula la influencia de las otras dos caracteristicas:

XQ(G) =0- |U(071a0) - U(O7O>O)| + (2 +4) ’ |U(07 17 1) - U(ana 1)|
+ (2 + 1) ' |U(17 170) - U(l,0,0)‘ =+ (1 +3) : |U(1a 1a 1) - U(17071)|
—046-0+3-04+4-1=4,

x3(G) =(3+2) - |v(0,0,1) — v(0,0,0)| + 0 - |v(0,1,1) — v(0, 1, 0)]
+ (2 + 1) ' |U(1,0, 1) - 0(17070)‘ =+ (1 +3) ! |'U(]., ]-7 ]-) - U(17 170)‘
=5-140+3-04+4-1=09.

Tenemos, para cada una de las tres caracteristicas, una influencia de 3, 4 y 9, respec-
tivamente. De este modo, se puede decir que la tercera caracteristica es la mas influyente.

En este caso B # A, por lo tanto, no se puede relacionar con el valor de Banzhaf.

3.2. Influencia en clasificadores lineales

En esta seccién se presentard la aplicacién de los resultados anteriores a la clase de
clasificadores lineales. Para esta clase de funciones, la medida de influencia tiene un inter-

pretacion intuitiva.

Un clasificador lineal estda definido por un hiperplano en R", de forma que todos los
puntos que estan a un lado del hiperplano toman el valor 1, y todos los puntos del otro
lado toman el valor 0. Formalmente, se asocia un peso w; € R a todas las caracteristicas
de N (se asume que w; # 0 para todo i € N); un punto x € R" vale 1 si x-w > ¢, donde

g € R es un pardmetro dado. La funcién de clasificacién v: R™ — {0, 1} viene dada por:

1 six-w > q,
v(x) = (3.6)
0 en otro caso.

Fijado el valor de x; a algin b € R, se considera el conjunto:
Wi(b) = {x_i eR" (x4, b) = 1};

se observa que si b < V' y w; > 0, entonces W;(b) C W;(¥') (si w; < 0 entonces W;(b') C
W;(b)). Dados dos valores b, b’ € R, se denota por:

D;(b,b) = {X_i eR" (x4, b) # ’U(X_Z‘,b/)} :
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Por la anterior observacion, si b < b’ entonces D;(b,b') = W;(b') \ W;(b), y si b > ¥/
entonces D;(b,b") = W;(b) \ W (V).

Supongamos que en vez de tomar valores en R", se toman en [0, 1]", entonces podemos

definir |D;(b, )| = Vol(D;(b,)), donde:

Vol(D;(b, 1)) :/ ol ) — v(xoi,b)|0x.
x_;€[0,1]7~

En otras palabras, para medir la influencia total de fijar el estado de la caracteristica i a
b, se calcula el volumen total de D;(b, ') para todo b’ € [0,1], esto es [;y_, Vol(D;(b, t'))b.
Por lo tanto, la influencia total de fijar el estado i a b es [ 1 [v(x—i;b) — v(x)[0x. La

influencia total de 7 serd entonces la influencia total de sus estados, i. e.:

1
/ / |v(x_;i, b) — v(x)|0x0b. (3.7)
b=0 Jx€[0,1]"

La férmula en la ecuacién (3.7)) se denota por x;(w;q). La ecuacion (3.1)) es una version
discretizada de la ecuacién (3.7); el resultado de la seccién anterior se puede extender a

un conjunto continuo, con solo unos pocos cambios en la demostracion.

Ahora se mostrara en el siguiente teorema que la medida dada en (3.7)) concuerda con

los pesos de una manera natural.

Teorema 3.9. Sea v un clasificador lineal definido por w y q; entonces x;(G) > x;(G)

si y solo si |w;| > |wjl.

3.3. Extensiones de la medida de influencia de las caracte-

risticas

Anteriormente se presenté una caracterizacion axiomaética de la influencia de la ca-
racteristica, donde el valor de cada vector de caracteristicas es 0 o 1. En esta seccién
se presentaran algunas posibles extensiones mas de la medida, y las variaciones en los

axiomas que sean necesarias.

3.3.1. Influencia de los estados

Al igual que se ha visto la influencia que tiene cierta caracteristica, uno también se
puede preguntar por la influencia de cierto estado de una caracteristica. En otras palabras,

en vez de medir la influencia de una caracteristica, medir la influencia de una caracteristica
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i en cierto estado. El resultado descrito en la caracterizacién axiomatica se puede extender
facilmente a este caso. Es més, el resultado de imposibilidad descrito en la Proposicién [3.5]
ya no se cumple cuando medimos la influencia del estado, se puede reemplazar la propiedad
de la unién disjunta por la de aditividad para obtener una clasificaciéon alternativa de la

influencia de estado.

3.3.2. Influencia de los pesos

Supongamos ahora que ademds del conjunto de datos B, se tiene una funciéon de
pesos w: B — R. w(a) puede ser pensado como el niimero de apariciones del vector a
en el conjunto de datos o la probabilidad de que a aparezca. En la Seccién [3.1] se asumi6
implicitamente que todos los puntos sucedian con la misma frecuencia e igual importancia.
Una extension simple de la unién disjunta y del axioma de la simetria para la variante
con pesos permitiria demostrar que la tinica medida de influencia con pesos que satisface

estos axiomas es:

Xi(B)y=) >  w@)vab)-va)l.

aceB bEAi:(a,Z‘,b)EB

3.3.3. Medida de distancia general

Supongamos que en vez de un clasificador v: A — {0, 1} se tiene una pseudo-distancia,
es decir, una funcién d: A x A — R que satisface d(a,a’) = d(a’,a), d(a,a) = 0 y la
desigualdad triangular. Nétese que es posible que d(a,a’) = 0 con a # a’. Es posible
realizar un analisis axiomatico en este entorno general, pero requiere mas suposiciones
sobre el comportamiento de la medida de influencia. Tal enfoque axiomaético conduce a

mostrar que la medida de influencia:

XB)y=> > d(ab)a),

acBbeA;:(a_;,b)eB
estd definida tnicamente a través de varios axiomas naturales. Los axiomas adicionales son
extensiones simples de la propiedad de la unién disjunta, y un requisito minimo indicando
que cuando B = {a, (a_;,b)}, entonces la influencia de una caracteristica es ad((a_;,b), a)

para una constante « independiente de 1.



Capitulo 4

Ejemplo COVID-19

En este capitulo aplicaremos a un ejemplo practico la medida de influencia dada ante-
riormente. Se han obtenido datos de los pacientes afectados por el COVID-19 correspon-
dientes a la primera ola de Galicia, en marzo y abril de 2020, estudiados en [Davila-Pena
et al. (2021). Nos centraremos en el drea sanitaria de Santiago-Barbanza, con un total
de 1631 pacientes. De cada paciente se conoce la edad, el sexo y todos sus antecedentes
médicos. A la hora de realizar el estudio se ha agrupado la edad en dos grupos distintos,
los pacientes con menos de 60 afos (representado por 0) y los de 60 o méas anos (represen-
tado por 1) y en el sexo puede tomar solamente los estados de hombre y mujer. Por otra
parte, en los antecedentes médicos se han seleccionado 5 de los considerados influyentes:
bronquitis, neumonia, demencia, diabetes y obesidad; marcados con 1 si la han padecido
v 0 en caso contrario. Ademads, se sabe de cada paciente si ha tenido alguna incidencia o
no, siendo esta nuestra clase a la hora de ser clasificados. Se entiende que ha tenido una

incidencia si el paciente ha estado hospitalizado, si ha necesitado UCI o si ha fallecido.

Primero se hard un breve andlisis descriptivo de los datos recolectados. El ntimero
total de pacientes que han tenido alguna incidencia en Santiago-Barbanza es de 169, lo
que implica un 10,36 % de los pacientes. Luego, se pueden observar en la Figura las
distintas frecuencias de las edades, haciendo distinciéon entre los que han tenido alguna
incidencia y los que no. En el intervalo de edad inferior a 60 anos, con un total de 910
pacientes, se han contabilizado solamente 11 pacientes con alguna incidencia, y el resto,
con edad igual o superior a 60 afios, ha habido un total de 721 paciente de los cuales
158 han tenido alguna incidencia. Ademads, en la Figura [4.2] se puede ver representado el
numero de pacientes diferenciados por su sexo, con 644 hombres y 987 mujeres en total,

y a su vez, divididos entre los que han tenido alguna incidencia o no, con 107 hombre y

31
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Figura 4.1: Frecuencia de cada intervalo de edad. El primer color desde la base indica los

pacientes con alguna incidencia y, el segundo, los que no han tenido ninguna incidencia.

62 mujeres. Vamos a prescindir de esta caracteristica a la hora de calcular la influencia.
Ademés, podemos ver en la Figura el ntimero de pacientes que han tenido cada uno
de los antecedentes escogidos: bronquitis, neumonia, demencia, diabetes y obesidad. En

cada caso tenemos un total de 36, 20, 56, 178 y 221 pacientes. Por otra parte, se puede
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Figura 4.2: Frecuencia de los sexos. El primer color desde la base indica los pacientes con

alguna incidencia y, el segundo, los que no han tenido ninguna incidencia.
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diferenciar en cada grupo el niimero de pacientes que han tenido alguna incidencia, siendo
5,5, 23, 57 vy 39, respectivamente. Para calcular la influencia vamos a escoger tres de estos

antecedentes para simplificar, los cuales son bronquitis, demencia y diabetes.

Obesidad

Diabetes

Demencia

Neumonia
[

Bronauitis

0 50 100 150 200 250

Figura 4.3: Frecuencia de cada uno de los distintos tipos de antecedentes. El primer color
desde la izquierda indica los pacientes con alguna incidencia y, el segundo, los que no han

tenido ninguna incidencia.

Ahora procederemos a calcular la medida de influencia de cada caracteristica. Por lo
tanto, como al final hemos escogido cuatro caracteristicas: edad y los antecedentes de
bronquitis, demencia y diabetes, tenemos un total de 2 x 2 x 2 X 2 = 16 combinaciones ¥y,

a su vez, cada una de ellas puede tomar el valor de 0 o 1 segiin cémo se haya clasificado.

Comenzamos con la influencia de la edad. Entonces, para poder contabilizar el nimero
de veces que un cambio en el estado de la edad afecte en la clasificaciéon de cada paciente,
tenemos que tener en cuenta dos cosas. Primero, hay que tomar un vector a que exista
en el conjunto de datos B. Y segundo, a la hora de hacer la diferencia de los valores,
v(a_1,b) — v(a), se contabilizard si, y solo si, existe un vector (a_1,b) con valor contrario
a a, ya que v toma valores de 0 o 1. Por lo tanto, este vector a con un valor concreto,
v(a), hard aumentar la influencia las veces que se repitan esas mismas caracteristicas y, de
la misma forma, con el vector (a_1,b). Por ejemplo, si tomamos el vector a = (0,0,0,0)
con valor v(a) = 0, se contabilizard el nimero de veces que se haya repetido de esa misma

forma, en el caso de que exista algin vector (1,0,0,0) con valor 1.
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Por lo tanto, para simplificar los pasos, primero calcularemos el niimero de veces que

se repite cada vector con ciertas caracteristicas y cierto valor. Se obtiene asi la Tabla

a v(a) | frecuencia(a) a v(a) | frecuencia(a)
(0,0,0,0) | 0 865 (0,0,0,1) | 0 20
(0,0,0,0) | 1 8 (0,0,0,1) | 1 3
(1,0,0,0) | 0 420 (1,0,0,1) | © 94
(1,0,0,0) | 1 87 (1,0,0,1) | 1 44
(0,1,0,0) | 0 12 (0,1,0,1) | 0 1
(0,1,0,0) | 1 0 0,1,0,1) | 1 0
(1,1,0,0) | 0 12 (1,1,0,1) | 0 5
(1,1,0,0) | 1 2 (1,1,0,1) | 1 2
(0,0,1,0) | 0 0,0,1,1) | 0 0
(0,0,1,0) | 1 0 0,0,1,1) | 1 0
(1,0,1,0) | 0 30 (1,0,1,1) | 0 1
(1,0,1,0) | 1 14 (1,0,1,1) | 1 8
0,1,1,0) | 0 0 0,1,1,1) | 0 0
(0,1,1,0) | 1 0 0,1,1,1) | 1 0
(1,1,1,0) | 0 1 (1,1,1,1) | 0 0
(1,1,1,0) | 1 1 (1,1,1,1) | 1 0

Tabla 4.1: Recuento de datos.

Repitiendo el mismo procedimiento con las otras tres caracteristicas obtenemos las
influencias para la edad, bronquitis, demencia y diabetes siguientes: 1573, 736, 723 y 1615,
respectivamente. Por lo tanto, se puede observar que la diabetes es la més influyente se-
guida de la edad. Para una mejor visualizacién, en la Figura 4.4] se representa un diagrama
de barras donde la altura es la influencia de cada caracteristica. Se puede observar que la
edad y la diabetes son mds influyentes que las dos restantes. En el Apéndice[A]se presenta

el codigo de R necesario para el calculo de las influencias.

Después de ver la influencia de distintos atributos a nivel del area sanitaria de Santiago-
Barbanza, procedemos a realizar el anilisis a nivel de toda Galicia. En este caso, hay un
total de 10454 pacientes de los cuales un 8,4 % han tenido alguna incidencia. De la misma

forma se vuelve a calcular la influencia de las mismas caracteristicas, dando en este caso:
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Figura 4.4: Influencia de cada una de las caracteristicas en el drea de Santiago-Barbanza.

10183, 10406, 4964 y 10444 para las caracteristicas de edad, bronquitis, demencia y dia-
betes, respectivamente. Por lo tanto, tenemos de nuevo que la diabetes es la caracteristica

con mayor influencia a nivel de Galicia seguido de la bronquitis y la edad.

Por otra parte, nos hemos centrado también en la incidencia concreta de fallecimiento
a nivel de Galicia, y tenemos que del total de pacientes hubo 544 fallecidos. Calculando la
influencia de las cuatro caracteristicas obtenemos: 10008, 5006, 4920 y 10341, respectiva-
mente. De esta forma, volvemos a tener con mayor influencia la diabetes seguida de cerca

por la edad.

Podemos concluir a partir de estos dos ultimos casos que, la caracteristica con mayor
influencia a la hora de que un paciente haya tenido alguna incidencia es la diabetes seguida
de la edad, al igual que ocurria si clasificAbamos segtin el fallecimiento. En cambio, cen-
trandonos en la influencia de la bronquitis, esta era mayor en el caso de contar todas las
incidencias que si solamente clasificAbamos segiin si fallecian o no. Por lo tanto, se puede
pensar que la gente que tiene como antecedente médico la bronquitis esté mas predispuesta

a tener alguna incidencia del tipo de hospitalizacién o UCI antes que el fallecimiento.






Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo, principalmente se ha estudiado y analizado una medida de influen-
cia en la clasificacion. Esta medida de influencia ha sido definida a partir inicamente de
una serie de axiomas naturales, y con la posibilidad de ser extendida facilmente a otros
contextos. La principal ventaja de esta aproximacion es la posibilidad de usarla con un
conocimiento minimo sobre el algoritmo o prioridades del clasificador. En el ejemplo del
COVID-19, se puede observar que se parte simplemente del conjunto de todos los pacien-

tes, sin conocer previamente en qué tipo de personas es més agresivo el virus.

La medida de influencia puede ser extendida de varias formas. La medida y presentada
contabiliza el niimero de veces que un cambio en el estado de cierta caracteristica produce
un cambio en el clasificador. Sin embargo, se puede dar el caso de que el conjunto de datos
no contenga alguno de los vectores a, a’ € B, tal que a’ = (a_;,b), como es en el caso de
nuestro ejemplo. Se puede observar en la Tabla[4.1I]que no tenemos ningin paciente con las
caracteristicas de tener menos de 60 anos y con los antecedentes de bronquitis, demencia
y con o sin diabetes, por ejemplo. En nuestro caso, hemos prescindido simplemente de
esos perfiles a la hora de calcular la influencia, pero un problema abierto seria extender
la medida de manera que no deseche posibles perfiles. Esta forma de proceder se ha visto
reflejada al estudiar la influencia de las caracteristicas en la clasificacién de una incidencia,
pues si bien al considerar el area sanitaria de Santiago-Barbanza la patologia previa de
la bronquitis no tenia gran influencia, esta se incrementé al realizar el andlisis a nivel de
toda Galicia, cuando se observaron perfiles de pacientes no existentes en el primer ana-

lisis. Esto parece aconsejar la bisqueda de una medida que podria equilibrar los resultados.

Por ultimo, los resultados de la parte experimental son més bien ilustrativos que infor-

mativos, ya que simplemente hemos analizado los pacientes a partir de cuatro caracteristi-
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cas. Y en funcién de esas cuatro caracteristicas, hemos visto que las mas influyentes son la
diabetes y la edad, pero tampoco se podria concluir que son las mas influyentes en general,
ya que, escogiendo mas o unas distintas podrian variar los resultados. Por lo que, un paso
a mayores seria la de ir escogiendo mas caracteristicas para obtener unos resultados mas

realistas y en consecuencia ttiles para servir de apoyo a la toma de decisiones.



Apéndice A
Programacion con R

A.1. Preparacion de los datos

Pacientes=read.csv2("Pacientes_01l.csv", sep=";", header=FALSE,
stringsAsFactors=TRUE)
Antecedentes=read.csv2("Antecedentes_01.csv", sep=";", header=FALSE,

stringsAsFactors=TRUE)
m=length(Pacientes[,1])
datos=Pacientes[,c(4,2)]

#Creamos los dos grupos de edad <60 (0) / >=60 (1)
n=which(datos[,2]<60)
v=rep(0,length(n))

datos[,2]=replace(datos[,2],1:m, 1)
datos[,2]=replace(datos[,2],n, v)

#Columna Bronquitis SI(1)/N0O(0)
datos=cbind(datos,Br=rep(0,m))
n=which(Antecedentes[,2]=="R78’ | Antecedentes[,2]==’R79’)
ln=length(n)

for (i in 1:1n){

for (j in 1:m) {

if (Antecedentes[n[i],1]==Pacientes[j,1]) {
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datos[j,3]=1}
}}

#Columna Demencia SI(1)/N0(0)
datos=cbind(datos,Dem=rep(0,m))
n=which(Antecedentes[,2]=="P70°)
ln=length(n)

for (i in 1:1n){

for (j in 1:m) {

if (Antecedentes[n[i],1]==Pacientes[j,1]) {
datos[j,4]=1}

3

#Columna Diabetes SI(1)/N0(0)
datos=cbind(datos,Diab=rep(0,m))
n=which(Antecedentes[,2]=="T89’ | Antecedentes[,2]==’T90’
| Antecedentes[,2]=="W85’)

1ln=length(n)

for (i in 1:1n){

for (j in 1:m) {

if (Antecedentes[n[i],1]==Pacientes[j,1]) {

datos[j,5]=1}

3

A.2. Medida de influencia

a=datos

va=rep(0,32)

for (w in 0:1){
#diabetes

for (1 in 0:1){
#demencia

for (i in 0:1){
#bronquitis

for (j in 0:1){
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#edad

for (k in 0:1){

#incidencia

index=which(al,1]==k & al[,2]==j & al,3]==i & al,4]==1 & al[,5]==w)
va[16*w+8*1+4xi+2xj+k+1]=1length(alindex,1])

3333

chi_1=0

for (w in 0:1){

#diabetes

for (1 in 0:1){

#demencia

for (i in 0:1){

#bronquitis

for (k in 0:1){

#incidencia

if (val[16*w+8x1+4*i+2*0+k+1]1>0 & val[16xw+8*1+4*i+2x1+(1-k)+1]1>0){
chi 1=chi 1 + va[16*w+8*1+4*i+2*x0+k+1]+va[16*w+8*1+4*xi+2*1+1-k+1]
P33}

chi_2=0

for (w in 0:1){

#diabetes

for (1 in 0:1){

#demencia

for (j in 0:1){

#edad

for (k in 0:1){

#incidencia

if (val16*w+8%1+4%0+2%j+k+1]1>0 & va[16xw+8x1+4x1+2xj+1-k+1]1>0){
chi_2=chi_2 + va[16*w+8x1+4*0+2xj+k+1]+va[16*w+8*1+4*1+2%j+1-k+1]
3333}

chi_3=0
for (w in 0:1){
#diabetes
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for (i in 0:1){

#bronquitis

for (j in 0:1){

#edad

for (k in 0:1){

#incidencia

if (val16*w+8%0+4*i+2%j+k+1]1>0 & va[16xw+8x1+4xi+2xj+1-k+1]1>0){
chi_3=chi_3 + va[l16*w+8x0+4*i+2xj+k+1]+va[16*w+8*1+4*i+2%j+1-k+1]
P31}

chi_4=0

for (1 in 0:1){

#demencia

for (i in 0:1){

#bronquitis

for (j in 0:1){

#edad

for (k in 0:1){

#incidencia

if (va[16*0+8*1+4*i+2%j+k+1]>0 & va[16*1+8*1+4*i+2%j+1-k+1]1>0){
chi_4=chi_4 + va[16%0+8%1+4*i+2*j+k+1]+val[16%1+8+1+4*i+2%j+1-k+1]
3331}

#influencia edad

chi_1

#influencia bronquitis
chi_2

#influencia demencia
chi_3

#influencia diabetes

chi 4



Bibliografia

Banzhaf, J. F. (1964), “Weighted voting doesn’t work: A mathematical analysis.” Rutgers
Law Review, 19, 317-343.

Breiman, L., Friedman, J., Stone, C. J., and Olshen, R. A. (1984), Classification and
Regression Trees. CRC press.

Datta, A., Datta, A., Procaccia, A. D., and Zick, Y. (2015), “Influence in classification via
cooperative game theory.” Twenty-Fourth International Joint Conference on Artificial
Intelligence, 511-517.

Davila-Pena, L., Garcia-Jurado, I., and Casas-Méndez, B. (2021), “Assessment of the
influence of features on a classification problem: an application to COVID-19 patients.”
arXiv preprint. arXiv:2104.14958.

Dua, D. and Graff, G. (2017), “UCI machine learning repository.” URL http://archive.

ics.uci.edu/ml.

Hastie, T., Tibshirani, R., and Friedman, J. (2008), The Elements of Statistical Learning.

Springer Series in Statistics.

Lehrer, E. (1988), “An axiomatization of the Banzhaf value.” International Journal of
Game Theory, 17, 89-99.

Ripley, B. D. (1996), Pattern Recognition and Neural Networks. Cambridge University

Press.

Sénchez Rodriguez, E. and Vidal Puga, J. (2014), Juegos Coalicionales. Universidade de

Vigo. Servizo de Publicacions, ed.

Shapley, L. S. (1953), “A value for n-person games.” Contributions to the Theory of Games,
2, 307-317.

43


http://archive.ics.uci.edu/ml
http://archive.ics.uci.edu/ml

	Resumen
	Introducción
	Teoría de juegos cooperativos
	El problema de clasificación
	Dos aproximaciones sencillas a la predicción
	Modelos lineales
	Modelos de vecinos más cercanos

	Modelos lineales para clasificación
	Análisis clúster
	Validación cruzada
	Métodos basados en árboles
	Árboles de regresión
	Árboles de clasificación
	Ejemplo spam


	Influencia en la clasificación
	Caracterización axiomática
	Ejemplo 1
	Ejemplo 2

	Influencia en clasificadores lineales
	Extensiones de la medida de influencia de las características
	Influencia de los estados
	Influencia de los pesos
	Medida de distancia general


	Ejemplo COVID-19
	Conclusiones
	Programación con R
	Preparación de los datos
	Medida de influencia


