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Resumen

En esta memoria se abordaran diversos métodos para la clasificacién estadistica. Esto
son, modelos de prediccion para una variable de salida categdrica. Ademas de la explicacion
formal y tedrica de cada método, se aplicaran los modelos descritos sobre datos reales
obtenidos a través de distintos repositorios en internet. Finalmente se validarén los modelos
v se extraeran conclusiones acerca de la efectividad de cada método para las distintas

naturalezas de los datos tratados.

Abstract

Various methods for statistical classification will be addressed in this report. That is,
prediction models for a categorical output variable. In addition to the formal and theoretical
explanation of each method, the models described will be applied to real data obtained
through different repositories on the internet. Finally, the models will be validated and
conclusions will be drawn about the effectiveness of each method for the different natures

of the data processed.
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Capitulo 1

El problema de la clasificaciéon

estadistica

En el campo de la Estadistica, uno de los problemas méas importantes es el de la clasifi-
cacién. Dado un conjunto de datos organizados en distintas categorfas o clases, se pretende
identificar a cuél de ellas pertenece una nueva observacion. El fondo del problema reside en
reconocer patrones y tendencias en los datos, de tal forma que se puedan realizar predic-
ciones fidedignas. Aunque pueda parecer algo abstracto, en la realidad existen numerosos
ejemplos en diversas areas del conocimiento que van desde la ciencia o medicina hasta la
industria o las finanzas. Algunos ejemplos podrian ser: identificar si un paciente estd sano
o enfermo a partir de un test que mida diversas variables fisiolégicas, asignar un correo
electrénico en la categorfa de “spam”, implementar un procedimiento automético que re-
conozca letras y ntimeros escritos a mano, determinar la especie de una planta a partir de
diversos rasgos como la longitud de los pétalos, etc.

Aunque tratan problemaéticas completamente distintas, estos ejemplos tienen ciertos
elementos en comun. En todos ellos, para cada observacién existe un conjunto de parame-
tros preestablecidos (cantidad de cierta hormona en sangre, nimero de veces que se apela
al destinatario, valor en la escala de grises de los pixeles en una imagen...) que influyen en

su categoria (enfermo/sano, spam/no spam, letra “A”, especie Iris setosa...).

1.1. La clasificacién supervisada

Desde el punto de vista matematico, el objetivo de la clasificacién estadistica es cons-
truir una funcién de decision f, llamada también clasificador o funcién de prediccion, que
asigne una categoria a cada observacion. Si para realizar esta predicciéon se consideran p

parametros (también denominados predictores), la variable de entrada (o input), X, seré
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un vector de dimensién p cuyos componentes son los valores que toman estos parametros
y se denotardn en mintscula, X7 = (z1,22,...,7,). Por otro lado, la variable de salida
(o output), G, es categorica ya que toma el valor de la clase a la que pertenece cada ob-
servacion X dada. El conjunto de salida, formado por las K categorias donde se pretende
clasificar, se denotard como G. En adelante, cada clase se codificara con un niimero natu-
ral, por lo que G = {1,..., K}. En definitiva, f es una funciéon de R’ en G = {1,...,K}.
En referencia a la notacion, a la funcién de prediccién, hasta ahora denotada como f,
comtnmente se le denomina G. De tal forma que si se escribe G‘(X) = 1, significa que la

prediccién para el dato X es que pertenece a la clase codificada como 1.

La funcién de decision se puede hallar a través de diversos métodos, los cuales seran mas
o menos adecuados en funcién de las caracteristicas del problema a tratar. Una posibilidad
es usar el teorema de Bayes y las probabilidades condicionadas. En el contexto de la

clasificacién, el teorema de Bayes se puede expresar en los siguientes términos

P(X|G = g)P(G = g)

P(G = gIX) = %)

(1.1)

donde P(G = g|X) es la probabilidad a posteriori de que la observacién X pertenezca a
la clase g, P(X|G = g) es la probabilidad del dato X considerando que pertenece a la
clase g, P(G = g) y P(X) son las probabilidades a priori. La funciéon de prediccion se
elegiria de tal manera que clasifique las observaciones en la categoria que maximice esta
probabilidad a posteriori. Esto no es en absoluto trivial pues en la practica no se conocen

las distribuciones de los datos que se pretenden clasificar.

Existen dos grandes familias en la clasificacion estadistica: la supervisada y la no su-
pervisada. En la supervisada se tiene un conocimiento a priori, un conjunto de datos,
denominado conjunto de entrenamiento, de los que se sabe la clase a la que pertenecen. A
partir de esta muestra se elabora la funcién de prediccion, é, que sea capaz de clasificar
nuevas observaciones. Esto es, para un conjunto de entrenamiento de N observaciones,
{X1,Xs,..., XN} se conocen sus clases {G1,Go,...,Gn}. La funcién de prediccion se de-

finird minimizando una funcion de pérdida L(G(X;), G;) que penalizara las equivocaciones

de la regla de decisién en la muestra de entrenamiento.

Por el contrario, en la clasificacién no supervisada no se dispone de este conocimiento
a priori, no se tiene un conjunto de datos ya clasificados. De hecho, ni se tienen por qué
conocer las posibles clases. En esta memoria, se abordarédn distintos métodos enfocados a

resolver los problemas del primer tipo.



1.2. EL EQUILIBRO EN LAS MUESTRAS 3

1.2. El equilibro en las muestras

Como se expuso anteriormente, en el &mbito de la clasificacién supervisada se cuenta
con un conjunto de entrenamiento de datos ya clasificados. Cuando para cada una de las
clases se tiene un ntmero parecido de datos, el problema se denomina equilibrado. Esto
es lo ideal, pues ninguna categoria estd sobrerrepresentada con respecto a otras y no se
tenderd a sesgar la clasificacion en favor de las categorias con mas datos. Sin embargo,
puede suceder que en la muestra de entrenamiento exista una clase minoritaria, es decir,
con muchas menos muestras que el resto. Esto es muy comin en el &mbito sanitario por
ejemplo, donde las muestras de pacientes sanos son mas numerosas que las de enfermos.
Este desequilibrio en el conjunto de entrenamiento perjudica a las clases minoritarias.
Volviendo al caso anterior, si se tiene una muestra de 100 pacientes de los cudles 95 estan
sanos y 5 enfermos, un método de prediccién que clasifique a todos los pacientes como
sanos tendria un porcentaje de acierto del 95 % dando una falsa apariencia de fiabilidad,
si bien lo més conveniente en este contexto seria que se clasifique a un sano como enfermo
antes que a un enfermo como sano.

Para solventar este problema, se estudiaran metodologias especificas para cada método

en particular. Aun asi, se pueden considerar ciertas pautas en comun.

= Funcién de pesos. Una posible soluciéon serfa construir una funciéon que pondere
los datos y de més significacién a aquellos pertenecientes a las clases minoritarias.

Como crear esta funcion es un problema abierto.

= Equilibrar las muestras. Dado que las clases estan en desigualdad de condicio-
nes, se podria actuar en dos sentidos: reducir la muestra que se toma de las clases
mayoritarias o bien aumentar los datos de las categorias con menos muestras. Sea
como fuere, habria que prestar especial atencién a nuevas problematicas que podrian
surgir. Disminuir el niimero de datos podrifa incrementar la varianza de la regla de
decisiéon, haciéndola menos fiables. En tanto que aumentar las muestras implicaria
simular datos artificialmente asumiendo ciertos parametros e incluso distribuciones,
lo cuél es arriesgado puesto que las nuevas muestras generadas podrian alejarse de

la realidad.

1.3. La clasificacion binaria

El caso mas sencillo de clasificaciéon es la binaria. En estos problemas, solamente se
tienen dos categorias: “éxito” o “fracaso”, codificadas con un digito que tomaré el valor 0

6 1 por lo que el conjunto de salida es G = {0, 1}. Por ejemplo, en el caso del test médico
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donde las categorias son “sano” y “enfermo” se podria codificar a los pacientes sanos como
G =0y a los enfermos como G = 1.

En los problemas binarios, un posible enfoque seria emplear un modelo de prediccién
con variable de salida Y cuantitativa. Después, se elegiria una funcién de decisién por la que
a cada variable de salida se le asignaria una categoria en funcién del valor de la prediccion
Y. Un ejemplo seria restringir los valores de Y al intervalo [0,1] y hacer la prediccion de
clase mediante la regla

0 si Y <05

o
I

(1.2)

El valor de Y a partir del cudl se clasifica en una categoria u en otra, en este caso 0.5,
se conoce como threshold. A pesar de que pareciera l6gico tomarlo siempre como 0.5, puede
ser conveniente modificar este valor. Por ejemplo si el modelo presenta un porcentaje alto
de falsos negativos o positivos.

A pesar de que no todos los problemas que se surgen en el ambito de la clasificacion
estadistica son de este tipo, la clasificacién binaria es un caso muy frecuente y de suma
importancia dado que la respuesta puede asociarse con la distribucion de Bernoulli (éxito
o fracaso). Si se quiere extender una regla de decision binaria a més de dos categorias, sean

K, se podrian emplear alguna de las siguientes dos estrategias:

= Uno contra el resto. Este método consiste en usar el modelo binario considerando
por un lado una clase y por otro el resto juntas. Después de K iteraciones, una nueva
observacion se clasificara en aquella categoria que haya obtenido mejores resultados en
el computo global. El principal inconveniente de este método es que podria degenerar
en un problema no equilibrado, puesto que la clase que engloba a todas las categorias
menos una, tenderd a tener mas datos. Pese a esto, es interesante considerar este
procedimiento ya que computacionalmente es eficiente, solo hay que repetir el modelo

binario K veces.

= Uno contra uno. Se organizan emparejamientos que enfrenten a toda las clases
entre si. En cada uno, se aplica el modelo binario y a la categoria ganadora se le
suma un punto. Cuando todas las clases se hayan comparado entre si, la categoria
que més puntos tenga serd la que se le asigne a la nueva observacién. Este método
resuelve el problema del equilibrio en comparacion con el Uno contra el resto, supuesto

el equilibrio inicial entre las clases. El inconveniente es que es mucho menos eficiente,

K
puesto que habria que realizar (2 > iteraciones.
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1.4. Validacion de los métodos

Una vez formulados los distintos métodos de clasificaciéon en un conjunto de datos es
importante validar su eficacia, es decir, valorar en que medida clasificaran correctamente
las nuevas observaciones.

En esta memoria se usard la validacion cruzada para evitar los problemas de sobre-
ajuste, es decir, que el modelo se adapte bien al la muestra de entrenamiento pero que no
se ajuste adecuadamente para predecir un nuevo conjunto de datos.

Esta estrategia consiste en dividir aleatoriamente la muestra de entrenamiento en dos
partes no necesariamente iguales (en este trabajo se tomara el 80 % de los datos para una y
el 20 % para la otra). La parte de mayor tamano, denominada conjunto de entrenamiento,
se usa para ajustar el modelo, es decir, obtener los distintos pardametros que definen la
funcién de clasificacion.

Por otro lado, el conjunto de datos restante, o conjunto de validacién, se usa en el
modelo para obtener las clases estimadas. Después, se comparan las clases reales de estos

datos con las predichas por el modelo y se calcula el error.



Capitulo 2
Regresion logistica

2.1. El modelo de regresiéon logistica

La regresion logistica es un método de clasificacion binario que se basa en el uso de la
regresion lineal para calcular la probabilidad a posteriori de que una observacién pertenezca
a una clase P(G = g|X) (vease [L.1).

Es importante tener en cuenta que al haber solo dos categorias, sean G = {0,1},
estas probabilidades son complementarias: P(G = 0|X) + P(G = 1|X) = 1. Ademas,
la probabilidad condicionada de G = 1 es precisamente la esperanza condicionada, en

adelante p
uw=E(G|X)=PG=1|X) (2.1)

Supoéngase un problema de clasificacién binario donde la variable de entrada X es, por
ahora, escalar (i.e, p = 1). Sup6ngase también un conjunto de entrenamiento { X1, Xo,..., Xy}
con clases {G1,G2,...,Gn}. Un posible planteamiento seria usar un modelo de regresion
lineal por minimos cuadrados del siguiente modo.

Se modela el valor de una variable salida cuantitativa Y segin la recta Y = By + 51X,
donde By y B son los llamados coeficientes de regresidn, elegidos por el método de minimos
cuadrados. En resumen, esta eleccion de 5y y 81 (que se denota 607 Bl) se hace de tal forma

que minimice la suma de residuos al cuadrado, RSS, que en este caso seria

N

RSS(Bo, B1) = Z(Gi — Bo — B1X;)? (2.2)

i=1

La intencién de considerar la variable cuantitativa Y es que sirva de modelo para el
célculo de la probabilidad P(G = g|X). El problema es que al tratarse de una recta no

hay seguridad de que las predicciones, Y = ﬁo + ElX , tomen valores en el intervalo [0, 1].

6
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En el siguiente ejemplo se pretende clasificar billetes como auténticos, G = 0, o falsos,
G = 1. Para ello, se usa una cdmara industrial que digitaliza cada billete y una funcién ma-
tematica, Wavelet Transform (WT), que proporciona cuatro pardmetros para cada imagen:

varianza, asimetria, curtosis y entropia.

1.0 0O OODADTO O o®@o

0.5

Probabilidad de falsificacion

0.0

-4 0 4
Varianza

Figura 2.1: Modelo de regresién lineal por minimos cuadrados que pretende modelar la

probabilidad de falsificacion en funcién de la varianza que da WT.

Como se puede observar en la Figura[2.1], usando la regresion lineal se predicen proba-
bilidades mayores que 1 para varianzas bajas y menores que 0 para varianzas altas.

Para corregir esto, en la regresiéon logistica se usa una funciéon que restrinja el valor de
las probabilidades al intervalo [0, 1]. Una de las posibles funciones que se pueden usar con

tal fin es la llamada funcidn sigmoide, o

1

e 2.3
I+e® (2.3)

o(x)

Notese que lim o(x) =1y lim o(z) =0.
T—+00 T——00

Usando entonces un modelo lineal 5p+ /1 X en (2.3)), se obtiene un modelo para hallar la

probabilidad a posteriori de que un determinado dato pertenezca a una clase. Sin pérdida

de generalidad, considérese esta categorfa la codificada como G =1

1 ePotpiX
1+ e BothiX) — 14 ePothiX

PG =1|X) = (2.4)
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El valor de los coeficientes [y y B1 se estimard por méaxima verosimilitud. Este ajuste

se explicara mas adelante.

1.004 SO omo

0.75

0.50+

Probabilidad de falsificacion

0.25

0.001

-4 0 4
Varianza

Figura 2.2: Modelo de regresion logistica. Ahora si que las probabilidades si que pertenecen

al intervalo [0,1].

Como se comenté previamente, al tratarse de un problema binario la probabilidad de
pertenecer a la otra clase, G = 0, es la complementaria

1

(2.5)

Si se dividen ambas probabilidades y se toman logaritmos se llega a la funcién deno-

minada logit o log-odds
) P(G=1|X)
P(G=0|X)

La finalidad de considerar esta funcién es facilitar el ajuste del modelo, que ahora si

) = Bo + 5 X (2.6)

puede ser una recta ya que no se estd modelando la probabilidad directamente, sino el
logaritmo de las odds.

Considérese un ensayo de Bernoulli, es decir, un experimento aleatorio con tunicos
resultados ézito con probabilidad p, o fracaso con probabilidad ¢ = 1 — p. Las odds o razén
de probabilidad de éxito, es la razon %. Si, por ejemplo, se tiene que la probabilidad de
éxito es p = 0.4, entonces las odds de éxito son 0.4/0.6 = 2/3. Esto equivale a decir que se

esperan 2 éxitos por cada 3 fracasos.
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Esta transformaciéon de probabilidades a odds es mondétona, si la probabilidad crece
las odds también lo haran. Ademaés, el rango de valores ya no se limita al intervalo [0, 1],
puesto que las odds toman valores en [0, co]. Si ademas se toman logaritmos, finalmente se
llega a la funcién logit, que toma valores en [—oo, +00], por lo que ahora si tiene sentido
considerar un modelo lineal.

Como se coment6 anteriormente, se pueden utilizar otras funciones ademés de la logit
para pasar del intervalo [0, 1] de las probabilidades a toda la recta real. En la terminologia
de la clasificacion estadistica, la funcién usada con tal fin se denomina funciéon link y se
suele denotar g. Por tanto, la funcién que modela las probabilidades es la inversa de la
funcién link, g—'. En el caso de usar la funcién logit, g~ '(x) = o(x), como se muestra en
29).

Una vez estimados los coeficientes By y B, se clasificaria cada observacién en funcién
del valor que tome la probabilidad P(G|X) segtn el modelo (2.4)). Para ello, se establece
un threshold, es decir, se clasifica la observacion X en la clase G =1 si P(G = 1|X) > 0.5,
por ejemplo, y en la clase G = 0 en el caso contrario.

En el caso multivariante, es decir cuando las observaciones son vectores X' = (z1, 22, . . .
con p > 1, los principios de la regresion logistica son los mismos. La diferencia es que ahora
se pasard de tener dos coeficientes, By y 51, a tener p + 1

1 (P(G = 1|X)

P(GzO\X)) = Bo + Brx1 + Baxa + - - + Bpp (2.7)

Para facilitar la notacién, se incluird la constante 1 como el primer componente da

cada vector de entrada X. De esta manera, se podra incluir el intercepto Gy en el vector

BT = (Bo, B1,- - -, Bp). Por tanto, la anterior ecuacion se escribira
P(G =1]X) T
1 —— | =0"X 2.8
o« (FE=an) =? 29
El valor de la probabilidad a posteriori sera
BT X

2.2. Ajuste del modelo por maxima verosimilitud

Supuesto el modelo, el problema ahora reside en la estimacion del parametro g7 =
(Bo, B, - -, Bp). Esta estimacion se denotara BT = (,30, By, ... 75;,) y se realizard por ma-
xima verosimilitud, esto es, de tal forma que se maximice la probabilidad de clasificar las

observaciones de la muestra de entrenamiento {X7, Xo,..., X} en sus respectivas clases

{G1,Ga,...,GN}.
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La funcién de verosimilitud derivada de suponer que la variable respuesta sigue una

distribucién binomial, extension de la Bernoulli, es

N
£(8) = [ P(G = 11x:)% (1 - P(G = 1]X,))" (2.10)

=1

Tomando logaritmos se obtiene la funcion logaritmica de verosimilitud, ! = log £. De-

sarrollando se llega a

N N
UB) =D _1og PG = 1|X:)% + 3 log(1 - P(G = 11X)' " =
i=1 i=1

N (2.11)
= {Gilog P(G = 1]X;) + (1 — G) log(1 — P(G = 1 X,))}
i=1
Finalmente, usando la notacion vectorial de (2.13)) se tiene que
N T
108) =3 {GiBTXZ- —log(1 + ¢® Xi)} (2.12)
i=1
El estimador de maxima verosimilitud BT = (Bo, BAl, e Bp) serd aquel que maximice

esta funcion (véase [I, Capitulo 4]). La funcién de estimacion de las probabilidades a

posteriori serd por tanto
s X

P(G=1|X)= (2.13)

1+ ef"X
2.3. Caso practico: billetes falsos

Consideremos el ejemplo expuesto anteriormente donde se clasifican billetes como au-
ténticos, G = 0, o falsos, G = 1. A partir de las iméagenes digitalizadas de los billetes, la
funcion WT devuelve valores de cuatro pardmetros: varianza, asimetria, curtosis y entro-
pia. Si se consideran todos estos parametros en la funcién de decisiéon se tiene entonces que
p = 4. La variable de entrada en este caso es un vector X = (1,21,...,2p).

Para ajustar el modelo se toma una muestra de entrenamiento con el 80 % de los datos
originales, es decir, 1098 billetes. El conjunto de validacion esté formado por el restante
20 %, esto es, 274 muestras. Los resultados del modelo de regresion logistica ajustado por
maéaxima verosimilitud se muestran en el Tabla 2.2

El dato del p-wvalor que se muestra en las tablas da una idea de la significacién de

cada predictor. En este caso, la contribucién de la variable entropia resulta no significativa
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Tabla 2.1: Muestra aleatoria de cuatro datos del conjunto de entrenamiento. En este ejem-
plo, se tiene un total de N=1372 billetes clasificados, de los cuales 610 son falsificaciones y
762 son auténticos. Se puede considerar, por tanto, que la muestra de estrenamiento esti

equilibrada.

varianza asimetria curtosis entropia clase

75 0.32924  -4.45520 4.571800 -0.98880 0
#75 4.40690 10.90720 -4.577500 -4.42710 0
7825 -0.42940 -0.14693  0.044265 -0.15605 1
#987  0.84546 3.48260 -3.630700 -1.39610 1

Tabla 2.2: Estimacion de los coeficientes, error estandar y p-wvalor de cada predictor.

Coeficientes Error estandar p-valor
(Intercept) 7.321805 1.5588603 0.0000026
varianza -7.859331 1.7383123 0.0000061
asimetria -4.190963 0.9041488  0.0000036
curtosis -5.287431 1.1611830  0.0000053
entropia -0.605319 0.3307210 0.0672050

para el modelo. Esto no quiere decir que por si solo este predictor no sea significativo, no

obstante en presencia del resto de variables ya no es necesario.

Excluyendo entonces este parametro del modelo se obtienen los resultados mostrados
en el Tabla 2.3

Se tiene pues la funcion P (G = 1|X) que predice la probabilidad de falsificacion a partir
de la variable de entrada X = (1,1, z2,x3) cuyos componentes son, respectivamente, los
parametros de varianza, asimetria y curtosis obtenidos a través de la digitalizacion de cada
billete
BT X

- e
P(Billete Falso) = P(G=1|X) = ———
(Billete Falso) ( |X) X

(2.14)
donde BT =~ (6.89, —6.78, —3.51, —4.46) (véase Tabla 2.3).
Una vez determinada el modelo de prediccion para las probabilidades a posteriori ([2.14]),

el objetivo ahora es clasificar los billetes, es decir, definir la funcién de decision G. Para
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Tabla 2.3: Resultados obtenidos al excluir la entropia.

Coeficientes Error estdndar p-valor

(Intercept) 6.884972 1.3838479  7.0e-07
varianza -6.783457 1.3949643 1.2e-06
asimetria -3.506680 0.6932163 4.0e-07
curtosis -4.464192 0.9006030 7.0e-07

este ejemplo se considerard un threshold de 0.5, luego dado un billete X

0 si P(G=1|X)<05
G(X) = (2.15)
1 si P(G=1|X)>05

Para evaluar el modelo se comparan las clases reales del conjunto de validacién con
las predicciones obtenidas por la funcién de clasificacién. De esta forma se construye una
matriz de confusion (m;;) € Maxa, donde el elemento m;; indica el namero de datos con
clase G = j — 1 clasificados como G =i — 1 (Figura [2.3).

Clase Real
Auténtico | Falsificacion
Auténtico 148 1
Prediccién
Falsificacion 4 121

Figura 2.3: Matriz de confusién para el conjunto de validacion.

El modelo clasifica correctamente el % = 98.17% de las observaciones del
conjunto de validacién.

La interpretacion de los coeficientes de B es la siguiente. Para el caso de la varianza
(61 =~ —6.78), el log-odds de que un billete sea falso esta negativamente relacionado con
este parametro. En concreto, por cada unidad que se incrementa la wvarianza, el log-odds

de falsificacién disminuye 6.78 unidades.



Capitulo 3
Modelos aditivos generalizados

Como se expuso en el capitulo anterior, un planteamiento para el problema de la
clasificacién binaria es definir una funcién para estimar las probabilidades a posteriori

P(G = 1|X) o, equivalentemente, u (véase . Para ello, es posible emplear un modelo
Y=f(X)+e (3.1)

donde € denota el error de la predicciéon f respecto al valor real Y. La variable de salida
no estd restringida necesariamente al intervalo [0, 1] gracias al uso de una funcion link g.
La esperanza condicionada ya no est4 directamente relacionada con la variable de entrada

X, sino que lo hace a través de esta funcién
5= E(GIX) =g~ \(Y) (3.2)

Esto es precisamente un fundamento de los denominados Modelos Lineales Generali-
zados (GLM). En los GLM ademés de usar una funcion link, se asume que la funcion f,
que predice la variable de salida Y, es una combinacién lineal de los componentes de la

variable de entrada
f(X) = Bo + Brxy + Paza + -+ + Bpxyp (3.3)

El modelo lineal por minimos cuadrados o la regresion logistica son casos particulares
de GLM, donde la funcién link es la identidad o la logit, respectivamente.

Esta suposicién de linealidad facilita la determinacién de la funcién f ya que en lugar
de tener que estimar una funcién p-dimensional f(z1,x2,...,xp), se estiman los p + 1
coeficientes 8. El uso de una funcién link permite superar la limitacién del modelo lineal
de que la variable de salida Y se distribuya de manera normal. Los GLM se pueden emplear
para variables de salida que sigan distribuciones de la familia exponencial: Normal, Gamma,

Bernoulli, Poisson...

13
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A pesar de las mejoras que aportan, los GLM sigue presentado una serie de incon-
venientes. La principal limitaciéon de estos modelos es la presuncién de una relacién de
linealidad entre las variables de salida y entrada. Este planteamiento simplifica el ajuste
del modelo y conlleva interpretaciones de més facil comprensién. No obstante, la suposicién
de linealidad no es una buena aproximacién para una gran parte de casos en la practica.

En este contexto se plantea el Modelo Aditivo Generalizado (GAM) con el fin de superar
la linealidad. Este modelo es una extensién del GLM donde las relacién entre los predictores

y la variable salida deja de ser lineal si bien se mantiene la aditividad.

3.1. Expansion lineal de bases y regresiéon polinémica

En los GAM se modela la variable salida Y con una expansion lineal de bases

M
FX) =" Buhm(X) (3.4)
m=0

Donde h,,(X) : RP — R denota una transformacion de X no necesariamente lineal
(véase [7]). Esto es, en estos modelos se remplaza la variable de entrada X por M trans-
formaciones. El punto crucial de esta aproximacion es que una vez determinada la base de
funciones, i.e las h,,, el modelo es lineal en las nuevas variables determinadas por estas
transformaciones. Por tanto, se facilita el ajuste pudiendo usarse los mismos métodos que
en los modelos lineales.

Notese que el GAM sigue siendo una generalizacion del modelo lineal que se obtiene
tomando h,,(X) = z,, con m = 1,...,p. El uso de una base de funciones incrementa
las posibilidades para llegar a una estimacién més fiable de la variable de salida Y y, por
consiguiente, de la probabilidad a posteriori para clasificar las observaciones.

Con la finalidad de simplificar los resultados y aclarar los conceptos bésicos, en adelante
se considerard el caso univariante, es decir, la variable de entrada X es un escalar, por lo
que las transformaciones h,, son funciones de R en R.

La base polinémica consiste en modelar Y como un polinomio de grado M con h,,(X) =

XM Se tiene entonces
FX)=Bo+ X+ BX> 4+ BuXxM (3.5)

Esto se conoce como regresidn polindmica. Los coeficientes 5; con ¢ = 1,..., M se
pueden ajustar a través de minimos cuadrados, ya que el modelo se puede considerar lineal
con variables de entrada X, X2, ..., XM,

En consecuencia, para un problema de clasificacién binaria se puede emplear la regresion

polinémica junto con la funcion logit como link (Figura[3.1)). El modelo para la probabilidad
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a posteriori sera
eBo+BLX+B2 X4+ XM

1 4 ePotPrLX+Pa X34 +By XM
A medida que aumenta el grado del polinomio la funcién presenta cada vez una mayor

PG =1|X) = (3.6)

“flexibilidad” y se comporta de forma extrana, particularmente en los los extremos. Por

este motivo, en la préactica es aconsejable usar polinomios de grado no mayor que 4 (véase

I71)-

1.00 ® OO0OWO O WO@O® @ CO® @ 00 VOOPD  CHOGTOGEDMNGED G IO GOOCKD 0O @ 000 O

0.754

0.504

Probabilidad de enfermedad

0.254

0.00+

30 40 50 60 70
Edad

Figura 3.1: Ejemplo de modelo de regresiéon polinémica logistica de grado 3. El modelo
se obtuvo a través de datos médicos de diversos pacientes que presentan una enfermedad
cardiaca, G=1, o que estan sanos, G=0. En la figura se modela la probabilidad de padecer

una enfermedad en funcién de la edad.

3.2. Polinomios por partes

El método de regresiéon polindémica se puede perfeccionar dividiendo el dominio de X
en intervalos contiguos y definiendo f por partes, es decir, como un polinomio distinto para
cada intervalo. Esto se denomina polinomio por partes o en inlgés piecewise polynomial.
De esta manera, se pueden conseguir modelos més acordes a la realidad.

Si se divide el dominio de la variable de entrada a través de K puntos de corte
{&1,...,&k}, en adelante nodos, se obtendran K + 1 intervalos. Por tanto, f estard de-

finida en K + 1 polinomios asociados a cada intervalo.
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Considérese el caso de emplear polinomios de grado 3 separados por un finico nodo £.

Se tiene entonces que f estd definida por dos polinomios

Bot + 11X + Bor1 X%+ B X si X <€
F(X) = (3.7)

Boz + B12X + Baa X2 + B3 X3 si X > ¢
Ambos polinomios se pueden ajustar por minimos cuadrados. Para el ajuste de la
primera parte {501, 511, 821, 831} se usaran los datos de entrenamiento con X < £. Mientras

que para la obtencion de los coeficientes {Bo2, 512, B22, B32}, se tomaran las observaciones
con X > €.

3.3. Splines

El principal inconveniente de los polinomios por partes es que pueden presentar dis-
continuidades o excesos de “flexibilidad” en los nodos (Figura [3.2)). Esto genera que existan
ciertas regiones poco fiables, concretamente los entornos de los nodos, debido a la gran
variabilidad de la prediccién: una observacién a la derecha de un nodo puede dar lugar a
una predicciéon muy dispar de otra observacién relativamente cercana pero a la izquierda
de dicho nodo.

Una forma de corregir esto es imponiendo la condicién de continuidad. La manera mas
simple es forzar a cada polinomio a pasar por los puntos por los que pasan los contiguos a
sus nodos (grafica superior derecha Figura [3.2).

De esta manera se consigue la continuidad, pero f atin puede presentar grandes irregu-
laridades cuando cambia de un intervalo a otro. Para conseguir la “suavidad” en los nodos se
impone, al mismo tiempo, la continuidad de la derivada en los nodos. Estos son los splines
(véase [6]). Un M-spline es un polinomio por partes de grado M — 1 cuyas M — 2 derivadas
son continuas en cada nodo. Matematicamente esto se indica como que un M-spline es de
clase CM~—2,

Dado que el ojo humano no es capaz de apreciar la discontinuidad en los nodos a partir
de la segunda derivada, los splines mas comunes son los de orden M = 4, conocidos como
splines cabicos (Figura[3.2)).

En general, una base para un M-spline con nodos {&1,...,&x} puede ser

| (3.8)
h]W-‘rl(X) = (X - gl){\k/[ilal =1,...,K

donde (X — &), denota la parte positiva.



3.3. SPLINES

Polinomio por partes

Polinomio continuo

17
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Figura 3.2: Ejemplo de modelos de regresiéon polinémica. Los puntos grises son los datos
de entrenamiento a partir de los cuales se ajustaron los modelos. Las lineas discontinuas
representan los nodos. Los polinomios son de grado 3. Para el spline natural (parte inferior

derecha) se usaron dos nodos adicionales para suavizar los extremos.
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Es decir, en un spline cubico con K nodos el ajuste requiere estimar K + 4 coefi-
cientes. Como se explicd anteriormente, dado que el modelo es lineal para los predictores
{h1(X),...,hx4+4(X)}, este ajuste puede realizarse a través de minimos cuadrados.

El método de splines depende considerablemente del ntmero y posicién de nodos en
los que se divide el dominio de la funcién. La eleccion de éstos no es trivial, pues como se
comentd previamente, el niumero de nodos influye en los grados de libertad del ajuste v,
en consecuencia, en la flexibilidad de la funcién. Una manera de realizar esta eleccién es
tomar la cantidad de nodos para la cuél la suma de residuos al cuadrado del ajuste (RSS)
sea minima. Una vez hallado este nimero de grados de libertad, se calculan los cuantiles
correspondientes para distribuir los nodos uniformemente.

Dado que en los extremos de los splines no se impone ninguna restriccién para evitar
la “flexibilidad”, una opcion usada frecuentemente para suavizar el spline en el primer y
iltimo intervalo es considerar rectas en estas partes, i.e, polinomios de grado 1. Esto se

conoce como spline natural (vease Figura [3.2]).

3.4. Splines de suavizado

Ademas de la estrategia descrita previamente, existen otros procedimientos para definir
splines. A continuacion se expondra el método de los splines de suavizado. Este plantea-
miento resulta de especial interés pues evita los problemas que pueden surgir en la eleccién
de los nodos.

El problema consiste en encontrar una funciéon f que minimice la suma de residuos al
N

cuadrado RSS(f) = Z {V; — f(X;)}%. Si no se impone ninguna restriccion, el resultado
i=1

seria una funcion que ;)ase por todos los puntos f(X;) =Y; Vi=1,...,N. Esta funcion
tendria RSS(f) = 0 pero no seria en absoluto suave presentando demasiadas irregularida-

des.

Para conseguir un ajuste suave, en la RSS se incluye una una funcién de penalizacion

N
RSN = Yo V= J0F +2 [ {0} ai (3.9
i=1
La funcién de clase C? que minimice (3.9) se denomina spline de suavizado. Esta
expresion estd formada por dos términos.

N
» Funcién de pérdida: Z {Y; — f(X;)}>. Es una medida de la bondad del ajuste.
i=1

» Funcién de penalizacion: )\/ {f”(t)}2 dt. Es la curvatura de f.
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Como f’ es una medida de la pendiente, f” mide cuanto varia la pendiente. Por otro
lado, [(f”)? mide la variacion de f’ . De esta manera si f es suave, f’ sera aproximadamente
constante y la integral tendra un valor pequenio. De lo contrario, si f es muy flexible esta
integral tenderd a tomar valores mayores.

El valor no negativo A se denomina parametro de penalizacién. Si A tiene una valor
cercano a 0 se penalizara poco la flexibilidad y el ajuste serd poco suave. Si por el contrario,
se dan valores grandes para este parametro, la funciéon del ajuste serd mas suave.

El resultado entonces es una funcién de clase C? definida por partes con tantos nodos
como puntos, esto es, un spline cubico natural con nodos {X1,..., Xx}.

El spline de suavizado obtenido con este método no es el mismo que el spline cibico
natural obtenido por los métodos de regresion polinémica descritos. Como se explico ante-
riormente, aumentar el nimero de nodos incrementa los grados de libertad del ajuste y, por
tanto, la irregularidad de la funcién. Sin embargo, considerar un parametro de penalizacién
A lleva a que los grados de libertad efectivos sean menores.

En el caso anterior de regresién polindémica, los grados de libertad son los pardmetros
libres, es decir, el numero de coeficientes del ajuste, por lo que si que guardan relacién con la
flexibilidad de la funcién. Imponer una restriccion, en este caso la funciéon de penalizacion,
lleva a que aunque el ntmero de grados de libertad se mantenga, el modelo sea mas suave.
Luego el concepto de grados de libertad efectivos se puede entender como la influencia real
de los grados de libertad sobre la suavidad de la funcién.

Por tanto, en este método ya no hay que realizar una eleccién de nodos. En cambio,
se tiene que tomar un valor para A en funcién de la penalizaciéon que se quiere dar a la
flexibilidad del ajuste.

3.5. Caso practico: cardiopatia

Todos estos modelos aditivos se pueden aplicar a problemas de clasificaciéon modelando
el logaritmo de las odds usando la funcién logit, tal y como se explicé en la regresion
logistica. De esta manera si se tienen p predictores para clasificar una observacién, esto es,
la variable de entrada es un vector X = (z1,...,2)), se usard el modelo

P(G=1|X)
log
1-P(G=1|X)

donde f; son funciones no necesariamente lineales obtenidas por los métodos de regresion

>=ﬁo+f1<x1)+--.+fp<scp> (3.10)

polinémica, splines, splines de suavizado etc.
Asi el modelo para el calculo de las probabilidades a posteriori sera tal que
ePotfi(zr)++fp(zp)

P(G s 1’X) = 1 + 6,80+f1(951)+“'+f17(xp)

(3.11)
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En el siguiente ejemplo se pretende comprobar la eficacia de realizar una prueba deter-
minada para predecir si una persona es propensa a cierta enfermedad cardiaca. Para ello, se
recogieron datos de personas sanas G = 0 y con la cardiopatia, G = 1. Concretamente, los
datos tomados fueron la edad y el resultado del ritmo cardiaco maximo en dicha prueba.
Las variable de entrada por tanto es un vector de dimensiéon 2 formado por los parametros
edad y ritmo cardiaco méximo.

FEn cuanto a la construccién y validaciéon del modelo, los datos recogidos se dividieron en
un conjunto de entrenamiento con el 80 % de las muestras (242 pacientes), para el ajuste,

y otro conjunto de validacion con el 20 % restante (61 muestras).

Tabla 3.1: Muestra aleatoria de cuatro datos del conjunto de entrenamiento. Un total de
N=303 personas realizaron las pruebas, de las cuales 164 estaban sanas y 139 no. Se puede

considerar una muestra equilibrada.

Edad RitmoMaximo Diagnostico

#7 62 160 1
#157 ol 173 1
#160 68 151 0
#235 54 163 0

La Figura [3.1] es el resultado de modelar la probabilidad de presentar la enfermedad
en funcién de la edad. En este caso se us6 una regresion polinémica de grado 3 con la
unica variable de entrada la edad de los pacientes. Si se realiza el mismo modelo para la
variable del ritmo cardiaco maximo, se obtienen los resultados mostrados en el Tabla
v el modelo para la probabilidad a posteriori de la Figura (3.3

Usando el método de splines cibicos naturales incluyendo ambos predictores (Figura
en los datos del conjunto de validacién se obtienen los datos mostrados en la matriz
de confusién de la Figura[3.5].

23+ 21

El modelo clasifica correctamente el = 72.13% de las observaciones del con-

junto de validacion.

En la mayoria de casos, este modelo es considerablemente més preciso que el modelo
logistico lineal descrito en el capitulo anterior dado que, precisamente, es una generalizacién
de éste. En los GAM no se esté limitado a considerar una transformacion lineal, por lo que

tienen una mayor capacidad de adaptacion a la casuistica del mundo real.
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Figura 3.3: Regresion polinémica logistica de grado 3 que modela la probabilidad de padecer

una enfermedad solamente considerando el ritmo cardiaco méaximo.

Como prueba de esto, el modelo lineal (tal y como se formul6 en el Capitulo 2) clasifica
este ejemplo con una precision del 55.74 % como se muestra en la matriz de confusion de
la Figura En la prediccién obtenida para el conjunto de validacién se tiene un total
de 23 falsos negativos, correspondiente a un 37.71 % de la muestra, en comparacion con el

11.47 % obtenido con los splines cibicos naturales.
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Tabla 3.2: Estimacion de los coeficientes, error estandar y p-valor de cada predictor para
el modelo de regresion polinémica de grado 3. De la segunda fila en adelante se muestran

los predictores correspondientes a las potencias de la variable ritmo méximo.

Coeficientes Error estandar p-valor
(Intercept) -0.2332787 0.1538029 0.1293329
poly(RitmoMaximo, 3)1 -16.9818607 3.1570245 0.0000001
poly(RitmoMaximo, 3)2  -3.3322205 3.2228206 0.3011617
poly(RitmoMaximo, 3)3  -3.0419886 4.0341776  0.4508167

=4)
=4)

ns(RitmoMaximo, df
ns(Edad, df

-10

-15
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80 100 120 140 160 180 200 30 40 50 60 70
RitmoMaximo Edad

Figura 3.4: Splines ciibicos naturales para el modelo con ambos predictores.
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Diagnostico Real

Sano | Enfermo

o Sano 23 7
Prediccion
Enfermo 10 21
Diagnostico Real
Sano | Enfermo
Sano 22 16
Prediccién
Enfermo 11 12

Figura 3.5: Matrices de confusién para el conjunto de validacion. Arriba se muestra la del

del modelo de splines cubicos naturales. Abajo la del modelo lineal.



Capitulo 4
K-vecinos mas proximos

4.1. Introduccidon a los métodos Kernel

En este capitulo se expondra el algoritmo de los K-vecinos mas préximos o, por sus
siglas en inglés, kNN. Este algoritmo pertenece a una clase de métodos, llamados Kernel,
que se basan en hallar una funcién de clasificaciéon ajustando distintos modelos para cada
punto Xg del dominio, es decir, para cada observacién de la muestra de entrenamiento.

Teniendo en cuenta las dificultades con la flexibilidad surgidas en la regresiéon polind-
mica (véase el capitulo anterior), es razonable pensar que usar un modelo para cada punto
llevaria a la misma problemética. Para evitar esto, en los siguientes métodos se usa una
funcion de pesos Ky (Xp, X;), denominada Kernel, que asigna un peso para cada X; en
funcion de su distancia a Xo (véase [I, Capitulo 6]).

De esta manera, en el ajuste de los modelos para cada punto Xy se tendran més en
cuenta las observaciones X; cuanto méas cercanas sean a Xy. En consecuencia, se lograra
que el modelo final sea suave.

FEl pardmetro A del Kernel esté asociado a la amplitud de los entornos a considerar.
La eleccion de este pardmetro se hard, principalmente, basandose en la muestra de entre-

namiento.

4.2. EIl kNN

El algoritmo de los k-vecinos més cercanos es el método Kernel mas elemental. Dada
una, observacién Xy de dimension p que se pretende clasificar en una de las categorias
G = {Gy,...,Gr}, se calcula la distancia entre Xy y el resto de observaciones de la

muestra de entrenamiento X;. Aunque se pueden considerar varias distancias en funcién del

24
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P

) . 2

problema a tratar, generalmente la més usada es la euclidea d(Xo, X;) = E (xoj — ij)”.

=1

A continuacion, se seleccionan los k datos de entrenamiento mas cercanos con sus

respectivas clases. Xg se clasificard en aquella clase G; que sea la mayoritaria entre las

k observaciones seleccionadas. En adelante, a este conjunto formado por los k£ datos mas
cercanos a Xy también se le denominard entorno o k-entorno de Xj.

Una caracteristica importante de este método que los distingue con respecto a los vistos

hasta ahora es que se pueden usar para la clagificacion no binaria sin recurrir a algoritmos

externos (véase Clasificacion binaria, Capitulo 1).

4.3. La eleccion de k

En este caso, el pardmetro A del que se habld anteriormente pasa a ser k, esto es, el
nimero de observaciones entre las que se pretende comparar la observacién a clasificar.
Cuanto mayor sea k, mayores seran los entornos considerados.

En este método la eleccion del paradmetro presenta algunas peculiaridades. Por ejemplo,
para el caso binario resulta mas adecuado tomar un valor impar para k con el fin de evitar
posibles empates.

La opcién maés intuitiva es tomar k& = 1, es decir, clasificar una observacién en la clase
correspondiente al dato de entrenamiento més cercano. El inconveniente de esta eleccién
es que a medida que se reduce el valor de k, las predicciones se vuelven menos estables
(algo parecido a los polinomios no suaves en la regresion polindomica) ademas de que se
incrementa el riesgo de sobreajuste (i.e, que el modelo se adapte bien solamente al conjunto
de entrenamiento y no para clasificar nuevas observaciones).

Por el contrario, para una k grande, el modelo serd mas estable a costa de incrementar
el nimero de clasificaciones erréneas.

En general, para la eleccién de este parametro, se aplicard el modelo al conjunto de
validacion (obtenido después de separar la muestra original, véase Validacidon de los métodos
en Capitulo 1) varias veces con distintos valores de k. El valor para el cual se cometan menos

errores serd el seleccionado.

4.4. La funcién de pesos

En cuanto a la funciéon Kernel que asigna el peso w; al dato de entrenamiento X, se
pueden hacer dos consideraciones.

Por un lado, no tener en cuenta las distancias dentro de los entornos. Es decir, una vez
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construido el entorno de la observacién con los k datos mas cercanos, dar el mismo peso a
todos los puntos en él.

Matematicamente una posible formulaciéon es considerar los conjuntos de indices Ix
para los puntos de la muestra de entrenamiento no pertenecientes al k-entorno de X y Jx
para los que si. El Kernel asignaria los pesos w; =0 parai € Ix y w; = 1/k para i € Jx.

El problema de este planteamiento es que, atun considerando un k impar, se podrian
llegar a empates. Por ejemplo, si se tienen 3 clases y £k = 5 se puede dar el caso de
que dos puntos pertenezcan a una clase, dos a otra y uno a la dltima. Esta situacién se
podria resolver clasificando en una clase aleatoria entre las ganadoras por ejemplo, 0 mas
precisamente, incrementando el valor de k para el entorno donde se produce el empate
(este procedimiento serd el usado en el ejemplo practico de este capitulo).

El otro posible enfoque es tener en cuenta las distancias también para los puntos dentro
del entorno. La formulacién de la funcién de pesos para este caso seria algo mas compleja
(véase [8]). De esta manera, la situacion de empate descrita previamente se podria resolver
asignando la categoria de los puntos a menor distancia, en promedio por ejemplo, de la

observacion.

4.5. Caso practico: bodegas de vino

En el siguiente ejemplo se dispone de los resultados del anéalisis quimico de la compo-
sicién de un vino de una regién de Italia producido por tres bodegas distintas etiquetadas
como G ={1,2,3}.

En el anélisis se midieron los valores de un total de 13 componentes para cada muestra

como la graduacion de alcohol, acidez, alcalinidad, magnesio... (véase Tabla

Tabla 4.1: Muestra aleatoria de cuatro datos del conjunto de entrenamiento con los valores
obtenidos de los cuatro primeros componentes. Se tiene un total de N=178 muestras de
vinos de la cuales 59 han sido elaborados en la primera bodega, 71 en la segunda y 48 en

la tercera.

bodega alcohol acidez alcanilidad magnesio

H#T7 1 14.39 1.87 14.6 96
#47 1 14.38 3.59 16.0 102
#98 2 12.29 1.41 16.0 85
#155 3 12.58 1.29 20.0 103
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Para este ejemplo se dividié el conjunto de muestra original en dos. Una parte, formada
por el 20 % de las muestras (36 observaciones concretamente), es el conjunto de validacion
que se usard en el modelo kNN para comparar las clases predichas con las reales y hallar el
error. La otra parte, formada por el 80 % de las muestras (142 datos), forma conjunto de
entrenamiento cuyas categorias son las comparadas en los k-entornos de las observaciones
del conjunto de validacién para asignar las predicciones.

El algoritmo usado en este modelo kNN resuelve los empates ajustando el tamano de
cada entorno en caso de que se produzca uno. Como se explicd previamente, fijado un k,
una observacion se clasificard en aquella clase que sea la mayoritaria entre los datos de
entrenamiento en su k-entorno. En caso de empate, se incrementa en 1 el valor de k, es
decir, se realiza el mismo procedimiento pero incluyendo el siguiente dato de entrenamiento
més cercano a la observacién. Si el nuevo vecino desempata concluye el proceso. En caso
contrario, se vuelve a incrementar k en 1 hasta que no se de un empate.

En la Figura [4.1] se muestra la proporcién de observaciones bien clasificadas por este

algoritmo para distintos valores de k.

Precision
o
o

0.724

Figura 4.1: Precision del modelo kNN en la clasificaciéon del conjunto de validacién para

distintos valores de k. El modelo con menor error se tiene para k=17 (linea discontinua).

El modelo con k& = 17 es el que mejor clasifica el conjunto de validacién con una

precision del 80.56 %. Los resultados se muestran en la matriz de confusion (Figura [£.2).
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Bodega Real

1 12 |3

1010 |0

Prediccion | 2 |0 |14 |5
312 |0 |5

Figura 4.2: Matriz de confusién del conjunto de validacién para el modelo kNN con k=17.

Solamente 2 muestras de la bodega G =1y 5 de la G = 3 fueron mal clasificadas.

4.6. Caso practico: cardiopatia con kNN

Con intencién de comparar los modelos de clasificacion expuestos en la memoria, se
aplicara este algoritmo kNN al ejemplo del capitulo anterior (véase Caso prictico: cardio-

patia, Capitulo 3).

\

Precision

0.654

Figura 4.3: Precision del modelo kNN en la clasificaciéon del conjunto de validacién para

distintos valores de k. En este caso, el error se minimiza para mas de una valor de k.

En este caso, el valor de k para el cual se minimiza el error de clasificacion en el conjunto
de validacion no es tnico. No obstante, se tomara uno de ellos (concretamente k = 10) que

minimice los falsos negativos obtenidos, dada la naturaleza del problema a tratar.
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Los resultados obtenidos (Figura tienen una precisién muy parecida a la del modelo
GAM, concretamente 73.77 %.

Diagnostico Real

Maligno | Benigno
Maligno 27 10
Benigno 6 18

Prediccion

Figura 4.4: Matriz de confusion para el conjunto de validacién con k = 10.

Aun asi, para este caso sigue siendo preferible el clasificador modelado con splines
puesto da lugar a menos falsos negativos. Precisamente, este es el error que se pretende
minimizar en un problema del tipo de diagnéstico médico. Resulta mucho mas critico

considerar sana a una persona enferma que el caso contrario.



Capitulo 5

Métodos Kernel y SVM

Las maquinas de vector soporte, o SVM por sus siglas en inglés, son una clase de
algoritmos desarrollados por Vladimir Vapnik y su equipo en los 90. Originalmente este
modelo estaba pensado para la clasificacién binaria aunque, gracias a su gran fiabilidad,
pronto se adaptd para problemas de clasificacién en méas categorias e, incluso, regresion.

En lineas generales, el SVM se basa usar el conjunto de entrenamiento para dividir el
espacio de la variable de entrada en regiones asociadas a cada clase. Después, una nueva
observacion se clagifica en funcion de la region a la que pertenezca. Separar el espacio de
entrada para definir estas regiones es, precisamente, el problema central de este método.

Para llegar a comprender el algoritmo completo, primero se expondran una serie de

conceptos bésicos en los que se fundamentan los SVM.

5.1. Hiperplanos de separaciéon

Supongase un problema de clasificacion binaria y un conjunto de entrenamiento { (Xj, Gl)}f\i 1
con X; € RP y G; € {—1,1}. La estrategia de los SVM para clasificar es dividir el espa-

cio p-dimensional de entrada en dos regiones. Se pretende que una de ellas contenga las
observaciones de entrenamiento X; con G; = —1, mientras que los datos con G; = 1 perte-
nezcan a la otra regién. Formalmente, esto se consigue definiendo un hiperplano que separe

el espacio de entrada en dos semiespacios.

En un espacio de dimensién p un hiperplano es un espacio afin de dimensién p — 1
{X150+XT5:50+51$1+-~+BP%:0} (5.1)

donde se tomara ||8|| = 1. (véase [1, Capitulo 4|)
Un hiperplano divide el espacio de entrada en dos semiespacios. Definiendo la funcién
f(X) = Bo + XT3 asociada a dicho hiperplano, estos semiespacios son {X : f(X) > 0} y

30
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{X : f(X) < 0}. La regla de clasificacién que determina f o, equivalentemente, el hiper-

plano elegido sera

G(X) = sgn(f(X)) (5.2)

donde sgn denota la funcion signo con el convenio sgn(0) = 1.

Tal y como se definio f, el valor de f(X) es la distancia de la observacion X al hiper-
plano f(X) = 0 (véase [I, Capitulo 4]), por lo que ademas, da una idea de la fiabilidad de
la prediccion puesto que cuanto mas se aleje la observacion del hiperplano, més certeza se

tiene de que la prediccién sea correcta.

La elecciéon de los parametros By v B se hard en funcion del conjunto de entrenamiento,
de tal forma que el hiperplano definido sea capaz de separar, en la medida de lo posible,

los datos de cada clase.

Figura 5.1: Ejemplo de tres hiperplanos de separaciéon en un espacio de dimensién 2. Las
categorias de los datos de entrenamiento estan representadas por distintos colores. La
funciéon de prediccion inducida por cada hiperplano clasificard las nuevas observaciones
que estén por encima de la respectiva recta como y como “Azul” las que estén
por debajo. Para facilitar la visualizacion, en adelante, los ejemplos graficos seran con datos

bidimensionales, ya que asi, los hiperplanos son rectas.
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5.1.1. Clases separables

El caso mas sencillo es que las clases sean linealmente separables, es decir, que exista
un hiperplano que separe perfectamente los datos de ambas clases (véase Figura. Esta
condicion equivale mateméticamente a que exista una f tal que f(X;)G; > 0 Vi.

Para este caso existen infinitas soluciones en el sentido que es posible hallar infinitos
hiperplanos que separen perfectamente las clases (Figura. Existen distintos algoritmos
para obtener hiperplanos de separacion como por ejemplo el perceptron (véase [9]).

El planteamiento por tanto consistiria en calcular cuél de todos los hiperplanos de
separacién posibles es el 6ptimo, esto es, aquél que ademds de separar las dos clases,
maximice la distancia a los puntos més proximos de cada una. La distancia de un hiperplano
al dato més cercano se conoce como margen y se denotaré como M. Fl hiperplano 6ptimo
es el que tiene un mayor margen. Con esta eleccién, ademas de obtener una solucién tnica,
se consigue reducir el error de clasificacion lo méximo posible.

Como se tiene que f da la distancia de un punto al hiperplano f(X) = 0, si se considera
X uno de los puntos més cercanos al hiperplano, entonces M = f(Xp). En definitiva, la

formulaciéon matematica es un problema de optimizaciéon

max M
B.Bo,l1B8lI=1 (5.3)

sa. G (X[B+B)>M,i=1,...,N

El cuél es posible resolver usando métodos de optimizaciéon numérica (como se explica
en [9]).

5.1.2. Clasificador SV

La situacién descrita previamente, a pesar de ser ideal, no es la mas realista. Tener
una muestra de datos que se puedan separar perfectamente con un hiperplano no es lo
habitual en absoluto. Ademés, incluso dandose esta condicion, el método presenta algunos
inconvenientes.

Por una parte, una variacién minima en el conjunto de entrenamiento puede variar en
gran medida el hiperplano a considerar. Ademas el hecho de que el hiperplano de separacién
6ptimo se ajuste perfectamente a la muestra, tiende a ocasionar problemas de sobreajuste.

Por estos motivos es interesante formular una generalizacion del método anterior, lla-
mada clasificador SV, usando lo que se denomina margen blando.

Tal y como se explica en [1, Capitulo 4] el problema ({5.3)) es equivalente al siguiente
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min |||

Ffo (5.4)
sa. Gi(X!B+B)>1,i=1,...,N
con M =1/]|5]|
La idea es seguir maximizando el margen M del hiperplano pero permitiendo a algunos
puntos que estén en el margen incorrecto para su clase como se muestra en la Figura[5.2]
Una forma de solucionar esto es introduciendo variables de holgura &;. La variable &;
se define de tal forma que sea la cantidad proporcional por la cudl la prediccion f(X;) esta

en lado incorrecto de su margen.

x1

x2

Figura 5.2: Ejemplo de hiperplano separador con margen blando para un caso de clases
no separables. En este caso se permite que algunos puntos estén en el lado incorrecto del
margen. El margen es la distancia del hiperplano a las lineas discontinuas. Los vectores

soporte son los indicados con un cuadrado.

Por tanto, al problema de optimizacion (5.4) hay que anadir una nueva restricciéon para

incluir cuanto se permite fallar en la clasificacion de cada observacién. Como se explica
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en [I, Capitulo 11| esta restriccion equivale a introducir una constante C' vy, finalmente,

formular el problema convexo de optimizacién

N
L2
i S[BI2+CY &
min I8+ O} ¢ .

donde C' es el pardmetro de costo. Cuanto més cercano es C' a 0, menos se penalizan
las clasificaciones erréneas y més datos pueden estar del lado incorrecto del margen. El
caso de las clases separables corresponde a C' = 0.

En conclusion, la solucién a este problema es un hiperplano f (X) =X tﬁ + Bo que
separa de forma 6ptima los datos considerando un costo C' para determinar en que medida
se permitira que ciertas observaciones estén del lado incorrecto del hiperplano. La funcién
de clasificacién sera por tanto G(X) = sgn(f(X)).

Los datos que se encuentran en el propio margen, tanto en el lado correcto como no,
son lo que se denominan wvectores soporte (véase Figura . Estos datos son los que
determinan, en definitiva, el hiperplano elegido y, por tanto, la funcién de clasificacién.

La eleccion de C regula el modelo en el sentido que a medida que se aproxima a 0, el
margen es cada vez mayor incrementindose el nimero de vectores soporte. De esta manera,
se incrementa el sesgo pero se reduce la varianza. Contrariamente, para valores grandes de
C el margen disminuye, teniéndose menos vectores soporte por lo que se reduce el sesgo
pero incrementa la varianza.

Para el caso no binario, cuando se tienen L clases G = {1,..., L}, a cada clase se le
asocia un hiperplano f;(X) = 0. Después, una nueva observacion se clasifica en la categoria

cuyo hiperplano este més alejado, obteniendo como funcién de clasificacién

G(X) = arg lglié<XL fi(X) (5.6)

Este escenario se explica més detalladamente en [12].

5.2. SVM

El método del clasificador SV resulta altamente eficiente cuando la separaciéon de los
datos de cada clase es posible a través de un hiperplano, incluso cuando la frontera entre las
regiones es algo mas “difusa” y se mezclan observaciones de varias clases. El problema surge
cuando los datos de una muestra siguen un patrén por el que no es posible en absoluto

separarlos linealmente por hiperplanos.
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Como se hizo en el capitulo 3, un planteamiento para flexibilizar las fronteras es conside-
rar una base de funciones h,,(X), m = 1,..., M. De esta forma, se ajustaria el clasificador
SV con las variables de entrada h(X;) = (h1(X;),..., hn(X;)), i =1,..., N y se obtendria
una funcion de separacion (ya no necesariamente lineal) f(X) = h(X)T 34 Sy con el mismo
clasificador que antes .

El SVM es una generalizacion de esta idea usando funciones Kernel. Estas funciones
permiten considerar el conjunto de datos en un espacio de dimensién mayor al original. De
esta manera, conjuntos de observaciones que no son separables linealmente pueden si serlo
en un espacio con mas dimensiones.

De este modo se define un hiperplano de separacion en este nuevo espacio y, a continua-
cién, se proyecta en el original. Las fronteras lineales del espacio aumentado se transforman
en no lineales cuando se proyectan en el espacio inicial.

Los problemas de optimizacién descritos para el cdlculo de los hiperplanos se resuelven
a través del método de los multiplicadores de Langrange ya que facilita enormemente su
implementacién en ordenadores. En sintesis, este procedimiento reduce un problema con
restricciones a uno sin ellas pero con mas variables. Para ello, se define una nueva funcién
L, lamada Lagrangiana, cuya optimizacion resulta més sencilla (véase [13, Capitulo 7]).

Como se explica en [T, Capitulo 11], si al problema se aplican las transformaciones
de una base h y usando la notaciéon del producto escalar X7 X = (X, X), se llega a que la

solucién por el método de los multiplicadores de Lagrange es la funcién

N
FX) =h(X)B+ By =Y aiGi(h(X),h(X)) + fo (5.7)

i=1
donde los coeficientes «; son los multiplicadores de Lagrange.
Tanto en el Lagrangiano como en la solucion (5.7) la variable de entrada solamente
aparece a través de (h(X), h(X;)), esto es, el producto escalar de la nueva observacion y

los puntos del conjunto de entrenamiento. Es precisamente este producto escalar el que se

reemplazard por una funcién Kernel.

5.2.1. El truco Kernel

Dado un espacio de entrada X se puede considerar una transformaciéon h : X — v
que lleva los datos de entrada en X a un espacio v de mayor dimensién. Tomando la
transformacion adecuada, en este nuevo espacio los datos h(X) pueden ser separados por
hiperplanos. A primera vista, podria parecer que tal estrategia, aunque eficaz, complicaria

su implementacién en un algoritmo de clasificacién.
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Como se observa en (5.7), para obtener la funcion f de separacion, es necesario consi-
derar el producto escalar de los datos, evaluandolos previamente con una transformacion
determinada.

En este contexto se define una funcién Kernel k : X x X — R como una funcién
simétrica y semi-definida positiva que evalaa la relacion de pares de puntos del espacio X
equivalentemente al producto escalar de las imagenes de estos puntos por cierta transfor-
macion h: X — v

B(X, X') = (h(X), A(X")) (5.8)

Esto es, una funciéon Kernel devuelve el producto escalar de dos elementos en X a los que
se le aplico previamente una transformaciéon h que lleva dichos elementos de X a un espacio
v de dimensién mayor.

Considerando esto en la soluciéon se tiene

N
FX) =" aiGik(X, X;) + Bo (5.9)
i=1

Esencialmente, el planteamiento consiste en definir el producto escalar bajo cierta trans-
formaci6n, que resulta adecuada para la separaciéon de los datos, en vez de aplicar la trans-
formacién y después calcular el producto escalar.

La clave es que para hallar la funcién de decision no se necesita conocer comple-
tamente la transformacion h(X), o dicho de otro modo, no es necesario llevar todos los
datos al espacio de dimensién mayor, lo que seria muy costoso computacionalmente. En
su lugar, para clasificar una observacién solamente se requiere conocer su producto escalar
con los datos de entrenamiento, esto es, N evaluaciones de la funcién Kernel, lo que resulta

mucho mas eficiente.

5.2.2. Funciones Kernel

Existen infinidad de funciones Kernel, algunas de las més usadas en el SVM (véase [
Capitulo 11]) son:

= Kernel polinémico de grado d:

KX, X') = (c+ (X, X)) (5.10)

Cuando d = 1 y ¢ = 0 este Kernel es lineal y equivale al producto escalar usual
empleado en el clasificador SV. Para d > 1, las funciones de separacién obtenidas
son polinomios de grado d (por tanto no lineales). Este tipo de funciones Kernel son

populares en problemas de procesamiento de imagenes por ejemplo.
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= Kernel gaussiano:

k(X, X') = e IX=X'IP (5.11)

Es un Kernel de caracter general, frecuentemente usado cuando no se dispone de
ningun conocimiento previo acerca de los datos. El parametro « regula la flexibilidad
de la funcién de separacién, cuanto mas pequeno, mas lineales son las fronteras. La
gran ventaja de este tipo de Kernel es su versatilidad, puesto que ajustando ~ se
pueden lograr tanto funciones de separacién lineales simples como fronteras mucho

mas irregulares y complejas.

5.3. Caso practico: cAncer de mama

Para el siguiente ejemplo se disponen de unos datos de entrenamiento obtenidos de un
grupo de 569 mujeres que presentan un tumor en el pecho, algunos malignos (etiquetados
como G = 0) y otros benignos (G = 1). Para cada paciente se midieron un conjunto
de 30 atributos relacionados con la morfologia y constitucién del tumor: radio, textura,
perimetro, area... (véase Tabla

El objetivo es construir un modelo que pueda diagnosticar si el cancer de mama de un

individuo es maligno en base al valor medido de los 30 atributos de su tumor.

Tabla 5.1: Muestra aleatoria de cuatro datos del conjunto de entrenamiento con los cuatro
primeros atributos de los 30 usados para ajustar el modelo. En este ejemplo, se tiene un

total de N=>569 mujeres diagnosticadas con 212 casos de tumores malignos y 357 benignos.

diagnostico radio textura perimetro area

#7 0 18.250  19.98 119.60 1040.0
#35 0 16.130  17.88 107.00 807.2
#235 1 9.567 15.91 60.21 279.6
#457 1 11.630  29.29 74.87 415.1

En este ejemplo se usara el Kernel gaussiano . Para ello, es necesario fijar dos
parametros: el costo C, para penalizar las observaciones en el lado incorrecto de la frontera
de decision, y 7, que regula la flexibilidad de dicha frontera.

Con respecto a la validaciéon del modelo, se selecciona aleatoriamente un 80 % de las

muestras (456 exactamente) para formar el conjunto de entrenamiento para ajustar el
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modelo. El 20 % restante (113 datos) forma el conjunto test que se usa para validar la

funcién de clasificaciéon obtenida.

Para realizar la eleccién de C'y ~, se toman distintos valores y se compara el error
cometido por el modelos en la clasificacién del conjunto de validacion. Como se observa en
la Figura se tiene que, para este caso, el valor éptimo de los parametros es C = 1y
v = 0.5.

‘<x & $
0.204
0.15
0 5 10 15 20
Costo
05 —®— 2 —0— 4 10
Gamma
1 —e— 3 5

Figura 5.3: Comparacion del error cometido en la clasificacion del conjunto de validacién

tomando distintos valores para los parametros C vy 7.

Finalmente el modelo obtenido tiene una precisiéon de 87.61 %. La matriz de confusion
del conjunto test en la particion original (i.e, con el conjunto de entrenamiento que ajusto
el modelo) es la mostrada en la Figura[5.4]
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Diagnéstico Real

Maligno | Benigno
Maligno 34 10
Benigno 4 65

Predicciéon

Figura 5.4: Matriz de confusién para el conjunto de validacion.

5.4. Caso practico: cardiopatia con SVM

Para el ejemplo de la cardiopatia del Capitulo 3 se ajustaran tanto el SVM con kernel
gaussiano como el lineal.

Para el primer caso, se obtiene que los parametro 6ptimos son C =5y v = 2 (Figura
53).

En la clasificacion del conjunto de validacion se obtienen los resultados mostrados en
las matrices de confusion de la Figura Concretamente para el modelo lineal se obtiene
una precision del 63.93 % mientras que para el modelo con gaussiano se clasifican bien
solamente el 57.38 % de las muestras del conjunto de validacion.

Esto no significa que el SVM o el kNN sean métodos de clasificacion estrictamente
peores que el modelo logistico con bases de splines. El caso practico de la cardiopatia es
un ejemplo donde se tiene un ntmero relativamente bajo de muestras de entrenamiento
(242 después de la particion para la validacion cruzada) con pocos predictores y ademas
los datos presentan un cierto caracter lineal (los residuos son bajos al ajustar un modelo
lineal). Este es el contexto perfecto donde los modelos logisticos logran un buen desempefio.

Mientras, los algoritmos como el kNN o el SVM son méas adecuados para conjuntos
grandes de datos, de alta dimension (como los casos practicos de los capitulos 4 y 5) donde

las observaciones se alejan de un posible modelo mas definido como el lineal.
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0.454

0.404

Error

0.354

Costo
05 —®— 2 —%— 4 10
Gamma
1 —e— 3 5

Figura 5.5: Comparacion del error cometido en la clasificaciéon del conjunto de validacion

en el ejemplo de la cardiopatia tomando distintos valores para los parametros Cy +.

Diagnostico Real

Sano | Enfermo

Sano 21 12
Prediccion
Enfermo 14 14
Diagnostico Real
Sano | Enfermo
o Sano 24 9
Prediccién
Enfermo 13 15

Figura 5.6: Matrices de confusién para el conjunto de validacion. Arriba se muestra la del

del modelo SVM lineal. Abajo la del modelo de Kernel gaussiano con C =5y v = 2.
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5.5. Caso practico: sonar

En este ejemplo se tiene un conjunto de datos obtenidos de las ondas rebotadas que
produce un sonar en una roca (G = 1) o un cilindro metalico que simula una mina (G = 0).
El objetivo es construir un modelo para un sonar naval que sea capaz de detectar minas
diferencidndolas de las rocas marinas.

Los datos recogidos por el sonar para cada muestra son un conjunto de frecuencias
obtenidas del rebote de una senal original emitida en diversas condiciones y dngulos. En
concreto, para cada muestra se emitié una onda en 60 condiciones distintas (etiquetadas
como {V1,V2,...,V60} ). Por tanto, en este problema, la variable de entrada es un vector
de dimensién p = 60. En la Tabla se muestran algunas observaciones con los cuatro

primeros predictores del total de 60 con los que se ajustaron los modelos.

Tabla 5.2: Muestra aleatoria de cuatro datos con los cuatro primeros atributos. En este
ejemplo, se tiene un total de N=208 objetos clasificados de los cuales 111 son minas y 97

50n rocas.

V1 V2 V3 V4 clase

#5 0.0762 0.0666 0.0481 0.0394 1
#12  0.0123 0.0309 0.0169 0.0313 1
#£105 0.0307 0.0523 0.0653 0.0521 0
#176 0.0294 0.0123 0.0117 0.0113 0

Como en el resto de ejemplos, la muestra de datos original se divide en un conjunto de
validacion del 20 %, con 41 datos, y uno de entrenamiento del 80 % con las 167 observaciones
restantes.

Para este ejemplo se usaron varios modelos (Tabla . Por un lado se ajustaron dos
modelos logisticos, uno lineal y otro con splines ctbicos naturales. Por otro lado, se modeld
un SVM con kernel gaussiano.

Este es un ejemplo donde claramente los datos no presentan un caricter lineal, pues
como se ve en los resultados (Tabla los modelos logisticos obtiene una precisiéon ba-
ja: 65.85% el lineal y 68.29% el GAM, no mejorando apenas el modelo. En cambio, el
SVM mejora significativamente esos resultados clasificando correctamente el 87.81 % de

las observaciones.
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Clase Real Clase Real
Mina | Roca Mina | Roca
Mina 16 8 Mina 16 7
Prediccién Predicciéon
Roca 6 11 Roca 6 11
Clase Real

Mina | Roca
Mina 20 2
Roca 3 16

Predicciéon

Figura 5.7: Matrices de confusion para el conjunto de validacion. Arriba se muestran las
de los modelos logistico: a la izquierda el lineal y la derecha el GAM. Abajo la del modelo

SVM con Kernel gaussiano.
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