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Resumen

Este trabajo trata sobre la nocién de ramificacion en el contexto de la teoria de ntimeros. Para
ello se introduciran las herramientas algebraicas y topologicas tipicas de la teoria de nimeros
algebraica (anillos de valoracion discreta, dominios de Dedekind, completacion de un cuerpo con
un valor absoluto, diferente de una extension de cuerpos, grupos de ramificacion...), asi como
resultados bésicos acerca de la ramificacién de una extension finita de cuerpos, especialmente en

el contexto de cuerpos locales.

Abstract

This work falls within the study of the notion of ramification in a number theoretic realm. For
that purpose several algebraic and topological tools -namely discrete valuation rings, Dedekind
domains, completion of a field with an absolute value, different of a field extension, ramification
groups...- are introduced. Furthermore, basic results on ramification, especially in the context of

finite extensions of local fields, will be given.
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Introduccion

En este trabajo se explicaré el fenémeno de ramificaciéon en el marco de la teoria de niimeros
algebraica. El ejemplo tipico de este fendmeno se encuentra al estudiar como se comportan los
primos de Z vistos como elementos de Z[i] = {a + ib|a,b € Z} (que es un dominio euclideo,
y en particular un dominio de ideales principales y de factorizacién tunica), anillo de enteros
algebraicos de la extension Q(7)|Q. Hay ntimeros como 3, que se mantienen la propiedad de ser
primo una vez visto como elemento de Z[i]. Un primo p € Z que cumple la condicion anterior se
denomina inerte. No obstante otros primos, como 2 = —i(1 +i)? 0 5 = (2 + i)(2 — 7), pierden
dicha propiedad vistos como elementos de Z[i]. Asi, se dice que ramifican en el primer caso y
que se descomponen en el segundo, en funcion de si los irreducibles que dividen a cada uno son
asociados 0 no). En el caso particular de Z[i] existe un teorema clasico acerca de qué primos se

mantienen inertes y cuales se descomponen o ramifican en Z[i]:
Teorema 0.1. Un primo p € Z es inerte en Z[i] si y solo si p=3 (mdéd 4).

Un corolario interesante de este teorema estd relacionado con los primos representados por
la forma cuadratica X2 + Y2, ya que la ecuacion diofantica X2 + Y2 = (X +iY)(X —iY) =p
tiene solucion si y solo si p se descompone o ramifica (por factorizacion tinica). De este hecho se

puede deducir cuéles son las soluciones de la ecuacion diofantica X2 +Y? = n:

Corolario 0.2. Sea n > 0 un entero positivo. Entonces, la ecuacion diofintica X> +Y? =n
tiene solucidn si y solo si en la descomposicion de n en factores primos los primos congruentes

con 3 modulo 4 aparecen un numero par de veces.

Como podemos observar, saber la ramificaciéon de una extensién de cuerpos de ntmeros
algebraicos no solo nos permite conocer cémo se comportan los primos en los anillos de enteros (si
estos son dominios de factorizacion tnica), sino que permiten también la resolucion de ecuaciones
diofdnticas. Otro ejemplo ilustrativo, resuelto por Kummer en el siglo XIX, es el de la ecuacion
XP +YP = ZP (tltimo teorema de Fermat para el caso n = p primo impar) y el anillo Z[(,)]
(donde (), es la p—ésima raiz de la unidad), siempre y cuando este anillo sea de factorizacion tnica
(por ejemplo, en los casos p = 3,5,7,11,13,17,19,...), explotando la factorizacion XP 4+ YP =
(X + V)X + Y X +QY).. (X +G'Y).

No obstante, puede darse la situacién en la que la extensiéon no sea un dominio de factorizacién

Gnica, en cuyo caso, deja de tener sentido hablar de ramificacion a nivel de elementos, como

IX



X INTRODUCCION

comentamos en el caso de Z[i]. La extension de la nocion de ramificacion para abordar estas
situaciones aparece cuando hay factorizacién dnica no a nivel de elementos, sino de ideales. Los
anillos en los que se trabaja en teoria de nimeros (como por ejemplo, los anillos de enteros
algebraicos de una extension finita de Q), no son en general dominios de factorizacién unica,
pero si son dominios de Dedekind, donde se cumple la factorizacion tnica de ideales

En un marco actual el concepto de ramificacion se generaliza mas alla de la teoria de niimeros,
teniendo significaciones profundas en geometria algebraica, y es fundamental para la demostra-
ci6on de numerosos resultados capitales en teoria de niimeros.

El trabajo esta dividido en tres capitulos. En el primero se introduciran y caracterizaran los
anillos en los que nos vamos a centrar a lo largo del trabajo: dominios de Dedekind y anillos de
valoracion discreta (AVD), que son los dominios de Dedekind locales . Tendran especial relevancia
la figura de las valoraciones discretas, funciones de un cuerpo a Z con ciertas propiedades adicio-
nales que nos permitiran definir la estructura de ambos tipos de anillos. En la segunda parte nos
centraremos en resultados de extensiones de dominios de Dedekind, es decir inclusiones A C B
de dominios de Dedekind, generalizando los casos anteriormente comentados Z C Z[i|,Z C Z[(p).
En particular nos interesaréd estudiar la factorizacién de p en B cuando p es un ideal primo de
A.

El segundo capitulo se centrara en la nocién de la completacién de un cuerpo sobre el que
existe un valor absoluto: definiremos y construiremos la completaciéon de un cuerpo y estudia-
remos sus propiedades. Esta nocién tiene especial importancia cuando tratamos con cuerpos de
fracciones de un anillo de valoraciéon discreta, donde podemos relacionar el valor absoluto con la
valoracién discreta definida previamente sobre el cuerpo. Al igual que sucede en analisis mate-
mético, donde se trabaja con R (la completacion de Q con respecto al valor absoluto usual), la
completacién es una herramienta muy util en teoria de niimeros, y de hecho, en este contexto
aparecen de forma natural muchas otras normas distintas de la usual (por ejemplo las normas
p—adicas sobre Q), que dan lugar a completaciones distintas del mismo cuerpo, como los cuerpos
de los ntiimeros p—4adicos, Q,. Estos ultimos son un ejemplo de lo que denominaremos cuerpos
locales, de los cuales se daré una caracterizaciéon, y que nos resultardn especialmente interesantes.

Finalmente el tercer capitulo se centrara en algunas propiedades de la ramificacién, y tiene
dos partes bien diferenciadas. En la primera se profundizara en las extensiones de Galois finitas
de cuerpos locales, estudiando los llamados grupos de ramificacion de dichas extensiones, sub-
grupos del grupo de Galois asociado a la extension, que aportardn bastante informacién acerca
de su ramificacion. En la segunda parte del capitulo se introduciréd el mddulo de diferenciales de
Kdhler de una extension de cuerpos, que utilizaremos para caracterizar los ideales primos que
no ramifican en extensiones de dominios de Dedekind.

Durante todo el trabajo se ha seguido la estructura de [Ser| a la hora de organizar los resul-
tados, mas en la mayor parte de los casos se ha optado por emplear demostraciones distintas,
propias de |[Neu| o [Sut| o [Mil], tanto por cuestiones de claridad como de brevedad. Otra razon
fundamental es que para el segundo y tercer capitulo, en general trabajaremos con hipotesis

ligeramente mas fuertes, de modo que no necesitaremos tanta generalidad. Esto ultimo es funda-
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mental, pues una de las mayores motivaciones (y dificultades) a la hora de redactar este trabajo
ha sido la adaptacion de todas las demostraciones a nivel del grado. El resultado ha sido satisfac-
torio, en el sentido de que se ha conseguido redactar una introduccién a la teoria de ramificacion,
trabajando con hipétesis suficientemente generales para comprender muchos resultados moder-
nos, que toda persona a nivel de grado puede leer y entender, solo siendo necesaria la consulta

de algunos conceptos de algebra conmutativa, para los que nos remitiremos a [AM].
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Capitulo 1

AVD y dominios de Dedekind

1.1. Anillos de valoracién discreta y dominios de Dedekind

Definicién 1.1 (Valoracion discreta). Sea K un cuerpo. Una aplicacion v : K* — 7Z que cumple:

1. v es un homomorfismo sobreyectivo de grupos abelianos.

2. v(z+y) > nf{v(z),v(y)}.
se dice una valoracién discretalll

Definiciéon 1.2 (Anillo de valoracion discreta). Un anillo A se dice de valoracion discreta (AVD)
si es un dominio de ideales principales con un tnico ideal primo no nulo m = (7), donde m € A
se denomina uniformizante del anillo A. Notese que este ideal es necesariamente maximal, y por

tanto el cociente A/m es un cuerpo denominado el cuerpo residual del AVD A.

Proposicion 1.3. Todo AVD admite una valoracion discreta definida en su cuerpo de fracciones
y reciprocamente, si K es un cuerpo y v es una valoracion discreta sobre K, entonces A = {x €
K |v(z) > 0} (llamado el anillo de valoracion de v) es un anillo de valoracion discreta que tiene
a K como cuerpo de fracciones. Ademds toda valoracion discreta estd determinada por su anillo

de valoracion.

Demostracion. Para la primera parte, es claro que todo elemento no nulo de un AVD A se puede
expresar de modo Unico de la siguiente manera 7"™u, E] donde n € Z y u € A*. De este modo
tenemos que la aplicacion A — {0} — Z ; un™ — n esta bien definida (podemos extender la

aplicacion a A tomando v(0) = o0). Ademéas no depende de la eleccion de 7, pues, dado que

'En general una valoracién es un homomorfismo de grupos abelianos v : K* — T', donde I es un grupo abeliano
ordenado, hacemos esta eleccién para que v esté determinada por la preimagen del 1, como veremos. Dado que en
el resto del trabajo solo trabajaremos con valoraciones discretas nos referiremos a las valoraciones discretas como
valoraciones a secas.

2Esto se deduce del hecho de que si 7"u = 7™v entonces, asumiendo sin pérdida de generalidad que n > m,

1 n—m

Lym™™™) = 0, y dado que estamos trabajando en un dominio, necesariamente v~ urr =1 con lo

7a"u(l — v tur

que tenemos que u = vy n =m.
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en un AVD solo hay un ideal primo, todos los uniformizantes son asociados. Dicha aplicacién se
extiende de forma natural a una aplicacion v : K* — Z a/b — v(a) — v(b) que cumple las dos
propiedades de la definicién Para comprobar esto basta con ver que se cumple la segunda,
porque la primera es inmediata. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que z,y € A,
pues si z,y € K, reduciendo a comin denominador podemos suponer que x = a/s,y = b/s con

a,b,s € A, de modo que, por (1):

v(z+y) = v(a+b)—uv(s) = inf{v(a),v(b)} —v(s) = mf{v(a) —v(s),v(b) —v(s)} = mf{v(z),v(y)}

Asi, sean z = 7"u y y = 7"v, con n, m enteros positivos (asumiremos sin pérdida de generalidad
que n > m, pues para n = m es trivial que v(z +y) > m = inf{v(x),v(y)}), entonces = +
y = 7™v(1 + uv~17x"~™). Como estamos trabajando en un anillo local el ideal de Jacobson es
R(A) =m = (), con lo que 1 + uv~17"™ es una unidad, de modo que v(x +y) = m = v(y) =
nf{o(z), o(y)}.

Para la segunda parte, las propiedades (1) y (2) implican que el conjunto A es cerrado con las
operaciones de K, luego es un subanillo de K, veamos que es un AVD. Sea un elemento m € K*
tal que v(m) = 1 (podemos suponerlo ya que v es sobreyectiva) y = € A. Si v(x) = n, entonces
v(z~17™) = 0 por (1), con lo que todo elemento de A puede expresarse de modo tinico como ur"
conu € A* yn € Z (si z € A es no nulo cumpliendo v(z) = 0, entonces v(z~1) = 0, es decir,
x~t € Ay por tanto x € A*). Con esto se puede probar que todo ideal a de A es igual a (7")
con n > 0. Efectivamente, sea a un ideal de A, y n = min{m |7™ € a}, por un lado es claro
que (™) C a, y reciprocamente, todo elemento x € a se expresa de modo unico como 7™, con
m>nyu€ A* conlo que a C (7). De este modo hemos demostrado que A es un AVD. Para

ver que K es su cuerpo de fracciones necesitaremos:

Lema 1.4. Sea K un cuerpo con una valoracion discreta v y sea A su anillo de valoracion.
Entonces si B es un subanillo de K y A C B, entonces B = A ¢ B = K (esto implica que los

anillos de valoracion discreta son subanillos maximales de su cuerpo de fracciones).

Demostracion. Si A = B el lema ya estaria probado, asi que supondremos que la inclusion A C B
es propia. Por la definicion de A debe existir un elemento b € B cumpliendo v(b) < 0 . Sea ahora
x € K,siv(z) > 0entonces x € A C B, ysiv(x) =—n <0 entonces v(b~"z) = v(z)—nv(b) >0
con lo que b™"z € A C B, y por tanto x = b"(xzb™") € B. Esto implica que K = B y el lema

estaria probado. O

De este modo, si denotamos como E al cuerpo de fracciones de A, se cumple que A C E C K,
con lo que el lema anterior nos asegura que £ = K, como queriamos probar.

Para demostrar que toda valoracién discreta esta caracterizada por su anillo de valoracién
supongamos que v, w son valoraciones sobre un cuerpo K y A,, A, sus anillos de valoracion. Si
v = w es trivial que A, = A,. Supongamos por otro lado que A, = A,, como son dominios
de valoracion discreta entonces sus ideales maximales estan generados por elementos m, = (),
my, = (m,). Como m, = m,, entonces m, y 7, son asociados, de modo que v(x) = w(x) para

todo z € K* (ya que v(u) = w(u) = 0 para todo u € A*). O
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Proposicion 1.5. Sea A un dominio local noetheriano que no es un cuerpo. Son equivalentes:
1. A es un AVD.
2. FEl ideal mazimal de A es principal.
3. A es integramente cerrado y dim A = 1.

Demostracion. Para la implicacion (2) = (1) primero probaremos que, si m es el ideal maximal
de Ay m un generador de m, [, m" = 0. En efecto, dado que m es principal y A es un dominio
se cumple (), o, m" =m(), . ,m" (la inclusién hacia la izquierda es clara, para la inclusion hacia
la derecha supongamos = € (,-; m", de modo que = a,7" con a, € A para todo n > 1,

y por tanto, trabajando en el cuerpo de fracciones de A, xm~!

€ Nysom™ C A, con lo que
z =m(rlz) € m(),.,m"), y esto implica que (0,,oom" = (),o; M" = m(,~,m", por lo visto
anteriormente. Dado que A es noetheriano y (,.om" es un ideal de A, 1,5 om" es A—modulo
finitamente generado. Ademés, dado que A es local se cumple la igualdad m = R(A), por lo que
el lema de Nakayama [AM, prop. 2.6] nos permite concluir que (1, m" = 0.

Esto nos garantiza que todo y € A no nulo se puede escribir de modo tnico de la forma
y = un™ con u € A* y n € N. Efectivamente, (1, m" = 0 implica que ng = max{n € N|y €
m” =, mF} esta bien definido, con lo que y = un™, donde u € A*(si u ¢ A*, dado que A
es local, u € m y esto contradeciria la definicién de ng) de modo tnico, ya que mFtt C mF para
todo k € N (al ser A un dominio y m es principal).

Para probar la implicacion (1) = (3) sea z € K un elemento del cuerpo de fracciones de A
entero sobre A, cumpliendo la relacién entera ™ + an,_12" ' + - +ag = 0, con a; € A para
todo i =0,...,n — 1 (esto en particular quiere decir que v(a;) > 0 para todoi =1,...,n —1).
Si suponemos que =z ¢ A, entonces v(z) < 0, con lo que v(afl) > 0. Pero esto implica que
v(x) = v(—ap_1 — an_ozx™t — - — agz~ ™) > mf{v(an_1), v(an_2)+v(zY), ..., v(ag)+(n —
v(z~1)} > 0, una contradiccién que viene de haber supuesto que z € A. Ademas, es claro que
si A es un AVD, dim A = 1, pues solo admite la cadena de ideales primos (0) C m.

Finalmente, para demostrar la implicaciéon (3) = (2), como A no es un cuerpo, m # 0,
de modo que existe un elemento no nulo a € m. Considerando el radical de (a) [AM, def.
1.14], tenemos que, dado que dimA = 1, rad(a) = [p primo P = M, ya que A tiene solo un
ideal primo no nulo (al ser A local de dimension 1). Por CLIZM, prop. 7.14] existe un t € N tal
que m* € (a), que supondremos el minimo cumpliendo tal propiedad. Tomando b € mf~! tal
que b ¢ (a) y K el cuerpo de fracciones de A, el elemento b/a € K no estd en A (ya que
b ¢ (a)), y dado que A es integramente cerrado b/a no es entero sobre A. Si (b/a)m C m, en-
tonces tenemos que el homomorfismo de A—moédulos ¢ : m — m ; = — (b/a)x satisface, por
el teorema de Cayley-Hamilton |[AM, prop. 2.4] (m es finitamente generado pues A es noethe-
riano) una relacion ¢°® + as,lcps_l +---4+a = 0, con a; € A para todo 7 = 1...,5— 1,
en particular, para € m no nulo ¢(z) = ((b/a)® + as—1(b/a)* ' +---+ag)xz = 0, con lo
que ((b/a)® 4+ as—1(b/a)*"' +---+ag) = 0 ya que A es un dominio, contradiciendo que b/a

no sea un entero sobre A. De este modo concluimos que (b/a)m ¢ m, pero por otro lado
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(b/a)m C (1/a)m! C A, con lo que (b/a)m es un ideal de A, que ha de ser igual a A por
ser m el tnico ideal maximal). Asi, m = (a/b)A es el ideal principal generado por a/b (que

pertenece a m C A pues a/b=a/b- 1), como queriamos probar. O]

Proposicion 1.6. Si A es un dominio noetheriano, las dos siguientes condiciones son equiva-

lentes:
1. Para todo ideal primo p # 0 de A, Ay es un AVD.
2. A es integramente cerrado de dimension < 1.

Demostracion. Comencemos con la implicacion (1) = (2). Si0 C p; € p2 € -+ C pp es una
cadena ascendente de ideales primos de A, por |[AM, prop. 3.11] se va a inducir la cadena as-
cendente 0 C p1Ap, € p24y, € -+ C prdy, en Ay, y reciprocamente, si p es un ideal primo
no nulo de A, la cadena ascendente 0 C p1 Ay, C p2Ay € -+ C ppAp = pA, induce una cadena
ascendente en A0 C p; C --- C p, = p, de modo que dim A = sup{dim A, | p ideal primo de A}.
Dado que toda localizacién en un ideal primo no nulo A, es un AVD por hipétesis, es inmediato,
por la proposicion que dim A < 1. Por otro lado es claro que A es integramente cerrado pues
la propiedad de ser integramente cerrado es local|AM, prop. 5.13], y todas las localizaciones de
A son AVD.

Para la implicacién (2) = (1) usamos nuevamente que la propiedad de ser integramente
cerrado para dominios es local, por lo que toda localizacién Ay de A en un primo p es integramente
cerrada, al serlo A. Por otro lado, dado que dim A < 1, es claro que A, solo puede tener un tnico
ideal primo no nulo, ya que de de tener otro, 0 C p’A, C pA, (al estar trabajando en una

localizacion) tendriamos la cadena ascendente 0 C p’ C p, contradiciendo que dim A < 1. OJ

Definicion 1.7 (Dominio de Dedekind). Un dominio noetheriano cumpliendo las dos condiciones

anteriores se denomina un Dominio de Dedekind.

Definicion 1.8. Si K es el cuerpo de fracciones de un dominio noetheriano A, un ideal fracciona-
rio a es un A-submoédulo de K finitamente generado. Decimos que a es invertible si existe un ideal
fraccionario b tal que ab = A, y que es principal si existe s € K tal que a = As. Denotaremos

como Z4 al conjunto de ideales fraccionarios invertibles de un dominio noetheriano.

Proposicion 1.9. Sea A un dominio noetheriano, K su cuerpo de fracciones y a un A— sub-
mddulo de K. Entonces a es un ideal fraccionario si y solo si puede expresarse como a = x b,

donde v € A—{0} y b es un ideal de A.

Demostracion. Para el solo si, si a es un ideal fraccionario entonces es un A—modulo finitamente
generado, con lo que (reduciendo a comin denominador de ser necesario) podemos suponer que
esta generado por y1/x,...,y,/x € K, de modo que a = 271'b, donde b = (y1,...,y,). Para
el si tenemos que al ser b un ideal de un anillo noetheriano A es finitamente generado como
A—modulo, de modo que 2716 C K es un A-moédulo finitamente generado, y por lo tanto un

ideal fraccionario. O
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Observacion 1.10. Si a,b son dos ideales fraccionarios, entonces es claro que a+ b, ab son ideales
fraccionarios. Ademéas podemos definir para un ideal fraccionario a no nulo el conjunto (A : a) =
{x € K|za C A} C K que es un A—mddulo finitamente generado (ya que si a = 27 1b, siendo
b un ideal de A, (A : a)xr C Ay por tanto (A : a) C 27 1A, que es finitamente generado como
A—modulo, ya que 2714 es un A—moédulo noetheriano), y por tanto un ideal fraccionario. Otra
observacion es que la correspondencia a — (A : a) entre ideales fraccionarios no nulos esta bien

definida y revierte las inclusiones.

Proposiciéon 1.11. Sea A un dominio noetheriano. Un ideal fraccionario a es invertible si vy

solo si a(A :a) = A. En tal caso (A : a) es el dnico ideal fraccionario que cumple tal condicion.

Demostracion. El si es evidente. Si a es un ideal fraccionario invertible, existe un ideal fraccio-
nario b tal que ab = A, por lo que es claro que za C A para todo x € b, y por tanto b C (A4 : a).
Esto implica que A = ab C a(A : a) C A con lo que A(A : a) = A. Para probar la unicidad basta
ver que b= Ab = ((A:a)a)b =(A:a)(ab) = (A:a)A=(4:a). O

Corolario 1.12. Si A es un dominio noetheriano el conjunto Za, con la multiplicacion de idea-
les fraccionarios admite una estructura de grupo abeliano, en el que los ideales fraccionarios

principales no nulos forman un subgrupo.

Demostracion. La primera parte es evidente dada la proposiciéon anterior. Por otro lado es claro
que los ideales fraccionarios principales forman un subgrupo, si a = (s) es un ideal fraccionario
principal su inverso viene dada por (A : a) = (s7') y es claro que el producto de ideales

fraccionarios principales es un ideal fraccionario principal. O

Observacion 1.13. Esto hace que sea coherente la notacién a~! = (A : a) para a ideal fraccionario

invertible.

Definicion 1.14. Si denotamos al subgrupo de Z4 de los ideales fraccionarios principales por

P4, llamaremos al cociente cl(A) = Za/Pa el grupo de clases de ideales.

Observacion 1.15. Es evidente que si A es un dominio de ideales principales noetheriano, cl(A)
es trivial, dada la proposiciéon Esto implica, por ejemplo que para todo AVD A, cl(A) es

trivial.

Proposicion 1.16. [AM, th. 9.3/ Sea a un ideal fraccionario no nulo de un dominio noetheriano
A. Entonces a es invertible si y solo si ap es invertible para todo ideal primo p de A. En otras

palabras, la propiedad ser un ideal fraccionario invertible es local.

Demostracion. Supongamos que a es un ideal invertible. Esto implica que a(A : a) = A, y por
tanto ay(Ap : ay) = Ap para todo ideal primo p, donde hemos aplicado las propiedades de la
localizacion para A-moédulos finitamente generados [AM| prop 3.4, prop 3.7, cor. 3.15|. Por otro
lado si a, es invertible para todo p ideal primo, entonces A, = ap(Ap : ay) = [a(A : a)], (donde
se han usado las propiedades de localizacion de A—modulos finitamente generados mencionadas

anteriormente), de modo que A = a(A4 : a), por [AM, prop. 3.9]. O
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Corolario 1.17. En un dominio de Dedekind, todo ideal fraccionario no nulo es invertible.

Demostracion. Es claro que como un AVD es un dominio de ideales principales todos los ideales
fraccionarios son principales, por la proposicion [I.9) Consecuentemente todos los ideales fraccio-
narios no nulos de un AVD son invertibles, por lo que también lo seran los de cualquier dominio

de Dedekind, por la proposicién anterior. O

Observacion 1.18. La proposicion implica que si A es un dominio de Dedekind, cl(A) es
trivial siy solo si A es un dominio de ideales principales (para un dominio noetheriano se cumple

tnicamente el si).

Proposicion 1.19. Si a es un ideal no nulo de un dominio de Dedekind solo existe un nimero

finito de ideales primos que lo contienen.

Demostracion. Supongamos que a C P, ..., Pk, - ., siendo p; primo para todoi=1,...,k,....

Podemos construir la cadena descendente de ideales que contienen a a:
PLOPINP2D---DpiN---Npr D ...

Por la observacion y por el corolario tenemos que tomando inversos obtenemos la cadena

ascendente:

1

Ac () 'cpnp)tc-Cn---np)tc - cal(Ck)

1

Como A es un dominio de Dedekind, a~* es finitamente generado al ser un ideal fraccional,

I es un A—médulo noetheriano, luego la cadena anterior se estabilizara tras k

con lo que a~
etapas, es decir (p1 N ---Npp)~t C (pr N -~ Npp NpPry1)t, 0 equivalentemente py N --- N pg D
prN---Npr Nprsr1 - Aplicando lo anterior inductivamente tenemos que en general se tiene que

PrN- NP Dp1N---Npg NP; para todo ¢ > k. Esto en particular implica que:

Pro P CpiN---Npg CPy

para todo i > k. Como todos los p; son primos no nulos, en particular, todos ellos son coprimos
dos a dos, con lo que la expresion anterior implica que todo ideal primo de la cadena es igual a

algin p; con j = 1,...,k, como queriamos probar. O

Corolario 1.20. Si 0 #x € A entonces existe un numero finito de ideales primos que lo contie-

nen.

Demostracion. Basta aplicar la proposicion al ideal principal (z), que cumple que z € a si y solo

si (z) C a, para todo ideal a C A. O

Observacion 1.21 (Extension de valoraciones a ideales fraccionarios). Consideremos A un dominio
de Dedekind y sea K su cuerpo de fracciones, p un ideal primo y v, la valoracién de A, asociada.

Si a C K es un ideal fraccionario de A, a, es un ideal fraccionario de Ay, con lo que ha de
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tener la forma (ﬂ'g ") donde ny, € Z y m, es un uniformizante de pE| Esto nos permite extender
la valoracion v, a T4 como vy(a) = ny, (nétese que esta definicion es coherente pues si z € K,

vp((x)) = vp(z), con lo que coincide con la definicion dada en (1.2)).

Proposicién 1.22. Para todo ideal primo p la valoracion vy : Ty — Z definida anteriormente

es un homomorfismo de grupos abelianos que revierte los drdenes (Za,C), (Z,<).

Demostracion. Para ver que es un homomorfismo basta con probar que para un ideal primo
p y dos ideales fraccionarios a,b entonces (tras una eleccién de uniformizante 7 de Ap) a, =
(m"e),by, = (7™), con lo que (ab), = apb, = (7). Para ver que invierte los érdenes basta

con ver que si a C b entonces ng > ng. O

Corolario 1.23. Sea A un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K y 0 #a C K un

ideal fraccionario. Entonces vp(a) = 0 para cast todo ideal primo p de A.

Demostracion. Si a es un ideal fraccionario de A, entonces por la proposicion tenemos que
a = 27 1b siendo b un ideal de A, de modo que vy(a) = vy(b) — vp(x) para todo ideal primo p de
A. Finalmente por se tiene que dicho valor es cero para casi todo primo p de A. [

Proposicion 1.24. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces Ty es isomorfo a EBSpecA—{O} A

como grupo abeliano.

Demostracion. Si A es un cuerpo la proposicion es trivial. Si A no es un cuerpo, definimos la
siguiente aplicacion a + (vy(a))pespec(a)—{o}- Vemos que esta bien definida por el corolario m,
y que es un homomorfismo de grupos por la proposicion [1.22] Comprobar que es inyectiva es
inmediato pues a = b si y solo si a, = by, para todo p € Spec(4) — {0}, con lo que si a # b
entonces existe p € Spec(A) — {0} tal que a, # by, y por lo tanto vy(a) # v,y(b). Para ver
que es sobreyectiva tenemos que probar antes que si p # q son ideales primos no nulos de A,
entonces vp(q) = 0. Efectivamente, dado que estamos trabajando en un dominio de Dedekind,
dim A < 1, con lo que ningin ideal primo no nulo esté propiamente contenido en otro, de modo
que para p, q ideales primos no nulos distintos qA, = A, y consecuentemente v,(q) = 0. Ahora
sea T = (€p)pespecA—{0} » donde ey # 0 para casi todo p € Spec(A) — {0}, entonces tenemos que

x es la imagen de Hpespec(A)—{O} p pues si q es un ideal primo de A:

Vg H P = Z g () = vq(q%) = €4

peSpec(A)—{0} peSpec(A)—{0}

como queriamos probar. O

Corolario 1.25. Todo ideal fraccionario de un dominio de Dedekind A puede ser escrito de

a= Hp”p(a)’

donde vy(a) son enteros no nulos para un nimero finito de ideales primos.

modo unico del modo:

3Notese que este valor no depende del uniformizador elegido, como se coment6 en la proposicion
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Corolario 1.26. En un dominio de Dedekind A cl(A) es trivial (o equivalentemente, A es un

dominio de ideales principales) si y solo si A es un dominio de factorizacion unica.

Demostracion. Para el solo si basta con senalar que todo dominio de ideales principales es un
dominio de factorizacién tnica. Para el si supongamos que A es un dominio de factorizacion inica
y veamos que es un dominio de ideales principales. Debido a la factorizacién tnica de ideales
basta con ver que todos los ideales primos son ideales principales, asi que sea p un ideal primo.
Si p = 0 ya estaria probado, as{ que supondremos p # 0y 0 # x € p. Como A es un dominio

de factorizacion tnica x = upy ...p, donde u € A* y p; son elementos irreducibles. Como p es

primo, p; € p para algin ¢ = 1,...,n, y asi (p;) = p, ya que el ideal principal generado por un
elemento irreducible es un primo (de nuevo por ser A un dominio de factorizacion tnica). O
Proposicion 1.27. Sean A un dominio de Dedekind, pi,...,pn un conjunto de ideales primos
no nulos distintos de A y e1,...,e, nimeros enteros positivos. Entonces p{' es coprimo con
p;2 en

Demostracion. Como los ideales maximales pi,...,p, son distintos por hipotesis, rad(p* +

ps? .. psr) = rad(rad(p(') + rad(p5? ... pSr)) = rad(pr + p2 N -+ Np2) = rad(py + p2...p2) =
rad(A) = A, donde para la peniltima igualdad se utilizo que p; es maximal y p; C p1+p2...p, C
A (si pa...pn C p1, entonces p; = p; para algin i = 2,...,n contradiciendo la hipotesis de que

P1,-..,Pn son todos distintos). O

Lema 1.28 (Lema de aproximacion). Sea A un dominio de Dedekind y K su cuerpo de fracciones.
St p1,...,pk son ideales primos distintos de A, x1,...,x € K y ni,...,n, enteros, exriste un

elemento x € K tal que vy,(x — ;) > n; para todo i =1,...,k y vg(z) > 0 para todo todo ideal
pTimo q ;é Pi,.-s Pk

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que k& > 1 (si & = 1 suponemos
que 3 = 0y ng = 0 y aplicamos el caso k = 2). Lo probaremos suponiendo que ni,...,n; son

enteros positivos (que es un resultado maés fuerte). Partimos la prueba en tres casos:

1. Caso 1: x1,...,x2; € A, con a lo sumo un tGnico z; # 0, y x; = 0 para todo j =
1,...,4,...,n. Si todos los x; son nulos entonces tomando = € pi'ph2 .. . el lema esta-
ria probado. En caso contrario podemos suponer, reordenando los indices, que x1 # 0; en
este caso, como los ideales pi'*, py? ... p,* son coprimos entonces x1 =  +y, con y € pi’,
x € py?...p*. De este modo x € A cumple que vy, ( — 1) = vp, (y) > n1 ¥ vy, () > 0y
para i =2,...,ny vq(x) > 0 para q # p1,...,pi, pues z € A, con lo que para este caso el
lema estaria probado. Notese que el x encontrado esta en A, utilizaremos este hecho en el

caso 2 a continuacion.

2. Caso 2: x1,...,xp € A. Por el caso anterior, para cada i =1,..., k existe un y; € A tal que
Vp, (¥ — i) > ni y vp, (yi) > max{ny,...,n}. De este modo, el elemento x = y1 + -+ + yy
cumple que vy, (2 —2i) = vp, (yi—@i+y1+- -G+ Fyn) = M ({vp, (yi—2:) }I{p, (y5)[7 #
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i}) > n;. Ademas, si q es un ideal primo no nulo de A diferente de pq,...,p,, entonces

vq(x) > 0, ya que € A, con lo que el lema estarfa probado en este caso.

3. Caso 8: x1,...,x € K. En tal caso, reduciendo a comiin denominador podemos expresar
los x; de la forma z; = a;/s con s € A a; € A para todo i = 1,...,k. Dado que solo un

numero finito de ideales primos contienen a s, podemos suponer sin pérdida de generalidad

que se encuentran en los p1, .. ., pr. Asi, por el Caso 2 podemos encontrar, para a1, . .., a, €
Ay ni+vy,(s),...,ng + vp,(s) un elemento a € A que satisface el lema. De este modo
x = a/s cumple que para i =1,... k:

Up; (z) = Up; (a) — Upi(s) 2> N + Upi(s) - Upi(s) =1y

Ademas, como hemos supuesto que todos los primos que contienen a s estéan en los p1, ..., Pk,
tenemos que para q # pi,..., P se cumple vg(x) = vq(a) — vq(s) = vg(a) > 0. De modo

que para este caso, que es el méas general de todos el lema esta probado.

O

Proposicion 1.29. St un dominio de Dedekind A tiene un nidmero finito de ideales primos

entonces cl(A) es trivial.

Demostracion. Si A es un cuerpo entonces el resultado es trivial. Si A no es un cuerpo, demos-
traremos que A es un dominio de ideales principales. Por la factorizacion unica de ideales basta
ver que todo ideal primo es principal, asi que supongamos que Spec(A) — {0} = {p1,...,pr}. Sea
m; € A un elemento satisfaciendo vy, (m;) = 1 De este modo aplicando el lema anterior (Caso 2)
para x; = m;, £; = 1 si j #4y n; = 2, n; = 1 para j # 4, podemos encontrar un € A tal que
Vp; (v — ;) > 2y vp,(xz — 1) > 1 para todo j # 4. Esto implica que x ¢ p; (pues si lo estuviese
xr—1¢&p;j)y vy (x) =1 (pues si vy, (x) > 2, entonces 2 < vy (x — ;) :ﬁinf{vpi(az)jvpi(m)} =1,
lo cual es absurdo, y si vy, () = 0, entonces 2 < vy, (v — m;) = inf{vy, (z),vp,(x)} = 0, lo cual

también es una contradiccion). O

1.2. Extensiones de dominios de Dedekind

Proposicion 1.30. Sea A es un dominio de Dedekind y K su cuerpo de fracciones. Si L|K es
una extension finita de cuerpos y B es la clausura integra de A en L ,entonces L = S™'B, siendo

S = A —{0}. En particular L es el cuerpo de fracciones de B.

Demostracion. Sea o € L'y h € K|[X] el polinomio irreducible de « sobre K. Como K es
el cuerpo de fracciones de A entonces reduciendo los coeficientes de h a comin denominador y

multiplicando por el mismo obtenemos que « es raiz del polinomio g(X) = ap+a1 X +- - -+ a, X"

4Se esta utilizando el resultado probado en la demostracién de la proposicién segun el cual si v es una

valoracion discreta, v(z + y) = inf{v(z),v(y)} si v(z) # v(y)
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con a; € A para todoi =1...n, que evidentemente sigue siendo irreducible en K[X]. Definimos

entonces el polinomio:

ap9(X/an) := ay,

n

_lao + aZ_QalX + a2y X" 2+ a1 X4 X

que es un polinomio moénico con coeficientes en A del que aa,, € L es raiz. Como B es la clausura
integra de A en L tenemos que todas sus raices, en particular aa, estan en B. Esto implica que
a = b/a, y por tanto L = S71B, siendo S = A — {0}. Si ahora denotamos como E el cuerpo
de fracciones de B, L C E. Pero L es un cuerpo conteniendo a B, de modo que la propiedad

universal del cuerpo de fracciones implica que E = L, como queriamos probar. O

Definicién 1.31. Sea L|K una extension finita de cuerpos y a € L. Se definen la traza y la norma
de la extension L|K en el elemento o como Trp g () = tr(Ta) € K y Npjg(a) = det(Tw) € K,

siendo T, : L — L la traslacion = — ax, y (Ty) su representacion matricial.

Observacion 1.32. Noétese que la traza y la norma introducidas anteriormente, al estar definidas
en funcién de la traza y el deteminante, no dependen de la K —base de L escogida y definen

homomorfismos en los grupos aditivos y multiplicativos de L y K, respectivamente.

Proposicion 1.33. Si L|K es una extension finita de cuerpos, entonces Try g (o) = t Trg (o) ()
y Ny (o) = NK(Q)‘K(a)t, donde t = [L : K(«)], para todo « € L.

Demostracion. Sea « € L, consideremos la subextension (finita, por el teorema del grado)
K (a)|K. Si el grado del polinomio irreducible de o sobre K es m, {1, a,...,a™ 1} es una K —base
de K(a). Sea ahora (A) la matriz asociada a la aplicacion K (a) - K(«), x — za. Dado que la
extension L| K («) es finita, podemos tomar una K («)—base de L, {u1,...,u;} que nos permitira
una descomposicion L = u1 K(a) @ - - @ u K («). Dado que T, (u; K () C u; K () es claro que,
escogiendo la K —base de L {u1,uic, ..., u1a™ 1 ug, uscx, ..., uea™ 1, .o ug, uper, . L upad™ 1}
la representacion matricial de T, (Ty), va a ser diagonal por bloques, conteniendo ¢ copias de
(A) a lo largo de la diagonal. De este modo Trpx(a) = tr(Ty) = ttr(A) = t Trg(a)x(a) v
Ny k() = det(T,) = det(A)" = Ng(q)x (@)', como queriamos probar. O

Proposicion 1.34. Sea L|K una extension finita de cuerpos y o € L. Si f(X) = ap + a1 X +

cid a1 XL 4 X es el polinomio irreducible de o sobre K, entonces TrK(a)|K(a) = —Qm_1

Y Nk (o) k(@) = (=1)"ag.

Demostracion. Consideremos la K—base {1,q,...,a™ !} de K(a). De este modo la matriz
de la aplicacién x — xa estd compuesta de unos en la diagonal superior, hasta llegar a la
tltima fila, donde se encuentran las coordenadas de o™ en la base anterior. Dado que f(a) =

m=1"con lo que

ap + a1 + ... am_10™ 1 + o™ = 0, entonces " = —ag — QLA — -+ — A1
queda claro que la traza de la matriz es —a,,_1. Para calcular el determinante de la matriz se
desarrolla por la primera columna (que solo tiene una tnica entrada no nula con valor —ag en la

posiciéon (m, 1)), obteniendo —(—1)"*'ag = (—1)™ag, como queriamos probar. O
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Proposicion 1.35. Sea A un dominio integramente cerrado con cuerpo de fracciones K. Sea
LIK una extension finita, o« € L y f € K[X] su polinomio irreducible. Entonces o es entero

sobre A si y solo si f € A[X].

Demostracion. La inclusion a la izquierda es inmediata (la relacion entera viene dada por f(«) =
0). Para la aplicacién a la derecha supongamos que o € L es entero sobre A, satisfaciendo
g(a) = 0 para g € A[X]. Escogiendo una clausura algebraica K de la extensiéon L|K podremos
factorizar f como f(X) = (X —a1)...(X — ay), de modo que para cada i = 1,...,n tenemos
un K —homomorfismo de cuerpos o; : K(a) = K, a — «;. Asi g(a) = 0 es equivalente a
oi(g(a)) = g(a;) = 0, luego «; son enteros sobre A, pertenenciendo a la clausura integra A de
A sobre K. Dado que los coeficientes de f son sumas y productos de «;, son elementos de A,

pero como también estéan en K, son elementos de A N K, pero como A es integramente cerrado

ANK = A. O

Corolario 1.36. Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L|K es una exten-
sion finita de cuerpos y B la clausura integra de A en L. Entonces Trp g (b) € A y Npjk(b) € A
para todo b € B.

Demostracion. Sea b € B. Como B es la clausura integra de A en L, b es entero sobre A, y
dado que A es un dominio de Dedekind, es integramente cerrado, luego el polinomio irreducible
f de b sobre K tiene coeficientes en A por la proposicion con lo que TrK(b)|K(b) €Ay
por lo tanto T'rp i (b) € A, por las proposiciones y La demostraciéon para la norma es

idéntica. O

Proposicién 1.37. Sea L|K una extension finita separable de grado n y K una clausura al-
gebraica de K conteniendo a L. Sea o € L y g € K[X] su polinomio irreducible sobre K (que

supondremos de grado m). Entonces se cumple:

[I &-ola)=4¢

o€Homp (LK)

donde t = n/m.

Demostracion. Dado que la extension L|K es finita separable, también lo seran las extensio-
nes L|K(a) y K(a)|K, de modo que, por el teorema del elemento primitivo existe un ele-
mento 7 € L que genera la extensiéon L|K(«). Puesto que los K —homomorfismos de L en
K estan determinados por su restriccion a K(a) y por la imagen de v, tenemos una apli-
cacion bien definida e inyectiva Homg (L, K) — Homg (K (a), K) x Homy (o) (L, K) dada por
o+ (01,02), donde 01(a) = o(«) y o2() = (7). Dicha aplicaciéon ademas es biyectiva pues co-
mo las extensiones L|K(a) y K(a)|K son separables, #Hompg (K (), K)#Homy (o) (L, K) =
mt = n = #Homg(L,K). Componiendo con la proyeccién canénica obtenemos la aplica-
cion p : Homg(L,K) — Hompg (K (), K) x Homg ) (L,K) — Homg(K(«),K) dada por

o +— (01,02) — o01. De esto se deduce que las clases de la relacion de equivalencia o ~ 7 &
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o(a) = 7(a) (donde o,7 € Homg (L, K)) son las fibras de la composicién anterior. En parti-
cular, podemos identificar cada clase con un elemento de Homg (K (), K), y cada clase tendra
#Homp (o) (L, K) = t elementos. Asf:

[[ &-ofa)= II [[ x-r()= I1 (X —7(e)' =4

o€Homp (L,K) geHomg (K (a),K) T€EP~L(T) o€Homy (K (a),K)

O

Corolario 1.38. Sea L|K una extension finita separable de grado n y K una clausura algebraica

de K conteniendo a L, entonces:

TTL|K: Z o NL|K: H o

o€Homp (LK) o€Homp (LK)

En particular, si L|K es una extension de Galois finita:

Tryx = Z o 5 Nyg = H o

c€Gal(LIK) ceGal(L|K)

Demostracion. Sea a € L'y g = ag+ a1 X + -+ + a1 X™ 1 + X™ su polinomio irreducible

sobre K. Dado que la extension L|K es finita separable, por la proposicion anterior:

bo+b X+ b X+ xt= [ X -o(a)=¢
o€Homp (L, K)

donde t = n/m. Expandiendo el producto obtenemos by = (—1)"[[, o(a) y bp—1 = >, o(a),
donde o recorre Homg (L, K). Repitiendo el mismo procedimiento para el lado derecho de la

igualdad obtenemos:

t
X4t X ™ (g +ar X+ A ama X+ (Z) (ao+ a1 X + -+ am_ X1 xER)
k=2
donde el coeficiente del término independiente es af = (—1)"Np () y el término en X" es
tam—1 = Try k(@) (en la suma en k indicada el grado de los términos del sumando k—ésimo es
a lo sumo k(m — 1) +m(t —k) =n —k > n—2, de modo que no tiene términos en X"~ 1), como
queriamos probar. Para el caso particular de que la extension L|K sea de Galois finita basta con
tener en cuenta que Homg (L, K) ~ Gal(L|K), de modo que las igualdades son consecuencia

directa de la demostracion anterior. O

Proposicion 1.39. Sea L|K una extension finita separable de grado n. Se satisface:

1. La aplicacion L x L — L, (z,y) = Tryx(zy) es una forma bilineal simétrica, que es no

singular, es decir, para todo 0 # x € L existe un y € L tal que Trp g (x,y) # 0.
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2. St A es un dominio noetheriano integramente cerrado con cuerpo de fracciones K y L|K
es una extension finita separable, la clausura integra de A en L, B, es un A—mddulo de

tipo finito (y por tanto un anillo noetheriano).

Demostracion. Para la primera parte de la demostracion, es claro por el corolario [I.38] que la
aplicacion (z,y) + Trp g (7y) es bilineal y simétrica. Para ver que es no singular sea o un
elemento primitivo de la extension L|K. Basta con demostrar que la matriz de Gram asociada
a la forma bilineal para la K—base de L {1,a,a?,...,a" '} es no singular. Si Homg (L, K) =
{o1,...,04}, por el corolario anterior obtenemos:

n

n
Gij = TrL‘K(o/—laj_l) = Zak(ai_laj_l) = Zak(a)i_lak(a)j_l = (AAT)U-
k=1 k=1

donde A;; = o;(a)’7!. Dado que A es una matriz de Vandermonde, det A = [lic;(oi(a) —
oj(a)) # 0, de modo que det G # 0, como querfamos probar.

Para la segunda parte de la proposicién, por la proposicion L=S"'BconS=A-{0}
y por tanto podemos suponer, multiplicando convenientemente por escalares, que existe una K —
base de L formada por elementos de B, que denotaremos como {ey,...,e,}. De este modo, por
el corolario la aplicacion ¢ : B — A", x> (Trp g (ze1), ..., Trp g (wen)) esta bien definida
y es un homomorfismo de A—moddulos, que ademds es inyectivo por el apartado anterior (en
efecto, si existiese un x € B tal que TrL|K(xei) = 0 para todo ¢ = 1,...,n, entonces, dado
que {e1,...,e,} forman una K— base de L se tendria que Trpx(7y) = 0 para todo y € L,
contradiciendo que Trx es no degenerada). Esto implica, por el primer teorema de isomorfia,
que B ~ Im(p) C A™, y como A es noetheriano, B es un A—modulo de tipo finito, que ademas

es noetheriano (ya que A™ es un A—moédulo noetheriano). O

Lema 1.40. Sean A C B anillos, siendo B entero sobre A. Si q1 C qa son ideales primos de B
tales que q1 N A = q2 N A, entonces q1 = qa.

Demostracion. Dado que q1 C g2, el teorema de correspondencia para anillos nos asegura que
g2/q1 es un ideal primo de B/qi, que es a su vez entero sobre A/(q; N A) |[AM, prop. 5.6], de
modo que podemos suponer sin pérdida de generalidad que q; = 0, y que tanto A como B son
dominios (q; N A es un ideal primo de A pues es la imagen reciproca del ideal primo q; por
el homomorfismo inclusion A < B). Si g2 # 1 existe un elemento = € g no nulo, que ha de
satisfacer una relacién 2" 4+ ap_12" ' +---4+ay =0cona; € Aparai=1,...,n — 1, ya que
B es entero sobre A. Supondremos que la relacién anterior es la de menor grado entre todas las
posibles, esto implica que ag # 0, ya que x # 0, con lo que ag € go N A =q1 N A =0, lo cual es
absurdo. O

Proposicion 1.41. Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, y L|K una
extension finita de cuerpos tal que la clausura integra de A en L, B, es un A—mddulo finitamente

generado. Entonces B es un dominio de Dedekind.
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Demostracion. Efectivamente, B es un A—moédulo noetheriano al ser A un anillo noetheriano y
B un A—moédulo finitamente generado, y es integramente cerrado. Lo tinico que nos queda para
probar que es un dominio de Dedekind es que dim B < 1. Sea entonces pg C p1 C p2 una cadena
ascendente de ideales primos de B. El lema anterior nos asegura que poNA C p1NA CpoNAes
una cadena ascendente de ideales de A, lo cual es absurdo pues A es un dominio de Dedekind, y
por tanto dim A < 1. O

Observacion 1.42. Aunque no lo utilizaremos en este trabajo, para probar esto no es necesario

suponer que B sea un A—moddulo finitamente generado, ni que A es un dominio de Dedekind:

Teorema 1.43 (Krull-Akizuki). Sea A un dominio noetheriano con dim A < 1, cuerpo de fraccio-
nes K, L|K una extension finita y B la clausura integra de A en L. Entonces B es un dominio

de Dedekind.
Demostracion. Véase |Neu, cap. I, prop. 12.8|. O

Definicién 1.44. Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones y L|K una extension
finita de cuerpos. Si la clausura integra de A en L (que denotaremos como By sera en particular
un dominio de Dedekind) es un A—modulo de tipo finito, diremos que el ideal primo no nulo
q C B divide (o esté sobre) al ideal primo no nulo p C A si p = qN A, o equivalentemente cuando

q contiene al ideal pBJ]

Definicion 1.45. Que q C B divida a p C A implica que el indice de ramificacion de q en la
extension L|K, definido como eq = vq(pB), sea no nulo. En particular, pB admite la siguiente

descomposicion (por el corolario [1.25):

pB =[]

qlp

Por otro lado sean kK = A/p y A = B/q. Dado que B es un A—modulo finitamente generado y
pB C q, A es un k- moédulo finitamente generado, y como en un dominio de Dedekind todos los
ideales primos son maximales, tenemos que ambos A—mddulos son cuerpos, y en particular, A
es un k—espacio vectorial de dimensién finita. Definimos el grado residual de q en la extension
L|K como:

fq=[A: k] =dim; A

Teorema 1.46. Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones y L|K una extension
finita de cuerpos de grado n tal que la clausura integra de A en L, B, es un A—mddulo finitamente
generado (por ejemplo, si la extension L|K es separable). Sea p un ideal primo no nulo de A y

k= A/p. Entonces:

En efecto, sea q un ideal primo mo nulo de B. Si p = qN A, entonces pB = (qNA)B C qB = q. Reciprocamente,
si p C A es un ideal primo no nulo, entonces pB C ¢, de modo que p C gN A, que es un ideal primo de A. Como

p es un ideal maximal de A, p=qnN A
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1. El anillo B/pB es una k-dlgebra isomorfa al producto qup B/q°, que como espacio vec-

torial tiene dimension n = [L : K| .

2. Se cumple la relacion:

n:Zeqfq

qlp

Demostracion. Comencemos probando (1). Es claro que B/pB es un anillo y un x— modulo
finitamente generado (el argumento es el mismo que el dado en la observacion [1.45). De modo
que el homomorfismo de anillos A/p — B/pB, inducido por A < B — B/pB, dado por
x moéd p — x méd pB hace de B/pB un k—mddulo de tipo finito, es decir, un k— espacio
vectorial de dimensioén finita, ya que k es un cuerpo.

Veamos ahora que el grado de B/pB es n. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
A es un AV D: efectivamente si p C A es un ideal primoy S = A —p, sean A’ =S 1A= A,y
B = S_IBH Es claro entonces que |[AM, cor. 3.4]:

A JpA = Ay /pAy ~ (A/p)y = A/p =&,

donde la pentltima igualdad es posible pues, al ser p un ideal maximal, A/p = k es un cuerpo.

Ademas:
B'/pB' =S 'B/pS™'B = S"YB/pB) ~ S~k ®. B/pB = k ®,. B/pB ~ B/pB,

donde se han utilizado las propiedades de localizacion de modulos [AM, prop. 3.5]. Ademas B’ es
la clausura integra de A’ en L (tomar clausuras integras conmuta con localizaciones |[AM| prop.
5.12]). De este modo podemos suponer que A" = A, es un AVD con cuerpo de fracciones K,
L|K una extension finita de cuerpos y B’ la clausura integra de A’ en L, que es un A’—modulo
finitamente generado (si B es un A—modulo finitamente generado y S C A es un conjunto
multiplicativo que no contiene a cero, entonces S~ B es un S~! A—moédulo finitamente generado).
Por lo tanto podemos suponer que A es un dominio de ideales principales y B es un A—modulo
finitamente generado (y libre de torsion, ya que es un dominio que contiene a A), de modo que
por el teorema de estructura de moédulos de tipo finito sobre un dominio de ideales principales,
B es un A—modulo libre finitamente generado. Para ver que su rango es n = [L : K| usamos
el hecho de que si B es un A—modulo libre de rango ¢, para todo subconjunto multiplicativo
S C A que no contenga a cero, S C A, ST'B es un S~'A—modulo libre de rango ¢, de modo
que tomando S = A — {0}, obtenemos por lo visto en la proposicion que S7I'B = L. Asi, el
rango de B como A—modulo libre coincide con el rango de L como K—modulo (es decir como
K —espacio vectorial) y vale n = [L : K|, como queriamos probar.

Para la segunda parte, usaremos la propiedad de que si q1, g2 son ideales primos no nulos
de B, entonces q} y g5' son coprimos para cualquier par de enteros positivos n,m, ya que sus

ideales radicales son ideales maximales distintos. Esto implica que pB = H‘Blp Per = ﬂ‘mp Pex,

SNotese que S es multiplicativamente cerrado visto como subconjunto de B, luego tiene sentido
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De este modo, el teorema chino de los restos nos permite asegurar que:

B/pB =B/(a“ =[] B/q"

qlp qlp

La expresion anterior nos da un isomorfismo de k-espacios vectoriales, de modo que igualando

dimensiones:

n = dim.(B/pB) = > _ dim.(B/q*)
alp
Solo queda probar que dim,(B/q%) = eqfq para todo q|p. Esto se prueba en el siguiente lema:

Lema 1.47. En las condiciones del teorema, dim,(B/q%) = eq fq.

Demostracion. Dado que By/q° By ~ B/q% B, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

B es un AVD. Tenemos la siguiente sucesion exacta de k—espacios vectoriales:
0= g7 /q% < B/q* — (B/q“) /(a7 /q) ~ B/q" ™" — 0,

de modo que dim,(B/q%) = dim,(q®~!/q%) + dim, (B/q%~1). Aplicando inductivamente el ra-
zonamiento se deduce que dim, (B/q%) = dim,(q®~!/q%)+dim, (q%~2/q% 1)+ - -+dim,(q/q%)+
dim,(B/q), con lo que para concluir basta con demostrar que dim,(q"/q"*1) = f; paran > 1.

"+l dada por z — z7"

Sea pues m un uniformizante de ¢, entonces la aplicacion B — ¢"/q
méd q"*! es un homomorfismo de A—médulos sobreyectivo que tiene a q como niicleo (efecti-
vamente, q"/q""! no es nulo, como se vio en la demostracion de la proposicién y su nucleo
es un ideal propio de B que contiene al ideal maximal ¢, de modo que ambos ideales tienen que
ser iguales). Este homomorfismo induce el isomorfismo de k—moédulos B/q — q"/q" !, v asi,
dimy (q"/q"*1) = dim,(B/q) = f4, como querfamos probar.

O
La demostracion del teorema [1.46] esté entonces terminada. O

Corolario 1.48. Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones y L| K una extension
finita de cuerpos de grado n tal que la clausura integra de A en L, B, es un A—mddulo finitamente
generado. El nimero de ideales primos q de B que dividen a un ideal primo p de A es, como
minimo 1 y como mdximo n. St A tiene un nimero finito de ideales primos, también lo tendrd

B (con lo que serd un dominio de ideales principales).

Definicién 1.49. Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones y L|K una extension
finita de cuerpos tal que la clausura integra de A en L, B, es un A—modulo finitamente generado.
Sea también p un ideal primo de A y kK = A/p . Si solo hay un ideal primo q de B tal que q|p y
fq = 1 diremos que la extension L|K esta totalmente ramificada en p. Si q es un ideal primo sobre
p tal que e = 1 y A := B/q|k es una extension separable, diremos que L|K es no ramificada
en . Finalmente, si la extension L|K es no ramificada sobre todos los primos q C B sobre p

diremos que la extension L|K es no ramificada en p.
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Definicién 1.50. Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L| K una extension
finita de cuerpos y B la clausura integra de A en L. Una valoracion w de L se dice que extiende

una valoracion v de K (con indice e > 0 entero positivo) si w(z) = ev(x) para todo = € K.

Proposicion 1.51. Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones y L|K una
extension finita de cuerpos tal que la clausura integra de A en L, B, es un A—mddulo finitamente
generado. Sea también p un ideal primo no nulo de A. Para cada primo q de B dividiendo a p,
la valoracion vy extiende la valoracion v, con indice eq. Ademds la aplicacion q — vq es una
biyeccion del conjunto de los ideales primos de B que dividen a p y el conjunto de valoraciones

que extienden vy.

Demostracion. Para la primera parte de la proposicién, sea q un ideal primo de B que divide a
pypB =[], a9 la factorizacion de pB. Por lo visto en la demostracion (pB)q = q°9 B,
por lo que para cada n € Z, (p"B)q = (pBq)" = (9°9By)" (ya que la localizacion conmuta con
los productos), con lo que vq(p™By) = neq = equyp(p™Ap). Por factorizacion tunica de ideales esto
implica que para todo ideal fraccionario a C L se tiene que vq(aBg) = equp(ady), y en particular
para todo ideal fraccionario principal B con z € K, lo que nos permite concluir.

Para ver que la correspondencia q — vy es inyectiva, tenemos que si g1, g2 son ideales primos
de B distintos que dividen a p, entonces, como son maximales, uno no puede contener propiamente
al otro, de modo que tomando 0 # x € q1 — (2, tenemos que vg, (x) > 0 > vg,(x), con lo que
Vg; 7 Vgo-

Para ver que la correspondencia es sobreyectiva, sea w una valoraciéon discreta de L que
extiende vy, C su anillo de valoraciéon y m su ideal maximal. Como w extiende vy, entonces la
valoracién w es no negativa en A, de modo que A C C, y dado que C es un AVD, es integramente
cerrado en L, con lo que B C C (ya que B es la clausura integra de A en L). Definiendo n = mNB,
tenemos que es un ideal primo (ya que m lo es) y que p = nN A, de modo que n divide a p. Esto
implica que C' contiene a By (esto puede verse ya que si z = a/b € By, w(z) = w(a) —w(b) >0
ya que b ¢ n, con lo que b ¢ m). Como B, es un anillo de valoraciéon discreta (ya que B es un
dominio de Dedekind), el lema nos permite deducir que C' = B,, pero como los AVD estan

tnicamente determinados por su valoracion (proposicion [1.3), w = vy. O]
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Capitulo 2
Cuerpos locales

Definicion 2.1. Sea K un cuerpo. Un valor absoluto sobre K es una aplicacion |- | : K — R

que verifica:

(1) |z| > 0, para todo x € K (3) |zy| = |z||y|, para todo x,y € K
(2) [z =0 <= 2=0 (4) [z +y| < |z + [yl
Un valor absoluto | - | se dice no arquimediano si verifica |z + y| < max{|z|,|y|} para todo

xz,y € K,y arquimediano, en otro caso.

Observacion 2.2. Sea K un cuerpo, la aplicacion que lleva todo elemento no nulo de K a 1 y el
cero a 0 es un valor absoluto, que denominaremos valor absoluto trivial. Todo valor absoluto sobre
un cuerpo finito F' es trivial, ya que, denotando ¢ = #F, si € F' es no nulo, |z| = |2?| = |z|9,

y entonces necesariamente |z| = 1 (pues |z| es real y positivo).

Proposicion 2.3. Sea K un cuerpo y |- | un valor absoluto. Entonces | -| es no arquimediano si
n

y solo si existe una constante M € R tal que |n| =|14---+ 1| < M para todo n € N.

Demostracion. Para el solo si basta con ver que |n|<max{|1],---,|1|} = |1] = 1. Para el si,
supongamos que |n| < M para todo n € Ny sean z,y € K tales que |z| > |y|. Esto implica que

|| |y|"~™ < |z|™ para todo m > 1. Por el binomio de Newton:

n
n
" < ( >
m=0 m

por tanto |z + y| < (M(n + 1))*/"|z|, de modo que tomando el limite n — oo obtenemos que

™y < M(n+ 1)z

|z 4+ y| < |z|, y en consecuencia, el valor absoluto | - | es no arquimediano. O

Observacion 2.4. Un valor absoluto induce una topologia sobre K, generada por las bolas abier-
tas B(zg,7) = {x € K||z —x0| < r} conr € (0,00) y 9 € K, que hacen de K un cuerpo
topoldgico. Esto implica que los grupos aditivos y multiplicativos de K tienen estructura de gru-
pos topologicos, y por tanto las traslaciones z — a+ x (si a € K), a — ax (si a € K*), son
homeomorfismos, con lo que para estudiar las propiedades topologicas locales de K nos restrin-

giremos sisteméaticamente a estudiarlas en entornos del cero. Es claro que la topologia generada

19
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por el valor absoluto trivial es discreta. Necesitamos introducir un criterio para distinguir valores

absolutos en funcién de su topologia:

Proposicion 2.5. Sea K un cuerpo y |- |1, | - |2 dos valores absolutos sobre K. Entonces |- |1,
|- |2 definen la misma topologia sobre K si y solo si existe un s > 0 tal que |z|a = |z|5 para todo
re K.

Demostracion. Es claro que si |z|e = |z|] para todo x € K entonces el sistema de entornos
abiertos de cero en | - |1 {B(0,1/n)},>0, €s un sistema de entornos abiertos de cero de | - |2,
luego, por homogeneidad, ambos valores absolutos tienen una misma base de topologia. Por otro
lado, si ambos valores absolutos generan la misma topologia, entonces |z|; < 1 implica |z|s < 1.
Efectivamente, la condicion |z|; < 1 equivale a que la sucesion {z"},cn converja a cero para la
topologia definida por |- |1, y esto implica que converge a cero en la topologia de | - |2, por lo que
|z]2 < 1. Si |z|; = 1 para todo = # 0, entonces |z|s = 1 para todo x # 0 ya que si algun x # 0
verifica |x|o # 1, entonces |x]|2 < 1 o |x]2 > 1 (y por tanto, la topologia generada por |- |2 no seria
la discreta). En caso contrario tomemos un elemento z € K tal que |z|; > 1 para todo z € K no
nulo, entonces |z|; = |z|{ para algin o € R, de modo que tomando una sucesion de elementos
de Q, {kn/my}nen acotada inferiormente por o y convergiendo a a, |z|; = |2|¢ < |z[Fn/™n )y
por tanto |z /z*n|; < 1 para todo n € N; esto implica por lo anterior que |2™» /z¥n|y < 1, con
lo que |z]2 < |z|§. Si ahora tomamos una sucesion acotada superiormente por « convergiendo a
a obtenemos que |z|2 = |y|§, de modo que el valor de s = log|z|2/ log |z|1 es una constante para

todo z € K, y por tanto |z| = |z|{ para todo z € K, como queriamos probar. O]

Observacion 2.6. Si K es un cuerpo y |-| un valor absoluto no arquimediano, entonces el conjunto
A = {x € K||z| < 1} tiene estructura de dominio local con las operaciones de K, cuyo tnico
ideal maximal es m = {x € K ||z| < 1} (en efecto, la propiedad no arquimediana implica que
m es un ideal de A y si [z] = 1,  no es nulo y por tanto |1/z| = 1, con lo que 1/x € A).
La proposicion anterior equivale a que el anillo A de un valor absoluto no arquimediano | - | se

mantiene bajo equivalencia, de hecho caracteriza la topologia del valor absoluto.
Proposicion 2.7. Sea K un cuerpo y |- | un valor absoluto no arquimediano:
1. Todo punto de una bola abierta o cerrada es un centro.
2. Cualquier par de bolas abiertas son disjuntas o concéntricas.
3. Toda bola abierta es cerrada y toda bola cerrada es abierta.

Demostracion. Para (1) seax € K yr >0.Siy,z € B(x,r) (respectivamente, B[z, r]), entonces
ly — z| < max{|ly — z|,|x — z|} < r (respectivamente < r), con lo que B(z,r) = B(y,r) (res-
pectivamente B[z,r] = Bly,r]). Claramente, (2) se deduce de (1). Para (3), probar que toda
bola cerrada es un abierto se deduce de (1). En efecto, sean z,y € K y r > 0, si y € Bz, r],
entonces y € B(y,r) C Bly,r] = B[z, r|. Esto implica también que toda bola abierta es cerrada,
ya que para z,y € Ky r >0, si y # B(z,r), por (2) se cumple que B(y,r) N B(z,r) = &, y por
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tanto el complementario de B(y,r) es abierto. De este modo B(y, ) es cerrado, como queriamos

probar. O

2.1. Completaciéon de un cuerpo para un valor absoluto

Sea K un cuerpo con un valor absoluto |- |. Sea Cx el conjunto de sucesiones de Cauchy de K,
sobre el que definimos la relacion de equivalencia {x, }nen ~ {Un}nen <= {Tn — Yn}neny — 0.

Llamaremos al conjunto cociente K =Ck / ~ la completacion topoldgica de K respecto de |- |.

Proposicion 2.8. Sea K un cuerpo con un valor absoluto | - |. Su completacion topoldgica K
tiene estructura de cuerpo completo con un valor absoluto |- | que ademds cumple la siguiente
propiedad universal: todo homomorfismo de cuerpos topoldgicos (es decir, un homomorfismo de
cuerpos continuo) de K a un cuerpo completo para un valor absoluto f : K — L puede extenderse
de modo unico a un homomorfismo continuo f : K — L. Ademds, f es un isomorfismo de cuerpos

topoldgicos si y solo si f es un embebimiento y la imagen de f es densa en L.

Demostracion.

Lema 2.9. K tiene estructura de cuerpo.

Demostracion. Sean x = [{@n }nen], ¥ = [{Untnen] € K. Definimos su suma y producto como
x+y = [{zn + Yntnen), Xy = [{®n¥n}nen]. Dichas operaciones estéan bien definidas porque si
{Zn }neN, {Yn }nen son sucesiones de Cauchy, {z,+Yn }nen ¥ {Znyn tnen son sucesiones de Cauchy,

y no dependen del representante pues si {zp, fnen ~ {Zn }neN, {Un}tnen ~ {Un}nen, entonces:

‘xnyn - i‘nﬂn| = |xnyn — TpYn + TpYn — jngn‘ < |yn||xn - CEn| + |jn||yn - gn‘ —0

donde se ha utilizado que las sucesiones de Cauchy son acotadas. Los neutros para la suma y el
producto son 0 = [{0}nen] ¥ 1 = [{1}nen]. Construyamos los inversos, sea x = [{zn tnen] € K
una clase no nula, de modo que |x,| 4 0. Como toda sucesion de Cauchy es acotada existen
€0, No > 0 con |z,| > g9 > 0 para n > Ny, y en particular z,, # 0 para n > Ny. La sucesion
{zn}nen = {@n+n, tnen es de Cauchy y {zp}neny € x por la propia definicion de sucesion de
Cauchy. La sucesion {z, 1 },en es de Cauchy, efectivamente, sea e > 0 fijado, como {z, }nen es de

Cauchy, existe M > 0 tal que |z, — z;,| < E%E para n,m > M, de modo que para tales n,m > M

se cumple:
_ _ 2
|Z,;1—Z,;L1|: Zn Zm‘: ’zn Zm| _%Ze’
ZnZm |20 || 2m| &5
y por lo tanto {2, ' },en es de Cauchy. Definimos entonces x 1 = [{z;, ! },en], que cumple x 1x =

[{Zgl}neN] [{zn}nen] = 1.
O
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Observacion 2.10. Se puede demostrar igual que en la proposicién anterior que Cx tiene estruc-
tura de anillo y m = {{zy, }nen | |zn| — 0} (llamado el conjunto de las nilsucesiones de K) es un

ideal maximal de Ck, con lo que K =Ck /m es un cuerpo.

Lema 2.11. Sea x = [{@,}nen] € K. La aplicacion | - |' - x — lfmy, |2,| es un valor absoluto.

Demostracion. Por la desigualdad triangular, dichos limites son limites de sucesiones de Cauchy
en R y por lo tanto existen. Ademaés, la aplicacion | - | esta bien definida, pues por la definicion
de la relacion de equivalencia {xy, fnen ~ {Un tnen, limy, |2,| = limy, |y,]. Si x = [{zn}nen] € K,
es claro que |x|" > 0 pues |z,| > 0 para todo n € N, asi como |[x/' = 0 <= x = 0. Si

X = [{fl?n}neN], Yy = [{yn}neN] S K, entonces:
xy|" = lim [zny,| = lm [z, |[ys| = lm [z, |l [y,| = [x|'ly]
n n n n

[x +y|" = lm [z, + yn| < lim o] +1im [ya| = x|+ |y/

O

Observacion 2.12. El homomorfismo i : K — K z — [{z}nen] nos permite identificar K con
i(K) c K (como cuerpo).

Lema 2.13. K es un cuerpo completo, y K C K es denso.

Demostracion. Veamos que K es completo, sea {Xn}nen una sucesion de Cauchy en K, para
cada n € N denotaremos x,, = [{xl(cn)}keN]-

Como {xén)}keN es de Cauchy, existe k,, € N tal que \x,(ﬁn) - ngl)| < 1/n para todo k > ky,
y por lo tanto limy \x,(cn) - :C,(;:L)| < 1/n. Probemos que {zy }nen = {a:,(cz)}neN es de Cauchy. Sea
pues € > 0 fijado. Como la sucesion {x, }nen es de Cauchy, existe N > 0 tal que |x,, — X,,|" =
limy, |£L'](€n) — J:,(Cm)\ < ¢/3, para todo n,m > N.. Ademas sea M, = min{n € N|1/n <e/3}.

Para No> méx{N., M.} tenemos que si n,m > Ny y | > max{ky,, kn }:

o — 2™ < el — ) 4 e - 2] 4 ™ — e < 1n /34 1/m < e

como queriamos probar. Ademas, limy, X, = [{zn }nen], pues si fijamos un € > 0y N = min{n €
N|1/n < e/2}. Como {z, }nen es de Cauchy, existe un M > 0 tal que |z, — 2| = ]a:gi) —wg)| <
€/2 para n,m > M lo que implica que limy |x,(€:) — a:,(jl)\ < ¢/2. Con esto tenemos que para
n > max{N, M}

0 = [{zatnen]l’ = lim [ — 2] <limla" — 2| +1imla})) —2})| <e/2+c/2=¢

Con esto probamos que toda sucesion de Cauchy en K converge a un elemento de K, con lo que
K es completo. Para ver que la inclusion K C K es densa basta ver que todo elemento de K
es limite de una sucesion de elementos de K, pero esto es claro pues si x,, = [{Zn}nen] €s un

elemento de K es el limite de la sucesion {zn}nen de elementos de K. O
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Observacion 2.14. La prueba de la proposicién anterior también implica que la aplicacion ¢
definida antes es continua (pues lleva sucesiones de Cauchy en K con sucesiones de Cauchy en

K) y un embebimiento topologico (pues lleva sucesiones de Cauchy en i(K) en sucesiones de
Cauchy en K).

Proposicion 2.15. Sea K un cuerpo con un valor absoluto | - | y K su completacion. Todo
homomorfismo de cuerpos topologicos f : K — L de K a un cuerpo completo para un valor
absoluto (L, |- |") puede extenderse de modo unico a un homomorfismo de cuerpos topoldgicos
f . K — L. Ademds, si f es un embebimiento con imagen densa f es un isomorfismo y un

homeomorfismo.

Demostracion. Como K es denso en K la funcion f puede extenderse de modo tnico a una
aplicacion continua f : K — L dada por f([{zn}]) = lim,, f(z,), que esta bien definida pues L
es completo y f es continua (como K es completo es Cauchy-continua, con lo que {f(xn) }nen es
de Cauchy). Tenemos que ver que esta aplicacion es un homomorfismo de cuerpos, pero eso es

inmediato pues f lo es:

f([{In}neN] {Yntnen]) = h;an f(znyn) = HTILn f(@n)f(yn) = f([{xn}neN])f([{yn}neN])

F({andnen] + {yn}nen]) = lm f(zn + yn) = Ho(f(20) + fyn)) = F({@ntnen)) + f([{yalnen))

Si f es un embebimiento topolégico veamos que f es un embebimiento. Consideremos la restric-
cion de rango f = K — f (K ), que es una aplicacion biyectiva ya que f es un homomorfismo de
cuerpos, de modo que tenemos que probar que f~! : f(f() — K es continua. Sea {f(Xn)}neN
una sucesion de Cauchy en f(K). Denotando f(x,) = limy f(:r,(gn)), con {a:,(cn)}keN € x, pa-
ra todo n € N podemos construir, mediante un procedimiento diagonal como en el del lema

2.13| una sucesion {f(m,(cz))}neN tal que lim,, f(xl(c:)) = lim,, f(x,), veamos que {X;,}nen es de

Cauchy. Sea ¢ > 0 fijado, como f es un embebimiento topologico, su restriccion de rango g
es un homeomorfismo y un isomorfismo, de modo que tanto g como su inversa son Cauchy-
continuas (la inversa es un homomorfismo continuo, de modo que es uniformemente continua, y
por tanto Cauchy-continua), por lo que {fE;(g:)}neN = {f_l(f(m,i:)))} es de Cauchy. Probemos que
lim,, x,, = [{%EZ)}neN]y sea pues € > 0 fijado. Como f~! es Cauchy-continua para toda sucesion
de Cauchy {z,}nen existe un Ny > 0 tal que |f~H(zn) — f~Ham)|” < &, para todo n,m > Np.
Sea entonces > 0 tal que § + 1/Ny < €. Dado que {f(x,E:))}neN es de Cauchy en L, existe un
M > 0 tal que ]f(mgi)) — f(w,(jl))]’ < 4, para todo n,l > M. Tomando n > mdx N, M se tiene

que:
n l n n n l 1
S = P < U@ = FE)] + 1) = @) < - +o<e >
por construccion de la sucesion { f (x,(gz))}neN. De este modo, para dicho n y [ > k, se cumple:

2™ — a0 = | () - ) <
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de modo que |x, — [{xgl)}neN”/ = liny \wln) — xgl)| < g, como se queria probar. De este modo
tenemos que f~! es continua, y por tanto un homeomorfismo e isomorfismo K & f (K ) = f (K ),
de modo que f(K) es completo. Esto implica que f(K) es un cerrado denso en L (pues f(K) C
f(f() C L), de modo que f(f() = L. Asf f es sobreyectiva, y por tanto, un homeomorfismo y un

isomorfismo. 0

Observacion 2.16. La proposicién anterior implica que una completaciéon de un cuerpo es tnica
salvo isomorfismo topologico, y que si un cuerpo completo L para un valor absoluto contiene a un
cuerpo K, contiene también a su completaciéon K. Esto en particular implica que la completaciéon

de un cuerpo completo es idéntica al propio cuerpo.

La demostracion de la proposicion 2.8 esta entonces terminada. OJ

Proposicion 2.17. Sea K un cuerpo con una valoracion discreta v. Entonces para a € (0,1) la

aplicacion © — ||y q = a’@) es un valor absoluto no arquimediano sobre K.

Demostracion. Las propiedades |z|,, > 0 y la multiplicatividad son inmediatas. La propiedad
||y =0 <= z = 0 se sigue de que v(0) = co para toda valoracion discreta (tal y como se vio

en la proposicion [1.3) y para la aditividad basta con comprobar que:
|Z + Yoo = av@ty) < ginf{e@@) ()} Sup{av(w)’ av(y)} = sup{|2|v.a, [Ylv.a}
O

Observacion 2.18. La topologia de K como espacio métrico no depende del valor de a escogido,

en efecto, si a,b € (0, 1), entonces |z, , = blo#(@(@) = |x|12§b(a), y dado que logy(a) >0, |- |yq
¥ | - |vp son equivalentes. Esto en particular implica que inducen la misma completacion de K,
y por tanto justifica que en resto del trabajo omitamos cuando sea posible la dependencia en
a € (0,1) al referirnos a los valores absolutos inducidos por una valoracion discreta v y escribamos

solamente | - |s.

Proposicion 2.19. Sea K un cuerpo con una valoracion discreta v. Entonces la completacion

de K con respecto a |- |, admite una valoracion discreta que extiende v.

Demostracion. Por el lema [2.11} para a € (0, 1), el valor absoluto de la completaciéon de K es:
[[{zndnen] | = i fely0 = lima*(e2) = glimn oo
n n

limn v(zn) implica que

Al ser {v(zy)}nen una sucesion de ntumeros enteros, la existencia de a
lim,, v(z,,) existe. De este modo tiene sentido definir para x = [{z,, }nen] € K 9(x) = lim,, v(z,),

que naturalmente coincide con v para x € K. O

Proposicion 2.20. Sea K un cuerpo con una valoracion discreta v y K su completacion. Si
denotamos como A, A los anillos de valoracion de K y K y m es un uniformizante de A, entonces

A/m"A y A/7"A son isomorfos como anillos topoldgicos.
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Demostracion. La aplicaciéon ¢, : A — A/ﬂ'”fl dada por x — = mdd 7" A es un homomorfismo
de anillos, dado que se trata de la composicion 4 < A — A/TI'HA, cuyo nucleo es ker(yp,) =
AN7"A = 7"A. La inclusién hacia la izquierda es inmediata, y para la inclusion hacia la
derecha sea z € AN 7"A. Como la valoracion de A extiende la de A por la proposicién
tenemos que v(z) = 6(x) > n, pues & € 7" A (i denota la extension de la valoracion discreta
v a la completacion), de modo que = € 7" A . Ademaés ¢, es sobreyectiva pues, para a € (0, 1)
yx € A fijados, como AC K es cerrado, A es complfzto, y como A C A es denso (dado que
A = Bgl0,1], la clausura de A en K, Ak = mK = B[0,1] = A), existe un y € A tal

" o equivalentemente, x + A = y + 7™ A, como queriamos probar. Por

que |:L‘ - y’v,a é a_
el primer teorema de isomorfia tenemos el isomorfismo A/7"A ~ A/7"A que es también un

homeomorfismo al ser una aplicacién biyectiva entre espacios discretos. E| O

Proposicion 2.21. Sea K un cuerpo con una valoracion v, A su anillo de valoracion, ™ un
uniformizante de A y S C A un conjunto de representantes de k = A/mA conteniendo a 0. La
sucesion de sumas parciales {sy}ren = {Zf:n a;7m }ken, conn € Z y a; €S para todo i > n, es

de Cauchy, y toda sucesion de Cauchy en K es equivalente a una tinica sucesion de ese tipo.

k con n € Z fijado y

Demostracion. Sea la sucesiéon de sumas parciales s = a7 + -+ 4+ apm
k € N. Tomando a € (0,1) y € > 0, sean ademéas k > [ > min{n € N|a" < ¢}. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que a; # 0 (si no fuese posible, la sucesion seria constante a partir de

un indice y por tanto de Cauchy), de modo que obtenemos:
sk = Stva = lam + -+ apm®|y 0 < f{jaint|pa,i =1.. kY = |an|pe = a7 <e,

donde hemos usado que v(a;) = 0 (ya que 0 # a; ¢ wA por la propia definicion de S). Sea ahora
ze K , que podemos expresar x = xgn’, conn € Z 'y xg € A (ya que 7 es un uniformizante
de A). Por definicion de S existe un tnico ag € S tal que zg — ag € A (como A/mA ~ A/wA
por la proposiciéon anterior S es un conjunto de representantes de fl/ﬂ/l) De este modo x1 =
77_1(1‘0 —agp) € A y por tanto existe un a; € S tal que x1 —aq € 7 A. Inductivamente construimos
la sucesion 7™ (ag + a1m + asm? + ... ), que es de Cauchy y converge a = por construccién. Para
comprobar la unicidad veamos que si a,7m™ + a1 7"t + .-+ = 0, entonces a; = 0, para todo
i > n € Z (recordemos que 0 € S). En efecto, supongamos que una serie no nula cumpliese

anpm" + an+17r"+1 +---=0conn€Zya, #0, entonces para c € (0, 1) fijado:

lanp7" + an+17r”+1 +.oe= inf{|ami|v7c,i >n} = lanm|v.e = 7" |v.e # [0ve

lo cual es una contradiccién. Esto implica la unicidad de la representacién pues si dos series
X = apm"+ap 1™ ey = byt byp T4, .., con n € Z fuesen equivalentes y distintas,

tomando m = min{k € N|a; # by}, entonces 9(x —y) = 0(cnm™ + cppm™t +...) =m

Dado que el conjunto 7™ A (y por tanto x 4+ 7™ A para todo x € A) es un abierto en A, el espacio A/7™A es
un espacio discreto, ya que la proyecciéon canénica A — A/7™ A es una aplicacion abierta al ser una aplicacion de

paso al cociente. El mismo argumento se aplica para probar que A/ﬂ'"/l es un espacio discreto.
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por definicion de m, siendo para cada k > m, ¢ el representante de a; — by mdéd A en S,

contradiciendo que x —y = 0. O

Observacion 2.22. La proposicion anterior hace coherente la notacién alternativa x = a,7" +
Ap1m 4., con n € Z para un elemento x € K, fijado un conjunto de representantes en A
del cuerpo residual de A. Otra consideracién interesante es que para todo elemento 7w, € A tal
que v(my,) = m se cumple que T, A = 1A, de modo que en la demostracion anterior podemos

sustituir todas las apariciones de 7™, con m € Z, por un elemento m,, € K tal que v(m,) = m.

Corolario 2.23. Sea K un cuerpo con una valoracion discreta v y A su anillo de valoracion.

Toda sucesion de Cauchy {xy}nen de elementos de A se estabiliza en A/ A para todo n € N.

Definiciéon 2.24. Sea I un conjunto dirigido inferiormente (es decir con un preorden <, que
cumple la propiedad reflexiva y transitiva; y dados ¢, j € I existe un elemento k € I tal que k <1
vy k < j), {Xi}icr una familia de espacios topologicos y {fi;}ijer un conjunto de aplicaciones
continuas que cumplen que f;; : X5 — X; y fij o fj = fik, pagm]‘codo 1,7,k € I que satisfagan

i < j < k. El par ({X;}ier, {fij}ijer) se denomina sistema inverso de espacios topoldgicos. Se
1<J
define el limite inverso de un sistema inverso de espacios topologicos ({X;}ier, { fij}ijer) como:
1<J

lim X; = ({(@)ier € [[ Xi | 2i = fij(2))} < [] X
iel i<j i€l icl

dotado de la topologia inducida por la topologia producto.

Observacion 2.25. La construccion del limite inverso también existe en sistemas inversos de
anillos (donde X; es un anillo para todo i € I y f;; son homomorfismos para todo i > j). El

limite inverso de un sistema inverso de espacios topologicos (resp. anillos) ({X;}icr, { fij}ijer)
(]

satisface la siguiente propiedad universal. Para todo sistema inverso de espacios topologicos
(resp. de anillos), si existe un espacio topologico (resp. anillo) Y y un conjunto de aplicaciones
de 9; : Y — X, tales que ¢; = f;j o 1; para todo i < j (se dice que las aplicaciones 1

son compatibles con el sistema inverso ({X;}icr, {fij}ijer)), entonces existe una tnica funcion
1<j
continua (resp. homomorfismo) ¢ : Y — l'gniE ; Xi tal que ¥y = ¥ om;, donde ; es la restriccion

de la proyeccién canodnica a lim. = X;.
proy e i

Corolario 2.26. Sea K un cuerpo con una valoracion discreta v y A su anillo de valoracion.
Entonces el anillo de valoracion A de K es isomorfo y homeomorfo a la completacion m-ddica

de A (en el sentido de [AM, cap. 10]), donde 7 es un uniformizante de A.

Demostracion. Para cada n € N— {0} se define el homomorfismo sobreyectivo ¢, : A — A/n"A
como [{zk }ren] — Umg (2 + 7™ A). ©n, que esta bien definida por el corolario anterior, y cumple
que ker p, = 71'”121 Ademés es compatible con las proyecciones candnicas 7y, @ A/7MA —

A/ A, para m > n.

La inclusién hacia la izquierda es inmediata, para la inclusion hacia la derecha basta con ver que si ¢y, (ao +

n—1

a17r+a27r2—|—...):a0+a17r+---+an,17r méd 7™ = 0, entonces ap = -+ = an—1 =0
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Por la propiedad universal del limite inverso, esto induce el homomorfismo ¢ : A l&nn A/ A

definido como [{zy }ken] — (¢n([{xk }ren]))nen, que es inyectivo pues ker o = (), on =), A =

0 y ademas es sobreyectivo. Para probar esto tltimo sea z = (zg méd 7,r7 méd 72, ..., z,

1

méd 7 L) € lim A/m™A. Por la definicion de limite inverso podemos construir una suce-

sion de Cauchy x = ag + a7 + aom? + - - - 6121, conn € Ny a; € A para todo ¢ > 0 tal que

xr = p(x). Efectivamente, como x1 = z¢p moéd 7 existe un a; € A tal que 1 = z9 + a7, y

2

como xo = x1 moéd 72 existe un as € A tal que xo = 1 + aom> = zg + a1 + agw?. De modo

general, para n > 1 se cumple que z,4+1 =z, méd 77F!

+1

, con lo que existe un a, 1 € A tal que
Tptl = Tp + Q1™ = a9 +am+ -+ an+177"+1. Inductivamente podemos construir una
sucesion de Cauchy x = zg+ a7+ a27r2 + a37r3 4+ ... que cumple por construccion que x = go(x).

Para ver que es un homeomorfismo veremos que ¢ lleva una base de la topologia de A en
una base de la topologia de la completacién m—4adica, pero por un argumento de homogeneidad
podemos restringirnos a una base de abiertos de 0. Por construccion de la completacion m—adica
de A, la familia {P, N lim, A/7"A},cn_qoy (donde P, = ¢;(0) N --- N4, (0), siendo gy
[1,A/7m"A — A/n*A la k—ésima proyeccién canénica) es una base de entornos abiertos de 0 en
Hm, A/7* A. De este modo si probamos que p(7"A) = P, N lim, A/m* A para todo n € N — {0}
habremos terminado (pues para a € (0,1), {7*A}r>0 = {B(0,a7)}x>0 es una base de abiertos
de 0 en A por la proposicién . Para la inclusién hacia la derecha basta con ver que si

x € 1A, entonces p(x) = @(anT" + a7t +...) = (0,...,0,a,7" méd 7t

A+
A1t méd 72 ) € PN lim, A/ 7% A, mientras que para la inclusion hacia la izquierda,
siz = (0,...,0,2,41 méd 7"z, 00 méd 72, ..0) € P, N lim, A/m* A, entonces por un
razonamiento idéntico al que usamos antes para probar que la aplicacién ¢ es sobreyectiva,
existe un elemento x = ag+a1m +asm? + -+ a7t +--- € A, que cumple por construccién que
¢(x) = z. No obstante, dado que x,, =0 mdd 7", se cumple que ap = a3 = -+ = ap—1 = 0, con

lo que x € wA". Esto prueba que ¢ es un homeomorfismo. O

Observacion 2.27. Esto implica que para todo cuerpo K con una valoracién discreta v y uniformi-
zante 7, tomar la completacion topolégica de K por el valor absoluto inducido por la valoracion
v es equivalente a tomar el cuerpo de fracciones de la completacion m—adica de su anillo de

valoracion.

2.2. Extensiones de un AVD completo. Cuerpos locales

Lema 2.28. Sea {Xj, fij}icrj>i un sistema inverso de espacios topoldgicos Hausdorff. Entonces

@i X; es un cerrado de [ [, X, y si ademds X; es compacto para todo i € I, l&nZ X, es compacto.

Demostracion. Por la definicién de limite inverso:
. . -1
lim X; = ({(@a)ier € [[ Xilas = fij(z)} = (\(dpy,_, x, % i)~ (A0)
el i<j iel i<j
donde A; es la diagonal de X; x X;. Como f;; es continua para todo ¢ < j y A; es un cerrado en

X; X X;, ya que X; es Hausdorff, se sigue que l&nl X; es cerrado. Si ademés X; es compacto para
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todo i € I, el producto [, X; es compacto por el teorema de Tychonov, de modo que @iel X;

es compacto al ser cerrado en [[, X;. O

Teorema 2.29. Sea K un cuerpo con una valoracion discreta v, A su anillo de valoracion y

m un uniformizante. K es localmente compacto si y solo si K es completo y su cuerpo residual

A/mA es finito.

Demostracion. Por un lado, si K es localmente compacto es completo. En efecto, si K es local-
mente compacto, entonces K C K es abierto en K , v por lo tanto cerrado, al ser un subgrupo,
de modo que K es completo al ser un subconjunto cerrado de un espacio completo. Veamos que
es un abierto. Sea r € K, como K es localmente compacto existe un entorno de x relativo a
K, V, cuya clausura V en K es compacta. Sea U un entorno de x en K tal que V. =UnN K.
Como V es compacto y K es Hausdorff (es un espacio métrico), V es cerrado en K, y por
tanto U — V es abierto en K. Pero U — V no interseca a K (pues como UNK =V C V,
o={UNK)-V=Kn(U-V))y K es un subconjunto denso de K, U —V = @ y por tanto
z € UCV c K. De modo que para todo punto z € K existe un entorno abierto de = en K
contenido en K, de modo que K es abierto en K.

Ademaés, como {7 A},cz es un sistema de entornos cerrados de 0, al menos uno de ellos va
a ser compacto (pues si U es un entorno abierto con clausura U compacta existe un n € 7Z tal
que mA C U C U). Sea m"A con n € Z, un entorno que cumple la propiedad anterior. Dado
que A = 77 "(n™A), A es compacto, por lo que A/mA es compacto y por tanto finito, al ser un
espacio discreto.

Por otro lado, si A/mA es finito entonces A/n™A es finito para todo n € N. En efecto,
aplicando induccién en n, el caso n = 1 se cumple por hipétesis, y suponiendo que la propiedad se
cumple para el caso n — 1, dada la sucesion exacta 0 — 7" 1A/7"A — A/a"A — A/a""t — 0,
se deduce que (A/7"A) es finito pues (A/7"A)/(7" 1A /7" A) ~ A/7"TA y 7" LA/ A es
finito, dado que es isomorfo a A/m A, como se vio en la demostracion del lema Luego Aesel
limite proyectivo de espacios finitos (y por tanto compactos), y por esta razon es compacto por el
lema Si K es completo, entonces K = K y asi, A = A, con lo que {n" A} ez forma una base
de entornos compactos del origen, y consecuentemente K es localmente compacto (el sistema de
entornos de cero se puede trasladar homeomorficamente a una base de entornos compactos de

cualquier punto de K). ]

Definiciéon 2.30 (Cuerpo local). Un cuerpo K completo para una valoracion discreta v se dice

local si es localmente compacto (es decir, su cuerpo residual es finito).

Observacion 2.31. Si K es un cuerpo local para una valoracién discreta v con anillo de valora-
cion A de uniformizante m y cuerpo residual x, tenemos una eleccion natural de tomar el valor
a € (0,1) dado en la proposicion a = (#k)~ L. Dichos valores absolutos se denominan nor-
malizados, y poseen propiedades analiticas deseables (relacionadas con la medida de Haar de

K).
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Ejemplo 2.32. El anillo Z es el ejemplo tipico de dominio de Dedekind: sus ideales maximales
son los generados por los nameros primos. De modo que para cada primo p tenemos la aplicaciéon
que lleva a cada entero n al exponente de p en su descomposiciéon en primos, que induce una
valoracion v, @ Q — Z cuyo anillo de valoracion es Z,). Dicha valoraciéon induce un valor
absoluto | - |,, : Q — R. La completacién de Q con respecto a este valor absoluto se denomina
el cuerpo de los niimeros p-adicos, @, que es el cuerpo de fracciones del anillo de los ntimeros
p-adicos Z,. Como el cuerpo residual de Q, con respecto a la valoracion v, es finito (pues
Ly |pZy = L) [PLp) ~ Z/pZ es finito), Q, es un cuerpo local. Definimos entonces el valor
absoluto p—adico sobre Q, como el valor absoluto normalizado inducido por v, que naturalmente,
restringido a « € Q tiene la forma |z|, = p~ @) Es claro que |- |p es un valor absoluto discreto

no arquimediano, y en el caso de QQ también se da el reciproco:

Teorema 2.33 (Ostrowski). Todo valor absoluto definido no trivial sobre Q es equivalente a

algin | - |p, para algin primo p o al valor absoluto usual.

Demostracion. Sea | - | un valor absoluto definido sobre Q. Si | - | es no arquimediano, entonces
scan A ={z € Q||z| <1} ym={z € Ql|z| < 1} (que son un subanillo local de Q y su ideal
maximal respectivamente, por la observacién , de modo que p = Z N'm es un ideal primo de
Z. El ideal p es no nulo pues de serlo, por definicién de A, se cumpliria que |z| = 1 para todo
x € Q* (ya que todo elemento de Q es de la forma a/b, con a,b € Z, b # 0), lo cual contradice
que | - | es no trivial; de este modo p = pZ para algin primo p € Z. Si x = a/b € Q*, entonces se
expresa de modo tinico como x = p¥c/d, con k € Z y ¢,d € Z cumpliendo (p, cd) = 1 (donde en

este caso, (-, -) representa el maximo comun divisor), por lo que:
k k k k —k
|| = |p™[le/d] = Ip™[lcl/ld| = |p*| = [p|" = p™™ = |z

donde s = —log,(|p|) > 0 (pues p € m). De este modo |- | es equivalente a | - [,. Si |- | es
arquimediano, entonces para todo par de niimeros enteros positivos n,m se cumple |m|~1°8(m) =
In|=1°8(") En efecto, m admite una expresion tnica de la forma m = by + byn + --- + byn”",

donde r € N, b; € {0,1,...,n — 1} para todo ¢ € {0,...,7} y n" < m. Asi, log,(m) > ry
b.

—_—
|bi| = |14+ ---+1| < b|l] = b; < n para todo i € {0,...,r}. De este modo obtenemos la

siguiente cadena de desigualdades:
T ) T ) T
m| <Y [billnl < D fbillnl <D lbillnl" < (14 r)njn|” < (1 + log,,(m)) njn[% (),
i=0 i=0 i=0

donde para la tercera desigualdad se usé que | - | es arquimediano. En efecto, por la multipli-
catividad del valor absoluto basta demostrar que |n| > 1 para todo n > 1, pero es inmediato
comprobar que si [n| < 1, entonces |n + 1| < 1. Inductivamente se tendria que la sucesion
{n,n+1,n+2,...} es acotada, violando que |- | es un valor absoluto arquimediano por la propo-
sicion . En consecuencia para todo k € Z se cumple |m|* = |mF| < (1+klog,, (m))n|n|*108:(m)

y por tanto |m| < (1 + klog,(m))*n!/*|n|°e.(™) Tomando entonces el limite en k obtenemos
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Im| < |n[!°8n(™) v por tanto |n|'/108(") = |m|1/1°8(™) " como queriamos probar. De este modo,

logn

existe una constante real ¢ > 1 tal que |n| = ¢ para todo entero positivo n. Dado que |—1| =1

(Pues | — 1% = |1] = 1 y la ecuaciéon X2 = 1 solo tiene a 1 como rafz positiva en R), podemos
extender el resultado anterior a |n| = ¢°¢/"l~ para todo entero n, siendo | - | el valor absoluto

usual de Q. Asi, para z = a/b € Q:

als

o] = Jal /Jp] = ¥l = sl = |2)°
o

siendo s = logc > 0. De este modo | - | y | - |so son equivalentes, como queriamos probar. O]

Ejemplo 2.34. Sea F, el cuerpo finito de p elementos. El anillo de polinomios F,[X] es un
dominio de Dedekind (efectivamente es dominio de ideales principales). Si f es un polinomio
irreducible de IF,[X], va a inducir, del mismo modo que estudiamos en el ejemplo anterior, una
valoracion vy : Fp(X) — Z y un valor absoluto | - |y, : Fp(X) — R, cuyo cuerpo residual es
F,[X]/(f), una extension finita de F,, y por lo tanto isomorfa a F, con ¢ = p" para algin
n > 1. La completacion de Fy(X) con respecto a la valoracion vs, como se vera en el corola-
rio @, es isomorfa al cuerpo de las series de Laurent con coeficientes en F,, denotado como
F,((X)) == {3 4>, axX¥|n € Z,a, € F,, Vk > n}. Dado que su cuerpo residual con respecto
a la valoracion v; coincide con Fy, Fy((X)) es un cuerpo local. Consideremos entonces el valor
absoluto normalizado equivalente a | - [,,, que denotaremos como | - |.

A mayores sobre F,(X) podemos definir un valor absoluto mas, inducido por la valoracion
discreta vo : f/g +— degg — deg f , con anillo de valoracion Fﬁ‘)l = {f/g € Fp(X)|degg >
deg f}, con ideal primo pP* = {f/g € F,(X)|degg > deg f} y uniformizante X ~'. Probaremos
que FE?[X]/pP° ~ F,, sea pues f/g € FE°(X). Podemos suponer sin pérdida de generalidad,
multiplicando numerador y denominador por un elemento de IF,,, que el coeficiente princial de
g es uno, de modo que, si f(X) = ap + a1 X + -+ + ap, X" (a, puede valer cero), y g(X) =
bo+ 01X + -+ +b,_1 X" 1+ X" tenemos que, reordenando términos, f/g puede expresarse de
la forma:

b1 X" 4+ 01 X + by an1 X"+ tag

— = 5d pPot
O X0 by X bt X + by XA by X+ A b X by TR

Gn

con lo que la aplicacion f/g méd pP? — a,, es un isomorfismo de Fgoz aF), . Asi, la completacion
de F,,(X) con respecto a v es un cuerpo local, cuyo valor absoluto normalizado denotaremos
como |x|e = p~v>=(@) Al igual que el ejemplo anterior, tenemos un teorema de clasificacion de

los valores absolutos en [F,(X):

Teorema 2.35. Todo valor absoluto no trivial sobre Fy,(X) es equivalente a | - |¢ para algin

polinomio irreducible f € F)[X] 0 a ||

Demostracion. Sea | - | un valor absoluto definido sobre F,(X). Dado que todos los valores
absolutos sobre un cuerpo finito son triviales (por la observacion [2.2)), entonces |n| = 1 para todo
n € N — {0}, de modo que el valor absoluto | - | es no arquimediano por la proposiciéon Sea
A={feF,(X)||f| <1} elanillode |-|ym={f € F,(X)||f| <1} su ideal maximal.
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Supongamos que |X| < 1. Dado que el conjunto m N F,[X] contiene un polinomio no cons-
tante (si no lo hiciese, entonces para todo f = ag + a1 X + -+ + a, X" € F,[X], 1 < |f| <
max{|aol, |a1||X], ..., |an||X|"} = max{1,|X]|,...,|X|"} = 1, por lo que |f/g| = 1 para todo
f/g € Fp(X)*, contradiciendo que |-| es no trivial), de modo que, como mNEF,[X] es primo (pues
m es maximal, y por tanto primo) , mNF,[X]| = (f), siendo f € F,[X] un polinomio irreducible.
Sea pues h/g € F,(X); si h/g = 0 no hay nada que probar, de modo que supondremos que h # 0,
entonces h/g puede expresarse de la forma h/g = f¥h/g, donde k € Z y (f,hg) = 1. De este

modo |[h/g| =1, y si q es el cardinal del cuerpo residual de vy se cumple:

[h/gl = 11*] = |fIF = ¢ H18 VD = (¢7%)* = |n/gl}

donde s = —log, |f|, que es positivo pues f € m, y por tanto |f| < 1. De este modo hemos
probado que | - | es equivalente a | - |, para un polinomio irreducible f.

Por otro lado supongamos que | X| > 1. Esto implica que si f = ag+a1 X+ - -+a, X" € Fp[X],
(an X™) L f =X "+ by X " 4 4 b, 1 X714+ 1:=g+1,siendo b; = a;/a,, para todo i €
{1,...,n—1}. Yaque |g| = |boX "+b1 X "M 4.4, 1 X7 < max{| X7, | X1, | X7
= |X|7' <1, g €m, y por tanto 1 + g es una unidad de A (ya que es local). Como consecuencia
tenemos que |1 +g| = 1, y asi, |f| = |an X"||1 + g| = |a, X™| = |X|* = | X |98 S, de modo que si
f/g € Fp(X)* (si f fuese nulo no habria nada que demostrar):

1f /gl = |X|degf—degg _ plogp | X|(deg f—degg) _ (p—(degg—degf))logp [X| 1£/95,

donde por hipétesis, s := log, |X| > 0. De este modo hemos probado que | - | es equivalente a

"|00~

O

Proposicion 2.36 (Lema de Hensel). Sea K un cuerpo completo para una valoracion discreta
v, A su anillo de valoracion y m un uniformizante de A. Si un polinomio primitivo f € A[X] (es
decir, que cumple f #0 méd ) admite una factorizacion mddulo 7, f = gh, siendo g, h € k[ X]
dos polinomios coprimos, entonces f admite una factorizacion f = gh con polinomios f,g € A[X]

con deg g = deg g, siendo g y h representantes en A[X] de g y h.

Demostracion. Sea d = deg f y m = deg g, luego d = deg f > deg f = degh +deg g (ya que & es
un cuerpo), por lo que d —m > deg h. Sean gg, ho € A[X] representantes de g, h respectivamente
cumpliendo que deggyg = m y deghy < d —m. Como § y h son coprimos existen a,b € AlX]

tales que agg + bhg =1 mdd 7. Necesitamos demostrar el siguiente lema:

Lema 2.37. Para todo i € N — {0} existen polinomios p;, q; € A[X] de grados <m y <d—m

respectivamente tales que para n > 1 los polinomios:

1

g1 =go+pm+- A ppanm™ !t hpoi=hotq@m 4+ guoam

satisfacen f = gp—1hn—1 méd 7"
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Demostracion. El resultado se probard por induccién en n. Para n = 1 el resultado estaria
probado (por la eleccion de go y hp). Supongamos que el resultado estd probado para el caso
n, v veamos que se cumple para el caso n + 1. Para ello basta con construir los polinomios
Pn,qn € A[X], con los grados adecuados que cumplan f — gn—1hn—1 = (gn—1Gn + hn—1pn)7"
méd 771 Esto es claro, pues si Gn = Gn—1+ P ¥ hyp = hp—1 + ¢,7", entonces la congruencia

" méd 7L Sea pues

f = gnhn méd 77F equivale a f — gn_1hn-1 = (gn-1Gn + hn_1pn)T
fo=7""(f — gn—1hn—1), que pertenece a A[X]| por la hipétesis de induccion, de modo que f, =
goafn + hobfn, méd m. Si deg(bf,) < m ya estaria, pues tomando como p, y ¢, los polinomios
con los términos de bf, y af, cuyos coeficientes no estan en wA, se cumple que deg ¢, < d—m. En
efecto, deg ¢, +m = deg g, +deg gy = deg(qng0) = deg(gngo méd ) = deg(fr—bf, méd 7) < d
(va que deg(f, méd m) < deg f, < méx{deg f,deggn—1hn_1} < d y el coeficiente principal de
go es una unidad, ya que no estd en 1A A es local y deg go = deg(g). Si deg(bf,,) > m = deg go,
dado que el coeficiente principal de gy es una unidad, por el algoritmo de la divisién obtenemos
bfn = rngo+pn con degp, < m, de modo que f, = go(afn+horn)+hop, méd 7 con degp, < m

(y estaria probado, por el caso anterior). O

Por el lema anterior, tenemos que los coeficientes de g,+; — gn, para n,t € N estan en 7" A.
Como A es completo, g = lim,, g, y h = lim,, h,, estan bien definidos y cumplen deg g = deg gy =
my deg h < d—m por construcciéon. Ademés la relaciéon f = g,_1h,—1 méd 7" para todon > 1
implica la igualdad f = gh en A ya que, como g,y = g, méd 7! para todo t € N, tenemos
que g = g, méd 7"+ (y andlogamente para h), y por tanto f — gh = f — gnhn, =0 méd 77+
para todo n € N. De modo que, usando que N,7"A[X] = (0) |[AM, cor. 10.18], tenemos que

f = gh, como queriamos probar. O

Corolario 2.38. Sea A un AVD completo con uniformizante m y K su cuerpo de fracciones. Si
el término independiente de un polinomio mdnico irreducible f € K[X] pertenece a A, entonces

fe AlX].

Demostracion. Sea f = ag + a1 X + -+ + a,_ 1 X" ! + X" € K[X], como K es el cuerpo de
fracciones de A, el coeficiente a; admite una expresion a; = w;m~ "™ con u; € A* y m; € Z
para todo i = 1,...,n — 1, de modo que m = max{—m;,i = 1...,n — 1} (y cero, en caso de
que todos los coeficientes estén en A) es el menor namero natural que verifica que 7 f € A.
Supongamos ahora que a9 € Ay f ¢ A[X], entonces si a, es el primer coeficiente que verifica
que m, = m para la descomposicion anterior, es claro que r # 0 y m > 0. Ademas, esto implica
que 7" f(X) = X"(7"a, + -+ + 7™ X" ") mdd 7. De la minimalidad de m se deduce que X"
moéd my 7™a, +--- + 7" X" " mdd 7 son coprimos, pero eso contradice que f es irreducible

como polinomio de K[X], por el lema de Hensel. De este modo concluimos que f € A[X]. O

Corolario 2.39. Sea A un AVD completo con valoracion v, K su cuerpo de fracciones, L|K una
extension finita de grado n y B la clausura integra de A en L. Entonces B = {a € LINpk(a) €
A}
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Demostracion. Para la primera parte, la inclusién hacia la derecha esta probada en el corolario
Sea pues a € L tal que Npg(a) € Aysea f=ao+a X+ + a1 X™ 1+ X™ su
polinomio irreducible. Entonces Npx(a) = (=1)"af € A para t = [L : K(a)], de modo que
ag € K es solucion del polinomio X* + Ny (a) € A[X] (signo en funcion de (1)) por lo que
ap € A, ya que A es integramente cerrado. Dado que ag € A, por el corolario anterior f € A[X],
de modo que « € B, al ser una raiz de f.

O

Observacion 2.40. El lema de Hensel implica que como el polinomio X?~! — 1 € Z,[X] escinde
en Zy/pZy, ~ 7Z/pZ con raices distintas, X =l _ e Z,, escinde en Zj,, de modo que Z, contiene
a las p — 1-ésimas raices de la unidad que pueden tomarse, junto con el cero, para formar un
conjunto de representantes S en Z, de Z,/pZ, multiplicativamente cerrado. Un conjunto de
representantes con dicha propiedad se dice de Teichmiiller. En general se puede probar que todo
AVD completo admite un tnico conjunto de representantes de Teichmiiller [Ser, cap. II, prop.§|,

nosotros probaremos su existencia para un caso particular:

Proposicion 2.41. Sea K un cuerpo local de caracteristica p para una valoracion discreta v y A
su anillo de valoracidn con uniformizante w. Entonces A contiene un conjunto de representantes

S de k = A/mA con estructura de cuerpo.

Demostracion. Como K es local, su cuerpo residual x es finito, luego, dado que A tiene carac-
teristica p (al tenerlo K'), K ~ Fp» para un n € N — {0}. Como F,, C A, denotemos como Fp
a un subcuerpo maximal de A (con respecto a la inclusion) conteniendo a [F), (existe pues todo
subcuerpo F' de A induce un homomorfismo inyectivo ' < k, y asi el cardinal de F' es como
mucho p", siendo n € N — {0}). Sea ¢ : A — £ el homomorfismo canoénico, demostraremos que
Fy es un conjunto de representantes de k. En primer lugar |Fy| < || pues la restriccion de g a
Fy es inyectiva, veamos que Fy = k, sea entonces « € « tal que o & q(Fp). Como todo elemento
de  es raiz del polinomio f(X) = X?"~! — 1 € s[X], f escinde con raices distintas en s y, por
el lema de Hensel, f(X) = XP"~! — 1 escinde en A con raices distintas. En particular existe un
a € Atal que f(a) =0y g(a) = a que cumplird que a ¢ Fy (ya que o € q(Fp)), con lo que Fy[a)
es un cuerpo (ya que a es algebraico sobre Fy) que contiene estrictamente a Fy y esté contenido

en A, lo que viola la maximalidad de Fy. O

Corolario 2.42. Para p primo la completacion de F,(X) para un valor absoluto es isomorfa al

cuerpo de las series de Laurent Fpn (X)) para algin n > 1

Demostracion. Sea | - | un valor absoluto en Fj,(X). Por el teorema es equivalente a | - |¢
para un polinomio irreducible f € Fy[X] o bien a | - |o. Para el primer caso sea p" con n > 1 el
cardinal del cuerpo residual de | - |. Por las proposiciones y la completacion de Fp,(X)
con respecto a | - | es isomorfa a Fp»((X)) (ya que f € F,[X] es trascendente sobre F,). Para
el segundo caso, por un razonamiento similar, la completacion de F,(X) con respecto a | - | es
isomorfa a F,((X)) (yva que X! € FgOZ(X), con la notacion del ejemplo es trascendente
sobre F,). O
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Proposicion 2.43. Sea K un cuerpo completo para una valoracion discreta v con anillo de
valoracion A y L|K una extension finita de grado n. Entonces la clausura integra de A en L es

es un anillo de valoracion discreta completo finitamente generado como A—mddulo.

Demostracion. Dado que v y Np i son multiplicativas, la composicién v o Ny g : L* — Z es un
homomorfismo de grupos, de modo que su imagen es un subgrupo de Z (no nulo, ya que si 7 es un
uniformizante de A, v(Np g (7)) = n # 0), y por tanto, generado por un m € Z, con m > 0. De
este modo la aplicacion w : L* — Z dada por w(z) = %’U(NL‘K(:C)) esta bien definida, veamos
que es una valoracion discreta. En primer lugar, dado que v o Ny k(z) es un homomorfismo
de grupos, w es un homomorfismo de grupos, que ademés es sobreyectivo (pues 1 € w(L) por
construccion). Si x,y € L (supondremos sin pérdida de generalidad que w(x) > w(y)), entonces
w(z +y) > inf{w(z),w(y)} es equivalente, restando a ambos lados de la ecuacion w(y), a que
si w(z) > 0, entonces w(l + z) > 0. Sea pues B la clausura integra de A en Ly z € L tal que
w(z) > 0, entonces por definiciéon de w, Ny k(z) € A, por lo que por el corolario z€ By
por tanto 1 + 2 € B de nuevo por el corolario y en consecuencia w(1 + z) > 0. Concluimos
que w es una valoracién discreta, y que B es su anillo de valoracién. Consideremos ahora un valor
absoluto inducido por w, | - |, veamos que L es completo para dicho valor absoluto. Usaremos

el siguiente resultado conocido:

Lema 2.44. Sea K un cuerpo completo para un valor absoluto |- | y V' un K—espacio vectorial
de dimension finita n con una norma ||-||. Para cualquier base {vi,...,vn,} de V la norma del
mdzimo ||Avr+ -+ Aoplly = max{|A1],--- ||} es equivalente a ||-||. En particular V' es

completo y homeomorfo a K™.
Demostracion. Véase |Neu, cap II, prop. 4.9]. O]

Como la restriccion de w a K coincide con v, | - |, es una norma de L (visto como espacio
vectorial n—dimensional sobre K), L es completo para la topologia definida por | - |,,. Ademaés,
hecha una eleccion de ¢ € (0,1), | - |w,c estd univocamente determinado por |- |, .. En efecto, si
hubiese otro valor absoluto |-| que extendiese |- |y, ha de ser necesariamente equivalente a |- [y ¢
(ya que ambos, como normas, inducirian la misma topologia de L, por el lema anterior), y por
tanto |z| = |z[}, . para todo x € L y s > 0, pero como ambos valores absolutos coinciden en K,
s =1.

Veamos que B es un A—médulo finitamente generado. Sea 7 un uniformizante de A y B =
B/mB (que es un k—espacio vectorial, siendo k = A/mA), tomando m elementos by, ..., b, €
B cuyas imagenes b; en B son linealmente independientes sobre s entonces son linealmente
independientes sobre A, en efecto, si Y ;- a;b; = 0 con a; € A (podemos suponer sin pérdida de
generalidad que existe un a; no divisible por 7, ya que A es un dominio), entonces moédulo 7B
tendriamos una relacién Z?i1 @;b; = 0, contradiciendo que los b; son linealmente independientes.
Como [L : K] = n existen a lo sumo n elementos de B linealmente independientes sobre  (pues
si by,...,b, con m > n es un conjunto de elementos de B linealmente independiente sobre &

entonces un conjunto de representantes by, ..., b, son linealmente independientes sobre A y por
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tanto, dado que K es el cuerpo de fracciones de A, linealmente independientes sobre K como
elementos de L, lo cual contradice que [L : K] = n). Supongamos sin pérdida de generalidad
entonces que existen elementos de B by, ..., b,,, con m < n cuyas imégenes by, ...,b,, forman
una k—base de B. Definimos entonces M como el A—modulo generado por by, ..., by,, probemos
que M = B. Sea pues b € B, entonces (dado que by, ...,b, es una base de B), b = ¢y + 7,
donde ¢y es igual a una A—combinacion lineal de los b; y ¢ € B. Repitiendo este paso para ¢ y
aplicandolo inductivamente obtenemos que b = ¢y 4+ ¢17m + com® + ..., donde a; € A y cada ¢;
es igual a una A—combinacion lineal de los b; (como w(w) > 1 y B es completo para el valor
absoluto | - |1 la expresion anterior tiene sentido), de modo que agrupando términos en cada b;
(que tiene sentido pues A es completo) obtenemos que B = M, como queriamos probar.

Como B es un anillo de valoraciéon discreta y un A—moddulo finitamente generado, por la

proposicion [1.46} [L : K] =n = ef (ya que B es un anillo de valoracion discreta y por lo tanto
1

= (") = n/m, obtenemos

contiene un unico ideal primo), y como e = w(w) = %U(NHK(W))
que m = f.

O

Proposicion 2.45. [[wa, lem. 1.4] Sean K, L dos cuerpos completos para dos valoraciones v, w
respectivamente, con anillos de valoracion A, B, uniformizantes w, Il y cuerpos residuales k, A.
Entonces si la valoracion w extiende v con grado e = w(m) y la extension Ak es finita de grado

f, entonces la extension L|K es finita de grado ef.

Demostracion. Sea {a,..., @} una base de A como k—espacio vectorial y aq,...,af un con-
junto de representantes en B. Probemos que el conjunto {ajHi\j =1,...,f;i=0,...,e—1} es
linealmente independiente sobre K, sea pues una combinacién lineal Zi, j aijajﬂi =0, a; € K,
con algin coeficiente a;; distinto de cero, de modo que existe una suma s;, = » j igj0tj NO
nula. Dividiendo s;, entre un a;,j, tal que v(aiyj,) = min{v(aiy;),7 = 1..., f} obtenemos que
Siy = Sig/@igjo € una combinacion lineal de elementos de A, uno de ellos igual a 1. Dado que
los aq,...,af son unidades de B (al no pertenecer a IIB y ser B local), de modo que s;,, no
puede pertenecer a IIB, efectivamente, si perteneciese a IIB, tendriamos médulo IIB una com-
binacion lineal de los @1, ..., @y igualadas a cero con al menos un sumando no nulo, lo cual viola
su independencia lineal. De modo que w(5;,) = 0 y por tanto w(s;,) = w(aipj,) = €v(@igjo)-
Por otro lado, en ), s;II' = 0 (eliminando de ser necesario los términos nulos), dos sumandos
deben tener la misma valoracion w, porque si todas fuesen estrictamente distintas, entonces
w(>", s;11%) = min{w(s;I1)} # w(0), donde i recorre los términos no nulos de la suma (esto se
sigue de que w(z) # w(y) implica w(z + y) = inf{w(z),w(y)}, como se vio en la proposicion
y por tanto, la suma no podria anularse. Pero esto es absurdo, pues si i, j representan los
dos sumandos de igual valoracion, por lo visto antes, w(s;IIY) = w(s;I7), o equivalentemente
i—j=w(Il’) —wIlV) = w(s;) —w(s;) € eZ, lo cual contradice nuestra hipotesis iniciales de que
0 < i—j < e. Esto prueba la independencia lineal y por tanto dimyx L = [L : K] > ef.

Para probar la igualdad, sea S, un conjunto de representantes de k. Como |« es finita todo

elemento w € A puede expresarse de modo tinico como W = Zf

j=1@;@;, donde @; es imagen por
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la proyeccion canoénica de un a; € Sk, de modo que Sy = {Z{Zl ajajla; € Si} es un conjunto de
representantes de \. Escribiendo cada entero m de la formam = et+j,cont € Z, j =0,...,1—e,
sea I, = 7'Tl7,| que satisface que w(Il,,) = w(r!) +w(IV) = ev(r!) +w(Il?) = et +j = m, y por
tanto, si z € L, dado que L es completo para la valoracion discreta w, z tiene una representacion

tnica de la forma z =Y, -, a}Il;, donde n € Z y aj, € Sy, reescribiendo convenientemente:

f e—=1 f e—1 f
-y (zma> I DB RITRICIT o of B e pett
k>n \i=1 t>n! j=0 i=1 j=1i=1 \t>n’

donde n’ es la parte entera por defecto de n/e. La tltima igualdad tiene sentido pues a; e+ € Sk,
y por tanto Zth, ai,teﬂ-wt € K ya que K es completo para la valoracién v. Con esto hemos
probado que {ajﬂi} es un conjunto de generadores de L como K espacio vectorial, y dado que
son linealmente independientes, forman una base, y por tanto [L : K| = ef.

O

Observacion 2.46. En la prueba anterior, si la extension L|K es separable, entonces por la
proposicién m [L : K| = ef, de modo que la propiedad anterior se puede demostrar sin
la necesidad de que A y B sean completos. Otra puntualizacion es que si z € A, entonces
2= >0 @, y por lo tanto n’ > 0. Esto prueba que el conjunto {ajl'[i} C B genera B como
A—m()dzllo. Pero como dicho conjunto es linealmente independiente sobre K, lo serda también

sobre A, de modo que también forma una base de B como A—modulo.

Lema 2.47. Sea A un anillo, f € A[X]| y a € A. Entonces f(X) = f(a) + f'(a)(X — a) +
g(X)(X —a)?, donde f' denota la derivada de f y g € A[X].

Demostracion. En efecto, si f(X) = Y i b X?, entonces f'(a) = Y1 ;ibja’!, luego:

100 =3 ba+ (X - a) =0 3 (F)a(x - -
1=0

i=0  j<i

= Z bi | @' +ia N (X —a) + Z (Z) ad(X —a)™ |,
=0 j<ia M

que no es otro que f(a) + f'(a) + g(X)(X — a)?, donde g(X) = Y1, > j<ioo bi(;)ai(X -

a)i—i72, O

Proposicion 2.48. Sea K un cuerpo completo para una valoracion discreta v, A su anillo de
valoracion y Kk su cuerpo residual. Sea ademds L|K una extension finita de cuerpos y B la
clausura integra de A en L (que serd un anillo de valoracion discreta por la proposicion Y

A su cuerpo residual. Entonces si la extension M|k es separable, existe un elemento x € B tal que

B = Alx].
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Demostracion. Como la extension A|x es finita (al serlo L|K) y separable, por el teorema del
elemento primitivo existe un elemento Zg € A tal que A = k[Tg], sea f su polinomio irreducible
sobre k. Sea ahora f € A[X] es un representante moénico de f y o un representante de Tg sobre A,
que cumplird que w( f(zo)) > 1 (ya que su reduccion modulo A es nula). Siw(f(xp)) = 1, entonces
denotamos x = x¢. Por otro lado, si w(f(zg)) > 2, sea IT un uniformizante de By x = xg + I,
que cumplird que w(f(x)) = 1. En efecto, por el lema f(x) = f(xo) + ILf' (xg) + bII2, con
b € B, y como la extensiéon A|x es separable, Tg no es raiz de la derivada de f, T/. Dado que
la derivada de f, f’, es un representante de 7, se deduce que w(f’(xp)) = 0, de modo que que
w(f(z)) = wILf'(20)) = 1 (ya que w(f(z0)) > 2 por hipotesis y w(bII?) > 2), y por tanto, f(z)
es un uniformizante de B. Dado que la imagen de x en A genera la extension Ak y f(x) es un
uniformizante de B, por la proposici()n {2'f(x)’} € B,donde i =0,...,e—1yj=1,...,f,
donde e, f representan los indices de extension y residual de la extension L|K respectivamente,
forma una A—base de B sobre A. Esto en particular implica que B = A[x], como queriamos

probar. O

Proposicion 2.49. Un cuerpo K es local si y solo si es una extension finita de Q, o de Fp((X)),

con p primo.

Demostracion. Por un lado es claro que toda extension finita de Q, (completo para la valoracion
p—Aadica, como se vio en el ejemplo y de F,((X)) (completa para la valoracion inducida por
el polinomio irreducible f(X) = X € F,[X]) es un cuerpo local, pues por la proposicion m
la valoracion considerada en Q, o F,((X)) se extiende de modo tnico a una valoracién sobre
K, cuyo cuerpo residual es finito al ser una extension finita del cuerpo residual finito de Q, o
F,((X)), al ser estos cuerpos locales. Esto prueba que K es un cuerpo local.

Reciprocamente sea K un cuerpo local y v su valoracion discreta. Si la caracteristica de K
es cero, entonces K es una extension de Q, y la restriccion del valor absoluto inducido por v
a Q ha ser equivalente a algin |- |, con p primo por el teorema de Ostrowski (no puede ser
equivalente al valor absoluto usual pues el valor absoluto inducido por una valoracién discreta es
no arquimediano), de modo que como K es completo (al ser local), por la propiedad universal de
las completaciones @, C K, y la valoraciéon v extiende la valoracion v, de Q,. Para ver que dicha
extension es finita basta con tener en cuenta que como K es local su cuerpo residual es finito,
de modo que es una extension finita del cuerpo residual de Q,, F,,, por lo que que la extension
K|Q), es finita por la proposicion m

Por otro lado, si la caracteristica de K es p entonces K debe contener un elemento tras-
cendente sobre F),. En efecto, si todos los elementos de K fuesen algebraicos sobre F,,, entonces
para a € K la extension Fy(«)|F, seria finita, y por tanto |a| = 1 por la observacion Por
lo tanto F,(X) C K, de modo que por un razonamiento anélogo al anterior y por el corolario
2.41) Fpn((X)) C K, y consecuentemente F,((X)) C K, (ya que la extension Fy»|F, induce na-
turalmente la extension Fyn ((X))|Fp((X))). De modo que por el mismo razonamiento que antes,
el cuerpo residual de K es una extension finita del cuerpo residual de Fy((X)), y por tanto la

extension K|F,((X)) es finita, como queriamos probar. O
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Proposicion 2.50. Sea L|K wuna extension finita y separable de grado n, v una valoracion
discreta de K con anillo de valoracién A y B la clausura integra de A en L. Sean w; las diferentes
prolongaciones de v en L (dadas por la proposicion m; e, fi los indices de ramificacion y
residuales de sus ideales mazximales, y K, L; las completaciones de K y L para las topologias
dadas por las valoraciones v y w; respectivamente (con extensiones a sus completaciones ¥, w;

respectivamente). Se cumple:

1. El cuerpo L; es una extension finita de K de grado e;f;. Ademds la valoracion w; es la

unica de L; prolongando v, y se cumple que ey, = ey, Y fuw, = fu,-

2. Las extensiones IA/1|K son separables, y se tiene el isomorfismo de K—dlgebms Log K ~
IL: L;.

Demostracion. El apartado (1) es sencillo teniendo en cuenta que la valoracion w; sobre Lj
coincide con wj, y si m es un uniformizante de K, es también un uniformizante de K. De este
modo ey, = w;(m) = W;(m) = ey,. Ademas, si A denota el anillo de valoracion de K y B; el anillo
de valoracion de L para w; (con uniformizante II;) y 121, BZ sus completaciones, \; = B;/II; B; =
Bl/ILBl i k=A/TA = A/TI'A, de modo que es claro que fy,, = fs,. La igualdad [ﬁl : K] =e;fi
se sigue entonces de lo anterior y de la proposicion [2.45]

Para el apartado (2), al ser L|K finita y separable, por el teorema del elemento primitivo
L ~ K[X]/(f) ~ Kla], donde f € K[X] es un polinomio moénico, irreducible y separable y
o uno de sus ceros. Probaremos que el conjunto de divisores irreducibles de f en K [X] esta
en correspondencia biyectiva con las extensiones w; de la valoracion v a L. Sea g un divisor
irreducible de f en K[X], entonces K[a] = K[X]/(g) es una extension finita de K, y por tanto o
se extiende de forma tinica a una valoracion w, de K[X]/(g) por la proposicién esto prueba
que la correspondencia esta bien definida y es inyectiva. Para demostrar la sobreyectividad sea
w; una valoraciéon sobre L que extiende a v, probemos que la completaciéon de L con respecto
a wj, I?[a\] = Kla]. Por un lado es claro que como K[a]|K es finita K[o]|K también lo es, de
modo que por m Kla] es completo, y ademés contiene a K[a], de modo que L; C Kla]. Por
otro lado K C L; (va que L; es completo y contiene a K)yac L;, de modo que L; = K[a].
Como K[a]|K es finito existe un polinomio ménico irreducible que se anula en a g; € K[X] tal
que K[a] ~ K/(gz), y como f(a) =0, g|f. Esto prueba la sobreyectividad de la correspondencia.

El apartado (2) se de deduce de este resultado, pues canénicamente L ®x K ~ K[X]/(f) ®xk
K~ K[X]/(f) ~T] , K[X1]/(9) =11 L; donde g recorre los polinomios ménicos irreducibles que
dividen a f € K[X] e i el conjunto de las valoraciones discretas que extienden v. La segunda
igualdad se sigue de [AM] ej. 2.6], la tercera del teorema chino de los restos, y la tultima de la
correspondencia que probamos anteriormente. Esta descomposicién prueba también que L; es
separable (al estar generada por un divisor de f, que es separable), y que el grado de L ®x K
como K -algebra es n (pues coincide con las sumas de los grados de los Iii, que valen e; f; por el

apartado anterior, y estos suman n por la proposicion [1.46)). O



Capitulo 3

Ramificacion

Lema 3.1. Sea L|K una extension de Galois finita de cuerpos locales. Si w denota la valoracion
de L, B su anillo de valoracion, q su ideal mazimal e i > 0 es un entero; si o € q° para i > 0,

entonces o(a) € q° (entendiendo q° = B).

Demostracion. Sea o € B. Por lo visto en la proposicion w(a) = %’U(NMK(Q)), de modo
que es claro que w(a) = w(o(a)) para todo o € By todo o € Gal(L|K), de donde se sigue el
resultado. O

Proposicion 3.2. Sea L|K es una extension de Galois finita de cuerpos locales. Entonces su

extension de cuerpos residuales asociada M|k es de Galois.

Demostracion. Basta probar que, en las hipotesis de la proposicion, la extension A|x es normal.
Sea @ € Ay a € B un representante. Como L|K es de Galois el polinomio irreducible de « sobre
K escindira en factores lineales f(X) = [[ (X — o(a)), donde o recorre todo Gal(L|K). Por el
lema anterior o(a) € B, de modo que, la imagen de f en A[X] escindird también en factores

lineales. Esto prueba que A|x es normal. O

Observacion 3.3. Sea L|K una extension finita de Galois de cuerpos locales y A|x la extension
inducida en los cuerpos residuales. Por lo visto en la demostracién anterior existe un homomor-

fismo de grupos bien definido y sobreyectivo Gal(L|K) — Gal(A|x) dado por reduccion o — @,

donde 7 esta dada por o(@) = o(«).

Lema 3.4. Sea K un cuerpo completo para una valoracion discreta y L|K, K'|K dos extensiones

dentro de una misma clausura algebraica y L' = LK’ su extension compuesta. Entonces:

1. si LIK es no ramificada L'|K’ es no ramificada. Si L|IK y K'|K son no ramificadas, L'|K

es no ramificada.
2. st L|K es no ramificada y E|K es una subextension, E|K y L|E son no ramificadas.

Demostracion. Comencemos probando el apartado (1). Como L|K es finita, la extension de

sus cuerpos residuales A|x es también finita por la proposicion y separable, al ser L|K

39
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no ramificada (por la proposicion [1.46} (2)), de modo que por el teorema del elemento primitivo
existe un elemento @ € A tal que k(@) = A. Sea o un representante de @ en el anillo de valoracién
de L, que denotaremos como B, f su polinomio irreducible sobre K (que pertenecera a A[X| por
la proposicion y f=f mdd p € k[X], siendo p el ideal maximal de A. Si denotamos como
g el polinomio irreducible de @ sobre & es claro que g|f, ya que f(a) = 0, de modo que se tiene

la cadena de desigualdades:

\: k] <deg(f) <degf=[K(a): K]<[L:K]=[\:k]
donde la tultima igualdad se deduce de que la extension L|K es no ramificada. Por lo tanto se
obtiene que L = K(a) y que f es el polinomio caracteristico de @ sobre & (ya que divide a g y
tiene su mismo grado).

Sean ahora A’, B’ los anillos de valoracion de K’ y L’ p’, q' sus ideales maximales y ', X' sus
cuerpos residuales. Por lo visto anteriormente para la extension L|K, L' = LK' = K'K(«a) =
K'(«a), de modo que sea h € A’[X] el polinomio irreducible de « sobre K’ (bien definido ya que
tanto K’ como L estan en la misma clausura algebraica) y h € #'[X] su reduccion médulo ¢'. El
polinomio & es separable, al ser un divisor de f, y por tanto irreducible, por el lema de Hensel (si
fuese reducible entonces sus componentes serfan coprimas por ser h separable, y eso induciria una
descomposicion del polinomio h, que contradiria que h es irreducible). De este modo llegamos a

la cadena de desigualdades:
N K<L :K']l=degh=degh=[r(a): ] <[N:+],

con lo que [L’' : K'| = [N : K], como querfamos probar. Si ademés la extension K'|K es no
ramificada, [L' : K] = [L' : K'|[K' : K] = [N : K'|[' : K] = [\ : K] por lo visto anteriormente,
de modo que la extensién L'|K es no ramificada en virtud de la proposicién [1.46] (2). Para el
apartado (2), basta con ver que, por el apartado anterior, la extension L|E es no ramificada (pues
es la extension compuesta de L|K y E|K), de modo que si kg representa el cuerpo residual de

E, por la formula del grado:

'/{,—P\:K]—[L:K]— ‘
w5 ]_[)\:/{E}_ [L: E| =B K]

O

Teorema 3.5. Sea K un cuerpo completo para una valoracion discreta v y k su cuerpo residual.
Si LIK es una extension finita de cuerpos con cuerpo residual X, la aplicacion K' — k', que
lleva a cada subextension a su cuerpo residual define una biyeccion entre las subextensiones no
ramificadas de L|K y las subextensiones separables de M|k que preserva las inclusiones. Ademds,

K'|K es de Galois si y solo si lo es K'|k, en cuyo caso se tiene el isomorfismo Gal(K'|K) ~
Gal(K'|k).

Demostracion. Sea £'|k una subextension separable de A|k. Como es finita, existe un elemento

@ € M tal que £’ = k(@). Sea f el polinomio irreducible de @ sobre k y f € A[X] un representante
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moénico de f. Como se vio en la demostracion del lema anterior, la subextension K’ = K (a)|K
de L|K es no ramificada, de modo que la correspondencia K’ — k' es sobreyectiva.

Por otro lado, si K’ y K” son dos subextensiones no ramificadas con anillos de valoracion
A" y A’ e igual cuerpo residual £/, por el lema anterior K'K"|K’ es una extension no ramificada
cuyo cuerpo residual es k’. En efecto, si K”|K esta generado por un elemento o’ € A”, como se
vio en la prueba del lema anterior [K'K” : K'| = deg(g), donde g es el polinomio irreducible de
o/ sobre k', siendo o el representante de o’ en ', pero k(o) = k/, de modo que k' = £'(a”), y
por tanto degg = 1. Esto implica que x’ = k, y asi, la correspondencia es inyectiva. Que preserva
las inclusiones es inmediato, dado el lema anterior.

La implicacion K'|K de Galois = r’|k de Galois se ha probado de modo general en Por
otro lado, si /| es de Galois, en particular es separable, y por el teorema del elemento primitivo
k' = k(@) para @ € k. Como £'|r es de Galois, si g es el polinomio irreducible de @ sobre & y
g € A[X] es un representante monico (que genera la extension K'|K, por el lema anterior), g
escinde en factores lineales distintos, de modo que por el lema de Hensel g escinde en factores
lineales distintos, como queriamos probar.

De este modo si K'|K es una extension de Galois finita no ramificada y «’|xk denota la
extension de los cuerpos residuales tenemos, por la observacion [3.3| un homomorfismo de grupos
bien definido y sobreyectivo Gal(K'|K) — Gal(x'|x). Como K'|K es no ramificada, Gal(K'|K) =
(K’ : K] = [ : k] = Gal(K'|k), de modo que el homomorfismo anterior es biyectivo, por tanto
un isomorfismo de grupos.

O

Corolario 3.6. Si K es un cuerpo completo para una valoracion discreta y L|K es una extension
finita que induce la extension |k en los cuerpos residuales, entonces la mayor subextension no
ramificada (denotada como K™ ) tiene como cuerpo residual la clausura separable de la extension
Alk.

Observacion 3.7. Esto implica en particular que, en las hipotesis del corolario anterior, la exten-

sion L|K™ es totalmente ramificada.

3.1. Grupos de ramificaciéon

Durante toda la seccién siempre se supondré que K es un cuerpo local para una valoracién
v, con anillo de valoracién A, ideal maximal p, uniformizante 7w y cuerpo residual X; y que
L|K es una extension finita separable. Por la proposicion L es un cuerpo local para una
Gnica valoracién w que extiende v. Se denotard como B al anillo de valoracién de L, q a su
ideal maximal, IT a su uniformizante y A a su cuerpo residual. Por la observacion [2.48 existe un

elemento x € B tal que B = A[z].

Proposicion 3.8. Sea K un cuerpo local y L|K una extension de Galois finita. Si o € G =
Gal(L|K), la aplicacion i : G — Z dada por o — w(o(z) — x), donde x es un generador de B

como A—dlgebra, satisface:
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1. w(o(a) —a) > ig(s), para todo a € B, y en particular la definicion de ig no depende de

la eleccion de x.
2. ig(or™Y) > min{ig(o),ig(7)} para todo o,7 € G.

3. ig(tor™) =ig(0), para todo 0,7 € G.

Demostracion. Para el primer apartado, sea « € B, como B = Alz], entonces a = ag + a1x +

<o+ apx™, cona; € Ay n €N, de modo que para o € G:

w(o(a) —a) =w (a (Z aixi) - Zam’) =w <Z ai(o(x)’ — xz)) > w(o(x) —x)
i=0 i=0 i=1

donde, para la desigualdad se utilizo que o(x) — x divide a o(x)" — 2° para todo i > 1. Para el

segundo apartado sean 0,7 € (G, entonces:
wlor H(z) —2) = w((o7 H(z) =771 (2)) = (777 (2) = 77 (2))) = min{ic(0),ic(r)}

donde se utiliz6 el primer apartado para la desigualdad. El tercer apartado es inmediato teniendo

en cuenta la proposicion [3.1] :
ic(tor™) = w(ror (z) — z) = w(r  (ror7 () — 2)) = wlo(r"Hz)) — 7 =) > ic(o)
la otra desigualdad se deriva de que ig(c) = ig(T~ H(ror~ 1) (=)™ > ig(ror™1). O

Lema 3.9. Sea L|K una extension de Galois y G = Gal(L|K). Los subconjuntos G; = {o €
Glig(o) >i+1} parai > —1 forman una sucesion decreciente de subgrupos normales de G, que

se estabiliza en {1}.

Demostracion. El hecho de que los G; forman una sucesion decreciente de subgrupos normales
de GG es consecuencia directa de Para comprobar que se estabiliza en {1}, es claro que para
i > méxseq_qp{w(o(z) —z)} Gj es trivial, de modo que el resultado se deriva de que la sucesion

G; es decreciente. O

Definicion 3.10. El subgrupo G; C G definido en la proposiciéon anterior se denomina el i— ésimo

grupo de ramificacion de la extension L|K.

Observacion 3.11. Por la proposicion se deduce que G = G_1. Es claro por definiciéon que si
H es un subgrupo de G y K’ es el subcuerpo de L fijado por H, ig(x) = wr(o(z) — x) = ig(z)
para z € L'y o € Gal(L|K’) C G, con lo que si H; representa el i—ésimo grupo de ramificacion
de la extension L|K', H; = G; N H.

Proposicion 3.12. Si K es un cuerpo completo para una valoracion discreta y LIK es una
extension finita, Gy = Gal(L|K"™), donde K™ representa la mdzima subextension no ramificada

de L|K .
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Demostracion. En las condiciones de la proposicion A|x es de Galois al serlo L|K, por la propo-
sicion de modo que la extension K™ |K es de Galois, al ser no ramificada por la proposicion
Sea @ un generador de la extension \|k, B la clausura integra de A en K™ y o € B un re-
presentante de @, de modo que K™ = K|a]. Es claro que si o € Gal(L|K™"), entonces o(«) = «,
por lo que, (@) = @, via el homomorfismo definido en (de modo que @ =1 € Gal(A|k)). Sea
pues 2 € B, pasando al cuerpo residual \ se obtiene o(z) — 2 = @(Z) —Z = 0, de donde se deduce
que o € Gy. Por otro lado, si o € Gy, para ver que o € Gal(L|K™) basta con comprobar que
o(a) = a, pero esto es inmediato pues si 0/ = o|gnr € Gal(K™|K), 0 = o/(a) — a = o/(a) — @,
con lo que o/(@) = @, de modo que ¢/ = 1 € Gal(K"|K), porque como K™ |K es no rami-
ficada, el homomorfismo o — @ es un isomorfismo. Consecuentemente o(a) = «, y por tanto
o € Gal(L|K™).

O

Corolario 3.13. Si K es un cuerpo completo para una valoracion discreta y L| K es una extension

finita, G_1/Go = G/Goy ~ Gal(A\|k), donde \|k es la extension inducida en los cuerpos residuales.
Demostracion. En efecto, Gal(A|k) ~ Gal(K™"|K) = Gal(L|K)/Gal(L|K"") = G/G). O

Corolario 3.14. Sii > 0, los i—ésimos grupos de ramificacion de una extension L|K coinciden

con los i—ésimos grupos de ramificacion de la extension LK™ .

Observacion 3.15. Esto implica que se puede suponer, para el estudio de dichos grupos de rami-
ficacion, que la extension de cuerpos L|K asociada es totalmente ramificada. En particular, se
puede suponer, si B y A son los anillos de valoracién de L y K respectivamente, que Il es un
generador de B como A—algebra (tal y como se vio en la observacion . Esto permite sim-
plificar las condiciones de la proposicion [3.§] para estudiar si un elemento de G pertenece a G;,
pues basta con comprobar que o(IT)/Il =1 méd ¢°. Efectivamente, como w(o (1) — IT) > i + 1
se deduce que w(o(I)/II — 1) > i.

Definicién 3.16. Sea L|K una extension finita, se define el i—ésimo grupo de unidades de L
como U =B* sii=0yU® =14+¢"sii>1.

Observacion 3.17. Los i—ésimos grupos de unidades son efectivamente subgrupos de B*. Para
ello sea i > 0 fijado y 2,y € U®, de modo que z =1+ 2’ e y =1+ ¢/, con ',y € q*. Entonces
zyl—1=01+2)1+y) 1 —1= (" —¢)1+y)"}, y por tanto w(z/y — 1) = w(z’' —y') >
inf{w(z'),w(y’)} > i. Ademas es claro que U® c UV si j < i,

Proposicion 3.18. El cociente U(i)/U(i+1) es isomorfo al grupo multiplicativo de \ si i =0 y
al subgrupo aditivo de A\, si© > 1.

Demostracion. Si i = 0, entonces la aplicacion U® — \* definida como = — = méd q esté
bien definida y define un homomorfismo sobreyectivo de grupos, cuyo nticleo es {z € U ©) |z =1
méd q} = {z c UO |2 =1+ 2,2 € q} = UW, de modo que el primer teorema de isomorfia nos

permite concluir. Para la segunda parte se define la aplicacion U @) q¢/q"*t! como z — x — 1
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méd g+, que es un homomorfismo de grupos sobreyectivo cuyo nicleo coincide con U+, En
efecto, siz,y € ¢, (1+2)(1+y)=1+z+y+ay=1+z+y méd gL, Finalmente, q°/q" ™! es

un A—espacio vectorial de dimensiéon 1 generado por la clase de IT?, v entonces isomorfo a A. [

Observacion 3.19. Sii,7 > 0,z € ' y y € ¢/, la operacion (z méd ¢“F1)(y méd ¢/+) = a2y
mé6d g7+ define una multiplicacion en G(A) = @5, 9" /q""" que la convierte en una A—algebra
graduada (en el sentido de [AM| pags. 124-125]). En efecto es claro que zy € ¢**7, de modo que
para comprobar que estd bien definida, basta con ver que no depende de los representantes
escogidos, sean pues z € g1, 2/ € ¢/*!, entonces (x4 2)(y + 2') = 2y + 22’ +yz + 22/ =y
méd qititl,

Proposicion 3.20. Sii > 0, la aplicacion 0; : G; — U® JUY definida como o v+ o(I1) /11
méd U induce un homomorfismo inyectivo de Gi/Git1 a U(i)/U(H‘l) que es independiente

de la eleccion de uniformizante.

Demostracion. Veamos que dicha aplicacion esta bien definida, dado que o € G;, o(IT) = IT +
12, con x € B, de modo que o(IT)/II = 1 + 'z € U®. Para comprobar que no depende
de la eleccion de uniformizante, sea II' otro uniformizante de B, de modo que II' = uIl, con
u € B*, y por tanto o(Il') /I = (o(I1)/II) (o(u)/u). Pero, como ¢ € Gy, o(u) = v méd g+,
con lo que existe un elemento x € B tal que o(u) = u + zII**!, o equivalentemente, o(u)/u =
1+ w tzIl't! =1 méd UD. Para comprobar que es un homomorfismo, sean 0,7 € G, esto

implica que v = 7(II)/II € UGy por tanto u = 1 méd g+, En consecuencia:

or(II) B or(Il) I o(II) 7(II) B o(u) o(II) 7(II) B o (IT) 7(1II) i i
I oI I O  « IO I I 1 e U /Uy

Ademas, ker(6;) = {0 € G;|o(I)/TT € UV} = {6 € G; | o(IT)/TT =1 méd "'} = Gy41. Con
lo que el primer teorema de isomorfia nos asegura que existe un isomorfismo entre G; / Git1y
Im(¢;) c U@ UG+, O

Observacion 3.21. Dado que U® /UGHD ~ ¢i/qit! si i > 0, se denotara indistintamente a la
imagen de un elemento & € G;/G;41 por la aplicacion 6; como o(II)/II =1+ 2 mé6d Ultl) = 4
méd qt!, siendo x € ¢° el (tinico) elemento tal que o(I1)/II = 1 + x, siendo o un representante

de 7 en G;.
Corolario 3.22. El cociente Gy/G1 es ciclico, y su orden es coprimo con la caracteristica de \.

Demostracion. Dado que el subgrupo de Go/G1 es finito y U© /UM ~ A\*, la imagen de 6;, al
corresponderse con un subgrupo finito del grupo multiplicativo de A (que es finito al ser L local,
y por tanto ciclico) es finito. Dado que |Go/G1| divide a |[\*| = p—1, por el teorema de Lagrange,
es claro que es coprimo con p =car(K).

O

Corolario 3.23. FEl grupo G1 es un p—grupo, donde p es la caracteristica de .
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Demostracion. Para cada ¢ > 1, el cociente U(i)/U(i+1) es isomorfo a A, de modo que como A
es finito de caracteristica p, su orden es una potencia de p. Asi, para G;/G;1, al ser isomorfo
a un subgrupo de U® / UG+ su orden sera también una potencia de p. Si i denota el menor
indice tal que G; = {1}, dado que |G1| = |G1/G2||G2/G3|...|Gi—1/Gi||Gi|, es claro que G es
un p—grupo. O

Proposicion 3.24. Sioc € Gy y 7 € Gy, coni > 1, y &, T denotan sus representantes en
Go/G1 y Gi/Giy1 respectivamente, entonces 0;(cro=1) = 00(7)'0;(7), donde 0y(7) y 0;(F) son
considerados como elementos del A—dlgebra G(A) definida en la observacion .

Demostracion. Dado que G; es un subgrupo normal de G = Gal(L|K), si tomamos o € Gg y
T € Gy, es claro que o070~ ! € G, de modo que la igualdad del enunciado de la proposicién tiene
sentido. Sea IT un uniformizante de B y sea II' = o~ !(II), es claro que I’ es un uniformizante
de B, de modo que si 7 € Gj, se cumple que 7(I') = II'(1 + ), siendo € ¢’, y por tanto
0;(7) = x méd g+, Esto implica que o7~ (II) = o7(Il') = o(IT'(1 + 2)) = II(1 + o(x)), con
lo que 0;(c70~1) = o(x) méd ¢'t'. Dado que z € ¢*, z = yII’ para y € B, y como o(II) es un
uniformizante de B existe una unidad u € B* tal que o(II) = ull, cuya clase © € A cumplira que
00(7) = u . De este modo podemos expresar o(z) = o(yIl*) = o(y)u'll’. Como o € Gy, o(y) =
y méd q, entonces 0;(c7o-1) = o(z) méd gt = o(y)u'II* méd g+t = (o(y)u’ méd q)(IT°
méd ¢*t1) = (yu' méd q)(ITF méd ¢ ') = (u méd UMW) (yITF méd q*t) = 0y(5)"0:(7), como
queriamos probar. O

1

Corolario 3.25. Sea 0 € Gy y 7 € Gy, para i > 1. Entonces el conmutador oro~ 71 pertenece

a Gyl siysolosic' €Gy ot € Gigr.

Demostracion. Si 7 € Gj;y1, entonces (070_1)7'_1 € Git1, ya que Giy1 es normal en G. Si
7 & Giy1, la condicion dada por el enunciado es equivalente a que la clase de o7o~ ! en G;/Gi11
coincida con la de 7, que a su vez es equivalente a que 0;(c7o—1) = 6;(7), dada la inyectividad
de la aplicacion 6;. Ahora bien, por la proposicion anterior 6;(o7o—1) = 60(7)"0;(F) = 6;(F) si y

solo si 0y(7)" = 6p(0?) = 1, lo cual es equivalente a que o? € Gy, como querfamos probar. O]

Corolario 3.26. Sea K un cuerpo local y L|K una extension finita y abeliana. Sir es el orden

de Go/G1 entonces Gy = Gi1 para todo nimero no divisible por r.

Demostracion. Dado que la inclusion G411 C G; es general, sea 7 € G; v 0 € Gy tal que su clase
en Go/G1 sea un generador de dicho grupo, que es ciclico por la proposicion [3.22) Dado que G es
abeliano, el conmutador o7o~'77! = 1 € G;41. Asi, dado que o° ¢ G1 (ya que i no es divisible

por 1), el corolario anterior implica que 7 € G,1. O

Lema 3.27. Seani,j > 1 yo € G; y 7 € Gj, entonces oro 177t € Giyj y Oiyj(oro 1r71) =

(j —1)0i(5)8;(T), donde 6;(5) y 0;(T) son considerados como elementos de G(A).

Demostracion. Sea o(Il) = II(1 + x) y 7(II) = (1 + y), siendo = € g’ e y € g7, con lo que
0;(@) =2 méd ' y 0;(7) =y méd g’ De este modo se tiene que o7 (I1) = o(I1)(1+0(y)) =
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I(14+z)(14+0(y)) =(1+z), donde z =z +0(y) +xo(y) y que To(II) = (1 +y)(1 +7(z)) =
(1 +t), con t = y + 7(x) + y7(x). Sean a,b € B tales que z = all’, y = bII/, entonces
o(y) = o(b)o(Il*) = o(b)o (1)’ = o(b)IT'(1+z)". Como o € G; se cumple que o(b) = b méd g+t
y ademés (1 + )7 = 1+ jx, donde se ha usado el binomio de Newton, junto con el hecho de que
x € q°. Esto implica, usando la expresién de la multiplicacion en G(A), que o(y) = bIl7 (1 +jx) =
y + jry, y consecuentemente z = x +y + (j + Day méd ¢ yt =z +y+ (i + Dy
méd g7+, Ahora necesitamos una expresion de Oitj (W), sea para ello el uniformizante
' = 7o(I1) = TI(1+t), luego oo 7= (IT') = o7 (1) = H(1+42) = I'(1+2)(1+t)"! =T’ (1+5),
cons=(z—t)(1+t) =1+t méd UD)(z —t méd gt +) = (j — i)y méd gitit!
donde se usaron las expresiones de z,¢ médulo q°+7*! y el hecho de que 1+t € UM, Con esto
podemos concluir pues, como zy € q'*7, lo anterior nos permite asegurar que oro 77! € Gitj,
y ademés 0, j(oc7o~1771) = s méd ¢! = (j —i)ry méd ¢! = (j —i)(z méd q"+)(y

méd g/ t1) = (j —)0:(5)0;(7), como queriamos probar. O

Corolario 3.28. Los enteros i > 1 tales que G; # Giy1 pertenecen a la misma clase madulo p,

siendo p la caracteristica de .

Demostracion. Si G = 1 el resultado es trivialmente cierto, asi que sea j el mayor entero positivo
que cumple que Gj # 1. Sea ¢ un nimero entero donde se produce un cambio en los grupos de
ramificacion, G; # Git1, y sean o0 € G;—Gi1, T € Gj—{1}. Por el lema anterior, oro 71 =1,
y por tanto 6;4; (c7o—17=1) = 0 ya que el conmutador pertenece a Gitj C Gjqy1 = {1}. Pero
como 6;(c) y 0;(7) no son cero (vistos como elementos de q°/q**1), solo queda la posibilidad de
que j —i =0 méd q'*7, que solo puede suceder si j —i = 0 mdd p, siendo p la caracteristica

de . O

Corolario 3.29. Sii,j son enteros mayores que 1, y o € G;, 7 € G, entonces el conmutador

oro 71 pertenece a Giqjt1-

Demostracion. Sio € Gi1 0si7T € Gj4q el corolario esta probado. Sino, por el corolario anterior
i =7 mdd p (ya que en ambos casos se producirian saltos en los grupos de ramificaciéon), y por

el lema 0;+j(oTo"tr71) =0, con lo que oro 177! € Gy it O

3.2. Moébdulo de diferenciales de Kahler. Diferente de una exten-
sion

Definicion 3.30. Sea A un anillo, B una A—4&lgebra y M un B—moédulo. Una A—derivacién D
de B en M es una aplicacion aditiva D : B — M que cumple:

1. D(a) =0, para todoa € A C B

2. (Regla de Leibniz) D(bb') = bD(b') + b’ D(b), para todo b,b' € B
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Observacion 3.31. El conjunto de todas las derivaciones de B en M, Der (B, M), tiene una
estructura de B—modulo dada por las operaciones (D + D) (b) = D(b) + D'(b), (bD)b' = bD (V')
para D, D’ € Ders(B, M) y b,b' € B. Las dos condiciones de la definicion anterior implican que
toda A—derivacién entre una A—éalgebra B y un B—modulo es un homomorfismo de A—modulos.
Ademss, si f : A — A’ es un homomorfismo de anillos y B es un A’—algebra, entonces toda
A—derivacion D entre B y un B—mo6dulo M es una A’—derivacion si y solo si D(a’) = 0 para

todo a’ € A" (por definicion, pues la regla de Leibniz sigue cumpliéndose en ambos casos).
Proposicion 3.32. Sean A, B,C anillos

1. Sean A — B, A — C dos homomorfismos de anillos y M un B—mddulo, entonces
Derg(B®4 C, M) ~ Dera(C, M)

2. Sea A — B un homomorfismo de anillos, T un subconjunto multiplicativo de B y M un
T~ B—mddulo, entonces Dera(T 1B, M) ~ Ders(B, M)

Demostracion. Para el primer apartado basta con comprobar si el homomorfismo definido por
restriccion ¢ : Derg(B ®4 C,M) — Dera(C,M) ; ¢(D)(c) = D(1 ® ¢), para ¢ € C, es un
isomorfismo, pero esto es inmediato, pues dada D € Der4(C, M) se puede extender por linealidad
(y de modo tinico) a Derg(B ®4 C, M) mediante D'(b® ¢) = bD(c), para b € B, ¢ € C.

Para el segundo apartado comprobaremos también si el homomorfismo dado por restricciéon
¢ : Ders(T~1B, M) — Dera(B, M) , ¢(D)(b) = D(b/1), para b € B es un isomorfismo. Sea D €
Der4 (B, M), veamos que se extiende de modo tinico a una A—derivacion D’ € Der (T~ !B, M).
Se define D' : T~'B — M como:

o b _ D'(b)t —bD'(t)
t 12

Es claro que D’ satisface la regla de Leibniz, y D’|p = D, por lo que define una A—derivacion

de T7'B a M. Para demostrar su unicidad basta con ver que, si existiese otra extension D" €

Ders (T~ 'B,M), parabec B, t € T:

D(t)g D! <It’> _ D <it> _DI(b) = D'(b) = D" <ft> _ D(t)% D <It’> ,

con lo que D'(b/t) = D"(b/t), como querfamos probar. O

Sea A un anillo, B una A—algebra y C = B ® 4 B, entonces, por la propiedad universal del
producto tensorial, la aplicacion € : C' — B definida como x ® y — xy esta bien definida y es un
homomorfismo de A—moédulos. Ademas, el homomorfismo B — C definido como = — x ® 1 hace

de C un B—modulo de modo natural.

Definicion 3.33. Sea A un anillo, B una A—algebra y C = B ® 4 B, se define el mddulo de
diferenciales (de Kdhler) de B sobre A como el B—modulo Qg4 = I/1?, donde I = ker ¢, siendo

€ : B — C el homomorfismo anterior a C', visto como B—moddulo.
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Proposicion 3.34. Sea A un anillo y B un A—mddulo. Entonces la aplicacion d : B — Q|4
definida como b b®1—1®b+ I? es una A—derivacion de B sobre Qpja. Ademds Qp o estd

generado por {db|b € B} como B—mddulo.

Demostracion. Dicha aplicacion esta bien definida, pues e(10b—b®1) = b—b = 0, y es inmediato
comprobar que se trata un homomorfismo de A—modulos. Para comprobar que verifica la regla

de Leibniz basta ver que:

dbt)=1@b - @1+IF=1b-bx 1)V @)+ (b )(1eV -0 @ 1)+
+12b-b )1l -V )+ FP=12b-bx )P 1)+ b 1)(1ab -t 1)+ I?
= V'd(b) + bd(V'),

donde para la tltima igualdad se usé explicitamente la estructura de B—modulo de C. Para
comprobar la segunda parte sea Y, x; ® y; € I, entonces (D, x; ® y;) = >, x;y; = 0, de modo

que:

Zfﬁi@yz‘ = sz@yi— (Z%Zﬁ) ®1= Ziﬁi®yz‘—zxiyz’®1 = Z(xi@)l)(l@yi—l—yi@l),

y por tanto >, x; ® y; + I2 =Y, x;dy;. En consecuencia {1 ®z — 2 ® 1|2 € B} es un conjunto
de generadores de I como B—modulo y asi {dx |z € B} es un conjunto de generadores de 2 B|A

como B—modulo, como queriamos probar. O

Observacion 3.35. En lo posterior, la aplicacion d se denotard como dg|4 € Dera(B,Qpa)

cuando se quiera hacer explicito a dénde pertenezca.

Proposicion 3.36. Sea A un anillo, B una A—dlgebra, entonces el par (2p,d) satisface que,
para todo B—mddulo M y para toda A—derivacion D : B — M existe un unico homomorfismo
de B—mddulos f : Qpa — M tal que D = fod. De este modo se tiene el isomorfismo de
B—mddulos Homp(Qpja, M) =~ Dera(B, M).

Demostracion. Sea M un B—modulo y D : B — M una A—derivacién de B en M. Se define
el homomorfismo de B—modulos 6 : B ®4 B — M como #(b ® b)) = bD(V'). Dado que para
x,y € B:

I(1or—r®1)(1ey—y®1)) = 0(1ery—r@y—yQzr+ry®l) = D(zy)—xD(y)—yD(z)+zyD(1) =0,

donde para la ultima igualdad se uso6 la regla de Leibniz y el hecho de que D es una A—derivacion.
De este modo #(I?) = 0, y por tanto #|; induce un homomorfismo de B—médulos f : Qpa — M
dado por f(dy) = 0(1®y—y®1) = D(y)—yD(1) = D(y), como queriamos probar. La unicidad de
f se deduce de que es un homomorfismo de B—modulos definido en un conjunto de generadores.
Por otro lado, es claro que si f : M — N es un homomorfismo de B—moédulos y D : B — M
es una A—derivacion, la aplicacién f oD : B — N es una A—derivacion de B en N, de modo
que la aplicacion Homp (254, M) — Dera(B, M) dada por f — fod esta bien definida y es un
isomorfismo de B—moéddulos, por el razonamiento anterior.

O
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Proposicion 3.37. [Mat, th. 57] Sean A LNy : N homomorfismos de anillos. Entonces existe

una sucesion exacta de C'—mdodulos:
Qpja®pC — Qcja = Qo — 0

Demostracion. Definimos los homomorfismos de C—médulos Qp 4 @5 C = Qc)a 5 Q¢ p como
u(dpa(b) @c) = cdoia(g(b)) y v(dojale)) = dep(c). Es claro que la aplicacién v es sobreyectiva
(pues lleva un conjunto de generadores en un conjunto de generadores), de modo que para

comprobar su exactitud, por [AM| prop. 2.9], basta comprobar la exactitud de:
0 — Home(Qep, M) 2 Home (R4, M) % Home(Qp4 @5 C, M) ~ Homp(Qp(4, M),

siendo M un C—modulo y %, 7 homomorfismos de C'—modulos definidos como w(f) = f o u,
(f) = f owv. Comprobar la exactitud de la sucesion anterior, por el isomorfismo natural dado
en la proposicion [3:36] es equivalente a comprobar la exactitud de la exactitud inducida en
derivaciones:

0 — Derp(C, M) 2 Dera(C, M) 2 Dera(B, M)

donde u(D) = u(f odgja) = u(f) odgja = (fou)odga = fodeaog = D og, siendo
D € Dera(C,M) y f € Homc (2o, M) es el homomorfismo inducido por D. La expresion de
la aplicacion v es analoga, y se comprueba que para D = f o dg|p € Derp(C, M) se cumple que
(D) =v(f)odcia = (f ov)odg)a, que por la expresion del homomorfismo v es la aplicacion de
restriccion de escalares, que envia cada derivacion D € Derp(C, M) a la misma derivacion, vista
como elemento de Der 4(C, M). Dicha sucesion es exacta pues, como se vio en la observacion ,
una A—derivacion es una B—derivacion si y solo si la aplicacion D restringida a B es trivial. De
modo que la sucesion Qpj4 ®p C — Qcia — Qop — 0 definida anteriormente es exacta, como

queriamos probar.

O

Proposicion 3.38. [Mat, th. 58] Sean A i) B ¢ homomorfismos de anillos, siendo g sobre-

yectivo. Entonces, si I = ker g, existe una sucesion exacta de C—mddulos:
I/T? % Qpia@p C = Qcpa — 0
dada por u: x + I? — dpjar @1 yv:dpjar @ cr cdoja(g(z))

Demostracion. La segunda flecha esta bien definida y es un homomorfismo de C—médulos por
la proposicion m que ademas es sobreyectivo (dado que g lo es). Veamos que la primera flecha

esta bien definida, consideremos la composicion:
d
I — B _>QB|A _>QB|A®BCZQB|A/IQB\A

donde se utiliz6 para la ultima igualdad que C' ~ B/I, por el primer teorema de isomorfia y

[AM] ej. 2.2]. La composicion anterior esta bien definida y es un homomorfismo de B—modulos.
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Efectivamente, la aditividad es inmediata y se deduce de la aditividad de d, asi que sea b € B.
Entonces se cumple que d(bz)+1Qp4 = bdx+xdb+1Qp|4 = bdx+IQp| 4. Ademas es inmediato
comprobar que dicho homomorfismo se anula en I%, de modo que induce el homomorfismo de
C—modulos I/1? — Qpa®p C, z + I? — dr ® 1, que coincide con el del enunciado de la
proposicion.

Para comprobar que la sucesiéon anterior es exacta, basta comprobar la exactitud de:
0 — Home (4, M) % Home(Qp4 ®p C, M) = Homp(Qpa, M) 5 Home (/12 M).

donde M es un C—moédulo. Ahora bien, Homeg(I/1?, M) = Home (I ® g C, M) = Homp(I, M).
Por la proposicion [3.36] la sucesion anterior es exacta si y solo si lo es la sucesion inducida en

derivaciones:
0 — Dera(C, M) % Dera(B, M) % Homp(I, M),

donde ¥ : D — D o g, como se vio en la demostracién de la proposiciéon La aplicacion
u coincide con la restriccion D — D[, de donde se sigue la exactitud buscada. Este hecho se
deduce de que, una vez hecha la identificacion Home (1/1%, M) = Homp (I, M), la expresion del
homomorfismo de B—moédulos uw es f — fodp407, donde j: I — B, de donde se deriva que
el homomorfismo inducido en derivaciones tiene la forma D = fodgg — Doj = D|;, como

queriamos probar.

O

Proposicion 3.39 (Cambio de base). Sean A — B y A — C homomorfismos de anillos.

Entonces existe un isomorfismo de B @4 C—mddulos Qgja ®4 C =~ Qpg ,c|c-

Demostracion. Definimos la aplicacion u : Qpja ®4 C — Qpg,cjc como Vdpja(b) ® ¢ = (V' @
1)dpg ,c|c(b®c). Dicha aplicacion estd bien definida y es un homomorfismo de B® 4 C'—modulos:
en efecto, la aditividad es evidente, y ademas u((b'®@c’)(dp(b)®c)) = (V' ®1)dpg ,cjc(b®cc’) =
(' @ Vdpg,c10((b®@ )1 @ ) = (V' @ )dpg 0100 @ ¢) + (VD@ ¢)dpg,c1c(1 @ ¢) = (V' &
d)d B® AC|C’(b ® c¢). Para comprobar que es un isomorfismo basta con demostrar que la aplicacion
inducida Hompg ,c(Qpg,clc; M) — Hompg,c(pja @5 (B ®4 C), M) = Homp(Qpja, M)
(donde M es un B ® 4 C—modulo) es un isomorfismo. Esto es equivalente a que la aplicacion
inducida en las derivaciones es un isomorfismo. No obstante, es inmediato comprobar que esta
aplicacién coincide con el isomorfismo ¢ definido en la demostracion de la proposiciéon m (1),

lo cual nos permite concluir. O

Proposicion 3.40 (Localizacion). Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos y S C A, T C B

subconjuntos multiplicativos tales que p(S) C T. Entonces Qp-1pjg-14 = T*193|A

Demostracion. Definimos la aplicacion v : Qp-iga — T*1§23|A como d(b/t) + t2(bdt —
td(b)). Es claro que dicha aplicacion es un homomorfismo de T~!B—médulos. Para compro-

bar que es un isomorfismo basta ver que la aplicaciéon inducida Homp-1 B(T_IQB‘ A M) —
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Homyp-15(Qp-1p514, M) (donde M es un T~!B—modulo) es un isomorfismo o equivalentemente,
que la aplicacion inducida en derivaciones es un isomorfismo, lo cual se cumple por la proposicion
Dado que Qp-1p14 ~ T*1QB|A, si probamos que Qp-1p4 = Qr-1p|5-124, E| la proposicién
estard demostrada. Para ello basta ver que, como Qg-144 = 0 (basta aplicar lo anterior to-
mando B = A, y teniendo en cuenta que como Derg(A, M) = 0 para todo A—modulo M,
Qg-1414 = 0), la sucesion exacta de la proposicion , aplicada a A — S™'A — T7'B, seria
0 =Qg-144 ®s-14 B = Qpja — Qpg-14 = 0, y por ello se deduce Q2|4 = Qp|g-14, como

queriamos probar. OJ

Proposicion 3.41. Sea A un anillo, entonces si B es el anillo de polinomios A[Xy, -+, X,], el

B—mddulo Qg4 es un B—mddulo libre finitamente generado.

Demostracion. La aplicacion B — B, f s (0if)i—, donde 0; denota la derivada usual con
respecto a la variable i—ésima, es una A—derivaciéon, de modo que induce, por la proposicion
un homomorfismo de B—médulos ¢ : Qg4 — B™ dado por df (0 f)P,, veamos que
dicha aplicacion es un isomorfismo. Es inmediato comprobar que es sobreyectiva, pues {¢(dX;)}
es una base de B(™ (es de hecho la canodnica). Por otro lado sea 1 : B Qg4 definida
como (fi)i — >, fidX;, es claro que dicha aplicacion es un homomorfismo de B—modulos y
que ¢ o ¢ = Idg), veamos que 1 o ¢ = Idg, ,. Basta probar que df = > (0:f)dX;, para ello
basta comprobar que la aplicacion d’ : B + § Bla f = >2;(0if)dX; coincide con la derivacion
natural d : B — (p|4. Es inmediato comprobar que d’ es una A—derivacion, usando el hecho
de que 0; es una A derivacion de B en B para todo i =1,...,n, que d(Xj’:) =iX"'dX; y que
d(X;) = d'(X;), de modo que d = d’, al coincidir en la base {X!}i=1,.. n de B. De este modo se

teN
concluye que ¢ es un isomorfismo de B—modulos, y que Q14 es un B—modulo libre de base

{dXy,...,dX,}. 0

Corolario 3.42. Sea A un anillo. Si B es una A—dlgebra de tipo finito, entonces Qg4 es un

B—mddulo finitamente generado.

Demostracion. Como B es una A—algebra de tipo finito, se tiene que B ~ A[X; ... X,]/I con
I C A[Xy,...,X,] un ideal. Dado que Qu(x,.. x4 ® B = B™ (por la distributividad del
producto tensorial respecto de la suma directa), se tiene, por la proposicion aplicada a A —
A[Xy,...,X,] — B, lasucesion /12 4 QAx,,.. XA B =~ B Qpja — 0, donde se deduce

que Qp =~ B™ /d(I/I?). En consecuencia Qp|a es un B—modulo finitamente generado. O

Observacion 3.43. En el caso en el que B = A[X;,...,X,]/I, siendo I = (f1,..., fm) entonces,
usando la definicién de la primera flecha de la sucesiéon exacta dada por la proposicion y la
expresion explicita del homomorfismo Q41x, . x,]4 = B (") se tiene que d(I/I?) es el B—modulo

generado por {(9;f; + 1 2)?:1};-":1, lo cual da una expresion explicita del modulo de relaciones de

Qpia-

'Este ultimo tiene sentido pues, dado que ¢(S) C T, el homomorfismo de anillos ¢ puede extenderse de modo

inico a un homomorfismo de anillos S™'A — T~ 'B
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Lema 3.44. Sea K un cuerpo y a un elemento algebraico sobre K. Entonces K[a]| K es separable

si y solo si Q) = 0.

Demostracion. Sea f el polinomio irreducible de a sobre K. Entonces Kla] ~ K[X]/(f) (ex-
plicitamente por a — X + (f)), y por lo visto en la proposicion en el lema m y en la
observacion , se tiene la sucesion exacta de homomorfismos de K[a]— moédulos (y por tanto
de K[a]—espacios vectoriales) (f)/(f?) 4 Kla] = Qgij)x — 0, donde la primera flecha viene
dada por f + (f?) = f'(a). Por la exactitud del diagrama, KloJjk = 0 es equivalente a que
d sea sobreyectiva, que es a su vez equivalente a que exista un elemento g + (f?) € (f)/(f?)
con imagen no nula (pues dimg, K[a] = 1). De este modo la equivalencia K[a]|K separable <

f'(a) # 0 nos permite concluir. O

Lema 3.45. [Spr|, lem. 4.2.7] Sea L|E|K wuna torre de extensiones finitas de cuerpos. Si la

subextension L|E es separable entonces la sucesion de la proposicion es exacta corta.

Demostracion. Por la proposicion basta con demostrar que el homomorfismo u : Qg jx @p
L — Qp i es inyectivo. Dado que L|K y L|E son extensiones finitas, por la proposicion m
Qpx v Qrg son L—espacios vectoriales de dimension finita. Ademas, puesto que E|K es una
extension finita, gk es un E—espacio vectorial de dimension finita, y por tanto Qpx ®p
L es un L—espacio vectorial de dimension finita (ya que dimz(Qpx ®p L) = dimg(Qp k).
Dado que en espacios vectoriales de dimension finita dualizar mantiene y refleja las sucesiones
exactas, probar que el homomorfismo u es inyectivo equivale a probar que @ : Homp, (27 x, L) —
Homp,(Qpx ® L, L) = Homg(Qgk, L), equivalentemente u : Derg (L, L) — Derg (E, L) (por el
isomorfismo natural), es sobreyectivo. Para comprobar esto tltimo basta con probar que toda
derivacion D € Derg(FE, L) se puede extender a una derivacion D' € Derg (L, L). Ya que la
extension L|E es finita separable existe un elemento o € L tal que L = E(a). Sea f(X) =
ao+a1 X +---+am_1 X™ 14+ X™ el polinomio irreducible de o sobre E. Dado que f(a) = 0, toda
K —derivacion D' : L — L que extienda D € Derg (E, L) por la regla de Leibniz debe satisfacer
0=D'(f(a)) = f'(a)D'(a) + D* f(«x), donde se ha introducido la aplicacion D* : E[X] — L[X]
bo+b1 X+ +b, X" — D(bg)+D(b1)X +---+D(bp,)X™, que define una K[X]|—derivacion de
E[X] en L[X] que extiende D de modo natural. Para probar esto ultimo basta con demostrar que
satisface la regla de Leibniz, pues la K|[X]—linealidad es evidente. Sean g = by +b1 X +- - - + b X*
yh=co+c1 X+ -+ ¢, X™ polinomios de E[X], entonces:

m+t m+t
D*(gh)=D* | > | D by | XF | =D | D 0iD(¢j) +¢;D(b) | X¥ = gD*(h)+hD*(g)
k=0 \i+j=k k=0 \i+j=k

Puesto que L|E es separable, f'(a) # 0, y por tanto existe un unico valor de D'(a) =
—D*f(a)/f'(c). Lo anterior implica que si una K—derivacion D : E — L admite una ex-
tension a D' € Derg (L, L), dicha extension es tnica. Dado que todo elemento de L puede

expresarse como ¢g(«), con g € E[X], definimos la extension de D € Derg(E, L) a Derg (L, L)
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como D'(g(a)) = D*g(a) — ¢'(a)D* f(a)/ f' () = D*g(x) + ¢'(a)) D' (cx). La aplicacion D’ esta
bien definida por el razonamiento anterior y define una K —derivaciéon de L en L. En efec-
to, como la K —linealidad es clara, basta comprobar que satisface la regla de Leibniz, pe-
ro si g,h € E[X], entonces D'(g(a)h(a)) = D*(gh)(a) + (gh) (a)D'(a) = g(a)(D*h(a) +
W(@)D/()) + h(a)(Dg(a) + g'(@)D'(a)) = g(a)D'(h(a)) + h(a)D/(g(a)), como queriamos
probar. De este modo la aplicacion u es sobreyectiva (y ademéas es un isomorfismo, ya que de
la unicidad de la extension probada anteriormente se deduce su inyectividad), y por tanto u es
inyectiva.

O

Proposicion 3.46. Sea K un cuerpo y L|K una extension finita de cuerpos, entonces L|K es

separable sty solo si Qp g =0

Demostracion. Para el solo si, si L| K es separable, al ser finita, el teorema del elemento primitivo
asegura la existencia de un elemento « € L tal que L = KJ[a], de modo que el resultado se sigue
del lema [3.441

Para el si, como la extension L|K es finita, admite un ntmero finito de generadores. Para
demostrar esta implicacion utilizaremos induccién en m, el ntimero de generadores de la extension.
El caso m = 1 ha sido probado en[3.44] de modo que supongamos que la propiedad se cumple para
el caso m — 1, y comprobemos que se cumple para el caso m. Sea entonces L = K(aq,...,am)
y E = K(ajg). Aplicando el lema a K — E — L obtenemos la sucesion exacta corta
0— Qpr®pl — Qrx — Qe — 0, con la que podemos deducir que Qg =0y Qpg®pL =0
ya que por hipétesis 2 = 0. Dado que 7z = 0, por hipotesis de induccién se cumple que la
extension L|E es separable, y dado que dimp(Qpx ®p L) = dimg(Qg k) =0, Qg x = 0, por lo
que la extension E|K es separable por De este modo, por un argumento de transitividad

se cumple que la extension L|K es separable, como queriamos probar. O

Proposicion 3.47. Sea A un anillo de valoracion discreta, K su cuerpo de fracciones y L|K
una extension finita separable de cuerpos. Si la clausura integra B de A en L es un anillo de

valoracion discreta, Q|4 = 0 si y solo si la extension L|K es no ramificada.

Demostracion. Supongamos que m, £ y n, A son los ideales maximales y cuerpos residuales de
A y B, respectivamente. Para el si basta con tener en cuenta que, al ser L|K no ramificada,
mB = n y la extension A|k es finita separable, y por tanto simple, por el lema del elemento
primitivo, de modo que Q2|4 ®4 £ = Qg ,xx = 2w = 0, donde para la primera igualdad se
utilizo la proposicion [3.39 para la segunda la igualdad B @4 A/m = B/mB = B/n = X [AM,|
ej. 2.2] y para la tercera que A|k es simple y separable y la proposicion m De lo anterior se
deduce que Qg4 @ A = Qps @ (B®4 k) = Qpja @a k=0, y dado que B es una A—algebra
de tipo finito, 2p|4 es un B—mddulo finitamente generado por la proposicion , de modo que
Qpja = 0 por el lema de Nakayama |[AM, ej. 2.3].
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Para el solo si, supongamos que en las hipotesis de la proposicion Qg4 = 0, y veamos que
L|K es no ramificada. En primer lugar, aplicando la proposicion a A — B — ) se obtiene
la sucesién exacta:

n/n2—>QB‘A®B)\—>Q/\|A—>O,

de lo que se deduce que Q4 =0 (al cumplirse 2 BlA = 0). Por otro lado, aplicando de nuevo la

proposicion [3:37a A — k — A se obtiene la sucesion exacta:
QH|A R A — QMA — Q)\|n — 0,

por lo que Q. = 0, y en consecuencia, la extension M|k es separable, por la proposicion
Sean ahora 7, IT uniformizantes de A y B respectivamente, y n el ideal maximal de B. Dado
que la extension L| K es separable, por la proposicion y la observacion existe un elemento

x € B tal que el conjunto {xiﬂj}i:07.,,,f_1 es una base de B como A—modulo libre, siendo e > 1
j:()?"'?e_l
el indice de ramificacion de la extension L|K y f = [A: k] (dado que la extension A|x es finita

separable existe un elemento T tal que A = k[Z], de modo que podemos tomar a; = 27 en la
demostracién de la proposiciéon , donde x € B es un representante de T). Por la proposicion
se cumple que mB = n® = (II), veamos que e = 1. Supongamos que e > 1, definimos
entonces la aplicacion D : B — X\ como z'II7 — T j1 (donde ¢;; es la delta de Kronecker),
extendida por A—linealidad a todo B. Veamos que D es una A—derivacion de B sobre A. En
efecto, D es no nula (pues D(IT) =1 # 0) y D|4 = 0, ya que D(a) = aD(1) = 0 para todo a € A.
Puesto que D es un homomorfismo de A—modulos, solo queda comprobar que satisface la regla
de Leibniz. Sean entonces 7,7’ € {0,...,f — 1} y 7,7/ € {0,...,e}. Supongamos que j,j > 0.
Una puntualizacion importante es que 2/ puede expresarse como combinacion A—lineal de las
z* por la proposicion de modo que como D es A—lineal, en lo que sigue podemos suponer
sin pérdida de generalidad que 27 esta en la base. Si j+j' > e, entonces, dado que II¢ = um
para u € A*, D(@'IVz' V") = D@ TVH") = D(zH unlliti'—¢) = 7D (uz™ T+ —¢) =
0 = 2T D(2" ") 4+ 2" TV D(2'TV). Si 2 < j +j < e — 1, entonces D(z"H'TVH") = 0 =
LT D (2" V") 4 27 TP D(2T17). Supongamos ahora que j = 0y j/ = 1 (0 su caso simétrico),
entonces D(z" 1) = T = ' D(2" ) 4 Iz¥ D(*). Finalmente el caso j = j/ = 0 es trivial
por la definicién de D. De este modo hemos probado que D es una A—derivaciéon de B en A, de
modo que Ders (B, ) # 0, y en consecuencia Homp (24, A) # 0. Por lo tanto Qg4 # 0, como
queriamos demostrar.

O

Proposicion 3.48. [Ser, cap. 111, th.1] Sea A un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fraccio-
nes, L|IK una extension finita separable de cuerpos y B la clausura integra de A en L. Sea q un

ideal primo de B yp = qN A. Son equivalentes:

1. (Qpja)g = 0.

2. La extension L|K es no ramificada en q.



3.2. MODULO DE DIFERENCIALES DE KAHLER. DIFERENTE DE UNA EXTENSION55

Demostracion. Basta tener en cuenta que, por la proposicion (2pja)q = QB |4,, v aplicar

la proposicién anterior. [l

Definicion 3.49. Sea A un anillo de valoracion discreta, K su cuerpo de fracciones y L|K una
extension finita separable. Si B es la clausura integra de A en L, se define el diferente de la

extension L|K, como el B—modulo D g = (0: Qpgja).

Observacion 3.50. Por el teorema anterior, el diferente de una extensiéon finita de dominios de
Dedekind contiene bastante informacion sobre la ramificacion de la misma. En el caso en el que K
sea un cuerpo completo para una valoracion y la extension L|K separable, siendo B la clausura
integra de A en K, entonces se demostrd que existe un elemento x € B tal que B = Alz]. De
este modo, por lo visto en la observacion Dk = (f'(x)), siendo f el polinomio irreducible
de z sobre K (que pertenecera a A[X]) y f’ su derivada. Ademés el diferente se relaciona con

los grupos de ramificaciéon definidos en la seccién anterior:

Proposicion 3.51. Si Dk denota el diferente asociado a la extension de Galois finita L|K de

cuerpos locales, entonces:

vL(@pk) = Y iclo) =) (IGi| - 1),
o#l =0

donde la suma tiene sentido, al cumplirse que G; = 1 para todo i a partir de un indice ig > 0.

Demostracion. Sean A, B los anillos de valoracion de K y L, respectivamente. Como L|K es
separable existe un elemento x € B tal que B = Alx|, sea f su polinomio irreducible sobre K
(que en particular pertenece a A[X]). El diferente © LK bor lo visto en la observacion anterior,

esta generado por f'(z), pero dado que f =[], (X —o(x)), se cumple que:

FxX)=> 1l X-o@) ; flo)= ][ @-o@),
T€G oeG—{1} ceG—{1}
con lo que w(f'(z)) = > cq_mw( — (@) = > ,cq-qyic(0), lo que prueba la primera
igualdad. Para la segunda igualdad basta con ver que ig(c) = i + 1 es constante para o €

Gi— Gip1 = (Gi —{1}) = (Giy1 — {1}) vy que G — 1 = UE _[(G; — {1}) — (Giy1 — {1})],

con lo que, al ser la uniéon anterior disjunta, |G — 1| = > 22 | (r; — ri41), siendo r; = |G}
Consecuentemente:
o [o.¢]
Y iglo) =) i+ D)(ri—riga) =Y (i +1)(ri —rig1) =710 — 11+ 2(r1 — o)+
ceG—{1} i=—1 i=0
o0
+3(rp—r3)+-=ro+tritre 3+ ZZH’,
i=0

lo cual prueba la segunda igualdad. O



56

CAPITULO 3. RAMIFICACION



Bibliografia

[AM]

[Iwal

[Mat|

[Mil]

[Neu]

[Ser|
[Spr]

[Sut]

I.G. Atiyah M.F.; Macdonald. Introduccion al Algebra Conmutativa. Editorial Reverté,
1969.

K. Iwasawa. Local Class Field Theory. Oxford Mathematical Monographs. Oxford Uni-
versity Press, 1989.

H. Matsumura. Commutative Algebra. Mathematics Lecture Note Series. The Benja-

min/Cummings Publishing Company, 1980.

James S. Milne. Algebraic Number Theory (v3.08). Disponible en www . jmilne . org/
math/. 2020.

J. Neukirch. Algebraic Number Theory. Grundlehren der mathematischen Wissenschaf-
ten. Springer-Verlag, 1999.

J.P. Serre. Local Fields. Graduate texts in mathematics; 67. Springer-Verlag, 1979.

T.A Springer. Linear Algebraic Groups. Modern Birckhduser Clasics. Springer Verlag,
1998.

A. Sutherland. Number Theory I. Massachusetts Institute of Technology: MIT OpenCour-
seWare. Disponible en https://ocw.mit.edu. 2019.

o7


www.jmilne.org/math/
www.jmilne.org/math/
https://ocw.mit.edu

Indice alfabético

Za, uniformizante,

i—ésimo grupo de ramificacion, [42]
valor absoluto,

i—ésimo grupo de unidades, [£3]
arquimediano, [19]

completaciéon topologica, no arquimediano,
cuerpo valoracion discreta,
de las series de Laurent, [30] anillo de, [I]
de los nimeros p—adicos, 29] extension de una,
local,

residual,

derivacion, [46]

dominio de Dedekind, [4]

extension de cuerpos
diferente de una,
grado residual de una, [I4]

mayor subextension no ramificada de una,

41
no ramificada, [16]
norma de una, [I0]
totalmente ramificada,
traza de una,

indice de ramificacion de una,
grupo de clases de ideales,
ideal fraccionario, []
modulo de diferenciales de Kéhler, [47]
representantes de Teichmiiller,

sistema inverso de espacios topologicos, [26]

limite inverso de un, [26]

o8



	Resumen
	Introducción
	AVD y dominios de Dedekind
	Anillos de valoración discreta y dominios de Dedekind
	Extensiones de dominios de Dedekind

	Cuerpos locales
	Completación de un cuerpo para un valor absoluto
	Extensiones de un AVD completo. Cuerpos locales

	Ramificación
	Grupos de ramificación
	Módulo de diferenciales de Kähler. Diferente de una extensión

	Bibliografía
	Índice alfabético

