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Area de Conecemento: Estatistica e Investigaciéon Operativa

Titulo: Estimaciéon da densidade no plano

Breve descricién do contido

Neste traballo abérdase o problema de estimar non parametricamen-
te unha densidade bidimensional. No grao esttidase brevemente este
problema en dimensién un. O obxectivo deste TFG é afondar no pro-
blema de estimacion non paramétrica da densidade. A estimacion da
densidade bidimensional permite detectar rexiéns no plano con alta
concentracién de datos. Este aspecto é moi importante en diversas
aplicaciéns, como acontece en epidemioloxia, xa que permite detectar
as rexions onde se concentran os enfermos, e comparalas coas corres-

pondentes da poboacién non enferma.
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Resumo

A estimacién da densidade é un problema que xorde co obxectivo de cofiecer como é a
concentraciéon dunha poboacién a partir dunha mostra da mesma. Neste TFG abordaremos
a estimacion non paramétrica da densidade, permitindo asi que a funcién a estimar adopte

case calquera forma posible, sen mais que esixir que sexa unha densidade.

Comezando co caso unidimensional para, posteriormente, centrarnos no caso bidimen-
sional, presentaremos e analizaremos o estimador histograma e o estimador tipo niicleo.
Con ese fin introduciremos diferentes criterios de erro e métodos de selecciéon dos pardme-
tros de suavizado de cada un dos estimadores, asi como da funcién nicleo no segundo deles.
Diferentes exemplos simulados con datos procedentes de densidades conecidas axudan a
mostrar os distintos resultados teéricos asi como proporcionan representaciéons graficas de

gran utilidade para a compresion do traballo.

Para finalizar, ilustraranse as ideas expostas sobre dous conxuntos de datos reais. O
primeiro deles analizase a medida que se desarrolla a teoria e esté relacionado coas erupciéns
dun geyser nos Estados Unidos. O segundo corresponde coas posiciéons dos nifios de avespa
velutina en Galicia entre os anos 2016 e 2018, polo que é de gran interese bioloxico e social.
Estas duas aplicaciéns mostran a utilidade das técnicas descritas ao longo deste traballo

en areas tan dispares como as que se aplican.

Abstract

Density estimation is a problem that arises with the aim of knowing how a population
is concentrated from a sample of it. In this TFG we will address non-parametric density
estimation, thus allowing the function to be estimated to take almost any possible form,

requiring it to be a density.
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Starting with the one-dimensional case and then focusing on the two-dimensional case,
we will present and analyze the histogram estimator and the kernel estimator. To this end
we will introduce different error criteria and methods for selecting the smoothing parame-
ters of each of the estimators, as well as the kernel function in the second of them. Different
simulated examples with data from known densities help to show the different theoretical
results as well as provide graphical representations of great utility for the comprehension
of the work.

Finally, the ideas presented on two real data sets will be illustrated. The first of these
is analyzed as the theory develops and is related to the eruptions of a geyser in the United
States. The second corresponds to the positions of wasp nests in Galicia between 2016
and 2018, so it is of great biological and social interest. These two applications show the
usefulness of the techniques described throughout this work in areas as dissimilar as those

applied.



Introducién

Un dos obxectivos da estatistica é a analise de informaciéon e de datos, que poden
ser xa de por si numéricos ou que se poden transformar en nimeros para o seu manexo
matemaéatico. Na actualidade, a estatistica é unha parte esencial de case todas as areas de co-
necemento e abarca dende a recoleccion de datos (mostraxe), pasando polo tratamento dos
mesmos para, por tltimo, obter conclusiéns sobre eles. E esencial en areas tan diversas co-

mo as matemaéticas, a socioloxia, a economia, a administracién, a bioloxia ou a informética.

Dado un conxunto de datos reais, unha cuestién importante é determinar o seu com-
portamento empregando unha funcién que asigne un reparto teérico da poboacién de pro-
cedencia, en canto 4 posibilidade de que se den os distintos sucesos relativos a esta. Con
este fin, unha técnica moi empregada é recorrer a representacion grafica dos datos para
obter unha idea de como é a sta estrutura. Deste xeito, resulta razoable querer determi-
nar unha funcién que permita asignar a certos sucesos definidos a probabilidade de que
estes tenan lugar, é dicir, partindo dunha mostra determinar a posibilidade de que un su-

ceso concreto ocorra ou non e, en caso afirmativo, cal é a frecuencia de veces que isto sucede.

Un dos obxectivos fundamentais da asignaciéon de probabilidades, asi como da repre-
sentacion gréafica, é interpretar os resultados para obter conclusiéns do comportamento
dos datos co fin de facer prediciéns, estimacions,... E dicir, unha das labores fundamentais
da estatistica é estudar os posibles valores que pode tomar unha certa variable ou vector
aleatorio e a probabilidade de ocorrencia dos mesmos. Intuitivamente, chegamos ao con-
cepto de distribucion de probabilidade dunha variable ou vector aleatorio. Calquera calculo
ou proceso que involucre & variable ou ao vector aleatorio, como pode ser a obtenciéon da
stia media, varianza, funciéon caracteristica,..., os contrastes de hipdteses, os modelos de

regresion,... involucran & distribucién probabilistica do mesmo.

A partir dunha mostra e co fin de estudar a concentracion da poboacién a que pertence,

o mais habitual é que se empreguen a funcion de distribucion e a funcion de densidade,

9
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ambos conceptos moi estreitamente relacionados. Por iso, un problema estatistico funda-
mental é a estimacion da funcién de densidade dunha variable ou vector aleatorio a partir
da informacién proporcionada por unha mostra do mesmo. En moitas ocasiéns, e como
veremos ao longo deste traballo, a visualizacién dos datos asi como a representacién gra-
fica da sta funcion de densidade, ou no seu defecto, da siia estimacion por algiin método
matematico, facilitan en gran medida a interpretacién dos datos, asi como permiten extraer

conclusions do comportamento destes.

A densidade sempre é non negativa e a sta interpretacién pddese intuir como segue:
as zonas de alta densidade representan zonas de alta concentraciéon de datos e as de bai-
xa ou nula densidade, de concentracion de datos baixa ou nula, respectivamente. Como
ferramenta de visualizacion, o histograma unidimensional consiste en agrupar os datos en
intervalos que discreticen a recta real e considerar unha escala que indique a cantidade de
datos que caen en cada un deles. Na Figura [l| represéntanse tres histogramas distintos,
cada un relativo a unha mostra tomada dunha poboacién dada polos modelos M1, M4 e

M5 do Apéndice B, respectivamente.
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Figura 1: En cor negro, histogramas de tres mostras procedentes das mesturas de distribu-
cions normais dadas polos modelos M1, M4 e M5 do Apéndice B; noutra cor, represéntase
a curva da funcién real correspondente. As barras verticais no eixe de abscisas indican os

valores mostrais e as stias posicions. O tamaiio da mostra é n = 90.

Nas tres representacions da Figura[I, o comportamento do histograma ¢ similar ao da
curva teorica, correspondendo as barras verticais mais altas a rexiéons onde a densidade
real presenta modas, e as mais baixas, a zonas de pouca densidade, como son os extremos

da estimacién e os vales. Parece razoable que ao aumentar o tamano mostral aumente a
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calidade da estimacion, é dicir, que o comportamento do histograma sexa cada vez méis
similar ao da curva teorica, en consecuencia de que un aumento do tamano mostral implica
obter méis informacién sobre a poboacién orixinal e, polo tanto, poder estimala mellor.
Como veremos ao longo do Capitulo 1 e posteriormente no Capitulo 2, isto ocorreré con

todos os estimadores da densidade expostos e ten a sta base en resultados tedricos.

Unha funcién de densidade caracteriza o comportamento probable dunha poboacién
en tanto que especifica a probabilidade relativa de que unha variable ou vector aleatorio
continuo tome un valor na recta real proximo a x, ou no plano e proximo a (z,y), res-
pectivamente. O estudo da densidade dun conxunto de datos dispoiiibles non é méis que
o estudo da concentracién de ditos datos, é dicir, da concentracién da mostra. Entén a
representacion grafica dunha mostra de datos continuos proporciénanos os lugares onde se
concentran os datos e asi, permitenos estimar dun xeito gréfico, e posteriormente analitico,
a densidade da poboacién & que pertencen. Asi, xorde o problema da estimacién da den-
sidade, entendido como un problema de visualizacién de datos que ten as stas raices no
histograma, que procede dos histogramas de Pearson, que explicaremos en méis profundi-

dade en capitulos posteriores deste traballo, asi como a sia historia.

En ocasiéns cofiecemos informacion externa a4 mostra que condiciona a estimacion da
funcién de densidade, restrinxindoa a certa clase de funciéns. Nese caso, un posible en-
foque consiste en supofier que a funciéon de densidade que queremos estimar pertence a
algunha familia paramétrica de funciéns conecidas, como poden ser a normal, a exponen-
cial, a uniforme ou a Poisson, no caso de variables aleatorias. Nesta situacion, o obxectivo
é estimar os pardmetros desconecidos de tales distribuciéns a partir dos datos da mostra.
Este método de estimacion da funcion de densidade comniécese como nome de estimacion
paramétrica da funcion de densidade. A validez de tales suposicidons sobre a distribucion

dos datos pode ser testada con posterioridade empregando tests de bondade de axuste.

Sen embargo, en moitos casos, o enfoque paramétrico non ten sentido porque, ou ben
non cofiecemos informacion externa & mostra, ou ben existen dubidas sobre a validez desta
informaciéon. No caso de que a suposicién inicial de que a mostra siga un modelo para-
métrico fixo sexa certa a estimacién serd moi boa pero, en caso contrario, as conclusions

poderian ser totalmente erréneas.

Na Figura [2| méstranse tres estimacions da funciéon de densidade da variable X7 do

conxunto de datos "OldFaith ful” de R, que se presentaran en detalle en vindeiros capitulos
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deste traballo, e que denota a duracién das erupciéns dun geyser. En cor negra, o estimador
histograma (non paramétrico); en cor verde, o estimador tipo nticleo (non paramétrico); e
en cor azul, o estimador de méxima verosimilitude suponiendo que os datos seguen unha

distribucion normal (paramétrico).
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Figura 2: Tres estimacions distintas da funcién de densidade para a variable X7, que recolle
a duraciéon das erupcions dun geyser, do conxunto de datos ”OldFaith ful” de R. En cor
negra represéntase o estimador histograma; a grafica verde corresponde coa estimacion tipo
nucleo e a azul co estimador de maxima verosimilitude supofiendo normalidade. As barras

verticais no eixe de abscisas indican os valores mostrais e as stas posiciéns.

Fixandonos na concentracion dos datos da Figura[2] tanto o histograma como o estima-
dor tipo nucleo son fieis & sta distribucién, pero non ocorre o mesmo coa curva paramétrica,
baseada no modelo normal. Isto suxire que probablemente os datos non procedan dunha
distribucién normal, que non respecta a stia bimodalidade, senén dun modelo non para-
métrico mais complexo, enfatizando asi a importancia da estimaciéon non paramétrica da
densidade. Neste caso esta bastante claro que a mostra non segue un modelo paramétrico
normal, pois este asignalle unha moda nunha zona de escaseza de datos e baixa densidade
nas duas zonas correspondentes coas dias modas das funciéns estimadas mediante os mo-

delos non paramétricos.

Como acabamos de ver, unha posible alternativa & estimaciéon paramétrica consiste en
non imponer ningtin modelo paramétrico fixo para a funciéon de densidade e asi deixar que,

ao estimar dita funcién, a estimacion adopte calquera forma posible. Agora ben, debemos
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impofer que cumpra as condiciéns necesarias para ser unha funcién de densidade, é dicir,
dada unha funcién de densidade f, esta debe ser non negativa e a integral no seu dominio
(chamado soporte cando traballamos con variables e vectores aleatorios, por ser o conxunto
de posibles valores que estes poden tomar) igual a un. A esixencia destas daas condicions
¢ moi intuitiva: a funcién de densidade indicanos como é a concentracioén dos datos, sendo
esta unha cantidade non negativa por definicién; ademais, ao considerar todo o o soporte,
estamos a tomar todos os posible valores, polo que é de esperar que sumen un (a integral
¢ unha xeralizacion da suma para o caso continuo). No caso unidimensional, que a inte-

gral no soporte sexa igual a un equivale a que a area total encerrada baixo a curva valga un.

A idea é estimar a funcién de densidade localmente, considerando os datos da mostra
similares e, como veremos, considerando ou non a proximidade dos mesmos ao punto onde
a queremos estimar. No caso de que a proximidade sexa un factor a ter en conta, as estima-
cidns serdn mais suaves, como ocorre co estimador tipo ntucleo, que emprega todos os datos
da mostra, cada un cun peso proporcional a sta proximidade ao valor no cal queremos

estimar a funciéon de densidade.

Este traballo céntrase no enfoque non paramétrico, menos restritivo pero tamén mais
interesante, polo feito de que a carencia de restriciéns en canto & forma da funcién de den-
sidade da lugar & construcién de todo tipo de estimadores para esta, sen ter que limitarnos
a familias de funciéns xa conecidas. Dito enfoque conécese co nome de estimacion non
paramétrica da funcion de densidade. Sen embargo, como xa veremos cando analicemos os
distintos erros cometidos ao estimar a funciéon de densidade con diferentes métodos non
paramétricos, esta liberdade ten un custo maior, tanto computacional como conceptual,

con respecto ao caso paramétrico.

O obxectivo é estudar diferentes estimadores da densidade no plano pero, en moitos
aspectos esta estimacion é unha xeneralizacion dos modelos unidimensionais polo que abor-
daremos a estimacion da densidade en ambos casos. Na Figura [2] recollese un exemplo da
estimacién unidimensional da densidade empregando, entre outros métodos, dous modelos
non paramétricos distintos: o histograma e o estimador tipo nicleo. Os estimadores tipo
niicleo, pola sta capacidade de converter conxuntos de datos en resumos tutiles, interpreta-
bles e moi visuais, constitiien unha ferramenta fundamental do analise de datos; ademais
resolven unha das limitacions do histograma: a stia irregularidade e falta de suavidade, por

ser unha funcién definida a trozos e constante en cada un deles.
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O caso bidimensional inspirase na estimaciéon unidimensional de cada unha das duas
variables, tendo en conta a orientaciéon dos datos e, polo tanto, a posible dependencia dunha
variable coa outra. Se a orientacién considerada é a estandar, é dicir, se consideramos ma-
trices diagonais, aproximamos o noso modelo eliminando a relacién local entre as variables
e conservandoa globalmente. Este ultimo enfoque carece de sentido en moitas ocasions (se
os datos estan claramente orientados cunha orientacion non estandar) pero facilita en gran

medida a estimacion.

A continuacién ilustraremos cun exemplo en que consiste a estimacién bidimensional
non paramétrica da densidade empregando os dous estimadores que estudaremos ao longo
do Capitulo 2: o histograma e a estimacion tipo nicleo. Na Figura |3| representamos duas
estimacions da densidade dos datos que analizaremos no Capitulo 3, e que corresponden &
posicién dos nifios de avespa velutina no ano 2018 en Galicia, en coordenadas cartesianas.
A esquerda o diagrama de calor resultante de considerar unha vista aérea do estimador
histograma e a dereita as curvas de nivel procedentes da estimacién tipo nticleo, xunto co
mapa do contorno galego e o grafico de calor asociado, onde a escala de cores é a mesma
que a da representaciéon da esquerda. Os eixos de ambas gréficas correspondense cos eixos
cartesianos, atopandose o mapa entre os 41.75°N e 44°N; e os 6.5°W e 9.5°W. A escala
vertical da representacién da esquerda indica os cores das barras do histograma en funcién
da cantidade de datos que pertenzan a cada celda (base da barra), que é proporcional &
altura da mesma. De branco a verde, pasando por laranxa e amarelo, os cores reflexan a

concentraciéon de ninos nos diferentes puntos do territorio galego.

En primeiro lugar, é claro que a segunda representaciéon proporciona resultados mais
precisos que a primeira. Isto débese, como xa veremos, a que a estimacioén tipo ntcleo é
mellor que o histograma, en termos de suavidade, converxencia e interpretabilidade. Por
iso mesmo, no Capitulo 2 centrarémonos na estimacion tipo nicleo e unicamente intro-
duciremos o histograma bidimensional como unha xeneralizacién do caso unidimensional,
sen entrar en maéis detalle acerca dos distintos criterios de erro, que si analizaremos no

Capitulo 1 para o caso unidimensional.

Observando ambas estimacions, apreciamos que a concretacién dos ninos non é uni-
forme en todo o territorio galego e tampouco presentan unha estrutura unimodal, senén
multimodal. Existen rexiéns do mapa onde a concentracion de datos é elevada (véxase a
zona de Coruna ou as Rias Baixas) e outras onde é case nula (véxase a parte oriental da

provincia de Ourense). No Capitulo 3, adicado ao analise destes datos, explicaremos con
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Figura 3: Duas estimacions distintas da funcién de densidade dos nifios de avespa velutina
en Galicia no ano 2018. A esquerda, grafica de calor asociada a un histograma bidimen-
sional; a dereita, curvas de nivel da estimacién tipo niicleo, xunto co mapa de calor e o

contorno de Galicia en negro, igual que as curvas de nivel.

maéis detalle a que se debe, en gran medida, esta distribucién dos nifios. Como adianto,
dado que as velutinas son unha especie procedente de Asia e estan acostumadas a un cli-
ma subtropical, a stia adaptaciéon é mellor nas zonas costeiras, pois as temperaturas ali
son maéis suaves que no interior. Ademais a chegada das velutinas a Galicia no ano 2012
sitiase en dous focos distintos, que non é casualidade que correspondan coas diias modas

dos graficos da Figura

Unha cuestiéon importante é obter unha funcién densidade que, segundo o punto do
territorio galego no que nos atopemos, estime a concentracién de ninos de avespa velutina.
Ademais, adiantemos que na estimacién tipo nucleo esta funcién dependera dunha matriz
de suavizado e doutra funciéon de densidade, conecida como funcion nicleo.

Para cada punto, a estimaciéon tipo niicleo emprega os valores mostrais préximos, pon-
derdndoos segunda a stia proximidade ao valor onde queremos estimar a densidade. Os
parametros de suavizado e a funcién nicleo determinan as ponderaciéns que corresponden
a cada dato mostral, polo que unha cuestién importante é determinar cales son os valo-

res dos parametros 6ptimos e a funcion nicleo 6ptima para minimizar o erro da estimacion.

Como veremos, existen varias medidas de discrepancia entre a funcion a estimar e a
funcién estimada, polo que tamén hai varios criterios para a eleccién dos termos variables

da estimacion. Logo de tratar o caso unidimensional no Capitulo 1, no Capitulo 2 analiza-
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remos todos estes detalles técnicos. Algo similar ocorre co histograma pero cunha expresion
e interpretabilidade mais sinxela, de ai a que comecemos con este o estudo da estimacién

da funcién de densidade.

No Capitulo 1 imos estudar a estimacién da densidade unidimensional por ser o ca-
so bidimensional, e en xeral o multidimensional, unha xeneralizaciéon deste a mais dunha
dimension. Ademais as expresions dos estimadores e dos seus respectivos erros adoptan
unha forma méis simple, facilitando a representacion dos conceptos fundamentais. En orde
cronoldxico e de dificultade conceptual, trataremos o estimador histograma, o estimador
Naive (estimador intermedio por ser un caso particular do estimador tipo nticleo e unha
xeneralizacién do histograma; tamén chamado histograma mobil, facendo referencia & re-
lacién que presenta co histograma, como xa veremos) e o estimador tipo nicleo. Ademais
comentaremos diferentes métodos de eleccion do parametro venta na estimacion tipo ni-

cleo e como implementalos en R.

No Capitulo 2 estudaremos a estimacién da densidade bidimensional abordando, como
no capitulo anterior, o estimador histograma e o estimador tipo ntcleo. Ademais, procedere-
mos ao anélise do conxunto de datos ”OldFaith ful”, concentrandonos na sta distribucion
conxunta asi como analizando a distribucién de probabilidade marxinal de cada unha das
duas variables que contén, para ilustrar as diferentes ideas tebricas a un caso préctico. Por
outra banda, analizaremos en detalle os distintos erros do estimador tipo nicleo, co fin de
seleccionar unha matriz de parametros venta 6ptima e un nucleo axeitado. Por tdltimo co-
mentaremos brevemente as dificultades de extender estes métodos a problemas con moitas

variables.

No Capitulo 3 preséntaremos a aplicacion dos diferentes estimadores da funcién de
densidade e ideas expostas sobre outro conxunto de datos reais. Estes datos recollen in-
formacion sobre a posicion de nifios de avespa velutina no territorio galego entre os anos
2016-2018, polo que son de gran interese bioloxico pero tamén social, debido ao impacto e
preocupacion que orixinan estas avespas na sociedade galega. Estudaremos a densidade de
ninos nas diferentes rexions galegas asi como a evolucién temporal da posicién e cantidade
destes ao longo dos tres anos de mostraxe. Para o manexo e representacién grafica dos
dous conxuntos de datos expostos neste traballo empregaremos o entorno e linguaxe de

programacion estatistica R Core Team| (2020) (software libre).



Capitulo 1

Estimacion da densidade

unidimensional

Un dos grandes avances da estatistica é a creacion da conecida como estatistica non
paramétrica, complementaria da estatistica paramétrica, desarrollada fundamentalmente
por grandes matematicos como Pearson, Fisher e Student que, entre outras cousas, crearon
procedementos de decision estatistica. A estimacion da densidade é unha rama relativa-
mente recente da inferencia estatistica pero moi estudada actualmente polas stias miltiples
aplicaciéns na gran maiorfa de campos do conecemento. Neste traballo centrarémonos no
enfoque non paramétrico da estimacion da funcién de densidade, que ten os seus orixes nos
traballos de |[Fix and Hodges (1951)) que buscan liberar as rixidas restriciéns do enfoque
paramétrico sobre a distribucién das variables implicadas. En certo modo o enfoque non
paramétrico permite que os datos determinen a forma da funciéon de densidade libremente,

sen restricions.

Co fin de abordar a estimacion da densidade no plano, neste primeiro capitulo presen-
taremos & estimacioén da densidade dunha variable aleatoria empregando distintos tipos de
estimadores non paramétricos, por ser estes modelos unidimensionais mais sinxelos e con
maior interpretabilidade. De menor a maior dificultade técnica e conceptual, comezaremos
co estimador histograma e, pasando polo estimador Naive, introduciremos o estimador tipo

nicleo, que é un dos mais empregados estimadores non paramétricos da densidade.

A representacion grafica de diferentes estimacions da densidade de mostras cuxa distri-
bucién real é conecida sera de gran axuda para visualizar o comportamento dos diferentes

estimadores en situaciéns concretas, asi como para comparan as distintas estimaciéns e
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as discrepancias coa funcién orixinal. Estas representacions complementaran os diferentes
criterios de erro que obteremos para os tres estimadores expostos neste capitulo. Por ulti-
mo, abordaremos a eleccién do parametro venta en R, referida & estimacion da densidade
tipo nucleo, para xustificar a stia elecciéon nos diferentes exemplos, asi como para estudar

como esta ferramenta de programacion estatistica aborda a estimacién non paramétrica da

densidade.

1.1. Histograma unidimensional

En primeiro lugar, e co obxectivo de estimar a funciéon de densidade a partir dun con-
xunto de datos, consideremos o estimador histograma. A motivacion deste estimador é
relativamente antiga dado que os seus orixes se remontan a mediados do século XV'I, can-
do René Descartes propuxo un sistema que representaba un conxunto de niimeros en duas
dimensiéns, unha no eixe vertical e outra no horizontal, pero non se empregou o termo
‘histograma’ ata finais do século XIX, cando o introduciu [Pearson| (1891) nun dos seus
escritos matematicos. A finalidade do histograma de Pearson era crear bloques temporais
para representar graficos sobre a duracion de reinados, gobernos soberanos ou de diferentes
mandatarios. O termo histograma é un composto do termos gregos 'histos’, que significa
tela, e "gramma’, que se pode traducir ao galego como grafica ou texto. Deste xeito, ata o
ano 1891, o histograma como tal non existia como o estimador da densidade que conecemos

actualmente e que se exponera neste traballo.

Antes de proceder 4 formulacion matemaética do histograma, recordemos como se defi-
nen a funcién de distribucién e a de densidade dunha variable aleatoria X, e cal é a relacién

entre ambas:
Flz)=P(X <xz) = J f(u)du e F'(x) = f(z), para case todo z € sop(X),
-0

onde sop(X) denota o soporte de X, ¢é dicir, o conxunto de todos os posibles valores que
pode tomar X; a expresion ”para case todo” refirese a que se verifica para todos os puntos
salvo un subconxunto de medida de Lebesgue nula. Estas diias definiciéns son tamén vélidas
para o caso multidimensional, e en particular para o bidimensional recollido no Capitulo 2,
sen mais que extender a definicién como segue: A funcion de distribucion e a de densidade

conxunta dun vector aleatorio (X,Y") definese, por extension do caso unidimensional, como

0*F(x,y)

Ty
Fag) =P <o <9) = | | fluodude foy) = 55
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para case todo (z,y) € sop(X,Y).

Deste xeito, consideremos unha variable aleatoria unidimensional X con funcién de
distribucién F' e con funcién de densidade f, ambas desconecidas e suponamos que dispo-
nemos dunha mostra aleatoria simple (abreviadamente m.a.s) de X, que denotaremos por
X1, ..., Xn. Destaquemos que o tamaiio mostral é n. Salvo que se indique o contrario, sexa

z € R un valor real arbitrario.

Discretizamos a recta real en intervalos disxuntos e definimos unha funciéon (que exigire-
mos que integre 1 en R e que sexa non negativa, para que sexa unha funcion de densidade)
constante en cada un dos intervalos. O valor constante que acadara en cada un deles sera
a proporcién de datos mostrais que se atopen no mesmo dividida pola lonxitude do in-
tervalo, e polo tanto, un valor decimal non negativo. Como consecuencia da facilidade na
interpretacioén e expresion, o histograma é o mais sinxelo e conecido estimador non para-
métrico da densidade. En moitos casos, dada unha mostra unidimensional, a grafica do
histograma constittie unha ferramenta moi ttil para obter unha primeira idea de como ¢é a

concentraciéon dos datos e cal é o seu rango estimado.

Consideremos unha orixe tg € R, tamén chamado punto de anclaxe do histograma, e un
parametro venta b > 0 en funcion do tamano mostral, é dicir, b = b(n) = b, que seguire-
mos denotando por b no sucesivo. O parametro venta mide o ancho dos intervalos de igual
lonxitude cos que discretizamos R e a notacion de b procede do inglés bin, que traducido
ao galego seria envase, por ser o binwidth, é dicir, o ancho dos envases. Definimos unha
densidade constante en intervalos da forma (tg + bk,to + b(k + 1)] con k € Z, e denotemos

por tp = to + kb polo que tp 1 =t + b.

Deste xeito para cada k € Z o estimador da P(X € (tx, tx+1]) vén dado por:

1 n
*Z (Xi € (ks ths]),

3

por tratarse da conta dos datos que caen en dito intervalo, sendo I a funcién indicador, e
dividindo polo tamafio mostral para obter un promedio ponderado. A funcién de densidade

estimada para o histograma nese intervalo é

n

Fhist (@ Z Xi € (tis tes1]), @ € (k, tra], (1.1)

por ser a estimacion da P(X € (tx, tx+1]) entre a lonxitude do intervalo (¢, tx+1], que é b.
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Denotando By = (tg, tk+1],

n
Frist(@ Z (Xi€ By), z € By.

Se # denota a cantidade de elementos do conxunto que precede, é dicir, o seu cardinal,
sexa N = #{X; : X; € By,i =1, ...,n}, de modo que

N,

A 1
(@) = — Y Nyl(z € By) = —=
fhzst(w) nb . k (I‘G k) nba

onde a ultima igualdade é valida se x € Bj.

E facil ver que, efectivamente, fu;q = 0, sen mais que decatarse de que todos os termos
da suma anterior son non negativos, e que SR frist(x)dz = 1, polo que a funcién estimada

fnist € unha funcién de densidade.

No Apéndice A recollese un breve repaso da distribuciéon normal, de gran utilidade no
que segue de traballo. Moitos dos exemplos que presentaremos ao longo deste capitulo es-
tan inspirandos no artigo de|Marron and Wand| (1992, Apartado 3) e atopanse no Apéndice
B, onde podemos atopar modelos procedentes de mesturas de densidades normais. Como
veremos, a natureza destes modelos (e en concreto a multimodalidade) e a flexibilidade
que proporcionan as mesturas de distribuciéns normais seran de gran axuda para ilustrar

conceptos teodricos.

Recordemos que a moda dunha poboacién é o valor mais probable, é dicir, aquel con
maior frecuencia absoluta. En xeral, a moda non ten porque ser tnica, pois pode haber
varios valores -ou incluso infinitos- que sexan os mais probables; tampouco ten por que
existir, se todos os valores tenen a mesma probabilidade de ocorrer, dicindo nese caso que
a distribucion é amodal. Se a distribucién ten unha moda dise que é unimodal, se ten duas,
bimodal e se ten multiples, multimodal. Por exemplo, a N(0,1) é unimodal sendo z = 0 a

stia inica moda; a U[0, 1] é amodal por ter todos os valores posibles a mesma frecuencia.

Na grafica esquerda da Figura[I.1] represéntase un histograma de cor vermello empre-
gando unha m.a.s de dimensiéon n = 30 da mestura de distribuciéns normais con densidade
correspondente ao modelo M2 do Apéndice B. Eliximos un paso de b = % e un punto de
anclaxe tg = —8. En negro engadiuse a curva da densidade tedrica. A pesares de que o
tamano mostral non é moi elevado, podemos apreciar que o histograma tende a achegarse

& curva. Sen embargo, non estima con exactitude as tres modas que presenta a distribucién
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orixinal dos datos.

Ao aumentar o tamano mostral, a estimaciéon mellora notablemente e as modas esti-
manse con moita maéis exactitude, como se observa co histograma da dereita, en cor azul,
onde tamén engadimos a densidade tedrica en negro, e o tamafio mostral é n = 210. Segui-
mos empregando un punto de anclaxe de tg = —8 e un paso b = % Isto ilustra o feito de que
o aumento do tamano mostral mellora & estimaciéon da densidade, neste caso empregando

un histograma.

0.4
0.4

0.3
0.3
]

Densidade
0.2
I
Densidade
0.2

0.1
0.1

0.0
0.0

Figura 1.1: Histogramas de dias m.a.s do modelo M2 recollido no Apéndice B, para n = 30
(esquerda) e para n = 210 (dereita), xunto coa sta funcién de densidade en cor negro. En
ambos casos eliximos tg = —8 e b = %

A orixe tg do histograma é o punto de partida dos intervalos empregados para discre-
tizar R. E dicir, é o extremo esquerdo do intervalo By = (o, 1], tomando k = 0. Veremos
que inflie notablemente na forma do histograma: por estar a definir unha funcién constante
a trozos en intervalos da forma (to + bk,to + b(k + 1)], k € Z, que to varie pode dar lugar
a que datos mostrais que antes caeran nun intervalo agora xa non o fagan, por tratarse de
intervalos diferentes. Isto débese a que t( inflie directamente na definicién dos extremos
dos intervalos By. Por exemplo, se tomamos tg =0e b =1, By = (k, k + 1]; considerando
ty = 3 e o mesmo valor de b, By = (k + 1k +1].

Na Figura ilustramos como o punto de anclaxe tg é un parametro que inflie na

forma do histograma. Consideramos a mesma m.a.s da mestura de distribuciéns normais
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de tamano n = 100 que vén dada polo modelo M3 do Apéndice B e fixemos a lonxitude dos
intervalos b = %. De esquerda a dereita, consideramos valores de ty cada vez mais pequenos.
Observemos como, dunha grafica a outra, o reparto dos datos mostrais nos intervalos
cambia notablemente, por cambiar os mesmos de posicion (non de lonxitude). Este cambio
apréciase sobre todo nas barras correspondentes 4s modas dos histogramas, por proceder
os datos dunha distribucién multimodal con catro modas moi préximas. Enfaticemos que
nos tres casos se considerou a mesma mostra e polo tanto o mesmo tamaiio mostral, pero

a forma dos histogramas varia como consecuencia dos cambios de .

0.6 0.8

Densidade
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Densidade
Densidade
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0.2
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Figura 1.2: Histogramas dunha m.a.s de tamafio n = 100 da mestura de normais dada polo
modelo M3 do Apéndice B cuxa densidade se representa en color vermello. Fixado b = %,

de esquerda a dereita, os valores do punto de anclaxe tg son: —2,55, =27 ¢ — 3.

Ata o de agora vimos que o tamano mostral e o punto de anclaxe inflien na forma
do histograma. Empregando a mostra do exemplo da Figura[I.2] ilustremos como a lonxi-
tude dos intervalos tamén inflie considerablemente na sta forma e asi, na estimacién da
densidade. Por este motivo introduciremos diferentes criterios de erro que nos permitan
determinar cal é o valor de b 6ptimo e que condiciéns debemos imponer & funcién f para
que iso tena sentido. Ademais, co fin de comparar o histograma con outros estimadores da

densidade, calcularemos o orde deste estimador.

Na Figura apréciase como o valor do parametro venta b é decisivo para determinar
o estimador histograma. Para valores de b pequenos as barras son moi estreitas e altas en

rexions cercanas &s modas e moi baixas nos extremos da estimacién, dando lugar a unha
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funcion con multitude de picos e vales. A medida que b aumenta, a estimacion é cada vez
mais suave ata que, na gréafica da dereita, as modas da estimacion resultan inapreciables.
Pasamos dun histograma moi dentado a un con escasas divisiéns, polo que determinar un

valor de b axeitado resulta fundamental.
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Figura 1.3: Histogramas dunha m.a.s de tamano n = 100 do modelo M3 presentado no
Apéndice B, cuxa densidade figura en color azul. Fixado tg = —3, de esquerda a dereita,

os valores da lonxitude dos intervalos b son: 0,2,0,5 e 1,2.

1.2. Criterios de erro

Nesta seccién consideraremos algunhas definiciéns e resultados necesarios para analizar
distintos criterios de erro do estimador histograma, asi como para o resto dos estimadores
que estudaremos posteriormente. O obxectivo serd impomier condicions 4 densidade tedrica
f para obter criterios que nos permitan escoller un parametro venté axeitado para a estima-
cion, asi como para comparar os diferentes estimadores. A sta formulaciéon esté adaptada
4 estimacion da funcién de densidade e atopase, para méis xeneralidade e posterior uso,
no marco multidimensional. Bastara tomar d = 1 para o caso unidimensional e d = 2 para

o caso bidimensional.

Definicion 1.1. Chamase nesgo dun estimador f dunha funcién de densidade f & diferenza

entre a media (valor esperado) do estimador e f (valor verdadeiro do parametro a estimar).
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Denotase Nesgo[ f (1)] e a stia expresion en cada punto vén dada por

Nesgo[f(2)] = E[f ()] - f(2).

Dicimos que o estimador f é inesgado para estimar a funcion de densidade f se o seu
nesgo é nulo, é dicir, se a stia media coincide coa funcién que desexamos estimar. Noutras

palabras, f é un estimador inesgado de f se:
para case todo 2 € R?, E[f(z)] = f(z), ou equivalentemente, Nesgo[f(z)] = 0.

En caso contrario, dicimos que é un estimador nesgado e que a estimacién presenta
nesgo. Como o estimador se calcula en funcién da mostra, cuxa funcién de densidade é a
funciéon desconecida f, o estimador tamén é funcién do tamano mostral n. Asi dicimos que
o estimador f = fn é asintéticamente inesgado para estimar f se:

para case todo z € R?, lim E[f(z)] = f(z), ou equivalentemente, lim Nesgo[f(z)] = 0.
n— n— ©

Definiciéon 1.2. Chamase varianza dun estimador f dunha funcién de densidade f & media

do cadrado da desviacién de dito estimador con respecto a stia media e definese asi:

Var[f(2)] = E[(f(z) — E[f(2)])°] = E[f*(2)] — (E[f(2)]),
onde a ultima igualdade é consecuencia das propiedades da media.

Definiciéon 1.3. Diremos que un estimador f = f, dunha funcién de densidade f é
consistente en media cadratica, e empregaremos abreviadamente consistente salvo en casos

aos que leve a confusién, se verifica que
para case todo 2 € R?, lim Var[f(z)] + Nesgo?[f(z)] = 0,
n— oo

onde Var[f(z)] + Nesgo®[f(2)] é o que posteriormente definiremos como erro cadrético
medio do estimador f ao estimar f, descomposto como a suma da varianza e o nesgo ao
cadrado (ver Definicion |1.4]). Enton que un estimador sexa consistente en media cadratica

significa que o seu erro cadratico medio converxa a cero cando n — 0.

Definicion 1.4. Definimos o erro cadratico medio dun estimador f ao estimar unha fun-
cion de densidade f como a medida de erro puntual tal que a cada x € R lle asigna o

valor

MSE[f(2)] = E[(f(2) — f(2))*] = Var[f(«)] + Nesgo[f ()],

onde a ultima igualdade se segue das propiedades da media.
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Como veremos, o erro cadratico medio serve de guia para a elecciéon do parametro b.
Sen embargo, este erro dependerd dunha forma complexa de b e da densidade poboacional
f. Para poder ver de xeito mais claro como b infliie no erro empregaremos aproximacions
asintoticas (para mostras grandes) baseadas en desarrollos de Taylor. En concreto, imos
calcular desarollos de Taylor da media e da varianza dos nosos estimadores, polo que o

seguinte teorema é de gran utilidade no que segue de capitulo:

Teorema 1.5. (Teorema de Taylor). Sexa g € C([a,d],R) m + 1 veces diferenciable en
(a,d), con m € N. Logo,

9(®) = Py () + Rin gy (7)),

para todo x,x € [a,d] onde

mo k) (g
Prso(@) = 3 U0 (g

€ o polinomio de Taylor de orde m centrado en xg,

m+1)(

g Cﬂ?o@) (

(m+1)! !

Rz (v) =

_xo

€ a formula de Lagrange do resto de orde m, e cg, o € J, onde J = L[xg, z] denota o

intervalo real pechado con extremos xg e x.

Demostracidon: Ver o libro Bartle and Sherbert|[2002], Capitulo 6, Seccién 6.4.

Observacion 1.6. Se so esiximos que g € C([a,d],R) sexa m > 1 veces diferenciable no

punto g € (a, d), entoén existe unha funcion g,,: [a,d] — R tal que
9(x) = Ppao(2) + gm(x)(z —20)™ e lim gp(z) = 0.

Notacion 1.7 (Notacion de Landau 1). Sexa g: (—¢,€) —> R unha funcion continua defi-

nida nun entorno de cero e sexa k > (0 un ntimero enteiro. Dise que

h)
1) = ot < 1tm 2 _ .
g(h) = o(h") & lim =72 =0

Asi reescribimos a Observacion [1.6| como segue: g(x) = P, o0 () + o((z — z0)™).

Agora formularemos outro resultado imprescindible para vindeiros célculos, que esté

incluido no Teorema sendo asi menos xeral pero tamén de gran utilidade:

Teorema 1.8. (Teorema do Valor Medio de Lagrange). Sexa g: [a,d] — R continua
en [a,d| e derivable en (a,d). Enton, existe c € (a,d) tal que g(d) — g(a) = ¢'(c)(d — a).

Demostracion: Ver o libro [Bartle and Sherbert|[2002 Capitulo 6, Seccion 6.2.
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1.2.1. Media, varianza e criterios de erro do histograma

Agora imos proceder ao anéalise do erro que comete o estimador histograma ao estimar
a funcién de densidade. Co obxectivo de calcular o valor do b 6ptimo para a estimacion,
analizar a influencia do orixe dos intervalos, e de obter distintos criterios de erro, comece-

mos calculando a stia media e varianza.

Fixemos un z € R e suponamos que F' é continuamente derivable en (z — ¢,z + 0), para
algiin § > 0, e asi f serd continua ai. Dado que recubrimos a recta real con intervalos da
forma By, con k € Z e que x € R, é inmediato que para cada n € N, 3k, = k € Z tal que
x € By. Imponiamos a condicién de que:

lim 1(Bg) = Hm (g, tes1] = lim b, =0,
n— oo n— o n— oo

polo que para n suficientemente grande By < (x — §,z + ), onde u(A) = [(A) denota a
medida de Lebesgue (coincidente, nunha dimension, co concepto de lonxitude habitual) do
conxunto Lebesgue-medible A ¢ R. Recordemos que a expresion [(By) esta ben definida

por ser By un intervalo e polo tanto un conxunto Lebesgue-medible.

Deste xeito atopamos nas hipoteses do Teorema m polo que se cumpren as sias teses.

Antes de aplicalo, destaquemos que para cada k € Z se ten que

. f)dt = P(tg, tpi1] = Fter1) — F(tr),

empregando a definicién de funciéon de distribucion e as propiedades da probabilidade,
polo que N € B(n, F(tg+1) — F(tx)). Asi, Ni é unha variable aleatoria que depende
da mostra, do parametro ventda b e do punto de anclaxe ty do histograma. Como pa-
ra cada x € By, fhz‘st(l“) = %, o estimador histograma é un miltiplo dunha binomial
obtida como cociente de numeradores binomiais de n ensaios e probabilidades de éxito
w, k € Z, divididos por nb, un ntimero fixo (non aleatorio).

Este cociente non é unha binomial: unha binomial é unha variable aleatoria discreta que
s6 toma valores enteiros entre 0 e n, e o histograma non ten esa propiedade. Recordemos
que a media dunha binomial con n ensaios e probabilidade de éxito p € [0,1], X € B(n,p),

¢ E[X] = np e a sta varianza é Var[X]| = np(1 — p).

O seguintes resultado danos condiciéns suficientes baixo as cales o estimador histograma
e asintoticamente inesgado e consistente para estimar 4 densidade e, polo tanto, "bo” en

termos de erro cadratico medio.
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Proposicion 1.9. Sexa f unha funcion de densidade, x € R e F a funcion da que f €
derivada nun entorno de x. Suporiamos que lim,,_, b, = 0 e que lim,,_, o nb, = 0. Entén

frist € un estimador asintoticamente inesgado e consistente para estimar f.

Demostracion. Comecemos calculando a media de fp;s:

Bl ()] = T I T 2020 e, ) 4 o),

onde a ultima igualdade é consecuencia de que f é a derivada de F' nun entorno de x que
contén a & = &, », posto que z,£ € By, e que lim,,_, n§ = x.

Como lim,,_, b, = 0, fhist é un estimador asintoticamente inesgado de f.

Empregando calculos realizados para a media e fixdndonos en que lim,,_, 4 nb, = o ade-

mais de que lim,,_, » b, = 0, procedamos ao calculo da varianza de fr;s¢:

(F(tk + h) = F(tx))(1 = (F(ts + h) = F(t)))

Var[ fuise(2)] = - _
= 2 (F(@) + o)1 — b (@) + o(0)) = = () +o(1)) = L 4o Ly

Baixo estas hipéteses obtemos que fhist é un estimador consistente de f, é dicir, que
lim,,—, o Var| Frist (z)] = 0, dado que tamén é asintéticamente inesgado.

O

Se esiximos que F € C%(z — 4,2 + §), en lugar de F' derivable nun entorno de , que
suponamos que é da forma (z—0, z+9) para algun § > 0, grazas ao Teoremae razoando
de forma similar a como fixemos na demostraciéon da Proposicion [1.9] séguese que

E[fhist(m)] = f(z) + gf’(a:)b + o(b), e asi que Nesgo[fhist(a;)] = gf’(a:)b + o(b).

Observemos que fixado un b > 0, se o valor absoluto de f’ é grande, entén o nesgo do
estimador serd grande. Ademais pola regularidade esixida & funcién f, un valor absoluto
da derivada grande interprétase como un gran crecemento (se f’ > 0) ou decrecemento (se
f' < 0) da funcion f. Isto é bastante razoable por ser o histograma unha funcién constante
polo que tera dificultades ao estimar en zonas de gran crecemento ou decrecemento de
/. Se nos atopamos nun punto critico (son aqueles que verifican a ecuacion f'(x) = 0),
Nesgo| frist(2)] = o(b) unicamente depende do termo de error o(b).

A expresién do nesgo conduce a que o erro cadréatico medio vena dado por:
1 f(x)

L@y + 19 4 o L 1), (12)

MSE[fhzst(x)] = 12 nb nb
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Suponamos que i (f'(z))?dz < o0 e definamos o erro cadrético medio integral como
unha medida de erro global, que se detallard con mais profundidade no Capitulo 2, e se

obtén como se indica a continuacion:

MISE[fhist(~)] = JR Var[fhist(ac)]dac + JR Nesgoz[fhist(x)]dm =

b2

, 1 1
=15 | (@) dr ot o(p + 1),

nb nb

onde debemos imporier algunha condicién mais sobre a funcién f para garantir que a
integral conmute co limite na igualdade

T 2
JR[llz(f'(x))%? Do e = 2 (F@)de ol 1) (13

e en concreto na igualdade § o + b?)dz = o( + b?) pois, en realidade o(-%; + b%) ¢
funcién de x por vir de desarrollos de Taylor da funcion f centrados en x. Con este fin,

consideremos o seguinte teorema:

Teorema 1.10. Teorema da converzencia dominada de Lebesgue. Sexa {gn}nen
unha sucesion de funcions integrables con respecto da medida de Lebesgue 1, que converxe
puntualmente o unha funcidon medible g. Se existe unha funcion integrable p cumprindo
que, Yn € N, se dd a desigualdade |g,| < p, enton a funcion g € integrable e § gdu =

lmy,—, o § gndp.

Demostracion: Ver o libro [Sattinger| 2004, Capitulo 3, Seccién 3.3.

En virtude do Teorema [I.10] baixo as condiciéns nas que nos atopamos, se esiximos que
1" exista, sexa integrable e este limitada, temos garantizado que se cumpre a igualdade da
expresion (|1.3)).

Finalmente, a expresiéon aproximada para o erro cadratico medio integral é o que se
cotniece como erro cadratico medio integral asintético e ten a seguinte expresion:

b2
12

1

AMISElfin(O) = 15 | (f/@)Pdn + . (1.4)

n
O valor b que minimiza a expresién anterior cofiécese como b4 s € obtense derivando

dita expresion, igualando a cero e despexando. A derivada vén dada por:
b 6

y 1
5 fR(f (ﬂ:))de — polo que, banisg = (W)

sempre que SR(f’(x))de # 0, é dicir, que f’ non se anule nun conxunto de medida non

Wl

-1
ns3,

nula. En caso contrario -como ocorre por exemplo coa U[0, 1]- vimos que o nesgo depende
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. . ;o _ 1 1 2). neq .

unicamente do termo de erro o(b) e ademais MISE| fpist(-)] = 55 + o(5; + b°); neste caso
non ¢ posible definir baps75E pero si calcular un b axeitado para & estimacion sen mais que
decatarse de que a funcién a estimar é constante a trozos en conxuntos de medida non nula,

polo que probando diferentes valores de b resulta facil decatarse de cales son mais axeitados.

Podese comprobar que tal e como definimos bapsrsg minimiza AMISE, avaliando a

segunda derivada e vendo que o resultado é < 0. Substituindoo na expresion (|1.4)) obtemos:

1
9 3 _
f(f’(a;))de nE (15)
16 Jp
Notacion 1.11 (Notacion de Landau 2). Sexa g: (—€,¢) — R unha funciéon continua

definida nun entorno de cero e sexa k > 0 un nimero enteiro. Diremos que g(h) é de orde

h* = h(n)* cando n — 0, e escribiremos

h
g(h) = O(R¥), se e s6 se limsup |g;(Lk)| < 0.
n— oo
Deste xeito, no histograma o AMISE 6ptimo é da orde O(n_TQ), moito peor que o que
imos conseguir cos vindeiros estimadores da densidade, como explicaremos nas seguintes

seccions. Ademais a constante é proporcional a {g (f’ (x))%dx, polo que o estimador histo-

grama funcionara moi ben estimando densidades constantes a trozos, como era de esperar.

Na Figura consideramos unha variable aleatoria cuxa funciéon de densidade non
é continua en R. Tratase dunha Exp(1). Recordemos que a funcion de densidade dunha

exponencial con parametro A > 0 vén dada por:

e M x>0,

0, <0,

f@) =

e que presenta unha descontinuidade evitable na orixe para cada A > 0.

En entornos da orixe, o estimador histograma pode funcionar mal posto que, en funcién
de como elixamos o tg, pode asignarlle densidade positiva a valores de (—0, 0), asignacion
que carece de sentido neste caso. Algo similar ocorre en todos aqueles casos nos que a
funcién de densidade presente descontinuidades evitables e polo tanto, na grafica de ditas
funcions poidamos apreciar bordes, que serén os lugares onde o estimador histograma poida
chegar a ter un mal comportamento sen unha axeitada eleccién de ty, ainda que b cumpra as

condicions pedidas na Proposicion [I.9] Ademais non son ”uns poucos casos concretos” dado
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Densidade
Densidade

Densidade

Figura 1.4: Histogramas da mesma m.a.s dunha Exp(1) de tamano n = 100, para to = —0,4
e, de esquerda a dereita, para b = 0,14,b = 0,30, h = 0,48 ¢ b = 0,66, de cor negro. En
vermello a funcién de densidade da Exp(1). En todos os casos asignamos densidade positiva

a intervalos non disxuntos con R™.

que se presentan en familias de funciéns paramétricas moi conecidas, como a exponencial
ou a uniforme.

Particularizando ao exemplo da Exp(1) e ao extremo x = 0, se escollemos ty tal que
k€ Z con 0 € (ty, tgr1]° e Ji € {1,...,n} con X; € (tx,tr11], a0 intervalo (tx,0) asignaselle

densidade positiva. Asi, nestes puntos o estimador presentara nesgo positivo.

Ademais en x = 0 a densidade da exponencial vale 1, decrecendo estritamente na recta
real positiva. A medida que a lonxitude dos intervalos diminie e o tamano mostral au-
menta, a cuantia deste problema do histograma tende a diminuir: atopamonos féora das
hipoteses de suavidade que supuxemos ata o de agora e esiximos na Proposicion [I.9} sen
embargo, se restrinximos a funcion teorica a [0, 00) esta resulta continua polo que nos ato-

9

pamos, en gran medida, ” baixo as condiciéns da Proposiciéon [1.9]” e asi tamén podemos

asegurar que fp;s € un estimador da densidade asintéticamente inesgado.

Para rematar co histograma unidimensional, destaquemos que a influencia do orixe dos
intervalos é clave para que o estimador non presente nesgo nas descontinuidades evitables.
Se temos ideas previas a mostraxe sobre a natureza dos datos e, por exemplo, non ten
sentido asignar densidade positiva a valores negativos, podemos solucionar este problema

escollendo ty = 0 dado que asi non asignaremos densidade positiva a ningtn intervalo que
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interseque con R~ posto que ningtin valor mostral caera nel.

Por outra banda, o M ISFE é practicamente insensible a variaciéns de posicion do punto
de anclaxe, agas se unha descontinuidade da funcién de densidade orixinal se atopa no
interior dun intervalo, en lugar de coincidir cun extremo do mesmo (ver o libro [Scott| (1992,
paxinas 11-12)). Ademais, o aspecto do histograma pode variar, para algunhas mostras, se

consideramos parametros venti pequenos, por exemplo influindo no nimero de modas.

1.3. Estimador Naive

O estimador Naive é un histograma mobil no sentido de que cada x serd o centro do
intervalo empregado para construir o estimador. Deste xeito resolvemos o problema de
escoller o punto inicial ¢y do histograma convencional, pero non o de eleccién do ancho do
intervalo nin ponderamos os pesos dos datos en funcién da sta proximidade a x, e segue
a ser un estimador descontinuo -ao igual que o histograma tradicional-. Foi proposto por

primeira vez por |Rosenblatt| (1956).

Definimos o estimador Naive como:

f(:u)=2:Lhi]I(Xie( — h,x + hl) 1hi [(x—h<X;,<z+h),zeR. (1.6)

O estimador Naive, f , ¢ unha funcién con 2n descontinuidades, diias por cada observa-
cion mostral: teremos descontinuidades evitables nos puntos X; —h e X; + h, i € {1,...,n},
onde h é o parametro venta e debémolo fixar en funciéon de n: h = h(n) = h,,, que seguire-
mos denotando por h para simplificar notacién. Entén empregando o estimador Naive, en
lugar do histograma, non resolvemos o problema da descontinuidade da estimacién nin da

dependencia de h.

Consideremos agora a funciéon de distribucién empirica:

z": i <xz), reR, (1.7)

3\'—‘

con Y '  I(X; < z) € B(n,F(x)) por ser F,(z) un estimador de F(z) = P(X < z), e

ademais, o Teorema de Glivenko-Canteilli asegiranos que

lim sup|F,(z) — F(x)| = 0 (converxencia a 0 con probabilidade 1).

n— 0 zeR

A stia demostracion pode atoparse no libro [Billingsley|[1995], paxina 269.
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Fz)(1-F(z))

Deste xeito, E(F,(x)) = F(z), Var(F,(z)) =

expresion ((1.7)), a funcion de distribucion empirica é miltiplo dunha variable aleatoria que

e para cada z fixo, pola

segue unha distribucién binomial.
O estimador Naive esta motivado polo feito de que

1 1
= lfim —P(z — < = lim — _ — .
f(z) hleO 2h]P’(:U h<X<z+h) hlﬁmo 2h[F(:L‘+h) F(zx—h)], zeR, (1.8)

dado que podemos reescribir o noso estimador empregando a funcién de distribucién em-

pirica do seguinte xeito:

~

fz) - %[Fn(az—l—h) —Fy(z—h)], zeR. (1.9)

Destaquemos que para a construciéon do estimador Naive estamos a considerar inter-
valos de lonxitude 2k, dado que son intervalos centrados en cada observacién mostral de
extensién h cara a dereita e cara a esquerda da mesma, e no histograma considerabamos
intervalos de lonxitude b. De ai a que apareza o termo % na expresion do estimador Naive
e non na do histograma, para conseguir que este sexa tamén unha funciéon de densidade

(isto permitenos obter que integre 1 en R).

Na Figura observamos a converxencia da expresion no caso de que f sexa a
densidade correspondente ao modelo M4 do Apéndice B, debuxada en cor vermello. Na
vindeira subseccién imos repetir o analise de erro do histograma, pero para o estimador
Naive, calculando a stia media e varianza. Tenamos en conta que a expresion exacta da
media vén dada por 5-[F(z + h) — F(z — h)] polo que, neste caso, a expresién exacta do
nesgo é conecida e vén dada como suma de funciéns de densidade e distribucién normais

(¢02 € Py o respectivamente para unha N (p,0?)).

En consecuencia, o nesgo deste exemplo vén dado por

1 1
@((q’_ug)z + 0, )2)@ +h)— (@_17%)2 + ‘El,(%)z)(w —h)) - 5((¢_1,(§)2 + ¢1,(§)2)(3€)) =

1 1

wlro

= (@oin 22 + o 2)2) (@) = (Doypp 22 + P 2)2) (@) = S((0y 2)2 + 0y (2)2)(2))-

Nunha escala decrecente de grises, a medida que decrece h, representamos a funcién
media ﬁ[F(m +h) — F(z — h)], para h € {2,1,5,1,25,1,0,75,0,5,0,25,0,15} e F' a funcion
de distribucion asociada. A medida que o valor de h diminte (tende a cero) considerando
valores sempre positivos por ser o parametro venta, as graficas tende a achegarse mais

4 curva vermella. Sen embargo, observamos o fenémeno do nesgo tanto nas modas (a
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000 0.05 010 0.15 020 025 0.30
I

Figura 1.5: Ilustracién de que 5-[F(z + h) — F(z — h)] — f(z) cando h — 0, no
caso particular de que f siga a distribucién do modelo M4 do Apéndice B. En vermello a
densidade orixinal e en diferentes tonos de gris as funciéns estimadas, correspondendo a

curva mais escura a h = 2 e aclarando o cor ata acadar h = 0,15.

distribucion é bimodal, cunha moda en z = 1 e outra en = —1) onde as funciéns estima-

das se quedan por debaixo da verdadeira funcién, como nos vales, onde quedan por encima.

1.3.1. Criterios de erro do estimador Naive

A continuacién imos estudar o andlise do erro que comete o estimador Naive ao estimar
a funcién de densidade, co fin de calcular unha expresién para o parametro venta éptimo
no sentido de que minimice certos criterios de erro que xa consideramos no histograma
e que posteriormente tamén consideraremos no estimador tipo ntcleo. Isto tamén nos
permitird comparar estes tres estimadores e ver cal é maéis eficiente para estimar & funcién
de densidade dun conxunto de datos. Con este obxectivo, consideremos o seguinte resultado,

cuxa proba involucra o calculo da media e varianza do estimador Naive.

Proposicion 1.12. Sexa f unha funcion de densidade, F' a funcion de distribucion aso-
ctada e x € R. Suporiamos que F € continuamente derivable nun entorno de x e que
lim,,, o hy =0 e lim,_, o nh, = 0. Enton f € un estimador asintdticamente inesgado e

consistente para estimar f.

Demostracion. En primeiro lugar, como F' é continuamente derivable nun entorno de x, f
é continua en dito entorno. Ademais podemos considerar, sen perda de xeneralidade, que o
entorno é da forma (z —d,z +0), para algtn 6 > 0. Deste xeito atopamonos nas condicions

do Teorema[I.8] polo que se cumpren as sias teses.
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Comecemos calculando a media de f:
. 1 1
Elf(2)] = 5, BlFa(z + h) = Fn(z — )] = o [F(z + h) = F(z = h)] =
1

= [F(e 4 b) = F(x) + F(a) ~ Fla — )] = - [F/(€)h + F(&)h] =

[F'(§1) + F'(&2)] = F'(z) + 0(1) = f(x) + o(1),

N — D

con & € (z,z + h) e & € (x — h,x); empregamos que lim,,_, & = lim,, x&& =z e a
continuidade de f nun entorno de x. Polo tanto, baixo estas hipoteses f é un estimador

asintoticamente inesgado de f.

Empregando calculos realizados para a media e fixdndonos en que lim,_, o nh, = o0,

ademais de que lim,_, o h, = 0, procedamos ao calculo da varianza de f.

Var[f(z)] = ﬁVar[Fn(a? +h) — Fa(z —h)] =
_ ﬁ(F(m +h) = F(z —h)(1 = (F(z + h) — F(z — h))) =

_ 1 ~ f@) 1
= %(f(x) +0(1))(1 = 2hf(z) + o(h)) = Snh + O(E):

onde a igualdade
Var[F,,(z + h) — F,(x — h)] = %(F(w +h)—F(x—h)(1—(F(z+h)—F(z—h)))

é valida dado que

E,(z+h)—F,(x—h) =

SRS

Zn: I(X; € (z—h,x+h]) = P,(z—h,x+h] € B(n, F(z+h)—F(z—h)),
i=1

onde o subindice n de P,, indica que dita probabilidade se calcula suponendo que a distri-
bucién dos datos vén dada pola funcién de distribucién empirica. Baixo estas hipoteses,
lim,, o Var[f(z)] = 0 e asi, f é un estimador consistente de f.

O

Como a media real do estimador Naive é 5-[F(z + h) — F(xz — h)], na Figura xa
adiantabamos graficamente o feito de que é un estimador asintéticamente inesgado, no
caso de que f seguise a distribucién bimodal dado polo modelo M4 do Apéndice B, repre-
sentando a media do estimador para distintos valores de h. Recordemos que se apreciaba
que dita media tendia a achegarse a grafica de f cando h — 0, quedandose por encima
nas modas e por debaixo nos vales, sendo estas rexiéns zonas onde a curva das distintas

medias non chegaba a tocar 4 da funcién a estimar.
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Paralelamente ao que ocorria no caso do histograma, restrinxindo F a unha clase de
funciéns mais suave, poderemos garantir a existencia de desarrollos de Taylor de maior
orde, e obter unha expresion do erro cadratico medio suficientemente desarrollada. Se
esiximos que F € C3(x — 4,2+ ) , en lugar de que F € C!(xz — 8,z + §), é dicir, de que sexa
continuamente derivable, en virtude do Teorema [I.5] obtemos que:

S + oh?).

ELf()] = (2) + 5 1" (0)h + o(1?), e asi, Nesgol f(2)] =
Fixando un h > 0, se o valor absoluto de f” é grande, o nesgo do estimador sera gran-

de. Ademais, pola regularidade esixida & funcién f, un valor absoluto da derivada segunda
grande esta directamente relacionada cunha curvatura da funcién f moi marcada, concava
se f” > 0 e convexa se f” < 0. Deste xeito, o estimador Naive ten limitacions ao estimar a
funcion de densidade en rexions de vales e modas desta, quedandose por encima no primei-
ro dos casos e por debaixo no segundo. Na Figura [1.6|ilistrase este feito no caso de que f
sexa a distribucion trimodal correspondente ao modelo M2 do Apéndice B: nas tres modas

e nos vales a estimacién ten dificultades para axustarse a4 funcién a estimar, mellorando

este problema ao aumentar o tamano mostral.

Se nos atopamos nun punto de inflexiéon (son aqueles que verifican a ecuacion f”(z) =
0), o Nesgo[f(z)] = o(h?) unicamente depende do termo de error o(h?).

A expresion do nesgo conduce a que a do erro cadritico medio sexa a seguinte:

1 " f() 1
2 (P @)+ T o

MSE[f(2)] = =

+ hh). (1.10)
Pola definicion de cadratico medio integral, impofiendo que { (f” (z))?dz < o0, obtemos
que a siia expresion vén dada por

) 4
MISE[f())] = ;‘6 f (f"(z))%dx + ﬁ +o(% + h), (1.11)

onde a igualdade é valida se imponemos algunha condicién sobre a funcién f que garanta
que a integral conmute co limite na vindeira igualdade:
h4

[ st + 25+ ol + o = oo [ (F7@)Pdo + 5o+ o+ 1)

e en concreto na igualdade SR 0(% +ht)dx = o(# +h*), por ser o integrando unha funcién

de x. Isto é consecuencia de que o termo de erro procede de operar desarrollos de Taylor

de segundo orde de F(z + h) e F(z — h). En concreto, polo Teorema [L.5] vén dado por:
B3

E(f”/(cx,z—l-h) - f/”(ccc,x—h))a
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con ¢z gh € (z,24+h) € ¢y p—p € (x—h, x). En virtude do Teorema é suficiente engadir

as hipoteses de que f” sexa integrable e limitada, para que a sta integral conmute co limite.

Finalmente, a expresién do erro cadratico medio integral asintético é

) 4
AMISE[f(1)] = ;LGJ(f (x)) da:+% (1.12)

e asi a expresiéon da sta derivada vén dada por

h3 " 2 1
5 ]R(f (flf)) dxr — 2nh27

polo que o minimo do AMISFE, é dicir, 0 haynise, € hapmise = (W)én%, sempre
e cando SR (f"(x))?dx # 0. Efectivamente, isto tltimo poédese comprobar avaliando a deri-

vada segunda de AMISE en haprse e vendo que o valor obtido é negativo. Substituindoo
na expresion ([1.12]) obtemos que

-15 1 -4
2797 4<fR<f (2))2dz)3n+ (1.13)

polo que o AMISE 6ptimo é proporcional a n%F ea SR(f”(J:‘))ZdZL'.

Destaquemos que, en virtude das expresions do histograma e do estimador
Naive, o primeiro deles é da orde O(TF%) e o segundo, O(nfé), polo que o estimador
Naive é mellor en termos de orde de converxencia que o estimador histograma. Isto é moi
intuitivo, sen mais que recordar que o estimador Naive é un histograma mobil e, polo tanto,
unha mellora do histograma tradicional. Agora ben, tamén esiximos maéis regularidade &
funcion de densidade no caso do estimador Naive que no do histograma, como se reflexa

nas Proposicions [[.9) e respectivamente.

Na gréafica da esquerda da Figura[L.6] representamos en vermello unha estimacion Naive
empregando unha mostra aleatoria simple de tamano n = 30 da mestura de distribuciéns
normais dada polo modelo M2 do Apéndice B. No grafico da dereita, o tamano mostral au-
menta ata valer n = 210, obtendo asi unha estimacién mais precisa e representada en azul.
Analogamente ao que ocorria co histograma, vimos que o tamano mostral ten unha influen-
cia decisiva na estimacién da densidade co estimador Naive, mellordndoa notablemente ao
aumentar este. Ademais pode apreciarse que o resultado é mellor con este estimador que
co histograma da Figura para un mesmo valor de n. A funcion real represéntase en

negro.
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Figura 1.6: Estimaciéons Naive de dtas m.a.s da mestura de distribuciéns normais dada
polo modelo M2 do Apéndice B, para n = 30 (esquerda) en vermello e para n = 210
(dereita) en azul, xunto coa sia funcion de densidade en negro. O h elixido en ambos casos

obtivose empregando o criterio de validacién cruzada inesgada.

A partir da expresion deducimos a expresion do h 475k para o estimador Naive.
Sen embargo, esta expresion da ventd 6éptima en termos do AMISFE ten o inconveniente
de que depende de { (f” (x))%2dz que é unha integral descofiecida. Por iso mesmo, ao final
deste capitulo adicaremos un apartado para estudar como elixir o h 6ptimo a partir da
mostra, centrandonos nas elecciéns que fai R, na estimacién tipo nticleo e, na anterior
seccion, veremos que o estimador Naive é un caso particular do estimador tipo ntucleo, polo
que quedaré xustificada a eleccion do h neste exemplo e nos vindeiros. Adiantemos que
o criterio de seleccion de h empregado neste exemplo é o criterio de validacién cruzada
inesgada, dependente da mostra e polo tanto, do tamano mostral, variando dunha grafica
4 outra.

Por outra banda, se {(f”(z))?dz = 0 non é posible obter unha expresion do AMISE

6ptima, polo que tamén veremos como proceder neste caso.

1.4. Estimador tipo nicleo unidimensional

Ata o de agora traballamos co histograma e co histograma mobil (ou estimador Naive)
pero ambos presentan desvantaxes relacionadas coa sia descontinuidade e co feito de que,
fixado un intervalo, non ponderan os pesos das observaciéns mostrais en funcién da sia

proximidade a z, sendo x o punto onde queremos estimar a funciéon de densidade. Co ob-
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xectivo de resolver estes inconvenientes introduciuse o estimador tipo niicleo. Os primeiros

artigos conecidos que empregan a estimaciéon tipo ntcleo co obxectivo de estimar densida-
des son de Akaike (1954)), Rosenblatt| (1956) e |[Parzen| (1962]).

Como consecuencia das stias boas propiedades asi como da sta flexibilidade de forma,
na actualidade son miltiples as aportaciéons ao estudo dos estimadores tipo niicleo da den-
sidade e o seu uso. Nesta secciéon imos introducir a expresiéon do estimador tipo nicleo
dunha funcién de densidade, analizaremos os distintos erros cometidos na estimacién e
compararémolo cos dous estimadores xa presentados neste capitulo. Tamén abordaremos
a seleccion do pardmetro venté h a partir da mostra, centrandonos nos principais métodos

utilizados por R.

Sexa K unha funcion niicleo (densidade unimodal simétrica de media cero) e h > 0 o
conecido como parametro venta, cuxo papel é medir a vecinanza. Recordemos que unha va-
riable aleatoria X ou, equivalentemente, a stia distribucion, é simétrica entorno a un punto
a€eRseP[X < a+z] =P[X > a—z], Ya € R. Esta definicion xeralizase inmediatamente a
duas dimensions sen méais que considerar un vector aleatorio (X,Y’) e un punto (o, ay) do

plano. Neste caso, a funcién nicleo é simétrica entorno & stia media, é dicir, entorno & orixe.

Como K é unha funcion de densidade, é claro que {p K(z)dx = 1 e que K > 0, e como
ademais é simétrica, {p 2K (z)dz = 0.
Consideraremos que os vecindarios son intervalos abertos, de lonxitude constante h. Igual
que nos outros dous estimadores, o valor de h axeitado depende da rugosidade da funcién
f desconecida e do tamano mostral n, e asi h = h(n) = h,. O obxectivo é escoller h de
xeito 6ptimo para obter unha equilibrio entre a varianza e o nesgo do estimador tipo ntcleo

que presentaremos a continuacion.

Abusando da notaciéon, denotaremos ao estimador tipo ntcleo do mesmo modo que ao
Naive dado que, como xa veremos, este tltimo serad un caso particular.

Definese o estimador tipo niicleo de funcién niicleo K como:

fah) ==Y K <fﬂ —hX> _ %Z Kn(z — X,), Vo e R, (1.14)
] i=1

Pode interpretarse como unha transformaciéon da funcién de distribucién empirica an-

tes definida, para dar lugar a unha funcién continua onde a funcién nicleo redistribiie a
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probabilidade % no vecindario de cada valor mostral. Logo K} é a densidade da variable
aleatoria hZ, onde Z segue unha distribucién con densidade K e o nicleo reescalado tras-
ladado Kj(- — X;) € a densidade da variable X; + hZ, para cada i € {1,...,n}.

Fixémonos en que se consideramos como nticleo a funcién K (z) = 3I(—1,1], que otorga
o mesmo peso a cada dato do intervalo (—1,1], obtemos o Estimador Naive. Compre
destacar que, neste caso, K é unha funcién de densidade simétrica, pero non é unimodal.
Logo o estimador tipo ntcleo pode verse como unha xeneralizaciéon do estimador Naive,

pois este ultimo pode formularse no contexto do estimador tipo nicleo do seguinte xeito:

" o1 z—X; 1
flx) = -K , con K(x) = =I(—1,1].
@)= 2K () eon ke = gL

Para fixar ideas consideremos que o nticleo é unha normal estdndar univariante:

K(z) = ¢(x). Enton o estimador tipo ntcleo vén dado por

¢ 1 1 1 z — X;)? 1 < T — X;)?
e = 2 ato =) =5 3 g (gt ) - i/ 4 (-2

(1.15)

onde para cada i = 1,...,n, Kp(x — X;) ¢ a densidade dunha variable aleatoria con distri-
bucién normal de media X; e varianza h?. Graficamente estamos considerando n campés
de Gauss, cada un delas centrada en cada un dos datos da mostra e con varianza h%. Asi,
este estimador tipo niicleo é un promedio de n distribuciéns normais con varianza comun

pero medias distintas, localizadas en cada un dos datos observados.

Na Figura representamos en cor azul dez campés de Gauss reescaladas correspon-
dentes a centrar dez distribuciéns normais de varianza h? = 0,1242 en dez observacions
mostrais procedentes dunha distribucion U[0,1]. Marcamos cun punto negro cada unha
das observacions mostrais, que seran o centro das correspondentes campas de Gauss (cur-
vas das funciéons de densidade N(X;,0,1242) : i e {1,..,10}). Estan reescaladas no sentido
de que estan divididas por 10, xa que é asi como entran no promedio que da lugar ao esti-

mador tipo niicleo. En cor negro engadese a estimacion tipo niicleo da funcion de densidade.

Na grafica da esquerda da Figura [T.8| representamos en vermello unha estimacion tipo
nicleo con nicleo normal estdndar, empregando unha m.a.s de tamafio n = 30 da den-
sidade correspondente ao modelo M2 do Apéndice B. Pode apreciarse que a estimacién

é mellor que no caso do histograma da Figura [I.]] e da estimacion Naive da Figura [I.6]

)
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Figura 1.7: En cor azul, dez campés de Gauss reescaladas de varianza h = 0,124% centradas
nos dez datos dunha m.a.s procedente dunha distribucion U[0, 1] de tamano n = 10. En

cor negro a estimacioén tipo ntcleo resultante.

para un mesmo valor de n. Veremos que, en termos de suavidade, o estimador tipo niicleo
é mellor que os dous anteriores, e en termos de converxencia, equiparable ao estimador

Naive (xeralizao) e mellor que o histograma.

Na grafica da dereita, o tamanio mostral aumenta ata valer n = 210, obtendo asf unha
estimacién mais precisa, representada en cor azul. En ambos casos debuxase a curva da
densidade real en cor negro. No tltimo apartado deste capitulo veremos os criterios que
emprega R para axustar o h destas estimaciéns tipo nicleo. Neste caso, o criterio emprega-
do é o de validacién cruzada inesgada. Podemos apreciar que para n = 210 e h = 0,2811 a
estimacion tipo nicleo é bastante similar & densidade teérica, pero segue a presentar certo

nesgo nos extremos e nas modas da estimacion.

Observemos que unha desvantaxe propia do estimador tipo ntcleo é que a dependencia
do pardmetro venta h se suma & da funciéon ntcleo K. Ademais, o estimador tipo niicleo

herda as propiedades de suavidade do ntcleo.

1.4.1. Criterios de erro do estimador tipo nitcleo

Analicemos os distintos erros que comete o estimador tipo ntcleo ao estimar a funcion
de densidade, co obxectivo de calcular o valor de h 6ptimo para a estimacion, o ntcleo

maéis eficiente e de obter expresions comparables as dos estimadores anteriores, que neste
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Figura 1.8: Estimaciéns tipo nucleo con nicleo normal estandar de diias m.a.s do modelo
M2 recollido no Apéndice B, para n € {30,210} en cor vermello e azul, respectivamente. En
cor negro represéntase a densidade tedrica. O h elixido en ambos casos obtivose empregando

o criterio de validacién cruzada inesgada.

caso tamén viran dadas en termos do ntcleo K. En primeiro lugar, imos medir o erro ao

estimar a densidade f nun punto fixo = por f(z,h), polo que serd unha medida de erro

puntual. En apartados anteriores xa definiamos o erro cadratico medio como segue:
MSE([f(x, h) = Var[f(z, h)] + Nesgo?[ f(x, h)]. (1.16)

As convoluciéns xogan un papel clave na analise do erro do estimador tipo ntucleo. Polo
tanto, a seguinte definicién serd de gran utilidade e, como veremos, poderase xeneralizar

ao caso bidimensional.

Definicion 1.13. A convolucién de daas funcions de densidade f e g de dias variables

aleatorias independentes X e X definese como

(f * 9)(x) = jR f(z — )g(#)dE, (1.17)

onde a expresion ten sentido por ser f e g funciéns de densidade e, polo tanto, integrables
e con integral finita. A expresion correspéndese coa densidade da suma de X + X.
A nocion de convolucién de funciéns pode extenderse 4 convoluciéon de distribucions de
probabilidade, e asi a distribuciéon de probabilidade da suma de dtas variables aleatorias
independentes é a convoluciéon de cada unha das stas distribuciéns de probabilidade con-
xuntas. Destaquemos que esta notacién se pode xeneralizar ao caso multidimensional e, en
particular, ao bidimensional, polo que seré valida no Capitulo 2 simplemente reemprazando

a integral en R pola correspondente integral en R2.
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Dado que a densidade da suma de duas variables aleatorias se pode expresar en termos
de convolucién das sitias funciéns de densidade e o estimador tipo nucleo é un promedio de
n densidades -distribuidas segundo o niicleo K e o parametro venta h -, pédese considerar
que o estimador da densidade tipo nicleo é a convoluciéon da medida de probabilidade

inducida polo niicleo reescalado K} coa distribuciéon empirica dos datos.

Co obxectivo de obter unha expresion do erro cadréatico medio, reescribamos a media e
a varianza do estimador tipo ntcleo, en termos da funcién f e empregando a convolucién

de funcions:
E[f (. h)] = E[K)(x) - X] = fR K (x — ) f(7)dE = (K * f)(z) o
Varl (o, )] = NarlK@ = X)) = - | KR = 0)f(@)de = 1 (|| Ko = 2)()d0)* -

_ %((Kﬁ « f)(@) — (Kn * £)*(@)).

~

Obtemos que Nesgo[f(z,h)] = (Kg = f)(x)— f(z), polo que combinando esta expresion

coa da varianza, reescribimos o erro cadratico medio dunha forma mais explicita:
A 1
MSE[f(z,h)] = g((Kﬁ # f) (@) = (Kp o [)* (@) + (Kn + f) (@) = (@))%, (1.18)

Como a expresion (|1.18)) depende dun xeito complexo de h, pois involucra integrais
de convolucién, introduciremos algunha notaciéon co obxectivo de calcular expansions de
Taylor e reformulala. A finalidade é obter un resultado que nos garanta a existencia dunha

expresion equiparable 4 do histograma e 4 do estimador Naive.

Notacion 1.14. Sexa g: R — R unha funcion integrable tal que { 22g(x)dr < co. Entén:

12(g) = JR 2?g(x)da.

A expresion anterior podese extender a méis dunha variable inmediatamente, polo que ta-

mén seré valida no caso bidimensional simplemente reemprazando o espazo de integracion.

Notacion 1.15. Sexa g: R — R unha funcién cadrado integrable. Enton:

Rig) = fR ¢ (x)de.

No caso multidimensional tamén empregaremos esta notaciéon sen maéis que considerar

integrais multiples en lugar de simples, xustificando asi o seu uso no vindeiro capitulo.

Proposicion 1.16. Seza f unha funcion de densidade limitada e © € R tal que, nun

entorno de x, f € diuas veces derivable, cadrado integrable, con f' e f” continuas e f"
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limitada. Suponamos que o nicleo K é unha funcion de densidade simétrica entorno d ori-
xe, cadrado integrable e con momento de sequndo e terceiro orde finito. Ademais, esizamos
que lim,_, o hy = 0 e que limy,_, ,nh, = 0. Entén f € un estimador asintéticamente

imesgado e consistente para estimar f.

Demostracion. Comecemos calculando a media de f . Empregando o Teorema , obtemos
que f(z — hz) = f(z) — hzf'(z) + $h%22f"(2) + o(h?). A continuacién realizaremos un

cambio de variable y = x — hz e operemos:

E[f(z,h)] = E[Kn(z — X JKh z—y dy—j Ky(x —x + hz)f(x — hz)(hdz) =

= J hKy(hz)f(x — hz)dz = J K2)f(z—h2)dz = J K(2)[f(x) — hzf'(z) + §h222f”(a:) +o(h?)]dz =
R R R

— £@)+ @) [ PR o) = fa) + SR @pa(K) + olh),

R

empregando que:
» (o K(z)dz =1, por ser K unha funcién de densidade.
» {p 2K (2)dz = 0, por ser K simétrica e asi, o integrando unha funcion impar.
SR z)dz = pa(K) < oo, por ser o momento de segundo orde de K finito.

Falta comprobar que f cumpre algunha condiciéon de regularidade e /ou limitacion para
asegurarnos de que a integral conmute co limite na igualdade

f K()[f(x) = hef'(z) + %h222 (@) + o(h?)]dz = f(a:)+%h2 £ (x) f 2K (2)dz + o(h?),

R

¢ en concreto, na igualdade §i o(h?)dz = o(h?), porque en realidade o(h?) ¢ funcién de z
por ser o termo de erro do desarrollo de Taylor de grao dous de f(z — hz) entorno a z. En

concreto, polo Teorema
1
0(h2) = 3'f”'(cx’x_hz)h3z3, con ¢y g4—ny € L]z, x — hz]°.

En virtude do Teorema ¢ suficiente aplicar as hipoteses de que f” sexa limita e nucleo
tefia momento de terceiro orde finito, é dicir, que SR 23K (z) < o0, para que a sta integral

conmute co limite. Dado que lim,_,  h,, = 0, obtemos que f é asintoticamente inesgado:
A 1
Nesgo[f(w, h)] = 5h* " (x)pa(K) + o(h?).

Calculemos agora a varianza de f co obxectivo de obter que é un estimador consistente

de f e finalizar a proba da proposicion. Como consecuencia da continuidade de f temos



28 CAPITULO 1. ESTIMACION DA DENSIDADE UNIDIMENSIONAL

que f(zx — hz) = f(x) + o(1). Realizando o mesmo cambio de variable que no célculo da

media e operando, obtemos que

Var[f(z,h)] = *Val”[Kh r—X)] = J Ki(z —y)f(y)dy — J Ki(z —y) f(y)dy)® =

o | K e —hayas - L@ n)?

1 2(2 a:—zz—l 2)f(x — hz)dz)? =
ARSOICE BT RICHER BT

— o | R oz - (| K@) + oD} -

IO Kee + o) - @) ol = L [ 2z + o),
empregando que:
» {p K(2)dz =1, por ser K unha funcion de densidade.
= R K 2(2)dz < o0, por ser K unha funciéon cadrado integrable.

Ademais nas, igualdades § K (2)o(1)dz = o(1) §z K(2)dz e {i K*(2)o(1)dz = o(1) {5 K*(2)dz
debemos ter en conta que o termo o(1) procede do desarrollo de Taylor de f(z — hz) =
f(x)+o0(1) polo que é funciéon da variable z. Se empregamos que f é unha funcién limitada,

o Teorema [1.10| garante que se cumpre a igualdade das expresiéns posto que:

lim K (2)f(z — hz) = K(2) f(2),

e se f esta limitada por unha constante n € R™ |K(2)f(z — h2)| < n|K(2)| = nK(2).

Tendo en conta a notaciéon exposta antes desta proposicién obtemos que

. 1 1
Var[f(x,h)] = %f(x)R(K) + 0(%), e empregando que hm hp,=0e lim nh = o0

n— oo

resulta que f é un estimador consistente de f.

A expresion do erro cadratico medio do estimador tipo nucleo vén dada por:

MSE[f(r, )] = (7" ()3 + - F@)R(K) + o~ + b,

Observemos que cando o valor absoluto de f” é grande, o nesgo é grande. Isto ocorre
en zonas onde a curvatura de f é moi marcada. Como un dos termos do erro cadrético

medio é o cadrado do nesgo, estas zonas seran zonas de erro cadratico medio grande e asi,
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zonas onde a estimacién serd pouco precisa. Entén, vecinanzas de picos e vales, seran re-
xions onde a estimacién tipo nucleo serd méis imprecisa, con respecto a zonas de curvatura

menor ou incluso nula.

Na Figura ilistrase esta conclusién teoérica a un caso particular. Consideramos a
mestura de duas distribuciéns normais dada polo modelo M4 do Apéndice B. A sia funcién
de densidade real presenta un minimo na orixe e dous méaximos, un en £ = —1 e outro en
x = 1. Entornos destes tres puntos son rexions onde f presenta moita curvatura; é claro
que f”(0) > 0, por ser x = 0 o minimo de f, e que f”(1) < 0e f”(—1) < 0, por ser estes
os puntos méximos de f. En vermello figura a funciéon de densidade; en gris representamos
diferentes estimaciéns tipo nucleo, con niicleo normal estdndar, para tres valores de h e
para 20 mostras de tamano 100 distintas, e en negro a media das 20 estimacions anteriores,
para os tres valores de h distintos. Como indica a lenda, de esquerda a dereita, h = 0,65,
h =025 e h = 0,1. O nesgo é a diferenza entre a media do estimador e a cantidade
poboacional, polo que neste caso, unha estimaciéon do nesgo en cada punto vén dada pola

distancia da curva vermella (grafica de f) e a curva negra (grafica da estimacion promedio).

h=0.65 h=0.25 h=0.1

Figura 1.9: En vermello represéntase a gréafica da funcion de densidade a estimar; en gris,
as estimacions tipo nticleo con nticleo normal estdndar para 20 m.a.s desta densidade, e en

negro a sua estimacién promedio.

Cando a venta é mais pequena o nesgo diminiie pero a varianza aumenta demasiado
(grafica da dereita). Considerando unha venta maior, as estimacion son moi similares, pero
aloxadas en promedio da curva a estimar (grafica da esquerda). Por isto ultimo, o obxectivo

é obter un valor de h axeitado que equilibre a cantidade de varianza e nesgo.
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Nestas graficas tamén podemos apreciar outro inconveniente da estimacién tipo nicleo:
dado que o pardmetro venta h é fixo ao longo de toda a recta real e a densidade de da-
tos varia dunhas rexiéns a outras, hai tendencia a presentar distorsions -e asi resultados

peores- nas colas da estimacion.

Tanto na Figura [I.9) como na Figura [I.1I0] o tamafio mostral ¢ n = 100. Nesta ultima,
apréciase de novo o problema que ten este tipo de estimaciéon para aproximar correctamen-
te os valores onde a curvatura da funcién orixinal é marcada. Consideramos que f segue
unha distribuciéon exponencial de pardmetro A = % Asi engadese o problema de que sexa
descontinua na orixe, punto de maxima curvatura, polo que non nos atopamos nas condi-
ciéns da Proposicion [I.16] Observamos como en entornos de z = 0 a estimacion presenta
moito nesgo e, en consecuencia, un erro cadratico medio elevado. Xa vimos anteriormente
que este problema é comin ao histograma e o estimador Naive. Tamén se aprecian as dis-
torsidns da estimacién na cola dereita da grafica, onde a densidade de datos dimintie polo

que a calidade da estimacién empeora.

Densidade

Figura 1.10: Nove estimaciéns tipo nucleo con nicleo normal estandar dunha mesma m.a.s
dunha Exp(}), para h € {5} U {2 : i = 1,...,8}, de cor negro. En verde a funcién de

densidade teorica.

Ao longo de todo este apartado de criterios de erro do estimador tipo niucleo, a funcion
de densidade real era continua. Sen embargo, a funciéon de densidade da Exp(%) presenta
unha descontinuidade na orixe. Na grafica apreciamos como o estimador tipo nucleo de f
preto da descontinuidade non estima ben a funcién orixinal. Para valores de x positivos
e préoximos a cero pola dereita, o estimador debe estimar densidades relativamente altas
(preto de 1), mentres que para = negativos e proximos a cero pola esquerda, o estimador

desexa estimar unha densidade nula. Consecuentemente, o nesgo da estimacion en entornos
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da orixe é bastante elevado.

Volvendo ao anélise en media, varianza e erro do estimador tipo niicleo, temos que:
£ 1 2 ¢l 2
Nesgo[f(2)] = Sh"f"(x)u2(XK) + o(h7)

polo que, engadindo as condiciéns expostas na Proposicion que f” sexa cadrado inte-
grable, o erro cadritico medio integral adopta a seguinte expresion:
h4

MISE[f()] = - #3(K)R(f") +

1 iR(K) + o(i +h), (1.19)

nh nh

empregando que f ¢ unha funcién de densidade e que p3(K), R(K) € R son valores fixos,

e non funcions de z.

Dado que a expresion do MISFE non depende de h dun xeito conecido, pois o termo
de erro o(n—lh + h*) é funcion de h e é un dos sumandos na expresion 1) definamos un
erro asintotico cuxa dependencia de h sexa mais simple. Con este obxectivo, concretemos
)

a que nos estamos a referir co termo ” asintotico”.

Definiciéon 1.17. O analise asintotico é un método de descriciéon do comportamento no
limite. Por iso mesmo, un erro asintotico dun estimador da densidade é un erro que comete
dito estimador ao aproximar a funciéon de densidade desconecida, cando o tamafio mostral

n tende a infinito.

Baixo as condiciéns impostas ata o de agora, obtemos que

. Kt 1
AMISE[f()] = " id(K)R(f") + - R(K) (1.20
polo que a stia derivada vén dada por
1
3,2
heps(K)R(f") - WR(K)

e asi o minimo do AMISE, é dicir, o haymisg, €

R(K)
3 (E)R(f")

sempre e cando R(f”) # 0, ao igual que ocorria co estimador Naive. Do mesmo xeito,

atl=

)ins, (1.21)

hamise = (

se R(f") = 0, non existe unha expresion do haysp do estimador tipo nucleo polo que,
para calcular un valor de h axeitado para a estimacién debemos recorrer a criterios de

minimizaciéon baseados no MISE, como veremos ao final do capitulo.
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5 -
Substituindo na féormula ([1.20) obtemos a expresion Z[,u% (K)R4(K)R(f”)]%nT4 polo

~ —4
que f é un estimador de f da orde de O(n5 ). En termos de orde de converxencia, danse

as seguintes desigualdades:

onde a primeira orde corresponde ao histograma, as diias intermedias ao estimador Naive
e ao estimador tipo nicleo, e a maior 4 estimacién paramétrica da funcién de densidade
suponendo que os datos seguen un modelo normal, ¢ dicir, que proceden dunha N (u,c?)
e debemos estimar p e o2, por exemplo empregando o método de méaxima verosimilitude.
Deste modo, en termos de orde de converxencia, ¢ mellor a estimacién paramétrica pero,
como xa dixemos, a falta de flexibilidade desta pode dar lugar a obter estimaciéns erréneas
en moitos casos.

Unha vez resaltado o efecto do pardmetro venta h e vendo a expresion do AMISE[f(-)]
da férmula , ¢ o momento de estudar cal é o efecto da funcién nicleo K, dado que é
o tnico factor que se pode optimizar da expresion , por ser R(f”) un valor constante
que depende da funcién desconecida f e que, polo tanto, non podemos modificar. No que
segue deste capitulo omitiremos gran parte dos célculos. Para mais detalles ver o libro
Wand and Jones (1995, Secciéon 2.8).

Ao igual que coa eleccion do parametro ventd, o obxectivo é minimizar a expresion
(1.20). Con este fin, imponamos as seguintes condicions sobre K, que xa consideraramos
na formulacion da Proposicion [1.16] :

K >0, JR K(x)dx = 1,fR zK(x)dx =0 e que J;R 22K (2)dx = p3(K) € (0,0).

Tamén ¢é habitual imponer que K sexa unimodal. Como xa vimos, substituindo o
hapmise na expresion do AMISE obtemos o AMISE 6ptimo. Considerando tinicamen-
te os termos que dependen de K desa expresion, definimos C'(K) := (u%(K)R‘l(K))% A
funcién C(K) é invariante fronte e a transformacions do tipo Ks(-) = $K(5), con § > 0,
e a funciéon nucleo 6ptima é o ntucleo Epanechnikov, definida asi por ser o matematico

Epanechnikovi (1969)) o primeiro en usala no contexto da regresiéon non paramétrica.

Na esquerda da Figura [[.11] represéntanse algunhas das funcions nicleo mais comuns

reescaladas, é dicir, empregando un sistema de referencia comun, incluindo entre elas a
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normal estandar empregada anteriormente e a Epanechnikov. Na lenda da grafica aparecen
0s seus nomes xunto coa cor empregada para a sia representaciéon. O pardmetro venta
elixido é h = 1 para todos os nicleos.

A expresion analitica dos ntcleos representados é:

» Nicleo Epanechnikov: K% (z) = S(%ﬁ), ze(—1,1).

. 2
» Nicleo normal ou gaussiano: K (x) = \/%7 exp—45, reR.

» Nucleo triangular: K(z) =1 — |z|, z € (—1,1).

= Niicleo uniforme ou rectangular: K(z) = 3, z € (—1,1].

= Nucleo biweight: K(x) = %, xe(—1,1).
35(1—x2)3

= Nicleo triweight: K(z) = =55, z € (-1,1).

Na dereita da Figura [I.I1] represéntase, para unha mostra aleatoria simple dunha
N(0,1) de tamano mostral n = 100, a estimacion tipo nicleo resultante, tomando en
todos os casos un parametro ventd comun h = 0,15 e os nucleos anteriormente formulados.

A lenda indica o cor da curva estimada en funcién do ntcleo empregado.

~
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Figura 1.11: A esquerda, as curvas dalgunhas das funciéns nticleo univariantes méis comins,
reescaladas para h = 1 e a dereita, as graficas da estimacion tipo nicleo empregando seis
nicleos diferentes. Emprégase unha m.a.s de tamano n = 100 dunha N(0,1) e, en todos

0s casos, un parametro ventd h = 0,15.
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Denotemos por K a funcién nicleo Epanechnikov, cuxa expresion analitica vén dada
.2

por K¥(z) = %H(w € (—1,1)). Co obxectivo de comparar o AMISE de duas estima-

cions tipo ntcleo dunha mesma densidade f e para un mesmo parametro venta h, pero

para duas funcions niacleo K e K introdacese o concepto de eficiencia.

. L . C(K) \5 .
Definese a eficiencia de K relativa a K¥ como ef(K) = (%)4 = 5. E dicir, a
K
eficiencia representa o cociente entre os tamanos mostrais necesarios para o obter o mesmo

AMISE empregando o ntcleo K -necesitase ng,- e o nticleo K -necesitase nﬁ—.

Na Téboa mostranse os valores da eficiencia para os nicleos definidos na anterior
lista. E claro que o niicleo Epanechnikov é o mais eficiente (a stia eficiencia vale 1). Sen
embargo existen nucleos ”case” 6ptimos en canto a eficiencia, como son o Triweight, o
Biweight ou incluso o normal. Ademais, dado que o ntucleo Epanechnikov proporciona
unha funcién estimada con derivada primeira descontinua, en moitas ocasiéns é preferible
empregar como funcién nicleo algunha con mais propiedades de regularidade, como ocorre
coa densidade normal dado que é unha funcién de clase C*. Por iso mesmo, en moitas
ocasions se emprega como funcién nucleo a normal e non a Epanechnikov, a pesar de ser

esta ultima mais eficiente.

Nicleo Eficiencia

Epanechnikov 1.000

Normal ou gaussiano 0.951

Triangular 0.986

Uniforme ou rectangular 0.930

Biweight 0.994

Triweight 0.987
Cadro 1.1: Eficiencia dos nicleos méais comins comparados co niicleo 6ptimo. Recordemos
que a eficiencia dun nicleo K vén dada por ef(K) = ( chg(E)) )%

1.4.2. Elecciéon do parametro venta en R

Ata o de agora determinamos teoricamente cal é o parametro venta 6éptimo e a funcion
nucleo 6ptima, ambos en termos do AMISE. Sen embargo, tamén empregamos exemplos
graficos ilustrativos do estimador tipo ntcleo, na maioria dos casos con nticleo gaussia-

no, salvo cando empregamos o nucleo uniforme para obter o estimador Naive, pero non
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falamos de como escoller h xa que as ventas 6ptimas son, en xeral, desconecidas. E un
tema bastante amplo que abordaremos en maior profundidade no Capitulo 2, adicado &
estimacion bidimensional, pero aqui comentaremos brevemente como selecciona a venta o
software libre |R Core Team| (2020)).

En primeiro lugar, R é un entorno e linguaxe de programaciéon con un enfoque 4 analise
estatistica. Tratase dunha das linguaxes de programacion mais empregadas en investigacion
cientifica, disponible para a gran maioria de sistemas operativos. Unha das sias maiores
vantaxes é a posibilidade de cargar diferentes bibliotecas ou paquetes con funcionalidades

de calculo e representaciéon grafica.

Empregaremos a funcion density da libreria stats, libreria con ferramentas estatisticas
disponible de base en R, sen a necesidade de cargar ningin paquete. Por defecto, R es-
colle a opcién bw="nrd0’ onde bw é o pardmetro venta empregado- abreviatura do termo
bandwidch en inglés- e 'nrd0’ implementa a Regra do Polgar de Silverman, exposta por pri-
meira vez no libro Silvermann| (1986| paxina 48, ecuacion (3.31)), en inglés Rule of Thumb,
para elixir dito parametro ventd dun estimador tipo niicleo con ntucleo gaussiano, polo que
¢ unha regra baseada en distribucién paramétricas. Sen embargo, nos imos empregar unha
version mais comin do método de Silverman, formulada por [Scott| (1992), e que corres-

ponde con elixir a opcién bw="nrd’.

A expresion do hapm sk reflexa que o parametro de suavizado 6éptimo depende do
valor descotiecido R(f"), que supofieremos que é non nulo, polo que imos escoller un ”valor
piloto” inicial para h para estimar R(f”) e logo usar a estimacion formulada na expresion
para calcular o haprsg. Silverman propuxo asumir que f segue unha distribuciéon
paramétrica para calcular o valor inicial de h. A opcion de R elixida emprega que f segue

unha distribucion N (u,0?) e asf,

— )2
R = JR Do (x)de B 021277 JR P (—(3302:“)> = M?T057

onde a ultima igualdade non é inmediata xa que o integrando non ten primitivas elementais.

Salvo cambio de variable, no libro [Nieto and Albés|[2017, Seccion 3.4 poédese ver como se
realiza o célculo da integral SR exp (—:L‘2) dx e cal é o seu resultado.

Empregando un ntcleo normal estandar, e pola expresion (|1.21)):

url=

hpitot = (A7) 10 [(=—=)] 5on"5 ~ 1,060m"5, (1.22)
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que logo se emprega para obter o hanrsg, de novo coa expresion ((1.21)).

Compre destacar que este método necesita calcular hy;o; € asi estimar o, por exemplo,

coa desviacion tipica mostral S,, = \/% S (X;—7)2ondeT = 13" | X; 6 amedia mos-
tral, e logo hanrse- Na practica, unha simplificacién consiste en tomar hy;;,; como o para-
metro ventd empregado na estimacioén tipo nicleo, ¢ dicir, considerar que hanrse = hpitot,
saltandose o paso de calcular hapsrsE. Este novo método recibe o nome de Regra do Polgar
con referencia normal, dado que o parametro venta se escolleu suponendo que f segue unha
distribucién normal. Esta simplificacion resulta axeitada se a poboacion se asemella na sia
distribucién 4 da normal, pero se traballamos con poboaciéns multimodais prodtcese unha

sobresuavizacion da estimacion.

A gran diferenza entre a Regra do Polgar de Silvermann e a de Scott é a estimacion da

desviacion tipica. Definese o rango intercuartilico estandarizado como

Rango intercuartilico mostral

(- o)

OIQR = , onde ® denota a funcién de distribucion da N (0, 1).
Silverman estima o dunha forma mais robusta que Scott, co obxectivo de que este estima-
dor non se vexa tan afectado pola presenza de datos atipicos ou polo exceso de peso das
colas na estimacion, tomando como ¢ = min(Sy,orgr/1,349), logo de comprobar que o
resultado desta aproximacién proporciona parametros ventas que funcionan relativamente
ben con densidades unimodais e moderadamente bimodais, e considerando o minimo para

reducir o risco de sobresuavizar.

Existen outros métodos alternativos aos de Silvermann e Scott para a eleccién do pa-
rametro ventd, como pode ser os métodos de validacién cruzada nesgada ou inesgada, que
expornieremos en detalle na seccién da estimacion tipo nucleo bivariante do Capitulo 2, e que
tamén estdn implementados en R sen maéis que elixir a opcién da funcion density bw="bcv’
ou bw="ucv’, respectivamente. En dito capitulo formularanse para o caso bidimensional, e
son facilmente extrapolables a unha dimensién, cunhas expresiéons mais sinxelas neste lti-
mo caso. Adiantemos que os dous métodos se basean en calcular un valor de A que minimice
un estimador de MISFE e de AMISFE respectivamente, obtendo resultados inesgados no
primeiro dos casos -validacién cruzada inesgada- e nesgados no segundo -validacién cruzada

nesgada-.

Co obxectivo de ilustrar as diferenzas orixinadas pola eleccion dos distintos parame-

tros venté, na Figura [I.12] mostranse catro estimacions tipo nucleo distintas, empregando
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como nicleo a distribucién normal estandar. Na eleccién do parametro ventd emprega-
mos os catros métodos anteriormente citados: Regra do Polgar de Silverman (obtemos un
h = 0,3348), Regra do Polgar de Scott (obtemos un h = 0,3942), validaciéon cruzada nesga-
da (obtemos un h = 0,1019) e validacion cruzada inesgada (obtemos h = 0,1577). Compre
destacar que, en todos os casos, a estimacion da densidade obtida é a da variable X; do
conxunto de datos "OldFaith ful” de R, que analizaremos no Capitulo 2 en detalle e que o

inico que necesitamos explicitar del, para este exemplo, é que o tamano mostral é n = 272.
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Figura 1.12: Catro estimaciéns tipo niicleo con nicleo gaussiano da funcién de densidade
da variable Xy do conxunto de datos ”OldFaith ful” de R. O valor de h en cada estimacién
obtivose do seguinte xeito: en negro coa Regra do Polgar de Silvermann, en vermello coa
Regra do Polgar de Scott, en verde coa validaciéon cruzada inesgada e en azul coa validaciéon
cruzada nesgada. As liflas verticais no eixe de abscisas correspéndense coa posicién dos

datos mostrais.

Neste caso, os métodos de validacion cruzada proporcionan un h considerablemente
menor que as Regras do Polgar (aproximadamente o triple destas tltimas), sendo a vali-
dacion cruzada nesgada a que obtén un h menor e a Regra do Polgar de Scott a que obtén
un h maior. Apreciemos tamén que os valores de h méis pequenos dan lugar a estimacions
con mais picos, en consecuencia de que se adaptan mais a mostra, e os valores de h maiores

dén lugar a estimaciéns mais suaves pero, como vimos teoricamente, méais nesgadas.

Sen embargo, estes datos provefien dunha funcién de densidade ”facil” de analizar, pois
presentan dias modas moi marcadas (no vindeiro capitulo veremos que ata no histogra-

ma se aprecian claramente) e o tamano mostral ¢ aceptable. Consideremos unha mostra
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que provena dunha distribucién multimodal onde as modas non estean tan marcadas e
coniezamos a funcién de densidade da que provefien, para asi comparar as estimacions coa
realidade. Na Figura [[.13] represéntase catro estimacions tipo ntcleo con nicleo normal
dunha m.a.s de tamano n = 150 procedente da mestura de distribuciéns normais dada
polo modelo M5 do Apéndice B.

En cor celeste debuxase a funcién de densidade real e, como indica a lenda, nos outros
catro colores as catro estimaciéns tipo nicleo empregando o parametro venta calculado
segundo os correspondentes métodos. A densidade real presenta tres modas claramente
distinguidas, pero isto pérdese nas estimaciéns tipo ntcleo, dado que as catro estiman unha
densidade lixeiramente bimodal, omitindo a moda correspondente a x = 3 e estimando
escasamente as outras duas. O valor do parametro venta obtido polos diferentes métodos é
o seguinte: h = 0,5714 coa Regra do Polgar de Silverman, h = 0,6730 coa Regra do Polgar
de Scott, h = 0,4628 coa validacion cruzada nesgada e h = 0,7235 coa validaciéon cruzada
inesgada. Nos catro casos as estimaciéns son moi semellantes e nesgadas con respecto &

curva teodrica.
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Figura 1.13: Catro estimaciéns tipo niicleo con niicleo gaussiano da funcién de densidade
do modelo M5 do Apéndice B. O valor de h en cada estimacién obtivose do seguinte xeito:
en negro coa Regra do Polgar de Silvermann, en vermello coa Regra do Polgar de Scott, en
verde coa validacion cruzada inesgada e en azul coa validacion cruzada nesgada. As linas
verticais no eixe de abscisas correspéndense coa posiciéon dos datos mostrais e a lina celeste

coa densidade real.

Unha vez mais, ilustramos como a estimacion tipo ntucleo ten dificultades en estimar

correctamente as modas e os vales da funcién orixinal dado que son zonas de moita cur-
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vatura. Unha axuda a este problema é aumentar o tamano mostral, de ser posible. Unha
densidade con pouca curvatura dara lugar a un valor de R(f”) pequeno e, en consecuencia,
un parametro venta grande; do mesmo modo, valores de R(f”) grandes corresponderan a

parametros venta pequenos.

No caso de que R(f"”) = 0, excluido ata o de agora e que ocorre por exemplo na

distribucién uniforme, a expresion 1' do AMISFE reducese a: %, que non depende

da funcion f. Remontandonos a expresion (1.19) do MISE, obtemos a expresion

R(K 1
Q + o(— + h*) onde o termo de erro é funcién de f.
nh nh

Poderiamos usar algin criterio de minimizacién do MISFE, como a validacién cruzada in-
esgada que formularemos no Capitulo 2. Cémpre destacar que unha clase de densidades
moi sinxela e verificando que R(f”) = 0 son as funcions definidas a trozos (non negativas
e integrando 1 en R) como unién de rectas e funcions constantes. Sen embargo, ao igual
que ocorre coa distribucién uniforme, estas estimaciéns presentar problemas na unién dos

trozos.

Ao longo deste capitulo abordamos a estimacién non paramétrica da densidade uni-
variante empregando o estimador histograma e o estimador tipo ntcleo, que inclae ao
estimador Naive. Tanto os estimadores estudados como o seu comportamento seran de
gran axuda para abordar a estimaciéon da densidade no plano, dado que esta tltima é a
extension a d = 2 dimensiéns da estimacién unidimensional. Reciprocamente, veremos que
dado un conxunto de datos bidimensionais, en moitos casos, é interesante estudar o com-
portamento marxinal de cada unha das variables, volvendo asf ao caso unidimensional. Sen
embargo, no plano a flexibilidade dos estimadores aumenta ainda mais que na recta pois,

como xa veremos, podemos considerar a orientaciéon que mellor se axuste aos nosos datos.
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Capitulo 2

Estimacion da densidade

bidimensional

No Capitulo 1 aborddbamos a estimacién non paramétrica da densidade no caso uni-
dimensional co obxectivo de, posteriormente, extender os conceptos e ideas ao caso bidi-
mensional. Neste capitulo é o momento de estudar a estimacién non paramétrica da den-
sidade en duas dimensiéns. Igual que no caso unidimensional, comezaremos co estimador
histograma para logo traballar co estimador tipo niicleo e ilustraremos estes estimadores
empregando os datos de "OldFaith ful”. Ademais tamén analizaremos en profundidade os
distintos tipos de erro que se poden cometer na estimaciéon tipo nicleo, asi como algin
criterio de seleccién dos parametros de suavizado. Por tltimo, presentaremos brevemente
algunha das dificultades que aparecen cando abordamos a estimacién da densidade multi-

variante no contexto xeral para un namero de variables elevado.

Ata o de agora vimos que a estimacion da densidade na recta real nos permite anali-
zar como é o comportamento estimado dun mostra en canto & concentracién de datos da
mesma. Deste xeito, zonas de alta concentraciéon de datos, eran zonas de alta densidade e
zonas de baixa concentracién, zonas de baixa densidade. Intuitivamente isto xeneralizase
ao plano, onde os datos poden presentar unha determinada orientacion, ligada & dependen-
cia dunha variable coa outra. Adiantando acontecementos, ambas variables do conxunto
de datos "OldFaith ful” miden periodos de tempo, unha delas entre erupciéns e a outra
da duracién das mesmas, polo que é razoable esperar que exista unha cerca relacién entre

ambas, que se traduce nunha correlacién positiva.

Asi, a estimacion da densidade no plano permitenos estimar as zonas de alta concen-

41
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tracion de datos dunha mostra tendo en conta a relaciéon entre as variables. Esta analise
conxunta proporciona resultados moi distintos a realizar a estimaciéon de cada unha das
dias variables por separado e logo extraer conclusiéns, porque este tltimo razoamento es-
quece a dependencia das mesmas. Tendo en conta o exemplo que imos analizar no Capitulo
3 sobre a distribucién dos ninos de avespa velutina no mapa de Galicia, a estimacion da
densidade no plano permite analizar a distribucién espacial de, por exemplo, unha especie,
como ocorre neste caso coas velutinas. Un tema moi actual, pero que non imos abordar
neste traballo, e cuxo estudo é similar ao que exponeremos no Capitulo 3, é a evolucién do
coronavirus no mapa mundial, de modo que a estimacién da densidade de casos axudaria
a paliar as consecuencias deste problema de satde publica e a respectar a liberdade de
movementos, dando unha medida de risco & poboacién e as autoridades sanitarias dunhas

zonas fronte a outras, permitindo asi actuar de xeito consecuente en cada unha delas.

Nas vindeiras secciéns deste capitulo consideraremos un vector aleatorio bidimensional
(X,Y) con densidade desconecida f e supofieremos que observamos unha mostra aleatoria
simple del, que denotaremos por (Xi,Y1),...,(Xn,Y,) € R2 O obxectivo serd estimar
a densidade f co estimador histograma e co estimador tipo nicleo, asi como comparar
estas estimaciéns por medio dos diferentes erros presentados xa no Capitulo 1 para o caso

unidimensional. Salvo que se indique o contrario, sexa (z,y) € R? arbitrario.

2.1. Histograma bidimensional

Comecemos esta secciéon mostrando un exemplo de cal é a utilidade do histograma
bidimensional empregando un conxunto de datos reais para, posteriormente, proceder a
formalizar a stia expresion matematica. Consideremos os datos ”OldFaith ful” que conte-
nen informacién sobre a duraciéon das erupcions, que denotaremos por Xi, e o tempo de
espera entre unha erupcién e outra, que denotaremos por Xo, do geyser "OldFaith ful”,
no Parque Nacional de Yellowstone, en Wyoming, nos Estados Unidos. A mostra tomouse
cunha medicién continuada entre o 1 de agosto ata o 15 de agosto do ano 1985. Os datos
extraéronse de R, estando a fonte de recollida orixinal no libro |Azzalini. and Bowman
(1990, paxinas 357-365).

Tratase dunha mostra aleatoria bidimensional de tamafnio n = 272. Ambas variables se
miden en minutos. O obxectivo é estimar a funcién de densidade conxunta da que proceden
estes datos. Na Figura[2.1|represéntase o diagrama de dispersion da mostra. Claramente os

datos estan orientados positivamente e existe unha relaciéon de dependencia entre ambos. A
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sta distribucién é moi variable, claramente bimodal e, como se recolle no libroShaughnessy
and Pfannkuch| (2002, paxinas 252-259), se pretendemos conecer os tempos de espera en
funcién da duraciéon da anterior erupcién, a predicién careceria de fiabilidade. Poderiamos
esperar entre 49 e 58 minutos ou 89 e 102 minutos. Sen embargo, se temos en conta que hai
dous grupos, un deles formado polos datos procedentes de tempos de espera pequenos e
duraciéns curtas e o outro polos datos procedentes de tempos de espera grandes e duracions

longas, a prediciéon é moi fiel 4 realidade.
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Figura 2.1: Diagrama de dispersion das duas variables do conxunto de datos ”OldFaih ful”.
A variable X recolle a duracion das erupciéns do geyser e a variable X5 o tempo de espera

entre unha erupcién e outra. A medida de ambas son os minutos.

Podemos interpretar a bimodalidade dos datos como segue: o mais frecuente son tempos
de espera pequenos e duracion das erupcions curta (X; e Xo toman valores pequenos, nas
stias respectivas escalas), e tempos de espera grandes e duracion das erupcions longa (X
e Xy toman valores grandes, nas stias respectivas escalas). Como consecuencia, os datos
concéntranse nos extremos superior-dereito e inferior-esquerdo do diagrama de dispersiéon
da Figura [2.1] Deste xeito, é esperable que a duracion do geyser sexa curta se agardamos

pouco tempo para vela dende a anterior erupcion, e longa en caso contrario.

Como veremos, o histograma bidimensional é unha xeneralizacién a dias variables do
caso unidimensional formulado no Capitulo 1. Para ter unha idea de como é a distribucién
marxinal de cada unha das variables podemos realizar unha analise individual de cada
unha delas, representando para distintos valores de h, catro histogramas, dous para cada
variable, como se mostra na Figura [2.2] Deste xeito, podemos obter unha idea previa de
como se comportan X; e Xy por individual. A escala das variables é moi diferente dado

que X; toma valores entorno ao intervalo [0,6] e X2 entorno a [40,100]. Sen embargo,
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ambas variables presentan un comportamento bimodal.
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Figura 2.2: Na parte superior moéstranse dous histogramas unidimensionais de X1, e na
inferior de X, para catro valores distintos de h. Ambas variables proceden do conxunto
de datos "OldFaithful”; X1 mide a duraciéon das erupcions do geyser e Xo o tempo de

espera entre erupcions, as dias en minutos.

Chegados a este punto, unha cuestion de interese seria preguntarnos como obter unha
posible representacion da distribucién conxunta dos datos. Unha solucién a esta cuestion
¢ o histograma bidimensional, que nos proporciona unha representaciéon en R? de como se

comportan, en termos de densidade e concentracion de datos, as duas variables en conxunto.

Supoiiamos que discretizamos o plano en rectangulos disxuntos By, B1, Bs...  R? cada
un cun ancho b, na compoinente z e b, na componente y. Podemos considerar calquera
orientacién do plano para estes rectangulos. Por exemplo, poden ser paralelos aos eixes
coordenados e asi simplificar a stia construcién pero, en xeral, esta perda de xeneralidade
pode dar lugar a unha peor estimaciéon. A orientaciéon dos rectangulos é un problema que

xorde no caso multidimensional, a diferencia do unidimensional.

A posibilidade de orientar os rectdngulos pode modelarse cun terceiro parametro que,
por exemplo, corresponderia co angulo que o lado do rectangulos asociado & lonxitude b,

forma co eixe de abscisas (eixe OX ). Unha posible forma de incluir a orientacién como pa-
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rametro seria denotar por @ este angulo e definir unha matriz de xiros (matriz de rotacion)
do seguinte xeito:
cos(f) —sen(f
wo) - [ e —sent®)
sen(f)  cos(6)

do plano no sentido antihorario. Posteriormente deberiamos incluir esta transformacién na

) € Ma,o, que representa a rotaciéon de angulo 6 graos

expresion do estimador histograma sen mais que considerar a particién paralela ao eixe
OX, aplicar o xiro a cada un dos rectangulos By, B1, Bs..., e asi obter a particién xirada

0 graos no sentido antihorario.

Este novo parametro, xunto co punto de anclaxe e a lonxitude dos lados dos rectangu-
los, aumenta o nimero de posibles formas que pode tomar o histograma, asi como a sta
complexidade. Xorden as seguintes cuestiéns: dado un conxunto de datos bidimensionais,
cal é o tamano dos rectangulos mais axeitado? e a sda orientaciéon? Para simplificar a ex-
posicién deste traballo omitiremos no que segue o problema da orientaciéon dos rectangulos

e centrarémonos na elecciéon do seu tamano.

Consideraremos rectdngulos paralelos aos eixos coordenados polo que para cada j € Z,
Bj = (tjz,t(j+1)2] % (tjy,t+1)y] € a orixe (toz,toy) do histograma, que corresponde co
punto de partida dos rectangulos empregados para discretizar R?, é o punto de R? cu-
xas coordenadas corresponden cos extremos esquerdos dos intervalos do seguinte produto:
By = (toztiz] x (toy, t1y]. Analogamente a como influia na forma do histograma unidimen-
sional, o punto de anclaxe tamén infliie na forma do histograma bidimensional.

Recordemos que 37" I{(X;,Y;) € B;} é a proporcién de datos mostrais que caen no

rectangulo Bj, para cada j € Z e que b.b, ¢ a stia area. Deste xeito, e por analoxia ao caso

unidimensional, a funcién estimada mediante o histograma en cada punto vén dada por:

i1 L(x, vi)eB;)

fhist((xvy)7 (b%by)) = nbmby

, Y(x,y) € Bj e para cada j € Z. (2.1)

E unha funcién a trozos, constante en cada rectangulo B;. Os parametros a elixir son a
lonxitude de cada lado dos rectangulos, que se determinara en funcién do tamano mostral,
e o punto de anclaxe. Este ultimo aparece indirectamente na expresion (2.1) dado que as

stias coordenadas determinan, xunto con b; e by, o rectangulo By e asi, todos os demais.

Unha vez definido o estimador histograma fm‘st é o momento de analizar conxuntamente
a distribucion dos datos de ”OldFaith ful”. Na Figura represéntanse dous histogramas

bidimensionais distintos para este conxunto de datos, na esquerda elixindo una lonxitude
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dos rectangulos menor e na dereita maior, correspondente a agrupar os datos en rectan-
gulos da mesma lonxitude, de tal modo que o espazo mostral quedase dividido en 20 e
5 subintervalos no eixe de abscisas e outros 20 e 5 no de ordeadas, creando unha malla
20 x 20 e 5 x 95, respectivamente.

Considéranse en todos os casos rectdngulos paralelos aos eixos coordenados a pesar de
que os datos presentaban orientacion positiva (ver Figura porque non incluimos como
parametro na definiciéon de fhist a orientacion. Esta restricion na forma do histograma
non sup6n un inconveniente para recuperar a orientaciéon da mostra, sobre todo para valo-

res mais pequenos de b, e by, por tratarse a orientacion dun fenémeno mais global que local.

bx=0.175 e by=2.65 bx=0.7 e by=10.6

Figura 2.3: Dous histogramas bidimensionais das dtas variables do conxunto de datos
"OldFaith ful”, para distintos b, e b,. Medidas en minutos, a variable X recolle a duracién

das erupciéons do geyser e a variable X5 o tempo de espera entre unha erupcion e outra.

O histograma da esquerda da Figura [2.3] ¢ bastante dentado, en contraposicion ao da
dereita, que ten escasas divisiéns. En ambos o punto de anclaxe é comiin, con coordenadas
(tox, toy) = (1,6,43), e corresponde coa esquina inferior esquerda da base de cada unha das
graficas. Nos dous histogramas observamos que hai dtas rexiéns do plano onde a concen-

tracion de datos é alta e no resto é baixa ou incluso nula.

A nosa mostra segue unha distribucién claramente bimodal, como se aprecia nos dous
mapas de calor da Figura [2.4] cada un deles relativo a cada un dos dous histogramas da
Figura Recordemos que os mapas de calor son unha ferramenta grafica que serve para
visualizar o comportamento dun conxunto de datos, empregando unha escala de cores para

representar variacions, neste caso, da densidade dos datos. Noutras palabras, os mapas de



2.2. ESTIMACION DA DENSIDADE TIPO NUCLEO BIDIMENSIONAL 47

calor corresponden coa vista aérea dos histogramas, onde as modificaciéns de cor e a lenda
nos permiten omitir a representacion das alturas das barras e asi reducir nunha dimensién

a grafica e facilitar a visualizacion.

bx=0.175 e by=2.65 bx=0.7 e by=10.6
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Figura 2.4: Dous mapas de calor das variables X; e Xs do conxunto de datos
"OldFaithful” de R, relativos a cada un dos histogramas da Figura Conservouse
a escala de cada unha das variables, ambas en minutos, sendo X7 a duracién das erupciéns

do geyser e X5 o tempo de espera entre erupcions.

Como xa vimos no Capitulo 1, o estimador tipo ntcleo proporciona resultados mais
exactos acerca da distribuciéon dos nosos datos no sentido de que obtemos erros de esti-
maciéon menores. Ademais é un estimador continuo que da lugar a unha estimacion mais
suave que empregando histogramas. Nese capitulo calculamos distintos criterios de erro do
estimador histograma unidimensional; sen embargo, como vimos que o histograma é menos
eficiente que o estimador tipo ntcleo, no caso bidimensional imos omitir estes detalles e
proceder directamente a traballar co estimador tipo nicleo, ao que si lle calcularemos en

pormenor os distintos criterios de erro.

2.2. Estimacion da densidade tipo niticleo bidimensional

Por analoxia ao caso unidimensional, o estimador tipo nticleo é unha mellora do histo-
grama tradicional en canto a que proporciona estimaciéns mais precisas e suaves e elimina
a dependencia do punto de anclaxe. Estas tltimas son algunhas das razéons que fan que,
logo do histograma tradicional e a stia sinxeleza, o estimador da densidade méis conecido

sexa o estimador da densidade tipo niicleo, pola siia eficacia na estimacion.
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Na Figura [2.4] representabamos dous diagramas de calor da duracions das erupcions
dun geyser e do tempo de espera entre elas, que vinan a ser a visualizaciéon aérea dos
dous histogramas bidimensionais correspondentes. Como xa observiabamos, a estimacion
era moi pouco suave, e a pesar de que non chegou a representarse, en moitos casos un
cambio no punto de anclaxe daria lugar a histogramas diferentes. Como mellora a estas
estimacions calculamos os contornos de nivel da estimacién tipo niicleo considerando o ni-
cleo gaussiano. Esta nova estimacion da densidade do conxunto de datos de " OldFaith ful”
corresponde coa Figura Ademais, para comparar ambas graficas, consideramos como
matrices de suavizado H = diag(0,175,2,65) e H = diag(0,7,10,6), que serian equivalentes
as lonxitudes dos lados dos rectdngulos e 4 orientacion paralela ao eixo OX no caso do
histograma. Os detalles técnicos quedan para mais adiante, onde se dara unha xustificacién
destas eleccions de H. De novo, observemos que hai dias zonas do plano de alta concen-

tracion de datos e que estes estan orientados positivamente.

h1=0.175 e h2=2.65 h1=0.7 e h2=10.6
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Figura 2.5: Curvas de nivel da estimaciéon tipo niicleo con niicleo gaussiano de X7 e X2 do
conxunto de datos ”OldFaith ful” de R xunto cos mapas de calor correspondentes. Ambas
variables se miden en minutos, sendo X; a duracién das erupciéns do geyser e X 0 tempo

de espera entre erupcions.

Claramente a estimacién tipo ntucleo proporciona resultados méis suaves e estimaciéons
mais precisas, como se observa ao comparar as graficas das Figuras[2.4]e[2.5] A continuacion
imos definir a funcién de densidade estimada por este método. Para cada (z,y) € R?,

. 1 &
F) ) = — 3 Kn(e = Xivy — Y0, (2.2)
i=1

onde K é a funcion nucleo (densidade unimodal simétrica de media cero) e H = H(n) =
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H, € Ms,o é a matriz de pardametros de suavizado, necesariamente simétrica, definida
positiva e non singular, porque a parametrizamos como unha matriz de covarianzas, que

controla a orientaciéon e o nivel de suavizado do ntcleo, e depende do tamano mostral.

A matriz H é o homologo ao pardmetro h no caso unidimensional, pasando agora a
ter que estimar ata 3 parametros diferentes en relaciéon a ela. Sen embargo, o papel da
matriz de parametros venta no caso bidimensional non é exactamente o mesmo que no uni-
dimensional: agora h; e hg son os termos asociados & varianza e no caso unidimensional, h
correspondia & desviacion tipica. Esta diferenza débese unicamente & notacién empregada:
se no Capitulo 1 usasemos h? en lugar de h, esta corresponderfa tamén & varianza. Ademais
agora aparece un termo relacionado coa covarianza, his, como consecuencia da interacién

das duas variables.

Por analoxia ao caso unidimensional,
Ki(z,y) = |H"2R@E2 [ 7)), (2.3)
Y

onde |H| é o determinante de H e H~/? ¢ a raiz cadrada da inversa de H, que existe por

12 bodemos empregar a forma canonica de Jordan da

ser H non singular. Para calcular H~
matriz H, ¢ dicir, descompoiiela en H = PJP~!, onde P ¢ unha matriz invertible formada
polos autovectores de H en columnas e J é unha matriz diagonal cuxos elementos diagonais
son os autovalores de H (como H é simétrica e con coeficientes reais. é diagonalizable en
R polo Teorema Espectral: ver demostracion no libro Moscoso|2004], Secciéon 2.4, Teorema
2.22). Deste xeito, H 12 = pj=12p=1 onde J~1/2 non é mais que calcular a raiz cadrada
de cada elemento diagonal de J.

No caso particular de que H fose diagonal, obteriamos que H = J e asi, H -2 = g2,

Ademais Ky é a densidade dun vector aleatorio HZ, onde Z segue unha distribucion
bivariante con densidade K, e o ntucleo reescalado trasladado non é mais que centrar o
nicleo reescalado Kp en cada observacion mostral (X;,Y;),i € {1,...,n}. Deste xeito tras-
ladamos a cada observaciéon mostral o maximo que K presenta na orixe e asi, o estimador
tipo nicleo pédese interpretar como a densidade resultante de cambiar os valores da mos-
tra por vectores aleatorios independentes e distribuidos de acordo ao nicleo reescalado
Ky, centrado en cada dato mostral. Novamente o estimador tipo nicleo é un promedio de

densidades centradas nos datos mostrais, convenientemente reescaladas.

Para fixar ideas supofiamos que o niicleo segue unha distribuciéon normal estandar bi-
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variante, é dicir, que K (z,y) = gbﬁ» ; (z,y), cuxa expresion formal corresponde & expresion
342

(A.4) do Apéndice A, e consideramos a matriz de suavizado

h h
H = (hi, h12; hi2, he) = BT ) € Moo
hi2  he

Deste xeito, o niicleo reescalado vén dado por
Kule.9) = o ,(00) = 5o [ 2o (GHant ), @
e o nucleo reescalado trasladado por
Kyl — X, y—Y;) = %mrl/? exp (_21(:5 — X, y—Y)H (z — Xi,y — Y,)’) . (2.5)

polo que este tltimo é unha distribucién normal bivariante centrada no dato mostral
(X;,Y;) e con matriz de varianzas e covarianzas H. Como vemos, a interpretacion ¢ analo-
ga ao caso unidimensional pois, onde representabamos campas de Gauss unidimensionais,

agora representdmolas bidimensionais.

O estimador tipo nicleo de f en (x,y) adopta a seguinte forma:
; _ gy X VVH M — Xy — Vi
F((e.). H) = 5 |H] ;exp( Lo Xy VOH @ - Xy -v)). (20

Notese que o termo vinculado coa orientaciéon da estimacién é o termo hio. Entén, tomar
h12 = 0 na estimacién tipo niicleo é o equivalente a considerar rectangulos paralelos aos
eixes coordenados no histograma, xustificando asi a elecciéon das matrices de suavizado na
Figura Por analoxia ao que fixemos no histograma da Seccién 2.1, suponamos que a

matriz H esté restrinxida a ser diagonal e asi:

h 0
H = diag(hy, he) = ( 01 " ) € Moyo, h1 > 0, hy > 0, polo que o niicleo reescalado sera
2
Kp(,y) = ﬁf<ﬁ><yﬁ>

e o nucleo reescalado trasladado
1 (x - X; i) (y Y;
Vhy \ﬁ Vhy Vhy

Deste xeito o estimador tipo niucleo de f en (x,y) é da forma

KH( th Y)

°).

A 1 & y Y
flz,y),H) ==>» Kgle —X;,y—Y;) = ¢>
(). H) = 3 Kl = Xy =¥ 2: o
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Na Figura [2.6] mostranse os contornos de nivel de dez ntcleos individuais empregando
como nucleo a distribucién normal estdndar e como matriz de suavizado H = (1, %; %, 2). Os
datos proceden dunha distribucién uniforme no cadrado unidade, centrando os contornos de
nivel de cada unha das campas de Gauss nos dez valores mostrais. O estimador resultante
é o promedio destas dez campas de Gauss, sendo os seus contornos de nivel elipses con

orientacién positiva, como consecuencia de que hjo = % > 0.

0.6 0.8 1.0 1.2

0.4

0.2

0.0

3 - @ 0

T T T
02 00 02 04 06 08 10 1.2 00 02 04 06 08 10 1.2

-0.2

Figura 2.6: Construcién da estimacion tipo nucleo bivariante: a esquerda, contornos de
nivel de dez ntcleos individuais correspondentes de centrar campas de Gauss en dez obser-
vaciéns mostrais procedentes dunha distribucién uniforme no cadrado unidade; a dereita
contornos de nivel xunto co mapa de calor da estimacién resultante. Destaquemos que
o nicleo empregado segue unha distribucién normal estandar e a matriz de suavizado é

H=(1,%:3.2).

2.3. Ciriterios de erro da estimaciéon da densidade tipo nticleo

Agora consideraremos diferentes erros co obxectivo de obter criterios para escoller a
mellor matriz de pardmetros ventd H. No Capitulo 1 comentamos cal era o nacleo 6ptimo
no caso unidimensional, sen embargo, no caso bidimensional imos omitilo por non ser maéis
que unha xeneralizaciéon inmediata: o nicleo 6ptimo para d = 2 é o ntcleo Epanechnikov

bidimensionall] Paralelamente ao caso unidimensional, a anélise da actuacion do estimador

!A funcién nicleo Epanechnikov bivariante definese como segue:

K®(z,y) = 2n(1 — (2® + *)[2* + 3° < 1]
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tipo ntcleo requirira explicar con detalle criterios de erro puntuais, que midan o erro que o
estimador comete cando estima a densidade nun punto, asi como criterios de erro globais,

que cuantifiquen o erro que comete ao estimala no plano.

2.3.1. Erro cadratico medio

Como xa adiantamos no Capitulo 1, o erro cadratico medio emprégase para medir o erro
ao estimar a densidade f nun punto fixo (x,y) por f ((z,y), H). Proporciona unha medida
puntual: para cada (x,y) € R?, medimos a discrepancia entre o niimero real desconecido

f(z,y) e a sta estimacion puntual f((x,y), H). Recordemos que se calcula como segue:
MSE[f((x,y), H)] = Var[f((z,y), H)] + Nesgo’[f ((x,y), H)]. (2.8)

Paralelamente ao caso unidimensional, podemos considerar que o estimador da densi-
dade tipo nicleo bidimensional é a convolucién da medida de probabilidade inducida polo
nicleo reescalado Ky coa distribucion empirica dos datos. Co obxectivo de obter unha
expresion do erro cadratico medio, calculemos a media e a varianza do noso estimador, en
termos da funcién f, e sen imporfier restricions & matriz H.
Comezando coa expresion da media, obtemos que
E[f((x,y), H)] = E[Ku((z,y) — (X,Y))] = » Ku((z,y) — (2,9) f(Z,9)dzdy = (Kn * f)(z,y).

Do mesmo modo, a expresion da varianza rediicese a

Var[ (). 1] = VarlKin((w.9) = (XY = - | K@) = .9 @ 5)didi—
— ) K@) = @)@ D) = (K D) = (K> ),

Nesta mesma terminoloxia, temos que Nesgo[f((z,y), H)] = (Kg = f)(x,y) — f(x,y),
polo que substituindo na expresion (2.8)) do erro cadréatico medio

MSE[f((x,y), H)] = %((K?{ x [)(w,y) — (K = [)*(2,9) + (Kg * f)(@,y) — f(z,9))*
(2.9)

Dado que f é desconecida, a dependencia da matriz H ¢é dificil de visualizar nestas
formulas, igual que ocorria no caso unidimensional. Ademais, na secciéon da estimacién
tipo niicleo do Capitulo 1 vimos como este estimador ten dificultades en aproximar con
exactitude rexions onde a curvatura da funcién 4 estimar é moi marcada, como mostramos
no caso da mestura de dtas distribucions normais na Figura [I.9] onde a funcién orixinal

presenta didas modas moi marcadas.
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Procedamos agora a analizar nun exemplo como é o erro cadrético medio do estimador

tipo nicleo bivariante para aproximar a mestura de distribuciéns normais dada por

1 1 (22 U4 1 -1 (32 o
(A ) w0 8)) e

na orixe e posteriormente ver o diagrama de calor que mostre como varia o erro cadrético
medio no plano, fixado un tamafio mostral e un pardmetro venta. En primeiro lugar, fixe-
mos (z,y) = (0,0) e suponamos que f vén dado pola expresion |D As curvas de nivel
da funcion de densidade desta mestura represéntanse na gréafica da esquerda da Figura[2.7]
para ter unha idea de como é a sta distribucién e apreciar a sta bimodalidade. Co obxec-
tivo de conseguir unha representacién grafica en R? e asi, unha mellor interpretabilidade,

supofiamos que h; = hg = h > 0, é dicir, que H = diag(h, h).

Empregaremos o linguaxe Maxima, (2019) para efectuar algunhas contas. Maxima dis-

tribiiese baixo a licencia GNU-GPL e é de libre acceso. Obtemos que:

30 55125h*—48705h%—19652 —18
(K2 + £)(0,0) = 1 [15\/§eXp(@ 675 1200h7 1272 ) 186Xp(9h2+8)] e que
H " (4m)3 VGTBRE + 120002 + 272 On? + 8
15 110250h*—48705h2—9826 -9
(Ky % £)(0,0) = £[15\/§QXP(@ 6T 600h2 168 ) 186Xp(9h2+8)]
’ 27 V675h% + 600h2 + 68 9h2 + 8

e asi, pola expresion 1) xa temos todos os termos necesarios para calcular M SE| f ((0,0), h)].

Na gréfica central da Figura 2.7 mostranse as curvas do erro cadratico medio na orixe
para h € (0, 1] e tamanos mostrais n € {10, 20, 50, 100,200}. Observamos que o erro dimi-
nie lentamente ao aumentar n e que a venta 6ptima é cada vez mais pequena, apreciando a
dependencia de n que presenta o h 6ptimo, que posteriormente xustificaremos. Para valores
de h menores que o minimo a funcién é estritamente decrecente e logo crece estritamen-
te pero con menos pendente ao longo da recta real positiva. Con tamanos mostrais mais
pequenos e segundo indica a lenda, o minimo acddase despois que con tamanos mostrais

maiores. Observamos que en h = 0 todas as curvas presentan unha asintota vertical.

Co fin de visualizar como varia o erro cadratico medio no plano e apreciar os cambios
entre vales e modas, na grafica da dereita da Figura[2.7) represéntase un diagrama de calor
que mostra como varia o erro cadratico medio no cadrado [—3,3] x [—3, 3]. Fixamos un
tamafno mostral n = 200 e, guidndonos pola grafica central, un parametro venta h = 0,05,
proximo ao h 6ptimo na orixe restrinxindo H & clase de matrices diagonais multiplo da

identidade. Nas duas modas da densidade teérica, o erro cadritico medio acada os valores
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mais elevados: por similitutde ao caso unidimensional, a estimacion tipo nicleo ten dificul-

tades na estimacién en lugares onde a curvatura da funcién orixinal é moi marcada.
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Figura 2.7: A esquerda, curvas de nivel da densidade correspondente 4 mestura de normais
bivariantes dada por ; no centro, erro cadratico medio na orixe para a estimacién tipo
ntucleo dada pola expresion con H = diag(h,h), h € (0,1] e n € {10, 20, 50, 100, 200};
na dereita, grafica de calor para o erro cadratico medio no plano correspondente & estima-

cion tipo nicleo fixado n = 200 e h = 0,05.

Como este criterio de erro é puntual e o obxectivo da estimacion da densidade é obter
como acttia globalmente a distribucion probabilistica dos nosos datos, necesitamos definir
criterios de erros globais que nos proporcionen informacién sobre como se comporta a
estimaciéon a nivel global, e non s6 localmente. Con este fin definiremos o erro cadrético

integral e o erro cadratico medio integral.

2.3.2. Criterios de erro globais exactos

Supofiamos que f e a sia estimacién son cadrado-integrables, ¢ dicir, que f, f (wH) e
Z2(R?). O erro cadratico integral é un criterio de erro global, dado que non depende do
punto onde se avalia o estimador, definido do seguinte xeito:

ISELfCH)) = [ (FlGe0).H) = fa,y)Pdady, (211)

Tratase dunha variable aleatoria e polo tanto, dunha medida estocastica para cuantificar
o erro que comentemos na estimacién de f. Por iso mesmo definimos o erro cadratico medio
integral. Este altimo proporciénanos unha medida de erro global cometida ao aproximar

no plano a funcién f por f (-, H). Tratase da media da distancia ao cadrado en .Z2?(R?)

- 0.000
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entre as funcions f (-,H) e f, é dicir, da esperanza matematica do ISE.

A stia expresion analitica vén dada por:

MISE[F(. 1) = B (F((a)s ) = f(a.y)*dads] - (2.12)
= J Var[f((x,y), H)]dzdy + f Nesgo?[f((z,y), H)]dzdy, (2.13)
R2 R2

onde a dltima igualdade é valida suponendo que o orde da integracion e a esperanza poidan

intercambiarse. Para garantir iso, consideremos o seguinte teorema:

Teorema 2.1. (Teorema de Fubini-Tonelli). Sexa g: R™*F — [0, 0] unha funcion
medible non negativa. Logo a funcidn da variabley € R¥, g,: y — g(y) = g(x,y) € medible
para case todo x € R™; a funcion | definida case para todo x € R™ porl(x) = (g g(2, y)dy €
medible. Ademais g, 1(2)dx = §poir 9(x, y)dady (€ dicir, a integral de g coincide coas sias

integrais iteradas e asi temos asequrado que podemos intercambiar a orde da integracion).

Demostracion: Ver o libro [Sattinger|[2004, Capitulo 4, Seccion 4.1.

Tendo en conta que, ao existir densidade, a esperanza é unha integral con respecto a

densidade conxunta e ademais é unha funcién medible, polo Teorema [2.1}

E[f <f<<m,y>;H>—f<x,y>>2dxdy]=f E(f((x,y); H)—f(x.9))2dxdy = | MSE[f((x,y), H)|dzdy.
R?2 R2 R2

Deste xeito, empregando a expresion (2.9) do M SFE, reescribimos o M IS E como segue:

MISE[f(, H)] = fR2 (K = D)) — (Ko J20) + (K £)(,y) — ) Poady =
_ 1f (K » f) (. y)ddy — 1f (K )2 (e, y)dedy + f (K )2, y)deedy—
R2 n Jr2 R2

n

-2 JRQ(KH « f)(@,y)f(z,y)dedy + JRQ F (. y)dedy =
1 1
= |« D dedy + (0= DR ) =2 [ (Fn s £) ) )dady + RO
Ao igual que ocorria co erro cadratico medio, non podemos obter expresions simples do
MISE que nos permitan analizalo con facilidade. Isto débese a que depende de H dunha
forma complexa, non lineal; ademais, consideramos integrais cuxo integrando involucra &
funcién f, que é descofiecida. En consecuencia, definiremos erros asintoticos, cuxa expresion

é moito mais sinxela e a dependencia da matriz de suavizado é mais clara.
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2.3.3. Erro cadratico medio integral asintético

Como xa dixemos, e paralelamente ao que ocorria no Capitulo 1, a expresion do MISE
presenta unha dependencia da matriz de suavizado moi complicada. Isto motiva a definir
erros asintoticos como sera, neste caso, o erro cadratico medio integral asintético, como

unha aproximacién asintética do erro cadratico medio integral.

Recordemos que os elementos da matriz H = H,, = H(n) dependen do tamano mostral
n e definamos o0 AMISE como unha aproximacion asintotica do MISE que satisfai que
MISE{f(-;H)} «~ AMISE{f(-; H)} cando n —> 0. Veremos que na siia expresion esté
claramente dividida a procedencia do erro en nesgo e varianza, polo que serd méis doado
apreciar o efecto da matriz de parametros ventd H no estimador tipo nucleo, € dicir, a sia

influencia no suavizado da estimacion.

Como obxectivo de obter unha expresiéon compacta do AMISE, consideremos a se-

guinte definicién, e introduzamos notacién que nos permita abreviar termos.

Definicién 2.2. Dado un vector aleatorio (X,Y) e k € N, definense os momentos non

centrados de orde k como:
Miy by = B[ XY™ Vkx, k, e NU {0}, kx + ky = k,

sempre que as expresions XX e Y*v estean ben definidas e existan ditas esperanzas. No-
tese que tamén se poden definir os momentos centrados (en medias) e particularizar a

definicién para o caso dunha variable aleatoria.

Notacion 2.3. Sexa K unha funcién nucleo de duaas variables simétrico-esférica, cadrado
integrable e con momento non centrado de segundo orde finito (para que as seguintes inte-
grais sexan finitas e coincidan); isto significa que §p, K (2, y)dedy = §po yK (x,y)dzdy = 0,
Sge K?(x,y)dzdy < o e que
J 22K (z,y)dzdy = J y*K (z,y)dxdy, que denotaremos por mo(K).
R2 R2
No caso de ser K a densidade asociada & distribucién normal estdndar bivariante,

malK) = [ sPo@stwdedy = [ o[ s@in)dy = [ Pty =1.

A continuacién consideramos un teorema que nos proporciona condiciéns baixo as cales
temos asegurada unha expresion asintética do MISE, e como ¢é a stia formulacién no caso
de que o nicleo sexa unha normal estandar e H diagonal. No libro de [Chacén and Duong
2018], Capitulo 2, Secciéon 2.6 e 2.9, explicase con rigurosidade a proba deste teorema para

o caso multivariable; aqui daremos unha idea esquemética da demostraciéon para d = 2.
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Teorema 2.4. Sexa f unha funcion de densidade cadrado-integrable e dias veces dife-
renciable, con todas as derivadas parciais de sequndo orde limitadas, continuas e cadrado-
integrables. Suponamos que o nicleo K é unha densidade cadrado-integrable, simétrico-
esférica e con momento de sequndo orde finito; por analoxia ao caso unidimensional, su-
poriamos que a matriz de suavizado H = H,, € diagonal e verifica que

1 1 -1

mzn |H|2 — 0 e |H| = hihy — 0, cando n — 0.

Baizo estas podemos obter unha expresion asintdtica do MISE do estimador f

Se ademais suponemos que o nicleo K seque unha distribucion normal estdndar

AMISE{f(-,H)} = WR(K) + im%(K) JRQ tr’{HH f(x,y)}dedy =  (2.14)

1
B 47T7’L\/ hl\/ hg

1

Lo 2
T, + Z(hl + h3)R(f),

|
+ (T + h%)QJ fP (@, y)dzdy =
RQ

(2.15)
onde para cada A € Maya, tr(A) denota a traza de A, polo que tr denota o operador traza.

Idea da demostracion. A proba do teorema reside en calcular expresions asintoticas
do nesgo e da varianza de f empregando expansions de Taylor en ddas variables, que
involucran derivadas de segundo orde mixtas. En consecuencia, baixo as condiciéns do
Teorema pero sen esixir necesariamente que K siga unha distribucién normal estédndar,
obtemos unha expresion asintdtica do MISE de f , que da lugar a expresion ([2.14]).

Se ademais engadimos que o nicleo K se distribiie baixo a normal estandar bivariante, a

seguinte igualdade formulada no Teorema é inmediata recordando que:

tr{HHf(x,y)}=f(x,y){<lgl ;)(’Q }i)}:f(x,y)(h%m%).

Spe tr?{ HH f (z,y)}dwdy = (hi + h3)? {o f*(x,y)dwdy = (h + h3)*R(f).

Con isto finalizamos, a grandes rasgos, a demostraciéon do Teorema. O

Concluimos que a expresion do AMISE, no caso de que o niicleo sexa a densidade
dunha normal estdndar e H sexa diagonal, ten unha dependencia moi sinxela da matriz de
parametros de suavizado, resultando unha expresiéon moi facil de derivar con respecto s

variables hy e hy. O primeiro sumando é procedente da integral da varianza e o segundo
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da do nesgo ao cadrado. Debemos obter un equilibrio nesgo-varianza coa finalidade de
minimizar o AMISFE: o obxectivo é empregar unha cantidade de suavizado 6ptima, pois

esta equilibraria os termos de nesgo e de varianza. Nesta lifia, temos que:

» Un ancho de banda pequeno (h; e hy toman valores pequenos) conduce a que o es-
timador empregue poucas observaciéns na ponderacién, obtendo pouco nesgo pero
moita variabilidade: a estimacion en cada punto estéd moi condicionada polos datos
mais proximos. Deste xeito o estimador dependera moito deles, influenciado pola
varianza mostral, polo que considerar unha mostra distinta poderia dar lugar a esti-

macions moi diferentes.

» Un ancho de banda grande (hy e he toman valores grandes) produce un aumento do
nesgo dado que empregaremos moitas mais observaciéns na ponderacién no punto de
interese, reducindo asi a variabilidade da estimacion. Deste xeito, a funcién estimada
serd maéis robusta en canto a que, cambiando a mostra, a nova estimacion seré similar,

pero nesgada.

Recordemos que no caso unidimensional a consistencia asintética estaba garantizada
se h -que correspondia coa desviacion tipica das campas de Gauss que formaban parte do
promedio que daba lugar ao estimador tipo nicleo con niicleo normal- converxe a cero e
nh a infinito. Isto pode reescribirse no caso bidimensional coas dias condiciéns seguintes:

1 _1 -1
————=n '|H|2 — 0e|H|=hihy — 0, cando n — o© 2.16
—r = 1 (216)

onde agora os termos hi e hy corresponden & varianza. E dicir, se se cumpre as dias con-
dicions de (2.16) aseguramos que AMISE[f(-, H)] — 0 cando n — .

Calculemos as derivadas parcias da expresion (2.14) do AMISE co obxectivo de mini-

mizalo con respecto de hy e ha:

d . 1 MR
L AMISBIf( 1)) =~y M)
1 87Tnh12 h22
) 1 h
é}AﬂHSEU(Jﬂ]:—-  + QEUX
2 8nh? h3

Igualando a cero as expresions anteriores obtemos un sistema de dtias ecuaciéons non lineais
e dias incognitas que, por exemplo, resolvendo polo método de substitucion, e empregando

que h; > 0 e hy > 0, ten unha solucién dada por:

1 1 _%
hlZ(W)“” s ho

)an"3. (2.17)

I
—
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Calculando a matriz hessiana e substituindo os valores de h; e hy de obtemos que
minimizan a expresion (a matriz resultante é definida positiva). Sen embargo, ambos
valores estan dados en funcion do termo desconecido R(f), paralelamente ao que ocorria
coa expresion do hanrrse do Capitulo 1, que dependia de R(f”).

2.4. Seleccién da matriz de parametros venta

No Capitulo 1 comentouse a Regra do Polgar co obxectivo de explicar como escolle-
mos en funciéon da mostra o parametro ventd na estimacién tipo nicleo unidimensional,
empregando R. Pola stia construciéon, a Regra do Polgar pédese extender & estimacién da
densidade para mais dunha variable sen méais que considerar agora dous haprrsg, dados
polos hy e ho da expresion , supofiendo que a matriz de parametros de suavizado
H ¢ diagonal. Asi estimariamos R(f) suponiendo que f segue unha distribucion normal
bivariante e o resto do razoamento é analogo ao caso unidimensional xa exposto.
Recordemos que esta estimacion paramétrica no caso unidimensional consistia en estimar
p empregando a media mostral e 2 empregando a varianza mostral (método de Scott), ou
o minimo entre esta e o rango intercuartilico estandarizado/1,349 (método de Silvermann),
entre outros. Para d = 2 dimensiéns aumenta o nimero de pardmetros que debemos esti-
mar, que agora son os elementos do vector de medias e da matriz de varianzas e covarianzas,

pero o razoamento ¢ o mesmo.

Existen outros métodos para estimar a matriz de parametros venta éptima baseados en
minimizar algtn criterio de erro xa definido, estimando R(f) de forma non paramétrica.
Entre eles destaca a xeneralizacién a dudas dimensions da Regra de [Sheather and Jones
(1991)), baseada nunha estimacion non paramétrica do termo descofiecido R(f”) da expre-
sion do AMISE da estimacion tipo nticleo unidimensional, e cuxo razoamento se poderia
xeralizar neste caso 4 estimacion de R(f) do AMISE bidimensional.

Alternativamente, presentaremos dous métodos que seguen un camino distinto, xa que se
centran en minimizar un estimador do MISFE (validaciéon cruzada inesgada) e do AMISE

(validacion cruzada nesgada).

2.4.1. Validacién cruzada de minimos cadrados ou inesgada

Este método de seleccion da matriz de suavizado foi exposto por Rudemo (1982) e
por Bowman| (1984). O seu nome estd motivado pola seguinte expansion do MISE, que

recordemos que considera diferencias ao cadrado para evitar que se contrarresten termos
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positivos e negativos, e cuxa relaciéon xustifica o nome de minimos cadrados:
MISE[FC, 8] = Bl (F((.9): H) = f(a.)Pdndy)] -

R2

=B | F(Goy)s 1) dndy] =281 F(Go.): H) ooy + RO,

Como R(f) non depende de H, minimizar o M IS FE respecto de H é equivalente a minimizar

respecto de H a seguinte funcién:

B() B[ f(Gw)stPdedy =2 | F(Gou)s i) dads].

Un estimador inesgado da cantidade anterior vén dado por
. 2 & .
LSCV(H) = | f((w.w) Hdody = 2 Y, F4((X0 Y. H), (218)
R? i

ainda que amiido tamén se denota por UCV, do inglés unbiased cross validation, onde

1 n
n—1 Z KH(x_vay_}/})
Jj=1jg#i

fli((:ay)?H) =

é a estimacion tipo nucleo de f empregando a matriz de suavizado H, o nucleo K e a mos-
tra de tamano n — 1 (X1,Y7),...(Xi-1,Yi-1), (Xit1, Yis1), -y (X, Yo ), i € {1,...,n}. Como
o estimador LSCV (H) & un estimador inesgado de ®(H), ¢ razoable pasar a minimizar
a expresion con respecto de H. Ata o de agora neste apartado non impuxemos
ningunha restricién sobre a matriz de suavizado, sen embargo, en moitas ocasiéns e para
simplificar os calculos na minimizacion de LSCV (H ), suponse que H esta restrixida a ser

diagonal. A matriz H que minimice LSCV (H) dendtase por Hrscy .

Coémpre destacar que se na practica atopamos varios minimos desta funciéon, debemos
restrinxir o proceso de busqueda a un rango fixo axeitado, onde existird un tnico minimo.
Se o nicleo K segue unha distribucién normal esténdar, no libro |Chacéon and Duong) 2018,
Capitulo 3, Seccioén 3.4, xustificase a seguinte simplificacion da expresion , operando
o primeiro sumando e empregando propiedades da distribucién normal para reducir o

segundo a unha expresiéon mais conecida:
n

Y, (bom —20m)(Xi — X;,Y; = Y)),

1 _
LSCV (H) = mIHI% +
ij=1%i

1
n(n—1)
onde ¢y, representa a funciéon de densidade dunha Ng(ﬁ), Y}). Sen embargo, podese ver
como o comportamento na practica deste método de selecciéon de parametros venté é moi
variable e en moitos casos desacertado, polo que é conveniente formular outro método
de seleccion que mellore as desvantaxes deste. Con ese obxectivo introdicese a validacion

cruzada nesgada.
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2.4.2. Validacién cruzada nesgada

Agora imos considerar un método de seleccién de matriz de pardmetros venta baseado
na expresion do AMISE, que conducira a que sexa nesgado, e non na do MISE, como
ocorria co método anterior, que era inesgado. Foi formulado por|Scott and Terrel| (1987)), que
consideraron que a funcién a minimizar era a obtida substituindo a funciéon f da expresiéon
do AMISE pola sta estimacién tipo nucleo, f (-, H). Dado que a expresion do
AMISE unicamente a calculamos baixo o suposto de que H sexa diagonal, suponamolo
agora tamén. Asi, conecemos todos os termos da funcién que queremos minimizar, dado
que vén dada por:

1 1
4rn/hivha Z

onde BCV procede do inglés biased cross validation. A matriz H que minimice BC'V (H)

BCV(H) = + = (h? + h3)R(f), (2.19)

denotase por Hpcy . Paralelamente ao que ocorria co método inesgado, se o nicleo K segue
unha distribucién normal estandar, o termo R( f) da expresion 1) podese simplificar,

reducindo dita expresion a:

1 h? + h3 - y Y;
BCV(H) = 47Tn\/7\/7+4712h1h2 (;qﬁ \/7 \/7)>

Consideramos a validacion cruzada nesgada coa esperanza de que o aumento do nesgo

conducira a unha diminucién da varianza, respecto & validaciéon cruzada inesgada. Sen em-
bargo, estudos posteriores demostraron que isto non era asi polo que é preferible o criterio

de validacién cruzada inesgada.

Non existe ningtn selector de matriz de parametros venté que sexa o méis competitivo e
acade os mellores resultados en todas as mostras. En gran medida, o comportamento de ca-
da método depende do conxunto de datos considerado e das stuas propiedades (modalidade,

simetria, dispersion,...).

2.5. Xeneralizacion ao caso multivariante: A maldicion da di-

mension

A maldicién da dimension ou fenémeno de Hughes é un importante problema que xor-
de ao xeneralizar a estimaciéon da densidade ao caso multidimensional. Os primeiros en
estudar este fenomeno foron Hughes| (1968) e Bellman/ (1961). O primeiro deles tratou este
problema mentres estudaba a relaciéon de acerto esperado dun clasificador coa complexida-

de do mesmo e co nimero de mostras empregadas para entrealo. Ilustremos este fenémeno
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co seguinte exemplo:

Chega con empregar n = 100 puntos para mostrear o intervalo unidade [0, 1] de tal xeito
que os puntos non disten méais de 1072 entre eles. Para obter unha mostraxe equivalente
no cadrado unidade [0, 1] x [0, 1] fan falta 10* puntos. Isto fai que a estimacién tipo ntcleo
bivariante tena unha complexidade computacional maior que no caso univariante dado que
precisamos maéis datos para obter a mesma concentraciéon mostral. O mesmo ocorre co
histograma, que tamén padece este problema ligado & dimensiéon. Ademais, a natureza de

moitas mostraxes pode imposibilitar a obtenciéon de mostras de tamafio demasiado elevado.

Sen embargo, a gravidade do problema é baixa na estimaciéon bidimensional e aumenta
considerablemente para o caso d-dimensional, con d > 3. Neste tltimo, o tamano mostral
deberia ser moi elevado para garantir estimaciéons precisas pero o coste computacional pode
chegar a incrementarse demasiado ou non ser posible obter mostras tan grandes. Ademais,
para n = 3 tamén hai un problema de visualizaciéon dado que s6 somos capaces de ver en
tres dimensions e grafica atopariase en catro ou méais. Entre outras cousas, poderianse usar

graficos de calor, pero tamén seria dificil de visualizar.
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Figura 2.8: Representacién grafica do problema da dimensién para d = 2 dimensions:
a esquerda, n = 100 valores aleatorios do intervalo [0,1] e a dereita, n = 100 valores
aleatorios do cadrado [0,1] x [0, 1].

Na Figura [2.§] ilustramos este exemplo. Asi observamos como, para un mesmo tamano
mostral, ao pasar ao caso bidimensional, os datos se atopan mais espaciados que en di-
mension un. Polo tanto para un mesmo tamano das vecinianzas, a densidade de datos seré
moito menor e como consecuencia podemos atoparnos nunha situaciéon de escaseza de da-
tos nas vecinanzas e asi, obter estimaciéns pouco precisas. Como a mostra debe aumentar

considerablemente ao aumentar a dimensién, o coste computacional é moito maior.
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Existen diversas soluciéns ao fenémeno de Hughes ligado & estimaciéon da densidade
que podemos citar a modo de exemplo, pero que non son de interese neste traballo dado
que ao sumo manexaremos d = 2 dimensiéns, como pode ser a estimacién paramétrica ou
a semiparamétrica, que impoien mais restriciéons sobre a funcién a estimar pero tamén
que tenen un coste computacional menor e esixen un tamano mostral mais pequeno. Este
ultimo xeito de estimaciéon da funcién de densidade combina un termo paramétrico cun
non paramétrico, flexibilizando asi a estimacién paramétrica pero sen lograr a flexibilidade
da estimacién non paramétrica. Agora ben, neste traballo non abordamos o enfoque para-
meétrico nin o semiparamétrico, dado que unicamente consideramos o caso unidimensional

e o bidimensional, polo que é suficiente a estimacién non paramétrica.
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Capitulo 3

Analise de datos

Ao longo do anterior capitulo empregamos os datos de ”OldFaithful” para ilustrar
os dous tipos de estimadores da densidade bidimensional considerados: o histograma e o
estimador tipo nicleo bidimensional; asi como o histograma e o estimador tipo niicleo uni-
dimensional en cada unha das dias variables. Agora imos analizar un novo conxunto de
datos, xa empregado brevemente na Introducién deste traballo, proceder ao seu anélise
e, entre outras cousas, & estimaciéon da sta funciéon de densidade. A natureza dos datos
conduciré a que s6 estudemos a sia distribucién conxunta, centrandonos na sda estimacién
tipo ntcleo e na elecciéon dunha matriz de suavizado. Dado que a mostra se tomou en anos

distintos, tamén analizaremos a evolucién temporal da poboacién 4 que pertence.

Os datos que imos a empregar recollen informacién sobre a posiciéon de nifios de avespa
velutina en Galicia entre os anos 2016 e 2018, ambos inclusive. Atépanse no sistema de
coordenadas universal transversal de Mercator (en inglés Universal Transverse Mercator,
UTM) que permiten debuxar as posicions no mapa galego. Este sistema de coordenadas
esta baseado na proxeccion cartografica transversa de Mercator, que se constrie como a
proxeccion de Mercator normal (proxeccion cilindrica conforme, é dicir, que conserva os
angulos, onde os meridianos son paralelos e equidistantes e as linas de latitude son paralelas
pero vanse afastando unhas das outras cara os polos), pero en lugar de facela tanxente ao

Ecuador, realizase secante a un meridiano.

A diferenza do sistema de coordenadas xeograficas, expresadas en lonxitude e latitude,
ambas en graos, as magnitudes no sistema de coordenadas UTM exprésanse en metros ao
nivel do mar. Sen embargo, para facilitar a interpretacion dos resultados, e dado que o sis-
tema de coordenadas xeogréficas é méis sinxelo e empregado cotidianamente -non precisa

cofiecementos matemaéticos para a stia compresion- transformaremos os datos mediante un

65
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cambio de variable, renomeandoos para consideralos en termos de latitude e lonxitude.

Recordemos que a latitude (cartografica) expresa a distancia angular entre o Ecuador e
un punto determinado da Terra, medida ao longo do meridiano no que se atopa dito punto.
Segundo o hemisferio no que se sitiie o punto, pode ser latitude norte ou sur. Exprésase
en medidas angulares que varian dende os 0° do Ecuador ata os 90°N do polo Norte ou
0s 90°S do polo Sur. Por outra parte, a lonxitude (cartografica) expresa a distancia angu-
lar entre o meridiano de Greenwich (é o considerado meridiano base, asignandoselle 0°) e
un punto dado da superficie terrestre, medida ao longo do paralelo no que se atopa dito
punto. Existen varias maneiras de medila pero aqui empregaremos unha angular que varia
entre 0° e 180°, indicando se é cara o Oeste (denotaremos W, do inglés west) ou cara o
Este (denotaremos E, do inglés east). Sen embargo, en R os graos varian entre 0° e 180°
positivos, indicando que é cara o Este, ou negativos, cara o Oeste. Esta é a razoén pola que

na lenda dalgunhas das vindeiras graficas o eixe de abscisas toma unidades negativas.

O conxunto dos nosos datos consta de tres variables:

= UTM.X: valor en coordenadas da variable X . Logo do cambio de coordenadas, é unha
variable continua que se mide en graos. Correspondese coa lonxitude cartografica e
toma valores entre 6.8778°W e 9.2654°W.

= UTM.Y: valor en coordenadas da variable Y. Logo do cambio de coordenadas, é
unha variable continua que se mide en graos. Correspéndese coa latitude cartogréfica
e toma valores entre 41.8164°N e 43.7373°N.

= Ano: como ben di o nome, ano no que se tomou o dato. E unha variable discreta que

s6 toma tres valores, que son os anos da realizacién da mostraxe: 2016, 2017 e 2018.

En primeiro lugar, imos considerar unicamente os datos do ano 2018, obtendo asf unha
submostra de tamafio n = 2635 da mostra orixinal. Isto é equivalente a considerar tnica-
mente os datos que verifiquen que a variable discreta Ano sexa igual a 2018. Deste xeito,

a submostra pédese ver como unha mostra bidimensional.

Na Figura |3.1| represéntase o diagrama de dispersiéon dos nifios de avespa velutina en
Galicia no ano 2018 xunto co contorno do mapa galego. Hai diias rexiéons onde a concen-
traciéon de datos é maior: as Rias Baixas e a zona de Coruna. Isto débese a que houbo dous
puntos de expansion inicial das velutinas en Galicia, en inverno de 2012, un en O Rosal

(sur da provincia de Pontevedra), onde se cree que procedian do norte de Portugal -lugar
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onde xa habia exemplares- e outro en Burela (Lugo), onde se cree que chegaron por medio
dunha descarga no porto. A gran capacidade de multiplicacién fai que a presencia destes
insectos se dispéarase en s6 uns anos, dende a sta chegada no 2012 ao diagrama que aqui

presentamos, seis anos despois.

A Corufa
Lugo
Ourense
Pontevedra

43.5°N
1
EOOO

42.5°N 43°N
1

42°N

Figura 3.1: Diagrama de dispersiéon dos ninos de velutina en Galicia no ano 2018.

Na zona costeira, aparentemente, a existencia de nifios ¢ mais elevada con respecto ao
interior. En certo modo, créese que a avespa velutina sente predileccién pola costa dado
que é unha especie orixinaria do sudeste asiatico, acostumada a temperaturas subtropicais,
polo que en temperaturas suaves e a baixa latitude exténdese con mais facilidade. Isto ex-
plica a sua presencia en case toda a costa, de Ribadeo ata A Guarda, e polo contrario, a
escaseza relativa de nifios no interior da provincia de Lugo e na de Ourense. A stia expan-
sidn ao interior do territorio galego producese principalmente seguindo cursos de auga, que

son zonas nas que esta especie se adapta mellor.

Nun primeiro lugar, poderiamos pensar en realizar unha analise individual de cada
unha das variables para estudar o seu comportamento por separado, e asi estimar a sia
funcion de densidade, empregando tanto o histograma como o estimador tipo nucleo uni-
dimensional. Estas estimaciéns proporcionariannos informacién acerca de se a latitude ou
a lonxitude, por separado, inflien na concentraciéon de ninos de velutina. Sen embargo, o
noso obxectivo é estimar a densidade conxunta para determinar que zonas do mapa galego
presentar concentraciéns de nifios mais elevadas, co obxectivo de comprender mellor o seu
patréon espacial. Para iso é preciso cofiecer a latitude e a lonxitude simultaneamente polo

que procedamos & anélise conxunta dos datos.
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Na Figura [3:2] mostranse dous histogramas distintos; empregando rectangulos parale-
los ao eixos coordenados, o mesmo punto de anclaxe (tos,toy) = (—9,2654,41,8164) e, de
esquerda a dereita, en cada unha das graficas unha lonxitude dos rectdngulos menor. Nin-
gun dos histogramas permite afirmar nada sobre a modalidade dos datos: no histograma
da esquerda existen varias barras con densidades elevadas situadas na zona central e nos
extremos a densidade estimada é baixa; a escaseza de divisiéns déa lugar a que o histograma

da dereita tena escasa interpretabilidade.

bx=0.1194 e by=0.09604 bx=0.4775 e by=0.3842

300

250

— 200

— 150

~ 100

Figura 3.2: Dous histogramas bidimensionais dos datos dos nifios de velutina en Galicia no
ano 2018, para distintos b, e by, sendo no grafico da esquerda catro veces mais pequenos

que no grafico da dereita.

Neste caso, o procedemento de eleccion da lonxitude dos lados dos rectangulos é o se-
guinte: no primeiro dos histogramas agrupamos os datos en rectangulos de tal modo que
o espazo mostral quedase dividido en 20 subintervalos no eixe de abscisas e outros 20 no
de ordenadas, creando asi unha malla 20 x 20; no segundo dos histogramas, as divisiéns
reducironse a 5 en ambos eixes. Este procedemento, sen base en ningin método mate-
matico formulado en capitulos anteriores pero si na dependencia da lonxitude dos lados
na forma dos histogramas, reflexa como varian os mesmos a medida que as celdas son de
maior ou menor tamano. Poderiase utilizar un método baseado na analise do MISFE do
histograma como fixemos co estimador tipo nucleo pero dado que este ultimo proporciona
estimacions mellores, no contexto bidimensional s6 abarcamos o seu estudo dos criterios

de erro, omitindo o do histograma.

Consideremos agora a vista aérea dos histogramas da Figura [3.2] é dicir, os mapas de

calor da Figura [3.3] onde as variacions de cor e a lenda nos permiten omitir a represen-
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tacion das alturas das barras, para pasar a considerar graficas no plano. Ademais, en cor
negro engadiuse o contorno de Galicia. No diagrama da esquerda, observamos que as zonas
de maior concentracién de datos son a da Coruna e as Rias Baixas. A escaseza de divisions
do diagrama da dereita, igual que ocorria co seu histograma asociado, impiden obter con-
clusions precisas. Neste tltimo unicamente podemos afirmar que nas provincias de Coruna

e Pontevedra parece haber concentraciéns méis elevadas que nas de Lugo e Ourense.

bx=0.1194 e by=0.09604 bx=0.4775 e by=0.3842

— 200

~ 150

~ 100

50

42.0
I

Figura 3.3: Dous mapas de calor dos datos dos nifios de velutina en Galicia no ano 2018,
relativos a cada un dos histogramas da Figura [3.2] Engadiuse o contorno de mapa galego

€n Cor negro.

Unha vez analizada a distribucién conxunta dos datos por medio do estimador histo-
grama, é o momento de traballar co estimador tipo niicleo, dado que este ultimo é mellor
que o histograma en termos de suavidade, proporciona estimaciéns maéis precisas e resolve
o problema de escoller o punto de anclaxe. Ademais, por analoxia ao caso unidimensional, a
orde de converxencia do estimador tipo nucleo é maior que a do histograma. Agora ben, cal

¢ a mellor matriz de pardmetros de suavizado para estimar esta densidade bidimensional?

Se nos centramos unicamente nas matrices diagonais, omitindo a orientacion dos datos
e a dependencia da lonxitude coa latitude, podemos considerar métodos de eleccién dos
parametros de suavizado hi e hy en cada unha das daas variables. A esquerda da Figura[3.4
representamos as curvas de nivel xunto co diagrama de calor e o contorno do mapa galego da
estimacion tipo niicleo da densidade, e a dereita, o grafico de perspectiva correspondente.
Na parte superior consideramos a matriz de suavizado obtida co criterio de validacion
cruzada inesgada exposto na Seccion 2.4 do Capitulo 2, e na inferior, a Regra do Polgar de

Scott bidimensional. En ambos casos o nucleo empregado corresponde coa normal estandar.



70 CAPITULO 3. ANALISE DE DATOS
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Figura 3.4: Na parte superior: a esquerda, curvas de nivel e diagrama de calor da estimacién
tipo nicleo das velutinas en Galicia no 2018 empregando como ntucleo a normal estdndar e
como criterio de elecciéon de H a validacion cruzada inesgada, restrinxindoa a ser diagonal,
a dereita, grafica de perspectiva asociada. Na parte inferior o cambio radica unicamente

no criterio de elecciéon da matriz de suavizado, que agora é a Regra do Polgar de Scott.

Os malos resultados que a validacién cruzada inesgada proporcionan condicennos a
considerar outros métodos de eleccion dos valores hy e hg (elementos diagonais de H)
como é a Regra do Polgar de Scott. A matriz de pardmetros de suavizado, que recordemos

que restrinximos a ser diagonal, en cada caso é:
H = diag(0,01154,0,01070), e H = diag(0,10263, 0,09530)

A estimacién empregando a matriz obtida coa validaciéon cruzada inesgada condicenos a
unha grafica en perspectiva moi dentada, dado que os valores de h; e hy son moi peque-
nos. Como vimos no Capitulo 2, a interpretacion dos resultados resulta case imposible
como consecuencia da falta de suavidade. A Regra do Polgar proporciona estimacions mais
axeitadas para estes datos, considerando case dez veces maiores os elementos diagonais da
matriz de suavizado. Neste caso isto resolve os problemas da primeira estimacion.

Observamos como no noroeste e suroeste do territorio galego a concentracién de nifios é
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maior. Isto xa se apreciaba nos histogramas bidimensionais e a explicacién reside en co-

mo chegou e se propagou a velutina en Galicia, como comentabamos ao comezo do capitulo.

Dado que disponemos de observaciéns procedentes da mostraxe realizada durante tres
anos consecutivos, podemos preguntarnos cal foi a evolucién temporal da distribuciéon da
densidade dos nifios de velutinas no territorio galego. A anterior cuestion é de relevancia
xa que, dende o punto de vista ecoldéxico e social, existe un gran interese na evolucion da
expansion desta especie. Ademais, pola natureza da recollida de datos, é claro que hai unha

marcada dependencia temporal dos mesmos.

Na Figura [3.5] represéntase a evolucion estimada nos anos 2016, 2017 e 2018 da densi-
dade dos nifios de avespa velutina no mapa de Galicia. Para realizar esta representacion
grafica, en primeiro lugar, dividironse os datos mostrais en tres grupos segundo o ano no
que foron tomadas cada unha das observacions. Posteriormente, calculouse o estimador da
densidade tipo ntcleo bivariante de cada un dos grupos, é dicir, empregando en cada caso
os datos mostrais dos respectivos anos considerados. Como funcién nicleo tomouse a nor-
mal estandar bivariante e como criterio para escoller a matriz de pardmetros de suavizado,
a Regra do Polgar de Scott restrinxindo H a ser diagonal, por ser a validacién cruzada
inesgada un criterio inapropiado para o ano 2018 e, pola similitude dos datos, tamén para

o resto dos anos. As matrices resultantes foron, respectivamente:
H = diag(0,09765,0,11685), H = diag(0,08523,0,09481), e H = diag(0,10263,0,09530).

Unha vez calculados os tres estimadores tipo nucleo, procedeuse a stia representacion
grafica. Dado que a mostra é bidimensional e os graficos en perspectiva se atoparian en
R3, para unha mellor visualizacién empregaronse os contornos de nivel, que dan lugar a
graficas en R?. De esquerda a dereita, e como ben indica a lenda, observamos os contornos
de nivel desta estimacién nos anos 2016, 2017 e 2018, respectivamente. Engadironse os

mapas de cor, onde a escala é a mesma que os da Figura|3.3] e o contorno de Galicia.

Observamos como, co avance do tempo, as velutinas se foron extendendo e ocupando
case a totalidade do mapa galego, sendo dita expansiéon dende a costa -sobre todo a zona
costeira noroeste e a suroeste- cara o interior. No ano 2016, a presenza de ninos de velutina
no interior, e en concreto na provincia de Ourense, é practicamente nula, seguindo a selo
no ano 2017 e xa non no ano 2018 -a pesar de non chegar a ser tan elevada como nas zonas
costeiras-. Na Figura 3.6 visualizamos as curvas de nivel das zonas con concentraciéns por

encima do 50 %, correspondentes a lugares con alta presenza de ninos de avespa velutina.
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2016 2017 2018

Figura 3.5: Evolucién temporal da distribucion da densidade dos ninos de avespa velutina
entre 2016 e 2018, ambos incluidos, empregando curvas de nivel e mapas de calor. A escala

dos cores coincide coa dos mapas de calor da Figura (3.3

No ano 2017 existen dias zonas destacadas onde a concentracién de velutinas é moito
maior: a costa noroeste e as Rias Baixas. A explicacion é que foi por eses lugares por onde
entrou a velutina a Galicia no 2012. Por ultimo, e como xa observamos na Figura [3.4]
no ano 2018 as velutinas ocupan a maior parte de Galicia, relaxando a concentracion de
ninos das dias zonas destacadas no ano anterior. Do ano 2017 ao 2018 chama a atencién o
cambio de tendencia na comarca de Santiago pois, pasa a ser unha zona de alta densidade
de nifios a diminuir en gran medida esta concentraciéon. Ademais, neste altimo ano, tamén

é alta a densidade de nifios no noroeste da provincia de Ourense.

2016 2017 2018
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Figura 3.6: Curvas de nivel dos lugares con concentracién de ninos de velutina superior
ao 50 % nos anos 2016, 2017 e 2018, xunto con contorno do mapa galego. Isto permite

distinguir as zonas altamente densas.



Apéndice A

A distribucién normal

A distribucion normal é unha das distribucions maéis coniecidas da estatistica, publicada
por Moivre| (1733) e cuxo outro nome, distribuciéon gaussiana ou campé de Gauss, se debe

a|Gauss| (1823) debido a stia ampla contribuciéon no estudo de propiedades desta.

Na maior parte dos exemplos simulados no Capitulo 1 empregamos mostras proce-
dentes de distribuciéns normais ou de mesturas das mesmas. Esta familia constitiie un
elemento fundamental para ilustrar calquera procedemento ou suceso no contexto da esti-
macion da densidade. Ademais, vimos que a funciéon de densidade normal estandar é unha
boa elecciéon de niicleo na estimaciéon tipo ntcleo, polas stias propiedades de regularidade
que se transmiten 4 funcion estimada e porque a sua eficiencia é relativamente boa con
respecto ao nicleo Epanechnikov. Por iso mesmo, e porque no Capitulo 2 tamén facemos
uso da distribucién normal, tanto univariante como bivariante, na estimacién tipo ntucleo,
realizaremos un breve repaso desta. A funcion de densidade dunha variable aleatoria con

distribucién normal univariante X € N(u,0?) vén dada por

1 (x — p)?
¢M70-2 (1}) = E exp (_M , T E R (Al)
Deste xeito, no caso de que a normal sexa estandar, é dicir, X € N(0,1), tense que
o) = e (-5 ) we (A2)
x) = exp|——1], = . .
V2w P 2

Compre destacar que X € N(u,0%) < Z = % € N(0,1), onde Z ¢é a estandarizacion
univariante da variable aleatoria X. Ademais a funcién de densidade normal é simétrica

entorno a sua media e dita variable toma valores en toda a recta real.
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Figura A.1: Funciéns de densidade de variables normais univariantes con distintas medias

e varianzas. A curva verde correspondese coa funcion de densidade normal estandar.

A funcién de densidade conxunta dun vector aleatorio con distribucién normal biva-

riante (X,Y) € Ny (( i , o o1 ) = Na(7,X), con ¥ matriz simétrica e

2 012 022
semidefinida positiva vén dada por

1 -1 — _ 1y _ ’
¢772($,y) = %|Z|T exp <_(m i,y = po) 5 (@ =,y = o) ), (z,y) e R% (A.3)

En concreto, se (X,Y) € No(0, Iy = diag(1,1)) ¢ unha normal estandar bivariante

332 2
o7 o) = e (=S5 ) = B(a)ol), (00) € B (A4

~ - W N((0,0)diag(1,1))
= N((2,1),(1,0.5,0.5,2))
B N((-1,2),(2,-1,-1,3))

Figura A.2: Contornos de nivel de funciéns de densidade conxunta de vectores normais

para distintos vectores de medias e matrices de varianzas e covarianzas.



Apéndice B

Algunhas mesturas de densidades

normails

As mesturas de densidades normais permitennos traballar cun gran abanico de den-
sidades, creando modelos unimodais, bimodais, e multimodais. A sta vez, estes poden
ser simétricos ou non e todos se obtefien realizando combinaciéns finitas de distribuciéns
normais, onde os pesos suman 1, para que a funcién resultante sexa unha funciéon de den-
sidade. Como vemos ao longo do traballo, estes modelos resultan moi ttiles para ilustrar o
comportamento dos diferentes estimadores expostos. Na taboa recOllense as expresions
das mesturas de densidades normais empregadas ao longo deste traballo, en concreto, no
Capitulo 1. Gran parte dos modelos proceden do artigo de [Marron and Wand| (1992)), con-
servando os seus nomes orixinais, e o resto crearonse co fin de ilustrar diversos fenoémenos

2

dos estimadores. Recordemos que N (f;, UJQ-) ¢ a normal de media y; e varianza o7.

As densidades de Marron e Wand empregadas corresponden aos modelos M1, M3 e M4.

Densidade Expresion: Z?zl w;iN (g, JJQ-)

M1: Gaussian N(0,1)

M2: Asymmetric Trimodal IN(L D)+ AN(-1,3) + IN(—4,1)
M3: Claw INO,D) + 53 NG -1, 155)
M4: Bimodal IN(-1,(3)%) + N(1,(3)%)

M5: Another Asymmetric Trimodal IN(-1,3)+ iN(1,3) + N3, 5)

Cadro B.1: Algunhas densidades recollidas no artigo de Marron and Wand|[1992 empregan-
do mesturas de densidades normais, xunto con outras propias. Os nomes das densidades

tomaronse do artigo orixinal, agas as de nova creacion.
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