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T́ıtulo: Inmersións e submersións
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rango constante entre variedades diferenciables leva a ver que estas
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un factor seguidas de inclusións nun produto; isto da unha interpre-

tación xeométrica de aplicacións entre variedades debida ao compor-

tamento local das súas aplicacións lineais tanxentes. Neste traballo

estudaranse as inmersións, que localmente poden pensarse como in-
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proxeccións; as primerias dan lugar a subvariedades, as segundas a

variedades cocientes.
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Resumo

No estudo do comportamento das aplicacións entre variedades diferenciables xoga un

papel importante o coñecemento das propiedades das aplicacións tanxentes. Isto leva a

considerar as inmersións e as submersións. As inmersións, e o caso particular dos embebe-

mentos regulares, son esenciais no estudo das subvariedades e as submersións son necesarias

para estudar as variedades cocientes. Analizamos diferentes formas de considerar as sub-

variedades e tamén estudamos variedades cocientes, en particular as que se poden obter

por accións propiamente discontinuas de grupos. Tamén inclúımos varios exemplos.

Abstract

In the study of the behaviour of smooth maps between differentiable manifolds, the

knowledge of the properties of the tangent application at each point plays a crucial ro-

le. This leads us to consider immersions and submersions. Immersions, together with the

particular case of embeddings, are essential in the study of submanifolds while submer-

sions are necessary to study quotient manifolds. We analyze different ways of considering

submanifolds and also regard quotient manifolds, particularly those obtained by properly

discontinuous actions of groups. Concrete examples are also presented.
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Introdución

Se M e N son variedades diferenciables de dimensións m e n, respectivamente, unha

aplicación f : M → N é unha aplicación diferenciable C∞ (que só chamaremos aplicación

diferenciable) se arredor de cada punto ten unha expresións local C∞ definida nun aberto

de Rm con valores nun aberto de Rn. A aplicación tanxente de f nun punto de M é unha

aplicación f∗p : Tp(M)→ Tf(p)(N) entre espazos tanxentes ás variedades que xoga o mesmo

papel que a diferencial dunha aplicación nun punto dun aberto de Rm. As propiedades da

aplicación tanxente traducen o comportamento local da aplicación f : M → N . Aśı, se f∗p

é inxectiva en cada punto p ∈M entón f é unha inmersión, e compórtase localmente como

unha inclusión nun produto Rm → Rn = Rm×Rn−m; e se f∗p é sobrexectiva en cada p ∈M
entón f é unha submersión, e localmente é como unha proxección Rm = Rn×Rm−n → Rn.

No primeiro caṕıtulo introdúcense as nocións básicas da teoŕıa de variedades diferencia-

bles (variedades topolóxicas, cartas, estruturas diferenciables, aplicacións diferenciables,

difeomorfismos entre variedades, vectores tanxentes) que son necesarios para abordar os

seguintes caṕıtulos.

No segundo caṕıtulo danse condicións equivalentes das definicións de inmersión e sub-

mersión en cada punto, e estúdanse algunhas propiedades. O rango dunha aplicación

f : M → N nun punto p ∈ M é o rango da aplicación linear tanxente f∗p, polo que

se f é unha inmersión nun punto o seu rango é a dimensión de M e se f é unha submer-

sión nun punto entón o seu rango é a dimensión de N . Pois ben, se f é unha inmersión ou

unha submersión en p entón existe unha veciñanza aberta U de p tal que f ten o mesmo

rango en tódolos punto de U , polo que o conxunto de puntos nos que f é unha inmersión

ou unha submersión é un aberto en M . Estudamos o teorema de rango constante entre

variedades diferenciables, que da unha xeneralización das propiedades caracteŕısticas das

inmersións e as submersións: unha aplicación de rango constante entre variedades diferen-

ciables actúa localmente como a composición da proxección dun produto sobre un factor

e unha inclusión deste factor noutro produto. O teorema de rango global, co que finaliza

este caṕıtulo, afirma que para unha aplicación diferenciable de rango constante definida

nunha variedade segundo numerable, o carácter sobrexectivo da aplicación implica que
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x INTRODUCIÓN

é unha submersión, e como o carácter inxectivo implica que é unha inmersión tense que

toda inmersión (ou submersión) bixectiva definida nunha variedade diferenciable segundo

numerable é un difeomorfismo.

As inmersións dan lugar ás subvariedades e as submersións ás variedades cocientes.

O terceiro caṕıtulo comenza coa definición de subvariedades inmersas, embebidas e regu-

lares dunha variedade diferenciable. Discútense as relacións entre estes tipos de subvarie-

dades, onde está fortemente implicada a topolox́ıa da subvariedade (que pode ser máis fina

que a topolox́ıa relativa). Anaĺızanse propiedades como as que dan lugar a subvariedades

regulares dunha variedade diferenciable a partir do teorema do rango constante e próba-

se a forma débil do teorema de Whitney para as variedades compactas: toda variedade

diferenciable compacta é difeomorfa a unha subvariedade regular da variedade diferencia-

ble Rn para algún n ∈ N. Estúdase tamén a restrición de campos de vectores tanxentes a

subvariedades.

Unha variedade cociente M ′ dunha variedade diferenciable M é un conxunto cocien-

te M ′ = M/∼ cunha estrutura de variedade diferenciable tal que a proxección natural

π : M → M ′ é unha submersión. Agora, tense unicidade tanto da topolox́ıa (é necesaria-

mente a topolox́ıa cociente) como da estrutura diferenciable posibles para que M ′ sexa

unha variedade cociente de M . Considéranse en particular os cocientes de variedades que

se obteñen como espazos de órbitas M/G dunha acción dun grupo G sobre unha varie-

dade diferenciable M , como é o caso do espazo proxectivo complexo CPn (cociente de

Cn+1 \ {0} pola acción de C∗, e tamén de Sn+1 pola acción de S1, que da lugar a fibración

de Hopf). Un caso especialmente interesante é o de espazos de órbitas M/G obtidos por

accións “propiamente discontinuas” (aqúı a dimensión de M/G coincide coa de M) dos

que analizamos a relación coas cubertas; como casos particulares aparecen o espazo pro-

xectivo real RPn ≈ Sn/O(1), o toro n-dimensional Tn ≈ Rn/Zn, a faixa de Mœbius como

un cociente R2/Z, e a botella de Klein como cociente R2/G, onde G é o conxunto Z × Z
cunha certa operación non conmutativa. Tamén se estuda a proxectabilidade de campos

de vectores diferenciables sobre M aos seus cocientes.

Para a elaboración deste traballo utilizáronse principalmente os libros de Boothby [1],

Brickell e Clark [2], John M. Lee [5], Jeffrey M. Lee [3] e Warner [9]; a presentación das

inmersións e das submersións polas propiedades equivalentes que as definen séguese de

Pham Mau Quan [8] e algunhas nocións relacionadas coas variedades cocientes do libro de

Margalef-Roig e Outerelo Domı́nguez [6].



Caṕıtulo 1

Preliminares

En xeometŕıa diferencial, as variedades son espazos topolóxicos que se comportan local-

mente como espazos euclidianos e están provistos dunha estrutura adicional (que se chama

estrutura diferenciable) que permite trasladar a estes espazos as nocións fundamentais do

cálculo diferencial e integral.

1.1. Variedades diferenciables

Un espazo topolóxico Hausdorff M dise que é unha variedade topolóxica de dimen-

sión m se todo punto de M está contido nunha veciñanza aberta homeomorfa a un aberto

de Rm, é dicir, se M é un espazo localmente euclidiano m-dimensional.

O carácter localmente euclidiano permite introducir cartas sobre M . Unha carta sobre

M é un par (U,ϕ), onde U é un aberto en M e ϕ é un homeomorfismo de U nun aberto

en Rm; dise que U é un aberto coordenado e ϕ = (x1, . . . , xm) un sistema de coordenadas,

onde as funcións xi : U → R son as compoñentes de ϕ (isto é, xi = ri◦ϕ, sendo ri : Rm → R
a proxección canónica i-ésima) e denomı́nanse funcións coordenadas.

Para converter unha variedade topolóxica M nunha variedade diferenciable utilizaranse

as cartas. Unha familia A de cartas sobre M tal que os seus abertos coordenados recubren

M dise que é un atlas sobre M , e dise que o atlas A é un atlas diferenciable se dúas cartas

calquera (U,ϕ) e (V, ψ) en A son compatibles, no sentido de que os cambios de cartas

ψ ◦ϕ−1 = ψ|U∩V ◦ (ϕ−1)|ϕ(U∩V ) e ϕ ◦ψ−1 = ϕ|U∩V ◦ (ψ−1)|ψ(U∩V ) son aplicacións de clase

infinito

ϕ(U ∩ V ) ψ(U ∩ V )

ψ ◦ ϕ−1

ϕ ◦ ψ−1

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Un atlas completo sobre M é un atlas diferenciable que non está contido en ningún outro

atlas diferenciable sobre M , e cada atlas diferenciable A de M está contido nun único atlas

completo A0 sobre M , que está formado por tódalas cartas de M que son compatibles con

tódalas cartas de A.

Diremos que dous atlas diferenciables A e B sobre unha variedade topolóxica M son

equivalentes se están contidos nun mesmo atlas completo (o que dá lugar a unha relación de

equivalencia no conxunto de tódolos atlas diferenciables sobre M), e a clase de equivalencia

[A]∞ definida por A (tamén o único atlas completo A0 na clase) dise que é unha estrutura

diferenciable sobre M .

Se M é unha variedade topolóxica de dimensión m, un par (M, [A]∞) é unha variedade

diferenciable de dimensión m, áında que se denotará simplemente por M sobreentendendo

a estrutura diferenciable da variedade; calquera atlas nesta clase tamén se di que é un atlas

de M e calquera carta (U,ϕ) no correspondente atlas completo é unha carta da variedade

diferenciable M .

Se (U,ϕ) é unha carta de M e p ∈ U diremos que (U,ϕ) é unha carta centrada en p se

ϕ(p) = 0 ∈ Rm, e que é unha carta cúbica se ϕ(U) = Qm(ε) = (−ε, ε)m para algún ε > 0.

Para cada punto p dunha variedade diferenciable M hai unha carta cúbica de M centrada

en p.

• 1.1. Espazos vectoriais reais como variedades diferenciables

Sexa V un espazo vectorial sobre R de dimensión finita m ≥ 1. Un isomorfismo

ϕ : V → Rm define unha topolox́ıa τϕ en V coa que ϕ é un homeomorfismo, aśı que V

é unha variedade topolóxica de dimensión m e Aϕ = {(V, ϕ)} é un atlas diferenciable

sobre V . Se ψ : V → Rm é outro isomorfismo entón as topolox́ıas τϕ e τψ coinciden e os

atlas diferenciables Aϕ e Aψ son equivalentes (xa que ψ ◦ ϕ−1, ϕ ◦ ψ−1 : Rm → Rm son

aplicacións lineais e polo tanto C∞), aśı que definen a mesma estrutura diferenciable sobre

V , que se converte nunha variedade diferenciable de dimensión m.

En particular, Rm é unha variedade diferenciable de dimensión m coa estrutura di-

ferenciable definida polo atlas A = {(Rm, idRm)}, e dicimos que idRm = (r1, . . . , rm) é o

sistema de coordenadas identidade de Rm. O atlas completo da variedade diferenciable

Rm está formado por todos os pares (U,ϕ) onde U é un aberto en Rm e ϕ : U → ϕ(U) é

un difeomorfismo C∞.

O espazo vectorial de matrices reais Mn×m(R) tamén ten unha estrutura de variedade

diferenciable de dimensión nm. Un atlas desta variedade diferenciable é {(Mn×m, ϕ)} onde
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ϕ é o isomorfismo

a =


a1

1 . . . a1
m

...
. . .

...

an1 . . . anm

 ∈Mn×m 7−→ ϕ(a) =
(
a1

1, . . . , a
1
m, . . . , . . . , a

n
1 , . . . , a

n
m

)
∈ Rnm .

• 1.2. Subvariedades abertas

Calquera subconxunto aberto W dunha variedade diferenciable M distinto do baleiro,

coa topolox́ıa relativa, é unha variedade diferenciable da mesma dimensión que M . Se A
é un atlas de M entón AW = {(U ∩ W,ϕ|U∩W ) | U ∩ W 6= ∅, (U,ϕ) ∈ A} é un atlas

diferenciable sobre W que define unha estrutura diferenciable sobre M (independente do

atlas A de M) coa que dicimos que é unha subvariedade aberta de M .

En particular calquera subconxunto aberto W non baleiro de Rm é unha variedade

diferenciable de dimensión m e AW = {(W, idW )} é un atlas de W .

O grupo linear xeral GL(n,R) = {a ∈ Mn×n(R) | det(a) 6= 0} é unha subvariedade

aberta da variedade de matrices Mn×n(R), e polo tanto é unha variedade diferenciable de

dimensión n2, coa estrutura diferenciable definida polo atlas {(GL(n,R), ϕ)}, onde

ϕ : GL(n,R) −−−−−→ ϕ(GL(n,R)) ⊂ Rn2

a =
(
aij
)

1≤i,j≤n 7−−−−−→
(
a1

1, . . . , a
1
n, . . . , . . . , a

n
1 , . . . , a

n
n

)
.

• 1.3. Variedades produto

Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n, respectivamente. Se

A = {(Uα, ϕα)}a∈A é un atlas de M e B = {(Vγ , ψγ)}γ∈Γ é un atlas de N , entón A ? B =

{(Uα × Vγ , ϕα × ψγ)}(α,γ)∈A×Γ é un atlas no espazo produto M ×N , que converte a este

espazo topolóxico na variedade diferenciable (M ×N, [A ? B]∞) de dimensión m+ n, que

se denomina variedade produto de M e N .

• 1.4. Aplicacións diferenciables

Supoñamos que M e N son variedades diferenciables de dimensións m e n, respecti-

vamente, e f : M → N unha aplicación. Se (U,ϕ) e (V, ψ) son cartas de M e N , respecti-

vamente, tales que f(U) ⊂ V , chámase expresión local de f respecto de (U,ϕ) e (V, ψ) á

aplicación

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm −→ ψ(V ) ⊂ Rn

e tamén se di que é unha expresión local de f en p se p ∈ U .
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Diremos que f : M → N é unha aplicación diferenciable se para cada punto de M existe

unha expresión local de f nese punto que é C∞como aplicación entre espazos euclidianos.

Como consecuencia de que os cambios de cartas das variedades diferenciables M e N son

C∞ séguese que se f é diferenciable calquera expresión local de f é C∞.

Unha aplicación diferenciable f : M → N é un difeomorfismo se f é bixectiva e

f−1 : N → M tamén é diferenciable. Se existe un difeomorfismo f : M → N dise que

as variedades diferenciables M e N son difeomorfas.

Observación 1.5. Sexa M unha variedade diferenciable.

• Se X é un conxunto e f : M → X é unha aplicación bixectiva entón X ten unha única

estrutura de variedade diferenciable (única topolox́ıa e única estrutura diferenciable)

coa que f é un difeomorfismo.

• Se X é un espazo topolóxico e f : M → X é un homeomorfismo entón existe unha

única estrutura diferenciable sobre X coa que f é un difeomorfismo.

• 1.6. A álxebra F(M) das funcións diferenciables reais

Considerando en R a carta identidade (R, idR) é fácil ver que unha aplicación f : M → R
é diferenciable se, e só se, para cada punto p de M existe unha carta (U,ϕ), p ∈ U , tal que

a expresión local f ◦ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm → R é C∞ (ou, equivalentemente, se toda expresión

local desta forma é C∞). O conxunto F(M) ten estrutura de espazo vectorial sobre R e

de anel. Co produto por escalares reais e a suma e o produto de funcións é unha álxebra

asociativa, conmutativa e unitaria.

• 1.7. Funcións meseta

Se M é unha variedad diferenciable e W unha veciñanza aberta dun punto p ∈ M

entón existen unha veciñanza compacta K de p contida en W e unha función meseta para

K ⊂W , isto é, unha función diferenciable f : M → R tal que

0 ≤ f(x) ≤ 1 ∀x ∈M,

f(x) = 1 ∀x ∈ K,

e con soporte compacto sop f = {x ∈M | f(x) 6= 0} ⊂W ([7, p. 69]).

Como consecuencia da existencia de funcións meseta tense que se h : W → R é una

función diferenciable definida no aberto W ⊂ M entón h pódese estender localmente

arredor de cada punto p ∈ W , é dicir, existe unha veciñanza aberta V de p con clausura

compacta V ⊂ W , e existe unha función diferenciable g : M → R, tal que g|V = h|V e

g|M\W = 0.
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1.2. O espazo vectorial tanxente

Un vector tanxente a unha variedade diferenciable M nun punto p ∈ M é unha apli-

cación v : F(M)→ R que satisfai as seguintes propiedades

(a) v(λf + µg) = λv(f) + µv(g) (linearidade),

(b) v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) (regra do produto),

para cada f, g ∈ F(M) e λ, µ ∈ R.

O conxunto de todos os vectores tanxentes a M en p denótase Tp(M) e adquire unha

estrutura de espazo vectorial sobre R da seguinte forma: Se v, w ∈ Tp(M) e λ ∈ R, a suma

v + w e o produto por un escalar λv def́ınense por

(v + w)(f) = v(f) + w(f),

(λv)(f) = λv(f),

aśı que v+w e λ v tamén son vectores tanxentes a M en p. O espazo vectorial real Tp(M)

é o espazo tanxente a M en p.

• 1.8. A aplicación linear tanxente

Se M e N son variedades diferenciables e f : M → N é unha aplicación diferenciable,

a aplicación tanxente a f en p é a aplicación linear f∗p : Tp(M)→ Tf(p)(N) definida por

f∗p(v)(h) = v(h ◦ f), v ∈ Tp(M), h ∈ F(N).

Se f : M → N e g : N → L son aplicacións diferenciables entón (g ◦f)∗p = g∗f(p) ◦f∗p para

cada p ∈M (regra da cadea). A aplicación tanxente á identidade idM : M →M en p ∈M
é a identidade en Tp(M). Como consecuencia tense que se f : M → N é un difeomorfismo

entón f∗p é un isomorfismo para cada p ∈M e (f−1)∗f(p) = (f∗p)
−1.

Observación 1.9. Se W é unha subvariedade aberta de M entón a inclusión i : W ↪→M

é unha aplicación diferenciable e, se p ∈ W , a aplicación tanxente i∗p : Tp(W )→ Tp(M)

está dada por i∗p(v)(h) = v(h|W ) para cada h ∈ F(M), e é un isomorfismo natural que

identifica os espazos tanxentes Tp(W ) e Tp(M) ([5, p. 56]), e que permite aplicar sen

ambigüedade cada v ∈ Tp(M) ás funcións diferenciables definidas nunha veciñanza aberta

calquera do punto p.

• 1.10. Unha base de Tp(M)

Se p ∈M , cada sistema de coordenadas ϕ = (x1, . . . , xm) definido nunha veciñanza U

de p que é un aberto coordenado dá lugar a unha aplicación

θϕp : Rn −→ Tp(M),
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tal que se a ∈ Rm a súa imaxe é o vector tanxente a M en p definido por

θϕp (a) : F(M) −→ R

f 7−→ θϕp (a)(f) = d(f ◦ ϕ−1)
(
ϕ(p)

)
(a).

Se {e1, . . . , en} é a base canónica de Rm denotamos(
∂xi
)
p

= θϕp (ei), i = 1, . . . ,m,

e tamén (
∂f

∂xi

)
p

=
(
∂xi
)
p
(f) = Di(f ◦ ϕ−1)

(
ϕ(p)

)
, f ∈ F(M).

Pois ben, a aplicación θϕp : Rn → Tp(M) é un isomorfismo de espazos vectoriais ([5, p. 61]),

logo
{

(∂x1)p, . . . , (∂xn)p
}

é unha base de Tp(M). Polo tanto, Tp(M) é un espazo vectorial

real da mesma dimensión que a variedade diferenciable M . Ademais, cada v ∈ Tp(M)

pódese escribir como

v =
n∑
i=1

v(xi)
(
∂xi
)
p
.

Observación 1.11. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n e unha

aplicación diferenciable f : M → N , e consideremos unha expresión local ψ ◦ f ◦ϕ−1 de f

en p ∈M . Se ϕ = (x1, . . . , xm) e ψ = (y1, . . . , yn), entón para cada i = 1, . . . ,m tense

f∗p
(
∂xi
)
p

=
n∑
j=1

f∗p
(
∂xi
)
p
(yj)

(
∂yj
)
f(p)

=
n∑
j=1

(
∂(yj ◦ f)

∂xi

)
p

(
∂yj
)
f(p)

=
n∑
j=1

Di(y
j ◦ f ◦ ϕ−1)

(
ϕ(p)

)(
∂yj
)
f(p)

,

é dicir, tense o diagrama conmutativo

(∂xi)p Tp(M) Tq(N) (∂yj)f(p)

ei Rm Rn ej

f?p

θϕp ∼= θψf(p)
∼=

d(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p))

co que a matriz de f∗p respecto ás bases
{

(∂x1)p, . . . , (∂xm)p
}

e
{

(∂y1)f(p), . . . , (∂yn)f(p)

}
de Tp(M) e Tf(p)(N), respectivamente, é D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)).

Definición 1.12. Sexa f : M → N unha aplicación diferenciable entre variedades diferencia-

bles, p un punto de M e ψ ◦ f ◦ ϕ−1 unha expresión local de f en p. O rango de f en p é

rangp(f) = rang
(
f∗p : Tp(M)→ Tf(p)(N)

)
= rangD(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)).
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O teorema da función inversa en Rn vai xogar un papel moi importante no estudo das

propiedades locais das aplicación diferenciables.

Teorema 1.13 (Teorema da función inversa en Rn). Sexan G un aberto en Rn, x0 ∈ G
e F : G ⊂ Rn → Rn unha aplicación Cr, r ≥ 1. Se rang(DiF

j(x0)) = n entón existen

abertos A e B en Rn, A ⊂ G, tales x0 ∈ A, F (x0) ∈ B, F|A : A → B é bixectiva, e

F−1 : B → A tamén é Cr.





Caṕıtulo 2

Inmersións e submersións

2.1. Inmersións

Lema 2.1. Sexan G un aberto en Rm, a ∈ G e f : G→ Rn (m ≤ n) unha aplicación Cr

tal que rang(Dif
j(a)) = m. Entón existen abertos U ⊂ G ⊂ Rm, V ⊂ Rn, W ⊂ Rn−m,

a ∈ U , 0 ∈ W , e unha aplicación h : U ×W → V que é un difeomorfismo Cr tal que o

seguinte diagrama é conmutativo

x U V

(x, 0) U ×W

f|U

i h

Demostración. Se poñemos f = (f1, . . . , fn), pola hipótese,

rang


D1f

1(a) . . . Dmf
1(a)

. . . . . . . . .

D1f
n(a) . . . Dmf

n(a)

 = m,

e podemos supoñer, usando un automorfismo de Rn que permuta as coordenadas, que a

submatriz formada polas primeiras m filas ten determinante non nulo.

Definimos a aplicación F : G× Rn−m → Rn por

F (x, y) = f(x) + (0, y) = (f1(x), . . . , fm(x), fm+1(x) + y1, . . . , fn(x) + yn−m),

9
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que tamén é Cr, F (a, 0) = f(a), e ademais

detDF (a, 0) = det


D1f

1(a) . . . Dmf
m(a)

. . . . . . . . .

D1f
n(a) . . . Dmf

m(a)

0

? In−m

 6= 0.

Polo teorema da función inversa, existen abertos A e B en Rm tales que (a, 0) ∈ A,

F (a, 0) = f(a) ∈ B, e F|A : A→ B é un difeomorfismo Cr.

Dado que (a, 0) ∈ A ⊂ G × Rn−m, existen conxuntos abertos U ⊂ G e W ⊂ Rn−m

tales que (a, 0) ∈ U ×W ⊂ A ⊂ Rn. Ademais, V = F (U ×W ) é un aberto en Rn contido

en B, e tense o diagrama coumutativo

U V

U ×W

f|U

i h

x f(x) = h(x, 0)

(x, 0)

f|U

Teorema 2.2. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n, respectiva-

mente, m ≤ n, e f : M → N unha aplicación diferenciable, p ∈M , q = f(p). As seguintes

condicións son equivalentes:

(i) A aplicación tanxente f∗p : Tp(M)→ Tq(N) é inxectiva.

(ii) Existen abertos U ⊂ M , V ⊂ N , W ⊂ Rn−m, p ∈ U , 0 ∈ W , e un difeomorfismo

h : U ×W → V tal que a inxección i : x ∈ U 7→ (x, 0) ∈ U ×W fai conmutativo o

seguinte diagrama

U V

U ×W

f|U

i h

(iii) Existen cartas (U,ϕ) de M , (V, ψ) de N , q ∈ V , p ∈ U , q = f(p), e unha veciñanza

aberta W de 0 ∈ Rm−n tal que a expresión local ψ ◦ f ◦ ϕ−1 de f en p é

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm −→ ψ(V ) = ϕ(U)×W ⊂ Rn,

(x1, . . . , xm) 7−→ (x1, . . . , xm, 0,
(n−m). . . , 0) .
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Demostración.

(i) ⇒ (ii) Sexan (U∗, ϕ) e (V ∗, ψ) cartas de M e N , respectivamente tales que p ∈ U∗,
q ∈ V ∗ e f(U∗) ⊂ V ∗, e consideremos a expresión local

f̂ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U∗) ⊂ Rm → ψ(V ∗) ⊂ Rn.

De acordo coa observación 1.11, e pola hipótese (i), rangD(ψ◦f ◦ϕ−1)(ϕ(p)) = rang f∗p =

m e, polo tanto, polo lema 2.1, existen conxuntos abertos Ũ ⊂ Rm e Ṽ ⊂ Rn, W ⊂ Rn−m,

tales que

ϕ(p) ∈ Ũ ⊂ ϕ(U∗), ψ(q) ∈ Ṽ ⊂ ψ(V ∗), 0 ∈W,

e existe un difeomorfismo h̃ : Ũ ×W → Ṽ tal que se ten o diagrama conmutativo

Ũ Ṽ

Ũ ×W

f̂

ĩ h̃

x f̂(x) = h̃(x, 0)

(x, 0)

Entón U = ϕ−1(Ũ) é un aberto en M contido en U∗, p ∈ U e V = ψ−1(Ṽ ) é un aberto en N

contido en V ∗ e o seguinte diagrama vai permitir definir o difeomorfismo h : U ×W → V

tal que h ◦ i = f|U ,

U V

U ×W Ṽ

Ũ ×W

f|U

i

ϕ|U×idW h̃

ψ|Vh

poñendo h = ψ−1
|V ◦ h̃ ◦ (ϕ|U × idW ), xa que (h ◦ i)(x) = h(x, 0) = ψ−1h̃(ϕ(x), 0) =

ψ−1(ψfϕ−1)(ϕ(x)) = f(x) para cada x ∈ U .

(ii) ⇒ (iii) A partir da hipótese (ii) podemos tomar unha carta (Uo, ϕ) de M tal que

p ∈ Uo ⊂ U e f(Uo) ⊂ V e considerar Vo = h(Uo×W ), que é un aberto en N contido en V .

Tense o difeomorfismo h|Uo×W : Uo ×W → Vo e a inclusión i : x ∈ Uo 7→ (x, 0) ∈ Uo ×W ,
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Uo Vo

Uo ×W ϕ(Uo)×W ⊂ Rn

f|Uo

i

ϕ×idW

h|Uo×W
ψ

aśı que se poñemos ψ = (ϕ× idW )◦((hUo×W )−1), entón ψ é un difeomorfismo, logo (Uo, ϕ)

e (Vo, ψ) son cartas de M e N respectivamente, p ∈ Uo, f(Uo) ⊂ Vo e definen a expresión

local

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(Uo) ⊂ Rm −→ ψ(Uo) = ϕ(Uo)×W ⊂ Rn

de f , que está dada por

(ψ ◦f ◦ϕ−1)(x) =
(
(ϕ× idW )◦ ((hUo×W )−1)

)(
f(ϕ−1(x))

)
= (ϕ× idW )(ϕ−1(x), 0) = (x, 0).

(iii) ⇒ (i) A existencia dunha expresión local como a da hipótese (iii) implica que

rang(f∗p) = rangD(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)
(
ϕ(p)

)
= rang

(
Im

0

)
= m ≤ n,

e polo tanto f∗p é inxectiva.

Definición 2.3. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n, respec-

tivamente, e f : M → N unha aplicación diferenciable. Dise que f é unha inmersión en

p ∈M se rangp(f) = m, é dicir, se se verifican as condicións equivalentes do teorema 2.2.

Dise que f : M → N é unha inmersión se é unha inmersión en todos os puntos de M .
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Definición 2.4. Dise que unha aplicación diferenciable f : M → N é un difeomorfismo

local en p ∈ M se existen veciñanzas abertas U de p e V de f(p) tales que f|U : U → V

é un difeomorfismo. Se f é un difeormorfismo local en cada punto p ∈M dise que f é un

difeomorfismo local.

Observación 2.5. Unha aplicación f : M → N é un difeomorfismo se, e só se, f é

bixectiva e un difeomorfismo local en cada punto p ∈ M . Como un caso particular do

teorema 2.2, téñense inmediatamente condicións equivalentes a ser difeomorfismo local

nun punto, dadas no seguinte teorema.

Teorema 2.6 (Teorema da función inversa para variedades). Se f : M → N é unha

aplicación diferenciable, p ∈M , q = f(p), as seguintes propiedades son equivalentes:

(i) A aplicación tanxente f∗p : Tp(M)→ Tq(N) é bixectiva.

(ii) f é un difeomorfismo local en p.

(iii) Existe unha expresión local de f en p que é a identidade nun aberto de Rm, (onde

m = dimM = dimN ).

Definición 2.7. Unha inmersión inxectiva f : M → N dise que é un embebemento regular

se tamén é un embebemento topolóxico (isto é, f define un homeomorfismo de M no

subespazo topolóxico f(M) de N).

Exemplo 2.8. Se W é unha subvariedade aberta dunha variedade diferenciable M entón

a inclusión i : W → M é un embebemento regular, xa que é un embebemento topolóxico

e para cada p ∈ M , a aplicación tanxente i∗p : Tp(W ) → Tp(M) é un isomorfismo (1.9).

Ademais, i é un difeomorfismo local.

Exemplo 2.9. Se M × N é a variedade produto (1.3) das variedades diferenciables

M e N de dimensións m e n, respectivamente, e (p, q) ∈ M × N , entón as inxeccións
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iq : M →M ×N e jq : N → M ×N , dadas por iq(x) = (x, q) e jp(y) = (p, y), son embe-

bementos regulares. En efecto, son embebementos topolóxicos, e son inmersións, xa que

se (U,ϕ) e (V, ψ) son cartas de M e N , respectivamente, tales que p ∈ U , q ∈ V , entón iq

e jp teñen expresións locais da forma

x ∈ ϕ(U) ⊂ Rm 7−→ (x, ψ(q)) ∈ ϕ(U)× ψ(V ) ⊂ Rm+n,

y ∈ ψ(V ) ⊂ Rn 7−→ (ϕ(p), y) ∈ ϕ(U)× ψ(V ) ⊂ Rm+n,

que son C∞, e ademais rangp(iq) = m = dimM e rangq(jp) = n = dimN .

Exemplo 2.10. A aplicación f : R→ R2 dada por f(t) = (sen 2πt, senπt) é una inmersión

non inxectiva. A súa restrición ao intervalo I = (−1, 1) é unha inmersión inxectiva pero

non un embebemento. O conxunto f(R) = f(I) é a lemniscata. (véxase o exemplo 3.5).

Observación 2.11. Dado que toda aplicación inxectiva e continua f dun espazo compac-

to M nun espazo Hausdorff N é un embebemento (xa que é pechada, pois leva conxuntos

pechados, logo compactos, en compactos que polo tanto son pechados, aśı que f define un

homeomorfismo de M no subespazo topolóxico f(M) de N porque ten inversa continua),

tense inmediatamente que no caso en que a variedade diferenciable M sexa compacta,

toda inmersión inxectiva f : M → N é un embebemento regular.

O seguinte resultado amosa que a diferencia entre inmersión e embebemento regular

ten natureza global posto que cada inmersión é localmente un embebemento regular.

Proposición 2.12. Se f : M → N é unha inmersión entón para cada p ∈M existe unha

veciñanza aberta U de p tal que f|U : U → N é un embebemento regular.

Demostración. Sexan f : M → N unha inmersión e p ∈ M . Entón, polo apartado (ii) do

teorema 2.2, existen abertos U ⊂ M e V ⊂ N , onde p ∈ U e f(p) ∈ V , e unha veciñanza

aberta W de 0 ∈ Rn−m, e existe un difeomorfismo h : U ×W → V tal que se consideramos

a aplicación i0 : x ∈ U 7→ (x, 0) ∈ U × W entón f|U : U → N pode escribirse como a

composición j ◦ h ◦ i0,

U V N

U ×W

f|U

i0 h

j

e como a inxección i0 nun produto (exemplo 2.9), o difeomofismo h, e a inclusión j da

subvariedade aberta V en N (exemplo 2.8) son inmersións e embebementos topolóxicos

tense que f|U tamén o é.
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A caracterización local das inmersións permite obter o seguinte resultado de factoriza-

ción de aplicacións diferenciables.

Teorema 2.13 (Lema de factorización). Sexan M , N e L variedades diferenciables de

dimensións m, n e l, respectivamente, e supoñemos que f : M → N é unha inmersión

inxectiva. Sexa L unha variedade diferenciable e g : L→ N unha aplicación diferenciable

que se factoriza a través de (M,f), isto é, g(L) ⊂ f(M), e consideramos a única aplicación

g0 : L→M tal que f ◦ g0 = g.

L N

M

g

fg0

(a) Se f é un embebemento regular entón g0 é continua.

(b) Se g0 é continua entón é diferenciable.

Demostración. Como g(L) ⊂ f(M) pódese considerar a aplicación g̃ : L→ f(M) definida

por g, e por ser f inxectiva tense a aplicación bixectiva f̃ : M → f(M) definida por f .

Polo tanto g0 : L→M está definida como a composición

L
g̃−−−−→ f(M)

f̃−1

−−−−−−→M.

(a) Se f é un embebemento entón f̃ é un homeomorfismo de M no subespazo f(M)

de N , e por ser g diferenciable entón é continua e tamén o é g̃ de L no subespazo topolóxico

f(M) de N . Polo tanto g0 = f̃−1 ◦ g̃ é continua.

(b) Se p ∈ L e q = g0(p) atopemos unha expresión local C∞ de g0 en p. Por ser f

inmersión, o teorema 2.2 garante que podemos tomar cartas (U,ϕ) e (V, ψ) de M e N ,

respectivamente, q ∈ U , tales que definen unha expresión local de f en q da forma

x ∈ ϕ(U) ⊂ Rm ψ ◦ f ◦ ϕ−1

7−−−−−−−−−→ (x, 0) ∈ ψ(V ) = ϕ(U)×W ⊂ Rn, 0 ∈W ⊂ Rn−m.

Como g0 : L→M é continua, existe unha carta (G, ζ) de L, p ∈ G, tal que g0(G) ⊂ U , aśı

que basta ver que ϕ ◦ g0 ◦ ζ−1 : ζ(G) ⊂ Rl → ϕ(U) é C∞. Por ser g : L→ N diferenciable,

a expresión local ψ ◦ g ◦ ζ−1 é C∞, e tense

ψ ◦ g ◦ ζ−1 = ψ ◦ (f ◦ g0) ◦ ζ−1 = (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ g0 ◦ ζ−1),

logo

ψ ◦ g ◦ ζ−1 : z ∈ ζ(G) 7→
(
(ϕ ◦ g0 ◦ ζ−1)(z), 0

)
∈ ϕ(U)×W,

e polo tanto ϕ ◦ g0 ◦ ζ−1 tamén é C∞.
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2.2. Submersións

Lema 2.14. Sexan G un aberto en Rm, a ∈ G e f : G → Rn (m ≥ n) unha aplicación

Cr tal que rang(Dif
j(a)) = n. Entón existen abertos U ⊂ G ⊂ Rm, V ⊂ Rn, W ⊂ Rm−n,

a ∈ U , 0 ∈ W , e unha aplicación h : U → V ×W que é un difeomorfismo Cr tal que o

seguinte diagrama é conmutativo

U V

V ×W

f|U

h π1

Demostración. Poñendo f = (f1, . . . , fn), por hipótese

rang


D1f

1(a) . . . Dmf
1(a)

. . . . . . . . .

D1f
n(a) . . . Dmf

n(a)

 = n,

e podemos supoñer que a submatriz formada polas n primeiras columnas ten determinante

non nulo (en caso contrario bastaŕıa permutar as coordenadas mediante un automorfismo

de Rm).

Definimos a aplicación H : G ⊂ Rm → Rn × Rm−n = Rm por

H(x) = (f1(x), . . . , fn(x)︸ ︷︷ ︸
f(x)

, xn+1 − an+1, . . . , xm − am)

que é tamén Cr, H(a) = (f(a), 0) e

detDH(a) = det


D1f

1(a) . . . Dnf
1(a)

. . . . . . . . .

D1f
n(a) . . . Dnf

n(a)

?

0 Im−n

 6= 0.

Polo teorema da función inversa, existen veciñanzas abertas A e B en Rm de a e H(a) =

(f(a), 0), respectivamente, de xeito que H|A : A→ B é un difeomorfismo Cr.

Se V ⊂ Rn e W ⊂ Rm−n son abertos tales (f(a), 0) ∈ V ×W ⊂ B entón o conxunto

U = H−1(V ×W ) ⊂ A é un aberto en Rm, e tomando h = H|U , tense o seguinte diagrama

conmutativo
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U V

V ×W

f|U

h π1

x f(x)

h(x) = (f(x), ?)

f|U

Teorema 2.15. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensión m e n, respectiva-

mente, m ≥ n, e f : M → N unha aplicación diferenciable, p ∈M , q = f(p). As seguintes

condicións son equivalentes:

(i) A aplicación tanxente f∗p : Tp(M)→ Tq(N) é sobrexectiva.

(ii) Existen abertos U ⊂ M , V ⊂ N , W ⊂ Rm−n, p ∈ U , 0 ∈ W , e un difeomorfismo

h : U → V ×W tal que o se seguinte diagrama é conmutativo:

U V

V ×W

f|U

h π1

e ϕ(p) = (ψ(q), 0).

(iii) Existen cartas (U,ϕ) de M , (V, ψ) de N , p ∈ U , q ∈ V , e un aberto W ⊂ Rm−n,

0 ∈W , tal que a expresión local ψ ◦ f ◦ ϕ−1 de f en p é da forma

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) = ψ(V )×W ⊂ Rm −→ ψ(V ) ⊂ Rn, m ≥ n,

(x1, . . . , xm) 7−→ (x1, . . . , xn) .

Demostración.

(i) ⇒ (ii) Sexan (U∗, ϕ) e (V ∗, ψ) cartas de M en p e de N en q = f(p), respectiva-

mente, tales que f(U∗) ⊂ V ∗ e que definen a expresión local

f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U∗) ⊂ Rm → ψ(V ∗) ⊂ Rn.

Por hipótese e en virtude á observación 1.11, rang D(ψ◦f ◦ϕ−1)(ϕ(p)) = rang f∗p = n.

Aśı, o lema 2.14 garante a existencia de abertos Ũ ⊂ ϕ(U∗) ⊂ Rm, Ṽ ⊂ ϕ(V ∗) ⊂ Rn e

W ⊂ Rm−n tales que

ϕ(p) ∈ Ũ ⊂ ϕ(U∗), ψ(q) ∈ Ṽ ⊂ ψ(V ∗), 0 ∈W,

e existe un difeomorfismo h̃ : Ũ → Ṽ ×W que fai conmutatico o seguinte diagrama
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Ũ Ṽ

Ṽ ×W

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

h̃ π1

x f̃(x)

(f̃(x), 0)

con h̃(ϕ(p)) =
(
(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)), 0

)
= (ψ(q), 0). Poñendo U = ϕ−1(Ũ) e V = ψ−1(Ṽ )

temos p ∈ U ⊂ U∗ ⊂M e q ∈ V ⊂ V ∗ ⊂ N . Finalmente, h = (ψ|V × idW )−1 ◦ h̃ ◦ϕ|U é un

difeomorfismo h : U → V ×W tal que π1 ◦ h = f|U como se ve no diagrama:

U V

Ũ V ×W

Ṽ ×W

f|U

ϕ|U

h̃ ψ|V × idW

π1h

En efecto, (π1◦h)(x) = π1

(
(ψ×idW )−1

(
h̃
(
ϕ(x)

)))
= π1

(
(ψ×idW )−1(ψ(f(x)),−)

)
= f(x).

(ii) ⇒ (iii) Dando por certa a hipótese (ii), tomamos a carta (Vo, ψ) con q ∈ Vo ⊂ V e

consideramos o aberto Uo = h−1(Vo ×W ) ⊂ U .

Uo Vo

ψ(Vo)×W Vo ×W

f|Uo

π1

ψ×idW

h|Uo

ϕ

A aplicación ϕ = (ψ × idW ) ◦ h|Uo é un difeomorfismo por ser composicións dos difeo-

morfismos ψ×idW : Vo×W → ψ(Vo)×W e h|Uo : Uo → Vo×W . Polo tanto, (Uo, ϕ) e (Vo, ψ)

son cartas de M e N respectivamente, p ∈ Uo, f(Uo) ⊂ Vo, que definen unha expresión local

f en p do tipo que buscabamos, ψ ◦ f ◦ϕ−1 : ϕ(Uo) = ψ(Vo)×W ⊂ Rm −→ ψ(Vo) ⊂ Rn, e

(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(x) = (ψ ◦ f)
(
(ψ × idW ) ◦ h|Uo

)−1
(x)

= ψ
(

(f ◦ h−1
|Uo)
(
ψ−1(x1, . . . , xn), xn+1, . . . , xm

))
= ψ(ψ−1(x1, . . . , xn)) = (x1, . . . , xn)
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(iii) ⇒ (i) A existencia dunha expresión local como a da hipótese (iii) implica que

rang(f∗p) = rangD(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)
(
ϕ(p)

)
= rang

(
In 0

)
= n,

e polo tanto f∗p é sobrexectiva.

Definición 2.16. Se M e N son variedades diferenciables de dimensións m e n, respectiva-

mente, f : M → N é unha aplicación diferenciable e p ∈M , dise que f é unha submersión

en p se rangp(f) = n, é dicir, se se verifican as condicións equivalentes do teorema 2.15.

Dise que f : M → N é unha submersión se o é en cada punto de M .

Exemplo 2.17. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n, respec-

tivamente, e M × N a variedade produto. Se (p, q) ∈ M × N entón as proxeccións

π1 : M ×N →M e π2 : M ×N → N son submersións, xa que se (U,ϕ) e (V, ψ) son cartas

de M e N , respectivamente, tales que p ∈ U e q ∈ V , téñense as seguintes expresións

locais de π1 e π2 en (p, q):

(x, y) ∈ ϕ(U)× ψ(V ) ⊂ Rm+n 7−→ x ∈ ϕ(U) ⊂ Rm,

(x, y) ∈ ϕ(U)× ψ(V ) ⊂ Rm+n 7−→ y ∈ ψ(V ) ⊂ Rn,

que son aplicacións C∞, e ademais rang(p,q)(π1) = m = dimM e rang(p,q)(π2) = n =

dimN .

Exemplo 2.18 (A proxección do fibrado tanxente). Se M é unha variedade diferen-

ciable de dimensión m o seu fibrado tanxente T (M) =
⊔
p∈M Tp(M) (unión disxunta) ten

unha estrutura natural de variedade diferenciable de dimensión 2m e a proxección definida
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por

π : T (M)→M

v 7→ p se v ∈ Tp(M)

é unha submersión. En efecto, T (M) ten unha topolox́ıa e unha estrutura diferenciable

tal que se A0 = {
(
Uα, ϕα = (x1

α, . . . , x
m
α )
)
| α ∈ A} é o atlas completo de M entón cada

π−1(Uα) é un subconxunto aberto de T (M) e cada aplicación

ϕ̃α : π−1(Uα) −→ ϕα(Uα)× Rm

v =

m∑
i=1

vi
(
∂xiα
)
p
7−→ (x1

α(p), . . . , xmα (p), v1, . . . , vm)

é un difeomorfismo. En particular, o conxunto

Ã0 =
{(
π−1(Uα), ϕ̃α

)
| α ∈ A

}
é un atlas da variedade diferenciable T (M), e a expresión local de π respecto das cartas(
π−1(Uα), ϕ̃α

)
e (Uα, ϕα) é

ϕα ◦ π ◦ ϕ̃−1
α : (x1, . . . , xm, v1, . . . , vm) ∈ ϕα(Uα)× Rm −→ (x1, . . . , xm) ∈ ϕα(Uα),

o que amosa que π é diferenciable e unha submersión, de acordo coa caracterización (iii)

no teorema 2.15.

Observación 2.19. Sexa f : M → N unha aplicación continua. Se V é un subconxunto

aberto de N e σ : V →M é unha aplicación continua tal que a composición f ◦σ : V → N

é a inclusión V ↪→ N entón σ é unha sección local de f . Se ademais V = N , a aplicación

σ : N →M é unha sección de f .

Exemplo 2.20 (Campos de vectores). Un campo de vectores sobre unha variedade

diferenciable M é unha sección da proxección π do fibrado tanxente de M , isto é, unha

aplicación X : M → T (M) tal que π ◦ X = idM . En particular, o campo de vectores

trivial 0 : p ∈ M 7→ 0p ∈ Tp(M) ten unha expresión local respecto das cartas (Uα, ϕα) e(
π−1(Uα), ϕ̃α

)
no exemplo 2.18 que é

ϕ̃α ◦ 0 ◦ ϕ−1
α : (x1, . . . , xm) ∈ ϕα(Uα) −→ (x1, . . . , xm, 0,

(m). . ., 0) ∈ ϕα(Uα)× Rm,

que da a caracterización (iii) de inmersión no teorema 2.2.

Observación 2.21. Se X é un campo de vectores sobre unha variedade diferenciable M

entón para cada carta (U,ϕ) de M , ϕ = (x1, . . . , xm), e para cada p ∈ U , tense que cada

Xp ∈ Tp(M) pódese escribir (1.10)

Xp =
m∑
i=1

λi(p)
(
∂xi
)
p
, λi(p) = Xp(x

i),
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onde para cada i = 1, . . . ,m, a aplicación λi : U → R é a compoñente i-ésima de X en

(U,ϕ), e

X|U =

m∑
i=1

λi ∂xi

dise que a expresión local de X en (U,ϕ). Agora ben, a expresión local da aplicación

X : M → T (M) respecto das cartas (U,ϕ) e (π−1(U), ϕ̃) (onde a segunda obtense da

primeira como no exemplo 2.18) está dada por(
ϕ̃ ◦X ◦ ϕ−1

)
(x) =

(
x1(ϕ−1(x)), . . . , xm(ϕ−1(x)), λ1(ϕ−1(x)), . . . , λm(ϕ−1(x))

)
.

Aśı que o campo de vectores X é un campo de vectores diferenciable, isto é, a aplicación

X : M → T (M) é diferenciable se, e só se, para cada punto p ∈ M hai unha carta (U,ϕ)

de M , p ∈ U (equivalentemente para cada carta de M) tal que as as compoñentes de X

nesta carta son funcións diferenciables.

Pois ben, cada campo de vectores diferenciable X : M → T (M) é unha inmersión, xa

que (π ◦ X)∗p = (idM )∗p para cada p ∈ M , logo π∗Xp ◦ X∗p = idTp(M), polo que cada

X∗p : Tp(M)→ TXp(T (M)) é inxectiva.

Proposición 2.22. Sexa f : M → N unha aplicación diferenciable. Entón f é unha

submersión se, e só se, cada punto de M pertence á imaxe dunha sección local diferenciable

de f .

Demostración. Supoñamos en primeiro lugar que f é unha submersión. Sexan p ∈ M ,

q = f(p) e (U,ϕ) e (V, ψ) cartas do tipo das do apartado (iii) do Teorema 2.15. Aśı, a

expresión local de f nestes sistemas de coordenadas é

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm −→ ψ(V ) ⊂ Rn

(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) 7−→ (x1, . . . , xn) .

Para ε suficientemente pequeno, hai un m-cubo Qm(ε) de lado ε centrado en ϕ(p) =

(a1, . . . , am) que está contido en ϕ(U). Polo tanto, a súa imaxe pola expresión local de f

será o n-cubo Q̃n(ε) centrando en ψ(q) = (a1, . . . , an) obtido proxectando as n primeiras

compoñentes de Qm(ε). A aplicación σ : ψ−1(Q̃n(ε)) −→ ϕ−1(Qm(ε)) ↪→ M definida pola

expresión local

ϕ ◦ σ ◦ ψ−1 : (x1, . . . , xn) ∈Q̃n(ε) 7−→ (x1, . . . , xn, an+1, . . . , am) ∈ Qm(ε)

é unha sección local diferenciable de f e (ϕ ◦ σ ◦ ψ−1)(a1, . . . , an) = ϕ(p) ∈ Qm(ε) polo

que a súa imaxe contén a p.
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Reciprocamente, supoñamos que cada punto p ∈ M pertence á imaxe dunha sección

local diferenciable σ : V −→ M de f . Sexa p ∈ M e unha sección local diferenciable de f

tal que p ∈ σ(V ), aśı que f ◦σ é a inclusión i : V → N . Isto implica que se q ∈ V é tal que

σ(q) = p, pola regra da cadea tense f∗p ◦σ∗q = i∗q, que é un isomorfismo, xa que V é unha

subvariedade aberta de N (observación 1.9), do que se deduce que f∗p é sobrexectiva.

Observación 2.23. A esfera Sn = {x ∈ Rn+1 \ {0} | ‖x‖ = 1} é unha variedade dife-

renciable de dimensión n (verémolo no exemplo 3.15 sin necesidade de constrúır de xeito

expĺıcito unha estrutura diferenciable). Utilizaremos a proposición anterior para probar

(exemplo 3.30) que a proxección radial π : Rn+1 \ {0} → Sn é unha submersión vendo que

cada punto de Rn+1 \ {0} está na imaxe dunha seción (global) diferenciable.

Proposición 2.24. Toda submersión f : M → N é unha aplicación aberta.

Demostración. Dado un subconxunto aberto U de M vexamos que para calquera q ∈ f(U)

podemos atopar unha veciñanza aberta de q contida en f(U). En efecto, se p ∈ U é tal que

f(p) = q entón existe unha sección local diferenciable σ : V → M de f tal que σ(q) = p.

O conxunto σ−1(U) é unha veciñanza aberta de q porque σ é continua, e ademais está

contido en f(U) por ser σ unha sección local de f : se y ∈ σ−1(U) entón σ(y) ∈ U , logo

y = f(σ(y)) ∈ f(U).

Observación 2.25. Xa que toda submersión f : M → N é unha aplicación continua

e aberta, se ademais é sobrexectiva entón é unha identificación. Como consecuencia, se

g : N → L é unha aplicación, tense que g é continua se, e só se, g ◦f é continua. O seguinte

teorema dá unha propiedade caracteŕıstica da diferenciabilidade das aplicacións definidas

na imaxe dunha submersión sobrexectiva.

Teorema 2.26. Sexan M e N variedades diferenciables e f : M → N unha submersión

sobrexectiva. Se L é unha variedade diferenciable, unha aplicación g : N → L é diferen-

ciable se, e só se, g ◦ f : M → L é diferenciable.

Demostración. Se g é diferenciable entón g ◦ f tamén o é en canto que composición de

aplicacións diferenciables.

Por outra parte, supoñamos que g ◦f é diferenciable. Se q ∈ N , como f é sobrexectiva,

existe p ∈M tal que f(p) = q. Pola proposición 2.22 existe unha sección local diferenciable

σ : V →M de f con σ(q) = p. Daquela, como f ◦ σ = i : V ↪→ N ,

g|V = g ◦ (f ◦ σ) = (g ◦ f) ◦ σ

é diferenciable por composición de aplicacións diferenciables. En conclusión, g é diferen-

ciable por selo nunha veciñanza de cada punto.
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2.3. O teorema do rango constante

Como consecuencia das expresión locais nun punto das inmersións e submersións (apar-

tado (iii) dos teoremas 2.2 e 2.15) tense que se unha aplicación f : M → N é unha inmer-

sión ou unha submersión en p ∈ M entón existe unha veciñanza aberta U de p na que f

conserva o rango, isto é, f|U é unha inmersión ou unha submersión en p, respectivamente,

e polo tanto o conxunto de puntos nos que f é unha inmersión ou unha submersión é un

aberto en M .

Unha xeneralización das expresións locais das inmersións e submersións vén dada polo

teorema do rango constante en variedades diferenciables, que tamén é consecuencia do

teorema da función inversa.

Teorema 2.27 (Teorema do rango constante). Sexan M e N variedades diferenciables

de dimensións m e n, respectivamente, e p ∈ M . Sexa f : M → N unha aplicación dife-

renciable de rango constante r nunha veciñanza de p. Entón existe unha carta (U,ϕ) de

M centrada en p e existe unha carta (V, ψ) de N centrada en f(p) tales que f(U) ⊂ V ,

coas que a expresión local de f está dada por

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm −→ ψ(V ) ⊂ Rn

(x1, . . . , xm) 7−→ (x1, . . . , xr, 0,
(n−r). . . , 0).

Demostración. Sexan ( Ũ , ϕ̃) e ( Ṽ , ψ̃ ) cartas de M e N centradas en p e f(p), respectiva-

mente, tales que f( Ũ) ⊂ Ṽ e que o rango de f é r en tódolos puntos de Ũ . Consideramos

a aplicación

F = (F1, . . . , Fn) = ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃ : ϕ̃( Ũ) ⊂ Rm −→ ψ̃ ( Ṽ ) ⊂ Rn,

que ten rango constante r en ϕ̃( Ũ) e F (0) = 0. En particular, rang0(F ) = r, polo que

existe unha submatriz r × r de DF (0) con determinante distinto de 0. Compoñendo F

con automorfismos lineales de Rm e Rn para permutar convenientemente as coordenadas

pódese supoñer que a submatriz superior esquerda de DF (0) é non singular,

(
DiFj(0)

)
1≤i,j≤r

=


D1F1(0) . . . DrF1(0)

. . . . . . . . .

D1Fr(0) . . . DrFr(0)

 .

A aplicación α0 : ϕ̃( Ũ)→ Rm definida por

α0(x) = (F1(x), . . . , Fr(x), xr+1, . . . , xm), x = (x1, . . . , xm) ∈ ϕ̃( Ũ),
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é unha aplicación C∞ e tense que a súa matriz jacobiana en 0 é da forma

Dα0(0) =

(
DiFj(0) ?

0 Im−r

)
,

onde Im−r é a matriz identidade (m−r)×(m−r). Xa que detDα0(0) 6= 0, polo teorema da

función inversa existen abertos conexos U0 e A0 en Rm tales que 0 ∈ U0, α0(0) = 0 ∈ A0,

U0 ⊂ ϕ̃( Ũ) e α = α0 |U0
: U0 → A0 é un difeomorfismo. Podemos supoñer, facendo máis

pequenos estes abertos, que A0 = Qm(δ) = (−δ, δ)m é un cubo.

Agora, cada x ∈ A0 pódese escribir

(x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xm) = α(y) = (F1(y), . . . , Fr(y), yr+1, . . . , ym), y ∈ U0,

logo, para cada x ∈ A0,

(F ◦ α−1)(x) = (F ◦ α−1)(α(y)) = (F1(y), . . . , Fr(y), Fr+1(y), . . . , Fn(y))

=
(
x1, . . . , xr, Fr+1(α−1(x)), . . . , Fn(α−1(x))

)
.

Se poñemos Gr+i(x) = (Fr+i ◦ α−1)(x) para cada x ∈ A0, 1 ≤ i ≤ n− r, pódese escribir

(F ◦ α−1)(x) = (x1, . . . , xr, Gr+1(x), . . . , Gn(x)), x ∈ A0,

e para cada x ∈ A0 tense que a matriz D(F ◦ α−1)(x) exprésase

D(F ◦ α−1)(x) =

(
Ir 0

? Dr+jGr+i(x)

)
, 1 ≤ i, j ≤ n− r.

Temos usado ata agora que rang0(F ) = r, pero pola hipótese o rango de F é constante en

U0 ⊂ ϕ̃( Ũ), e como α é un difeomorfismo, F ◦ α−1 ten rango constante r en A0 = α(U0).

Polo tanto, as compoñentes Dr+jGr+i(x) da matriz D(F ◦α−1)(x) anúlanse en cada punto

x ∈ A0, logo as funcións Gr+1, . . . , Gn non dependen máis que de x1, . . . , xr, xa que o

conxunto A0 é un cubo.

Imos constrúır agora un difeomorfismo axeitado definido nunha veciñana aberta do

punto 0 ∈ ψ̃ ( Ṽ ) ⊂ Rn. O conxunto

V0 =
{

(z1, . . . , zr, zr+1, . . . , zn) ∈ ψ̃ ( Ṽ ) | (z1, . . . , zr, 0,
(m−r). . . , 0) ∈ A0

}
é un aberto en Rn xa que é a imaxe inversa do aberto A0 en Rm pola aplicación continua

(y, z) ∈ ψ̃ ( Ṽ ) ⊂ Rn → (y, 0) ∈ Rm,

e 0 = ψ̃ (f(p)) ∈ V0. Se poñemos

gr+i(x1, . . . , xr) = Gr+i(x1, . . . , xr, 0,
(m−r). . . , 0), 1 ≤ i ≤ n− r ,
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entón

(F ◦ α−1)(x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, gr+1(x. . . . , xr), . . . , gn(x1 . . . , xr)),

e a aplicación β : V0 → Rn definida por

β(z1, . . . , zr, zr+1, . . . , zn) =
(
z1, . . . , zr, zr+1 − gr+1(z1, . . . , zr), . . . , zn − gn(z1, . . . , zr)

)
,

é inxectiva. Ademais, a súa matriz jacobiana en cada z ∈ V0 ten a expresión

Dβ(z) =

(
Ir 0

? In−r

)
,

aśı que é non singular para cada z ∈ V0, e polo teorema da función inversa, β é un

difeomorfismo de V0 no conxunto B0 = β(V0), que é aberto en Rn.

Agora, a aplicación H = β ◦ F|U0
◦ α−1 : A0 → B0 está dada por

H(x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xm) = β
(
x1, . . . , xr, gr+1(x. . . . , xr), . . . , gn(x1 . . . , xr)

)
,

e pola definición de β tense que

H : (x1, . . . , xm) ∈ A0 7−→ (x1, . . . , xr, 0,
(n−r). . . , 0) ∈ B0.

Tiñamos que o aberto A0 é un cubo Qm(δ) = (−δ, δ)m, e se tomamos η > 0 tal que

(−η, η) ⊂ B0 e ε = mı́n{δ, η}, podemos supoñer que A0 = Qm(ε) = (−ε, ε)m e que

B0 = Qn(ε) = (−ε, ε)n, e o seguinte diagrama, onde α e β son difeomorfismos, é conmu-

tativo

U0 ⊂ Rm V0 ⊂ Rn

Qm(ε) Qn(ε)

F|U0

α β

H

Se poñemos U = ϕ̃−1(U0) ⊂ Ũ , V = ψ̃
−1

(V0) ⊂ Ṽ , ϕ = α ◦ ϕ̃|U , ψ = β ◦ ψ̃ ||V , téñense as

cartas (U,ϕ) de M centrada en p e (V, ψ) de N centrada en f(p), e o diagrama conmutativo

U ⊂M V ⊂ N

ϕ(U) = Qm(ε) ψ(V ) = Qn(ε)

f|U

ϕ ψ

H
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e H = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 é a expresión local de f que queriamos obter.

Da proba do anterior teorema séguese o corolario que enunciamos a continuación.

Corolario 2.28. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n, respec-

tivamente. Se f : M → N é unha aplicación diferenciable de rango constante r nunha

veciñanza de p ∈ M entón existe unha carta (U,ϕ) de M centrada en p e existe unha

carta (V, ψ) de N centrada en q = f(p), con f(U) ⊂ V , ϕ(U) = Qm(ε) e ψ(V ) = Qn(ε)

para algún ε > 0, e tales que a expresión local de f nestas cartas está dada por

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : (x1, . . . , xm) ∈ Qm(ε)= (−ε, ε)m 7→(x1, . . . , xr, 0,
(n−r). . . , 0) ∈ Qn(ε)=(−ε, ε)n.

Observación 2.29. Do teorema do rango constante tamén se seguen en particular as

caracterizacións locais das inmersións e submersións descritas no apartado (iii) de cada

un dos teoremas 2.2 e 2.15.

Observación 2.30. Como consecuencia do teorema 2.27 tense o seguinte teorema do

rango global ([5, p. 83, Theorem 4.14]). A hipótese de que a variedade M sexa segundo

numerable reqúırese para a demostración dos apartados (b) e (c) e ademais faremos uso do

concepto de conxunto denso en ningunha parte. Isto dise dos conxuntos cuxa clausura ten

interior baleiro. Usaremos tamén o teorema de categoŕıas de Baire [4, p.106], de acordo co

cal unha unión numerable de conxuntos densos en ningunha parte nun espazo Haussdorf

localmente compacto (ou nun espazo métrico completo) ten interior baleiro.

Teorema 2.31. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n, respectiva-

mente, e sexa f : M → N unha aplicación diferenciable de rango constante r e supoñemos

que M é segundo numerable.

(a) Se f é inxectiva entón é unha inmersión.

(b) Se f é sobrexectiva entón é unha submersión.

(c) Se f é bixectiva entón é un difeomorfismo.

Demostración. (a) Supoñamos que f non é unha inmersión, isto é, que r < m. Dado

p ∈ M , polo teorema do rango constante, existe unha carta (U,ϕ) de M centrada en p

e unha carta (V, ψ) de N centrada en f(p) con f( U) ⊂ V e coas que a expresión local

f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 de f é da forma

f̃(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0,
(n−r). . . , 0).

Entón, f non seŕıa inxectiva porque para ε suficientemente pequeno para que o punto

(0, . . . , 0, ε) pertenza a ϕ(U) tense que f̃(0, . . . , 0, ε) = (0, . . . , 0).
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(b) Supoñamos que f é sobrexectiva pero non unha submersión, logo r < n. Para cada

p ∈ M , polo teorema do rango constante, existe unha carta (Ũp, ϕp) de M centrada en p

e unha carta (Vp, ψp) de N centrada en f(p) con f( Ũp) ⊂ Vp e coas que a expresión local

de f é da forma

(ψp ◦ f ◦ (ϕp)
−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0,

(n−r). . . , 0).

Sexa Up a imaxe rećıproca por ϕp dunha bóla aberta en Rn centrada en ϕp(p) = 0 e

tal que f
(
Up
)
⊂ Vp. Entón f

(
Up
)

é un conxunto compacto contido no subconxunto

{(y1, . . . , yn) ∈ Vp | yr+1 = · · · = yn = 0} de N , polo que é pechado en N e non contén

ningún subconxunto aberto. En consecuencia, é denso en ningunha parte de N . Como M

é segundo numerable, o recubrimento aberto {Up}p∈M admite un subrecubrimento nume-

rable {Ui}i∈N. Deste xeito, {f(Ui)}i∈N é un recubrimento numerable de f(M) formado

por conxuntos densos en ningunha parte na variedade N , que é un espazo Hausdorff local-

mente compacto. Entón, o teorema de categoŕıas de Baire asegura que f(M) ten interior

baleiro en N , polo que non pode ser N , logo f non podeŕıa ser sobrexectiva.

(c) Neste caso, por (a), f é unha inmersión e, por (b), unha submersión. En consecuen-

cia, a aplicación tanxente f∗p é bixectiva para cada p ∈M , o que equivale a que f sexa un

difeomorfismo local en cada punto (polo teorema da función inversa para variedades 2.6)

e como f é bixectiva, é un difeomorfismo.

Corolario 2.32. Sexa f : M → N unha aplicación diferenciable, onde M é segundo nu-

merable.

(a) Se f é unha inmersión bixectiva entón é un difeomorfismo.

(b) Se f é unha submersión bixectiva entón é un difeomorfismo.

Demostración. Basta ter en conta o teorema anterior e que tanto as inmersións como as

submersións teñen rango máximo en cada punto.





Caṕıtulo 3

Subvariedades e variedades

cocientes

3.1. Subvariedades

Xa introducimos as subvariedades abertas en 1.2 e agora imos considerar varias defini-

cións de subvariedade dunha variedade diferenciable M . O termo xenérico de subvariedade

vai ser equivalente ao máis descritivo de subvariedade inmersa, e que a topolox́ıa sexa a

herdada pola de M define as subvariedades embebidas; as subvariedades regulares apare-

cerán como subespazos de M que se definen localmente por unha restrición de sistemas

de coordenadas axeitadas da variedade.

Definicións 3.1. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensión m e E ⊂M .

(1) Se E é unha variedade diferenciable diremos que é unha subvariedade inmersa de M

(ou simplemente unha subvariedade de M) se a inclusión i : E →M é unha inmersión.

(2) Se E é unha subvariedade inmersa de M e ademais é un subespazo topolóxico de M

(equivalentemente, a inclusión i : E → M é un embebemento regular) diremos que E é

unha subvariedade embebida de M .

(3) Se E é un subespazo topolóxico de M diremos que é unha subvariedade regular de M

se para algún k ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, E ten a propiedade de k-subvariedade de M , isto é, se

para cada punto p ∈ E, existe unha carta (U,ϕ) de M , p ∈ U , tal que

ϕ(U) = B × C, B aberto en Rk, C aberto en Rm−k,

ϕ(U ∩ E) = B × {c}, c ∈ C.

e dise que (U,ϕ) é unha carta de M adaptada a E.

29
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Observacións 3.2. (1) Tamén se define unha subvariedade inmersa de M como un par

(E, f), onde E é unha variedade diferenciable e f : E →M unha inmersión inxectiva. Neste

caso, coa topolox́ıa e a estrutura diferenciable que fai que a bixección E → f(E) definida

por f sexa un difeomorfimo (véxase a observación 1.5), o conxunto f(E) convértese nunha

subvariedade inmersa de M , coa definición 3.1 (1), difeomorfa a E, e distintos pares deste

tipo poden definir a mesma subvariedade inmersa. En efecto, dous pares (E1, f1) e (E2, f2)

tales que f1 : E1 →M e f2 : E2 →M son inmersións inxectivas son equivalentes se existe

un difeormorfismo h : E1 → E2 tal que o seguinte diagrama é conmutativo

E1

M

E2

f1

f2

h

e pares equivalentes dan lugar a un único par distinguido (E, i) na mesma clase, onde

E ⊂M e a inclusión i : E ↪→M é unha inmersión.

(2) Se E é unha variedade diferenciable e f : E →M é unha inmersión inxectiva que tamén

é un embebemento topolóxico, (isto é, f é un embebemento regular), entón a subvariedade

f(E) de M difeomorfa a E (por f : E → f(E)) é unha subvariedade embebida de M de

acordo coa definición 3.1 (2).

(3) Se (U,ϕ) é unha carta de M adaptada a un subconxunto E de M e p ∈ U ∩ E, pódese

modificar (compoñendo con difeomorfimos apropiados entre abertos de Rm definidos por

traslacións e homotecias) nunha carta cúbica de M centrada en p (isto é, ϕ(p) = (0, (m). . ., 0))

adaptada a E, tal que

ϕ(U) = (−ε, ε)m, ϕ(U ∩ E) = (−ε, ε)k × {(0, (m−k). . . , 0)}, (para algún ε > 0),
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aśı que a existencia destas cartas para os puntos de E equivalen á propiedade de k-

subvariedade de E.

(4) Polas definicións xa se ten inmediatamente que as subvariedades embebidas dunha

variedade diferenciable M son subvariedades inmersas. En xeral, a topolox́ıa dunha subva-

riedade inmersa E de M é máis fina que a topolox́ıa relativa xa que a inclusión i : E →M

é continua; soamente se as dúas topolox́ıas coinciden, a subvariedade inmersa E é unha

subvariedade embebida de M . Por outra parte, dos teorema 3.9 e 3.10 concluirase que as

subvariedades embebidas coinciden coas subvariedades regulares.

Proposición 3.3. Se M é unha variedade diferenciable de dimensión m, as subvariedades

de M de dimensión m son exactamente as subvariedades abertas.

Demostración. Se W é unha subvariedade aberta de M de dimensión m entón a inclusión

é un embebemento regular (exemplo 2.8) e polo tanto W é unha subvariedade embebida

(e inmersa) de M . Reciprocamente, se E é unha subvariedade inmersa de M de dimensión

m entón a inclusión i : E ↪→ M é unha inmersión entre dúas variedades diferenciables da

mesma dimensión, logo é un difeomorfisnmo local e polo tanto unha aplicación aberta, aśı

que E é aberto en M (e todo aberto en E é aberto en M e na topolox́ıa relativa de E).

Como consecuencia inmediata do teorema 2.13, tense o seguinte lema de factorización.

Lema 3.4 (Lema de factorización). Sexan M e L variedades diferenciables, E unha

subvariedade de M e g : L → M unha aplicación diferenciable tal que g(L) ⊂ E. Sexa

g0 : L→M a aplicación dada por g0(x) = g(x) para cada x ∈ L.

L M

E

g

go
i

(a) Se g0 é continua entón é diferenciable.

(b) Se E é unha subvariedade embebida de M entón g0 é diferenciable.

Un subconxunto E dunha variedade diferenciable M pode admitir máis dunha estru-

tura de variedade diferenciable coa que é unha subvariedade de M , como se ve no seguinte

exemplo.

Exemplo 3.5. Sexa f : R→ R2 dada por f(t) = (sen 2πt, senπt). O conxunto X = f(R)

é a lemniscata ou “figura 8” (exemplo 2.10). Se consideramos os intervalos I = (−1, 1) e
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J = (0, 2) entón as aplicacións α1 = f|I : I → X e α2 = f|J : J → X son bixectivas. Para

cada i = 1, 2, sexa Mi o conxunto X coa estrutura de variedade diferenciable para a que

αi é un difeomorfismo. Entón M1 e M2 son dous espazos topolóxicos distintos que non son

subespazos topolóxicos de R2 e son subvariedades inmersas distintas de R2.

M1 M2

Non obstante, fixada a topolox́ıa nun subconxunto E de M , do lema de factoriza-

ción séguese que E vai poder ter como moito unha estrutura diferenciable coa que sexa

subvariedade de M .

Proposición 3.6. Sexa M unha variedade diferenciable. Se E é un espazo topolóxico

que está contido en M (como conxunto) entón existe ao suma unha estrutura diferen-

ciable sobre E coa que é unha subvariedade de M . En particular, se E é un subespazo

topolóxico de M entón existe ao sumo unha estrutura diferenciable sobre E coa que é unha

subvariedade embebida de M .

Demostración. Sexan [A]∞ e [B]∞ dúas estruturas diferenciables sobre E tales que Ea =

(E, [A]∞) e Eb = (E, [B]∞) son subvariedades de M ; isto é, as inclusións i : Ea → M e

j : Eb →M son inmersións.

Ea M

Eb

i

idE
j

Eb M

Ea

j

idE
i

Polo lema 3.4 aplicado a ambos os diagramas anteriores, a identidade idE : Ea → Eb

é un difeomorfismo. Entón A e B son equivalentes, aśı que inducen a mesma estrutura

diferenciable no espazo topolóxico E. En particular, se E é un subespazo topolóxico de M

entón i e j son embebementos regulares.

Exemplo 3.7. Se M e N son variedades diferenciables de dimensións m e n, respecti-

vamente entón, para cada q ∈ N , o subespazo M × {q} de M × N é unha subvariedade
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embebida de M ×N , xa que a inxección iq : x ∈M 7→ (x, q) ∈M ×N é un embebemento

regular (exemplo 2.9).

Exemplo 3.8. (O grafo dunha aplicación diferenciable). Sexan M e N variedades

diferenciables de dimensión m e n, respectivamente. O grafo dunha función diferenciable

f : M → N é unha subvariedade embebida de dimensión m da variedade diferenciable

M ×N , xa que a aplicación γf : M →M ×N dada por

γf (x) = (x, f(x))

é un embebemento regular cuxa imaxe é o grafo de f ,

Γ(f) = {(p, q) ∈M ×N | p ∈M, q = f(p)} = γf (M).

En efecto, como (π1 ◦ γf )(p) = p, onde π1 : M × N → M é a proxección, pola regra da

cadea a composición (π1)∗(p,f(p)) ◦ (γf )∗p = (idM )∗p é un isomorfismo, e entón, γf é unha

inmersión por ser (γf )∗p inxectiva para cada p ∈ M . Ademais, γf é un embebemento

topolóxico porque π1|Γ(f) é a inversa de x ∈M → γf (x) ∈ Γ(f), que é continua, logo γf é

un embebemento regular.

Os dous teoremas seguintes amosan que as subvariedades embebidas de dimensión k

están totalmente caracterizadas pola propiedade de k-subvariedade.

Teorema 3.9. Sexa E un subconxunto dunha variedade diferenciable M de dimensión m.

Se E é unha subvariedade regular de M entón admite unha (única) estrutura diferenciable

coa que é unha subvariedade embebida de M .
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Demostración. Supoñamos que E ⊂ M é unha subvariedade regular da variedade dife-

renciable M de dimensión m, de modo que E ten a propiedade de k-subvariedade para

algún k, 1 ≤ k ≤ m. En primeiro lugar, vexamos que é unha variedade topolóxica de di-

mensión k. Coa topolox́ıa relativa, E é Haussdorf por ser un subespazo topolóxico de M .

Ademais, é localmente euclidiano de dimensión k. En efecto, sexa p ∈ E e (U,ϕ) unha

carta de M adaptada a E, isto é,

ϕ(U) = B × C, B aberto en Rk, C aberto en Rm−k, ϕ(U ∩ E) = B × {c}, c ∈ C.

Entón Uo = U ∩ E é aberto en E e definimos

ϕo = π1 ◦ ϕ|Uo : Uo ⊂ U
ϕ−→ B × C π1−→ B,

que é un homeomorfismo xa que ten inversa continua ϕ−1
o (x) = (ϕ−1 ◦ j)(x) = ϕ−1(x, c),

sendo j : x ∈ Rk → (x, c) ∈ Rn. Daquela, (Uo, ϕo) é unha carta sobre E en p ∈ Uo e

podemos conclúır que E é unha subvariedade topolóxica.

Agora, imos dotar a E dunha estrutura diferenciable constrúındo un atlas a partir das

cartas de M adaptadas a E. Sexan

C = {(U,ϕ)| (U,ϕ) é unha carta de M adaptada a E}

e

A = {(Uo, ϕo)| Uo = U ∩ E,ϕo = π1 ◦ ϕ|Uo , (U,ϕ) ∈ C}.

O conxunto A é un atlas sobre E pois claramente

E =
⋃

(U,ϕ)∈C

Uo,

porque, pola propiedade de k-subvariedade, para cada p ∈ E existe unha carta adaptada

de M en p. Ademais, dúas cartas calquera (Uo, ϕo) e (Vo, ψo) en A son compatibles, porque

se Uo ∩ Vo 6= ∅, a aplicación ψo ◦ ϕ−1
o é C∞ por ser composición de aplicacións C∞

ψo ◦ ϕ−1
o : x

j7→ (x, c)
ψ◦ϕ−1

7−−−−→ (ψ ◦ ϕ−1)(x, c)
π17−→ (π1 ◦ ψ ◦ ϕ−1 ◦ j)(x),

polo que A é un atlas diferenciable.

Por outra parte, a inclusión i : E ↪→ M é diferenciable porque para cada p ∈ E existe

unha expresión local do seguinte xeito

ψo ◦ ϕ−1
o : ϕo(Uo) = B ⊂ Rk → B × C = ϕ(U) ⊂ Rm

x 7→ (ϕ ◦ i ◦ ϕ−1
o )(x) = ϕ(ϕ−1(x, c)) = (x, c)
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de onde ademais é inmediato ver que i∗p é inxectiva para todo p ∈ E porque

rangp(i) = rangD(ϕ ◦ i ◦ ϕ−1
o )(ϕo(p)) = rang

(
Ik

0

)
= k,

polo que i é unha inmersión. Finalmente, como E é un subespazo topolóxico de M con-

clúımos que E é unha subvariedade embebida de M .

Teorema 3.10. Sexan M e E variedades diferenciables de dimensións m e k, respec-

tivamente. Se E é unha subvariedade embebida de M entón E ten a propiedade de k-

subvariedade de M e polo tanto é unha subvariedade regular de M .

Demostración. Nas condicións do enunciado, por ser E unha subvariedade embebida, a

inclusión i : E ↪→ M é unha inmersión. Entón, polo teorema do rango para cada p ∈ E
existen cartas (Uo, ϕo) de E e (Ũ ,ϕ̃) de M tales que a expresión local da inclusión é da

forma

ϕ̃ ◦ i ◦ ϕ−1
o : (x1, . . . , xk) ∈ ϕo(Uo) −→ (x1, . . . , xk, 0,

(m−k). . . , 0) ∈ ϕ̃(Ũ) = ϕo(Uo)×W,

onde p ∈ Uo e W é unha veciñanza aberta de 0 ∈ Rm−k. Por ser E un subespazo topolóxico

de M , podemos tomar un aberto G en M tal que Uo = G∩E. Entón ϕ̃(U ∩G) é un aberto

en Rm tal que ϕ̃(p) =
(
ϕ(p), 0

)
∈ ϕ̃(U ∩G), e polo tanto existen abertos B en Rk e C en

Rm−k tales que

ϕ̃(p) =
(
ϕ(p), 0

)
∈ B × C ⊂ ϕ̃(U ∩G) ⊂ ϕ̃(U) = ϕo(Uo)×W.

Pois ben, se poñemos U = ϕ̃−1(B ×C) e ϕ = ϕ̃|U : U → B ×C entón (U,ϕ) é unha carta

de M tal que p ∈ U e ϕ(U ∩E) = B × {0}, con 0 ∈ C. Polo tanto, E ten a propiedade de

k-subvariedade de M .

Observación 3.11. Calquera subvariedade inmersa compacta E dunha variedade dife-

renciable é necesariamente unha subvariedade embebida de M , xa que ao ser a inclusión

i : E ↪→ M continua tamén é pechada (observación 2.11), logo é un embebemento e polo

tanto a topolox́ıa de E é necesariamente a topolox́ıa relativa.

Imos ver agora un resultado que, coa súa consecuencia (o teorema do valor regular),

é util para obter exemplos de variedades diferenciables como subvariedades regulares de

espazos euclidianos.

Teorema 3.12. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n, respec-

tivamente, e f : M → N unha aplicación diferenciable. Se f ten rango constante k en

todo punto de M e q ∈ f(M) entón o conxunto de nivel E = f−1(q) é unha subvariedade

regular pechada de M de dimensión m− k.
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Demostración. Vexamos que o subespazo topolóxico E = f−1(q) de M ten a propiedade

de (m − k)-subvariedade de M . Se p ∈ E, entón como f ten rango constante k nunha

veciñanza de p, o corolario do teorema do rango 2.28 garante que existen cartas (U,ϕ) de

M en p e (V, ψ) de N en q centradas en p e q, respectivamente, f(U) ⊂ V , e tales que a

expresión local de f é da forma

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : (x1, . . . , xm) ∈ ϕ(U) = (−ε, ε)m 7→ (x1, . . . , xk, 0,
(n−k). . . , 0) ∈ ψ(V ) = (−ε, ε)n,

e polo tanto,

ϕ(U ∩ E) = ϕ
(
U ∩ f−1(q)

)
= (−ε, ε)m ∩ (ϕ ◦ f−1)

(
ψ−1(0n)

)
= {(x1, . . . , xm) ∈ (−ε, ε)m | x1 = · · · = xk = 0} = {0k} ×B,

e aśı B = (−ε, ε)m−k, c = 0k ∈ C = (−ε, ε)k son tales que

ϕ(U) = C ×B, ϕ(U ∩ E) = {c} ×B.

Logo, E ten a propiedade de (m − k)-subvariedade de M , polo que é unha subvariedade

regular de M de dimensión m−k. Ademais, E é pechado en M porque f é continua e {q}
é pechado no espazo Hausdorff N .

Definición 3.13. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensións m e n, respec-

tivamente, m ≥ n, e sexa f : M → N unha aplicación diferenciable. Un punto p ∈ M

chámase punto regular de M se f é unha submersión en p, e un punto q ∈ N dise que é

un valor regular de f se f é unha submersión en todo punto p ∈M tal que f(p) = q.

Teorema 3.14 (Teorema do valor regular). Sexan M e N variedades diferenciables de

dimensións m e n, respectivamente, m ≥ n, f : M → N unha aplicación diferenciable e

supoñamos que q ∈ f(M) é un valor regular de f . Entón

(1) se m > n, E = f−1(q) é unha subvariedade regular pechada de M de dimensión

m− n;

(2) se m = n, E é un subespazo discreto de M .

Demostración. Ambos os dous resultados son consecuencia do teorema anterior.

(1) Se p ∈ E como o rango de f é n (máximo), tense que existe unha veciñanza aberta

Up de p tal que o rango de f é tamén n. Aśı, L =
⋃
p∈E Up é unha subvariedade aberta

de M , en particular unha variedade diferenciable de dimensión m que contén a E. Pois

ben, a aplicación f|L : L → N é unha aplicación diferenciable que ten rango constante n

(en tódolos puntos de L). Polo teorema 3.12, E é unha subvariedad regular de L (e polo

tanto de M) de dimensión m− n.
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(2) Se m = n e p ∈ E entón f é un difeomorfismo local en p, logo existen veciñanzas

abertas U de p e V de q tales que fU : U → V é un difeomorfismo. Basta agora observar

que U ∩ E = {p} polo que todos os puntos de E son abertos na topolox́ıa relativa de E,

aśı que E é un subespazo discreto de M .

O resultado anterior permı́tenos obter facilmente subvariedades regulares como o se-

guinte exemplo.

Exemplo 3.15. (A esfera Sn como subvariedade regular de Rn+1). A aplicación

f : Rn+1 → R dada por

f(p) = ‖p‖2 = p2
1 + · · ·+ p2

n+1, p = (p1, . . . , pn+1),

é diferenciable e

rangp(f) = rang(2p1, . . . , 2pn+1) = 1,

para cada p ∈ Rn+1 \ {0}, logo cada q ∈ R+ = f(Rn+1 \ {0}) é un valor regular de f , polo

que o conxunto de nivel

f−1(q) = {p ∈ Rn+1 | ‖p‖2 = q}

é una subvariedade regular de Rn+1 de dimensión n. Obtense en particular desta forma

a esfera Sn = f−1(1) como variedade diferenciable de dimensión n e como subvariedade

regular de Rn+1.
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Exemplo 3.16. A aplicación f : R→ S1 dada por f(x) = (cos 2πx, sen 2πx) é diferencia-

ble (basta aplicar o lema 2.13, de factorización, tendo en conta que S1 é unha subvariedade

regular de R2). Ten rango 1 en cada punto de R, logo é unha submersión (tamén un difeo-

morfismo local) e os conxuntos de nivel de f , en particular f−1
(
(1, 0)

)
= Z, son subespazos

discretos de R.

Observación 3.17. Non todas as subvariedades regulares son conxuntos de nivel de

aplicacións de rango constante, pero localmente son desta forma: un subconxunto E dunha

variedade diferenciable M de dimensión m é unha subvariedade regular de dimensión k

se, e só se, cada punto p de E ten unha veciñanza U ⊂M tal que U ∩E = f−1(q), sendo

f : U → Rm−k unha submersión, con f(p) = q.

En efecto, supoñamos que E é unha subvariedade regular de M de dimensión k. Entón

para cada p ∈ E existe unha carta (U,ϕ) de M adaptada a E, ϕ(U ∩ E) = B × {c}. Se

definimos

f : U → Rm−k

como f = π2 ◦ ϕ, onde π2 : Rk × Rm−k → Rm−k é a segunda proxección, a expresión

local de f é unha restrición da proxección π2, logo é unha submersión e U ∩ E = f−1(c).

Reciprocamente, se para cada punto p de E existe unha veciñanza aberta U de p e unha

submersión f : U → Rm−k tal que U ∩ E é un conxunto de nivel de f , o teorema 3.12

garante que E é unha subvariedade regular de U (e de M) de dimensión m− (m−k) = k.

Observación 3.18. H. Whitney demostrou en [10] que se M é unha variedade diferen-

ciable segundo numerable de dimensión m entón existe un embebemento regular de M en

R2m+1, e en [11] mellorou este resultado probando que é difeomorfa a unha subvariedade

regular de R2m.

Imos ver unha forma débil do teorema de Whitney para o caso das variedades compac-

tas. Na demostración empréganse aplicacións definidas localmente como son os sistemas

de coordenadas para constrúır un embebemento regular, que é unha aplicación definida

en toda a variedade. É un proceso de globalización, que é caracteŕıstico no estudo das

variedades diferenciables.

Teorema 3.19. Sexa M unha variedade diferenciable compacta de dimensión m. Entón

existe un embebemento regular f : M → Rn para algún n ∈ N.

Demostración. Para cada p ∈ M consideramos unha carta (Up, ϕp) de M , onde ϕp =

(x1, . . . , xm) e p ∈ Up. Como cada xjp : U → R é unha función diferenciable, existen

funcións diferenciables gj de M en R que estenden cada xj nalgunha veciñanza aberta de

p contida en Up, polo que existe un aberto Wp en M , p ∈Wp ⊂ Up, tal que gj |Wp
= xj |Wp
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para todo j = 1, . . . ,m. Agora, para cada p ∈M existe unha función meseta hp : M → R
para Kp ⊂ Wp (1.7), onde Kp é unha veciñanza compacta de p; se Vp é o interior de Kp

entón a familia de conxuntos {Vp |∈M} é un recubrimento aberto do espazo compacto M

e, polo tanto, un número finito V1, . . . , Vl destes abertos cubren M e hai funcións meseta

diferenciables hi : M → R que son tales que hi|Vi = 1 e hi|MrWi
= 0 para 1 ≤ i ≤ l. Polo

tanto, M pode escribirse como unha unión finita de abertos V1 ∪ · · · ∪ Vl, estando cada Vi

contido nun aberto coordenado Ui cun sistema de coordenadas ϕi = (x1
i , . . . , x

m
i ), e existen

funcións diferenciables g1
i , . . . , g

m
i : M → R tales que gji |Vi = xji |Vi (1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ m).

Se n = ml + l definimos unha aplicación f : M → Rn por

f(x) =
(
h1(x), . . . , hl(x), g1

1(x), . . . , gm1 (x), . . . , g1
l (x), . . . , gml (x)

)
,

que é diferenciable xa que o son as restricións das súas compoñentes a cada un dos abertos

Vi que recubren M . Agora, dado p ∈ M supoñamos que p ∈ Vi ⊂ Ui. Entón o rango de

f en p é

rangp(f) = rangD(f ◦ ϕ−1
i )
(
ϕi(p)

)
= rang

((
∂(rk ◦ f)

∂xji

)
p

)
1≤k≤n
1≤j≤m

= m,

xa que a anterior matriz n×m ten como submatriz a matriz identidade((
∂(rk ◦ gi
∂xji

)
p

)
1≤j,k≤m

=

((
∂xki

∂xji

)
p

)
1≤j,k≤m

.

Polo tanto f é unha inmersión en cada punto de M .

Ademais, f é inxectiva. En efecto, sexan p, q ∈M tales que f(p) = f(q) e supoñamos

que p ∈ Vi. Entón hi(q) = hi(p) = 1, logo q ∈ Vi, xa que como hi|M�Wi
= 0, o punto

q debe pertencer a Wi; ademais gji (p) = gji (q) para todo i, j, e como gji |Vi = xji |Vi para

1 ≤ j ≤ m, tense que xji (p) = xji (q), logo ϕi(p) = ϕi(q), aśı que p = q.

Xa que f : M → Rn é unha inmersión inxectiva definida na variedade compacta M , a

aplicación f é un embebemento regular (véxase a observación 2.11).

• 3.20. Campos de vectores tanxentes a unha subvariedade

Se E é una subvariedade (inmersa ou embebida) dunha variedade diferenciable M e

i : E → M é a inclusión entón a aplicación tanxente i∗p : Tp(E) → Tp(M) é inxectiva

para cada p ∈ E, e o espazo tanxente Tp(E) pódese identificar co subespazo vectorial

i∗p
(
Tp(E)

)
de Tp(M), que se di que é o subespazo de Tp(M) tanxente a E. Un campo

de vectores X sobre M non sempre pode restrinxirse a un campo de vectores sobre a

subvariedade, porque para cada punto p ∈ E o vector tanxente Xp ∈ Tp(M) non pertence
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necesariamente a i∗p
(
Tp(E)

)
. Dise que X é tanxente a E se Xp ∈ i∗p

(
Tp(E)

)
para cada

p ∈ E.

Se X é un campo de vectores sobre M tanxente a E entón está ben definido o campo

de vectores X̂ = X|E : E → T (E) dado por

i∗p(X̂p) = Xp ∈ i∗
(
Tp(E)

)
⊂ Tp(M),

que se di que é a restrición de X a E.

Proposición 3.21. Sexa M unha variedade diferenciable e E unha subvariedade inmersa

de M . Se X é un campo de vectores diferenciable sobre M tanxente a E entón a restri-

ción X̂ de X a E é un campo de vectores diferenciable sobre E.

Demostración. De acordo coa observación 2.21 basta probar que dado un punto p ∈ E hai

unha carta de E tal que as compoñentes de X̂ nesta carta son funcións diferenciables. Se

supoñemos que as dimensión de E e M son k e m, respectivamente, pola caracterización

local da inmersión i : E → M (teorema 2.2) existen cartas (U,ϕ) de E e (V, ψ) de M ,

p ∈ U , e existe unha veciñanza aberta W de 0 ∈ Rm−k, tal que a expresión local de i

respecto de (U,ϕ) e (V, ψ) está dada por

ψ ◦ i ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rk −→ ψ(V ) = ϕ(U)×W ⊂ Rm,

(x1, . . . , xk) 7−→ (x1, . . . , xk, 0,
(m−k). . . , 0) .

Imos ver que as compoñentes de X̂ en (U,ϕ) son funcións diferenciables utilizando que o

son as do campo de vectores diferenciable X en (V, ψ). Temos pois que se ψ = (y1, . . . , ym)

entón X|V =
∑m

j=1 λ
j ∂yj , onde cada λj : V → R é diferenciable, e temos que probar que

se a expresión local de X̂ en (U,ϕ) é X̂|U =
∑k

j=1 µ
j ∂xj , onde ϕ = (x1, . . . , xk), entón

cada µj : U → R tamén é diferenciable. Agora, dado que

yj ◦ i|U =

 xj se 1 ≤ j ≤ k,

0 se k < j ≤ m,

verif́ıcase (véxase a observación 1.11)

i∗q
(
∂xj
)
q

=
m∑
l=1

(
∂(yl ◦ i)

∂xj

)
q

(
∂yl
)
q

=
k∑
l=1

(
∂xl

∂xj

)
q

(
∂yl
)
q

=
(
∂yj
)
q
, q ∈ U,

e polo tanto i∗q
(
Tq(E)

)
é o subespazo de Tq(M) xerado por {

(
∂y1
)
q
, . . . ,

(
∂yk
)
q
}. Como

Xq =
m∑
j=1

λj(q)
(
∂yj
)
q
∈ i∗q

(
Tq(E)

)
, q ∈ U,
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tense que λj|U = λj ◦ i|U = 0 se j > k. Aśı, para cada q ∈ U ,

Xq =

k∑
j=1

λj(q)
(
∂yj
)
q

=

n∑
j=1

λj(q)i∗q
(
∂xj
)
q

= i∗q

( n∑
j=1

λj(q)
(
∂xj
)
q

)
,

e como X̂q =
∑n

j=1 µ
j(q)

(
∂xj
)
q

e i∗q(X̂q) = Xq séguese que cada compoñente µj de X̂ en

(U,ϕ) é µj = λj ◦ i|U , logo diferenciable.

Exemplo 3.22. Se unha subvariedade embebida E de M é, como en (1) do teore-

ma 3.14, a imaxe inversa por unha aplicación diferenciable f : M → N dun valor regu-

lar q ∈ f(M) entón f ◦ i : E → N é unha aplicación constante, aśı que f∗p ◦ i∗p =

(f ◦ i)∗p = 0 para cada p ∈ E, logo i∗p
(
Tp(E)

)
⊂ ker(f∗p) e xa que a dimensión de E é

dimM − dimN = dim ker(f∗p), tense que o subespazo de Tp(M) tanxente a E é o núcleo

de f∗p : Tp(M)→ Tq(N). No caso particular en que N = R, un vector v ∈ Tp(M) está no

subespazo tanxente a E se, e só se, v(f) = 0.

En particular, a esfera Sn é unha subvariedade regular de Rn+1 que é a imaxe inversa

do valor regular 1 ∈ R pola aplicación f : p ∈ Rn+1 → ‖p‖2 ∈ R (exemplo 3.15). No

sistema de coordenadas identidade idRn+1 = (r1, . . . , rn+1) pódese escribir f =
∑n+1

j=1 (rj)2,

polo que un campo de vectores diferenciable X =
∑n+1

i=1 λ
j ∂rj sobre Rn+1 é tanxente a Sn

se, e só se, Xp(f) = 0 para cada p ∈ Sn, isto é, se, e só se, se anula a restrición a Sn da

aplicación
∑n+1

j=1 r
jλj . Se k é a parte enteira de n/2 entón

X = −r2 ∂r1 + r1 ∂r2 − r4 ∂r3 + r3 ∂r4 + · · · − r2k ∂r2k−1 + r2k−1 ∂r2k

é un campo de vectores diferenciable sobre Rn+1 que é tanxente a Sn.

3.2. Variedades cocientes

Se M é unha variedade diferenciable e ∼ unha relación de equivalencia no conxunto

M entón o conxunto cociente M/∼ en xeral non ten unha estrutura de variedade diferen-

ciable. Como as submersións son aplicacións continuas e abertas (proposición 2.24) e se

además son sobrexectivas entón son identificacións, e os espazos imaxes de identificacións

son espazos cocientes parece lóxico que a proxección natural dunha variedade diferenciable

sobre unha variedade cociente sexa unha submersión. Isto motiva a seguinte definición.

Definición 3.23. Unha relación de equivalencia ∼ nunha variedade diferenciable M dise

que é unha relación de equivalencia regular se o conxunto cociente ten unha estrutura de

variedade diferenciable (topolox́ıa Hausdorff e estrutura diferenciable) tal que a proxección

natural π : M →M/∼ é unha submersión.
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Exemplo 3.24. En Rn, n > 1, definimos unha relación de equivalencia ∼ por p ∼ q

se existe λ ∈ R∗ = Rr{0} tal que q = λ p. Se o espazo cociente Rn/∼ admitise unha

estrutura de variedade diferenciable tal que a proxección natural π : Rn → Rn/∼ fose

unha submersión, entón, polo teorema 3.14, as imaxes inversas dos puntos de Rn/∼ (neste

caso as clases de equivalencia) seŕıan todos subconxuntos discretos ou todos subvariedades

regulares pechadas de Rn. Pero as clases son subvariedades regulares (non pechadas) de

dimensión 1 e o subespazo discreto {0}. Polo tanto, a relación de equivalencia ∼ non é

regular. Obsérvese que, coa topolox́ıa cociente, Rn/∼ non é nin Hausdorff nin localmente

euclidiano.

Imos ver agora que se ∼ é unha relación de equivalencia regular entón a estrutura de

variedade diferenciable no conxunto cociente é única.

Proposición 3.25. Sexa ∼ unha relación de equivalencia regular nunha variedade dife-

renciable M . Entón M/∼ ten unha única topolox́ıa (a topolox́ıa cociente) e unha única

estrutura diferenciable tal que a proxección natural π : M →M/∼ é unha submersión.

Demostración. En primeiro lugar, a única topolox́ıa posible en M/∼ de maneira que π

sexa unha submersión é a topolox́ıa cociente xa que toda submersión sobrexectiva é unha

identificación, logo un subconxunto E de M/∼ será aberto se, e só se, π−1(E) é aberto

en M .

Supoñamos agora que [A1]∞ e [A2]∞ son estruturas diferenciables sobre o espazo co-

ciente M/∼ tales que π1 : M → (M, [A1]∞) e π2 : M → (M, [A2]∞) son submersións, e

consideremos o diagrama conmutativo

(M, [A1]∞)

M

(M, [A2]∞)

π1

π2

idM/∼ id−1
M/∼

Dado que as aplicacións idM/∼ ◦π1 = π2 e id−1
M/∼ ◦π2 = π1 son diferenciables e π1 e π2

son submersións sobrexectivas, do teorema 2.26 séguese que idM/∼ : (M, [A1])→ (M, [A2])

e a súa inversa son diferenciables e polo tanto os cambios de cartas dos atlas A1 e A2

son aplicacións de clase infinito, co que as estruturas diferenciables [A1] e [A2] son a

mesma.
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Definición 3.26. Sexa M unha variedade diferenciable e ∼ unha relación de equivalencia

regular en M . O espazo topolóxico cociente M/∼ coa única estrutura diferenciable tal que

a proxección natural

π : M −→M ′

p 7−→ [p]

é unha submersión dise que é unha variedade cociente de M .

Imos ver agora que toda submersión define unha relación de equivalencia regular.

Proposición 3.27. Se f : M → N é unha submersión entón a relación de equivalencia ∼
en M definida por

p ∼ q ⇐⇒ f(p) = f(q)

é regular, e a aplicación

h : [p] ∈M/∼ 7−→ f(p) ∈ f(M)

é un difeomorfismo.

Demostración. Se f é unha submersión entón é unha aplicación aberta (proposición 2.24)

e polo tanto f(M) é unha subvariedade aberta de N , e tense o seguinte diagrama conmu-

tativo

M

M/∼ f(M)

π f

h

O conxunto cociente M/∼ admite unha única topolox́ıa e unha única estrutura tal que a

aplicación bixectiva h é un difeomorfismo. Ademais π = h−1 ◦ f é unha composición de

submersións e polo tanto unha submersión, logo ∼ é unha relación de equivalencia regular

e M/∼ é difeomorfa á subvariedade aberta f(M) de N .

Corolario 3.28. Se f : M → N é unha submersión sobrexectiva entón N é difeomorfa a

unha variedade cociente de M .

Exemplo 3.29. Para n ≥ 2, consideramos a subvariedade aberta M = Rnr{0} de Rn.

A relación de equivalencia ∼ en M definida por p ∼ q se ‖p‖ = ‖q‖ é unha relación de

equivalencia regular. En efecto, basta ter en conta que a aplicación (véxase o exemplo 3.15)

f : M → R+ = (0,∞) dada por

f(p) = ‖p‖2 = p2
1 + · · ·+ p2

n, p = (p1, . . . , pn),
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é unha submersión sobrexectiva e p ∼ q se, e só se, f(p) = f(q), e aplicar a proposición 3.27.

Ademais, observamos que se p ∈ Rnr{0}, a clase de equivalencia de p é a esfera

(n− 1)-dimensional (centrada na orixe) de radio r = ‖p‖

[p] = {x ∈ Rn | ‖x‖ = ‖p‖ } = Sn−1(r) = f−1(r2),

e o difeomorfimo h definido na variedade cociente que fai conmutativo o diagrama

Rnr{0}

(Rnr{0})/∼ −R+−−

π f

h

está dado por h
(
Sn−1(r)

)
= r2.

Exemplo 3.30. A aplicación sobrexectiva f : Rn+1 \ {0} → Sn dada por

f(p) =
p

‖p‖

é diferenciable polo lema 2.13 (de factorización), xa que o é como aplicación con valores

en Rn+1. Agora, se p ∈ Rn+1 \ {0} entón a aplicación σ : Sn → Rn+1 \ {0} dada por

σ(x) = ‖p‖x

é unha sección diferenciable de f e σ(p/‖p‖) = p, isto é, p está na imaxe dunha sección de f .

Logo f é unha submersión (proposición 2.22), e define unha relación de equivalencia en

Rn+1r{0} de modo que cada clase de equivalencia é unha semirrecta [p]={tp | t ∈ R, t > 0}.
Tense un diagrama conmutativo

Rn+1r{0}

(Rn+1r{0})/∼ Sn

π f

h

onde o difeomorfismo h dado por h([p]) = p/‖p‖ identifica cada semirrecta coa súa inter-

sección coa esfera, o que permite obter a esfera Sn como variedade cociente de Rn+1r{0}.

Exemplo 3.31. Como se observa no exemplo 3.16, a aplicación f : R → S1 dada por

f(x) = (cos 2πx, sen 2πx) = ei2πx é unha submersión, e tamén é sobrexectiva, e define en

R a relación de equivalencia dada por x ∼ y se, e só se, x − x′ ∈ Z, logo [x] = x + Z, e

tense o diagrama conmutativo
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R

R/Z = R/∼ S1

π f

h

onde h é o difeomorfismo dado por h(x+ Z) = ei2πx.

Imos ver unha forma de obter variedades cocientes a partir de grupos que actúan sobre

variedades diferenciables como grupos de transformacións.

Definición 3.32. Sexa M unha variedade diferenciable e G un grupo. Chamaremos acción

diferenciable (pola esquerda) de G sobre M a unha aplicación

µ : G×M →M

que satisfai

(i) se e é o elemento neutro de G entón µ(e, p) = p para todo p ∈M,

(ii) se a, b ∈ G entón µ
(
a,µ(b, p)

)
= µ(ab, p) para todo p ∈M,

e tal que, para cada a ∈ G, a aplicación

µa : p ∈M 7−→ µa(p) = µ(a, p) ∈M

é diferenciable.

É habitual escribir a · p ou ap en vez de µ(a, p). De modo análogo podeŕıa definirse

unha acción pola dereita.

Observación 3.33. As condicións (i) e (ii) de acción pódense escribir

(i) µe = idM ,

(ii) µa ◦ µb = µab para cada a, b ∈ G,

e polo tanto para cada a ∈ G tense µa ◦ µa−1 = µaa−1 = µe = idM , logo cada µa é un

difeomorfismo de M en M , isto é, unha transformación de M . Tamén se di que G é un

grupo de transformacións de M .

Observación 3.34. Unha acción µ : G ×M → M define a relación de equivalencia ∼
en M dada por

p ∼ q ⇐⇒ q = µa(p) para algún a ∈ G,
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e para cada p ∈ M a clase de equivalencia [p] = {µa(p) = ap | a ∈ G} denótase Gp e

chámase órbita de p.

O correspondente conxunto cociente M/∼ denótase M/G e considerado coa topo-

lox́ıa cociente dise que é o espazo de órbitas da acción. Neste caso a proxección natural

π : M →M/G, amais de continua é unha aplicación aberta, xa que para cada aberto U

en M o conxunto π(U) é un aberto no espazo de órbitas; en efecto,

π−1
(
π(U)

)
=
⋃
p∈U

Gp =
⋃
a∈G

µa(U)

é un aberto em M xa que as aplicacións µa : M →M son homeomorfismos.

Exemplo 3.35. O espazo de órbitas dunha acción diferenciable non é necesariamente

unha variedade diferenciable. Consideremos por exemplo a acción natural µ do grupo

linear xeral G = GL(n,R) sobre M = Rn, que está dada por

µ(a, p) = ap =


a1

1 . . . a1
n

...
. . .

...

an1 . . . ann



p1

...

pn

 =


∑n

i=1 a
1
i pi

...∑n
i=1 a

n
i pi

 .

Se p, q ∈ Rn son distintos de 0 sempre existe un automorfimo de Rn que leva p en q, logo

o espazo de órbitas M/G redúcese a {0,Rnr{0}}, que non é nin Hausdorff nin localmente

euclidiano.

Exemplo 3.36. O grupo ortogonal O(n) = {a ∈ GL(n,R) | at a = In} identif́ıcase co

grupo de automorfismos de Rn que deixan invariante o produto escalar euclidiano. A acción

GL(n,R)× Rn → Rn do exemplo anterior pode restrinxirse a unha acción diferenciable

µ̃ : O(n)× (Rnr{0})→ Rnr{0}.

Dous puntos p, q ∈ Rnr{0} están na mesma órbita da acción se, e só se, q = ap para

algún a ∈ O(n), e isto equivale a que ‖p‖ = ‖q‖. Polo tanto a órbita de p ∈ Rnr{0} é

O(n)p = Sn−1(r), onde r = ‖p‖ e o espazo de órbitas (Rnr{0})/O(n) é unha variedade

diferenciable difeormorfa a R+, como se ve no exemplo 3.29.

Exemplo 3.37. (O espazo proxectivo complexo CPn). O espazo vectorial Cn+1 ten

unha estrutura natural de variedade diferenciable difeomorfa a R2n+2 pola aplicación

(x1 + iy1, . . . , xn+1 + iyn+1) 7→ (x1, y1, . . . , xn+1, yn+1)

Sobre a subvariedade aberta M = Cn+1r{0} de Cn+1 consideramos a acción diferen-

ciable do grupo multiplicativo dos números complexos C∗ = Cr{0} dada por

µ : C∗ × (Cn+1r{0}) −→ Cn+1r{0}

(z, p) 7−→ zp = (zp1, . . . , zpn+1).
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Para a relación de equivalencia ∼ definida por µ tense que p ∼ q se q = zp para algún

z ∈ C∗, e [p] = C∗p. O espazo de órbitas é o espazo proxectivo complexo CPn = M/C∗ =

M/∼, e tense a proxección natural

π : p ∈M = Cn+1r{0} 7−→ π(p) = C∗p ∈ CPn,

que é una aplicación aberta, por ser a proxección sobre un espazo de órbitas (observa-

ción 3.34). Ademais, o conxunto R = {(p, q) ∈ M ×M | p ∼ q} definido pola relación

de equivalencia ∼ é pechado en M ×M , xa que se consideramos a aplicación continua

f : M × M → R dada f(p, q) =
∑n+1

i,j=1 |piqj − pjqi|2 entón R = f−1({0}). Polo tanto

CPn é un espazo Hausdorff. Agora, para obter un atlas sobre CPn definimos, para cada

j = 1, . . . , n+ 1, o conxunto aberto no espazo de órbitas

Uj = {[p] | pj 6= 0} = π
(
{p ∈M | pj 6= 0}

)
,

xunto co homeomorfismo

ϕj : [p] = [p1, . . . , pn+1] ∈ Uj 7−→ ϕj
(
[p]
)

=
1

pj
(p1, . . . , pj−1, pj+1, . . . , pn+1) ∈ Cn ≈ R2n,

aśı que A = {(U1, ϕ1), . . . , (Un+1, ϕn+1)} é un atlas sobre CPn. Ademais, se i < j tense

que

(ϕi ◦ ϕ−1
j )(z1, . . . , zn) =

1

zi
(z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zj−1, 1, zj , . . . , zn),

para cada z ∈ ϕj(Ui ∩ Uj), isto é z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, zi 6= 0; tanto esta aplicación

como a súa inversa ϕj ◦ ϕ−1
i son aplicacións de clase infinito entre subconxuntos abertos

de R2n. Polo tanto o atlas A é un atlas diferenciable que converte a CPn nunha variedade

diferenciable de dimensión 2n.

Ademais, a proxección natural π : M → CPn é unha submersión. Para comprobalo

tomamos un punto arbitrario p0 ∈ M e unha carta (Uj , ϕj) de CPn tal que [p0] ∈ Uj .

Entón a expresión local

ϕj ◦ π : (p1, . . . , pn+1) ∈ π−1(Uj) −→
(
p1

pj
, . . . ,

pj−1

pj
,
pj+1

pj
, . . . ,

pm+1

xj

)
∈ ϕj(Uj) = Cn,

é de clase infinito e a súa matriz jacobiana ten rango máximo. Logo CPn = M/C∗ é unha

variedade cociente de M = Cn+1r{0}.
Por outra parte, a esfera unidade en R2n+2 pode considerarse como

S2n+1 = {p ∈ Cn+1 | ‖p‖ = 1} ⊂ Cn+1r{0},

e a restrición π̃ = π|S2n+1 : S2n+1 → CPn é sobrexectiva, continua e pechada, logo é unha

identificación, e tamén é diferenciable; ademais a submersión π : Cn+1r{0} → CPn coincide

coa composición
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Cn+1r{0} S2n+1 CPn

p
p

‖p‖
π(p)

π̃

polo que π̃ tamén é unha submersión. A relación de equivalencia inducida en S2n+1 pola

de Cn+1r{0} coincide coa definida pola restrición da acción µ.

µ̃ : (z, p) ∈ S1 × S2n+1 7−→ zp ∈ S2n+1.

A órbita de p ∈ S2n+1 para a acción µ̃ é S1p = {zp | z ∈ S1} = π̃−1(π(p)) ≈ S1, e CPn é

difeomorfo ao espazo de órbitas S2n+1/S1. Dise que

S1 → S2n+1 → CPn

é unha fibración de Hopf, e para cada p ∈ S2n+1, a órbita S1p está contida na órbita C∗p
da acción µ de C∗ sobre Cn+1r{0}.

Exemplo 3.38. (O espazo proxectivo real RPn). Dunha maneira análoga ao anterior

exemplo, a acción

R∗ × Rn+1r{0} −→ Rn+1r{0}

(a, p) 7−→ ap = (ap1, . . . , apn+1)

dá lugar ao espazo proxectivo real Pn(R) = (Rn+1r{0})/R∗, que é unha variedade di-

ferenciable de dimensión n. Esta acción pode restrinxirse a unha acción do subgrupo

multiplicativo O(1) = {1,−1} de R∗ sobre a esfera unidade Sn,

O(1)× Sn −→ Sn,

e obtense que RPn ≈ Sn/O(1). Neste caso as órbitas de cada p ∈ Sn para a acción de O(1)

e de R∗ son O(1)p = {p,−p} e R∗p = {ap | a ∈ R∗}, respectivamente.
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Como xa se notou no exemplo 3.35, o espazo de órbitas dunha acción diferenciable non

admite necesariamente unha estrutura de variedade diferenciable. Imos agora a limitarnos

ao caso de espazos de órbitas M/G que teñen a mesma dimensión que M de modo que a

proxección natural M →M/G, ao ser unha submersión, é un difeomorfismo local.

Definición 3.39. Se M é unha variedade diferenciable e G un grupo, unha acción dife-

renciable µ : G×M →M dise que é unha acción propiamente discontinua (e que G actúa

propiamente discontinuamente sobre M) se cumpre as seguintes condicións:

(a) Se p ∈ M entón existe unha veciñanza aberta U de p tal que U ∩ µa(U) = ∅ para

todo a ∈ G, a 6= e.

(b) Se p, q ∈M son tales que Gp 6= Gq entón existen veciñanzas abertas U e V de p e q,

respectivamente, tales que U ∩ µa(V ) = ∅ para todo a ∈ G.

Observación 3.40. De modo xeral, unha acción µ : G×M →M dise que é libre, e que

G actúa libremente (ou sen puntos fixos) sobre M se ten a propiedade de que se ap = p

para algún p ∈ M entón a = e. Pois ben, a condición (a) da definición 3.39 implica esta

propiedade, xa que se p ∈M entón existe unha veciñanza aberta U de p tal que para cada

a ∈ G distinto de e tense que U ∩ aU = ∅ , logo p /∈ aU e polo tanto p 6= ap.

A condición (a) é ademais necesaria para que M/G sexa unha variedade cociente de

M da mesma dimensión que M xa que neste caso a proxección natural π : M → M/G é

un difeomorfismo local, logo para cada p ∈M existe unha veciñanza aberta U de p tal que

π|U : U → π(U) é bixectiva. Aśı, dado a ∈ G distinto de e debe ser U ∩µa(U) = ∅, xa que

se q ∈ U ∩ µa(U) entón existe q′ ∈ U tal que q = aq′, logo q e q′ están na mesma órbita,

aśı que π(q′) = π(q) e como π|U é inxectiva tense que q′ = q = aq′, logo a = e porque a

acción é libre.

A condición (b) da definición 3.39 vai permitir asegurar que o espazo cociente M/G

sexa un espazo Hausdorff.

Observación 3.41. Se M e M̃ son dúas variedades diferenciables conexas, unha aplica-

ción diferenciable π : M → M̃ dise que é unha proxección de recubrimento se cada punto

de M̃ ten unha veciñanza aberta Ũ tal que π−1(Ũ) =
⋃
α Uα é unha unión disxunta de

abertos en M tales que cada restrición π|Uα : Uα → Ũ é un difeomorfismo. Tamén se di

que M é unha variedade de recubrimento de M̃ e que a tripla (M,π, M̃) é unha cuberta.

Se π : M → M ′ é unha aplicación de recubrimento entón é necesariamente un difeo-

morfismo local, logo é unha submersión, e ademais é unha aplicación sobrexectiva. Polo

tanto M̃ é difeomorfa a unha variedade cociente de M (corolario 3.28). Imos ver agora

que se M/G é o espazo de órbitas de M por unha acción propiamente discontinua entón

M é unha variedade de recubrimento de M/G.
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Teorema 3.42. Sexan G un grupo, M unha variedade diferenciable de dimensión m e

µ : G×M →M unha acción propiamente discontinua. Entón o espazo de órbitas M/G é

unha variedade cociente de M de dimensión m. Se π : M → M/G é a proxección natural

e o espazo M é conexo entón (M,π,M/G) é unha cuberta.

Demostración. Imos ver primeiro que o espazo topolóxico cociente M/G é Hausdorff.

Sexan Gp,Gq ∈ M/G, Gp 6= Gq. Pola condición (b) da acción µ existen veciñanzas

abertas U e V de p e q, respectivamente, tales que U ∩µa(V ) = ∅ para todo a ∈ G. Entón

π(U) e π(V ) son abertos en M/G tales que π(p) = Gp ∈ π(U), π(q) = Gq ∈ π(V ), e son

disxuntos xa que en caso contrario existe x ∈ M tal que Gx ∈ π(U) ∩ π(V ), logo existen

p′ ∈ U e q′ ∈ V tales que Gp′ = Gx = Gq′, aśı que p′ e q′ están na mesma órbita, logo

para algún a ∈ G é p′ = aq′ ∈ U ∩ µa(V ), o que contrad́ı que U ∩ µa(V ) = ∅. Polo tanto

M/G é un espazo Hausdorff.

Da propiedade (a) de µ na definición 3.39 vaise seguir que M/G é un espazo localmente

euclidiano de dimensión m. En efecto, se p ∈ M entón existe unha veciñanza aberta U

de p tal que

U ∩ µa(U) = ∅ para todo a ∈ G, a 6= e, (?)

e pódese reducir U para que sexa o dominio dunha carta (U,ϕ) da variedade diferen-

ciable M . En primeiro lugar observamos que π|U : U → π(U) ⊂M/G é bixectiva xa que

se para p′, q′ ∈ U tense que π(p′) = π(q′) entón p′ e q′ están na mesma órbita, logo

q′ = ap′ ∈ U ∩ µa(U) para algún a ∈ G, polo que a = e por (?) e p′ = q′.

M U

ϕ(U)

M/G π(U)

π π|U

ϕ

ϕ̂

Como π é continua e aberta, a aplicación bixectiva π|U : U → π(U) é un homeomorfismo

e polo tanto tamén o é a composición ϕ̂ = ϕ ◦ (π|U )−1 : π(U) → ϕ(U) ⊂ Rm, aśı que o

espazo de órbitas M/G é unha variedade topolóxica de dimensión m.

Se A é un atlas diferenciable sobre M tense aśı a colección de cartas

Â = {(π(U), ϕ̂) | (U,ϕ) ∈ A, ϕ = ϕ̂ ◦ π|U , U ∩ µa(U) = ∅ ∀ a 6= e},

que é un atlas sobre M/G. Vexamos que é un atlas diferenciable, para isto consideramos

cartas (π(U), ϕ̂) e (π(V ), ψ̂ ) en Â onde π(U) ∩ π(V ) 6= ∅ e ϕ = ϕ̂ ◦ π|U , ψ = ψ̂ ◦ π|V , e

débese comprobar que o cambio de cartas é de clase infinito.



3.2. VARIEDADES COCIENTES 51

Supoñamos que Gp = Gq ∈ π(U) ∩ π(V ), onde p ∈ U , q ∈ V , e sexa a ∈ G tal que

q = ap. Entón o difeomorfismo µa : M → M leva a veciñanza aberta U de p no aberto

U0 = µa(U) que contén a q, e ϕ0 = ϕ ◦ µ−1
a : U0 → ϕ(U) é un difeomorfismo, co que

(U0, ϕ0) tamén é unha carta de M e q ∈ U0 ∩ V . Logo

ϕ̂ = ϕ ◦ (π|U )−1 = ϕ ◦ µ−1
a ◦ (π|U0

)−1 = ϕ0 ◦ (π|U0
)−1,

U0 = µa(U) V

π|U0
U ϕ(U) ψ(V )

π(U) π(V )

ϕ0

ϕ

µa

π|U
ϕ̂

ψ

π|V

ψ̂

Polo tanto o cambio de cartas pódese escribir

ψ̂ ◦ϕ̂−1 = ψ̂ ◦π|U◦ϕ−1 = ψ̂ ◦π|U0
◦µa◦ϕ−1 = ψ̂ ◦π|U0

◦ϕ−1
0

= ψ◦(π|V )−1◦π|U0
◦ϕ−1

0
= ψ◦ϕ−1

0
,

que é o cambio de cartas ψ ◦ ϕ−1
0

: ϕ0(U0 ∩ V )→ ψ(U ∩ V ) da variedade diferenciable M

e polo tanto é de clase infinito. Aśı, Â define unha estrutura diferenciable que converte a

M nunha variedade diferenciable.

Ademais para cada punto p ∈ M hai unha carta (U,ϕ) ∈ A tal que U ∩ µa(U) = ∅ e

p ∈ U , e que define a carta (π(U), ϕ̂) ∈ Â, dando lugar á expresión local de π en p,

ϕ̂ ◦ π ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ (π|U )−1 ◦ π|U ◦ ϕ−1 = idϕ(U) .

Logo π é un difeomorfismo local e polo tanto unha submersión e M/G é unha variedade

cociente de M .

Finalmente, os abertos en M/G da forma Û = π(U) que son dominios das cartas no

atlas Â son tales que

π−1(Û) =
⋃
a∈G

µa(U),

que é unha unión disxunta de abertos en M tales que cada π|µa(U) = π|U ◦µ−1
a : µa(U)→ Û

é un difeomorfismo. Como consecuencia, (M,π,M/G) é unha cuberta.

• 3.43. Proxección dun campo de vectores

Observemos en primeiro lugar que cada aplicación diferenciable f : M → N define unha

aplicación f∗ : T (M)→ T (N) por f∗(v) = f∗p(v) se v ∈ Tp(M), e f∗ tamén é diferenciable,
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xa que calquera expresión local ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm → ψ(V ) ⊂ Rn de f , que é C∞,

da lugar á expresión local de f∗,

ψ̃ ◦ f∗ ◦ ϕ̃−1 : ϕ(U)× Rm −→ ψ(V )× Rn

(x, a) 7−→
(
ψfϕ−1(x), D(ψfϕ−1(x)(a)

)
,

que tamén é C∞.

Agora, se f : M → N é unha submersión sobrexectiva, un campo de vectores X sobre

M dise que é un campo de vectores proxectable se f∗p(Xp) = f∗p′(Xp′) para cada p, p′ ∈M
tales que f(p) = f(p′). Neste caso está ben definido o campo de vectores proxección de X

sobre N , que está dado por

X̃ : q ∈ N → (f∗X)q = f∗p(Xp) se f(p) = q.

Tense o diagrama conmutativo

M N

T (M) T (N)

f

X X̃

f∗

co que se o campo de vectores X é diferenciable, X̃ ◦ f = f∗ ◦ X tamén o é, e polo

teorema 2.26, X̃ tamén é un campo de vectores diferenciable.

Imos considerar agora o caso da proxección π dunha variedade diferenciable M sobre

o espazo de órbitas M/G dunha acción cando M e M/G teñen a mesma dimensión.

Proposición 3.44. Se M/G é unha variedade diferenciable que é o espazo de órbitas

dunha acción diferenciable µ : G×M →M tal que M e M/G teñen a mesma dimensión

entón un campo de vectores X sobre M é proxectable sobre M/G se, e só se, X é invariante

por todas as transformacións µa : M → M (isto é, (µa)∗p(Xp) = Xap para todo p ∈ M ,

a ∈ G).

Demostración. Supoñamos que X é invariante por cada transformación µa. Se p, q ∈ M
son tales que π(p) = π(q) entón q = ap para algún a ∈ G, e como π ◦ µa = π, X é

proxectable, xa que

π∗q(Xq) = π∗ap(Xap) = π∗ap
(
(µa)∗p(Xp)

)
= (π ◦ µa)∗p(Xp) = π∗p(Xp).

Reciprocamente, sexa X un campo de vectores sobre M que é proxectable sobre M/G. Se

p ∈M e a ∈ G tense

π∗ap(Xap) = π∗p(Xp) = (π ◦ µa)∗p(Xp) = π∗ap
(
(µa)∗p(Xp)

)
,
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e polo tanto Xap = (µa)∗p(Xp), xa que π∗ap : Tap(M)→ Tap(M/G) é un isomorfismo xa

que é linear e sobrexectiva e M e M/G teñen a mesma dimensión.

Observación 3.45. Un campo de vectores X =
∑m

i=1 λ
i ∂ri sobre Rm é invariante por

unha transformación f : Rm → Rm se f∗p(Xp) = Xf(p) para cada p ∈ Rm, isto é, se

f∗p
(∑m

i=1 λ
i(p)

(
∂ri
)
p

)
=
∑m

i=1 λ
i(f(p))

(
∂ri
)
f(p)

, que pola observación 1.11 (e tendo en

conta que neste caso ϕ = ψ = idRm) equivale a que

Df(p)


λ1(p)

...

λm(p)

 =


λ1(f(p))

...

λm(f(p))


para todo p ∈ Rm.

Exemplo 3.46. A acción diferenciable dada no exemplo 3.38 é unha acción propiamente

discontinua: as únicas transformación de Sn que define a acción natural µ : O(1)×Sn → Sn

son µ1 = idSn e µ−1 = − idSn , e téñense as propiedades na definición 3.39:

(a) para cada p ∈ Sn, a bóla aberta U = BSn(p, 1) relativa a Sn de centro p e radio 1

é tal que U ∩ −U = ∅;
(b) se p, q ∈ Sn son tales que ±p 6= ±q, e ε = mı́n{‖p − q‖, ‖p + q‖}/2, tomando

U = BSn(p, ε) e V = BSn(q, ε) tense que U ∩ V = U ∩ (−V ) = ∅.
Do teorema 3.42 séguese a existencia dunha estrutura de variedade diferenciable no

espazo de órbitas Sn/O(1) ≈ RPn, que é a mesma que a do exemplo 3.38 (a do espa-

zo proxectivo real) pola unicidade de estrutura de variedade diferenciable que fai que a

proxección natural sexa unha submersión (proposición 3.25).

Sexa agora X =
∑n+1

i=1 λ
i ∂ri un campo de vectores diferenciable sobre Rn+1 tanxente a

Sn e sexa X̂ = X|Sn a súa restrición a Sn. Entón X̂ é proxectable sobre o espazo proxectivo

RPn se, e só se, é invariante por µ−1 = − idSn o que equivale a que λi(−p) = −λi(p) para

cada i = 1, . . . , n+ 1 e cada p ∈ Sn. Por exemplo, para n = 2k − 1, o campo de vectores

X = −r2 ∂r1 + r1 ∂r2 − r4 ∂r3 + r3 ∂r4 + · · · − r2k ∂r2k−1 + r2k−1 ∂r2k

é un campo de vectores diferenciable sobre R2k tal que a súa restrición X̂ a S2k−1 é

proxectable sobre o espazo proxectivo RP 2k−1 e a súa proxección non se anula en ningún

punto.

Exemplo 3.47. (O toro n-dimensional). A aplicación µ : Zn × Rn → Rn dada por

µ(a, p) = a + p é unha acción diferenciable, xa que para cada a = (a1, . . . , an) ∈ Zn, a

aplicación

µa : (p1, . . . , pn) ∈ Rn 7→ (a1 + p1, . . . , an + pn) ∈ Rn
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é diferenciable (é un difeomorfismo). E tamén é unha acción propiamente discontinua:

(a) se p ∈ Rn entón a bóla aberta U = B(p, 1/2) en Rn é tal que U ∩ µa(U) =

B(p, 1/2) ∩B(a+ p, 1/2) = ∅ se a ∈ Zn, a 6= 0;

(b) se Zn + p 6= Zn + q entón existe r > 0 tal que B(p, r)∩ (Zn + q) = ∅ (porque Zn + q

é pechado en Rn) e se U = B(p, r/2) e V = B(q, r/2) entón U ∩ µa(V ) = ∅ para todo

a ∈ Zn.

O espazo de órbitas pode identificarse co n-toro Tn = S1× (n). . .×S1, xa que a aplicación

f : (p1, . . . , pn) ∈ Rn 7−→ (ei2πp1 , . . . , ei2πpn) ∈ S1 × (n). . .× S1

é unha submersión (véxase o exemplo 3.31 para o caso n = 1) e define a relación de

equivalencia ∼ dada por p ∼ q se f(p) = f(q), que equivale a que sexa pi − qi = ai ∈ Z
para cada i = 1, . . . , n, isto é, q = µa(p), polo que Rn/∼= Rn/Zn (observación 3.34). Pola

proposición 3.27, como ademais f é sobrexectiva, tense que a aplicación

h : [p] = Zn + p ∈ Rn/Zn 7−→ f(p) = (ei2πp1 , . . . , ei2πpn) ∈ Tn

é un difeomorfismo.
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Se X =
∑n+1

i=1 λ
i ∂ri é un campo de vectores sobre Rn entón X é proxectable sobre o

toro Tn se, e só se, é invariante por µa para cada a ∈ Zn, é dicir, se, e só se,

Dµa(p)


λ1(p)

...

λn(p)

 =


λ1(a+ p)

...

λn(a+ p)

 ,

que equivale a que λ(p) = λ(a+ p) para todo p ∈ Rn e a ∈ Zn, xa que Dµa(p) é a matriz

identidade en Rn. Por exemplo, se n = 2 o grupo de transformacións {µa | a ∈ Z2} está

xerado por {µ(1,0),µ(0,1)} e, polo tanto, en termos do sistema de coordenadas identidade

idR2 = (x, y), un campo de vectores diferenciable X = λ1 ∂x+λ2 ∂y sobre R2 é proxectable

sobre o toro T 2 se, e só se, X é invariante por µ(1,0) e por µ(0,1), o que equivale a que as

funcións diferenciables λ1 e λ2 sexan tales que

λ1(x, y) = λ1(x+ 1, y) = λ1(x, y + 1), λ2(x, y) = λ2(x+ 1, y) = λ2(x, y + 1),

para todo (x, y) ∈ R2, o que sucede en particular no caso de que λ1 e λ2 sexan funcións

constantes.

Exemplo 3.48. (A faixa de Mœbius). A aplicación

µ : Z× R2 −→ R2

(a, (x, y)) 7−→= (a+ x, (−1)ay)

é unha acción diferenciable (µa : (x, y) ∈ R2 → (a + x, (−1)ay) é unha transformación de

R2 para cada a ∈ Z), e é unha acción propiamente discontinua:

(a) se (x, y) ∈ R2 entón U = B((x, y), 1/2) é unha veciñanza aberta de (x, y) tal que

U ∩ µa(U) = B
(
(x, y), 1/2

)
∩B

(
(a+ x, (−1)ay)

)
= ∅ para todo a ∈ Z, a 6= 0;

(b) se (x, y), (x′, y′) ∈ R2 son tales que Z(x, y) 6= Z(x′, y′), entón (x, y) non pertence ao

pechado Z(x′, y′), logo existe r > 0 tal que B((x, y), r)∩Z(x′, y′) = ∅ e as veciñanzas aber-

tas U = B((x, y), r/2) de (x, y) e V = B((x′, y′), r/2) de (x′, y′) cumpren U ∩ µa(V ) = ∅
para todo a ∈ Z.

Cada órbita para esta acción interseca o subconxunto [0, 1] × R de R2. Se 0 < x < 1

e y ∈ R entón a órbita de (x, y) ten soamente este punto (x, y) en [0, 1] × R e se x = 0

entón a órbita ten exactamente os dous puntos (0, y) e (1,−y). Polo tanto, como a rela-

ción de equivalencia definida pola acción µ (observación 3.34) fai que (x, y) ∼ (x′, y′) se

(x′, y′) = µa(x, y) para algún a ∈ Z, e esta relación restŕınxese a [0, 1]× R facendo que as

únicas relacións non triviais son as da forma (0, y) ∼ (1,−y) para todo y ∈ R, séguese que

o conxunto cociente de [0, 1] × R por esta relación de equivalencia inducida é a faixa de

MœbiusM =
(
[0, 1]×R

)
/∼. Tense o seguinte diagrama conmutativo, onde as aplicacións

verticais son as proxeccións naturais sobre os cocientes,



56 CAPÍTULO 3. SUBVARIEDADES E VARIEDADES COCIENTES

[0, 1]× R R2

M R2/Z

πM π

h

≈

e a aplicación bixectiva h converte aM nunha variedade diferenciable difeomorfa ao espazo

de órbitas da acción.

Neste caso, a transformación µ1 : (x, y) ∈ R2 7→ (x + 1,−y) ∈ R2 xera o grupo de

transformacións {µa : R2 → R2}a∈Z, aśı que un campo de vectores X = λ1 ∂x+λ2 ∂y sobre

R2 é proxectable sobre M se, e só se, X es invariante por µ1 (pola proposición 3.44) isto

é se, e só se,(observación 3.45),(
1 0

0 −1

)(
λ1(x, y)

λ2(x, y)

)
=

(
λ1(x+ 1,−y)

λ2(x+ 1,−y)

)
,

(que equivale a que para cada (x, y) ∈ R2 sexa

λ1(x+ 1,−y) = λ1(x, y), λ2(x+ 1,−y) = −λ2(x, y).

Exemplos de campos de vectores diferenciables sobre R2 proxectables sobre a faixa de

Mœbius son os da forma s ∂x + ty ∂y, onde s, t ∈ R (como ∂x e y ∂y).
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Exemplo 3.49. (A botella de Klein). O conxunto G = Z × Z ten unha estrutura de

grupo non abeliano coa seguinte operación: se a = (a1, a2), b = (b1, b2) ∈ G é

a · b = (a1 + (−1)a2b1, a2 + b2),

e tense unha acción diferenciable

µ : G× R2 −→ R2(
(a1, a2), (x, y)

)
7−→ (a1 + (−1)a2x, a2 + y).

Esta acción é propiamente discontinua:

(a) se (x, y) ∈ R2 e U = B((x, y), 1/2) entón

B((x, y), 1/2) ∩B
(
(a1 + (−1)a2x, a2 + y), 1/2

)
= U ∩ µa(U) = ∅

para cada (a1, a2) 6= (0, 0);

(b) se (x, y), (x′, y′) ∈ R2 e G(x, y) 6= G(x′, y′) entón existe r > 0 tal que B((x, y), r)

está contido en R2rG(x′, y′) e se U = B((x, y), r/2) e V = B((x′, y′), r/2) tense que

U ∩ µa(V ) = ∅ para todo a ∈ G.
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Neste caso, obtense que cada órbita ten exactamente un, dous ou catro puntos no

cadrado [0, 1]× [0, 1], de maneira que ao restrinxir a relación de equivalencia en R2 definida

por µ ao subconxunto [0, 1] × [0, 1] obtense a relación de equivalencia ∼ xerada polas

relacións (x, 0) ∼ (1 − x, 1) e (0, y) ∼ (1, y) para 0 ≤ x, y ≤ 1, que dá lugar á botella

de Klein K = [0, 1]/ ∼, que polo tanto ten unha estrutura de variedade diferenciable

difeomorfa ao espazo de órbitas R2/G.

[0, 1]× [0, 1] R2

K R2/G

πK π

≈

Observamos que o grupo de transformacións {µa : R2 → R2}a∈G está xerado polas

transformacións ρ = µ(1,0) e σ = µ(1,1), que verifican ρ σρ = σ, aśı que o grupo G é isomorfo

ao grupo con dous xeradores ρ, σ e a relación ρ σρ σ−1 = 1, que é o grupo fundamental da

botella de Klein. Pola proposición 3.44, un campo de vectores X = λ1 ∂x + λ2 ∂y sobre R2

é proxectable sobre a botella de Klein se, e só se, X é invariante por ρ : (x, y) 7→ (x+ 1, y)

e por σ : (x, y) 7→ (1− x, y + 1), que pola observación 3.45 equivale a(
1 0

0 1

)(
λ1(x, y)

λ2(x, y)

)
=

(
λ1(x+ 1, y)

λ2(x+ 1, y)

)
,

(
−1 0

0 1

)(
λ1(x, y)

λ2(x, y)

)
=

(
λ1(1− x, y + 1)

λ2(1− x, y + 1)

)
,

isto é,

λ1(x+ 1, y) = λ1(x, y) = −λ1(1− x, y + 1), λ2(x+ 1, y) = λ2(x, y) = λ2(1− x, y + 1),

para todo (x, y) ∈ R2. Por exemplo, para cada t ∈ R, o campo de vectores diferenciable

t ∂y sobre R2 é proxectable sobre a botella de Klein.
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