S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Inmersions e submersions

Anton Rodriguez Otero

2020/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Inmersions e submersions

Antén Rodriguez Otero

Xullo, 2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Traballo proposto

Area de Conecemento: Xeometria e Topoloxia

Titulo: Inmersiéns e submersiéns

Breve descricion do contido

O estudo do comportamento local das aplicaciéns diferenciables de
rango constante entre variedades diferenciables leva a ver que estas
aplicacions actian localmente como proxecciéns dun produto sobre
un factor seguidas de inclusiéns nun produto; isto da unha interpre-
tacién xeométrica de aplicaciéns entre variedades debida ao compor-
tamento local das suas aplicaciéns lineais tanxentes. Neste traballo
estudaranse as inmersiéns, que localmente poden pensarse como in-
clusiéns nun produto, e as submersions, que localmente son como
proxecciéns; as primerias dan lugar a subvariedades, as segundas a

variedades cocientes.
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Resumo

No estudo do comportamento das aplicaciéns entre variedades diferenciables xoga un
papel importante o conecemento das propiedades das aplicacidons tanxentes. Isto leva a
considerar as inmersiéns e as submersiéns. As inmersions, e o caso particular dos embebe-
mentos regulares, son esenciais no estudo das subvariedades e as submersions son necesarias
para estudar as variedades cocientes. Analizamos diferentes formas de considerar as sub-
variedades e tamén estudamos variedades cocientes, en particular as que se poden obter

por acciéns propiamente discontinuas de grupos. Tamén incluimos varios exemplos.

Abstract

In the study of the behaviour of smooth maps between differentiable manifolds, the
knowledge of the properties of the tangent application at each point plays a crucial ro-
le. This leads us to consider immersions and submersions. Immersions, together with the
particular case of embeddings, are essential in the study of submanifolds while submer-
sions are necessary to study quotient manifolds. We analyze different ways of considering
submanifolds and also regard quotient manifolds, particularly those obtained by properly

discontinuous actions of groups. Concrete examples are also presented.
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Introducion

Se M e N son variedades diferenciables de dimensiéns m e n, respectivamente, unha
aplicacién f: M — N é unha aplicacién diferenciable C*° (que s6 chamaremos aplicacién
diferenciable) se arredor de cada punto ten unha expresiéns local C* definida nun aberto
de R™ con valores nun aberto de R™. A aplicacién tanxente de f nun punto de M é unha
aplicacion fu,: Ty,(M) — Ty(,) (V) entre espazos tanxentes s variedades que xoga 0 mesmo
papel que a diferencial dunha aplicacién nun punto dun aberto de R™. As propiedades da
aplicacién tanxente traducen o comportamento local da aplicacién f: M — N. Asi, se fy
é inxectiva en cada punto p € M entén f é unha inmersién, e compértase localmente como
unha inclusién nun produto R™ — R™ = R™ xR"™"™; e se f., é sobrexectiva en cada p € M
enton f é unha submersion, e localmente é como unha proxeccion R™ = R™" x R™~"™ — R™,

No primeiro capitulo introdiicense as nociéns basicas da teoria de variedades diferencia-
bles (variedades topoldxicas, cartas, estruturas diferenciables, aplicaciéns diferenciables,
difeomorfismos entre variedades, vectores tanxentes) que son necesarios para abordar os
seguintes capitulos.

No segundo capitulo danse condiciéns equivalentes das definiciéns de inmersion e sub-
mersion en cada punto, e estidanse algunhas propiedades. O rango dunha aplicaciéon
f: M — N nun punto p € M ¢ o rango da aplicacién linear tanxente f,,, polo que
se f é unha inmersién nun punto o seu rango € a dimensién de M e se f é unha submer-
sién nun punto entén o seu rango é a dimensién de N. Pois ben, se f é unha inmersién ou
unha submersion en p enton existe unha vecinanza aberta U de p tal que f ten o mesmo
rango en toédolos punto de U, polo que o conxunto de puntos nos que f é unha inmersién
ou unha submersién é un aberto en M. Estudamos o teorema de rango constante entre
variedades diferenciables, que da unha xeneralizacién das propiedades caracteristicas das
inmersiéns e as submersiéns: unha aplicacién de rango constante entre variedades diferen-
ciables actia localmente como a composicién da proxeccién dun produto sobre un factor
e unha inclusién deste factor noutro produto. O teorema de rango global, co que finaliza
este capitulo, afirma que para unha aplicacién diferenciable de rango constante definida

nunha variedade segundo numerable, o caracter sobrexectivo da aplicaciéon implica que
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X INTRODUCION

¢ unha submersion, e como o cardcter inxectivo implica que é unha inmersion tense que
toda inmersién (ou submersién) bixectiva definida nunha variedade diferenciable segundo
numerable é un difeomorfismo.

As inmersiéns dan lugar s subvariedades e as submersiéns ds variedades cocientes.
O terceiro capitulo comenza coa definicion de subvariedades inmersas, embebidas e regu-
lares dunha variedade diferenciable. Disciitense as relacions entre estes tipos de subvarie-
dades, onde estd fortemente implicada a topoloxia da subvariedade (que pode ser mais fina
que a topoloxia relativa). Analizanse propiedades como as que dan lugar a subvariedades
regulares dunha variedade diferenciable a partir do teorema do rango constante e préba-
se a forma débil do teorema de Whitney para as variedades compactas: toda variedade
diferenciable compacta ¢ difeomorfa a unha subvariedade regular da variedade diferencia-
ble R" para algiin n € N. Estiidase tamén a restricion de campos de vectores tanxentes a
subvariedades.

Unha variedade cociente M’ dunha variedade diferenciable M é un conxunto cocien-
te M’ = M/~ cunha estrutura de variedade diferenciable tal que a proxeccién natural
m: M — M’ é unha submersién. Agora, tense unicidade tanto da topoloxia (é necesaria-
mente a topoloxia cociente) como da estrutura diferenciable posibles para que M’ sexa
unha variedade cociente de M. Considéranse en particular os cocientes de variedades que
se obtefien como espazos de érbitas M /G dunha accién dun grupo G sobre unha varie-
dade diferenciable M, como é o caso do espazo proxectivo complexo CP™ (cociente de
C"*1\ {0} pola accién de C*, e tamén de S"*! pola accién de St, que da lugar a fibracién
de Hopf). Un caso especialmente interesante é o de espazos de 6rbitas M /G obtidos por
acciéns “propiamente discontinuas” (aqui a dimensién de M /G coincide coa de M) dos
que analizamos a relacién coas cubertas; como casos particulares aparecen o espazo pro-
xectivo real RP™ ~ S"/0O(1), o toro n-dimensional 7" ~ R™/Z", a faixa de Moebius como
un cociente R?/Z, e a botella de Klein como cociente R?/G, onde G é o conxunto Z x Z
cunha certa operacién non conmutativa. Tamén se estuda a proxectabilidade de campos

de vectores diferenciables sobre M aos seus cocientes.

Para a elaboracién deste traballo utilizéronse principalmente os libros de Boothby [1],
Brickell e Clark [2], John M. Lee [5], Jeffrey M. Lee [3] e Warner [9]; a presentacién das
inmersions e das submersiéns polas propiedades equivalentes que as definen séguese de
Pham Mau Quan [§] e algunhas nociéns relacionadas coas variedades cocientes do libro de

Margalef-Roig e Outerelo Dominguez [6].



Capitulo 1

Preliminares

En xeometria diferencial, as variedades son espazos topoléxicos que se comportan local-
mente como espazos euclidianos e estdn provistos dunha estrutura adicional (que se chama
estrutura diferenciable) que permite trasladar a estes espazos as nociéns fundamentais do

calculo diferencial e integral.

1.1. Variedades diferenciables

Un espazo topoldxico Hausdorff M dise que é unha wvariedade topoléxica de dimen-
sion m se todo punto de M esta contido nunha vecinanza aberta homeomorfa a un aberto
de R™, é dicir, se M é un espazo localmente euclidiano m-dimensional.

O carécter localmente euclidiano permite introducir cartas sobre M. Unha carta sobre
M é un par (U, ¢), onde U é un aberto en M e ¢ é un homeomorfismo de U nun aberto
en R™; dise que U é un aberto coordenado e o = (z',...,x™) un sistema de coordenadas,
onde as funciéns 2*: U — R son as componentes de ¢ (isto é, z° = rfop, sendo r*: R™ — R
a proxeccién candnica i-ésima) e denominanse funcions coordenadas.

Para converter unha variedade topoléxica M nunha variedade diferenciable utilizaranse
as cartas. Unha familia A de cartas sobre M tal que os seus abertos coordenados recubren
M dise que é un atlas sobre M, e dise que o atlas A é un atlas diferenciable se dias cartas
calquera (U, ¢) e (V,1) en A son compatibles, no sentido de que os cambios de cartas
Yot =1y o (e pwnv) e o™ = puay o (W) ywnv) son aplicacions de clase

infinito



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Un atlas completo sobre M é un atlas diferenciable que non esta contido en ningin outro
atlas diferenciable sobre M, e cada atlas diferenciable A de M est4 contido nun tinico atlas
completo Ag sobre M, que estd formado por tédalas cartas de M que son compatibles con

tédalas cartas de A.

Diremos que dous atlas diferenciables A e B sobre unha variedade topoléxica M son
equivalentes se estdn contidos nun mesmo atlas completo (o que dé lugar a unha relacién de
equivalencia no conxunto de tédolos atlas diferenciables sobre M), e a clase de equivalencia
[A] definida por A (tamén o tinico atlas completo Ay na clase) dise que é unha estrutura

diferenciable sobre M.

Se M é unha variedade topoldxica de dimensién m, un par (M, [A]~) é unha variedade
diferenciable de dimension m, ainda que se denotara simplemente por M sobreentendendo
a estrutura diferenciable da variedade; calquera atlas nesta clase tamén se di que é un atlas
de M e calquera carta (U, ¢) no correspondente atlas completo é unha carta da variedade
diferenciable M.

Se (U, ) é unha carta de M e p € U diremos que (U, ¢) é unha carta centrada en p se
©(p) =0 € R™, e que é unha carta cibica se p(U) = Qm(e) = (—¢, €)™ para algin € > 0.
Para cada punto p dunha variedade diferenciable M hai unha carta ctibica de M centrada

en p.

e 1.1. Espazos vectoriais reais como variedades diferenciables

Sexa V un espazo vectorial sobre R de dimensién finita m > 1. Un isomorfismo
@: V — R™ define unha topoloxia 7, en V' coa que ¢ é un homeomorfismo, asi que V'
é unha variedade topoldxica de dimensiéon m e A, = {(V,¢)} é un atlas diferenciable
sobre V. Se ¢: V. — R™ ¢é outro isomorfismo entén as topoloxias 7, e 7, coinciden e os
atlas diferenciables A, e Ay son equivalentes (xa que ¢ o !, poy~1: R™ — R™ son
aplicaciéns lineais e polo tanto C*°), asi que definen a mesma estrutura diferenciable sobre
V', que se converte nunha variedade diferenciable de dimensién m.

En particular, R™ é unha variedade diferenciable de dimensién m coa estrutura di-
ferenciable definida polo atlas A = {(R™,idgm)}, e dicimos que idgm = (r!,...,7™) é o
sistema de coordenadas identidade de R™. O atlas completo da variedade diferenciable
R™ estd formado por todos os pares (U, ) onde U é un aberto en R™ e p: U — ¢(U) é

un difeomorfismo C*°.

O espazo vectorial de matrices reais M, «,,(R) tamén ten unha estrutura de variedade

diferenciable de dimensién nm. Un atlas desta variedade diferenciable é {(M,,xm, ¢)} onde
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© € o isomorfismo

aj Uy,
_ c M. ( )_ 1 1 n n c an
a = nxm ? @ - alv 7a'm7 ) 7a17 '7a'm .
n n
aj A

e 1.2. Subvariedades abertas

Calquera subconxunto aberto W dunha variedade diferenciable M distinto do baleiro,
coa topoloxia relativa, é unha variedade diferenciable da mesma dimensiéon que M. Se A
¢ un atlas de M entén Aw = {(UNW,ouaw) | UNW # 0,(U,¢) € A} é un atlas
diferenciable sobre W que define unha estrutura diferenciable sobre M (independente do
atlas A de M) coa que dicimos que é unha subvariedade aberta de M.

En particular calquera subconxunto aberto W non baleiro de R™ é unha variedade
diferenciable de dimensién m e Ay = {(W,idw )} é un atlas de W.

O grupo linear xeral GL(n,R) = {a € M, «x,(R) | det(a) # 0} é unha subvariedade
aberta da variedade de matrices M, «,(R), e polo tanto é unha variedade diferenciable de

2

dimensién n, coa estrutura diferenciable definida polo atlas {(GL(n,R), ¢)}, onde

¢: GL(n,R) — (GL(n,R)) C R’

i

j)lgz’,jgn 1 ; 1 n)

»—)(al,...,an,..., BN X N

(I:(a s Yn ).

e 1.3. Variedades produto

Sexan M e N variedades diferenciables de dimensions m e n, respectivamente. Se
A= {(Ua;¥a)}taca é un atlas de M e B = {(V,,%y)}yer € un atlas de NV, entén A« B =
{(Ua X Vo 00 X Py) }a,y)eaxr € un atlas no espazo produto M x N, que converte a este
espazo topoldxico na variedade diferenciable (M x N, [A* Bl ) de dimensiéon m + n, que

se denomina variedade produto de M e N.

e 1.4. Aplicacions diferenciables
Suponiamos que M e N son variedades diferenciables de dimensiéns m e n, respecti-
vamente, e f: M — N unha aplicacién. Se (U, ) e (V,1) son cartas de M e N, respecti-
vamente, tales que f(U) C V, chdmase expresion local de f respecto de (U, ) e (V) &
aplicacién
Yofopt:pU) cR™ — (V) CR"

e tamén se di que é unha expresion local de f en pse p e U.
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Diremos que f: M — N é unha aplicacion diferenciable se para cada punto de M existe
unha expresion local de f nese punto que é C'°°como aplicacién entre espazos euclidianos.
Como consecuencia de que os cambios de cartas das variedades diferenciables M e N son
C™ séguese que se f é diferenciable calquera expresién local de f é C*°.

Unha aplicaciéon diferenciable f: M — N é un difeomorfismo se f é bixectiva e
f~': N — M tamén é diferenciable. Se existe un difeomorfismo f: M — N dise que

as variedades diferenciables M e N son difeomorfas.
Observacion 1.5. Sexa M unha variedade diferenciable.

e Se X éun conxunto e f: M — X é unha aplicacién bixectiva entéon X ten unha tnica
estrutura de variedade diferenciable (tinica topoloxia e inica estrutura diferenciable)

coa que f é un difeomorfismo.

e Se X é un espazo topoldxico e f: M — X é un homeomorfismo entén existe unha

Unica estrutura diferenciable sobre X coa que f é un difeomorfismo.

e 1.6. A Alxebra F(M) das funciéns diferenciables reais

Considerando en R a carta identidade (R, idr) é facil ver que unha aplicacién f: M — R
é diferenciable se, e s6 se, para cada punto p de M existe unha carta (U, ), p € U, tal que
a expresion local fop™!: o(U) C R™ — R é C™ (ou, equivalentemente, se toda expresién
local desta forma é C*°). O conxunto F(M) ten estrutura de espazo vectorial sobre R e
de anel. Co produto por escalares reais e a suma e o produto de funciéns é unha alxebra

asociativa, conmutativa e unitaria.

e 1.7. Funciéns meseta
Se M é unha variedad diferenciable e W unha vecinanza aberta dun punto p € M
enton existen unha vecinanza compacta K de p contida en W e unha funcién meseta para

K C W, isto é, unha funcién diferenciable f: M — R tal que

0< f(z) <1 Voe M,
flz)=1 Ve kK,

e con soporte compacto sop f = {x € M | f(z) # 0} C W ([7, p. 69]).

Como consecuencia da existencia de funciéns meseta tense que se h: W — R é una
funcién diferenciable definida no aberto W C M entén h pddese estender localmente
arredor de cada punto p € W, é dicir, existe unha vecinanza aberta V de p con clausura

compacta V C W, e existe unha funcién diferenciable g: M — R, tal que gv = hyy e

gan\w = 0.



1.2. O ESPAZO VECTORIAL TANXENTE )

1.2. O espazo vectorial tanxente

Un wvector tanzente a unha variedade diferenciable M nun punto p € M é unha apli-

cacién v: F(M) — R que satisfai as seguintes propiedades
() v\ +pg) = Mo(f) + () (linearidade),
(b)  v(fg) =v(f)g(p) + f(p)u(g) (regra do produto),

para cada f,g € F(M) e A\, u € R.
O conxunto de todos os vectores tanxentes a M en p dendtase T,(M) e adquire unha
estrutura de espazo vectorial sobre R da seguinte forma: Se v,w € T,,(M) e A € R, a suma

v+ w e o produto por un escalar Av definense por

(v +w)(f) = v(f) +w(f),
(A0)(f) = Av(f),

asi que v+w e Av tamén son vectores tanxentes a M en p. O espazo vectorial real T),(M)

é o espazo tanzente a M en p.

e 1.8. A aplicacién linear tanxente
Se M e N son variedades diferenciables e f: M — N é unha aplicacién diferenciable,

a aplicacion tanzente a f en p é a aplicacién linear fi,: T),(M) — T,y (V) definida por
fep(0)(h) =v(ho f),  veTp(M), h e F(N).

Se f: M — N e g: N — L son aplicaciéns diferenciables entén (go f).«p = gs(p) © fxp Para
cada p € M (regra da cadea). A aplicacién tanxente & identidade idy;: M — M enp € M
¢ a identidade en T),(M). Como consecuencia tense que se f: M — N é un difeomorfismo

entén fy, ¢ un isomorfismo para cada p € M e (ffl)*f(p) = (fup) L.

Observacion 1.9. Se W é unha subvariedade aberta de M entén a inclusién 2: W — M
¢ unha aplicacién diferenciable e, se p € W, a aplicacién tanxente i,: T,(W) — T,(M)
estd dada por iy, (v)(h) = v(hw) para cada h € F(M), e é un isomorfismo natural que
identifica os espazos tanxentes T,(W) e T,(M) ([5, p. 56]), e que permite aplicar sen
ambigiiedade cada v € T),(M) és funciéns diferenciables definidas nunha vecinanza aberta

calquera do punto p.

e 1.10. Unha base de T),(M)
Se p € M, cada sistema de coordenadas ¢ = (x!,...,2™) definido nunha vecifianza U

de p que é un aberto coordenado da lugar a unha aplicaciéon

67 R" — T,(M),
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tal que se a € R™ a stia imaxe é o vector tanxente a M en p definido por
05(a): F(M) — R
f—=02(a)(f) = d(f o™ ) (p(p))(a).
Se {e1,...,en} é a base candnica de R™ denotamos
(8901)73:95(61')’ 1= 1,...,m,

e tamén

(35@‘) = (00),(H =Di(foe ™ (em).  feFM).

Pois ben, a aplicacién 6 : R™ — T,(M) é un isomorfismo de espazos vectoriais ([5, p. 61]),
1ogo {(041)p; - - -, (8zn)p} é unha base de T,(M). Polo tanto, T,,(M) é un espazo vectorial
real da mesma dimensién que a variedade diferenciable M. Ademais, cada v € T,(M)

pddese escribir como
n

v = Z v(zh) (Oxi)p.

i=1
Observacion 1.11. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensiéns m e n e unha
aplicacién diferenciable f: M — N, e consideremos unha expresién local o fop~! de f

enp€M.Sep=(z',....,2™) ety = (y',...,9y"), entén para cada i = 1,...,m tense

n . " /07 o
f*p(axi)p - Zf*P(aﬂci)p(y])(ayj)f(p) - Z <(y8]x1f)> (ayj)f(p)

=1 =
=D Dily/ o foo ) (@) (9y) )

é dicir, tense o diagrama conmutativo

(0, non — W) 050
I
€ R — R" €
d(po fop ) (p(p))
co que a matriz de f., respecto as bases {(91)p,- -, (Qem)p} € {(0y1) (p)s-- - (Oyn) i) }

de T,(M) e Ty (N), respectivamente, é D(1p o f o ™) ((p)).

Definicidén 1.12. Sexa f: M — N unha aplicacién diferenciable entre variedades diferencia-

bles, p un punto de M e 1) o f o ¢! unha expresién local de f en p. O rango de f en p é

rang,(f) = rang (fup: Tp(M) = Ty()(N)) = rang D(¢ o f o o~ ") ((p))-
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O teorema da funcién inversa en R™ vai xogar un papel moi importante no estudo das

propiedades locais das aplicacién diferenciables.

Teorema 1.13 (Teorema da funcién inversa en R"). Sexan G un aberto en R", o € G
e F: G C R" — R™ unha aplicacién C", r > 1. Se rang(D;F7(z¢)) = n entdn existen
abertos A e B en R", A C G, tales ©9 € A, F(xg) € B, Fi4: A — B € bizectiva, e
F~': B — A tamén é C".






Capitulo 2

Inmersions e submersions

2.1. Inmersidns

Lema 2.1. Sexan G un aberto en R™, a € G e f: G — R™ (m < n) unha aplicacion C"
tal que rang(D;f7(a)) = m. Entén existen abertos U C G C R™, V. C R*, W C R*™™,
a €U, 0eW, eunha aplicacion h: U x W — V que € un difeomorfismo C" tal que o

sequinte diagrama é conmutativo

fiv
x U———V
(z,0) UxW
Demostracion. Se ponemos f = (f1,..., f*), pola hipétese,
lel (a) PN Dmfl(a)
rang =m,
Dif™(a) ... Dpf"(a)

e podemos suponer, usando un automorfismo de R™ que permuta as coordenadas, que a

submatriz formada polas primeiras m filas ten determinante non nulo.

Definimos a aplicacién F': G x R"™™ — R"™ por

F(z,y) = f(@) +(0,9) = (f' (@), @), [P @) +yts o [P (@) + 477,

9
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que tamén é C”, F(a,0) = f(a), e ademais
Difl(a) ... Dpf™(a)

det DF(a,0) = det # 0.

Dif™"(a) ... Dpnf™(a)
*

In—m

Polo teorema da funcién inversa, existen abertos A e B en R™ tales que (a,0) € A,
F(a,0) = f(a) € B, e F|4: A— B ¢ un difeomorfismo C".

Dado que (a,0) € A C G x R" ™ existen conxuntos abertos U C G e W C R*™™
tales que (a,0) € U x W C A C R™. Ademais, V = F(U x W) é un aberto en R" contido

en B, e tense o diagrama coumutativo

v—1" Ly £ f(2) = h(z,0)
UxW ($7O)

O]

Teorema 2.2. Sexan M e N wvariedades diferenciables de dimensions m e n, respectiva-
mente, m <mn, e f: M — N unha aplicacion diferenciable, p € M, g = f(p). As sequintes

condicions son equivalentes:
(i) A aplicacion tanzente f.,: T,(M) — T4(N) € inzectiva.

(ii) Existen abertos U C M,V C N, W C R*™ pe U, 0 € W, e un difeomorfismo
h:UxW — V tal que a inzeccion i: x € U w— (x,0) € U x W fai conmutativo o

sequinte diagrama

fiv

e

(iii) Ewisten cartas (U, ) de M, (V,4) de N, q € V, pe U, q = f(p), e unha vecinanza
aberta W de 0 € R™™™ tal que a expresion local o fop™' de f enp é

YofoptiplU)CR™ — (V) =plU)x W cCR",

(1, oy Tm) —> (21, .. ,mm,O,(”._f”),O).



2.1. INMERSIONS 11

Demostracion.
(i) = (ii) Sexan (U*, @) e (V*,9) cartas de M e N, respectivamente tales que p € U*,

qgeV*e f(U*) C V* e consideremos a expresion local
f:zbofocpflz e(U*) CR™ = (V") C R™.

De acordo coa observacion e pola hipétese (i), rang D(vo fop™1)(¢(p)) = rang f., =
m e, polo tanto, polo lema existen conxuntos abertos U C R™ e V C R™ W C R*™™,

tales que

o(p) €U Co(U), ¥(g eV V), 0eW,

e existe un difeomorfismo h: U x W — V tal que se ten o diagrama conmutativo

07 z
UxW
Entén U = ¢~ *(U) é un aberto en M contido en U*,p € U e V = 4~*(V) é un aberto en N

contido en V* e o seguinte diagrama vai permitir definir o difeomorfismo h: U x W — V

tal que hoi = fy,

U %fw 2V

zl /,//f; v
U x W 1
@lUXN /

UxW

poniendo h = 1/1‘;/1 oho (e xidw), xa que (hoi)(x) = h(z,0) = Y h(p(x),0) =
b W fe ) (p(@)) = f(z) para cada z € U.

(ii) = (iii) A partir da hipétese (ii) podemos tomar unha carta (U,, ) de M tal que
peU,CUef(Uy,) CV econsiderar V,, = h(U, x W), que é un aberto en N contido en V.
Tense o difeomorfismo g, xyw: Up x W — V,, e a inclusién i: x € U, — (z,0) € U, x W,
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ast que se poiiemos 1 = (¢ x idy ) o ((hy,xw)~1), entén 1 é un difeomorfismo, logo (U,, ¢)
e (V,,1) son cartas de M e N respectivamente, p € U,, f(U,) C V, e definen a expresién
local

pofop iU, CR™ — (U,) = p(U,) x W C R"

de f, que estd dada por

(o fop™)(x) = ((pxidw)o((hu,xw) ™)) (fle™(2) = (¢ xidw) (¢~ (2),0) = (z,0).

RJH

e () g WV )=e (U)W

.0‘? A

(iii) = (i) A existencia dunha expresion local como a da hipétese (iii) implica que

rang(f.p) = rang D(¢ o f o (p_l)(go(p)) = rang (I(;rL) =m <n,

e polo tanto fy, é inxectiva. O

Definicion 2.3. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensiéns m e n, respec-
tivamente, e f: M — N unha aplicacion diferenciable. Dise que f é unha inmersion en
pE M se rangp( f) = m, é dicir, se se verifican as condiciéns equivalentes do teorema

Dise que f: M — N é unha inmersion se é unha inmersién en todos os puntos de M.
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Definicion 2.4. Dise que unha aplicacién diferenciable f: M — N é un difeomorfismo
local en p € M se existen vecinanzas abertas U de p e V de f(p) tales que Jo:U =V
¢ un difeomorfismo. Se f é un difeormorfismo local en cada punto p € M dise que f é un

difeomorfismo local.

Observacion 2.5. Unha aplicacién f: M — N é un difeomorfismo se, e sé se, f é
bixectiva e un difeomorfismo local en cada punto p € M. Como un caso particular do
teorema téniense inmediatamente condiciéns equivalentes a ser difeomorfismo local

nun punto, dadas no seguinte teorema.

Teorema 2.6 (Teorema da funcién inversa para variedades). Se f: M — N € unha

aplicacion diferenciable, p € M, q = f(p), as sequintes propiedades son equivalentes:
(i) A aplicacion tanzente fi,: Tp(M) — Ty(N) € bizectiva.
(ii) f € un difeomorfismo local en p.

(iii) Eziste unha expresion local de f en p que € a identidade nun aberto de R™, (onde

m=dimM =dim N ).

U vV
¢ - v

ey ——— (V) d=w(U)
id gy _

Definicion 2.7. Unha inmersion inxectiva f: M — N dise que é un embebemento regular
se tamén é un embebemento topoléxico (isto é, f define un homeomorfismo de M no
subespazo topoldxico f(M) de N).

Exemplo 2.8. Se W é unha subvariedade aberta dunha variedade diferenciable M entén
a inclusién 2: W — M é un embebemento regular, xa que é un embebemento topoldxico
e para cada p € M, a aplicacién tanxente 4,,: T,(W) — T,(M) é un isomorfismo (1.9)).

Ademais, % é un difeomorfismo local.

Exemplo 2.9. Se M x N é a variedade produto (1.3) das variedades diferenciables

M e N de dimensiéns m e n, respectivamente, e (p,q) € M x N, entén as inxecciéns
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ig: M — M x N e j,: N = M x N, dadas por i4(x) = (z,q) e jp(y) = (p,y), son embe-
bementos regulares. En efecto, son embebementos topoléxicos, e son inmersiéns, xa que
se (U,¢) e (V,9) son cartas de M e N, respectivamente, tales que p € U, ¢ € V, entén i,

e jp tenien expresions locais da forma
v € p(U) CR™ — (2,%(q)) € ¢(U) x (V) C R™™,

y €Y(V) CR" — (p(p),y) € p(U) x (V) C R™™,
que son C°, e ademais rang, (i) = m = dim M e rang,(jp) = n = dim N.

Exemplo 2.10. A aplicacién f: R — R? dada por f(t) = (sen 2nt,sen 7t) é una inmersiéon
non inxectiva. A sta restricién ao intervalo I = (—1,1) é unha inmersién inxectiva pero

non un embebemento. O conxunto f(R) = f(I) ¢ a lemniscata. (véxase o exemplo [3.5).

Observacion 2.11. Dado que toda aplicacién inxectiva e continua f dun espazo compac-
to M nun espazo Hausdorff N é un embebemento (xa que é pechada, pois leva conxuntos
pechados, logo compactos, en compactos que polo tanto son pechados, asi que f define un
homeomorfismo de M no subespazo topoléxico f(M) de N porque ten inversa continua),
tense inmediatamente que no caso en que a variedade diferenciable M sexa compacta,

toda inmersion inxectiva f: M — N é un embebemento regular.

O seguinte resultado amosa que a diferencia entre inmersién e embebemento regular

ten natureza global posto que cada inmersion é localmente un embebemento regular.

Proposicion 2.12. Se f: M — N ¢é unha inmersion enton para cada p € M existe unha

vecinanza aberta U de p tal que fiiy: U — N é un embebemento regular.

Demostracion. Sexan f: M — N unha inmersién e p € M. Ent6n, polo apartado (ii) do
teorema existen abertos U C M e V C N, onde p € U e f(p) € V, e unha veciianza
aberta W de 0 € R"™™ e existe un difeomorfismo h: U x W — V tal que se consideramos
a aplicacién dg: ©# € U + (z,0) € U x W entén fi;: U — N pode escribirse como a

composicién jo h o i,

UxW

e como a inxeccién igp nun produto (exemplo [2.9)), o difeomofismo h, e a inclusién j da
subvariedade aberta V en N (exemplo [2.8)) son inmersiéns e embebementos topol6xicos

tense que f|y tamén o é. O
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A caracterizacion local das inmersiéns permite obter o seguinte resultado de factoriza-

cién de aplicacions diferenciables.

Teorema 2.13 (Lema de factorizacién). Sexan M, N e L variedades diferenciables de
dimensions m, n e l, respectivamente, e suponemos que f: M — N € unha inmersion
inzectiva. Sexa L unha variedade diferenciable e g: L — N unha aplicacion diferenciable
que se factoriza a través de (M, f), isto é, g(L) C f(M), e consideramos a unica aplicacion

go: L — M tal que fog, =g.

(a) Se f € un embebemento regular enton g, é continua.
(b) Se g, € continua enton é diferenciable.

Demostracion. Como g(L) C f(M) pédese considerar a aplicaciéon §: L — f(M) definida
por g, e por ser f inxectiva tense a aplicacién bixectiva f: M — f (M) definida por f.

Polo tanto g,: L — M esta definida como a composicién

g 1

L——— f(M) — M.

(a) Se f é un embebemento entén f é un homeomorfismo de M no subespazo f(M)
de N, e por ser g diferenciable enton é continua e tamén o é g de L no subespazo topoldxico
f(M) de N. Polo tanto g, = f~! 0 § é continua.

(b) Se p € L e ¢ = g,(p) atopemos unha expresién local C* de g, en p. Por ser f
inmersién, o teorema garante que podemos tomar cartas (U, ) e (V,4) de M e N,

respectivamente, g € U, tales que definen unha expresién local de f en ¢ da forma

ofop !
ve ) cR™ YOI 0) e (V) = o(U) x W C R, 0€ W € RP™,

Como g,: L — M é continua, existe unha carta (G, () de L, p € G, tal que ¢,(G) C U, asi
que basta ver que ¢ o g, o( ™ : ((G) C Rl — o(U) é C*. Por ser g: L — N diferenciable,
a expresion local 1o go (™1 é C, e tense
pogo( Tt =vo(fog,)o( = (ofop )o(pog,0(),
logo
pogol(tize((G) = ((pog,0¢ 1)(2),0) € pU) x W,

e polo tanto ¢ o g, o (~! tamén é C*°. O
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2.2. Submersions

Lema 2.14. Sexan G un aberto en R™, a € G e f: G — R" (m > n) unha aplicacion
C" tal que rang(D; f7(a)) = n. Entén existen abertos U C G C R™, V C R*", W C R™™",
a €U, 0e W, eunha aplicacion h: U — V x W que € un difeomorfismo C" tal que o

sequinte diagrama é conmutativo

fiv
U 14
VW
Demostracién. Poiiendo f = (f!,..., f), por hipétese
Dif'(a) ... Dunf'(a)
rang ) . . =n,
Dyif™(a) ... Dpf"(a)

e podemos supofier que a submatriz formada polas n primeiras columnas ten determinante
non nulo (en caso contrario bastaria permutar as coordenadas mediante un automorfismo
de R™).

Definimos a aplicacién H: G C R™ — R" x R™™" = R™ por

H(J:) = (fl(m)"'wfn(x)’xn—i-l —An41y---yTm — am)

Difl(a) ... Dyfl(a)

det DH (a) = det # 0.

Dif*(a) ... Duf"(a)
0 ) —
Polo teorema da funcién inversa, existen vecinanzas abertas A e B en R™ de a e H(a) =
(f(a),0), respectivamente, de xeito que H|4: A — B ¢é un difeomorfismo C".
Se V.C R™ e W C R™ ™ son abertos tales (f(a),0) € V x W C B ent6n o conxunto
U=H YV xW) C Aéun aberto en R™, e tomando h = H\y, tense o seguinte diagrama

conmutativo
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; f(z)

fiu
U \% T
h(z) = (f(x),*)

V xW
O

Teorema 2.15. Sexan M e N variedades diferenciables de dimension m e n, respectiva-
mente, m >n, e f: M — N unha aplicacion diferenciable, p € M, q = f(p). As sequintes

condicions son equivalentes:
(i) A aplicacion tanzente f.,: T,(M) — Ty(N) € sobrezectiva.

(ii) Ezisten abertos U C M,V C N, W C R™™, pe U, 0 € W, e un difeomorfismo

h: U —V X W tal que o se sequinte diagrama é conmutativo:

bilos

U——V

N

V xW

(iii) Ewisten cartas (U,p) de M, (V,v) de N, p € U, ¢ € V, e un aberto W C R™™"
0 € W, tal que a expresion local o f o™t de f enp € da forma
o fopli g(U) = (V) x W CR™ — (V) C R, m > n,

(X1, ooy ) —> (T, ., Tn) .
Demostracion.

(i) = (ii) Sexan (U*,p) e (V*,9) cartas de M en p e de N en ¢ = f(p), respectiva-

mente, tales que f(U*) C V* e que definen a expresion local
f=vofop iU CR™ = (V*) CR™

Por hipétese e en virtude 4 observacién rang D (o fop™1)(¢(p)) = rang fi, = n.
Asi, o lema m garante a existencia de abertos U C @(U*) € R™, V C o(V*) C R" e
W C R™™"™ tales que

w(p) €U C p(U"), (q) €V Cp(V*), 0€ W,

e existe un difeomorfismo h: U — V x W que fai conmutatico o seguinte diagrama
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i wofogfif/ x%/%f(a:)
VxW (f(x),0)

con h((p)) = (¢ o f o 9™ ")((p)),0) = (¢(g),0). Pofiendo U = =" (U) e V = ¢~ 1(V)
temos pe U CU*C M eqeV CV*C N. Finalmente, h = (¢ X idw) tohogp)y é un

difeomorfismo h: U — V x W tal que 71 o h = f|y como se ve no diagrama:

fiv
U——7—>V
YU \\\\h }71
N
VW
N ﬂxidw
VxW

En efecto, (m10h)(z) = m (¢ xidw) ™! (h(p(x)))) = m (¥ xidw) " (¥(f(x)), -)) = f(2).
(ii) = (iii) Dando por certa a hipétese (ii), tomamos a carta (V,, 1) con g € V, C V e
consideramos o aberto U, = h=Y(V, x W) C U.

fiu,

A aplicacién ¢ = (¢ X idw ) o hyy, é un difeomorfismo por ser composiciéns dos difeo-
morfismos ¢ xidy : Vo x W — (Vo) x W e hyy, : Uy, — Vo x W. Polo tanto, (Uy, ¢) e (Vo, )
son cartas de M e N respectivamente, p € U,, f(U,) C V,, que definen unha expresién local
f en p do tipo que buscabamos, Yo fop™l: p(U,) = Y(V,) x W C R™ — 4(V,) C R", e

(o fop ) (@) = (o /)((¥ x idw)ohy,) ()
= q/;((f o hﬁ,lo)(w_l(:pl, ey ), Tl - - - ,ajm)>
= 1/1(1/71(331, cey ) = (T, ..., Tp)
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M

o) =Y (V)XW (1)

(iii) = (i) A existencia dunha expresion local como a da hipétese (iii) implica que

rang( f.p) = rang D(¢ o f o o~ ")(p(p)) = rang (In 0) —n,
e polo tanto fy, é sobrexectiva. O

Definicion 2.16. Se M e N son variedades diferenciables de dimensions m e n, respectiva-
mente, f: M — N é unha aplicacién diferenciable e p € M, dise que f é unha submersion
en p se rangp( f) = n, é dicir, se se verifican as condiciéns equivalentes do teorema m

Dise que f: M — N é unha submersion se o é en cada punto de M.

Exemplo 2.17. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensiéons m e n, respec-
tivamente, e M x N a variedade produto. Se (p,q) € M X N entén as proxecciéns
m1: M x N — Memy: M x N — N son submersions, xa que se (U, ) e (V, 1) son cartas
de M e N, respectivamente, tales que p € U e ¢ € V, téniense as seguintes expresions

locais de 71 e 72 en (p, q):
(z,y) € (U) x (V) CR™™ +— x € p(U) CR™,
(z,y) € (U) x (V) CR™™ — y € (V) CR",

que son aplicaciéns C*°, e ademais rang, ,)(m) = m = dim M e rang(, ) (m2) = n =
dim N.

Exemplo 2.18 (A proxeccién do fibrado tanxente). Se M é unha variedade diferen-
ciable de dimensién m o seu fibrado tanzente T(M) = ||, s T,(M) (unién disxunta) ten

unha estrutura natural de variedade diferenciable de dimensién 2m e a proxeccion definida
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por
m:T(M)— M
v p seve T (M)
¢ unha submersién. En efecto, T'(M) ten unha topoloxia e unha estrutura diferenciable
tal que se Ay = {(Ua, pa = (z,...,27")) | @ € A} é o atlas completo de M entén cada

7~ 1(U,) é un subconxunto aberto de T'(M) e cada aplicacién
Ba: T (Us) — 0a(Uy) x R™
m
v = sz(ax}l)p — (x(lx(p)a s 7x7an(p)7vla s 7Um)
i=1

é un difeomorfismo. En particular, o conxunto
Ag={(77HUa), o) | € A}
é un atlas da variedade diferenciable T'(M), e a expresion local de 7 respecto das cartas
(771 (Ua), a) € (Uas pa) 6
o 0T 0P (T1ye ey Ty V1 -+ o5 Um) € Pa(Ua) X R™ — (21, ..., ) € 0a(Ua),
o que amosa que 7 é diferenciable e unha submersién, de acordo coa caracterizacién (iii)

no teorema [2. 10l

Observacion 2.19. Sexa f: M — N unha aplicacién continua. Se V' é un subconxunto
aberto de N e 0: V — M é unha aplicacién continua tal que a composiciéon foo: V — N
¢ a inclusion V < N entén o é unha seccion local de f. Se ademais V = N, a aplicacion

0: N — M é unha seccion de f.

Exemplo 2.20 (Campos de vectores). Un campo de vectores sobre unha variedade
diferenciable M ¢é unha seccién da proxeccion m do fibrado tanxente de M, isto é, unha
aplicaciéon X: M — T(M) tal que m o X = idys. En particular, o campo de vectores
trivial 0: p € M — 0, € T,(M) ten unha expresién local respecto das cartas (Uy, @a) €

(771 (Ua), @a) no exemplo que é
o000t (21, xm) € 0alUs) — (1, ., &m, 0, ™, 0) € pu(Uy) x R™,
que da a caracterizacién (iii) de inmersién no teorema

Observacion 2.21. Se X é un campo de vectores sobre unha variedade diferenciable M
entén para cada carta (U, ) de M, ¢ = (z',...,2™), e para cada p € U, tense que cada
X, € T,(M) pédese escribir ((1.10)

X, = Zl NP) (), N(p) = Xp(a),
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onde para cada i = 1,...,m, a aplicacién \*: U — R é a compoiiente i-ésima de X en
(U, ), e

i=1

dise que a expresion local de X en (U,p). Agora ben, a expresion local da aplicacién
X: M — T(M) respecto das cartas (U,¢) e (m~1(U),$) (onde a segunda obtense da
primeira como no exemplo [2.18]) estd dada por

(FoXog™)(@) = (2 (g7 (@))....a™ (@7 (@), A (e (@), .. A (0 (@),

Asi que o campo de vectores X é un campo de vectores diferenciable, isto é, a aplicacién
X: M — T(M) é diferenciable se, e s6 se, para cada punto p € M hai unha carta (U, ¢)
de M, p € U (equivalentemente para cada carta de M) tal que as as componentes de X

nesta carta son funciéns diferenciables.

Pois ben, cada campo de vectores diferenciable X : M — T'(M) é unha inmersion, xa
que (mo X).p = (idar)s«p para cada p € M, logo m.x, o Xip = idz, (ar), polo que cada
Xap: Tp(M) — T, (T(M)) é inxectiva.

Proposicion 2.22. Sexa f: M — N wunha aplicacion diferenciable. Enton f € unha

submersion se, e s se, cada punto de M pertence d imaxe dunha seccion local diferenciable

de f.

Demostracion. Suponamos en primeiro lugar que f é unha submersion. Sexan p € M,
qg= f(p) e (U) e (V,¢) cartas do tipo das do apartado (iii) do Teorema Asi, a

expresion local de f nestes sistemas de coordenadas é

Yofop tipU)CR™ — (V) CR"
(T1y ey Ty Tt 1y e -5 ) > (X150, )

Para e suficientemente pequeno, hai un m-cubo @, (¢) de lado e centrado en p(p) =
(a1, ...,am) que estd contido en ¢(U). Polo tanto, a sia imaxe pola expresién local de f
serd o n-cubo Q,,(¢) centrando en 9 (q) = (ai,...,a,) obtido proxectando as n primeiras
compoiientes de Q,,(€). A aplicacién o: 1@, (e)) — ¢ (Qm(e)) — M definida pola

expresion local
gooaow_l: (1, 2n) EQn(E) > (T1y ey Ty Qg1 -+ - 5 Gpn) € Qi (€)

é unha seccién local diferenciable de f e (p oo oy~ (a1,...,a,) = ©(p) € Qm(e) polo

que a sua imaxe contén a p.
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Reciprocamente, suponamos que cada punto p € M pertence 4 imaxe dunha seccién
local diferenciable o: V — M de f. Sexa p € M e unha seccién local diferenciable de f
tal que p € o(V), asi que foo é ainclusién 2: V — N. Isto implica que se g € V' é tal que
o(q) = p, pola regra da cadea tense fi, 0 04q = ixq, que é un isomorfismo, xa que V' é unha
subvariedade aberta de N (observacién , do que se deduce que f, ¢ sobrexectiva. [

Observacion 2.23. A esfera S* = {z € R*"\ {0} | ||z]| = 1} é unha variedade dife-
renciable de dimensién n (verémolo no exemplo sin necesidade de construir de xeito
explicito unha estrutura diferenciable). Utilizaremos a proposicién anterior para probar
(exemplo que a proxeccién radial : R"*1\ {0} — S™ é unha submersién vendo que

cada punto de R"*1\ {0} est4 na imaxe dunha secién (global) diferenciable.

Proposicion 2.24. Toda submersion f: M — N € unha aplicacion aberta.

Demostracion. Dado un subconxunto aberto U de M vexamos que para calquera g € f(U)
podemos atopar unha vecinianza aberta de ¢ contida en f(U). En efecto, se p € U é tal que
f(p) = q entén existe unha seccién local diferenciable o: V' — M de f tal que o(q) = p.
O conxunto o~ !(U) é unha vecifanza aberta de ¢ porque o é continua, e ademais estd

contido en f(U) por ser ¢ unha seccién local de f: se y € o~} (U) entén o(y) € U, logo

y = flo(y) € f(U). -

Observacion 2.25. Xa que toda submersién f: M — N é unha aplicacion continua
e aberta, se ademais é sobrexectiva entén é unha identificacién. Como consecuencia, se
g: N — L é unha aplicacion, tense que g é continua se, e sé se, go f é continua. O seguinte
teorema d& unha propiedade caracteristica da diferenciabilidade das aplicaciéns definidas

na imaxe dunha submersion sobrexectiva.

Teorema 2.26. Sexan M e N wvariedades diferenciables e f: M — N unha submersion
sobrezectiva. Se L ¢ unha variedade diferenciable, unha aplicacion g: N — L € diferen-

ctable se, e so se, go f: M — L ¢ diferenciable.

Demostracion. Se g é diferenciable entén g o f tamén o é en canto que composicion de
aplicaciéns diferenciables.

Por outra parte, suponamos que go f é diferenciable. Se ¢ € N, como f é sobrexectiva,
existe p € M tal que f(p) = q. Pola proposiciénexiste unha seccién local diferenciable
0:V — M de f con o(q) = p. Daquela, como foo =14V < N,

gv=go(foo)=(gof)oo

é diferenciable por composicién de aplicaciéns diferenciables. En conclusién, g é diferen-

ciable por selo nunha vecinanza de cada punto. O
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2.3. O teorema do rango constante

Como consecuencia das expresién locais nun punto das inmersiéns e submersiéns (apar-
tado (iii) dos teoremas e tense que se unha aplicaciéon f: M — N é unha inmer-
sién ou unha submersién en p € M entén existe unha vecinanza aberta U de p na que f
conserva o rango, isto €, fjy ¢ unha inmersién ou unha submersion en p, respectivamente,
e polo tanto o conxunto de puntos nos que f é unha inmersién ou unha submersién é un
aberto en M.

Unha xeneralizacién das expresiéns locais das inmersiéns e submersiéns vén dada polo
teorema do rango constante en variedades diferenciables, que tamén é consecuencia do

teorema da funcién inversa.

Teorema 2.27 (Teorema do rango constante). Sexan M e N wariedades diferenciables
de dimensions m e n, respectivamente, e p € M. Sexa f: M — N unha aplicacion dife-
renciable de rango constante r nunha vecinanza de p. Enton existe unha carta (U, p) de
M centrada en p e existe unha carta (V,v) de N centrada en f(p) tales que f(U) C V,

coas que a expresion local de f estd dada por

Yofop t:pU) cR™ — (V) CR"

(1., xm) — (T1,..., 2,0, (7.‘._.”),0).

Demostracion. Sexan (ﬁ, Q) e (\7, ) cartas de M e N centradas en p e f(p), respectiva-
mente, tales que f( [7) cVe que o rango de f é r en tédolos puntos de U. Consideramos

a aplicacién

F=(F....Fa) = o fo: 3U)CR" — (V) CR,

que ten rango constante 7 en ¢(U) e F(0) = 0. En particular, rangy(F) = r, polo que
existe unha submatriz r x r de DF(0) con determinante distinto de 0. Componendo F
con automorfismos lineales de R™ e R” para permutar convenientemente as coordenadas

pbdese suponer que a submatriz superior esquerda de DF'(0) é non singular,

: ) DiFi(0) ... D,Fi(0)
S\ DiR0) ... DENO)

A aplicacién o, : p(U) — R™ definida por

a,(x) = (Fi(z), ..., Fr (), g1, - ooy Tm), x=(r1,...,2m) € ¢(U),
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¢ unha aplicacion C*° e tense que a sua matriz jacobiana en 0 é da forma

0 J—

DO‘O(O) = (

onde I,,,—, é a matriz identidade (m—r) x (m—r). Xa que det Do, (0) # 0, polo teorema da

funcidén inversa existen abertos conexos Uy e Ag en R™ tales que 0 € Up, a,(0) =0 € Ay,

Up C ¢o(U) e a= Q| ¢ Uy — Ap é un difeomorfismo. Podemos suportier, facendo mais
pequenos estes abertos, que Ag = Q,,(6) = (—0,0)™ é un cubo.

Agora, cada x € Ay pddese escribir

(l’l, ey Ly Tl e o 7$m) = Oé(y) = (Fl(y)a s 7F’r'(y)7y7“+1a ce 7ym)7 RS UO?
logo, para cada = € Ay,

(Foa™ (@)= (Foa )(ay) = (F1(y),---. Fr(y), Frr(y), .-, Fa(y))
= (21,...,2r, Fry1(a (2)),..., Fo(a™(2))).

Se poniemos G, 1;(x) = (Fr1; 0o a™1)(z) para cada x € Ag, 1 <i < n — r, pédese escribir
(Foa ') (z) = (21,..., 2, Grr1(x),...,Gp(x)), x € Ay,

e para cada z € Ag tense que a matriz D(F o a~!)(x) exprésase

I,
D(Foa™Y)(z) = 0 ) I1<iuj<n-—r
* Dy iGryi(z)

Temos usado ata agora que rang,(F') = r, pero pola hipdtese o rango de F' é constante en
Uy C @(U), e como a é un difeomorfismo, F o a~! ten rango constante r en Ay = a(Up).
Polo tanto, as compoiientes D, ;Gy4;(x) da matriz D(Foa™!)(z) antlanse en cada punto
x € Ay, logo as funciéns G,11,...,G, non dependen mais que de z1,...,Z,, Xa que o
conxunto Ag é un cubo.

Imos construir agora un difeomorfismo axeitado definido nunha vecinana aberta do
punto 0 € ¢ (V) € R™. O conxunto

Vo = {(zl, ey Zry Zpgdy ey 2n) € &(‘7) | (z1,..., 2,0, (”?i.”,o) € Ao}
é un aberto en R” xa que é a imaxe inversa do aberto Ag en R™ pola aplicacién continua
(y,2) € P(V) CR" = (y,0) € R™,
e 0=1(f(p)) € Vo. Se poiiemos

ngri(fEl, s ,CL'T) = Gr+i($la s 7xT707 (n'l'i'r)vo)7 1<i<n— r,
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enton

(Foa ™ Mzy,...,xm ryts oo Zm) = (1, ooy Ty Gt (T )y oo gy . 2),
e a aplicacién 8: Vj — R"” definida por

B(21y vy Zry Zrgdy e ey Zn) = (21,...,zr,zr+1 —gr+1(zl,...,zr),...,zn—gn(zl,...,zr)),

é inxectiva. Ademais, a sua matriz jacobiana en cada z € V| ten a expresién

Dma=<f IO>,

asi que é non singular para cada z € Vj, e polo teorema da funcién inversa, 8 é un
difeomorfismo de Vj no conxunto By = 5(Vp), que é aberto en R™.

Agora, a aplicacion H = o Fj, o a1t Ay — By esta dada por
H(x1,. ., Tpy Tpg1ye oy ) :ﬁ(:pl,...,xr,ngrl(m....,xr),...,gn(xl...,:m)),
e pola definicién de § tense que
H: (z1,...,2m) € Ay —> ($1,...,:UT,O,(’.LT."),O) € By.

Tinamos que o aberto Ag é un cubo @Q,,(6) = (—6,6)™, e se tomamos 1 > 0 tal que
(—=m,m) C Bp e ¢ = min{d,n}, podemos suponier que Ay = Qn(c) = (—¢,&)™ e que
By = Qn(e) = (—¢,e)™, e o seguinte diagrama, onde a e 8 son difeomorfismos, é conmu-

tativo

U
UOC]Rm%VOCR”

| |
Qm(e) — g Qn(e)

Se poriemos U = ¢ H(Uy) c U, V = {Z;_l(Vo) cV,p=ao P, = ﬁo{ﬁhv, ténense as
cartas (U, ¢) de M centradaenpe (V,1) de N centrada en f(p), e o diagrama conmutativo

fio
UcM VcN
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e H=1o fop ! éa expresién local de f que queriamos obter. O
Da proba do anterior teorema séguese o corolario que enunciamos a continuacion.

Corolario 2.28. Sexan M e N wvariedades diferenciables de dimensions m e n, respec-
tivamente. Se f: M — N ¢ unha aplicacion diferenciable de rango constante r nunha
vecinanza de p € M entdn existe unha carta (U, ) de M centrada en p e existe unha
carta (V,4) de N centrada en q = f(p), con f(U) CV, o(U) = Qm(e) e (V) = Qn(e)

para algin € > 0, e tales que a expresion local de f nestas cartas estd dada por
Yofop ti(zr,....zm) € Qm(e)= (—&,&)"—(21,...,2,,0,"77,0) € Qu(e)=(—e,e)"

Observacion 2.29. Do teorema do rango constante tamén se seguen en particular as

caracterizaciéns locais das inmersiéns e submersiéns descritas no apartado (iii) de cada

un dos teoremas 2.2 e B.151

Observacion 2.30. Como consecuencia do teorema [2.27] tense o seguinte teorema do
rango global ([5, p. 83, Theorem 4.14]). A hipdtese de que a variedade M sexa segundo
numerable requirese para a demostracién dos apartados (b) e (¢) e ademais faremos uso do
concepto de conxunto denso en ningunha parte. Isto dise dos conxuntos cuxa clausura ten
interior baleiro. Usaremos tamén o teorema de categorias de Baire [4, p.106], de acordo co
cal unha unién numerable de conxuntos densos en ningunha parte nun espazo Haussdorf

localmente compacto (ou nun espazo métrico completo) ten interior baleiro.

Teorema 2.31. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensions m e n, respectiva-
mente, e sexa f: M — N unha aplicacion diferenciable de rango constante v e suporiemos

que M € sequndo numerable.
(a) Se f € inxectiva entén € unha inmersion.
(b) Se f € sobrexectiva enton € unha submersion.
(c) Se f é bizectiva enton é un difeomorfismo.

Demostracion. (a) Suponamos que f non é unha inmersion, isto é, que r < m. Dado
p € M, polo teorema do rango constante, existe unha carta (U, ) de M centrada en p
e unha carta (V,1) de N centrada en f(p) con f( U) C V e coas que a expresién local
f:@ZJOfoga_l de f é da forma

f(xla s axm) = ($1, s 7xT>O> (n—r)70)

Entén, f non seria inxectiva porque para ¢ suficientemente pequeno para que o punto
(0,...,0,¢) pertenza a @(U) tense que f(0,...,0,¢) = (0,...,0).
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(b) Suponamos que f é sobrexectiva pero non unha submersién, logo r < n. Para cada
p € M, polo teorema do rango constante, existe unha carta (U », ¢p) de M centrada en p
e unha carta (Vp,1,) de N centrada en f(p) con f(U,) C V, e coas que a expresién local

de f é da forma

(Ypofo (gpp)*l)(acl, ces @) = (z1, ... ,xr,O,(’?._f"),O).

Sexa U, a imaxe reciproca por ¢, dunha béla aberta en R" centrada en ¢,(p) = 0 e
tal que f (ﬁp) C Vp. Entén f (ﬁp) é un conxunto compacto contido no subconxunto
{yi,--syn) €Vp ly,py ==y, =0} de N, polo que é pechado en N e non contén
ningun subconxunto aberto. En consecuencia, é denso en ningunha parte de N. Como M
é segundo numerable, o recubrimento aberto {Up}per admite un subrecubrimento nume-
rable {U;}ien. Deste xeito, {f(U;)}ien é un recubrimento numerable de f(M) formado
por conxuntos densos en ningunha parte na variedade N, que é un espazo Hausdorff local-
mente compacto. Entén, o teorema de categorias de Baire asegura que f(M) ten interior

baleiro en N, polo que non pode ser N, logo f non poderia ser sobrexectiva.

(c) Neste caso, por (a), f é unha inmersién e, por (b), unha submersién. En consecuen-
cia, a aplicacién tanxente f,, ¢ bixectiva para cada p € M, o que equivale a que f sexa un
difeomorfismo local en cada punto (polo teorema da funcién inversa para variedades [2.6)

e como f é bixectiva, é un difeomorfismo. O

Corolario 2.32. Sexa f: M — N wunha aplicacion diferenciable, onde M € sequndo nu-

merable.
(a) Se f € unha inmersion bizectiva entén € un difeomorfismo.
(b) Se f € unha submersion bizectiva entén é un difeomorfismo.

Demostracion. Basta ter en conta o teorema anterior e que tanto as inmersiéons como as

submersiéns tenen rango maximo en cada punto. O






Capitulo 3

Subvariedades e variedades

coclentes

3.1. Subvariedades

Xa introducimos as subvariedades abertas en e agora imos considerar varias defini-
cions de subvariedade dunha variedade diferenciable M. O termo xenérico de subvariedade
val ser equivalente ao mais descritivo de subvariedade inmersa, e que a topoloxia sexa a
herdada pola de M define as subvariedades embebidas; as subvariedades regulares apare-
ceran como subespazos de M que se definen localmente por unha restriciéon de sistemas

de coordenadas axeitadas da variedade.
Definicions 3.1. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensién m e E C M.

1) Se E é unha variedade diferenciable diremos que é unha subvariedade inmersa de M

(
(ou simplemente unha subvariedade de M) se a inclusién ¢: F — M é unha inmersion.
(2) Se E é unha subvariedade inmersa de M e ademais é un subespazo topoldxico de M
(equivalentemente, a inclusién ¢: E — M é un embebemento regular) diremos que F é
unha subvariedade embebida de M.

(3) Se E é un subespazo topoléxico de M diremos que é unha subvariedade regular de M
se para algin k € N, 1 < k < m, E ten a propiedade de k-subvariedade de M, isto é, se
para cada punto p € E, existe unha carta (U, ¢) de M, p € U, tal que

©(U) = B x C, B aberto en R*. C aberto en R™ %,

o(UNE)=Bx{c}, ceC.
e dise que (U, ¢) é unha carta de M adaptada a E.

29
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]Em-k
Iy Rm

7 ¢ (U)=BxC
1Y -

X 7 ¢{{}0E}=Bx{c}

Propicdade de &-subvaricdade

Observacions 3.2. (1) Tamén se define unha subvariedade inmersa de M como un par
(E, f), onde E é unha variedade diferenciable e f: E — M unha inmersién inxectiva. Neste
caso, coa topoloxia e a estrutura diferenciable que fai que a bixeccién E — f(E) definida
por f sexa un difeomorfimo (véxase a observacién , o conxunto f(E) convértese nunha
subvariedade inmersa de M, coa definicién (1), difeomorfa a F, e distintos pares deste
tipo poden definir a mesma subvariedade inmersa. En efecto, dous pares (F1, f1) e (E2, f2)
tales que f1: E1 — M e fo: E9 — M son inmersions inxectivas son equivalentes se existe

un difeormorfismo h: E; — FE5 tal que o seguinte diagrama é conmutativo

FE

:1 f1
hi /M
EVQ fo

e pares equivalentes dan lugar a un tunico par distinguido (F,¢) na mesma clase, onde

FE C M e ainclusién 2: F — M é unha inmersion.

(2) Se E é unha variedade diferenciable e f: E' — M ¢é unha inmersién inxectiva que tamén
¢ un embebemento topoldxico, (isto é, f é un embebemento regular), entén a subvariedade
f(E) de M difeomorfa a E (por f: E — f(FE)) é unha subvariedade embebida de M de
acordo coa definicién (2).

(3) Se (U, ¢) é unha carta de M adaptada a un subconxunto E de M e p € U N E, pédese
modificar (componendo con difeomorfimos apropiados entre abertos de R™ definidos por
traslaciéns e homotecias) nunha carta ciibica de M centrada en p (isto ¢, o(p) = (0, ™, 0))

adaptada a F, tal que

o(U) = (—&,6)™, @UNE)=(—¢¢)"x {0,775 0)},  (para algin ¢ > 0),
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asi que a existencia destas cartas para os puntos de E equivalen & propiedade de k-
subvariedade de FE.

(4) Polas definiciéns xa se ten inmediatamente que as subvariedades embebidas dunha
variedade diferenciable M son subvariedades inmersas. En xeral, a topoloxia dunha subva-
riedade inmersa E de M é mais fina que a topoloxia relativa xa que a inclusién i: £ — M
é continua; soamente se as duas topoloxias coinciden, a subvariedade inmersa E é unha
subvariedade embebida de M. Por outra parte, dos teorema e concluirase que as

subvariedades embebidas coinciden coas subvariedades regulares.

Proposicion 3.3. Se M ¢é unha variedade diferenciable de dimension m, as subvariedades

de M de dimension m son exactamente as subvariedades abertas.

Demostracion. Se W é unha subvariedade aberta de M de dimensién m entén a inclusién
¢ un embebemento regular (exemplo e polo tanto W é unha subvariedade embebida
(e inmersa) de M. Reciprocamente, se E é unha subvariedade inmersa de M de dimensién
m entoén a inclusion ¢: E — M é unha inmersién entre dias variedades diferenciables da
mesma dimensién, logo é un difeomorfisnmo local e polo tanto unha aplicacién aberta, asi

que E é aberto en M (e todo aberto en F é aberto en M e na topoloxia relativa de E). [
Como consecuencia inmediata do teorema tense o seguinte lema de factorizacion.

Lema 3.4 (Lema de factorizacién). Sexan M e L wvariedades diferenciables, E unha
subvariedade de M e g: L — M wunha aplicacion diferenciable tal que g(L) C E. Sexa
go: L — M a aplicacion dada por g,(xz) = g(z) para cada x € L.

L—M

(a) Se g, € continua enton é diferenciable.

(b) Se E € unha subvariedade embebida de M enton g, é diferenciable.

Un subconxunto F dunha variedade diferenciable M pode admitir mais dunha estru-
tura de variedade diferenciable coa que é unha subvariedade de M, como se ve no seguinte

exemplo.

Exemplo 3.5. Sexa f: R — R? dada por f(t) = (sen2nt,sen7t). O conxunto X = f(R
¢ a lemniscata ou “figura 8” (exemplo [2.10)). Se consideramos os intervalos I = (—1,1) e



32 CAPITULO 3. SUBVARIEDADES E VARIEDADES COCIENTES

J = (0,2) entén as aplicaciéns ay = fi;: [ — X e ag = f|;: J — X son bixectivas. Para
cada i = 1,2, sexa M; o conxunto X coa estrutura de variedade diferenciable para a que
a; é un difeomorfismo. Entén M7 e M, son dous espazos topoldxicos distintos que non son

subespazos topoléxicos de R? e son subvariedades inmersas distintas de R2.

My My

Non obstante, fixada a topoloxia nun subconxunto F de M, do lema de factoriza-
cién séguese que E vai poder ter como moito unha estrutura diferenciable coa que sexa
subvariedade de M.

Proposicién 3.6. Sexa M wunha variedade diferenciable. Se E € un espazo topoldzico
que estd contido en M (como conzunto) entén existe ao suma unha estrutura diferen-
ciable sobre E coa que € unha subvariedade de M. En particular, se E € un subespazo

topoldzico de M enton existe ao sumo unha estrutura diferenciable sobre E coa que € unha
subvariedade embebida de M.

Demostracion. Sexan [A]s e [B]oo dias estruturas diferenciables sobre E tales que E, =
(E,[Ale) € Ep = (F,[B]x) son subvariedades de M; isto é, as inclusiéns i: E, — M e

j: Ey — M son inmersiéns.

B, —' M B— M
g ;
ldE\\J /{ ldE\\J [

E, E,

Polo lema [34] aplicado a ambos os diagramas anteriores, a identidade idg: E, — Ej
é un difeomorfismo. Entén A e B son equivalentes, asi que inducen a mesma estrutura
diferenciable no espazo topoldoxico E. En particular, se E é un subespazo topoldxico de M

enton ¢ e j son embebementos regulares. O

Exemplo 3.7. Se M e N son variedades diferenciables de dimensiéons m e n, respecti-

vamente entén, para cada ¢ € N, o subespazo M x {q} de M x N é unha subvariedade
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embebida de M x N, xa que a inxeccién iz: © € M +— (x,q) € M x N é un embebemento

regular (exemplo [2.9).

Exemplo 3.8. (O grafo dunha aplicacién diferenciable). Sexan M e N variedades
diferenciables de dimensiéon m e n, respectivamente. O grafo dunha funcién diferenciable
f: M — N é unha subvariedade embebida de dimensiéon m da variedade diferenciable

M x N, xa que a aplicaciéon vy: M — M x N dada por

f(x) = (2, f(2))

é un embebemento regular cuxa imaxe é o grafo de f,

L(f) ={(p,q) € M x N|pe M,q= f(p)} = vs(M).

En efecto, como (w1 o vf)(p) = p, onde m: M x N — M ¢é a proxeccién, pola regra da
cadea a composicion (m1).(p, f(p)) © (Vf)sp = (idar)sp € un isomorfismo, e entén, vy é unha
inmersién por ser (7yy)s«, inxectiva para cada p € M. Ademais, 75 é un embebemento
topoldxico porque m1|p(f) é a inversa de x € M — v¢(x) € I'(f), que é continua, logo 75 é

un embebemento regular.

>
//1/

Os dous teoremas seguintes amosan que as subvariedades embebidas de dimensién k

estan totalmente caracterizadas pola propiedade de k-subvariedade.

Teorema 3.9. Sexa E un subconzunto dunha variedade diferenciable M de dimension m.
Se E € unha subvariedade regular de M enton admite unha (inica) estrutura diferenciable

coa que € unha subvariedade embebida de M.
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Demostracion. Suponamos que £ C M é unha subvariedade regular da variedade dife-
renciable M de dimensién m, de modo que E ten a propiedade de k-subvariedade para
algin k, 1 < k < m. En primeiro lugar, vexamos que é unha variedade topoléxica de di-
mension k. Coa topoloxia relativa, ££ é Haussdorf por ser un subespazo topoldxico de M.
Ademais, é localmente euclidiano de dimensién k. En efecto, sexa p € E e (U, ) unha

carta de M adaptada a F, isto é,
©(U) =B xC, B abertoen R¥ C abertoen R™"* o(UNE)=Bx{c}, ceC.
Entén U, = U N E é aberto en E e definimos
wo=moply,: U, CU 2y BxC % B,

que é un homeomorfismo xa que ten inversa continua ¢, !(z) = (p=! 0 j)(z) = o~ (z, ),
sendo j: # € R¥ — (z,¢) € R". Daquela, (U,,,) é unha carta sobre E en p € U, e
podemos concluir que E é unha subvariedade topoldxica.

Agora, imos dotar a E dunha estrutura diferenciable construindo un atlas a partir das

cartas de M adaptadas a E. Sexan

C={(U,¢)| (U,p) é unha carta de M adaptada a E}

A={(Us,00)| Uo =UNE, @, =11 00,, [U,¢) €C}

O conxunto A é un atlas sobre E pois claramente

E= |J U,

(Uyp)eC

porque, pola propiedade de k-subvariedade, para cada p € F existe unha carta adaptada
de M en p. Ademais, dias cartas calquera (U,, ¢,) e (V,,1%,) en A son compatibles, porque

se U, NV, # 0, a aplicacién v, o ¢! é C° por ser composicién de aplicaciéns C>°

Pop~!

Yooyt D (3,0) X (hop (@, ¢) M (motpop

©j)(x),

polo que A é un atlas diferenciable.
Por outra parte, a inclusién ¢: £ < M é diferenciable porque para cada p € E existe
unha expresién local do seguinte xeito
Vo0 0yt o(Up) = BCRY » Bx C =pU)CR™

z > (poioy;t)(z) = (e (2,0) = (z,0)
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de onde ademais ¢ inmediato ver que %, é inxectiva para todo p € E porque

I
rang, (i) = rang D(p o i0 cp;l)(%(p)) = rang (g) =k,

polo que % é unha inmersién. Finalmente, como E é un subespazo topoldxico de M con-

cluimos que E é unha subvariedade embebida de M. ]

Teorema 3.10. Sexan M e E wvariedades diferenciables de dimensions m e k, respec-
tivamente. Se E é unha subvariedade embebida de M enton E ten a propiedade de k-

subvariedade de M e polo tanto é unha subvariedade reqular de M.

Demostracion. Nas condiciéns do enunciado, por ser E unha subvariedade embebida, a
inclusion ¢: £ < M ¢é unha inmersién. Entén, polo teorema do rango para cada p € E
existen cartas (U,, ¢,) de E e (U,(ﬁ) de M tales que a expresién local da inclusién é da

forma
Qo iocpglz (x1,...,2k) € po(Uy) — (21, ..., 2,0, (WT.’“),O) 6@(0) = @o(Up) X W,

onde p € U, e W é unha vecifianza aberta de 0 € R™~*. Por ser E un subespazo topoléxico
de M, podemos tomar un aberto G en M tal que U, = GNE. Entén ¢(UNG) é un aberto
en R™ tal que ¢(p) = (Lp(p),O) € (U NG), e polo tanto existen abertos B en R* e C en
R™F tales que

@(p) = (¢(p),0) € BxC Cp(UNG) C@U) = po(Us) x W.

Pois ben, se pofiemos U = ¢~} (B x C) e ¢ = G U — B x C entén (U, p) é unha carta
de M tal que p e U e o(UNE) = B x {0}, con 0 € C. Polo tanto, E ten a propiedade de
k-subvariedade de M. O

Observacion 3.11. Calquera subvariedade inmersa compacta £ dunha variedade dife-
renciable é necesariamente unha subvariedade embebida de M, xa que ao ser a inclusiéon
i: E — M continua tamén é pechada (observacién [2.11)), logo é un embebemento e polo

tanto a topoloxia de E é necesariamente a topoloxia relativa.

Imos ver agora un resultado que, coa sia consecuencia (o teorema do valor regular),
¢é util para obter exemplos de variedades diferenciables como subvariedades regulares de

espazos euclidianos.

Teorema 3.12. Sexan M e N wvariedades diferenciables de dimensions m e n, respec-
tivamente, e f: M — N wunha aplicacion diferenciable. Se f ten rango constante k en
todo punto de M e q € f(M) entén o conzunto de nivel E = f~1(q) é unha subvariedade

regular pechada de M de dimension m — k.
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Demostracion. Vexamos que o subespazo topoléxico E = f~1(q) de M ten a propiedade
de (m — k)-subvariedade de M. Se p € E, entén como f ten rango constante k& nunha
vecinanza de p, o corolario do teorema do rango m garante que existen cartas (U, @) de
M en pe (V,9) de N en q centradas en p e g, respectivamente, f(U) C V, e tales que a

expresion local de f é da forma
77/} o f o 90_1 : ({I:la s 7$m) € QO(U) = (_Eag)m = <$17 sy Ty 07 (n—k)70) S Tb(v) = (_67€>n7
e polo tanto,

p(UNE)=o(UNfq) =(—&,e)"N(pof 1) (¥ (0))
={(z1,...,2m) € (—&,e)" |z1 = =23, =0} = {0} X B,

easi B = (—¢,e)"k c=0; € C=(—¢,¢)F son tales que
p(U)=CxB, ¢UNE)=/{c}xB.

Logo, E ten a propiedade de (m — k)-subvariedade de M, polo que é unha subvariedade
regular de M de dimensién m — k. Ademais, E é pechado en M porque f é continua e {q}

¢é pechado no espazo Hausdorff N. O

Definicion 3.13. Sexan M e N variedades diferenciables de dimensiéns m e n, respec-
tivamente, m > n, e sexa f: M — N unha aplicacién diferenciable. Un punto p € M
chamase punto regular de M se f é unha submersién en p, e un punto ¢ € N dise que é

un valor regular de f se f é unha submersién en todo punto p € M tal que f(p) = q.

Teorema 3.14 (Teorema do valor regular). Sexan M e N variedades diferenciables de
dimensions m e n, respectivamente, m > n, f: M — N unha aplicacion diferenciable e

suponiamos que q € f(M) é un valor reqular de f. Enton

(1) se m > n, E = f~1(q) ¢ unha subvariedade regular pechada de M de dimension

m—n;
(2) se m =n, E € un subespazo discreto de M.

Demostracion. Ambos os dous resultados son consecuencia do teorema anterior.

(1) Se p € E como o rango de f é n (méximo), tense que existe unha vecinanza aberta
U, de p tal que o rango de f é tamén n. Asi, L = UpeE U, ¢ unha subvariedade aberta
de M, en particular unha variedade diferenciable de dimensién m que contén a FE. Pois
ben, a aplicaciéon f|;: L — N é unha aplicacién diferenciable que ten rango constante n
(en tédolos puntos de L). Polo teorema E é unha subvariedad regular de L (e polo

tanto de M) de dimensién m — n.
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(2) Sem =nepe E entén f ¢é un difeomorfismo local en p, logo existen vecinanzas
abertas U de p e V de ¢ tales que fy: U — V é un difeomorfismo. Basta agora observar
que U N E = {p} polo que todos os puntos de E son abertos na topoloxia relativa de F,

asi que E é un subespazo discreto de M. O

O resultado anterior permitenos obter facilmente subvariedades regulares como o se-

guinte exemplo.

Exemplo 3.15. (A esfera S” como subvariedade regular de R"*!). A aplicacién
f: R — R dada por

fo)=1Ipl>=pt+ 4021, p= D1, Pns1),

¢é diferenciable e
rangp(f) =rang(2p1,...,2pn+1) = 1,

para cada p € R™"1\ {0}, logo cada ¢ € RT = f(R""1\ {0}) é un valor regular de f, polo

que o conxunto de nivel
FH @) ={p e R"™ | pl* = ¢}

é una subvariedade regular de R™*! de dimensién n. Obtense en particular desta forma
a esfera S® = f~!(1) como variedade diferenciable de dimensién n e como subvariedade
regular de R"+1,
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Exemplo 3.16. A aplicacién f: R — S' dada por f(x) = (cos 27z, sen 27z é diferencia-
ble (basta aplicar o lema de factorizacién, tendo en conta que S! é unha subvariedade
regular de R?). Ten rango 1 en cada punto de R, logo é unha submersién (tamén un difeo-
morfismo local) e os conxuntos de nivel de f, en particular f~1 ((1, 0)) = 7, son subespazos
discretos de R.

Observacion 3.17. Non todas as subvariedades regulares son conxuntos de nivel de
aplicaciéns de rango constante, pero localmente son desta forma: un subconxunto £ dunha
variedade diferenciable M de dimensién m é unha subvariedade regular de dimensién k
se, e 86 se, cada punto p de E ten unha vecifianza U C M tal que U N E = f~!(q), sendo
f: U — R™ % unha submersién, con f(p) = q.

En efecto, suponamos que F é unha subvariedade regular de M de dimensién k. Entén
para cada p € E existe unha carta (U, ¢) de M adaptada a E, o(UNE) = B x {c}. Se
definimos

f:U—R™F

como f = my 0 ¢, onde my: RF x R™~% — R™F ¢ a segunda proxeccién, a expresién
local de f é unha restricién da proxeccién 7o, logo é unha submersién e U N E = f~1(c).
Reciprocamente, se para cada punto p de E existe unha veciianza aberta U de p e unha
submersién f: U — R™% tal que U N E é un conxunto de nivel de f, o teorema

garante que E é unha subvariedade regular de U (e de M) de dimensién m — (m —k) = k.

Observacion 3.18. H. Whitney demostrou en [I0] que se M é unha variedade diferen-
ciable segundo numerable de dimensién m entén existe un embebemento regular de M en
R?m+1 e en [11] mellorou este resultado probando que é difeomorfa a unha subvariedade
regular de R?™.

Imos ver unha forma débil do teorema de Whitney para o caso das variedades compac-
tas. Na demostracién empréganse aplicaciéns definidas localmente como son os sistemas
de coordenadas para construir un embebemento regular, que é unha aplicacién definida
en toda a variedade. E un proceso de globalizacién, que é caracteristico no estudo das

variedades diferenciables.

Teorema 3.19. Sexa M unha variedade diferenciable compacta de dimension m. Enton

existe un embebemento regular f: M — R™ para algin n € N.

Demostracion. Para cada p € M consideramos unha carta (Up,y,) de M, onde ¢, =
(zt,...,2™) e p € U,. Como cada xi: U — R é unha funcién diferenciable, existen
funciéns diferenciables g; de M en R que estenden cada 27 nalgunha vecifianza aberta de

p contida en U, polo que existe un aberto W), en M, p € W, C U,, tal que gj‘Wp = xj‘wp
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para todo j = 1,...,m. Agora, para cada p € M existe unha funcién meseta h,: M — R
para K, C W), , onde K, é unha vecinanza compacta de p; se V), é o interior de K,
entén a familia de conxuntos {V,, |€ M} é un recubrimento aberto do espazo compacto M
e, polo tanto, un ndmero finito V7, ..., V] destes abertos cubren M e hai funciéns meseta
diferenciables h;: M — R que son tales que h;jy, = 1 e hjjpgy;, = 0 para 1 <1 < [. Polo
tanto, M pode escribirse como unha unién finita de abertos V4 U--- UV}, estando cada V;

contido nun aberto coordenado U; cun sistema de coordenadas ¢; = (:El

;oY) e existen

funciéns diferenciables g7, ..., g™ : M — R tales que gflVi = xf‘vz (1<i<l,1<j<m).

Se n = ml 4+ [ definimos unha aplicacién f: M — R™ por

f@) = (h(@),.... (@), 91(2), .. g7 (@), 90 (@), 91" (@),

que é diferenciable xa que o son as restriciéns das stias componentes a cada un dos abertos

Vi que recubren M. Agora, dado p € M suponamos que p € V; C U;. Entén o rango de
fenpé

-1 a(rk of)
rangp(f) = rang D(f o (pz )(@Z(p)) —=rang <> =m,
n g
Sjsm

Xa que a anterior matriz n X m ten como submatriz a matriz identidade

O] P/ 1<) k<m Oi / p 1<5,k<m

Polo tanto f é unha inmersién en cada punto de M.

Ademais, f é inxectiva. En efecto, sexan p,q € M tales que f(p) = f(q) e suponamos
que p € V;. Entén hi(q) = hi(p) = 1, logo q € Vj, xa que como h;jp w, = 0, o punto

g debe pertencer a W;; ademais gg(p) = gg(q) para todo %, j, e como gg‘vi = szVz para
1 < j <m, tense que z(p) = 2/(q), logo ¢i(p) = wi(q), asi que p = q.

Xa que f: M — R™ é unha inmersién inxectiva definida na variedade compacta M, a

aplicacién f é un embebemento regular (véxase a observacion [2.11)). O

e 3.20. Campos de vectores tanxentes a unha subvariedade

Se E é una subvariedade (inmersa ou embebida) dunha variedade diferenciable M e
i: E — M é a inclusién entén a aplicacién tanxente i,,: T,(E) — T,(M) é inxectiva
para cada p € E, e o espazo tanxente T,(E) pddese identificar co subespazo vectorial
bp (Tp(E)) de T,(M), que se di que é o subespazo de T,(M) tanzente a E. Un campo
de vectores X sobre M non sempre pode restrinxirse a un campo de vectores sobre a

subvariedade, porque para cada punto p € E o vector tanxente X, € T,(M) non pertence
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necesariamente a %, (7,(E)). Dise que X é tanzente a E se X, € i,y (T,(E)) para cada

pekE.

Se X é un campo de vectores sobre M tanxente a F enton estd ben definido o campo
de vectores X = X|gp: £ — T(E) dado por

i*p(Xp> =Xp €t (TP(E)) C TP(M)7
que se di que ¢é a restricion de X a F.

Proposiciéon 3.21. Sexa M unha variedade diferenciable e E unha subvariedade inmersa
de M. Se X € un campo de vectores diferenciable sobre M tanzente a E enton a restri-

cion X de X a E € un campo de vectores diferenciable sobre E.

Demostracidn. De acordo coa observacién [2.21] basta probar que dado un punto p € E hai
unha carta de E tal que as componentes de X nesta carta son funciéns diferenciables. Se
suponemos que as dimensién de E e M son k e m, respectivamente, pola caracterizacion
local da inmersién ¢: E — M (teorema [2.2)) existen cartas (U,p) de E e (V,¢) de M,
p € U, e existe unha vecinanza aberta W de 0 € R™ %, tal que a expresién local de %
respecto de (U, ¢) e (V,1) estd dada por

Yoiop i pU) CRF — (V) = p(U) x W C R™,

(x1,...,zk) — (1,...,7k, 0, (mf.k),O).

Imos ver que as compofientes de X en (U, ) son funciéns diferenciables utilizando que o
son as do campo de vectores diferenciable X en (V,1)). Temos pois que se 1 = (y*,...,y™)
entén Xy = Z;nzl by Jyi, onde cada M:V — R é diferenciable, e temos que probar que
se a expresion local de X en (U, @) é X|U = Z?:l p? 0,5, onde ¢ = (z!,...,2%), entén
cada pj: U — R tamén ¢é diferenciable. Agora, dado que

. xd sel <j <k,
y ogy =
0 sek<j<m,

verificase (véxase a observacién
. " (O(y o) /92!
00, =3 (2220) (9,0, =3 (22) 0, = @), a<v
=1 q =1 q

e polo tanto i, (Tq(E)) é o subespazo de T, (M) xerado por {(Gyl) ol (8yk)q}. Como

q7

Xq= Z)\j(Q) (ayj)q € i*q(Tq(E))v qeU,
j=1
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tense que )‘|U =Mo yy = 0 se j > k. Asi, para cada q € U,

n

k
=¥ ZAJ i (009), = ea (D N (@) (0, )
=1 j=1
e como X, = > i W (q) (ﬁxj)q e i.(X,) = X, séguese que cada compoiiente 7 de X en
(U, ) é pj = Aj o 4y, logo diferenciable. O

Exemplo 3.22. Se unha subvariedade embebida E de M é, como en (1) do teore-
ma [3.14] a imaxe inversa por unha aplicacién diferenciable f: M — N dun valor regu-
lar ¢ € f(M) entén foi: E — N é unha aplicacién constante, asi que fip 0 &y =
(f © 4)sp = 0 para cada p € E, logo 4y (T,(E)) C ker(fip) e xa que a dimensién de E é
dim M — dim N = dimker(f,,), tense que o subespazo de T},(M) tanxente a E é o ntcleo
de fip: Tp(M) — T4 (N). No caso particular en que N = R, un vector v € T,,(M) estd no
subespazo tanxente a E se, e sé se, v(f) = 0.

En particular, a esfera S™ é unha subvariedade regular de R"*! que é a imaxe inversa
do valor regular 1 € R pola aplicacién f: p € Rt — ||p||> € R (exemplo [3.15). No
sistema de coordenadas identidade idgn+1 = (r!, ... 7"*1) pédese escribir f = Z"H( 2
polo que un campo de vectores diferenciable X = Z?:Jrll M 0,; sobre R™1! é tanxente a S”
se, e 56 se, X,(f) = 0 para cada p € S™, isto é, se, e s6 se, se anula a restricién a S da

aplicacion E"+1 I\ . Se k é a parte enteira de n/2 entén
X=—1200+r'02—1405+r0u+ - —r*0 o1 +rK71 9 0

é un campo de vectores diferenciable sobre R”*! que é tanxente a S™.

3.2. Variedades cocientes

Se M ¢é unha variedade diferenciable e ~ unha relaciéon de equivalencia no conxunto
M entén o conxunto cociente M/~ en xeral non ten unha estrutura de variedade diferen-
ciable. Como as submersiéns son aplicaciéns continuas e abertas (proposicién e se
ademds son sobrexectivas entén son identificaciéns, e os espazos imaxes de identificaciéns
son espazos cocientes parece 16xico que a proxeccién natural dunha variedade diferenciable

sobre unha variedade cociente sexa unha submersién. Isto motiva a seguinte definicién.

Definicion 3.23. Unha relacién de equivalencia ~ nunha variedade diferenciable M dise
que é unha relacion de equivalencia regular se o conxunto cociente ten unha estrutura de
variedade diferenciable (topoloxia Hausdorff e estrutura diferenciable) tal que a proxeccién

natural 7: M — M/~ é unha submersion.
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Exemplo 3.24. En R”, n > 1, definimos unha relacién de equivalencia ~ por p ~ ¢
se existe A € R* = R~ {0} tal que ¢ = Ap. Se o espazo cociente R/~ admitise unha
estrutura de variedade diferenciable tal que a proxeccién natural m: R — R"/~ fose
unha submersion, entén, polo teorema as imaxes inversas dos puntos de R™/~ (neste
caso as clases de equivalencia) serian todos subconxuntos discretos ou todos subvariedades
regulares pechadas de R™. Pero as clases son subvariedades regulares (non pechadas) de
dimensién 1 e o subespazo discreto {0}. Polo tanto, a relacién de equivalencia ~ non é
regular. Obsérvese que, coa topoloxia cociente, R/~ non é nin Hausdorff nin localmente

euclidiano.

Imos ver agora que se ~ é unha relacién de equivalencia regular entén a estrutura de

variedade diferenciable no conxunto cociente é tinica.

Proposicion 3.25. Sexa ~ unha relacion de equivalencia regular nunha variedade dife-
renciable M. Enton M/~ ten unha tnica topoloxia (a topoloxia cociente) e unha unica

estrutura diferenciable tal que a prozeccion natural w: M — M/~ é unha submersion.

Demostracion. En primeiro lugar, a tnica topoloxia posible en M/~ de maneira que 7
sexa unha submersién é a topoloxia cociente xa que toda submersién sobrexectiva é unha
identificacién, logo un subconxunto E de M/~ serd aberto se, e s6 se, 7~ (E) é aberto
en M.

Suponamos agora que [Aj]x € [A2]o son estruturas diferenciables sobre o espazo co-
ciente M/~ tales que m: M — (M,[Al]s) € m2: M — (M, [A2]s) son submersions, e

consideremos o diagrama conmutativo

(M, [A1]o)
m
M idpz/m idgj/N
)
(M7 [AQ]OO)

Dado que as aplicaciéns id M/~ OT1 = T2 € idX/[l/N omy = mp son diferenciables e w1 e w9
son submersiéns sobrexectivas, do teorema séguese que idys/: (M, [A1]) — (M, [As2])
e a sua inversa son diferenciables e polo tanto os cambios de cartas dos atlas A; e As
son aplicaciéns de clase infinito, co que as estruturas diferenciables [A;] e [As2] son a

mesma. OJ
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Definicion 3.26. Sexa M unha variedade diferenciable e ~ unha relacién de equivalencia
regular en M. O espazo topoldéxico cociente M/~ coa tnica estrutura diferenciable tal que

a proxeccién natural

M — M’
p+— [p]
¢ unha submersién dise que é unha variedade cociente de M.

Imos ver agora que toda submersion define unha relacién de equivalencia regular.

Proposicién 3.27. Se f: M — N ¢é unha submersion enton a relacion de equivalencia ~
en M definida por

p~q<= f(p)= flqg)

€ regular, e a aplicacion
h: [p] € M/~ v+ f(p) € f(M)

€ un difeomorfismo.

Demostracion. Se f é unha submersion entén é unha aplicacion aberta (proposicion [2.24))

e polo tanto f(M) é unha subvariedade aberta de N, e tense o seguinte diagrama conmu-

7N

M/~ f(M)

tativo

O conxunto cociente M/~ admite unha tnica topoloxia e unha tnica estrutura tal que a
aplicacién bixectiva h é un difeomorfismo. Ademais 7 = h~! o f é unha composicién de
submersiéns e polo tanto unha submersién, logo ~ é unha relaciéon de equivalencia regular
e M/~ é difeomorfa 4 subvariedade aberta f(M) de N. O

Corolario 3.28. Se f: M — N € unha submersion sobrexectiva enton N € difeomorfa a

unha variedade cociente de M.

Exemplo 3.29. Para n > 2, consideramos a subvariedade aberta M = R"~\ {0} de R™.
A relacién de equivalencia ~ en M definida por p ~ ¢ se [|p|| = ||¢|| é unha relacién de

equivalencia regular. En efecto, basta ter en conta que a aplicacién (véxase o exemplo|3.15))
f: M — RT = (0,00) dada por
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¢ unha submersion sobrexectiva e p ~ ¢ se, e sé se, f(p) = f(q), e aplicar a proposicién
Ademais, observamos que se p € R" {0}, a clase de equivalencia de p é a esfera

(n — 1)-dimensional (centrada na orixe) de radio r = ||p||

p] = {z e R" | 2] = lIpl| } =" (r) = f 1 (r?),
e o difeomorfimo h definido na variedade cociente que fai conmutativo o diagrama

R~ {0}

estd dado por h(S""!(r)) = r?.

Exemplo 3.30. A aplicacién sobrexectiva f: R**1\ {0} — S™ dada por

_ P
1®) =1

é diferenciable polo lema (de factorizacién), xa que o é como aplicacién con valores
en R"1. Agora, se p € R""1\ {0} entén a aplicacién o: S* — R*T1\ {0} dada por

o(z) = [lpllx

é unha seccion diferenciable de f e o(p/||p||) = p, isto é, p estd na imaxe dunha seccién de f.
Logo f é unha submersién (proposicién [2.22), e define unha relacién de equivalencia en
R™{0} de modo que cada clase de equivalencia é unha semirrecta [p| ={tp | t € R,t > 0}.

Tense un diagrama conmutativo

R {0}

N

(R {0}) /~ S"

onde o difeomorfismo h dado por h([p]) = p/||p|| identifica cada semirrecta coa sia inter-

seccién coa esfera, o que permite obter a esfera S™ como variedade cociente de R"1\{0}.

Exemplo 3.31. Como se observa no exemplo a aplicacién f: R — S' dada por

f(x) = (cos 2wz, sen 27x) = 27

é unha submersién, e tamén é sobrexectiva, e define en
R a relacién de equivalencia dada por x ~ y se, e s6 se, x — 2’ € Z, logo [¢] =z + Z, e

tense o diagrama conmutativo
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R/Z = R/~ st
onde h é o difeomorfismo dado por h(z + Z) = €272,

Imos ver unha forma de obter variedades cocientes a partir de grupos que actiian sobre

variedades diferenciables como grupos de transformacions.

Definicién 3.32. Sexa M unha variedade diferenciable e G un grupo. Chamaremos accion

diferenciable (pola esquerda) de G sobre M a unha aplicacién
w:GxM—M

que satisfai

(i) se e é o elemento neutro de G entén (e, p) =p para todo p € M,

(ii) se a,b € G entén u(a,,u(b,p)) = p(ab,p) para todo p € M,

e tal que, para cada a € G, a aplicacién

Ha: P € M — pa(p) = p(a,p) € M
é diferenciable.
E habitual escribir a - p ou ap en vez de p(a,p). De modo andlogo poderia definirse
unha accién pola dereita.

Observacion 3.33. As condiciéns (i) e (ii) de accién pédense escribir

(1) /’Le = ldM7

(i) g, 0ty = pbgy para cada a,b € G,

e polo tanto para cada a € G tense fig © fiy-1 = pge-1 = He = idpy, logo cada p, € un
difeomorfismo de M en M, isto é, unha transformacion de M. Tamén se di que G é un

grupo de transformacions de M.

Observacion 3.34. Unha accion p: G x M — M define a relacién de equivalencia ~
en M dada por
p~q<= q=p(p) paraalgina € G,
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e para cada p € M a clase de equivalencia [p] = {u,(p) = ap | a € G} dendtase Gp e
chamase drbita de p.

O correspondente conxunto cociente M/~ denétase M/G e considerado coa topo-
loxia cociente dise que é o espazo de orbitas da accion. Neste caso a proxeccién natural
m: M — M/G, amais de continua é unha aplicacién aberta, xa que para cada aberto U
en M o conxunto 7(U) é un aberto no espazo de érbitas; en efecto,

! (w() = |J Gr= | ma(0)
peU a€CG

¢ un aberto em M xa que as aplicaciéns p,: M — M son homeomorfismos.

Exemplo 3.35. O espazo de érbitas dunha accién diferenciable non é necesariamente
unha variedade diferenciable. Consideremos por exemplo a accién natural g do grupo
linear xeral G = GL(n,R) sobre M = R", que esta dada por

1 1 1
ap .- Op Y41 Zi:l a; pi

wla,p) =ap=1|:+ . = :
a] \Pn > e A pi

n

n
aj

Se p,q € R" son distintos de 0 sempre existe un automorfimo de R™ que leva p en ¢, logo
o espazo de érbitas M /G redicese a {0,R"~{0}}, que non é nin Hausdorff nin localmente
euclidiano.

Exemplo 3.36. O grupo ortogonal O(n) = {a € GL(n,R) | a'a = I,} identificase co
grupo de automorfismos de R™ que deixan invariante o produto escalar euclidiano. A accién

GL(n,R) x R™ — R™ do exemplo anterior pode restrinxirse a unha accién diferenciable
ft: O(n) x (R"~{0}) — R"~{0}.

Dous puntos p,q € R"~ {0} estdn na mesma 6rbita da accién se, e s6 se, ¢ = ap para
algiin a € O(n), e isto equivale a que ||p|| = ||¢||. Polo tanto a érbita de p € R"~ {0} é
O(n)p = S*"Y(r), onde r = ||p|| e o espazo de érbitas (R"~.{0})/O(n) é unha variedade
diferenciable difeormorfa a R, como se ve no exemplo

Exemplo 3.37. (O espazo proxectivo complexo CP"). O espazo vectorial C"*! ten

unha estrutura natural de variedade diferenciable difeomorfa a R?"+2 pola aplicacién

(Z‘l +iy17 ey T4l +Zyn+1) — (l‘layla .. 7xn+17y’n+1)

Sobre a subvariedade aberta M = C""1\ {0} de C"*! consideramos a accién diferen-

ciable do grupo multiplicativo dos nimeros complexos C* = C~{0} dada por
p: C* x (CI{0}) — € {0}

(va) > zZp = (th .. 'azpn+1)-
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Para a relacién de equivalencia ~ definida por u tense que p ~ ¢ se ¢ = zp para algin
z € C*, e [p] = C*p. O espazo de 6rbitas é o espazo proxectivo complexo CP" = M /C* =

M/~ e tense a proxeccién natural
m:p€ M =C""'\ {0} — n(p) = C*p € CP",

que é una aplicacién aberta, por ser a proxeccién sobre un espazo de érbitas (observa-
cién . Ademais, o conxunto R = {(p,q) € M x M | p ~ ¢} definido pola relacién
de equivalencia ~ é pechado en M x M, xa que se consideramos a aplicaciéon continua
f: M x M — R dada f(p,q) = Z?;r; Ipig; — pjqil* entén R = f~1({0}). Polo tanto
CP™ é un espazo Hausdorff. Agora, para obter un atlas sobre CP" definimos, para cada

j=1,...,n+ 1, o conxunto aberto no espazo de érbitas

Ui =A{lp] I pj #0} =n({p € M | p; #0}),

xunto co homeomorﬁsmo
1
@iz [P = [p1,-- . pna] € Uj — o5([p]) = ;(Pl,-o~apj71,pj+1,---7pn+1) € C" ~ R,
j

asi que A = {(U1,¢1),-.., (Unt1,9n+1)} € un atlas sobre CP". Ademais, se i < j tense

que .
(s 0 cp;l)(zl, ceeyZp) = ;(zl, s 21y Zigds e 21, L 2y 2),
(2
para cada z € ¢;(U; NUj), isto é z = (z1,...,2,) € C", z; # 0; tanto esta aplicacién

como a sua inversa ¢; o gp;l son aplicaciéns de clase infinito entre subconxuntos abertos
de R?". Polo tanto o atlas A é un atlas diferenciable que converte a CP™ nunha variedade
diferenciable de dimensién 2n.

Ademais, a proxeccién natural 7: M — CP™ é unha submersién. Para comprobalo
tomamos un punto arbitrario pg € M e unha carta (Uj, ;) de CP" tal que [po] € Uj.

Enton a expresion local

_ D1 Pj—1 Pj+1 Pm+1
@jom: (p1,...,pny1) €7 (Uj) — ( TR Es ) € p;(U;) =C",
pj pj pj Lj

é de clase infinito e a siia matriz jacobiana ten rango maximo. Logo CP™ = M /C* é unha
variedade cociente de M = C"*1~ {0}.

Por outra parte, a esfera unidade en R***2 pode considerarse como
$*H = {pe C™ | |Ipll = 1} c €0},

e a restricion 7 = mg2n+1: S?nt+l 5 CP™ é sobrexectiva, continua e pechada, logo é unha
identificacién, e tamén é diferenciable; ademais a submersién 7: C**\{0} — CP™ coincide

coa composicién
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Ccri {0} — > s+l T, cpr

p
P | m(p)
2|

S2n+1

polo que 7 tamén é unha submersion. A relacién de equivalencia inducida en pola

de C"*1\ {0} coincide coa definida pola restricién da accién .
fi: (z,p) € St x §¥H s 2p € §2 L

A é6rbita de p € S?"*! para a accién i é Slp = {zp | z € S} = 7 1 (n(p)) ~ St, e CP"

difeomorfo ao espazo de érbitas S?*T1/St. Dise que
st — s*+! — cp”

é unha fibracion de Hopf, e para cada p € S?®1, a 6rbita S'p estd contida na 6rbita C*p
da accién p de C* sobre C"*t1< {0}.

R+l

C\O)
WHORBLE |-
jP' -:::;D'

Exemplo 3.38. (O espazo proxectivo real RP"). Dunha maneira andloga ao anterior
exemplo, a accién
R* x R™™ {0} — R™™' {0}
(a,p) — ap = (ap1, ..., apni1)
da lugar ao espazo proxectivo real P*(R) = (R"*1 < {0})/R*, que é unha variedade di-
ferenciable de dimensién n. Esta accién pode restrinxirse a unha accién do subgrupo
multiplicativo O(1) = {1, —1} de R* sobre a esfera unidade S™,

O(1) x S® —» S,

e obtense que RP™ ~ §"/O(1). Neste caso as 6rbitas de cada p € S" para a accién de O(1)
e de R* son O(1)p = {p, —p} e R*p = {ap | a € R*}, respectivamente.
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Como xa se notou no exemplo[3.35, o espazo de érbitas dunha accién diferenciable non
admite necesariamente unha estrutura de variedade diferenciable. Imos agora a limitarnos
ao caso de espazos de orbitas M/G que tefien a mesma dimensién que M de modo que a

proxeccién natural M — M /G, ao ser unha submersién, é un difeomorfismo local.

Definicion 3.39. Se M é unha variedade diferenciable e G un grupo, unha accién dife-
renciable (: G x M — M dise que é unha accién propiamente discontinua (e que G actia

propiamente discontinuamente sobre M) se cumpre as seguintes condiciéns:

(a) Se p € M entén existe unha vecinanza aberta U de p tal que U N p,(U) = 0 para
todo a € G, a # e.

(b) Se p,q € M son tales que Gp # Gq entén existen vecinanzas abertas U e V de p e ¢,
respectivamente, tales que U N, (V) = 0 para todo a € G.

Observacion 3.40. De modo xeral, unha acciéon p: G x M — M dise que é libre, e que
G actia libremente (ou sen puntos fixos) sobre M se ten a propiedade de que se ap = p
para algin p € M entén a = e. Pois ben, a condicién (a) da definicién implica esta
propiedade, xa que se p € M entdn existe unha vecinanza aberta U de p tal que para cada
a € G distinto de e tense que U NalU = , logo p ¢ aU e polo tanto p # ap.

A condicién (a) é ademais necesaria para que M/G sexa unha variedade cociente de
M da mesma dimensién que M xa que neste caso a proxeccién natural w: M — M/G é
un difeomorfismo local, logo para cada p € M existe unha vecifianza aberta U de p tal que
Ty U — w(U) é bixectiva. Asf, dado a € G distinto de e debe ser U N p,,(U) = 0, xa que
se ¢ € UNp,(U) entén existe ¢’ € U tal que ¢ = aq’, logo ¢ e ¢’ estdn na mesma orbita,
asi que 7(q’) = 7(q) e como 7y é inxectiva tense que ¢' = ¢ = aq’, logo a = e porque a
accién é libre.

A condicién (b) da definicién val permitir asegurar que o espazo cociente M /G

sexa un espazo Hausdorff.

Observacion 3.41. Se M e M son dias variedades diferenciables conexas, unha aplica-
cién diferenciable 7: M — M dise que é unha prozeccidn de recubrimento se cada punto
de M ten unha vecifianza aberta U tal que 7~ *(U) = |, U, é unha unién disxunta de
abertos en M tales que cada restricion g, : Uy — U é un difeomorfismo. Tamén se di
que M ¢é unha variedade de recubrimento de M e que a tripla (M, 7, M) ¢é unha cuberta.

Se m: M — M’ é unha aplicacién de recubrimento entén é necesariamente un difeo-
morfismo local, logo é unha submersién, e ademais é unha aplicacién sobrexectiva. Polo
tanto M é difeomorfa a unha variedade cociente de M (corolario . Imos ver agora
que se M /G é o espazo de 6rbitas de M por unha accién propiamente discontinua entén
M é unha variedade de recubrimento de M/G.
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Teorema 3.42. Sexan G un grupo, M unha variedade diferenciable de dimension m e
w: G x M — M unha accion propiamente discontinua. Entén o espazo de orbitas M/G é
unha variedade cociente de M de dimension m. Se m: M — M /G € a prozeccion natural

e o espazo M é conexo enton (M, m, M/G) é unha cuberta.

Demostracion. Imos ver primeiro que o espazo topoldxico cociente M /G é Hausdorff.
Sexan Gp,Gq € M/G, Gp # Gq. Pola condicién (b) da accién p existen vecinanzas
abertas U e V de p e g, respectivamente, tales que U N, (V) = 0 para todo a € G. Entén
m(U) e m(V') son abertos en M/G tales que 7(p) = Gp € n(U), n(q) = Gq € n(V), e son
disxuntos xa que en caso contrario existe z € M tal que Gz € 7(U) N w(V), logo existen
peUeq €V tales que Gp' = Gx = G¢, asf que p’' e ¢’ estdn na mesma drbita, logo
para algin a € G é p' = aq¢’ € U N p,(V), o que contradi que U N p,(V) = 0. Polo tanto
M /G é un espazo Hausdorff.

Da propiedade (a) de p na deﬁniciénvaise seguir que M /G é un espazo localmente
euclidiano de dimensiéon m. En efecto, se p € M entén existe unha vecinanza aberta U
de p tal que

UNu,(U)=10 paratodoa € G, a#e, (%)

e pédese reducir U para que sexa o dominio dunha carta (U, ) da variedade diferen-
ciable M. En primeiro lugar observamos que 7;7: U — w(U) C M/G é bixectiva xa que
se para p/,q¢ € U tense que w(p’) = m(¢') entén p’ e ¢’ estdn na mesma drbita, logo

¢ =ap € UNp,(U) para algin a € G, polo que a = e por (%) e p' =¢ .

M U
K
T U o(U)
5
M/G ©(U)

Como 7 é continua e aberta, a aplicacién bixectiva m;;: U — 7(U) é un homeomorfismo
e polo tanto tamén o ¢ a composicién @ = ¢ o (my)~t: 7(U) = ¢(U) C R™, asf que o
espazo de Orbitas M /G é unha variedade topoldxica de dimensién m.

Se A é un atlas diferenciable sobre M tense as{ a coleccién de cartas

A={((U),9) | (U,p) € A, o =Fomy, UNu,(U)=0Va+#e},

que é un atlas sobre M/G. Vexamos que é un atlas diferenciable, para isto consideramos

o~

cartas (7(U),3) e (x(V),9) en A onde 7(U)N7(V) £Dep=do T, Y =9 omy, e

débese comprobar que o cambio de cartas é de clase infinito.
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Suponiamos que Gp = Gqg € m(U)N7w(V), onde p € U, g € V, e sexa a € G tal que
g = ap. Entén o difeomorfismo p,: M — M leva a vecinanza aberta U de p no aberto
Uo = pa(U) que contén a q, e o, = ¢ opu;': Up — (U) é un difeomorfismo, co que
(Uo, ¢,) tamén é unha carta de M e ¢ € Uy N V. Logo

G=po(mu) " =pou; o(my) " =@, o ()",

U, = pa(U) 4
Po /
Ha
o, | U o) (V) mv
7T|U 7 ,\
@ (4
w(U) (V)

Polo tanto o cambio de cartas pddese escribir
> o~ 1 -1_ 7 -1_ 7 -1 -1 -1 -1
Yo =tomyopT =Pomy,ol0p = thomy,op, = po(my) om0, = Yoy,

que é o cambio de cartas ¥ o o t: @, (UgN'V) — (U NV) da variedade diferenciable M
e polo tanto é de clase infinito. Asi, A define unha estrutura diferenciable que converte a
M nunha variedade diferenciable.

Ademais para cada punto p € M hai unha carta (U, ) € A tal que U N p,(U) =0 e
p € U, e que define a carta (7(U),p) € .%Al, dando lugar 4 expresién local de 7 en p,

Gomop™ =po(my) omy o™t = idy).

Logo 7 é un difeomorfismo local e polo tanto unha submersién e M/G é unha variedade
cociente de M.
Finalmente, os abertos en M/G da forma U = m(U) que son dominios das cartas no

atlas A son tales que

= 1(0) = | ma0),
acG

que é unha unién disxunta de abertos en M tales que cada 7, () = 7T|Uo,u;1 s p,(U) = U

é un difeomorfismo. Como consecuencia, (M, r, M /G) é unha cuberta. O

e 3.43. Proxeccion dun campo de vectores
Observemos en primeiro lugar que cada aplicacién diferenciable f: M — N define unha
aplicacion fi: T(M) — T(N) por fi(v) = fip(v) se v € T,(M), e fi tamén é diferenciable,
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xa que calquera expresién local Yo fop™t: p(U) C R™ — (V) C R* de f, que é C™,

da lugar & expresion local de fx,
Dofiod l:oU)xR™ — (V) x R"
(z,a) +— (Vf~ (x), D fp~ (2)(a)),

que tamén é C™°.

Agora, se f: M — N é unha submersién sobrexectiva, un campo de vectores X sobre
M dise que é un campo de vectores prozectable se fup(Xp) = fup (X,) para cada p,p’ € M
tales que f(p) = f(p'). Neste caso estd ben definido o campo de vectores prozeccion de X

sobre N, que estd dado por

X:qeN— (fX)q = fap(Xp) se f(p) = q.

Tense o diagrama conmutativo

T(M) —— T(N)

co que se o campo de vectores X é diferenciable, X o f = f, o X tamén o é, e polo
teorema, X tamén é un campo de vectores diferenciable.

Imos considerar agora o caso da proxeccion m dunha variedade diferenciable M sobre

o espazo de érbitas M/G dunha accién cando M e M/G tefien a mesma dimension.

Proposicién 3.44. Se M/G € unha variedade diferenciable que € o espazo de drbitas
dunha accion diferenciable p: G x M — M tal que M e M/G tenen a mesma dimension
entén un campo de vectores X sobre M ¢é proxectable sobre M /G se, e sé se, X € invariante
por todas as transformacions fi,: M — M (isto €, (fg)«p(Xp) = Xap para todo p € M,
a€@).

Demostracion. Suponamos que X ¢ invariante por cada transformacion p,. Se p,q € M
son tales que 7(p) = m(q) entén ¢ = ap para algun a € G, e como wo p, = w, X é

proxectable, xa que

Taq(Xq) = Tuap(Xap) = W*ap((ﬂa)*p(Xp)) = (70 ) sp(Xp) = Tup(Xp).

Reciprocamente, sexa X un campo de vectores sobre M que é proxectable sobre M/G. Se

p € M ea € G tense

Taap(Xap) = Tap(Xp) = (T 0 ) sp(Xp) = W*ap((#a)*p(Xp))v
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e polo tanto Xy, = (fty)«p(Xp), xa que myqp: Top(M) — Top(M/G) é un isomorfismo xa

que é linear e sobrexectiva e M e M /G tefien a mesma dimension. O

Observacion 3.45. Un campo de vectores X = » /", A\ 0. sobre R™ é invariante por
unha transformacién f: R™ — R™ se f)(Xp) = Xy para cada p € R™, isto é, se
Far (T N (p) (8,4 )p) =3 N(f(p))((?,ﬂi)f( ) que pola observacién m (e tendo en

conta que neste caso ¢ = ¢ = idgm) equivale a que

para todo p € R™.

Exemplo 3.46. A accién diferenciable dada no exemplo [3.38 é unha accién propiamente
discontinua: as tnicas transformacién de S™ que define a accién natural p: O(1) x S™ — S™
son [t; =idgn e p_; = —idgn, e ténense as propiedades na definicién m

(a) para cada p € S™, a bola aberta U = Bgn(p, 1) relativa a S™ de centro p e radio 1
é tal que U N —U = (J;

(b) se p,q € S™ son tales que +p # +q, e ¢ = min{|p — ¢, |lp + ¢||}/2, tomando
U = Bsn(p,e) e V = Bsn(q,¢) tense que UNV =U N (=V) = 0.

Do teorema [3.42] séguese a existencia dunha estrutura de variedade diferenciable no
espazo de Orbitas S”/0O(1) ~ RP", que é a mesma que a do exemplo (a do espa-
zo proxectivo real) pola unicidade de estrutura de variedade diferenciable que fai que a
proxeccién natural sexa unha submersién (proposicién (3.

Sexa agora X = Z”H A9, un campo de vectores diferenciable sobre R"! tanxente a

S"esexa X = X |s» a sua restricion a S". Enton X é proxectable sobre o espazo proxectivo

RP" se, e 86 se, é invariante por p_; = —ids» 0 que equivale a que \'(—p) = —\¥(p) para
cadai=1,...,n+1 e cada p € S”. Por exemplo, para n = 2k — 1, o campo de vectores
X =—r Op1 + 7t O0p2 — r 0y + 3 Opa + -+ — P2k Op2e—1 + p2k=l 0,2k

¢ un campo de vectores diferenciable sobre R2¥ tal que a sda restricién X a S2—1 ¢
proxectable sobre o espazo proxectivo RP?~1 ¢ a siia proxeccién non se anula en ningin

punto.

Exemplo 3.47. (O toro n-dimensional). A aplicacién p: Z" x R™ — R"™ dada por
i(a,p) = a + p é unha accién diferenciable, xa que para cada a = (ay,...,a,) € Z", a
aplicacién

et (P1y--ypn) €ER" = (a1 +p1,...,an +pn) €R"
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é diferenciable (é un difeomorfismo). E tamén é unha accién propiamente discontinua:
(a) se p € R™ entén a béla aberta U = B(p,1/2) en R"™ é tal que U N p,(U) =
B(p,1/2) N B(a+p,1/2) = 0 se a € Z"™, a # 0;
(b) se Z™ +p # Z" + q ent6n existe r > 0 tal que B(p,r) N (Z"+q) = 0 (porque Z" +¢
é pechado en R™) e se U = B(p,r/2) e V.= B(q,r/2) entén U N p,(V) = 0 para todo
acZm.

O espazo de 6rbitas pode identificarse co n-toro 7™ = S x (?) x S!, xa que a aplicacién
f: (1. pn) ER" — (en”pl, .. .,ei%p") eS! x () x st

¢ unha submersién (véxase o exemplo m para o caso n = 1) e define a relacién de
equivalencia ~ dada por p ~ ¢ se f(p) = f(q), que equivale a que sexa p; —q¢; = a; € Z
para cadai = 1,...,n, isto é, ¢ = u,(p), polo que R"/~ = R"/Z" (observacién 3.34)). Pola

proposicion [3.27], como ademais f é sobrexectiva, tense que a aplicacién
h:[p]=2"4+peR"/Z" — f(p) = (eﬂﬂpl, .. .,eizﬂp") eTm

é un difeomorfismo.

A & & &
> b B B >
& & ) L
> B > >
& &
R > >

|
|
i
-
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Se X = Z"H A0, é un campo de vectores sobre R” entén X é proxectable sobre o

toro T" se, e sO se, é invariante por u, para cada a € Z", é dicir, se, e s0 se,

A(p) M(a+p)

Dp(p) | 1 | = : ;

A" (p) A"(a +p)
que equivale a que A(p) = A(a + p) para todo p € R" e a € Zj,, xa que Dpu,(p) é a matriz
identidade en R™. Por exemplo, se n = 2 o grupo de transformaciéns {y, | a € Z?} esté
xerado por {1(1,0)s /1(071)} e, polo tanto, en termos do sistema de coordenadas identidade
idg2 = (z,y), un campo de vectores diferenciable X = A1 9, + A2 8, sobre R? é proxectable
sobre o toro T2 se, e sé se, X é invariante por H(1,0) € POT [i(g 1), O que equivale a que as

funciéns diferenciables A1 e Ao sexan tales que
Mz, y) =Mz +1,y) = M(z,y + 1), Aa(z,y) = Az + 1,y) = Xa(z,y + 1),

para todo (z,y) € R?, o que sucede en particular no caso de que \; e A2 sexan funciéns
constantes.
Exemplo 3.48. (A faixa de Mcebius). A aplicacién

p:Z x R — R?

(a,(z,y)) —=(a+z,(-1)"%)
é unha accién diferenciable (u,: (z,y) € R? — (a + x,(—1)%) é unha transformacién de
R? para cada a € Z), e é unha accién propiamente discontinua:

(a) se (z,y) € R? entén U = B((z,y),1/2) é unha vecifanza aberta de (x,%) tal que
UnNpu,(U) =B((z,y),1/2) N B((a+ z,(—1)")) = 0 para todo a € Z, a # 0;

(b) se (z,y), (2',y") € R? son tales que Z(z,y) # Z(x',y'), entén (z,y) non pertence ao
pechado Z(2',y'), logo existe r > 0 tal que B((z,y),r)NZ(z',y") = () e as vecinanzas aber-
tas U = B((x,y),7/2) de (z,y) e V. = B((«',y),r/2) de (2/,y) cumpren U N (V) =0
para todo a € Z.

Cada 6rbita para esta accién interseca o subconxunto [0,1] x R de R%. Se 0 <z < 1
e y € R entén a 6rbita de (z,y) ten soamente este punto (x,y) en [0,1] x R e se x =0
entén a dérbita ten exactamente os dous puntos (0,y) e (1, —y). Polo tanto, como a rela-
cién de equivalencia definida pola accién p (observacién fai que (z,y) ~ (2/,y) se
(@',y) = p,(x,y) para algin a € Z, e esta relacién restrinxese a [0, 1] x R facendo que as
tnicas relaciéns non triviais son as da forma (0,y) ~ (1, —y) para todo y € R, séguese que
o conxunto cociente de [0, 1] x R por esta relacién de equivalencia inducida é a faixa de
Moebius M = ([0, 1] x R) /~. Tense o seguinte diagrama conmutativo, onde as aplicaciéns

verticais son as proxeccions naturais sobre os cocientes,
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e a aplicacién bixectiva h converte a M nunha variedade diferenciable difeomorfa ao espazo

de orbitas da accion.

Neste caso, a transformacién juy: (z,y) € R? = (z + 1,—y) € R? xera o grupo de
transformacions {1, : R2 — RQ}an, asi que un campo de vectores X = A1 9, + A2 0, sobre
R? é proxectable sobre M se, e s6 se, X es invariante por p, (pola proposicién isto
é se, e s6 se,(observacion ,

L0 (Mlzy)\ ([ M@+1,-y)
0 —1) \e(z,y)) \Je(z+1,-y))’
(que equivale a que para cada (z,y) € R? sexa

Mz +1,—y) = Mi(z,y), Aoz +1,—y) = —Xo(x,y).

Exemplos de campos de vectores diferenciables sobre R? proxectables sobre a faixa de

Moeebius son os da forma s, + ty 0y, onde s, € R (como 0, e y0y).
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Exemplo 3.49. (A botella de Klein). O conxunto G = Z x Z ten unha estrutura de

grupo non abeliano coa seguinte operacion: se a = (a1, a2),b = (b1,b2) € G é
a-b= (a1 + (—1)a2bl, as + bg),

e tense unha accién diferenciable
p: G x R? — R?
((a1,a2), (z,y)) — (a1 + (=1)%2z, a2 + y).
Esta accion é propiamente discontinua:
(a) se (z,y) € R? e U = B((w,y),1/2) entén
B((z,y),1/2) N B((a1 + (—1)*x,a2 + y), 1/2) =UnNup,U)=10

para cada (a1,as) # (0,0);

(b) se (z,y), (z',y') € R e G(x,y) # G(2',y') entén existe r > 0 tal que B((z,y),r)
esta contido en RZ\G(2',y) e se U = B((z,y),7/2) e V. = B((«',y'),r/2) tense que
Unp,(V) =0 para todo a € G.

—> > > o -
A A A A
- - w -
A A
fh - > fo=

A A A A




58 CAPITULO 3. SUBVARIEDADES E VARIEDADES COCIENTES

Neste caso, obtense que cada o6rbita ten exactamente un, dous ou catro puntos no
cadrado [0, 1] x [0, 1], de maneira que ao restrinxir a relacién de equivalencia en R? definida
por f ao subconxunto [0,1] x [0, 1] obtense a relacién de equivalencia ~ xerada polas
relaciéns (z,0) ~ (1 —z,1) e (0,y) ~ (1,y) para 0 < z,y < 1, que da lugar & botella
de Klein £ = [0,1]/ ~, que polo tanto ten unha estrutura de variedade diferenciable

difeomorfa ao espazo de érbitas R?/G.

[0,1] x [0,1] ———— R?

K — R2?/G

Observamos que o grupo de transformaciéns {u,: R? — R2},cq estd xerado polas
transformacions p = 1,0y €0 = H(1,1), que verifican pop = o, asi que o grupo G é isomorfo
ao grupo con dous xeradores p, o e a relacién popo~! = 1, que é o grupo fundamental da
botella de Klein. Pola proposicién un campo de vectores X = \; 9, + A2 9, sobre R?
é proxectable sobre a botella de Klein se, e s6 se, X é invariante por p: (z,y) — (x +1,y)

e por o: (z,y) — (1 —x,y + 1), que pola observacién equivale a
L0\ (A(zy)) [ Mz+1y) -1 0\ (M(zy)) (M —zy+1)
01 )\Q(xvy) )\2(1"1’1,2/) ’ 0 1 >\2(x>y) )‘2(1_$ay+1) ,
isto é,
)\1(1: + 17y) = )‘l(xvy) = _)‘1(1 -,y + 1)7 AQ(SU + 1)?/) = )\2(337y) = >\2(1 —Z,y+ 1)7

para todo (z,y) € R2. Por exemplo, para cada t € R, o campo de vectores diferenciable

t 9, sobre R? é proxectable sobre a botella de Klein.
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