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Resumen

Este trabajo estudia las bases de la Computacion Cuéntica de forma integramente matema-
tica, abstrayéndose de los sistemas fisicos reales detras de esta idealizaciéon. En primer lugar,
se estudian los fundamentos de la Mecanica Cuéantica, explorando conceptos y propiedades de
los espacios de Hilbert sobre el cuerpo de los ntimeros complejos. A continuacién, se definen
los conceptos de cibit y p-ctbit, asi como las puertas légicas cuanticas que acttian sobre ellos.
Por altimo, se desarrollara una serie de algoritmos importantes con aplicaciones concretas que

demuestran el interés por este tipo de logica.

El objetivo del trabajo es ser una introduccion, desde los conceptos trabajados en el Grado
de Matematicas, al mundo de la Computacion Cuantica sin requerir conocimientos previos sobre
Fisica, de forma que dé un acceso més sencillo al entendimiento de algoritmos cuanticos o a su

desarrollo.

Abstract

This report studies the foundations of Quantum Computing in a fully mathematical manner,
abstracting from the underlying real physical systems. Firstly, we study the fundamentals of
Quantum Physics, exploring concepts and properties of Hilbert spaces over the field of complex
numbers. Next, we define the concepts of qubit and p-qubit, along with the quantum logic gates
that operate on them. Finally, we develop some important algorithms with specific applications

that show the relevance of this kind of logic.

The aim of this document is to serve as an introduction, based on concepts covered by the
Mathematics undergraduate program, to the world of Quantum Computing, without requiring
any previous knowledge of Physics, in doing so, it seeks to present easier access to understanding

or developing quantum algorithms.
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Introduccion

La computacién cuantica es un area de investigacién que ha crecido en popularidad en las
ultimas décadas. La introduccion de propiedades cuanticas, como la superposicion o el entrelaza-
do, han permitido desarrollar algoritmos con costes computacionales significativamente menores
que sus anélogos clésicos, lo cual es de gran interés en un mundo donde la cantidad de datos que

se procesan no deja de aumentar.

Aunque los comienzos de la mecénica cuantica se remontan a principios del siglo XX, la
primera idea de crear un nuevo tipo de computacion, basado en estas leyes, se le atribuye a
Feynman [Alsing et al., 2024], a principios de los ochenta, motivado por la dificultad de los

ordenadores clasicos para simular sistemas cuénticos de forma eficiente.

En los anos siguientes, se empezaron a desarrollar las bases de esta nueva disciplina, por
ejemplo, Deutsch [Deutsch and Penrose, 1985| formaliz6 los procesos y circuitos cuanticos, dan-
do los primeros pasos en la teoria de la informacién cuantica. En los noventa, surgieron una
gran cantidad de algoritmos y aplicaciones, sirviéndose de las nuevas reglas que introdujo la
cuantica. Un ejemplo muy relevante es el algoritmo de factorizacién en nimeros primos de
Shor [Shor, 1994, [Shor, 1997|, que presenta una mejora exponencial respecto al mejor algo-
ritmo de factorizacion clésico. Aunque ain no disponemos de dispositivos que puedan ejecu-
tarlo en grandes ntumeros, se espera que este algoritmo pueda acabar rompiendo el sistema
criptografico de clave publica (RSA) en las proximas décadas, sobre el cual se basa la seguri-
dad de las comunicaciones actuales. Esto también ha motivado recientemente el desarrollo de
nuevos tipos de seguridad informética, basadas en la criptografia y comunicaciones cuanticas
|Caleffi and Cacciapuoti, 2020} Bassoli et al., 2021].

En la actualidad, la computaciéon cuantica se encuentra en la era NISQ (Noisy Intermediate-
Scale Quantum) [Preskill, 2018]. Disponemos de ordenadores cuéanticos ruidosos, sobre los que
no se tiene un control perfecto sobre el estado de los cubits y, por tanto, se obtendran resultados
con mucho ruido en la ejecucion de los algoritmos (ruido entendido como resultados arbitrarios
no predichos por el algoritmo). Una analogia clasica de esto seria tener bombillas que se funden

con facilidad, a veces se apagaran sin habérselo ordenado y comprometeran el resultado de los
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XTI INTRODUCCION

algoritmos que estemos ejecutando en ellas. La escala intermedia se refiere al ntimero de cibits,
pues se predice que en los préximos anos podremos disponer de computadores con hasta unos

pocos centenares de estos.

En este trabajo desarrollaremos con detalle la base mateméatica de esta disciplina tan innova-
dora, que trabaja con numerosos campos como el dlgebra lineal, analisis, probabilidad o teoria de
grupos. Comenzaremos con una introducciéon a los fundamentos de la mecanica cuantica, donde
se establece el marco principal de trabajo: los espacios de Hilbert de dimensién finita sobre el
cuerpo de los niimeros complejos. A continuacion, introduciremos conceptos como el cibit, las
puertas o los circuitos cuanticos empleando tinicamente el formalismo matemaético y dejando a
un lado los sistemas fisicos reales que hay en los ordenadores cuénticos. Finalmente, estudiaremos
algunos algoritmos cuénticos de gran interés y, en particular, nos introduciremos brevemente en

el algoritmo de resolucion de sistemas lineales HHL [Vazquez et al., 2022].



Capitulo 1

Fundamentos Matematicos de la

Computacion Cuantica

En este capitulo se recopilan una serie de definiciones y resultados que nos permitiran estable-
cer una formulacion teérica, puramente matemaética, de la computacion cuantica [Bellac, 2000,
Scherer, 2019, Nielsen and Chuang, 2010, [Tojo et al., 2023].

1.1. Bases de la Mecanica Cuantica

Empezaremos estudiando el concepto tebérico més esencial para la mecénica cuéntica, los

espacios de Hilbert de dimension finita sobre el cuerpo C.

1.1.1. Espacios de Hilbert sobre C

Consideremos H un espacio vectorial sobre el cuerpo C y denotaremos sus elementos con la

notacion de Dirac: [¢), llamado "ket". Tenemos en H la operacion interna suma:

+HxH-—H
(1), 19)) = ) + 1)

y la operaciéon externa producto por escalar:

CxH—H
(o, @) = a-|¢),

aunque prescindiremos de escribir explicitamente el punto. Como suponemos que H es un espacio

vectorial, la operacién suma cumple las siguientes propiedades:

1



2 1. Fundamentos Matematicos de la Computaciéon Cuantica

[

- Conmutativa: [¢) + @) = [0) +[¥); Vi), |p) € H.

- Asociativa: () + ) +9) = lo) + ([¥) +1¢)); VI¥),[¢),|¢) € H.

3. Elemento neutro: 30 € H t.q. [¢) +0=0+ |[¢) = |[¢), V|¢) € H.

[\)

4. Elemento opuesto: V|¢) € H 3 |—¢) € H t.q. |[¢) + |—¢) = |—¢) + |¢) = 0.

Ademas, el producto por escalar verifica las siguientes propiedades:

—_

. Asociativa: a(8[¢¥)) = (af) |¢); V|¢) € H, Yap € C.

2. Elemento neutro: 1 € C cumple que 1|¢) = |[¢), V) € H.

3. Distributiva respecto a la suma: o(|¢) + |¢)) = a|Y) + ap); V|Y),|¢) € H, Ya € C.

4. Distributiva respecto al producto: (a+ ) [¢) = a|¢) + B |¢); V|¢) € H, Vo, € C.
Emplearemos la notacion |ay)) = «|¢), con a € C y |¢) € H, para referirnos al producto por un
escalar.

Definicién 1.1. Un producto escalar hermitico es una aplicacién:
(Y HxH— C
(1), 1)) = (Wleo)

que cumple las siguientes propiedades:

1. Linealidad: <'¢\)\1g01 + )\2(p2> =)\ <1/J’(,01> + Ao <7,/J’(,02> 3V ‘QM , ]g01> |(p2> e H, A\,  €C.

2. Hermiticidad: (1|¢) = (p|)"; V), |p) € H, denotando por * el complejo conjugado.

3. Definido positivo: (¢|¢)) >0, Vi € Yy (¢|Y) =0 < [¢p) = 0.

Proposicion 1.2. El producto escalar hermitico definido anteriormente cumple la propiedad de

antilinealidad:

(Ahr + Aatal@) = A1 (V1) + A5 (dal); Vi), [v2) s [0) € H, VAL, Ay € C.

Demostracion. Basta aplicar primero la hermiticidad, la linealidad y de nuevo la hermiticidad a

ambos términos:
(M1 + Aath2|p) = (A1 + Aapha))”

=(A1 (1) + A2 (p[t02))"
=AT{elvn)”" + A5 (plt2)” = AT (Yi]e) + A3 (P2lp) -
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Definicion 1.3. Se define la norma del producto escalar hermitico como la aplicacion:

Il H—R

[¥) = 191l = (&l

Para comprobar que esta bien definida, supongamos que (¥|¢)) = a + ib € C, por la propiedad
hermitica se tiene que (Y1) = (Y|Y)* < a+1ib=a —iby, por tanto, b= 0y (Y|¢) = a € R.

Proposicion 1.4 (Desigualdad de Schwarz). Dados |¢) ,|p) € H. Entonces:

[ (Wle) 2 < (wlv) {ple) = 0117 llel*. (1.1)

Ademds:

| {Wle) P = 191°llell* & 3 a € C tg. [¢) = alp). (1.2)

Demostracion. Si (1|p) = 0, el resultado es directo. Supongamos que (¥|p) # 0y sea A € C,

como el producto es definido positivo:

(o — Ml — M) > 0.

Aplicando la linealidad y antilinealidad del producto:

(= Ml — M) = (p — Mlp) — A{p — Mp[Y) = (plw) — A" (¥lw) — A{p|Y) — AN (P[h)
= Jlell* = A* (Wl — A(plp) — [AP[l]* > 0.

Como esto se cumple para todo A € C, podemos escoger en particular:

2 2
_ lell” e _ el

(lp)’ (¥lp)
Tenemos entonces que X* () = A (p|)) = ||¢||* v la desigualdad anterior queda como:
el 1ol 2y, el el
lel® = 2[|°| + T 5 = =P + T 2 0
ud | (1) [2 ud | (1) [2
Si [|¢|| = 0, entonces la desigualdad se cumple trivialmente. Supongamos entonces que ||¢|| # 0,

si dividimos por ||¢||?, obtenemos la desigualdad de Schwarz:

2 2
lell"l[]

T 20 1) 2 < lloll[l ]|

1+

Supongamos ahora que 3 a € C tal que |[¢)) = a|), tenemos que ||1h]|* = |a|?||¢||*, entonces:

| Wle) 17 = lalllell* = ¥l e ).
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Supongamos que tenemos la igualdad | (1h|@) |2 = [|¢|*|l¢]|®, con ||| # 0y [|¢|| # 0, entonces
2
l))? = |<‘1‘ﬂ:ﬁ | |<‘ﬂ<ﬁ ‘ llo]|?. Consideremos ahora el nimero complejo:
oo <90!1/12> 7
Il

tenemos que:

(ol {ely) Wlo) _ [Wlo) 12

) = alp) = ) = (Ylaw) = = = [l¥|* = (¥lv)

el el el
= 0= (YY) — (Ylap) = (P —ap) = [ —ap) =0 € H= |[¢) =alp).

Definicion 1.5. Definimos un espacio de Hilbert finito sobre C como un espacio vectorial
H, sobre el cuerpo C, de dimensién finita, dimH = N € N, con el producto escalar hermitico.

Denotaremos una base ortonormal del espacio de la siguiente forma:
{Im) ¥y = {11),[2).. . IN) ) (1.3)
Por ser ortonormal, tenemos que son ortogonales con respecto al producto escalar:
(nlm) = dpm, Yn,m € {1,2,...,N}, (1.4)

y es un conjunto generador del espacio vectorial:
N
V) €H Healnly CClq. [¥) = cnln). (1.5)

Al conjunto de coeficientes complejos {c,}_; se le llamara coordenadas del vector |¢). E

trivial, por la ortogonalidad de la base, comprobar que si |¢) = Zf\i 0 Cn |n), entonces:

o= {5

Ademas, podemos expresar el producto escalar hermitico en funcioén de estos coeficientes; consi-

N N
> :ch (m|n) :chémn:cm, Vme{l,...,N}. (1.6)
i=0 i=0

deremos ), |¢) € H tales que:

N N
=S o) v o) = 3 Bl
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entonces:

Por tanto:
N
(WPle) = o B, (1.7)
n=0

Empleando esta expresion, podemos escribir la norma de un elemento |¢)) = Zgzo an|n) € H

COmao:

N

N
1l =D anan = lonf? (1.8)
n=0

n=0

1.1.2. Espacio Dual

Definiciéon 1.6. Definimos el espacio dual de H, denotado por H*, al espacio de funciones

lineales de H en C, H* = L(H, C). Definimos en el espacio dual la operacion suma:
+: H* x H* — H*
(f,9) — [f+y
tal que (f 4+ ¢)(|¥)) = f(|¢)) + g(|¥)), Y |¢) € H, y la operacion producto por escalar:

- CxH" — H*
(A g) = A-g=Ag,
tal que (Ag)(]©0)) = Ag(|1p)). Con estas operaciones podemos comprobar que H* también es un

espacio vectorial.

Proposicion 1.7. El espacio dual H* anteriormente definido, con las operaciones suma y pro-

ducto por escalar, es un espacio vectorial sobre C isomorfo a H.
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Demostracion. Probemos primero que la suma esta bien definida y cumple las propiedades del

espacio vectorial, sean f, g, h € H* arbitrarias:

1. Conmutatividad: como la imagen de f y g estd en C, tenemos que (f + g)(|¢)) =
= f([) + 9(l¥) = g(|¥)) + f([¥)) = (g + F)([¥)), V) € H.

2. Asociatividad: [(f +g) + h]([¥)) = (f + 9)(|¥)) + h(|¥)) = [9(|¥)) + F(¥)]+h(4)) =
= f(¥) + [9(lv) + h(lw)]= F(1¥) + (g + h)(19) = [f + (g + W] (1), ¥[¢) € H

3. Elemento neutro: definiendo la funcion e(]y)) = 0, V|¢) € H (funcién nula) cumple que

(e + N¥) = e(|v)) + f(1)) = 0+ f(l¥) = f(|¢)) por lo que e + f = f, por la

conmutatividad se tiene que e+ f = f +e = f.

4. Elemento opuesto: dado f, se puede definir la funcion f([¢0)) = —f(|¢)), ¥ [¢) € H de forma

que cumple que (f + f)([)) = F(19)) + F(14)) = f(1¥) = f([¥) = 0 = e(jv)), ¥ |¢) € K.
Por tanto, se tiene que f es el elemento opuesto de f, ya que f + f = f + f=e

En segundo lugar, probaremos las propiedades del producto por un escalar, sean f,g € H* y
a, B eC:

1. Asociatividad: a(8f(|¢))) = (B)f(|¢))), Vi) € H, por tanto, a(8f) = (af)f.

2. Elemento neutro: considerando que 1 € C, como 1f(|¢)) = f(|¢)), V|¢) € H tenemos que
1f=f.

3. Las propiedades distributivas también son triviales al provenir de las propiedades del pro-
ducto en C.
Definamos ahora la siguiente aplicaciéon entre H y H*:
0:H — H*
1) = (Y],

denotando por (1] al elemento de H* = L(H, C) definido como:
(Y| H—C
p) = (Plp) -
Por la linealidad del producto escalar sean |p), |¢) € H:
O(A1le) + A2 |d)) = (] (A1 ]@) + A2 |d)) = Av (¥[0) + A2 (Y]) = Mb(|)) + A20(|)).  (1.9)

Por tanto, 6 es una aplicacion lineal. Comprobemos que la aplicaciéon 6 asi definida es un iso-

morfismo:
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1. Inyectividad: dados [¢),|¢) € H, con 0(|v)) = 6(|¢)), es decir, (¢| = (¢|. Tenemos que
(0lv) = (WIY) € Ry (¥]9) = (8]9) € R, como (g[) = (¥]6) = [[¢II” = [|9]* se verifica

trivialmente la igualdad de Schwarz, entonces 3 a € C tal que |[¢)) = a/|¢). Sin embargo,
como o = (P|p) € Ry ||| = ||¢|| se tiene que a =1 € R, es decir, |¢) = |¢).

2. Sobreyectividad: dada ¢ € H*, o es una aplicaciéon lineal de H en C, por tanto, dado un

1) = SN ¢, |n) € H arbitrario, se tiene que:

N N N
o) = o (D caln) )= 3 cacin)) = > cuni
n=1 n=1 n=1

siendoy = o(|n)) € C, Vn € {1,..., N}. Consideremos el elemento ¢ € N con coordenadas
{yn}N_,, es decir, |¢) = SNy, |n), se tiene que 0(|¢)) = (¢| es una aplicacion lineal de

H* que verifica:

(plv) = Zyncn =), VIe) = ch n) €
es decir, 3 |¢) € H tal que o = (¢| = 6(|¢)).
Como 6 es inyectiva y sobreyectiva, es biyectiva y, por tanto, tenemos un isomorfismo de espacios
vectoriales entre H y H*. d

Definicién 1.8. Denominaremos al isomorfismo entre H y H* como conjugacién hermitica,
"t". Como se vio anteriormente, todo elemento del espacio hermitico [¢)) € H tiene un vector

dual asociado llamado conjugado hermitico que se escribird, segin la notacion de Dirac, como
un "bra",(|Y)" = (| € H*.

Proposiciéon 1.9. Dado {|n)}N_, € H una base ortonormal de H y |y = SN ¢, |n) € H,

entonces:

N
W= ()T =_ e (nl.

n=1

Demostracion. Tenemos que [¢)) = ZnNzl cn|n) = ‘ij:l cnn>, por tanto, su conjugado hermi-

( N
n=1

tico sera:
T N

zn>> _ <zcnn .
= n=1

Dado un |¢) € H arbitrario, el vector dual de [¢), por la propiedad antilineal del producto escalar

hermitico y por la distributiva en el espacio dual, actuaré sobre este de la siguiente forma:

N N N
(1) = <chn ¢> =S tnlo) = (3l )19)

n=1 n=1 n=1
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Observacion 1.10. Una consecuencia directa de es que, dada una base ortonormal del espacio
hermitico {|n)}\_, C H, el conjunto de vectores duales de los anteriores, {(n|}Y_; C H*, es una

base ortonormal del espacio dual.

Observacion 1.11. Si consideramos los estados del espacio de Hilbert con notacién matricial

respecto a una base ortonormal {n}_, C H:

C1
N s
W) => elmy=1| |,
n=1 :
CN

podemos expresar su vector dual como el transpuesto conjugado:

N
<¢|:Zcz<n|:(c*l‘ o c}‘v)
n=1

De esta forma, dados |¢) = ij:l cnn)y o) = 27]:7:1 dy, |n), se puede comprobar que el producto

escalar coincide con la siguiente operacién entre los vectores:

dq

N d
<w\¢>=§jc;;dn:(c>; . c*N) - (1.10)

n=1 .

dn

1.1.3. Operadores lineales. Operadores Hermiticos y Unitarios

Definicién 1.12. Definimos un operador lineal en H como una aplicacién de la forma:

A:H—H
) = A(l)) = [AY),

que cumple la condicién de linealidad:
A+ Ap)) = [A5) + A Ap); ¥[6) o) € HYA € C. (1.11)
Observacion 1.13. Consideremos 1) = SN ¢, |n), entonces, la imagen de este elemento sera:

N
|Ap) = " en|An) € H,
n=1

que, a su vez, se podra expresar como:

N
|AY) = diy [m) .
m=1
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Por tanto, se tiene la siguiente igualdad:

N N
D enlAn) =" dp |m).
n=1 m=1

Consideremos ahora un elemento arbitrario de la base |l) y hagamos el producto escalar por él

en ambos lados de la ecuacion:

N N N
D en(llAn) =) du (IIm) = D dmbym = dy.
n=1 m=1

= m=1

Definiendo ahora el elemento de matriz de A en la base {n}Y_; como A;, = (I|An). Se

tiene que:

N
d = Amcn, (1.12)
n=1

que se puede deducir de la representaciéon matricial del operador:

dq A A - AN c1

do A1 Az -+ Aoy c2

=1 . . . . (1.13)
dy Ani - - Any N

Notacion 1.14. Es habitual denotar la aplicacién de un operador escalar a un elemento del espacio
vectorial como |Ay) = A |¢) y al producto escalar por otro elemento como (¢|Ay) = (p| A |1).

Definiciéon 1.15. Dados dos elementos |¢), |p) € H, definimos el producto de externo de
|4) por |¢) al operador lineal Py, tal que:

Py, :H —H
|6) = Py |6) := (0l9) [¥) -

Su representaciéon en la notacién de Dirac es:

Pyo = 19) (el (1.14)

Observacion 1.16. Podemos también representar el producto externo matricialmente, sean [¢)) =
N N
S an|n), @) =30 by |m) € H:

aj ale a1b§ e (Ilb}(\,

as asb] a2by ... asby

whel= | (b v5 .. )= e (1.15)

an anb] anby ... anby
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Para comprobar que el producto externo equivale a la matriz anterior basta calcular el elemento

de matriz [, k:

N
(1) Py | k) = (Zan (IIn) )(Z b <m\k)>: arbr.
m=1
Observacion 1.17. Podemos considerar también el producto externo de los vectores de una base
ornotormal {|n)}N_ C H, sean m,k € {1,2,...,N}:
cuya matriz correspondiente tiene un tnico elemento de matriz no nulo, con valor la unidad, en
(m, k).

Teorema 1.18. Sea un operador lineal A, con elementos de matriz Ay € C, en un espacio
de Hilbert H sobre C con una base ortonormal {|n)}\_; C H arbitraria. Entonces A es una

combinacion lineal de todos los productos externos de la base ortonormal, de forma que:

N N

m,k=1 m,k=1

Demostracion. Dado un |¢) = 25:1 ¢n |n) € H arbitrario, comprobemos que

ALY = (S0 s Am ) (k| ) 93):

N
(X Avs lm) (il Y1)

m,k=1

- 2= 5= 7=

Ak (K[) [m)

—_

N
A (KL (3 enln) ) lm)
n=1

- Amk(fjcn (kin) ) Im)
n=1
1 N N
= Apkck m) = Z(Z mkck)!m
m,k=1 m=1 k=1

Como A |[¢) = Z%Zl dm |m) tal que d,, = Zévzl Ak, tenemos:

N N N
S (3 Amer) ) = 3 d ) = A ).
m=1

m=1 k=1
O

Definiciéon 1.19. El operador identidad, I, es aquel que verifica que I [¢)) = [¢), V |¢) € H.

Sus elementos de matriz son:

Ik = (m| Ik) = (m|k) = Ok, Vm, k€ {1,...,N}. (1.17)
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Observacion 1.20. El operador identidad es tinico, pues su expresion matricial es tinica.

Proposicién 1.21 (Férmula de Resolucion de la Identidad). Dada una base ortonormal {|n)}N_; C

H arbitraria, el operador identidad verifica:
N N
I=) Puy=> In)n
n=1 n=1

Demostracion. Aplicando el Teorema [I.1§] al operador identidad tenemos que:

I= Z Sk [m) (k| = Zym

m,k=1

O

Proposicion 1.22 (Composicion de Operadores). Sean A = (Am’i)anz 1y B= (Bjk)j-vk | dos
operadores lineales en un espacio de Hilbert H con base ortonormal {|n)}\_,. Se tiene que la
matriz del producto de operadores AB equivale al producto de las matrices de dzchos operadores,

es decir:

N

N
Z AB mk ’m k| t. q. (AB mk = ZAszzk
m,k=1 i=1

Demostracion. Dado k € {1,..., N}, por la Férmula de Resolucion de la Identidad se tiene

que:
AB k) = AIB|k) = (Zy )B\k: ZA\ (i B |k).

Calculamos ahora el elemento de matriz de AB, dado m € {1,...,N}:

(AB) = (m| AB|k) = m\(ZA\ Gl B k) )

= (m| Ali) (i| B|k) :ZAmiB,-k,.
=1

i=1

=z

Que es el elemento de matriz del producto de matrices (Ay,;) y (Bjk). Por el Teorema [1.18]

tenemos la expresion para el operador AB:

N
AB =Y (AB)|m) (K
m,k=1
N N
= Z (ZAmiBik>’m> (Kl
mk=1 i=1



12 1. Fundamentos Matematicos de la Computaciéon Cuantica

Notacion 1.23. Para expresar el producto de un conjunto de operadores {Ai}¢]i1 se empleara la

siguiente notacion:

N
[J4 = AvAn_1... AsA, (1.18)
i=1

noétese que el indice ¢ indica el orden de aplicacién de los mismos.

Proposiciéon 1.24. Dado un espacio de Hilbert H de dimension dimH = N, el conjunto de
operadores lineales en él, L(H) es un anillo isomorfo al conjunto de matrices N x N sobre C,

denotado por Myxn(C).

Demostracion. La demostracion es directa a partir de las propiedades de los anillos, considerando

el siguiente isomorfismo:

f : ,C(H) — MNxN((C)
Avr— f(A) == (Aqj), con Ay = (i Alj),

siendo {|n)}N_, una base ortonormal del espacio H. O

Definicion 1.25. Dado un operador A, definimos su operador hermitico conjugado o ad-

junto, AT, como aquel que verifica:

(w]aTe) = (Aulg) = (6]4v)" (1.19)
equivalentemente, con la notaciéon de Dirac:
(| AT|e) = (6| A |$)". (1.20)

Los elementos de matriz del adjunto son:
(AN = (m| AT k) = (kK| A|m)" = Af,,.. (1.21)
Es decir, la matriz del operador adjunto es la transpuesta conjugada de la matriz del operador.

Proposicion 1.26. Dados unos operadores A y B, se tienen las siguientes propiedades para el

adjunto:
1. (AB)! = BlAl.
2. (AN = A,
Demostracion.

mi* ik

N N
L. (AB)},, = (m| (AB)! |k) = (k| AB|m)" = (AB)},,, = Y _ ApB;,, = > Bl Al = BAT.
=1 =1

2. (AN} = (ml (AN k) = (k| AT|m)* = ((m| A[k)")" = (m| A[k) = A
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Definicion 1.27. Un operador A se dice hermitico o autoadjunto si cumple que:
Al = A, (1.22)
Un operador U se dice unitario si:
Ut =U'U =1, (1.23)
es decir, que UT = U1,
Proposicion 1.28. Sea U un operador en H, se tiene la siguiente equivalencia:
U wnitario < U] = 4], ¥|w) € H,

es decir, los operadores unitarios son aquellos que conservan la norma.

Demostracion. Sea U un operador en H:

» Supongamos U unitario y sea |1)) € H un vector arbitrario, tenemos que:

[0 = welvy) = (v|utve)
= (| UTU ) = (| I |4)
= (W[} [Y)I* = [|U] = [[¢]-

» Supongamos que |Ug|| = ||¢||, V|¢) € H. Se tiene que |U(¢ + Ax)|| = |l¢ + Ax]||, con
l©),|x) € Hy A € C. Entonces:

1U(2 + )17 = [l + AP < U(e + M)|U(e+Ax) = (o + Axle+ Ax) . (1.24)

Desarrollando cada término de la igualdad por separado:

(0 + Axle + Ax) = (@lo) + A (xIx) + 2Re(A (¢lx))
= [lell” + [AP[IX]I + 2Re(A (¢]x)),
(U + M)U (e + Ax) = {Up|Ug) + A (UX|Ux) + 2Re(A Up|Ux)).

Por hipotesis, se tiene que ||[Up| = ||l¢|| v [Ux]|| = |lxl||, por lo que la expresion se

reduce a:
Re(A (Uep|Ux)) = Re(A (¢]x))-

Como esta expresion se verifica para todo A € C, podemos considerar los dos siguientes

Casos:

A=1= Re((Up|Ux)) = Re({#]x)),
A=i=Im((Up|Ux)) = Im((¢[x))-
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Por tanto, se tiene que (Up|Ux) = (¢|x) ¥, en consecuencia:
(elUU Ix) = (elx) > UTU =1,

probando asi que U es un operador unitario.

O

Proposicion 1.29. Sea H un espacio de Hilbert de dimension N y U un operador unitario en

dicho espacio. Entonces:

{|n)}_; base ortonormal de H = {U |n)}Y_, base ortonormal de H

N

Demostracion. Veamos que {|Un)},"_; es un conjunto de vectores ortonormales:

(Um|Un) = (m|UTU |n)
= (m| In)
= (m|n) = dmn.-

Tenemos que {|Un)}\_; es un conjunto de N vectores ortonormales en un espacio de Hilbert de

dimensiéon N, por tanto, es una base ortonormal de dicho espacio. O

1.1.4. Autovalores y Autovectores

Definiciéon 1.30. Sea A un operador lineal, un vector |¢)) € H para el cual existe un a € C de

forma que:

AlY) = aly), (1.25)

se denomina autovector de A, el escalar a se denominara autovalor de A.

Observacion 1.31. Consideremos un autovector |¢)) = ZnNzl ¢n |n) € H con autovalor a € C de

un operador lineal A, podemos reescribir la expresion de la Definicion [1.30] como:

AlY) =al) < (A—al)|) = 0.

Como (A — al) es un operador lineal, podemos expresar el vector resultante de aplicarlo como:

N N
(A—al) [i)) = zcn —al)n) =Y ea( D (A= al)pm) (k| ) n)
n=1 m,k=1

N N
= Z cn(Amk — adpmp) Im) (k|n) = Z OknCn(Amk — admp) |m)

N N N
= Z [Z en(Amn — aémn)} m) =0= ch(Amn — admpn) =0, Vme {1,...,N}.
n=1
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Esta ultima expresion es un sistema de ecuaciones lineales para las componentes ¢, de |¢). Si
definimos el polinomio caracteristico como p(a) = det(A — al), la condiciéon de existencia
de soluciones es p(a) = 0y, como p(a) es un polinomio de grado N, existirin N soluciones
para la ecuaciéon. Tendremos entonces N autovectores con sus respectivos autovalores salvo por
degeneracion, es decir, puede darse el caso de que un autovalor tenga multiplicidad mayor que

uno, por lo que le corresponderé un subespacio de dimensién igual a su multiplicidad.

Teorema 1.32. Sea A un operador hermitico, entonces sus autovalores son reales y los autovec-

tores correspondientes son ortogonales entre si.

Demostracion. Sea |¢) € H un autovector del operador A con autovalor a € C de forma que

A ) = a ), tenemos que:
(Wl Alw) = a (W) = allyll”,

ademas, por ser A hermitico (A = A'), se tiene que:

(Wl Aly) = (Y| AT |9) = (AY|y) = a* (D[9) = a* [y,

ya que (A = (A1) = (a|¢))T = a* (1)|. Por tanto, a = a*, es decir, a € R.

Sean dos autovectores |¢) ,|¢) € H de A, con autovalores a;,as € R respectivamente, de forma

que a # b. Entonces:

(| AlY) = a(oly),
(] A ) = (¢ AT i) = (Ag|eh) = b (o)),

por tanto, (a — b) (¢[1p) = 0. Como (a — b) # 0 por definicion, tenemos que (¢[1)) = 0, es decir,

los autovectores son ortogonales. O

Teorema 1.33 (|Bellac, 2006], pag.49). Sea A un operador hermitico de H. Entonces existe
un operador unitario U de forma que UTAU es una matriz diagonal cuyos elementos son los

autovalores de A, que aparecen tantas veces como su multiplicidad.

1.1.5. Matrices de Pauli

Por la Proposicién el conjunto de operadores lineales sobre un espacio de Hilbert de
dimensién 2 es un anillo isomorfo al conjunto de matrices 2 x 2 sobre C, ademas, se tiene que
el conjunto de matrices hermiticas de dicho anillo forma un espacio vectorial sobre R. Resulta
de interés encontrar una base para dicho espacio, pues nos permitird descomponer cualquier

operador hermitico como una combinacién lineal de operadores de la base.
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Consideremos una matriz hermitica M € May2(C) arbitraria:

a b
M = ,

como M = Mt a =a*, b=c¢"y d=d* por lo tanto, a,d € R. Definamos ahora los siguientes

nameros reales:

d * —c* —d
a—;—’ clzRe(C):C_;C, czzfm(c)zc C, 03:a .

co =
Podemos despejar los elementos de la matriz M en funcién de dichos valores:
a=cy+c3, d=cyg—c3, c=c1+1ica, b=rcy—1icy,

es decir, la matriz M se puede representar de la siguiente forma:
b .
M- a _ co+c3 c1—1c
c d c1+ica o —c3
10 0 1 0 —i 1 0
= Co +c1 +eco | | + c3 .
0 1 10 i 0 0 -1

Definiciéon 1.34. Llamamos matrices de Pauli a las tres matrices de May2(C) unitarias de

01 0 —i 1 0
Op =01 = , Oy =09 = , 0, =03 = )
SR ETY R ) T 0 21

Estas matrices, junto con la identidad, forman una base del R-espacio vectorial de matrices

la forma:

hermiticas 2 x 2.

1.1.6. Postulados de la Mecanica Cuantica

La mecéanica cuéntica, mediante una formulacién mateméatica, pretende describir el com-
portamiento de sistemas y magnitudes fisicas reales. En muchas introducciones a este campo
[Bellac, 2006, [Nielsen and Chuang, 2010, [Scherer, 2019], se establece una serie de postulados que
dan un significado fisico a los conceptos teodricos que se estudiaron hasta ahora. Aunque no son
estrictamente necesarios, resultan de gran ayuda para entender qué se quiere representar con la
abstraccion de los espacios de Hilbert, asi como introducir el vocabulario habitual con el que
se suele trabajar en la computacién cuéntica. Por ejemplo, por qué al modulo al cuadrado del

producto escalar se le denomina probabilidad de medir un estado estando en otro.

Postulado 1 (Observables y Estados). Un observable es una cantidad fisica medible, una

magnitud, que se representa mediante un operador hérmitico en un espacio de Hilbert H. La
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informacion completa del estado del sistema fisico se representa con los vectores |1y € H en

. . . . . . . . 2
ese espacio de Hilbert. Estos se considerardn, por conveniencia, normalizados, es decir, ||| =

(Yl) = 1.

Si se consideran dos estados de un sistema como vectores en un espacio de Hilbert H, |¢) , |¢) €
H, una consecuencia de este postulado es que cualquier combinacién lineal normalizada de estos

estados:

 aly) +819)
)= ey + Bla)T"

es también un estado fisico del sistema. Esta propiedad es lo que se denomina principio de

a,B€C, (1.26)

superposicion de la mecénica cuéntica y es una de las piezas clave para entender las reglas de
la computaciéon cuantica. Por otro lado, podemos observar que « |¢), a € C es también un estado
del sistema, sin embargo, este se corresponde con el mismo que [¢), ya que en el Postulado [1] se

exige la normalizacién.

Postulado 2 (Probabilidad de Medicion). Sean dos estados |) ,|¢) € H, existe una amplitud
de probabilidad de medir |¢) estando en el estado |¢), a(yp — ¢) que se corresponde con el

producto escalar en el espacio de Hilbert:

a( = ¢) = (o) € C. (1.27)

Se define la probabilidad de medir |¢) en 1)) como el cuadrado del valor absoluto de la amplitud
de probabilidad:

P — ) = la(¥ — ¢)|* = |(g|w)[*. (1.28)

Postulado 3 (Mediciéon de un Observable). Las mediciones sobre un observable A siempre de-
vuelven un valor real, el cual coincidird con uno de los autovalores del mismo. Dado un estado del
sistema 1) € H, la probabilidad de medir un autovalor "a"de A con autoestado |a) es | (al) 2.
La medida es un proceso instantdaneo, después del cual el estado que representa al sistema es el

autovector del autovalor medido |a).

Observacion 1.35. Sea 1) € H el estado del sistema y A un observable de H con base ortonotmal
de autovectores {|a,)}_,, siendo {a,})_, sus autovalores asociados. El estado [)) se puede

describir en funcion de esta base:
N N
) = Z |an) (anly) = ch |an) s cn = (an|P)).
n=0 n=0

La probabilidad de medir el autovalor a, en el estado 1 es P(an) = |[(an|t)]* = |eal?, en
consecuencia, para que un estado tenga un valor bien definido de un observable, es decir,
Im € {0,...,N}/P(an) = 1 o equivalentemente, P(a,) = Onm, €l estado del sistema debe
corresponderse con uno de los autovectores del operador, pues se tendria que (a,|1)) =0 Vn #m

y entonces 1) = € |a,) = |am).



18 1. Fundamentos Matematicos de la Computaciéon Cuantica

Otra consecuencia del Postulado [3| es que el estado del sistema después de la medicién se
corresponde con el del autovalor medido, es decir, existe una transiciéon de estados llamada

colapso de la funciéon de onda:

) — 1amd (@nlV), (1.29)
[(an )]/
Postulado 4 (Sistemas Cuanticos Compuestos). Sean H)! y HY dos sistemas cudnticos, para

representar fisicamente el sistema en conjunto, el espacio de estados de dos sistemas cudnticos

independientes o interactuando, HY yH3!, es el producto tensorial de ambos espacios HY @ H!.

1.1.7. Producto Tensorial de Espacios de Hilbert

Consideremos un sistema H dividido en dos subsistemas independientes HY y H3! de di-
mensiones N y M respectivamente. Como ambos sistemas son independientes, el estado global
del sistema, [1)) € H, vendra determinado por dos estados, uno de cada subsistema, |¢) € HY
y |x) € HY. Entenderemos entonces el estado [)) como un vector (o), |x)) en un espacio de

dimensiéon N x M.

Definicién 1.36. Sean dos espacios de Hilbert HYY y H)?, con bases {|n)}2_; Cc HY y {{m)}M_, c
Hé” , se define su producto tensorial H{V ® Hé\/l como el espacio generado por los pares
{(In),Im)) : ne{l,...,N}, me {1,...,M}}. Diremos que [n®@m) = |n) ® |m) = (|n),|m))
es el producto tensorial de los estados |n) y |m). Dados dos estados arbitrarios |¢) € HY y

|x) € HY, el producto tensorial de estos estados se denotara por |¢ ® x) = (|¢), |x)).

Proposicion 1.37. En el contexto de la definicion anterior, se tiene que el producto tensorial
de espacios de Hilbert es un espacio de Hilbert de dimension N x M y que {|n ® m>}7]:l]\1/[,m:1 es

una base ortonormal en el producto tensorial.

Demostracion. Para comprobar que se trata de un espacio de Hilbert basta considerar el siguiente

producto escalar:
(1) HY @Hy') x (HY @ H)) — C
(lpr @ x1) 5 2 @ x2)) = (1 @ xalw2 @ x2) := (prlpa)my (Xalx2)pr -

Como los productos escalares de los subsistemas son hermiticos, es facil comprobar que el

producto escalar asi definido para el sistema global es también hermitico. Veamos ahora que

{In® m>}2];]\14m:1 es una base ortonormal del producto tensorial.

Dado [¢)) = ¢ @ x) € HY ® Hy', tal que [¢)) = [ @ x). Tenemos que {|n)}3, v {Im)}_,
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son bases de HY y HJ?, respectivamente, con lo cual Hant,—1,

N oAb }M_ | C C tales que:

N M
) = anln) v l¢) =D bm|m).

Por tanto, si definimos ¢,;;, = anbm, €l estado global se puede expresar de la siguiente forma:

N M
) =lp@x) = (I9), 1) = Q_anln), Y bm|m)
n=1 m=1
N,M N,M
= Z anbm(|n), |m)) = Z Cm [N @ M)
n=1m=1 n=1m=1
es decir, {|n ® m)}nNgﬁmzl genera el espacio producto tensorial. Veamos ahora si el conjunto de

vectores el linealmente independiente.

Sean {)\nm}ﬁg\f{m:l

N,M

C C arbitrarios, supongamos que se tiene que:

Z Anm IR ®@m) =0,

n=1,m=1
por tanto, dado un |p ® x) € [v) € HY @ HY

N,M

)y

<g0 ® x Anmn @ m>
n=1m=1

En particular, si consideramos |¢) = |n') y |x)

N,M

arbitrario, se tiene que:

N,M
Z Anm (p ® x|n @ m)

n=1m=1

Z An,m (@|n) (x|m) = 0.

n=1,m=1

|m), se tiene que, para unos n’, m’ arbitrarios::

N,M

Z An,m <TL/‘TL> <m/‘m> = Z )\n,m(snn’dmm’ =0,

n=1,m=1

n=1,m=1

en consecuencia, A,y = 0, pero como n’ y m’ son arbitrarios, se tiene finalmente que A,y =

0vn € {l,....,N},m € {l..., M}y, por tanto, el conjunto {|n®@m)}, =7, _; es

N.M linealmente

independiente. Como también genera el espacio, es una base del espacio producto tensorial H{V ®

H2!. Para comprobar que es ortonormal, basta comprobar que:

<n’ ® m"n ® m> = <n'}n> <m"m> = O/ O -

Como {|n @m) I, _

entonces dim(H{Y @ H!) = N x M.

| es una base ortonormal con N x M elementos del espacio HY @ H2/,

O
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Observacion 1.38. Si consideramos dos estados no independientes, es decir, en interaccion, el
producto tensorial también sirve para representar sistema conjunto, como se comentaba en el
Postulado 4} Una consecuencia de esto se puede ver si tomamos la forma mas general de expresar
un estado [1) € HY @ HY!, empleando la base de la Proposicién m

|¢> :chm‘n®m>a

que podemos comprobar que solo se puede expresar como [) = [ ® x) con |¢) = > an|n) €
HY v |x) =3, b Im) € HY si ¢ = anby,. Es decir, en el producto tensorial existen estados
que no se pueden representar como producto tensorial de dos estados de los sistemas, pues existe
una dependencia entre ambos, resultado de la interaccién entre los sistemas, que no permite esa

factorizacion.

Definicion 1.39. Se dice que un estado del sistema es un estado entrelazado si no se puede
expresar como producto tensorial de estados de los subsistemas. Si se puede expresar como

producto de estados de los subsistemas, se dird que es un estado producto.

Al igual que con los estados, serd conveniente definir los operadores lineales del sistema en

funcién de los operadores de los subsitemas.

Definicién 1.40. Sean dos operadores lineales A del espacio HY y B de H)!, se define el
producto tensorial de operadores como el operador en el espacio global que cumple la
siguiente condicién:
A®B:HY o HY — HY o HY
lp®x) = (A®B)|p2®x2) = [Ap @ Bx) = (A]¢)) ® (B X))

Dado un estado arbitrario [¢)) = >, cam [n®@m) € HY @ H!, se puede comprobar sencilla-

mente que el operador A ® B actua sobre él de la siguiente forma:

A@BlY) = cam|An © Bm). (1.30)
n,m
Sus elementos de matriz seran:
<n'®m"A®B|n®m> = Ay Bom. (1.31)

De nuevo, no todo operador C de H{V ® Hé‘/f se podré expresar como producto tensorial de

operadores A ® B, al igual que pasaba con los estados.

Proposiciéon 1.41. Considerando CV, CM como espacios de Hilbert de dimension N y M,

respectivamente, se tiene que:

cNeoCM =M,
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Demostracion. Sean {|n)}N-' ¢ CN y {|m)}M=} < CM las respectivas bases canénicas de forma

que:
0 0 0 0
my=|(1[ » ym=[1[ m ,
0/ N—-1 0) M—-1

en sus respectivos espacios. Consideremos una aplicacién lineal que verifique:

p:CNoCcM — cVNM

n@m) = e(nem))=[N-m+n)=[1|N -m+n,

0/ N-M-1
si la evaluamos en un estado arbitrario (1) = . cum [0 ® m), se tiene que:

e([v)) = chmsf’(!n ®m)) = chm N -m+n),

n,m n,m

veamos que se trata de un isomorfismo.

» Inyectividad: sean [¢) = vam Apm [N @ M) | |P) = Zn’m bum |0 @ m) € CN @ CM tales que
o(|)) = ¢(|¢)), entonces:

e(19) = @(1$) & D anm IN-m+n) = by |N-m+n)

n,m

n,m
& Y (anm = bum) [N - m +n) =0,
n,m

(CNM

como {|N -m+n)},., es base de , en concreto serd un conjunto linealmente inde-

pendiente, con lo cual:
Anm — bum = 0, Yn,m & apm = bpm, Yn,m < |[¢) = |¢) .

= Sobreyectividad: sea un estado arbitrario |¢) = 3" . cum [N -m +n) € CVM | basta con-

siderar el estado [¢)) =" cpm [N ® m), pues:
o([¥) = @(chm \n®m>>: > enmp(In@m)) = eum [N -m+n).

Por tanto, la aplicacién lineal entre ambos espacios vectoriales es biyectiva y, en consecuen-

cia, existe un isomorfismo entre CV @ CM y CNM
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O

1.2. El Concepto de Cubit

Al igual que el bit en la computacién clasica, en computacién cuéntica tenemos una unidad
minima de informacién, que denominamos cubit (qubit, quantum bit). Sin embargo, a diferencia
del bit, que s6lo puede estar en los estados 0 (apagado) o 1 (encendido), el ctbit puede encontrarse

en puntos intermedios como una superposicion de dos estados denotados por |0) y |1).

Por hacernos una idea mas visual, imaginemos al bit como una bombilla, esta solo puede
encontrarse en dos estados encendida o apagada. El clibit podria pensarse como una bombilla que
tiene cierta probabilidad de estar encendida o apagada cuando entres en la habitacién, si entras
suficientes veces y registras el nimero de veces que te la has encontrado de cada forma, podras
deducir esa probabilidad de estar encendida y, por tanto, conocerés el estado de esa bombilla. Un
ordenador cuantico funciona de una forma similar, si queremos saber qué estado |¢) resulta de
aplicar un circuito o algoritmo, deberemos repetir ese proceso y estudiar la proporciéon de veces

que medimos |0) o |1), para deducir los coeficientes de |1)) = a|0) + b|1).

1.2.1. Cuabit

Consideremos C? como un C-espacio de Hilbert de dimensién 2 y denotemos los elementos

de su base canénica de la siguiente forma:

1 0
0) = (O> v [1) = <1> . (1.32)

Definiciéon 1.42. Un ciibit es un sistema fisico descrito por un espacio de Hilbert H = C?2,
denominado espacio del ctbit, y a cada estado |1)) € C? tal que ||1|| = 1 se le llama estado
del cubit o simplemente cabit. La base canénica del espacio, {|0),|1)}, se dice que es la base

computacional.

Observacion 1.43. Dado un cubit |¢) € H, existen a,b € C tales que:

) = a|0) +b|1), con |af* +|b|* = 1. (1.33)
La observacion del ctbit se realiza mediante la medida del operador o, con ¢,(0) = 1]0) y
0,|1) = —1]1), por tanto, por el Postulado [3| solo seremos capaces de observar los estados de la

base computacional con probabilidades:

P(10)) = [{0[)]* = lal* y P(I1)) = [(1[)]* = [b]*. (1.34)
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En consecuencia, mediante una sucesion de mediciones, no podremos determinar el estado cuan-

tico exacto, sblo las probabilidades de cada estado computacional.

Definicion 1.44 (Superposicion). Un cubit 1) se dice que esta en un estado simple si a =0
ob =0, es decir, si [¢) = |1) o |[¢p) = |0), respectivamente. Se dice que el cubit estard en

superposicion si a,b # 0.

Observacion 1.45. Estos estados en superposicion son la gran diferencia respecto a la computacion
clasica, pues asumimos que pueden existir estados intermedios ente los elementos de la base

computacional, es decir, estados que con cierta probabilidad caerdn en el 0 o en el 1.

Observacion 1.46. Parametricemos ahora los coeficientes de un cubit arbitrario [¢)) = a |0)+b]1),
|a|2 + |b|2 = 1, con los parametros a, 3 € [0,27] y 6 € [0,7] de forma que a = cos(0/2)e™™ y

b = sin(0/2)e’’. Podemos expresar el ctbit de la siguiente forma:
[) = al0) + b|1) = cos(h/2)e' |0) + sin(6/2)e |1) .

Si anadimos una fase global al cibit, por el Postulado [I] sigue denotando el mismo estado fisico,

por tanto:
[) = ™" [¢h) = cos(6/2) |0) + sin(6/2)e" "= |1).
Finalmente, si denotamos ¢ = 8 — « € [0, 27|, se tiene la siguiente expresion:
1) = a|0) 4 b|1) = cos(8/2)]0) + sin(6/2)e™® |1) .

Definiciéon 1.47 (Esfera de Bloch). Dado un cubit i) € H, se dice que los parametros 6 € [0, 7]

y ¢ € [0, 27] determinan la representacion de Bloch del cubit:

(0, 8)) = cos(6/2) |0) + sin(6/2)ei® 1) = (azosif(/e 2/)2)> . (1.35)

Cada cubit se podra representar como un punto de una esfera unitaria en R3, denominada esfera
de Bloch:

<

x = cos(¢) sin(0),
y = sin(¢) sin6),

z = cos(h).
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—2=11)

Figura 1.1: Representacion de la esfera de Bloch.

Ejemplo 1.48.

1.2.2.

1. 0) = cos(0)|0) + sin(0)e™® |1) = (0, ¢) = (0,0, 1).

2. |1) = cos(m/2) |0) + sin(7/2)e™ [1) = (x, ¢) = (0,0, —1).

3. |+a) = \}i(m 1 [19) = cos(/4) [0) + sin(r/4)e® [1) = (x/2,0) = (1,0,0).

4. |+y) = \}5(\(» +i|1)) = cos(m/4) |0) + sin(w/4)e'Z [1) = (7/2,7/2) = (0,1,0).
p-Cubit

Al igual que en la computacion clasica, en la mayoria de algoritmos se emplean varios ciibits

simultaneamente. Los ciibits son sistemas fisicos que pueden interactuar entre si y formar estados

entrelazados, donde el estado de un cubit podra depender del estado de otro.

Notacion 1.49. Partiendo de la base computacional de C2, {|0),|1)}, por la Proposicion se

tiene que el conjunto {|n ® m)}, meo,1} €s una base ortogonal del espacio producto tensorial de

dos ctbits, (C?)®2. Esta base se denota de distintas formas en funcién de lo que sea conveniente:

() metoay = 0000110y ovy 10} = £ (§), (8, (1) (§) ] aue se conrespon-

de con la notaciéon de ntimeros en binario con dos cifras, cambiando el sentido de lectura

(de izquierda a derecha en este caso).

{Ik) ii_ol = {]0),]1),]2),|3)}, que se obtiene de la anterior aplicando la transformacion
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k=n-204m-2' Esta notacion es mas compacta a medida que se escala con el ntimero

de cubits, como veremos a continuacion.

Proposicién 1.50. Se tiene que los espacios de Hilbert (C2)®P y C% son isomorfos.

Demostracion. Es una consecuencia directa de la Proposicién [1.41] tomando sucesivamente N =
CCyM=C"conk=1,...,p— 1. O

Definicion 1.51. Diremos que un p-ciibit es un sistema fisico descrito por un espacio de Hilbert
de la forma H = (C?)®P, llamado espacio del p-ciibit. A cada estado |¢p) € C? tal que ||v]| = 1

se le llamara estado del p-ctbit o simplemente p-cabit.

Observacion 1.52. En el contexto del resultado anterior, la Proposicién [1.41] nos da también
una aplicacién lineal que transforma elementos de la base canénica del producto tensorial en
elementos de la base canoénica del espacio de dimensién producto. Empezando por (C?)®?, se
tiene que el espacio es isomorfo a C? y la base canénica se relaciona con la del producto tensorial

por la siguiente transformacion:
K)o = |no 42 - n1)y = [nona) , no,m1 € {0,1}.

Supongamos ahora que (C2)®P~1 =~ C2""" se tiene que k)p_1 = ‘Z?;g nj2j> = |ng...np—2),
veamos si se verifica para (C?)®P. Por la Proposicién con N = C2"" y M = C2 se tiene
que C?¥ @CrxC” vy que la base canénica de este dltimo se relaciona con la del producto

tensorial mediante la siguiente transformacion:

p—2 p—1
[k ®@np-1) = ’k>p = ‘2p_1”p—1 + k> = ”p—lzp_l + an2j> - Z”j2j> )
7=0

j=0

ademas, |k ® ny—1) = [ng @ np—2 ®np_1) = |ng...np_1), por tanto se tiene que en general:

p—1
‘k:>p = z(:)nj2j> = |n0 .. .np,1> , 1y S {0, 1}
j=

. L1 . . ., . g
Cuando trabajemos en un p-ctbit se usara la representacién en el espacio C** y, aunque se
emplee la notacion del producto tensorial |ng...n,—1), se estara haciendo referencia a un vector

del espacio de dimension 2P.

133 . . P . L, .
Notacion 1.53. Sea un p-ciibit C?", usaremos dos notaciones para su base canénica o compu-

tacional:

= Notacién binaria: {|non1 ... 1p-1)}n;ef0,1}-

= Notacién decimal: {|k), ip:_ol.
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Para las cuales se tiene la siguiente correspondencia:
p—1
k), = anzﬂ> = |ng...np_1). (1.37)

Usaremos ambas en funcion de cual sea la mas conveniente.

Observacion 1.54. Consideremos un estado arbitrario |¢)) = Zi;é oy, |k:>p € C?, para que sea
un p-cubit, por la Definicion debe verificar que:

p—1
o] =1e > ol =1,
k=0

Definicién 1.55. Sea un p-cubit |¢) € C?", se dice que es un estado producto si se puede

expresar como producto tensorial de p 1-ctbits, es decir, 3 {|tbo), ..., |[tp—1)} € C? tales que:
p—1
) = |¥1) @ @ [hp-1) = (X) [¥k) - (1.38)
k=0

Se dira que el p-cubit estd entrelazado cuando no se pueda descomponer de esta forma.

Observacion 1.56. Consideremos un 2-ctibit arbitrario |1) = S 5_, ay |k)y = ag 00) + oy [10) +
ag |01) + a3 |11) = apo|00) + a1p|10) + ap1 |01) 4+ ;1 ]11), supongamos que existen [¢g) =
ag |0) +bo 1), [¥1) = a1 |0) + by |1) € C? tales que [¢) = |1)o) ® |tb1), entonces:

Qno ‘OO> —+ a1 |10> + ap1 |01> + a11 |11> = apaq |00> + bgay ’10> + agb1 ‘01> + bob1 |11>
& (ago — apar) [00) + (o — boat) [10) + (o1 — aob1) |01) + (11 — boby) |11) = 0,

como la base computacional es un conjunto linealmente independiente:

app = apai, oo = bpar,

a1 = agby, a11 = bobs.

Se tiene entonces la siguiente condicién necesaria y suficiente para ser estado producto, también

llamada condicién de entrelazamiento:

apot11 = a0a1b0b1 = 10001 - (1.39)

1.3. Puertas y Circuitos Cuanticos

1.3.1. Puertas Loégicas para un Cubit

Ahora estudiaremos cuél es el andlogo cuantico de las puertas logicas clasicas, es decir, como
son las transformaciones que se aplican sobre la unidad minima de informacién. Estas transfor-

maciones, denominadas puertas légicas cuanticas, estan descritas por operadores lineales en
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el espacio de Hilbert C? y, ademas, deben de preservar la norma, para que el estado resultante
siga siendo un cuabit. Por la Proposicion [I.28] sabemos que los operadores que conservan la norma

son los unitarios.

Definicién 1.57. Se define una puerta légica para un ctbit como un operador unitario en
el espacio de Hilbert C2, es decir, un operador cuya matriz asociada U € Mayo(C) verifica que
UlU =UUT = L.

Ejemplo 1.58. Veamos ahora algunas de las puertas logicas para un ctbit mas importantes y

como es su comportamiento en la esfera de Bloch:

= Matrices de Pauli: como vimos la Definicion [1.34] las matrices de Pauli son operadores

unitarios. En el contexto de puertas logicas se emplea una nomenclatura distinta:

01
1. Puerta X= o, = |0) (1] 4+ |1) (0] = <1 O>' Sea |¢) = (6, ¢) un estado del cubit

arbitrario, esta puerta actta de la siguiente forma:

Figura 1.2: Simbolo para la puerta X.

En la esfera de Bloch, esta transformacion se corresponde con un giro del vector de

180° respecto al eje X:

cos(¢) sin(#) . cos(—¢) sin(m — 0) cos(¢) sin(0)
sin(¢) sin(f) | — | sin(—¢)sin(r — 0) | = | —sin(¢) sin(6)
cos(0) cos(m —0) —cos(0)
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2=10)

Figura 1.3: Aplicacion de la puerta X en el estado |¢) = (7, 7), que pasa a X [¢) = (%’r, -1)

0 —i
2. Puerta Y=o, = —i|0) (1|+:¢|1) (0] = ( OZ> . Sea [1) = (6, ¢) un estado del cubit
i

arbitrario, puerta acttia de la siguiente forma:

Y [¢) = Y(cos,(z) |0) 4 ™ sin<§) 1))

~(¢ ) L) = (o) = (i)

Figura 1.4: Simbolo para la puerta Y.

En la esfera de Bloch, esta transformaciéon se corresponde con un giro del vector de

180° respecto al eje Y

cos(¢) sin(0) y cos(m — ¢) sin(m — 0) — cos(¢) sin(6)
sin(¢) sin(f) | — | sin(mr — ¢)sin(mr —0) | = | sin(¢)sin(d)
cos(0) cos(m —0) —cos(0)
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Figura 1.5: Aplicacion de la puerta Y en el estado [¢) = (7, 7), que pasa a Y [¢) = (%’r, ?jT”)

1 0
3. Puerta Z= o, = (0) (0| — |1) (1] = 0 1). Sea [1) = (6, ¢) un estado del cubit

arbitrario, esta puerta actua de la siguiente forma:

Z ) = Z(cos<g) 0) + ¢ sm(z> 1))

Il
Y
[
=)

—
~
Y
m@
e
® O
@ ;
—~
PR
SN—
SN—
Il
|
o
&g
E —
BN TS
— —
[CIEN
SN—
~
Il

)

cos(%)
e @+ sin (

NI

Figura 1.6: Simbolo para la puerta Z.

En la esfera de Bloch, esta transformacién se corresponde con un giro del vector de

180° respecto al eje Z:

cos(¢) sin(0) ; cos(¢ + ) sin(0) —cos(¢) sin(6)
sin(¢)sin(@) | — | sin(¢ + 7)sin(f) | = | —sin(¢) sin(6)
cos(0) cos(6) cos(0)
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z=0)

Figura 1.7: Aplicacién de la puerta Z en el estado 1) = (Z, %), que pasa a Z [¢) = (%, 2F).

V2 v2\1 _1
superposicion al cubit, por ejemplo, si este empieza en el estado |0) se tiene que H |0) =
Z5(10) + 1)) = |+).

1 1
» Puerta Hadamard: H := L (0, +0.) = L ( ) Su mayor utilidad es poner en

Figura 1.8: Simbolo para la puerta H.

. w0
» Factor de fase: M(y) := €"%(|0) (0] 4+ |1) (1]) = (60 i¢>' Anade una fase global al
e

cibit, no altera su estado fisico.

— M(p) —

Figura 1.9: Simbolo para la puerta de factor de fase .

, 1 0
» Desplazamiento de fase: P(y) := |0) (0]+€"?|1) (1| = (0 iw)’ Anade una fase parcial
e

al cubit, alterando el estado fisico del mismo.

— P(p) —

Figura 1.10: Simbolo para la puerta de desplazamiento de fase ¢.

2 1 0
= Puerta de rotacion parametrizada: RTj := P(3}) = |0) (0| telw 1) (1] = (O 12”>
e 27
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Es un caso particular de la puerta de desplazamiento de fase, tiene relevancia en el algoritmo

de la transformada de Fourier cuantica (QFT).

—{ RTj |—

Figura 1.11: Simbolo para la puerta de rotaciéon parametrizada.

—isin(0/2)  cos(0/2)
Rota el cubit en torno al eje x en la esfera de Bloch en un angulo 6 € [0, 27].

cos(0/2) sin(6/2)
—sin(0/2) cos(0/2))
Rota el ctbit en torno al eje y en la esfera de Bloch en un dngulo 6 € [0, 27|, sera relevante

» Puerta de rotacion-x: R, (6) := cos(0/2)Ia—isin(0/2)o, = ( cos(0/2)  —i Sin(9/2)>.

» Puerta de rotacion-y: Ry(#) := cos(0/2)I — isin(0/2)o, = (

en el desarrollo del algoritmo HHL.

Observacion 1.59 ([Scherer, 2019, Lemma 2.32). Se tiene que toda puerta unitaria puede ser

representada mediante la selecciéon adecuada de parametros en la siguiente matriz general:

_‘M 0 (=) . 2]
e "2 cos(z) —e' 2z sin(3
U(G,QO,A) = ( en) (2) (2))

1.3.2. Puertas Loégicas para un p-Cibit

Definicién 1.60. Se define una puerta légica para un p-ciibit como un operador unitario en
el espacio de Hilbert C%", es decir, un operador cuya matriz asociada U € Moapxon(C) verifica
que UTU = UUT = I.

Observacion 1.61. Las puertas logicas para un p-cibit mas simples son las que se pueden des-
componer como un producto tensorial de puertas para cibits. Estas puertas tienen operadores
unitarios asociados que se expresan mediante el producto tensorial de unitarios sobre C2, defi-
nidos en [[.40] Ademas, la matriz asociada al producto tensorial se puede obtener mediante el
producto de Kronecker que, en su caso mas general para un par de matrices A € My, xn(C)

y B € Mypyq(C), tiene la siguiente expresion:
CLHB s alnB
A® B := : : € Minpsxng(C). (1.40)
amlB cee amnB
Proposicién 1.62. Sean dos operadores unitarios U € L(C*) y V € L(C?') con matrices

asociadas U € Mapyxor(C) y V € Maaxaa(C), respectivamente. Se tiene que U RV es un operador

. . . p+q
unitario sobre el espacio C*".
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Demostracion. Veamos que la matriz asociada a U ® V es unitaria en Mop+qyop+qa(C):

unV tet U12p+qV
UV = : : € Moptaxorta(C),
U2p+q1‘/ ce U2p+q2p+q‘/
T
u1lV U12p+qV
UeV) = :
U2p+q1‘/ te U2p+q2p+q‘/
u»ﬁvf u§p+q1VT
= : . : =UteVvt
U12P+q‘/T e 'u;p+q2p+q‘/T

Por tanto:

UoWMUWV) =Ue V) (U oV =UU)® (VVT) = I ® Iy = Iy,
UM (UeV)=UTeVHIUV)=UU)® (VIV) = Ip @ Iy = Inw.

En consecuencia, (U ® V)T = (U ® V)™, por lo que U ® V' es una matriz unitaria.

O

Ejemplo 1.63. Veamos algunas matrices que se pueden descomponer en productos tensoriales

y sus matrices asociadas:

p -1 -1
1 (H®-1  geP
®p _ — ®p—1 _ ®2 _
1JJ_4§H_H®H —ﬁJiMA._w4> H®? =

p ®p—1 1
i=1 02p71 _Z®p7 \/272 0

H 0 11 0 O
3. 70 H = 2 =<ﬁ§ﬂﬂ>
0, —H 00 -1 1

Observacion 1.64. Una utilidad interesante de la puerta Hadamard para un p-cubit consiste en

aplicarla a un estado inicial |0)®” se tiene:

2P—1

L1
@zﬁy;mM

) B - 1 ®P_» 1
H 0 = (H]0) = | J5(0) + 1) 7wz

Es decir, se obtiene un estado en superposicion, de forma que todos los elementos de la base
computacional del p-cubit son equiprobables. Este estado de superposicion suele ser el punto de

partida de muchos algoritmos cuénticos.
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Proposicion 1.65. Sea x € {0,1}? y |x) un elemento de la base computacional de un p-cubit,

se tiene que:

op_

—

H®P|z) = ) |2) (1.41)

E\H
kS

z:O

donde © - z = Zf:_g xizi, para un z € {0,1}P arbitrario.

Demostracion. Desarrollemos la expresion de la izquierda en [1.41}

H®P|z) = H |20 ® - ®@ 3p1) = Q) H |z:)

p—1 1 1 2P —1 p—1
=) —=(0) + (=)™ 1)) = == > X)(=1)"* |z;)
=0 2 \/277 z=0 =0
1 2P—1p—1 n—1 1 2P —1p—1
—= = @l = —= > [[-1™ |2
\/27 z=0 1:0 =0 \/2>p z=0 i=0
2P _1 2P—1
1 p— 1
= = Y ()T mE ) = = 3 (<) o).
\/27) 2=0 2p 2=0

Observacion 1.66. Por otro lado, existen puertas logicas sobre p-ciibits que no pueden ser expre-
sadas como productos tensoriales de puertas mas simples, al igual que pasaba con el producto
tensorial de estados y operadores. Este tipo de puertas son de especial interés, pues pueden ser

usadas para obtener estados entrelazados entre cibits.

Ejemplo 1.67. Veamos algunas de estas puertas que no se pueden descomponer:

10 00
0100
1. Puerta CNOTy; :=
00 01
0010
—p—
_"—

Figura 1.12: Simbolo para la puerta CNOT.
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CNOTpy |00) =

o o o =
o O = O

CNOTp, [10) = |10),
CNOTy, [01) = [11),
CNOTy, [11) = |01).

En general, la puerta CNOT;; con 4,5 € {0, ...

= o o O

S = O O
o o o =
o o O =

= |00),

,p— 1} tiene un cubit de control, j, y otro

objetivo, i. Considerando un elemento la base computacional del p-cubit, si el digito de

control es un 1, se cambiara el digito objetivo y si el control es 0, el objetivo se mantendra

en el que estaba.

2. Puerta CCNOTy12 :=

Ig ‘ O6x2

02x6

1
0

—4

—

9_

>

—

————

Figura 1.13: Simbolo para la puerta CCNOT.

CCNOTy12 000
CCNOTy12 010
CCNOTyy2 001
CCNOTy5 |011) = [111),

1000
010
001

)
)

)

)
)
)
)

CCNOTpi2 100
CCNOTy [110
CCNOTy. |101

)
)
)
CCNOTy |111)

1100) ,
1110
1101
011) .

)

)

)
)
)
)

Para un p-ctbit con p > 2, la puerta CCNOTj;;, tiene un cubit objetivo, i, pero en este

caso dos cubits de control, j y k, de forma que solamente si en los controles tenemos 1 se

cambiara el elemento del objetivo. Esta puerta es el analogo cuéntico de la puerta AND

clasica.

3. Puerta SW APy :=

o o o =

O = O O

o O = O

= o o O
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X

Figura 1.14: Simbolo para la puerta SW AP.

SW APy [00) = [00), SW APy [10) = |01),
SW APy |01) = [10), SWAPy [11) = |11).

Para un p-cibit, la puerta SW AP;; intercambia los términos de dos ciibits objetivo i y 7,

esta puerta se puede expresar como una composicion de puertas CNOT"

0 1000
0 0001
1 0010
0 0100
0
1
0
0

> = SWAP;.

CNOT «WCNOTynCNOTy = <

~

OOOH+ OOO+H OOOo+
OO0 HOOO HOOO
OOHO OOHO OHOO
HOOO OO0 OO0

I
N

Van)
J

D D
A\ A\

Figura 1.15: Puerta SW AP en funcion de puertas CNOTsS.

100 O
I 0 010 O
4. Puerta CRTj1 := ) =
02x2 RT; 001 0
000 %

CRTj01]00) = |00y, CRT}o [10) = |10),
CRTj1[01) = (RT;0)) @ [1) = [01),
- 27
CRTyo1 [11) = (RT 1) ® [1) = ¢ [11).
La puerta de rotacién parametrizada controlada, sélo aplica la puerta de rotacién sobre el
cibit objetivo tnicamente si el cabit controlado esta en el estado |1).

—

— RTj |—

Figura 1.16: Simbolo para la puerta CRTj.
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Observacion 1.68. La puerta SW AP no s6lo intercambia los digitos en la base computacional
de dos cubits, si no que también puede intercambiar cuales dos estados arbitrarios haya en
dichos cubits. Por ejemplo, sea un 2-cibit arbitrario descompuesto en funcién de los estadps
[Y) = a0 ]0) + a1 |1) y |¢) = Bo|0) + 51 |1) de forma que el estado del sistema total es 1)) @ |¢),
si aplicamos la puerta SW APy, a dicho estado se tiene que:
SW APy ([¢) @ |6)) = SW APy [(a0[0) + a1 [1)) @ (8o [0) + b1 1))]

= SW APy (0B [00) + a1 80 [10) + coB1 [01) + a1 By |11))

= aof |00) + a1 |01) + aofi [10) + a1f1 [11)

= 500) ® (a0 [0) + 1 1)) + A1 |1) @ (a0 |0) + a1 [1))

= (Bo0) + B1 1)) @ (a0 |0) + a1 [1))

= [¢) ® [¢).

1.3.3. Mediciéon de un Cubit

En un bit clasico, podemos observar directamente su estado (0 o 1) al final de las operaciones
para ver el resultado de un circuito. En un ctibit, por su naturaleza cuantica, el estado resultante
de observarlo tiene una naturaleza probabilistica y se realiza mediante las llamadas puertas de

medicion, que colapsan el ctbit en uno de los dos estados de la base computacional (|0) o |1)).
—=—
Figura 1.17: Simbolo para la puerta de medicién.

Definiciéon 1.69. Sea un p-cubit |¢) = Z}‘e{o 1}r O ‘;>, la puerta de medicién aplicada en

el cubit k devuelve:

= |0) con una probabilidad:

2
P(|0)) = > ozl .
‘76{0,1}?, jk:()
= |1) con una probabilidad:
2
Py = > I

56{071}177 .;kzl

El estado resultante de aplicar esta puerta, habiendo medido |z), x € {0,1}, en el cubit &, es:

DESIpY = : i)

je{0,1}?, ji= - -
]E{ ’ } y Jk=2T JG{OJ}IJ CY]




Capitulo 2

Aplicaciones de la Computaciéon

Cuantica

En esta seccién veremos algunos ejemplos muy conocidos de algoritmos cuénticos, que de-
muestran una mayor eficiencia en procesos de busqueda o introducen algin concepto sobre co-
municaciones cuanticas. Ademaés, estudiaremos un tipo de problemas de gran interés para una
gran variedad de campos, los sistemas lineales. Sus aplicaciones van desde la simulacién de flui-
dos hasta la calibraciéon de modelos financieros, por lo que una implementacién cuéntica, que
mejore su eficiencia y precision, seré de gran interés cuando dispongamos de computadores cuan-
ticos suficientemente sofisticados para ejecutarlos. En concreto, estudiaremos el algoritmo HHL
(Harrow, Hassidim y Lloyd) [Vazquez et al., 2022] para sistemas lineales tridiagonales, como los
que se suelen obtener al resolver la ecuaciéon de Poisson empleando métodos numéricos como

diferencias finitas [Christian Grossmann, 2007].

2.1. Algoritmos Cuanticos Relevantes

En esta seccién estudiaremos varios de los algoritmos cuanticos mas conocidos, algunos por
ser ejemplo de las ventajas a nivel computacional que conlleva la logica cuéantica (Deustch-
Jozsa, |Deutsch and Jozsa, 1992]), por tener algin uso sin analogo clasico (teletransportacion
cuantica, |[Bennett et al., 1993]) o por ser piezas fundamentales en el desarrollo de algoritmos
més complejos (QFT y QPE, [Scherer, 2019, Nielsen and Chuang, 2010]).

37
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2.1.1. Teletransportacion Cuantica

Pongamonos en la situacién de que un emisor, Alice, quiere mandarle un mensaje a un
receptor, Bob. Este mensaje estara codificado en el estado de un cubit de la forma |¢) = «|0) +
B 1), donde la informacién relevante se puede obtener de los coeficientes de los estados de la base
computacional « y 5, que serdn nimeros complejos que verifican |0¢|2 + 15 ]2 = 1. El problema
estd en que si Alice observa su estado cuantico para copiarlo y mandarselo a Bob, este colapsara

en |0) o en [1), perdiendo la informacion del estado.

Alice 01

>
bits clasicos

estado enviado

clbits entrelazados .
estado recibido

Telamon

Figura 2.1: Esquema del algoritmo de teletransportaciéon cuantica.

El algoritmo de teletrasportacién cuantica |[Bennett et al., 1993| resuelve este problema
usando un sistema externo a ambos interlocutores, llamado Telamdn, que les manda a ambos un
estado entrelazado con el del otro. El término de teletransportacion se usa porque, para mandar el
mensaje, Alice debe ejecutar un circuito cuantico que destruye su estado y le manda a Bob cierta
informacion clésica con la que puede reconstruir el estado original sobre su cubit entrelazado.

|00) + [11) |00) + [11)
=) =)
(a]000) + «|011) + 5 ]100) + 5 [111)).

m;\ﬂ0>_y¢>®< —<a\o>+ml>>®(

S5

2

1
- ‘7T1> =CNOTy ® Iy ’7T0> = ﬁ(a ‘000) + « |011> + B |110> + B ’101>).
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|To) |m1)  |me)  |m3) |74)
| | | | |
[¥) = a|0) + B 1) ——g— AR | Alice’
| | | | |
| | | | |
Fan ! L /7( a ’Tl )
|00>+‘11> \ , : elamon
2

| |

| |

| | |

T T b Za ’B ’
| | X —| |—v—! ob

Figura 2.2: Algoritmo de teletransportacion cuantica.

e
(lo01) — [101))]

[0}

1
7r2:\7r2>:H®IQ®I2‘7r1>:7[ %

V2

B

2 V2
(a]000) 4 [100) + 8 |010) — B[110) + B|001) — B]101)) + o [011) + a [111) .

(|000) + |100)) + (|011) + [111))

+ (|010) —[110)) +

Sl

N

mg = Alice realiza la medicion de su cubit y la almacena en la variable clasica a € {0, 1},
destruyendo su estado cuantico. De forma anéloga, el Telamdn mide su ctubit y almacena
el resultado en la variable clasica b € {0,1}. Ambas variables son enviadas a Bob en
la tupla (a,b), la cual tiene toda la informaciéon necesaria para recrear el estado
|1b) que originalmente tenia Alice. Bob aplicara una puerta X tnicamente si recibe
b =1, a continuacién, aplicard una puerta Z tnicamente si recibe a = 1. Veamos qué

ocurre para todas posibilidades de la tupla (a, b).

(a=0,b=0): Bobno aplica ninguna puerta.
L(a|000) + g ]001
mg) = 2L IR0 _ ., jo0o) + 5 001) = [00) @ ([0} + 5 1))

Va?/4+ 52/4

’774>B0b = |7T3>Bob =« |0> + 8 ‘1> = |¢> :

(a=1,b=0): Bob aplica una puerta Z.
Lia]100) — 8101
gy = 2000 2 BIO) gy — 51101 = 10y @ (o [0) — B]1)).

Va2 Ji- 4

74) Bob = 2 |73) pop = Z([0) = B]1)) = a|0) + B[1) = [¢)) .
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(a=0,b=1): Bob aplica una puerta X.
2(a|011) + 1010
rg) = AU ION) _ 11y 4 5 j010) = Jo1) & (a 1) + 510)).

Va?/4+ 52/4

7a) Bop = X |73) pop = X ([1) + 510)) = «[0) + B[1) = [¢) .

(a=1,b=1): Bob aplica una puerta X y luego una puerta Z.
La111) — g 110
may = 2L R o 1y — 110y = 11y @ e 1) - 810))

Va?/4+p%/4

[74) pob = 2 X |73) po, = 2 X (a[1) + 5]0))
= Z(a|0) = B|1)) = |0) + B[1) = |¢) .

Como acabamos de comprobar, mediante la informacion clasica enviada por Alice y el Telamdn,
Bob puede recrear exactamente el mismo estado cuantico que originalmente tenia Alice, aplicando

un circuito cuantico al estado entrelazado con el del Telamon.

2.1.2. Algoritmo de Deustch-Jozsa

El problema de Deutsch consiste en encontrar la manera mas eficiente de determinar si
una funcion f : {0,1}" — {0,1} es constante, f(x) = ¢ € {0,1} Vz € {0,1}", o balanceada,
f(z) =0y f(z) = 1 para la mitad de casos de x € {0,1}". Esta eficiencia viene determinada por
el nimero de veces que se debe aplicar la funcién f para determinar si es o no constante. Con
cualquier método clasico, para asegurarnos de que la funcién es de uno de los dos tipos, debemos
aplicarla un minimo de dos veces y hasta un maximo de 2"~ ! + 1 veces, pues si en este tltimo
caso tenemos todos los valores iguales sabremos que es constante, ya que no estarian igualmente
distribuidos.

En 1992, Deutsch y Jozsa [Deutsch and Jozsa, 1992] desarrollaron este problema y un algo-
ritmo cuéntico para resolverlo, con el que se observa un caso claro en el que la computaciéon
cuéntica resulta mucho mas eficiente que la clasica. En este circuito cuantico se emplea una

puerta unitaria denotada por Uy que realiza la siguiente transformacion:

Us(lr) @ y)) = [z) @ [y ® f(x)), = €{0,1}", y € {0, 1}.



2.1. Algoritmos Cuanticos Relevantes 41

|T0) |71) |72) |73)
| | | |
j02m) — Fron r pH e A
' ' Uy I I
| |
y—HuFHy veseH :
| | |

Figura 2.3: Algoritmo de Deutsch-Jozsa.

T ¢ |mo) = |09y ® |1).

mu s m) = (HE" @ H) o) = (57 07)) @ (11 11)) = [Z(00) + 1)) " [~ —=(0) = 1)

%\

2" —1

W [Z 2, @ (10) = 1))].

2" —1
mo: |mo) = Uy |mi) = W[Zr — 1@ f(@))]:
2n—1
Si flz) =0: |mg) = 2n+1 [Z |z) >)]-
2n—1 2n—1
7@ =1 ) = o[ 1 (1) = 0] = = [ 3 ledm 0 - )]
1 I e 1 &, e (J0) — |1))
2} = W[g—mﬂ ), ® (10) = [1)] = ﬁn[; (1) a), | ==
1 - f(=x)
. Xn Rn|_ — _ x T _
my ¢ |ms) = (H" @ o) |ma) = H [@320( D), [@1-)
2n—1
\/27 Z DO HE ), @ ]-).
1 2n—1
Por [I.65] se tiene que H®" |z) = \/27 Z 1)¥#|z),, , por tanto:.
2" —1 f( 1 2" —1 2n—-12"—-1 f()
x xz x)+x-2
) = @Z @Z 12), ® |- 2232% ), ® ) -

Omitiendo el término del altimo registro, correspondiente al estado |—), consideremos la proba-
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bilidad de medir [0®™) en el estado final |r3):

2" —1

1 T
o Z (1)@

=0

Veamos que ocurre cuando la funcién es constante o balanceada:

-Constante:

21 on—1 . |2
P ‘Z Zx:O 1

2n

- ‘(—1)0

‘ 22" 1

~|¢-v

on

-Balanceada:

2" — l
P(z |Z =0.

. 2
ZQ( 1)_1q 1 _ 1)
2n

|22<" H_ 11+Z2<" D 1

Por tanto, tras aplicar el circuito, si la funcién es constante, en los n primeros cubits se mediréa
el estado [0®") y, si la funcion es balanceada, este resultado no podré salir. Por tanto, podemos
determinar qué tipo de funcién es simplemente con una tnica ejecucion del circuito y, en conse-
cuencia, con una tnica aplicaciéon de la funcién f, en comparaciéon con las 27~ 4 1 ejecuciones

méximas que puede requerir asegurarlo en el caso clésico.

2.1.3. Transformada de Fourier Cuantica

La transformada de Fourier Cuantica (QFT) [Nielsen and Chuang, 2010, [Scherer, 2019]
es una implementacion de la transformada de Fourier discreta en la computacién cuantica. Es una
parte fundamental de muchos algoritmos cuénticos, como el de estimacion de fase, el algoritmo
de Shor o el HHL. Para estudiar este algoritmo tomaremos un enfoque constructivo, partiendo

de la definiciéon de la transformada cuantica de Fourier hasta deducir la forma del circuito.

Definicion 2.1 (DFT y QFT). La transformada de Fourier discreta en un operador lineal

sobre CV de la forma:

DFT: CcN — N

donde:

ziwh (2.1)



2.1. Algoritmos Cuanticos Relevantes 43

. ik L
siendo w; = e?™'N . Esto es,

1 N-1 "

2milE
k= —F— xTie N,
Y N JZ(:) J

La transformada de Fourier cuantica (QFT) es el caso particular para los cibits, es decir,

espacios de la forma C% . Empleando la notacién de Dirac, se expresa de la siguiente forma:

QFT : c* —c¥
2P—1 2P—1
1X) =Y anln), — V)= > wlk),,
n=0 k=0

donde y; es el mismo que en la expresion para N = 2P.

Observacion 2.2. Un caso particular es aplicar la QFT a la base computacional {|n) » ffz_olz

2P —1
QFT|n), = > urlk),
k=0
w-1 o 2l
_ Jk
=D = 2 b k),
imo V2 j=0
2r—1
1 nk
= = w2p ‘k>p
2 k=0
1 2 k
— 2misy |k 2.2
=Y e, 2.2
k=0
De esta forma, el elemento de matriz del operador en la base computacional es:
= = 1 ‘
iI|QFT |n) = — Wk Gk = — WIS = ——wi
<]|Q | > @kz:(:) 2P<]|> \/27’;0 or Ojk @2?
por tanto, el operador QFT se podra expresar de la siguiente forma:
| P
QFT = —= " > wil|j) (n]
230 §=0
1 1 1 e 1
—1
) 1 wif wih oo Wil
=— |1 wi? w2 w2 | (2.3)
\/opr
1 w%%p_l w%%p_l w%ﬁ_lzp_l
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Proposicién 2.3. El operador lineal QFT descrito en[2.1] es unitario.

Demostracion. Considerando la Proposicion dado [¢) = Z2P Loy, k), veamos que QFT

conserva la norma:

|QFT4) = f Z Z Z agwhi |5) (nlk)

por tanto:

IQFTY|* = (QFTY|QFTY)

2P—12P—12P—12P—1
* lik
E E E E o Wap akw2p< 17)
=0 k=0 =0 [=0
2P—12P—12P—1
§ : } : E : lg*
j=0 k=0 [=0
2P—12P—12P—1

— 2% azkake—%rilj/%’e%rikj/%’
j=0 k=0 [=0
1 2P—12P—-1 2P—1
* . 1
== afar, 3 [exp(2mi(k — 1)/27)),
k=0 =0 7=0

si k=1, exp[2mi(k — 1)/2P)’ =1. Por otro lado, si k # I:

2r—1

> lexp(2mi(k — 1)/2P)) =0,

§=0
pues, si consideramos los términos [exp(2mi(k —1)/2P))’ como vectores en el plano complejo, se
puede comprobar que en la suma anterior aparecen todos los vectores equidistantes en un angulo
(k —1)/2P, hasta completar una vuelta entera de 27 radianes. En concreto, al ser un nimero par
de vectores (2P) equidistantes respecto al dngulo, se tendra que, en la suma, siempre estara el
opuesto de todo término. De esta forma, la suma total serd nula. En consecuencia:

2P—12P—1

IQFTY|* = o LSS ajagdn
k=0 [=0
2P —1

=% Z agpag

= [91* = 1QFTY| = [|¥].
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Ejemplo 2.4. Veamos el caso particular para un tinico cubit, p = 1, entonces ng = 2™

€™ por tanto, el operador queda como:

QFT = w [5) (

3\
H (..DMH

1) (o

L I
Vel -1

Como hemos podido comprobar, para el caso de un tnico cubit, el operador unitario del QFT

AL
“BIL

%\

coincide con la puerta de Hadamard. Veamos cémo se ven afectados los elementos de la base

computacional:

QFT|0) = H[0) = —=(0) + [1)) = [+),

._.S‘._\
[\)

QFT[1) = H0) = ﬁ(l()) ) =1-)-

La QFT realiza un cambio de base de la base computacional {|0),|1)} a una base transformada

{|4+),|—)}, veamos como se observa esto en un cubit 1)) = «|0) + §]1) arbitrario:
QFT [¢) = aQFT0) + BQFT 1) = a[+) + B|-) .

Observacion 2.5. Para poder construir un circuito cuéntico general que realice la transformacion
descrita por el QFT, es conveniente expresarla en funciéon de puertas logicas més simples e
implementables de forma directa en un ordenador cuéntico. Sea In), = |no...np—1) un estado
de la base computacional del p-ctbit, de forma que n =Y 1~ 0 nZT, empleando la expresion

2P—1

QFT |n), 25y k),
-5

usando la notacion binaria también para |k), = [ko...kp—1) con k = Z? (1) k27

QFT|n>p:12p Z exp(—.nZk: 23)|k‘0 —1)

ke{o,1}p 3=0
1 L om
= ? Z exXp (Z 2777/](3]2‘]) |k0 kp_1>
Ee{0,1}» J=0
1 L
= 75 Z H exp<2( ])nk])|kg kp—1)
ke{o,1}» 7=0
p—1
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1 IS 2w 2ri
= — exp| ———=n0)0) +exp ( ———=nl)[1)
\/27)3':0' (2(19 ) ) (2(p 7) ) }
5 Q[0+ n (225
= — |0) + exp n)|1)
V2P ot 2(p—7)
1 @ o7 pzl }
= — |0) + exp(_. n,-2z> ]1)]
\V2r had| 2(p—7) par
v j=ot iz 2
1S le
= — )+ | | exp <2m l) |1) ] . (2.4)
V2r =l 2p—i—

Notese que en el denominador de la exponencial aparece un término 2P~*~7 y el numerador
es 2mi o 0 dependiendo del valor del cubit n; € {0,1}. Entonces, si p —i — j < 0 se tiene que
exp(2m’m /2P~ ) = 1, por tanto, podremos reducir los valores de i a aquellos que verifiquen la

desigualdad i <p—j — 1:

QFT |n), = 12p 1(§) [|0) +p;f[0_j exp <27r12(pT_L]_)> |1>]
0) -+ TT223 exp (2 )10 | 100+ T3 ex (2 ) 1)
\/5 & \/i -

|
[‘0 T OeXI\)/EQmQ(Q 1)>!1>] . {!0) +exp\(/2§7ri’§°>1>] 25)

Ahora, buscaremos una forma de expresar cada término de esta tultima expresion en funciéon de

puertas logicas conocidas. En concreto, nos centraremos en dos de ellas, la Hadamard y la de

rotacién controlada:

1) La puerta Hadamard, aplicada sobre los elementos de la base computacional |z), x € {0,1}

de un cubit, puede expresarse de la siguiente manera:

Lo 0+ (-1 _ 10+ e (21i3)IL
V2 V2 V2
2) La puerta de rotacion controlada, CR1j j; = CR]’Z(j’i), para |zoz1), con z;, z; € {0,1},
(2.7)

verifica:

Xy
CRTy i [0x;) = |0z;), CRT}ji [12;) = exp (2m2%) ;). (2.8)
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Denotemos por f3; cada término de de forma que:

p—l-j
Bi=10y+ ] exp<2m2(p — Z)>|1> (2.9)

=0

Veamos como descomponer el producto de forma escalonada en estas puertas:

Bi |@(H |no)) = (Igp-1 @ H)

0
p—2
N 9p—1 ( 0 ﬁj) ® ﬂ
®)

\/21)—_1 <® 5;’) ® |no)
=0

Como hemos podido comprobar, el tltimo término del producto tensorial se corresponde con
aplicar una puerta Hadamard al altimo cubit. Para simplificar la notacién, omitiremos la puerta

(Iyp—1 ® H) y veremos que ocurre con los términos restantes:

(gwa[m+noffmw”m”®m>

UO> + exp(2mi’ Jexp (2mi%8) |1) |
V2

0 >
_ 1 (g @) . [10m0) - exp (2 exp (2mi ) [1o) |
)

® [no)

V2

®7[CRT(” 272 0ng)

V2

- s (@) olonry D renluiN) o, |

1 o~ 1 (p—1,p—2) nl
= Bj |®@—= [C’RT2 ’ (|0ng) + exp(2m?) |1ng) )}

= ;4( ﬁJ®PM¥Lp%HW»®mﬁ
7=0

p—3
N <® 5]')@ Inmo>]- (2.10)
7=0

— [CRT 7" (I @ H @ 1))
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()]

Se tiene entonces que:

QFT|n), = (Iyp-+ ® H) [CRTY """ (Ipp2 © H® I)]

Sea m > 0 el parametro de induccién, hagamos la siguiente hipotesis:

p—1—m
N0 m( ® ﬁj>®|nm1 no)

m+1
H CRTZ(P-H—Z,Z)—m—l)] .(]2<p_1_m) R H® [2m)
1=2

1 p—1—(m+1)
B . — : T - - , 2.11
e § o] aw

por tenemos que se verifica para m = 1:

(@)

=0

H CRTl(erl l,p2)] .([2p_2 QH® [2>
=2
1 ()
: [\/21)—_2 <®5j>®|n1n0>]- (2.12)
j=0

Supongamos ahora que se verifica para m, veamos si se cumple para m + 1:

1 p—1—(m+1)
m( & @)@inmﬂ 7o)

1 p—1—[(m+1)+1] 1
:2,)_[<m+1)+1}< X 5j>®\/§6p1(m+1)®\nm...no>

=0
[\0> + H (m-+1) exp <27”2[<m+?§+11]> |1>]
= ® NG ®@ [N, . .. no)
1 (m+1) . n;
= ® ﬁ“(mm...no) + E) exp(2m2[(m+1)+1i]>|1nm...no>}
= ® \}5 [|Onm ..ng)

n
+ exp 27mmz(1)+1]) ...exp <2m'272n>exp (2m'(”;+1)> 1ng, . . . no>}
- ®

. no N,
[exp (2%@2[(m+1)+1]) ...€xp (2%122> |0nyy, - .. o)

E\H
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+ exp <27ri2[(7n?-2)—i-1]> ...€xXp <27ri7;2>exp (2m(2+1)> |17, . . . o) }

+ CRTP e o mtl)) o ppprtmme it ) o <2m'”<”;“)) 1720 ... n0>}

(m+1)+1
_ (p—1,p—1—(m+1)) (p—1-mp—1—(m+1)) 1
= @CRT ] ...CRT} 7 [10m . 0)
+ exp (2m’n(n;+1)> |17y, . .. 10) }
= ® CRT((p’ll’S’”’ll’(m“)) CRTQ(p,l,m,p,l,(mH))
et T)s e
[|0> + exp <2m’n<”§“>> 1) }
7 ® | .- n0>]
= ® CRT((yI;;ll,;o;llf(m+1)) . CRTQ(pflfm,pflf(erl)) [(H 1)) ® |1 .. 'n0>]
(m+1)+1

= ® H CRTl(erlil’pili(erl))(12p717(m+1) @ H ® Iymi1)) [mt17m - - - 1o)
=2
(m+1)+1
— H CRTI(P-H—Z,p—l—(m—i-l))(I2p_1_(m+1) ®Q H® 12(m+1))
=2

1 p—1—[(m+1)+1]
. [2})[(m+1)+11< ® Bj)®’nm+1nm...n0>]’

Jj=0

que es facil comprobar que coincide con la hipotesis 2.11] para m + 1. Tomando s = p — 1 — m:

QFT|n),=QFT Ing...np-1)
p—1 /p—s l
= [H (H CRTl(p+1_ ’s)) (Igs RH® I2(p—1—s))] |np,1 ce 7”L0> > (213)
s=0 \1=2

y haciendo un cambio de indices de la forma s <> (p — 1 — s), que se corresponde con la imagen

especular del circuito, obtenemos la siguiente expresion:

p—1 /m+1
QFT [np—1...ng) = [H (H CRT}“l‘l’p‘l‘m)) (12<p_1_m> ®H® Izm)] 0. .. np_1) -

m=0 \ [=2
(2.14)

Ademas, por la Definicion 2.1}

125
QFT |7’L0 ce np_1> = ( H SWAPZ,(plZ)) QFT |7’Lp_1 ce n0> 5 (215)
1=0
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entonces:

22
2
QFT \n>p = ( H SWAPi,(p—l—i)) QFT \np_l e .n[))

=0

L%J p—1 /m+1
= ( H SWAR,(p—l—i)) [H (H CR]“:Z(erll,plm)) <_[2(p7177n) R H® IQm) |n0 .. .’I’Lp,1> .
1=0 m=0 \ [=2
(2.16)

Finalmente, en esta expresion aparecen, de forma explicita, Gnicamente puertas H, CRT y
SW AP. Ademas, por construccion, esta garantizado que se corresponde con el unitario asociado
ala QFT. Por tanto, nos permite construir un circuito cuantico que realice la transformacion

de la QF'T de forma exacta, empleando puertas aplicables en ordenadores cuénticos reales.

|zo)

lz1)

|z2)

lzp—3)
|zp—2)

ey e e e e ] s

Ml
L

RT, —| RT,_s |_| RT, 5 |_| RT, l_

Figura 2.4: Algoritmo QFT.

2.1.4. Algoritmo de Estimacion de Fase

El llamado algoritmo de estimacion de fase [Nielsen and Chuang, 2010l [Scherer, 2019]
o QPE por sus siglas en inglés ("Quantum Phase Estimation") es el paso siguiente a la QFT.
Dado un operador unitario U arbitrario, el algoritmo QQPFE estima el valor de la fase § de un

autovalor de U, de la forma U |¢) = €27 |¢)), con |¢) el autoestado asociado al autovalor ¢279.



2.1. Algoritmos Cuanticos Relevantes 51

Como U es unitario y [¢) es un estado del cubit, los autovalores del operador deben tener norma

igual a 1, para preservar la norma del autoestado.

Veamos la forma del circuito:

[mo)  |m1) |72) IT3)  |ma)
| | | | |
o) HmH :
| | | | |
| | | | |
0 +{rH I |2:0)
| | | | |
A | QFTT| | |
| | | | |
g 1
| | | | |
0) —+{H ] ;
| | | | |
| | | | |
V) T et e Ut | |
Figura 2.5: Algoritmo QPFE.
m : |m) = [0)¥F @ [o) .
ms ) = B9 @ ) = (HS 0% © 10) = —=(10) + 1) @ |v).
t—1
m ¢ ) = Hcm(g Sl = = @0+ (e v o)
7=0
1 t—1 - t—1 _
_ ﬁ@['m ¢1270% |1>}® ) = Z (z’ZwHZkﬂJ)\ko k1) @ )
Jj=0 k: 7=0
1 = 20k
=—= ) k), @)).
2t—1
M [m) = QFT! @ o |m) = QFT (= 3 e i), ) 1)
k=0
1 S i2mk i = ei2m0k —i2n kL
- (?Ze QFT! ), )e i) = (= PPN — D, )@ )
2t—12t—-1 2t—12t—1
<2tzz i2mk(0—5) 1), >®W (2tZZ€2 (62t—1) \l >®W>-
k=0 [=0 =0 k=0

74 : Calculemos las probabilidades de medir cada valor de [, con I =0, ...,21:
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2
2t—1 2t—12¢—1
_ 1 ik (02t-1)| 1285 (62 —1) i 2 (02—
P=gm| ) e 2.0 ¢
L= 92t 22t
k=0 m=0 k=0
2t—12—1
I i2E 02" ~1) (k—m).
22t
m=0 k=0

como P; € R, sé6lo sumaréan los términos en los que k = m 6 | = 2'9. Por tanto, el estado

‘2t0> sera el mas probable, en el caso de que 26 sea entero, con probabilidad:
2.2t 1

T g

2t 1

Piyorg = 2% = o

P_gtg =

En consecuencia, si 20 es entero, el estado ‘l = 2t0> tendréa el doble de probabilidad que
cualquier otro. Para obtener la fase, bastara despejar 6 = [/ 2t Ademaés, se tiene que si
26 no es entero, el entero mas proximo a este valor también tendra mayor probabilidad

que el resto.

2.2. Resoluciéon de Sistemas Lineales. Algoritmo HHL

La resolucion de ecuaciones lineales juega un papel importante en una gran variedad de
problemas, por ejemplo, en la simulacion de fluidos [Christian Grossmann, 2007]. Existen mul-
tiples métodos clésicos para su resolucién, como la eliminaciéon Gaussiana, factorizacion QR
|Golub and Van Loan, 2013] o el método del gradiente-conjugado [Hestenes and Stiefel, 1952].
El algoritmo cuantico HHL [Vazquez et al., 2022|, disenado para matrices tridiagonales disper-

sas, presenta una mejora en cuanto al orden, por lo que su estudio es de gran interés.

Definicién 2.6. Se dice que una matriz A = (a;;) € Myxn(R) es tridiagonal si:
aij#0:|i—j| <1,

es decir, la matriz tiene todos sus elementos nulos salvo, quizé, en la diagonal principal y en las
primeras subdiagonales. Ademas, sean x,b € RY dos vectores, el sistema A-x = b se denomina

sistema tridiagonal.

Consideremos una matriz hermitica A € My« n(R) tridiagonal, con N = 2™ y n; € N; sea
un vector b € R2" que podremos asumir normalizado, es decir, |Ib|| = 1. Podemos considerar
entonces b como un estado ny-cabit en el espacio de Hilbert C2", escribiéndolo en la notacion
de Dirac como |b). De esta forma, el sistema lineal tridiagonal A - x = b se puede representar

por:

Alz) = |b),
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siendo |z) un estado del my-ctibit, no necesariamente perteneciente a R2". Por tanto, queremos
un algoritmo que obtenga un estado |z), que tendra las propiedades necesarias para deducir el

vector x, para ello, deberemos obtener un circuito que realice la transformacion |z) = A~ |b).

b—1
Sean {|uj> ! los autovectores de la matriz A con sus respectivos autovalores {); }2 ,

consideremos la descomposmlon espectral de A:

2"b—1

A= Z Aj lug) (ujl

se tiene entonces que la inversa de la matriz se puede expresar de la siguiente forma:

2" —1

Z )\ 1|UJ ) (ujl -

Si consideramos el estado |b) en funciéon de la base anterior de autoestados, podemos expresar el

estado objetivo como sigue:

@) = A7 [b)

(5 o) ()

2™ —1

= Z A7 Jug) - (2.17)

Si se tiene que Z |b /A ? = 1, entonces la expresion sera el estado unitario que se

busca.

El algoritmo HHL (Harrow, Hassidim y Lloyd) se puede resumir en los siguientes pasos,

que desarrollaremos mas adelante:

(1) Inicializar el estado |b) en un ny-cibit.

(2) Anadir un n-cubit, con n; € N, y aplicar el QPE con el operador unitario U = At

siendo t € R, t > 0, que puede expresarse en funcién de los autoestados de A:

2mb—1 2mb—1
et = Z Mt‘“ﬁ ) (uj] = Z e ar ‘UJ (uyl -
§=0

El estado resultante es de la forma:

2"b —

Z @‘w ® [z,

donde \j = 2"\ t /2.

(3) Anadir un cubit ancilla y aplicar la rotacion condicionada sobre |>‘j>nz’ obteniendo:
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omb 1
C? o
Zﬁ]‘)‘> ® [ug),, ( 1_5\7?‘(» S\J‘1>>7
siendo C € C una constante de normalizacion.

(4) Aplicar la QPE inversa, obteniendo:

2"b—1
C? C

7 J

(5) Medir el cubit ancilla en la base computacional, si se mide |1), el estado del resto

2"b—1

1 B:C

(o) 3 e i
CsPicl ) A

de registros seré:

si el resultado es |0), se debe repetir el proceso desde el principio.

Se puede verificar que el estado del n,-ciibit en una ejecucion exitosa del algoritmo verifica la

ecuacion A |z) = |b), salvo por un factor de normalizacion. Para comprobarlo en detalle:

&
Q

( 1 )2"1} 1
A > ),
A TAC C TN =RV

() & s

2 GO |

_ ( !
2 GO

2" —1

D

¢22’“ PO/ ||

como f; es la componente del vector [b) en la base de autoestados {|u;), }, se tiene que

Z?Zbo_l Bj |uj),,, = b) y, por tanto:

2% 1
Bj |UJ |b) .

\/22"” Hador /] 5= % \/Z T IBPICR M|

Suponiendo que si Z2nb Y1Bk?|C12 /| M| = 1, entonces se recupera el estado |b), como queriamos

comprobar.
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|70) 1) [m2)  Ims) |4 ke
| | | | | |
o) +——— S —
| || QPE(e) || | || QPETH (e |
[0%70) — nit [b) - : : : —
| | | | | |
| | | | | |
| | = ! | |
0 1 1 — RT Al 1
0)— , Arr = ,
Figura 2.6: Algoritmo HHL simplificado.
mo ¢ |mo) = [0™) @ [0%™) @ |0) .
w1 ¢ |mp) = Init(|b)) |mo) = }0®n’> ® |b)nb ®|0).
m : |m2) = QPE()[|0°™) @ |b),,, ] ©10).
2mb—1
Expresando [b) en funcién de la base de autoestados de A, |b),, = Z Bj lug),, , se tiene:
j=0
' 2mb—1
[m2) = QPE(™)[[0°") @ D 6 luj),,, |@10)
§=0
2mb—1 .
= Y BQPE(E)[[0%") @ |ug),, ]©10)
j=0
2mb—1

=S 5j[]xj>®yuj>nb}®|0>,
j=0

donde \j = 2"\t /27,
2™b—1

m ¢ [ms) = CRI0 ntinm, 3 Bl|%5) @ [us),, © 10)]
j=0
2"b—1

%) ®lu),, ©10)]

2" —1
< C? C
= AN ) @ u), ® |4 1— =5 0) + =1
> i) e, s

74 @ Se mide el altimo registro, si la lectura es |0) se repite el proceso. Si se mide |1) se tiene
el siguiente estado:

2"b —1
1 C
|7T4> - [ Z 2"b —1 2 2 ZIBjT'
0 ST BPICP IR A

®|1).

5\j> ® |uj),

>
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2™b —1

. 1
5 - |7T5> = QPE_I(elAt)[ Z ,BJT
VIR BPICR NS S

Q

®|1)

5\j> ® [ug),

1 an—l C T
- [ 2"y —1 2 2 2 Z BJT‘O®nZ>®’uJ>nb ®’1>
VI BLICP I A _

2y —1
1 C
——————> B |, [®ID)
VI B PICR/nE N

= [09™) ® |Z) ® [1) .

-l

Este estado |Z) seré el candidato a solucion del sistema A |Z) = |b).

El problema del HHL es que las puertas empleadas en este circuito no existen de forma
directa, de hecho, el método que se use para implementarlas puede afectar considerablemente
a las capacidades computacionales del algoritmo. En [Vazquez et al., 2022] se proponen unos

métodos concretos para realizar cada paso, que mantienen la mejora exponencial del algoritmo

A continuacion, veremos los tres problemas que se abordan y explicaremos brevemente las

soluciones propuestas en [Vazquez et al., 2022]:

1. La inicialicacion del estado |b) en el registro nj-cabit requiere de un subproceso que s6lo
conserva el orden sub-exponencial en algunos casos concretos. Uno de estos es considerar

ny _ 1. . oyt
que el vector b, {b; ?:0 ! se puede describir con una funcion analitica f : [0,1] — R de

forma que:

Figura 2.7: Inicializacion de |b).

La inicializacion del estado |b) se realiza mediante un subcircuito como el de la Figura
donde F' es un operador unitario que debe realizar la siguiente transformaciéon sobre un

(np + 1)-cuabit:

()
Ibl2,

f(xi)
(L[

F(li),, ®10)) := ), @ 10) + (D), @ 1) (2.18)
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siendo ||bl|,, = max {|b;|};. Si consideramos un polinomio de orden k que aproxime los

coeficientes de se puede comprobar que sélo hacen falta puertas de Hadamard y R,
controladas para aproximar F' [Woerner and Egger, 2019].

2. La implementacion del operador unitario U = €', con A € Manyxom (R), en la QPE y
su inversa, para el caso concreto de matrices simétricas de Topelitz, se realiza mediante un

tipo de simulacién de Hamiltonianos llamada trotterizacion, basada en la descomposicién
de Lie-Trotter.

Definicion 2.7. Sea H € My« n(C) una matriz hermitica que de la forma H = Z%zl H,,

y t € RT, se define la formula de Lie-Trotter de segundo orden como:
J 1
Si(t) = [[ ™2 I ™. (2.19)
j=1 j=J

De esta forma, si queremos calcular el operador unitario e**, pueden darse dos situaciones:

» Los operadores H; conmutan, con lo cual:
5 J
e’th — ezzj:() Hjt — HeiHjt-
7=0

» Los operadores H; no conmutan, entonces se tendra que usar la aproximacion de
Lie-Trotter.

Consideremos la siguiente descomposicion de A = Hy + Ho + Hs:

Hy = al,,, (2.20)
0 0
b 0 - 0

Hy=bl,, 1®0,=|: 1 " i |, (2:21)
0 0 0 b
0 0 b 0
0 0
0 0
0 0

Hy = : (2.22)
0 b
b
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se tiene que H; conmuta con Ho y Hj, pero estos dos tltimos no conmutan entre si. Para
realizar la simulaciéon del Hamiltoniano A descompondremos el unitario en dos partes,

U — e’iAt — ei(H1+H2+H3)t iHlte’i(H2+H3)t H2+H3)t

=e . Para el término e emplearemos la

formula de Lie-Trotter aplicando un nimero m de pasos de Trotter:
STt /m) = ( oiHzt/2m iHst/2m jiHst/2m engt/2m) m

<eint/Zmengt/mengt/2m> m

:e—zHgt/2m<61H2t/2mezH3t/m) 61H2t/2m‘

Definimos asi el unitario aproximado tras m pasos de Trotter para un instante ¢:

V(t,m) =TS (t/m)
_ it ,—iHat/2m (engt/2meiH3t/m) mengt/Zm (2.23)
que, por el Teorema 4.3 en [Nielsen and Chuang, 2010], verifica:
lim V(t,m) = 4 = U. (2.24)
m—r0o0
iHqt e’iHQt/2m

Finalmente, como la expresién en puertas cuénticas de los operadores e
engt/m

y
es méas sencilla [Vazquez et al., 2022|, se introducen en el circuito con el orden

especificado en [2.23] para el namero de pasos de Trotter que se quiera usar.

. La rotacién controlada, o inversiéon de autovalores, consiste en encontrar un unitario que

realice la siguiente transformacion:

2%—1 2m-1 2 o
> B\Aj>nl®luj>nb®|0> -y B\Aj>m®uj>nb®< 1‘&2.’0”;.‘”)'
j=0 j=0 v j

En [Vazquez et al., 2022] se propone un método basado en la interpolacion de Chebyshev
a la funcién arcsin(C/x). Su implementacion cuantica se realiza mediante una version

cuantica del esquema de Horner, con puertas CCNOT [Héner et al., 2018| [Knuth, 1962].
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