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Resumen

El trabajo realizado a continuacién se encuadra en el contexto del andlisis de Fourier en
grupos abelianos localmente compactos. Fl objetivo es desarrollar las técnicas algebraicas,
topoldgicas, de teoria de medida y anélisis funcional necesarias para abordar el teorema de

dualidad de Pontryagin en este contexto.

Abstract

The work carried out below falls within the context of Fourier’s analysis into locally
compact Abelian groups. The objective is to develop the algebraic, topological, measure
theory and functional analysis techniques needed to address Pontryagin’s duality theorem

in this context.
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Introduccion

Tras el resultado de [Haar|, |1933] mostrando que todo grupo localmente compacto tiene
una medida no nula regular invariante por traslacién, se desarrollé en los afios inmediata-
mente posteriores una intensa actividad utilizando este resultado, entre la cual destacare-
mos dos aspectos.

Por una parte, se vio que el analisis de Fourier no solo se generalizaba facilmente de R
y la circunferencia S! a todo grupo abeliano localmente compacto, sino que de hecho era
el contexto més natural para ello, como quedé reflejado en la manografia de [Weil, 1940]
exponiendo la teoria desarrollada en esos anos. En palabras de |Cartan and Gudement,
1947): Le but du présent article est d’exposer, avec le mazimum de généralité et le minimum
d’artifices techniques, les principes de ’Analyse harmonique. Pour cela, et comme l'a vu
| Weil, 11940/, il faut poser le probléme en termes de théorie des groupes.

Sin embargo, como senala [Rudin), 1990, en la introduccion de su libro|, a pesar de que
este cuadro tan natural para tratar esta teorfa puede llevar a algunos a pensar que se trata
de generalizar por generalizar, la teorfa de grupos estaba ya oculta en el anélisis de Fourier
"clasico”, y hacerla explicita ha servido, no solo para entender mejor la teoria, sino para
importantes aplicaciones dentro de la misma.

También han surgido importantes aplicaciones fuera del andlisis. Una de las méas des-
tacadas es la tesis de [Tate, [1950] en teoria de ntumeros, que a su vez es el germen del
llamado Programa Langlands, uno de los problemas més ambiciosos y con méas actividad
en las matemaéticas de los ultimos 50 afios.

Por otra parte, uno de los resultados més béasicos y utilizados en mateméticas es el
teorema de clasificacion de grupos abelianos de tipo finito, que expresa todo grupo de
este tipo como producto directo finito de grupos ciclicos. Como resultado de la anterior
teoria, este teorema se puede extender al caso topolégico, dando lugar a un teorema de
clasificacion de los grupos abelianos localmente compactos asombrosamente parecido al de
los grupos abelianos de tipo finito, donde, dejando a un lado la parte discreta, en la parte
continua el grupo localmente compacto R jugaria el papel del grupo ciclico infinito Z, y el

grupo compacto S' el papel de los grupos ciclicos finitos.
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X INTRODUCCION

Este teorema de estructura se deduce del teorema de dualidad de Pontryagin, uno de
los teoremas basicos en esta teoria, que suele demostrarse utilizando teoria de la medida
y analisis funcional en grupos localmente compactos ([Weil, 1940],|Cartan and Gudement,
1947|,|Rudin, 1990],|Deitmar and Echterhoff] 2014], ...). El enunciado es el siguiente:

Teorema 0.1. La aplicacion candnica de un grupo abeliano localmente compacto G en su

bidual G es un isomorfismo de grupos localmente compactos.

Recordemos que el dual G de un grupo localmente compacto G se define como el grupo
de caracteres de G, es decir, el grupo de homomorfismos continuos de G en S!, con la
topologia compacto-abierto. Su demostracion habitual suele hacerse dentro del contexto del
andlisis funcional en grupos localmente compactos, utilizando la transformada de Fourier
para "pasar” del cuadro algebro-topolégico al del anélisis funcional.

Nuestro objetivo en esta memoria es desarrollar todos los aspectos algebraicos, topold-
gicos, de teoria de medida y de anélisis funcional en grupos abelianos localmente compactos
necesarios para entender dicha demostracién. De forma més precisa, tras leer esta memo-
ria se estaria preparado para leer directamente la demostracion del teorema de Pontryagin
[Deitmar and Echterhoffl, |2014} en las secciones 3.4 y 3.5] o por el libro [Rudin|, 1990].

Sin embargo, queremos senalar que, aunque no tan naturales, hay otros caminos para
demostrar el teorema de Pontryagin, que no trataremos en este texto. El principal es hacer
la teorfa en sentido contrario: en vez de deducir el teorema de estructura de los grupos
abelianos localmente compactos a partir del teorema de Pontryagin, se puede obtener este
teorema de estructura por técnicas exclusivamente algebro-topolégicas, y después utilizar
dicho teorema para probar el de Pontryagin. Esta es la via utilizada en [Poitou) 1967].
Queremos también sefalar el libro de [Morris, 1977, donde aunque no se demuestra el teo-
rema completamente, si se demuestra una parte utilizando fundamentalmente argumentos

exclusivamente topolégicos.



Capitulo 1

Topologia Compacto-abiertom

Dado un conjunto y una familia de subconjuntos, es claro que esta familia es siempre

una sub-base de una topologia en dicho conjunto. Asi, podemos definir:

Definicién 1.1. Sean X,Y espacios topologicos y sea Y el conjunto de aplicaciones de
XenY.

(a) Definimos la topologia de la convergencia puntual en YX como la que tiene como

sub-base la familia

PFU)={f: X —Y | f(F) c U}

donde F recorre los subconjuntos finitos de X (equivalentemente los subconjuntos
de un elemento) y U recorre los abiertos de Y. Claramente esta topologia es inde-
pendiente de la topologia de X, y coincide con la topologia pensando YX como el

espacio producto YX (X-copias de Y).

(b) Definimos la topologia compacto-abierto en Y~ como la que tiene como sub-base la
familia,

CK,U)={f: X —Y | f(K)CU}

donde K recorre los subconjuntos compactos de X y U recorre los abiertos de Y.

Esta topologia es obviamente mas fina que la de la convergencia puntual.

!Escogemos esta traducciéon del nombre original (introducido en inglés en "Ralph H. Fox, On topologies
for function spaces, Bull. Amer. Math. Soc. 51 (1945) p. 429-432”) en vez de la méas usual en espaiiol
“topologia compacto-abierta”, o en francés "topologia compacta-abierta”, ya que nos parece la més fiel al

nombre original.



2 CAPITULO 1. TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTO

Proposicién 1.2. Sean X,Y espacios topoldgicos y sea G un subconjunto de Y. Supon-
gamos que la aplicacion
f:Gx X —Y

0(g,z) = g(x)

es continua para alguna topologia en G. Entonces:
(a) Los elementos de G son aplicaciones continuas
(b) La topologia de G contiene a la topologia compacto-abierto.

Demostracion. (a) Si g € G, g es la composicion de X — G x X, © — (g, x) con 6,

que son ambas continuas.

(b) Sea f € G. Consideremos un abierto sub-basico con la topologia compacto-abierto

que contenga a f
C(K,U)={geG|y(K)cCU}

y veamos que existe un abierto W en la topologia de G tal que f € W C C(K,U).

Como 6 es continua, V := (G x K)N#~(U) es abierto de G x K. Como f(K) C U,
{f} x K C V. Por definiciéon de la topologia producto en G x K, V es la union de
abiertos de la forma W; x T; con W; abierto de G y T; abierto de K. Como {f} x K
es compacto, existe un namero finito de W; x T; tales que {f} x K C U (W; x T;),

i
donde podemos suponer que f € W; para todo <. Tomando W la interseccién de este
naimero finito de W;, tenemos que W es abierto de G, f €¢ W, W x K C V. Asi,
O(W x K) C U, es decir, g(K) C U para todo g € W con lo que W C C(K,U).
O

Proposicién 1.3. Sean X e Y espacios topoldgicos y sea G C YX. Supongamos que
(a) G es cerrado en la topologia compacto-abierto.
(b) Para todo x € X, la clausura de {g(x) | g € G} en Y es compacto.

(¢) En la clausura, G, de G en YX para la topologia de la convergencia puntual, la

topologia de la convergencia puntual coincide con la topologia compacto-abierto.
Entonces G es compacto para la topologia compacto-abierto.

Demostracion. Como {g(x) | g € G} es compacto en Y por (b), tenemos que H {9(x) | g € G}
rzeX
es compacto en el producto (teorema de Tychonoff) y asi es compacto en YX para la to-

pologia de la convergencia puntual. Por definiciéon de topologia de convergencia puntual,



cada elemento de G, pensado como elemento del producto Y, tiene az-componente en

{g9(z) | g € G}. Asi, G C H {g9(z) | g € G}. Para la topologia de convergencia puntual,
rzeX

H {g(z) | g € G} es compacto y G un subespacio cerrado, y asi G es también compacto

zeX

para esta topologia. Asi por (c), G es también compacto para la topologia compacto-abierto.

Entonces por (a), G es también compacto en la topologia compacto-abierto. O

Definicion 1.4. Sea X un espacio topolégico y sea Y un espacio métrico. Un conjunto
G C YX de aplicaciones de X en Y es equicontinuo en un punto x € X si para todo € > 0
existe un entorno U de x en X tal que d(g(x),g(y)) < € para todo y € U y para todo
g € G. Se dice que G es equicontinuo si lo es en todo x € X. En particular, los elementos

de G son aplicaciones continuas.
Lema 1.5. Sea X un espacio topoldgico, Y un espacio métrico y G C YX.

(a) Si G es equicontinuo en x € X, entonces su clausura G para la topologia de la

convergencia puntual también es equicontinuo en x.

(b) Si G es equicontinuo, entonces la aplicacion 0 : G x X — Y, 0(g,x) = g(x) es
continua considerando en G la topologia de convergencia puntual. En particular, los

elementos de G son aplicaciones continuas por la 1.2.(a).

Demostracion. (a) Sea h € G. Por definicién de topologia de convergencia puntual, tene-
mos en particular que para todo € > 0 existe g € G tal que d(h(zx), g(x)) < €. De aqui
se deduce inmediatamente el resultado (d(h(x), h(y)) < d(h(z), g(z))+d(g(x), g(y))+

d(g(y), h(y)) < 3e).

(b) Sean (g,z) € G x X, ¢ > 0y U un entorno de = en X tal que d(h(z),h(y)) < €
para todo y € U y para todo h € G. Sea V C G un entorno de g en la topologia
de la convergencia puntual tal que d(g(z),h(z)) < € para todo h € V (nos estamos
centrando solo en el punto x). Entonces V' x U es un abierto de G x X y para todo
(h,y) € V x U, tenemos que d(0(g,z),0(h,y)) = d(g(x),h(y)) < d(g(z),h(x)) +
d(h(z), h(y)) < 2e.

O

Teorema 1.6 (Teorema de Ascoli). Sea X un espacio topoldgico, Y un espacio métrico y

G C YX. Supongamos que
(a) G es cerrado para la topologia compacto-abierto en Y X

(b) Para todo x € X, la clausura de {g(x) | g € G} en'Y es compacto.



4 CAPITULO 1. TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTO

(¢) G es equicontinuo.
Entonces G es compacto en la topologia compacto-abierto.

Demostracion. Se deduce de la proposicion 1.3, donde para verificar la hipotesis (¢) uti-
lizamos el lema 1.5 y la proposicion 1.2 (considerando en esta ultima la topologia de la

convergencia puntual en G). O

Observacion 1.7. Bajo ciertas hipo6tesis adicionales en los espacios topolégicos, el reciproco

del teorema anterior es cierto (teorema de Arzeld).

Lema 1.8. Sean X,Y espacios topolégicos con Y Hausdorff. Entonces YX es Hausdorff

con la topologia compacto-abierto y con la topologia de la convergencia puntual.

Demostracion. Sean f,g € YX, f # g. Sea x € X tal que f(x) # g(x). Sean U,V entornos
abiertos disjuntos de f(z) y g(x), respectivamente. Entonces C({z},U) y C({z},V) (no-
tacion de la definicion 1.1) son entornos abiertos disjuntos de f y g, tanto en la topologia

compacto-abierto como en la topologia de la convergencia puntual. O
Definicion 1.9. Sea I un conjunto. Consideremos en I una relacién < tal que sea

s Reflexiva: a <b.

s Transitiva:a < b, 0<c=a<c.

Se dice que I es un conjunto dirigido si para cualquier par de elementos hay una cota
superior, i.e., si a,b € I, entonces Jdc € I tal que a < cy b < ¢. Una red en un espacio
topolégico X es una aplicacién

z:l — X

donde I es un conjunto dirigido. Por convenio escribimos sus imégenes como x;, ¢ € I en
lugar de z(i). Decimos que una red es convergente a un punto z € X si para todo entorno
U de x existe un ig € I tal que ¢ > ig = =z; € U. Destaquemos que una red puede converger
a mas de un punto. El caso extremo se da para la topologia trivial, en la cual cada red
converge a todo punto. Sin embargo, en espacios Hausdorff ninguna red converge a mas de
un punto. Decimos que (y;) e es una subred de (x;)ier (donde I, J son conjuntos dirigidos)

si y sélo si existe una aplicacion f : J — I que verifica las siguientes propiedades

n jl S]Q —>f(]1) < f(]2>

» Para todo ig € I, existe jo € J tal que f(j) > ip para todo j > jo.

=zf =y



Proposicién 1.10. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X, entonces A coincide con el
conjunto de todos los limites de redes de A. Es decir, x € X estd en A si y solo si existe

una red (z;)icr en A que converge a x.

Demostracion. (=) A es el conjunto de los x € X tales que ANU # () para todo U entorno
de z. Sea x € A y sea U un entorno de z. Entonces, UNA # (). Sea x;y € UN A y sea I el

conjunto de todos los entornos de = con la relacién de orden:

U<U &sU cU

Tenemos que I es dirigido, pues dados U,U’ entornos de x, UNU' c Uy UNU' C
U=U<UNnU,U <UNU’' (siempre hay cota superior). La red (xy)yes converge por
construccion a x (para todo U entorno de z, existe U’ € I tal que si U > U’ = xy € U).
(<) Seax € X yseax; € A, i € I una red convergente a x. Para cualquier U entorno
de z, existe i € I tal que x; € U. Como x; € A = ANU # () para todo entorno de z.
Entonces z € A. O

Proposicion 1.11. Un espacio topoldgico X es compacto si y solo si toda red en X tiene

alguna subred convergente.

Demostracion. (=) Si (y;)icr es una red que no tiene ninguna subred convergente, para
cada xz € X existe un entorno abierto U, de z tal que U, N (v;)i>i, = 0 para algtn i, € I.
Si el recubrimiento {U,},cx de X tuviese algun subrecubrimiento finito, entonces habria
un U, tal que para todo iy € I, existirfa un y; € U, con algtn ¢ > iy, contradiciendo la
eleccién de U,.

(<) Reciprocamente, si U es un recubrimiento abierto de X que no tiene subrecubrimientos
finitos, tomemos I el conjunto de subrecubrimientos finitos de Y. Tenemos que I es un
conjunto dirigido con la inclusién como relacion de orden. Construimos una red (y;);c; en
X tomando para cada ¢ € [ un y; € X que no esté en la uniéon (finita) de abiertos de
U que determinan el indice ¢+ € I. Veamos que no tiene ninguna subred convergente. Es
suficiente demostrar que para todo z € X existe un entorno abierto U de x y un ¢g € I tal
que y; € U Vi > ig. Sea x € X ysea U € U tal que x € U. Sea iy el indice correspondiente
a U (como subrecubrimiento con el inico abierto U de U). Entonces, si i > ig, y; &€ U por
definicién de I y de y;. O

Proposicion 1.12. Sea f: X — Y una aplicacion entre espacios topoldgicos. Entonces,
f es continua si y solo si toda red (z;) en X que converge a x € X cumple que f(x;)

converge a f(x).



6 CAPITULO 1. TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTO

Demostracion. (=) Sea f continua y sea (x;);c; una red en X convergente a z € X.
Tenemos que demostrar que f(z;) — f(z). Sea U un entorno abierto de f(z) en Y.
Como f es continua, V = f~}(U) es un entorno abierto de z en X. Como z; — =, existe
ig € I tal que x; € V para todo i > iy = f(z) € U para todo i > ig.

(<) Supongamos que f satisface la condiciéon de convergencia. Sea A C Y cerradoy B C X
la imagen inversa de A. Tenemos que demostrar que B es cerrado en X. Sea (x;) una red
en B, convergente a * € X. Como f(z;) converge a f(x) € A = A (proposicién 1.10)
=1 € B= f~1(A), luego B es cerrado, por la proposicién 1.10. O

Teorema 1.13. Una red (x) en un producto X = H X, converge a x si para cada a € A,
acA

Ta(z)) — Ta(z) en X,.

Demostracion. Supongamos que m,(zy) — 7a(7) para cada a € A. Sea (m4,) 1 (Uq,) N
. N (ma,) 1 (Us,,) un entorno basico de z en el espacio producto. Entonces para cada

i = 1,...,n tenemos un A; tal que para cualquier A > \;, 7, (z)) € U,,. Entonces, si

elegimos \g mayor que todos los A1, ..., A, tenemos que 7,4, (z)) € Uy, i = 1,...,n, para

todo A > Xg. Se sigue que para A > Ao, x € (((7a,) 1 (Uy,), vy entonces zy — x en el

producto. El reciproco se deduce de la proposicién 1.12. O

El nombre de topologia de convergencia puntual se debe al siguiente resultado:

Proposiciéon 1.14. Sean X e Y espacios topoldgicos. Una red (f;) en YX converge a
f € YX con la topologia de la convergencia puntual si y solo si (fi(x)) converge a f(x) con

la topologia de Y, para todo x € X.

Demostracion. Para cada € X sea 7, : YX — Y la proyeccion z-ésima. Por el teorema
1.13, (f;) converge a f siy solo si para todo = € X, (7,(fi)) converge a m,(f), es decir, si
y solo si para todo x € X, fi(z) converge a f(x). O

Sea X un espacio topologico. C(X) es el conjunto de las funciones continuas de X en
C. Consideramos C con la topologia usual y C(X) con la topologia compacto-abierto (i.e.,

la topologfa inducida como subespacio de CX con la topologia compacto-abierto).

Proposicion 1.15. (a) Una red (f;) en C(X) converge en la topologia compacto-abierto

st y solo si converge uniformemente en todo subconjunto compacto de X.

(b) Si X es localmente compacto, entonces una red (f;) converge en la topologia compacto-

abierto si y solo si converge localmente uniformemente.

(c) Si X es compacto entonces la topologia compacto-abierto de C(X) coincide con la

topologia dada por la norma del supremo.



(d)

Si C(X) estd equipado con la topologia compacto-abierto, entonces cada aplicacion

0z : C(X) — C; f —> f(z), que evalia puntualmente, es continua.

Demostracion. (a) Fijamos € > 0. Sea f; — f una red convergente en la topologia

compacto-abierto y K C X un subconjunto compacto. Para z € Cy r > 0 sea B, (z)
la bola abierta centrada en z y de radio r, y sea T(z) su clausura. Para z € X, sea
U, la imagen reciproca por f de B/3(f(x)). Entonces U, es un entorno abierto de
2y f lleva su clausura, Uy, en la bola cerrada m Como K es compacto,
Jz1,...,xn € K tales que K = Uy, U...UU,,. Como un cerrado en un compacto
es compacto, tenemos que Uif,;Z N K es compacto. Asi, sea L la interseccion de los
conjuntos C(Uy, N K, Bye/3(f(2:))) = L es un entorno abierto de f en la topologfa
compacto-abierto. Por lo tanto, Jjo tal que si j > jo, cada f; € L. Sea j > jo y

x € K, luego existe i tal que z € Uy,. Asi

2¢ €

[fi(x) = f(@)] < |fi(z) — f@i)| + [f(2:) = f(2)] < DY + 3=¢

Luego, la red converge uniformemente en K. Ahora, sea f € C(X) definida como
sigue: si x € X, {z} es compacto y asi (f;) converge en {z} a un elemento de C que

ademas es unico por ser C Hausdorff. Llamémoslo lim f;(z). Definimos entonces

f(z) :=lim fi(x)

Si K es compacto, sabemos que (f;) converge uniformemente a una funciéon g en K.
Pero para cada =z € K, g(x) = lim f;i(x), y asi g‘K = f‘K. Por lo tanto, tenemos
que (f;) converge uniformemente a la funcién f en cualquier compacto. Asi pues, es
suficiente demostrar que si K es un compacto de X y U un abierto de X tal que
f(K) C U, entonces existe ig tal que f;(K) C U para todo i > ig. Como (f;) converge
a f uniformemente en K y f(z) € U para todo x € K, existe iy tal que para todo

x € K se tiene f;(x) € U para todo i > ig. Esto es lo que teniamos que demostrar.

Sea X localmente compacto y sea (f;) un red en C(X) que converge a f € C(X)
en la topologia compacto-abierto. Por (a), (f;) converge uniformemente en los con-
juntos compactos. Como todo z € X posee un entorno compacto, ( fj) converge
uniformemente en un entorno de z dado, luego converge localmente uniformemen-
te. Reciprocamente, supongamos que (f;) converge localmente uniformemente y sea
K C X compacto. Para cada z € K, existe U, entorno abierto de x donde la red
(f;) converge uniformemente. Estos U, forman un recubrimiento abierto de K, luego
K Cc Uy, U...UU,, para ciertos z1,...,z, € K. Como (f;) converge uniformemente

en cada U,,, converge uniformemente en K.



CAPITULO 1. TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTO

(¢) Por (a), si X es compacto, la topologia compacto-abierto y la topologia de la norma
del supremo tienen los mismos conjuntos de redes convergentes, luego tienen los

mismos conjuntos cerrados. Por lo tanto son iguales.

(d) Sea (f;) una red en C(X) convergente a f. Aplicando (a) al conjunto compacto {z},
vemos que d(f;) = fi(z) converge a f(z) = 6,(f). Entonces, por la proposicion 1.12,
la aplicaciéon 6, : C(X) — C es continua.

O



Capitulo 2
Grupos topolégicos

Definicion 2.1. Un grupo topolégico es un grupo G con una topologia tal que las aplica-
ciones

GxG—G GG§—G

(x,y) — 2y = —> x7 !

son continuas. Se deduce facilmente que la aplicacion G x G — G; (z,y) — zy~ ! es

continua.
Ejemplo 2.2. = Todo grupo G es un grupo topoldgico con la topologia discreta.

» El grupo aditivo (R, +) de los nameros reales con la topologia usual de R es un grupo

topolégico.

» El grupo GL(n,R) de matrices n X n no singulares sobre R es un grupo topologico
con la topologia inducida por la topologia usual de R"2, identificando GL(n,R) con
un subconjunto de R™ de la forma usual. En particular, el grupo multiplicativo de
unidades de R, GL(1,R), es un grupo topoldgico con la topologia usual de R. Para
el grupo de matrices recordemos que su producto es una aplicaciéon polinémica en
las entradas de las matrices, luego continua. La aplicacién determinante también es
polinémica, luego la inversiéon de matrices viene dada por apliaciones racionales, ya
que A=Y = |A|7!adj(A), donde adj(A) es la adjunta de A (las entradas de adj(A)

son determinantes de submatrices de A), por lo tanto A — A~! es continua.

= El grupo multiplicativo S' de los ntimeros complejos de médulo 1 con la topologia

usual de C es un grupo topoldgico.

Ejemplo 2.3 (Teoria de Galois). Sea I un conjunto ordenado. Para cada i € I sea X; un

espacio topolégico y para cada ¢ < j, 7,5 € I sea f;; : X; — X; una aplicacién continua.

9
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Supongamos que el conjunto I es dirigido. Llamaremos limite proyectivo de {X;, fi;} al

subespacio topoldgico del espacio topolégico producto

Lim X; = {(z:)i € [ [ Xi | fij(aj) = i Vi < j}

% el

Lema 2.4. Silos espacios X; son Hausdorff compactos no vacios, entonces lim X; también

A
lo es.

Demostracion. Silos X; son HausdorfT, H X; es Hausdorff y asi M X, también lo es. Por
i€l i
otra parte H X, es compacto y, asi, para ver que M X, es compacto es suficiente ver que

el )
es cerrado en HXi' Esto se deduce de que M X, = ﬂ Xij, donde
el i 1<j
Xij = {(m) € [[ X1 fis(x;) = =i}
lel

y los X;; son cerrados en H X por ser HXl Hausdorff, ya que
lel lel

Xy ={x € [[ X1 1 pi(z) = (fij ops)(2)}

lel

siendo p; la proyeccién i-ésima HXZ — X;. Finalmente, si lim X; = 0, como lim X; =
lel 7 )

ﬂ Xij y HXl es compacto, existiria un ntmero finito de cerrados Xj;; cuya interseccion

i<j lel

es vacia. Esto no puede ocurrir ya que si n es un indice mayor que todos los 7, j que aparece

en este conjunto finito (existe por ser I dirigido) y tomamos x,, € X,,, entonces el elemento

(z;) definido por

{ Fin(@n) sii<n
T =

cualquier elemento en otro caso (X; # 0 VI € I)

esté en esta interseccion. O

Si los X; son ademés grupos topoldgicos, entonces es facil ver que H X; también lo es,
i€l
y lan X; es un subgrupo de H X; vy, asi, un grupo topolégico. Llamaremos grupo profinito
i iel
a un grupo topolégico que es limite proyectivo de grupos finitos considerados como gru-
pos topolodgicos con la topologia discreta. Un grupo profinito es, por lo tanto, Hausdorff y

compacto por lo que vimos, y en particular no es discreto salvo que sea finito. Un grupo
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profinito es también totalmente disconexo, es decir, las componentes conexas son los pun-

tos: esto se deduce de que la componente conexa de un punto (z;) € H X, es el producto
el
de las componentes conexas de cada x; en X;, y de que las componentes conexas en X; son

los puntos al ser X; discreto.
Sea entonces E|K una extension algebraica (no necesariamente finita) de Galois. Sea
Gal(E|K) su grupo de Galois, i.e., el grupo de automorfismos de E sobre K. Se tiene
que

Gal(E|K) = M Gal(L|K)

i
donde L recorre las subextensiones de E|K tales que L|K es de Galois finita (y, asi,
Gal(L|K) es finito). Por lo tanto, Gal(E|K) es un grupo profinito. El teorema fundamental
de la teoria de Galois en el caso no necesariamente finito proporciona una biyeccién entre
las subextensiones L de E|K y los subgrupos cerrados de Gal(F|K). Las subextensiones
finitas L|K se corresponden con los subgrupos abiertos de Gal(E|K) (veremos mas adelante
que todo subgrupo abierto es cerrado) y las subextensiones L|K (finitas) de Galois con los
subgrupos (abiertos) normales de Gal(E|K) (Todo esto puede verse en [Bourbaki, 2003,
chapter VJ).

A partir de ahora vamos a suponer que todos los grupos son abelianos.
Proposicion 2.5. Sea U un subconjunto de un grupo topolégico G, a € G. Son equivalentes
(a) U es un entorno de 1.
(b) UL :={g7' € G| gecU} es un entorno de 1.
(c) aU :={ag € G| g€ U} es un entorno de a.

Demostracion. Se sigue de que las apicaciones G — G; g — ag, G — G; g — g1,

son claramente continuas y sus inversas también y, asi, homeomorfismos. O

Lema 2.6. Todo entorno U de 1 en un grupo topoldgico G continene un entorno V de 1
que es simétrico, es decir, V. = V=1, y otro entorno W que verifica W? := {g> € G | g €
W}cU.

Demostracion. Tomese V := U NU~L. Sea Wi x Wy un entorno de (1,1) basico de G x G
(para la topologia producto) contenido en el abierto u~(U), donde 1 : G x G — G es la
multiplicacién, y témese W = Wy N Wh. O

Sea G un grupo topolégico y sea H un subgrupo. Consideramos el grupo cociente

G/H, con la topologia cociente. El homomorfismo canénico p : G — G/H es continuo
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por definicion, pero también es abierto: si U es un abierto de G, p(U) es abierto ya que

p~Yp(U))=UH = U Uh es abierto por ser union de abiertos, y estamos con la topologia

heH
coclente.

Lema 2.7. Sea H la interseccion de todos los entornos de 1 en un grupo topoldgico G. Se

verifica
(a) H es un subgrupo de G.
(b) {1} = H, y en particular H es cerrado.
(¢) G/H es Hausdorff.
(d) G es Hausdorff si y solo si H = {1}.

Demostracion. (a) Sean z,y € H y veamos que xy € H. Supongamos que existe un
entorno U de 1 en G tal que zy € U. Entonces (z,y) € p~'(G — U) donde u :
G x G — G es la multiplicacion. Como p~H(G—U) es cerrado y (1,1) & = (G—-U),
tenemos que existe un entorno V de (1,1) en G x G tal que (z,y) € V, y asi existe
un entorno W de 1 en G tal que x € W o y ¢ W. Esto contradice que z,y € H.

Anélogamente se prueba que si z € H entonces 2~ € H.

(b) x € H & x € U para todo entorno U de 1 en G, que podemos suponer simétrico
por el lema 2.6. Asi, esto es equivalente a que 2~ € U y, por lo tanto, a que 1 € zU
para todo entorno U de 1. Por la proposicién 2.5 esto implica que 1 € V para todo

entorno V' de z, es decir, 2 € {1}.

(c) Por (b) H es cerrado y asi todas las clases aH son cerradas en G, es decir, los puntos
de G/H son cerrados. En particular la diagonal A = {(g,9) € G x G | g € G} de
G x G es cerrada (pues A = d~1({1}) donde d(x,y) = zy™1), es decir, G es Hausdorff.

(d) "Si” se deduce de (¢), y "solo si” de (b).
O

Corolario 2.8. Sea G un grupo topoldgico y sea K un subgrupo de G. Entonces G/K es

Hausdorff si y solo si K es cerrado.
Demostracion. Basta con aplicar el lema 2.7 al grupo G/K. O
Ejemplo 2.9. (a) Todo subgrupo no discreto de (R, +) es denso en R.

(b) Todo subgrupo cerrado propio del grupo (R, +) es un subgrupo discreto de la forma
aZ con a € R
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(¢) Todo cociente Hausdorff de (R, +) distinto de {0} y R es isomorfo y homeomorfo a
St.

Demostracion. (a) Sea G un subgrupo de R no discreto. Como la aplicacion traslacion
para cada elemento g € G, G — G; * — = + ¢ es un homeomorfismo, si G no
es discreto, ningin punto de G es aislado. En particular, para todo ¢ > 0, {0} C
(—6,6)NG.Six € (—€,e)NG, x #0, nx € G para todo n € Z y asi, como podemos
tomar € todo lo pequeno que queramos, vemos que en cualquier intervalo abierto no

vacio de R hay puntos de G.

(b) Por (a), todo subgrupo G cerrado propio de R es discreto. Veamos que es de la forma
aZ. Como ¢ € G = —x € G, tenemos que G = {0} (en cuyo caso tomariamos
a=0)oGN(0,00) # 0. En este caso, sea = € G N (0,00). Tenemos que [0,2] N G
es compacto y discreto, y asi, es finito. Sea a := min{y € [0,2] NG | y # 0}. Como
a € G, aZ C G. Reciprocamente, si g € G, sea ¢ € Z el mayor entero tal que ca < g.
Entonces, g — ca € (0,00), con lo que por la minimalidad de a, g — ca = 0. Asi

g=ca € al.

(c) Vamos a ver que para todo a € (0,00), R/aZ ~ R/Z ~ S' (isomorfismos y ho-
meomorfismos). El primer isomorfismo es £ — %, y el segundo & — 2™ Por el
Corolario 2.8 y (b), obtenemos que todo cociente Hausdorff de R es distinto de {0}
y R es isomorfo y homeomorfo a S!.

O

Proposicion 2.10. Sea G un grupo topoldgico y sea K un subgrupo de G. Entonces la

clausura K de K en G es un subgrupo de G.
Demostracion. Basta con aplicar el lema 2.7 (a), (b) a G/K. O

Proposicion 2.11. Sea G un grupo topoldgico y sea H un subgrupo abierto de G. Entonces

H es cerrado.

Demostracion. Como G es la unién disjunta de clases aH, y cada aH es abierto por serlo
H, H es el complementario de G en la unién de las aH salvo la clase H (i.e., el caso a € H).
Asi H es cerrado. 0

Definicion 2.12. Un grupo topolégico se dice localmente compacto si como espacio topo-

logico es Hausdorff y localmente compacto.

Proposicion 2.13. Sea G un grupo localmente compacto y sea H un subgrupo cerrado.

Entonces G/H es un grupo localmente compacto.
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Demostracion. G/H es Hausdorff por el Corolario 2.8 y es localmente compacto por ser
imagen de un espacio localmente compacto G, por una aplicacion G — G/H, continua y
abierta. O

Definicion 2.14. Sea G un grupo localmente compacto. Un cardcter de G es un homo-
morfismo de grupos continuo
X:G—st

donde S! es el grupo topolégico de ntmeros complejos de médulo 1 (Ejemplo 2.2, ulti-
mo apartado). Denotaremos por G el grupo de caracteres de G, que es un grupo con la
operacion

(X1- A2)(g) = X1(9)Xa(g) (9 € G)

Noétese que el inverso de X es X! definido por X~!(g) = X(g9)~! = X(g) (conjugacion
compleja). Diremos que Gesel grupo dual de G. Consideremos G como el espacio topologico

con la topologia compacto-abierto (Ver capitulo 1).
Proposicion 2.15. Con la topologia compacto-abierto, G es un grupo topoldgico.

Demostracion. Tenemos que demostrar que la aplicacion « : GxG — @; (X,n) — xnt

es continua. Sean (X, n),(X’,n) dos paresy z € G

X (@)™ (2) =X (@) (2)] < | X (@)~ (@) =X (2)n' ™ (@) [+ X (@) (@) =X (2)n' " (2)] =
X (@)~ (2) =0T @) + [0 @) | X (@) = X (@)] = In7 @) =1~ @) + X (@) - X (2)]

ya que X (z),7'~!(x) € S'. Ahora, sea K C G compacto y sea ¢ > 0. Entonces
B (Xn ) ={y€CG:|y—Xn "k <e¢}

es un entorno abierto de Xn~!. Entornos de esta forma forman una base de entornos de
@, por la proposicion 1.15 (¢). La desigualdad anterior muestra que el entorno abierto

By ¢/2(X) X B ¢j2(n) de (X,n) se aplica en Bg (Xn~'), luego « es continua. O
Veamos los ejemplos usuales en el andlisis de Fourier.

Ejemplo 2.16. (a) Si G = Z con la topologia discreta, G ~ S' con la topologia usual
de St

(b) Si G =S! con la topologia usual de S, G ~ 7 con la topologia discreta.

(¢) Si G =R con la topologia usual de R, G ~ R con la topologia usual.
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Demostracion. (a) En primer lugar, tenemos que Z = Homeont(Z,S') = Hom(Z,SY),
ya que la topologia de Z es la discreta y asi todo homomorfismo es continuo. Por lo
tanto, la aplicaciéon

¢:Z=Hom(Z,S") — S!

f—0(f):=fQ)

es claramente biyectiva (¢~!(z) es la aplicacion f tal que f(n) = 2") y, obviamente,
un homomorfismo de grupos (¢(fg) = ¢(f)o(g)), por lo que ¢ es un isomorfismo.

Veamos que ¢ es también un homeomorfismo.

= ¢ es abierta. Como ¢ es biyectiva, conserva uniones e intersecciones y asi es
suficiente ver que lleva un abierto sub-béasico de 7 para la topologia compacto-
abierto, en un abierto de S!. Los abiertos sub-bésicos de 7 son de la forma
C({z1,...,7,},U) donde x1,...,2, € Z, y U es un bierto de S', ya que como

Z es discreto, los compactos son los conjuntos finitos. Como
CH{z1,...,zn}, U)=C{x1}, U)N...NnC{zn},U)

es suficiente demostrar que para todon € Zy todo U abierto de S, ¢(C({n},U))

es abierto en S'. Como v(n) = v(n-1) = v(1)", tenemos que

C({n},U) = {v |7(n) e U} = {7 | v(1)" € U} = C({1},4;,'(V))

donde 1, : S — S! es el homomorfismo 1,(2) = 2" que es continuo, y asi
- 1(U) es abierto. Asi, es suficiente demostrar que para todo abierto U de S!,
#(C({1},U)) es abierto de S*. Pero ¢(C({1},U)) = U y asi el resultado es claro.

= Vamos a ver que ¢ es continua en todo punto v € 7. Tenemos que demostrar
que si U es un entorno abierto de ¢ () = ¢(1) en S!, entonces existe un entorno
abierto V' de v tal que ¢(V) = U. Basta tomar V = C({1},U).

(b) Consideremos el grupo S'. En primer lugar, vamos a demostrar que todo caracter -y
de S! puede expresarse de la forma v(x) = mz, donde m es un entero que caracteriza
el homomorfismo ~. Para probar esto, denotemos por K el nicleo de . Entonces,
como sabemos que todo subgrupo cerrado de S! es finito, K = S! 0 K es un grupo
ciclico finito. Si K = S!, entonces 7 es un caracter trivial y y(z) = 0-z, z € S*. Si
K es un grupo ciclico finito de orden r entonces S'/K es topolégicamente isomorfo
a S'. Adems4s, si p es la aplicacion canénica de S' en S'/K, entonces el isomorfismo

topologico 0 : S'/K — St es tal que Op(z) = rx. Sea a el homomorfismo continuo
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de S' en S! inducido por 7.

Se tiene que a(z) = z, para todo x € S!, 0 a(x) = —z, para todo = € S! (ver
[Morris|, [1977, Exercise Set Seven, 1]). Entonces v(x) = rz o —rz, para cada = € S'.
Por lo tanto, todo caracter v de S! es de la forma v = 7, para algin m € Z, donde
Ym () = ma para todo x € S'. Por supuesto, Vm + ¥n = Yman. Asi, el grupo dual St
de S' es algebraicamente isomorfo a Z, y el isomorfismo es m — 7,,. Siguiendo un

razonamiento similar al del apartado (a), obtenemos que S! es homeomorfo a Z.

Consideremos el grupo R. Vamos a demostrar que todo cardcter v de R se puede

ride 2 € R, donde d es un namero real fijado que

expresar de la forma y(z) = e
define v := 4. Ademas, tenemos que v + V5 = Ya+b- Asi, el grupo dual de R seria
algebraicamente isomorfo a R, bajo el isomorfismo d — ~,4. Para probar esto, sea K
el nucleo de . Si K = R entonces v = 9. S1 K # R, tenemos que K es isomorfo a Z,
por el ejemplo 2.9 (b). Ademas, el grupo cociente R/K es topologicamente isomorfo a
S!. Como en el apartado anterior, solo existen dos posibilidades para el isomorfismo
algebraico inducido R/K — S!; esto da lugar a los casos 7 = Y/a YV = V=1/as
donde a es el elemento minimo de K. Asi, todo y es de la forma 4 para algind € Ry
entonces, R es algebraicamente isomorfo a su grupo dual. De nuevo, podemos probar

que es un homeomorfismo siguiendo el esquema de los apartados anteriores.
O

Teorema 2.17. Sea G un grupo localmente compacto.

(a)
(b)

Si G es compacto, entonces G es discreto.

St G es discreto, entonces G es compacto.

Demostracion. (a) Sea G compacto y sea L el conjunto de todos los n € G tales que

n(G) C {Re(-) > 0}. Como G es compacto, L es un entorno abierto de la unidad en
G. Tenemos que para todo n e é, n(G) es un subgrupo de S'. Sin embargo, el tnico
subgrupo de S! contenido en {Re(-) > 0} es el grupo trivial = L = {1}, luego G es

discreto.



17

(b) Supongamos G discreto. Entonces, G = Hom(G,S!) es un subconjunto del conjunto
de todas las aplicaciones de G en S'. Este conjunto puede identificarse con el producto

H S'. Por el teorema de Tychonoff, el producto anterior es un espacio compacto
aeG R
Hausdorff en la topologia producto y G es un subespacio cerrado, pues al ser G

discreto G es simplemente el subespacio definido por las ecuaciones que hacen que
los elementos sean homomorfismos de grupos. Luego G es compacto.
O

Nuestro objetivo serd desarrollar la teoria necesaria para probar el siguiente teorema
de dualidad:

Teorema 2.18 (Pontryagin). Sea G un grupo localmente compacto. La aplicacion candnica
G—a
es un isomorfismo y un homeomorfismo de grupos localmente compactos.

Como consecuencia de la teria que vamos a desarrollar, veremos que si G es un grupo
localmente compacto, entonces GG también lo es. No obstante, daremos ahora una demos-

tracion simple, deduciendo este resultado del teorema de Ascoli (siguiendo [Morris, |1977]).
Teorema 2.19. Si G es un grupo localmente compacto, entonces G también lo es.

Demostracion. Por el lema 1.8 G es Hausdorff. Como G es localmente compacto, existe
un entorno compacto U de 1 en G. Paracadaa € R, 0 < a < i, consideremos el entorno
abierto de 1 en S*

Voi={e¥" st |te[0,a)U(l—a,1)}

Sea N := {X € G | X(U) C V,}. Asi, por definicion de la topologia compacto-abierto,
N es un entorno abierto de 1 en G. Es suficiente demostrar que la clausura N de N en
G para esta topologia es compacto. Para ello vamos a aplicar el teorema 1.6 a N. La
hipotesis (a) de dicho teorema se verifica trivialmente. La hipotesis (b) se verifica por ser
Y := S! compacto. Finalmente, veamos que se verifica (c), es decir, que N es equicontinuo.
Como la clausura N de N en G para la topologia de la convergencia puntual contiene a
N (por ser menos fina que la topologia compacto-abierto), es suficiente probar que N es
equicontinuo. Por el lema 1.5 (a), es suficiente probar entonces que N es equicontinuo.
Para ello, vamos a demostrar que para todo € > 0 existe un entorno U; de 1 en G tal que
X(g9)X(h)~! € V. para todo X € N y para todo g,h € G tales que g,h € Uy, y g € hlU;
(i.e., gh~! € Uy). Supongamos que no existe tal entorno U; para algin ¢ > 0. Claramente

podemos suponer que € < a (y asi, € < %) Sea entonces, n € N tal que a < ne < %, y sea
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W un entorno de la unidad en G tal que W™ C U. Tal entorno existe por el lema 2.6. Como
W no satisface lo requerido para Uy, tenemos que existen g,h,gh™' € W, X € N tales
que X(gh™1) = X(9)X(h)™! € V.. Sea X(gh™!) = ¥ donde entonces, z > €. Como
X es una aplicacion continua y X(1) = 1 € V., podemos suponer (cambiando g y h si es

necesario) que x < a. Existe entonces m € N tal que m <nya < mx < % Tenemos que
X((gh™)m) = e g v,
Pero g™, k™, (gh~1)™ c W™ Cc W™ C U, y por lo tanto, como X € N, tenemos que
X((gh™)™) € Va

lo cual es una contradiccion. O



Capitulo 3

Medida de Haar en un grupo

abeliano localmente compacto

Definicién 3.1. Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Denotemos por B(X) la o-algebra
de los subconjuntos de Borel de X, es decir, el menor subconjunto de partes de X que con-
tiene a los cerrados y que es estable por uniones numerables y por paso al complementario.

En particular, contiene a todos los abiertos. Una medida reqular p en X serd una funcion
w:B(X) — [0, 00]
verificando:
(a) u(0) =0 (esto se deduce también de (b) y (¢) a continuacion)

(b) u( U Ap) = Z p(Ay,) siempre que {4, }neny C B(X) sea una familia de conjuntos

neN neN
disjuntos.

(¢) u(K) < oo para todo K € B(X) compacto.
(d) Para todo A € B(X), u(A) =inf{u(U) | A C U,U abierto}.

(e) Paratodo A € B(X), pu(A) = sup{u(K) | K C A, K compacto} (Notese que estamos

suponiendo X Hausdorff, y asi si K es compacto, es cerrado y entonces K € B(X)).

Remitimos a [Deitmar and Echterhoff], [2014, Appendix B]| para las propiedades elemen-
tales de estos conceptos. Necesitaremos el siguiente resultado técnico, cuya demostracién
reposa, como es de esperar, en el Teorema de Representacion de Riesz (ver p.e. [Deitmar
and Echterhoff, [2014, Section 1.3]).

19
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Teorema 3.2. Sea G un grupo localmente compacto. Existe una medida regular p no nula
en G que verifica u(A) = p(gA) para todo g € G, A € B(G). Si p1,p2 son dos tales

medidas, existe a € (0,00) tal que py = aus.

Definicion 3.3. Sea G un grupo localmente compacto. Llamamos medida de Haar a

una medida regular no nula en G que verifica la condicién del teorema 3.2 (es decir,
u(A) = p(gA)).

Lema 3.4. Sea p una medida de Haar en un grupo localmente compacto G y sea U un

abierto no vacio de G. Entonces u(U) > 0.

Demostracion. Sea K un compacto de G. Como G = U gU, tenemos que K esta contenido

geG
en una union finita de subconjuntos de la forma gU. Como u(gU) = pu(U), por la definion

3.1 (b), (e) obtenemos que p(U) = 0 implicaria pu = 0. O

Lema 3.5. Sea p una medida de Haar en un grupo localmente compacto G. Sea A C G

un subconjunto de Borel. Entonces:

(a) A7t :={a"1 € G|a € A} es un subconjunto de Borel.

1

Demostracion. (a) La aplicacion G — G, x — 27! es continua (definicién 2.1) y A~!

es la imagen inversa de A por esta aplicacion.

(b) Sea p/(A) := u(A~1). Es facil ver que p’ es una medida de Haar en G, y asi p/ = ap
para algin « € (0,00) por el teorema 3.2. Como G es localmente compacto, existe
un entorno compacto K de 1, y por la definicion 3.1 (¢), @/ (K) < oo, u(K) < oco. Por
el lema 2.6 existe un entorno V de 1 contenido en K que es simétrico, i.e., V=1 = V.
Asi, p(V) = p(V1) = (/ (V) = au(V). Como u(V) < ooy u(V) > 0 por el lema
3.4, obtenemos que a = 1 y asi ' = p.

O

Dos casos que utilizaremos frecuentemente seran cuando G es compacto o discreto. En

estos casos tenemos:
Lema 3.6. Sea G un grupo localmente compacto, p una medida de Haar en G.
(a) G es compacto si y solo si u(G) < oo.

(b) G es discreto si y solo si u({1}) > 0.
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Demostracion. (a) Supongamos que pu(G) < oco. Sea V' un entorno compacto de 1. Sean
91V, ..., g,V disjuntos con n maximal (existe por la definicién 3.1 (b), ya que u(V') >
0 por el lema 3.4 y u(G) < oo por hipotesis). Tenemos que cada g;V es compacto
por traslacién y asi K := g1V U...U g,V es compacto. Por la maximalidad de n,
KnNgK # 0, para todo g € G. Asi existe h € K tal que g -'h € K con lo que
g € KK, Esto es cierto para todo g € G, es decir, tenemos G = KK~'. Como
K K~ es compacto (pues es la imagen del compacto K x K por la aplicacién continua
GxG— G, (z,y) — zy~ 1), G es compacto. El reciproco se sigue de la definiciéon
3.1 (c).

(b) Si G es discreto, {1} es abierto, y u({1}) > 0 por el lema 3.4. Reciprocamente, si
w({1}) = a > 0, u({g}) = a para todo g € G (pues pu(gA) = p(A)). Como G es
localmente compacto, existe un entorno compacto V' de 1. Por la definiciéon 3.1 (b),

si {gn}nen es una sucesion de elementos distintos en V, pu(V) > Zu(gn) = o0,

neN
pero (V) < oo por la definicion 3.1 (¢). Asi V' es finito, y como G es Hausdorff,

podemos separar los puntos de V por abiertos disjuntos, con lo que V es discreto.

En particular, {1} es abierto, y asi G es discreto.
O

Sea G un grupo localmente compacto con una medida de Haar pu, y para todo p con
1 <p < oo, sea LP(G) = LP(u) el espacio de Banach cociente del espacio vectorial de las

funciones medibles f : G — C de norma

1l = </G!f\pdu>p i p < oo

I fllso =inf{a >0]p{g€ G ||f(g)>a}=0}=
= inf{a > 0 | existe A C G de medida nula con |f(g)| < a para todo g € G — A}

finita, por el subespacio de funciones que se anulan fuera de algin conjunto de medida
nula. Sabemos que L?(G) es de hecho un espacio de Hilbert. Todo esto puede verse con

detalle en cualquier referencia estandar, por ejemplo [Rudin, 1986].

Proposicion 3.7. Sea G un grupo localmente compacto con una medida de Haar p,
1 < p < o0. Sea C.(Q) el espacio de funciones continuas G — C de soporte compac-
to. Entonces la imagen de C.(G) en LP(QG) es densa.

Demostracion. Sabemos que el espacio de funciones simples, i.e., combinaciones lineales
de funciones caracteristicas X4 con A medible (Xa(z) =1siz € A, Xy(x) =0siz # A)

es denso en el de funciones medibles y asi su imagen en LP(G) es también densa (|[Rudin|
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1986}, Theorem 1.17]). Asi pues, es suficiente demostrar que para todo conjunto medible A
de medida finita, X4 esta en la clausura de la imagen de C.(G) en LP(G). Por la definicion
3.1 (e), X4 es un punto adherente en LP(G) del conjunto {Xx | K compacto, K C A},
y asi podemos suponer que A es compacto. Sea € > 0. Por la definicién 3.1 (d), existe un
abierto U, A C U, tal que u(U — A) < €P. Por el lema de Urysohn (por ejemplo en la version
de [Deitmar and Echterhoff, 2014}, Lemma A.8.1]) existe f € C.(G) tal que Im(f) C [0, 1],

fla=1 flo_y =0 As

=t = [ U@Pde) <uw -4 <o
O

Lema 3.8. Sea G un grupo localmente compacto, y sea (X, d) un espacio métrico. Entonces
toda aplicacion continua f : G — X con soporte compacto es uniformemente continua
en el siguiente sentido: para todo € > 0, existe un entorno V de 1 en G tal que para todo
g,heG

gh™ €V =d(f(9), f(h)) < e

Demostracion. Sea e > 0y K el soporte de f. Por ser G localmente compacto, podemos
tomar un entorno compacto U de 1 en G. Como K y U son compactos, también lo es
KU (imagen de K x U via la aplicacion continua G x G — G, (z,y) — zy). Como
f es continua, para cada g € G, existe un entorno Uy de 1, U, C U tal que h € gU,
implica que d(f(g), f(h)) < €. Sea Vy un entorno de 1 simétrico con V2 C U, (lema
2.6). Al ser KU compacto, existe un recubrimiento finito ¢1Vy,,...,g,V,, de KU. Sea
V=V, Nn...NV,, que es claramente un entorno simétrico de 1. Vamos a ver que para
todo g,h € G, gh™t € V = d(f(g), f(h)) < 2¢. Si h € KV, h € g;V,, para algiin i y asf
g € hV C g;V,,V, con lo cual

d(f(g), f(h)) < d(f(9), f(gi)) +d(f(gi), f(h)) <e+e

Si h ¢ KV (y en particular h ¢ K), entonces como gh™! € V y V es simétrico, tenemos
que hg' € V y asi h € gV. Como h ¢ KV deducimos que g € K. Asi g,h ¢ K
(recordemos que el soporte de f es {z € G| f(x) # 0}) y entonces f(g) = 0 = f(h), con
lo que d(f(g), f(h)) =0 < 2e. O

Lema 3.9. Sea G un grupo localmente compacto con una medida de Haar u, f € LP(G).
Sea g€ Gy fy: G — C definida por fy(h) := f(hg™'). Entonces ||f|l, = || f5llp-

Demostracion. Se deduce de que para toda funcion f medible, [ fodp = ng_1 fdu =
Jos Fep. 0
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Proposicion 3.10. Sea G un grupo localmente compacto con medida de Haar p, 1 < p <
oo, f € LP(G). Para cada g € G, consideremos f, : G — C definida como en el lema 3.9.
Entonces la aplicacion

G — LP(G)

gﬁfg

es uniformemente continua.

Demostracion. Sea e > 0. Por el lema 3.7 existe f' € C.(G) tal que || f' — f||, < e. Por

otra parte, como f’ es uniformemente continua, por el lema 3.8 existe un entorno V de 1

tal que para todo g € V, |f'(h) — f'(hg™!)| < —— para todo h tal que gh~! € V donde
u(K)P

K es el soporte de f', y asi [[f' — fyl, = (fo’(h) - f’(hg_l)pdu)p < € (denotando
Jo f(@)dz := [, fdu). Finalmente, por el lema 3.9, ||f; — foll, = | f' — fllp < €. Juntando
todo,

1f = folls W= Fllp + 1" = follp + 1fg = follp < e+e+e
para todo g € V, lo que prueba que g — f,; es continua en 1. Por traslacion, es decir,
gracias a que fg, — fg, = (f — f9291_1> y el lema 3.9, obtenemos || fg, — fg.|lp < € para

g1
todo g1, g2 tales que gogy Lev,yasig— fg es uniformemente continua. O

Definicion 3.11. Una algebra sobre C es un espacio vectorial complejo A junto con una
aplicacion A x A — A, llamada producto o multiplicacion, y escrita como (a,b) — ab,

que es blilinear, i.e., satisface:
a(b+c¢) = ab+ ac, (a+b)ec = ac+ be, Mab) = (Aa)b = a(\b)
para a,b,c € Ay X\ € C, y que es asociativa, i.e., se tiene que:
a(be) = (ab)e

paratodo a, b, c € A. La algebra A se llama conmutativa si para todo a,b € A, ab = ba. Una
algebra de Banach es un algebra A sobre C (una C-élgebra), junto con una norma || ||, en

la cual A es completo, i.e., A es un espacio de Banach donde la norma es submultiplicativa:
Ja. ]| < [lall]lb]]

En particular, esta desigualdad implica que la multiplicacién en A es una aplicacién conti-
nua de A x A — A. Por ultimo, diremos que un elemento 14 € A tal que 14a = aly =a

para todo a € A se llama unidad de A. Este elemento es tnico: si 1; € A es otra unidad
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de A tenemos que 14 = 141"y =1/4.
Sea G un grupo localmente compacto con medida de Haar u, f,g: G — C dos funciones

medibles. Definimos el producto de convolucidén como la funcion

(f*g)(x /f 9(y 1:r)dy:/Gf(:lf:y‘l)g(y)dy

cuando la integral existe.

Con la notacién de la proposicion 3.10,

(f*g)(z /fy

Como G es abeliano, fxg=gx* f.
Teorema 3.12. Sea G un grupo localmente compacto con medida de Haar p.

(a) Sean f,g € L'(G). Entonces f * g eriste salvo en un conjunto de medida nula, y
define una funcion en LY(G). Ademds, ||f = glli < || fll1llgll1-

(b) Con este producto, L'(G) es una C-dlgebra de Banach conmutativa.
(c) Si G es discreto, L'(Q) tiene elemento unidad.

(d) Si feLP(G), g€ LYG) con ,+ =1, entonces fxg € Ce(G) y || fxgllc < [ fllpllallq

donde |—||¢ es la norma del supremo.

Demostracion. (a) La medida fi en G x G dada por el teorema de Fubini, que verifica
(A x B) = p(A)u(B), es (por el mismo teorema de Fubini) una medida de Haar
del grupo localmente compacto G x G (en toda esta demostracion usaremos una
versién del teorema de Fubini que se adapte a nuestras hipoétesis, por ejemplo la de
|[Godement), 2015, chapter IX, Section 4, Theorem 19]. Es facil ver que la aplicacion
a:GxG— GxG,alr,y) = (y,y 'z) es medible, y asi la aplicacién composicion
(f xg)oa, (x,y) — f(y)g(y~'z), es medible por ser composicién de medibles. De

nuevo por el teorema de Fubini,

£+l = [1 [ fate)ilar < [ [ #)ats)layde =

//'f 9ly™"e) |d$d?/—/ /\f o)|dzdy =
[ [15wlotyazdy = istutols
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(b) Ya sabemos que L'(G) es un espacio de Banach, por lo que solo queda, ver la estruc-
tura multiplicativa. La conmutatividad es debida a que G es abeliano como ya fue
sefialado en la definici6n 3.11. La distributividad es inmediata. La asociatividad se

deduce como sigue:

(f*(g=h))( /f (g=h)(y 1xdy—//f h(z Yy la)dzdy =

/ / F@)aly™ (w2)h((y=) " a)dzdy = / / FW)a(y w2)h((y=) ) dydz Y
GJG

/ / F )9 () dydt = /G (f * ) (Oh(t " a)dt = ((f * g) * h)(x)

donde la igualdad (1) se debe a que para y fijo, la aplicacion G — G, z — t :=
yz, es biyectiva. Finalmente, la submultiplicatividad (|| f * g/[1 < ||f|l1llg|l1) ha sido
probada en (a).

(c) Si G es discreto, la funcion e : G — C, e(1) = 1, e(x) = 0 para todo = € G, = # 1,
esta en L'(Q). Claramente, f x e = f para todo f € L}(G). D

(d) Por la proposicién 3.7, existen sucesiones {f,} v {gn} en C.(G) que convergen a f
y a g respectivamente en LP(G) Y L(G). Cada funcion f, * g, estd en C.(G), ya

que si Ky, es el soporte de fn y K, esel de g,, entonces f, * g, se anulan fuera de

Ky, K, (f*9)(x) = [ f(y)g(yta)dy y siz & Ky, Ky, entonces o bien y o & K,
y asi g(y ! 1

obtenemos que y ¢ Ky, y asi f(y) = 0) que es compacto (imagen de Ky, x K,

x) = O, o bien y~ 'z € K, y entonces x € yK,, pero como x & Ky, K,
mediante G x G — G, (x,y) — zy), y asi el soporte de f, * g, es compacto al
estar contenido en un compacto. La desigualdad de Holder [Rudin, 1986, Theorem
3.5.(1)] nos da que f, * g, converge a f * g uniformemente (y asi f*g € C.(GQ)) y la
desigualdad enunciada.

O

!Cuando G es un grupo discreto, consideraremos la medida de Haar y normalizada de forma que la

medida de cualquier punto sea 1. Con esta convencion, es claro que f xe = f.
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Capitulo 4

Topologia del grupo dual de un

grupo localmente compacto

Definicion 4.1. Sea A una C-algebra de Banach conmutativa. Definiremos A 4 como el
espacio topolégico de los homomorfismos de C-algebras continuos no nulos m : A — C
(cuando A tiene unidad todo homomorfismo de C-algebras es no nulo), con la topologia
como subespacio de CA con la topologia de la convergencia puntual (definicién 1.1; ver

también la proposicion 1.14).

Lema 4.2. Sea m € A 4. Entonces |m||op < 1.

[m(a)]
llall

Demostracion. Recordemos que ||mlop = sup . Supongamos primero que A tiene

0#acA
unidad. Si existe 0 # a € A tal que |m(a)| > |al|, entonces |m(a)tal| < 1y asi 1 —

m(a)~la tiene inverso en A al ser este completo (su inverso es Z(m(a)_la)”). Por lo tanto,
n>0
m(a)-1—a=m(a)(1 —m(a)"ta) es una unidad en A (ya que m(a) es unidad en C, pues

|m(a)| > ||a|| # 0y asi m(a) # 0). Como m es un homomorfismo, m(m(a)- 1 —a) es unidad
en C. Pero esto es imposible porque m(m(a)-1—a) = m(a)m(1) —m(a) = 0. Si A no tiene
unidad, consideramos la C-algebra de Banach conmutativa con unidad A€ := A®C, donde
la suma es componente a componente, el producto (a, z)(d’, 2’) := (ad’ + zd' + 2’a, 22'), y
la norma ||(a, z)|| := ||a|| + |z| (la unidad es (0,1)). Es facil ver que el resultado es cierto
para A si y solo si lo es para A° (m se extiende a A° mediante m®(a,z) = m(a) + z y

m = me‘A, y ast |mflop < 1= ||mllop < 1). O
Lema 4.3. La "bola cerrada de radio 17
B:={f:A— C| f aplicacion continua y || f|lop < 1}

es compacto Hausdorff con la topologia de la convergencia puntual.

27
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Demostracion. |f(a)| < ||a|| paratodo f € B, a € A, yaque || f|lop < 1. Definimos entonces
una aplicacién inyectiva
B—][]D
acA

(5.

donde D = {z € C | |z| < 1} es la bola cerrada de radio 1 en C. Como H D es Hausdorff

acA
y compacto por el teorema de Tychonoff, es suficiente demostrar que la imagen de B es

cerrado en H D (nétese que la topologia en B es la inducida por la de H D, por la

acA acA
definicion 1.1). Como

B ={(z4)a € H D | xy+ xp = Taip, Tzqg = 2 Tq,Va,b e A Vz € C}
acA

vemos que B es la interseccién de cerrados en H D. O
acA

Teorema 4.4. A4 es un espacio Hausdorff localmente compacto. Si A tiene unidad, Ay

es compacto.

Demostracion. Con la notacién del lema 4.3, Ay C B y asi Ay es Hausdorff, y Ay
compacto. Entonces es suficiente demostrar que Ay = Ay o que Agq = Ay U {0}. Si
{mi}+ es una red en A4 que converge a f € B, tenemos por la proposicion 1.14, que
f(ab) = limy my(ab) = (lim mq(a))(liny me(b)) = f(a)f(b), y ast f es un homomorfismo de
algebras, es decir, f € Ay o f =0 (Notese que f es continua ya que f € B). Finalmente,
si A tiene unidad, f(1) = 1 y asi el caso f = 0 no ocurre, con lo cual Ay = Ay es

compacto. O

Lema 4.5. Sea ¢ : Ay — Az un homomorfismo de C-dlgebras de Banach conmutativas
(en particular continuo), tal que m o ¢ # 0 para todo m € Ap,. Entonces la aplicacion
mducida

¢F Ay, — Ays, PF(M)=mo¢

verifica:
(a) ¢* es continua.
(b) Si ¢* es biyectiva, su inversa es continua.

Demostracion. (a) La continuidad se deduce de que si {m;}; es una red en A 4, conver-

gente, entonces la red {m; o ¢}, en A4, es convergente por la proposicion 1.14.
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(b) Consideremos A§ = A; @ C como en la demostracion del lema 4.2. Es facil com-
probar que Aye = {m°® [ m € Ay} U{m*>} donde m™(a,z) := 2, y usando el
teorema 4.4, que como espacio topologico A 4¢ es la compactificacién de Alexandroff
(compactificacion por un punto) del espacio localmente compacto Hausdorff A4, v

similarmente con Asy. La extension canénica de ¢*
(¢°) = Aag — Axe

definida por (¢*)¢(m) = m®, es claramente biyectiva por serlo ¢* y continua por
ser igual a la aplicacion (¢°)* asociada a ¢¢ = Af — AS§, ¢°(a,z) = (¢(a), 2).
Como toda aplicacion biyectiva y continua de un espacio compacto en un espacio
Hausdorff es un homeomorfismo [Willard, Theorem 17.14], obtenemos que (¢*)¢

un homeomorfismo, y asi ¢* = (¢*)° es un homeomorfismo.

|2,
O

Definicién 4.6. Sea G un grupo localmente compacto, L'(G) la C-4lgebra de Banach
conmutativa correspondiente. Definimos la transformada de Fourier de f € L'(G) como la

funciéon

fié—c j@)= [ fw@
Teorema 4.7. Existe un homeomorfismo
d: G — Apig)
X — dy:LYG) —C
dx(f) = f(X)

Demostracion. Veamos primero que d estd bien definida (para ello dy debe ser un ho-
momorfismo continuo de C-élgebras). La continuidad de dx se deduce de la definicion de

integral. Es claro que dy es C-lineal. Veamos que dx(f * g) = dx(f)dx(g), es decir, que

— A~

fxg=1[g.
o) = [ (Gra@¥@de = [ [ gt o ¥y -

:/Gf(y)</cg(y_1x)/'l’(x)da:)dy:/ / FORGX )9y 2) X (@) dwdy =
:/G/Gf(y)/'f(y)g( 2) X (y~1z) dg;dy_/f /g(t)/'\,’(t)dt:

= f(x)-4(
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Finalmente, dy es no nula, ya que definiendo f € L'(G) igual a X en un compacto K de G
de medida no nula e igual a 0 fuera de un abierto U que contenga a K y tal que u(U — K)
sea pequenio (existe por el lema de Urysohn |[Deitmar and Echterhoff, [2014, Lemma A.8.1]),
tenemos f € LY(G) y

d(f) = /K1 dx—i—/U_K F@) @)z £ 0

La inyectividad es facil: si dy = das entonces [, f(x)(X(z) — X'(x))dx = 0 para todo
f € LYG) y asi para todo f € C.(G), con lo cual X(z) = X'(x) para todo = en el
complementario de un conjunto de medida nula. Como X y X’ son continuas, X = X”.
Veamos la sobreyectividad. Sea h : L'(G) — C, h # 0, un homomorfismo continuo. Como
h es acotado de norma < 1 (lema 4.2) tenemos que existe ¢ € L°(G) con ||¢]leo < 1 tal

- /G f(@)p(w)da

para todo f € L*(G) (esto es consecuencia del Teorema de Radon-Nikodym |[Rudin, 1986,

que

Theorem 6.16], cuyas hipotesis se satisfacen por ser G un grupo localmente compacto
[Rudin), 1990, altimo parrafo de E10]). Si f,g € L'(G), tenemos por ser h € Arie)

h(f g) = h(f ( | 1w ) @) = [ 1wownto)dy

pero por otra parte

wreo) = [ eo@owis = | [ fat )y
Z/Gf(y)</ag(ylfr)qb(w)dx)dy:/Gf(y)h(gy)dy

donde g, es la funcion de la proposicion 3.10. Asi pues, ¢(y)h(g) = h(gy) para todo y € G
salvo un conjunto de medida nula. Por la proposicion 3.10, y — g, es continua, y como
h también lo es, tenemos que ¢()h(g) : G — C, y — ¢(y)h(g) es continua para todo
g € LY(G). Sea g € L'(G) tal que h(g) # 0. Entonces ¢ es continua salvo en un conjunto

de medida nula. Podemos entonces cambiar ¢ por una funcién continua de forma que no

- /G f(@)p(x)da

(proposicion 3.7) y, entonces, la igualdad

afecte a la igualdad

o(y)h(g) = hgy)
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es cierta para todo y € G. En particualar

P(xy)h(g) = "(guy) = h((92)y) = d(Y)h(9z) = d(y)P(x)h(g)

con lo que
¢(zy) = ¢(2)o(y)

Finalmente, como |¢(z)] < 1y 1 = |1| = |p(z)p(z™)| = |o(z)||¢p(z~1)|, tenemos que
|¢(z)| = 1, es decir, ¢ € G. Claramente dz = h por definicion de ¢.

Veamos ahora la continuidad de d. Sea {X;} — & una red convergente en G y Veamos
que para todo € > 0y todo f € LY(Q), existe n tal que \f(XZ) — f(X)] < € para todo
i > n. Por la proposicion 3.7, existe g € C.(G) tal que ||f — g[1 < e. Como {X;} — X
converge uniformemente en el soporte de g, existe n tal que |§(X;) — g(X)| < € para todo

1 > n. Asi, para ¢ > n tenemos que

A~

F(X) = F(O)] < () = §(X)| + 19(A) = §(X)] + §(X) = f(X)| < e+e+e

Para terminar, veamos la continuidad de d~!. Es suficiente probar lo siguiente: para todo
X' e é, todo compacto K C Gy todo € > 0, existen funciones fi,...,fi € LY(G) y 6 >0

tales que para todo X € G se verifica
\fZ(X) — fl(/'\,”)] <6 paratodoi=1,...,t= |X(x)—X'(2)] <e

para todo = € K. Tenemos que si f € L'(G),

F(x) - fxr) = /G f (@) (X (@) = X(@))da = /G F@) @@ (X @)X () — 1)da =

= [X(XA) — fA(1)

Por lo tanto, podemos suponer X’ = 1. Podemos tomar f € L'(G) tal que Jo fdp =1, es
decir, f(1) = 1. Por la proposicion 3.10 existe un entorno U de 1 tal que ||f, — f|l1 < €
para todo y € U. Sean x1,...,2, € G tales que K C z1U Uz U U...Ux,U. Supongamos
que X € G es tal que 1f(X) =1 < ey |fe,(X) —1] < eparatodoi=1,...,n, y vamos a
ver que |X(z) — 1| < 3e para todo x € K. Sea © € K y sea i tal que z € x;U. Tomemos
y € U tal que x = x;y. Tenemos

X (2) = 1] = [X(x) = 1] < |X(2) = X(@) f(X)| + [X(@) f(X) = fo,(X)] + | fus(X) = 1| =
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Los términos de los extremos son menores que €. Veamos que el del centro también lo es:

. N (1) (2)
(X)) = fo: (O < e = faslle = [1(fy = Plalls = fy = FllL < e
donde (1) se deduce de que |X(t)| =1, y (2) del lema 3.9. O

Observacion 4.8. El teorema 4.7 y el teorema 4.4 proporcionan otra demostracion del

teorema 2.19.

Corolario 4.9. Sea G un grupo localmente compacto con medida de Haar u, f € L'(G).

Entonces f : G — C es un funcidn continua.

Demostracion. Con la notacion del teorema 4.7, se deduce de que d es continua, de que la
aplicacion evaluacion es continua (proposicion 1.14 (d)), y de que f es la composicién de

ambas. 0

Definicién 4.10. Sean ¢, € L?(G). Consideremos el producto
<o.0>i= [ Gvd
G
del espacio de Hilbert L?(G). Con la notaciéon del lema 3.9 (y usando ese lema) tenemos
< bz, th >| < lzll2[[¥ll2 = l[@l2]l2]l2
para todo = € G. Asi, para ¢ € L*(G), f € L*(G), la aplicacién (anti)lineal
w: L*(G) — C

w—>/Gf<:v><¢x,w>dx

| [ f(@)<¢a,b>dz|
[l]]2

continua. Asi existe un tnico elemento L(f)¢ € L?(G) tal que

es acotada (en el sentido de que ||wl||op = sup < 00), y por lo tanto es
VA0

/Gf(a:) < Gpy > dx =< L(f)p, 0 >

(toda aplicacion lineal continua de un espacio de Hilbert en C es el producto por un

elemento [Rudin, Real and Complex Analysis, Theorem 4.12]).
Lema 4.11. |[L(f)o|l2 < || fll1l|®ll2, y as? la aplicacion
L*(G) — L*(G)

¢ — L(f)¢

es acotada (en el sentido anterior) y por lo tanto continua.
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Demostracion. Por lo visto anteriormente,

< L(f)g, % > < I falloll2ll]l2

y asi
IL(Hel3 = [< L(F)d, L(Fo >[ < [IflllIgll2l| L)l

con lo que

IL(H)ellz < 1111l

Lema 4.12. Sea f € L'(Q), ¢ € L*(G) N L*(G). Entonces L(f)¢ = f  ¢.

Demostracion. Usando la proposicion 3.7, se deduce de que para todo ¢ € C.(G) tenemos

P >= /f <¢m,w>dm—/f /qﬁyazl y)dydz =

/ / F(@)dlya)dailg)dy = /G (f + 6) ) B(y)dy =< f % b1p >

donde las hipodtesis aseguran la existencia de las integrales. 0

Definicion 4.13. Una involucion en una C-algebra A es una aplicacion A — A, a — a*

que verifica:
(a) (a+b)* =a*+b*
(b) (Ma)* = Aa* para todo A € C

(¢) (ab)* =b*a*

Una *-algebra de Banach es una C-algebra de Banach A con una involucién tal que ||a*| =
lla|]| para todo a € A. Una C*-algebra es una *-algebra de Banach que ademas verifica

al| = ||al|? (en general, en una *-algebra de Banach tendriamos solo ||a*al| < ||a*||||a|| =

Ejemplo 4.14. (a) Sea B(L?(Q)) el espacio de aplicaciones lineales acotadas de L%(G)

en L?(G). Entonces B(L?(G)) es una C*-algebra de Banach con producto la compo-

sicion, norma ||T'||op 1= sup I ”‘;H)HQ, y con involuciéon T — T* determinada por la
670

igualdad
<To,p >=< ¢, T >

para todo ¢,v € L?(G) (ver detalles en |Deitmar and Echterhoff, 2014, Example
2.6.1]).
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(b) L'(G) es una *-algbera de Banach con involucién definida para f € L'(G) por
fHx) = fla=h)
para x € G (ver detalles en [Deitmar and Echterhoff, 2014, Proposition 2.6.2]).

Sin embargo, L'(G) no es una C*-algebra. Solucionaremos esto considerando a veces,
en vez de L'(@), su imagen por la aplicacion de la siguiente proposicion, que como veremos

en el teorema 4.16, no cambia L'(G) en lo que nos afecta.
Proposicion 4.15. La aplicacion (notacion de la definicion 4.10.)
L: LYG) — B(L*(@))
f— L(f)
es un homomorfismo continuo e inyectivo de *-dlgebras de Banach.

Demostracion. La aplicacion es claramente lineal. Ademas || L(f)|lop < || f]l1 v asi es con-

tinua. Veamos que conserva el producto. Sean f,g € L'(G). Tenemos por el lema 4.12

L(fxg)p=(fxg)xd=fx(gxp)=(L(f)oL(g)¢

para ¢ € L'(G) N L?(G), y asi en particular, para ¢ € C.(G). De la proposicién 3.7 y la
continuidad, deducimos que L(f xg) = L(f)L(g). Veamos que conserva la involucion. Por
continuidad de nuevo, para ver que L(f*) = L(f)*, es suficiente ver que < f * ¢, 9 >=<
¢, [* x1 > para todo ¢,9 € C.(G). Pero

< fro>= /(f*¢ dx—//f () dyds =

//f da:dy—//f yz)daedy =
//¢ dydx—//¢ Fl Dv(y'z)dyda =

/¢ Frd)(@)de =< b, f* 5 >

Finalmente, para ver la inyectividad, si f € L'(G) verifica L(f) = 0, entonces f x ¢ = 0

para todo ¢ € C.(G) y asi podemos deducir facilmente de lema de Urysohn que f = 0 (ver
[Deitmar and Echterhoff], 2014, Lemmas 1.6.5, 1.6.6]). O

Teorema 4.16. Sea C*(G) la clausura de la imagen de la aplicacion L : LY(G) —

B(L?(@G)) de la proposicion 4.15. Entonces la aplicacion
L*: AC*(G) — ALl(G)

es un homeomorfismo.
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Demostracion. Por definicion de C*(G), la imagen de L es densa en C*(G) y asi
(a) la aplicacion esta bien definida, es decir, si L(m) = 0, i.e., mo L = 0, entonces m = 0.
(b) L*(m1) = L*(mg), tenemos my = mg, y asi L* es inyectiva.

Del lema 4.5 deducimos entonces que solo tenemos que probar la sobreyectividad de L*.
Esto se va a deducir del teorema 4.7: si m € Apiq), existe X' € G tal que m = dy
(con la notacién del teorema 4.7), es decir m(f) = f(X) para todo f € L*(G). Se trata
entonces de comprobar que m es continua en la norma de B(L?*(G)) (pensando L!(G)
dentro de C*(G) C B(L?(G)) mediante L) y asi tendrd una tnica extensién a C*(G). Esta
comprobacion puede verse en la demostracion de [Deitmar and Echterhoff, 2014 Theorem
3.3.3]. O

Definicion 4.17. Si A es una C-algebra de Banach conmutativa, a € A, se define
a: AA — C

m — a(m) :=m(a)

que es un homomorfismo de algebras de A en el dlgebra de funciones continuas C(A 4) de
Ay en C.

Observacion 4.18. El teorema de Gelfand-Naimark, dice que si A es una C*-algebra enton-
ces la aplicacién anterior se factoriza mediante un isomorfismo de algebras que conserva la

norma y la involuciéon

A_>CO(A_A)
a—a

(Si X es un espacio topologico, Co(X) = {f € C(X) | para todo € > 0 existe K C
X compacto con |f(x)] < € Vo ¢ K}). La demostracion de este toerema, que usa el

teorema de Stone-Weierstrass, puede verse en [Deitmar and Echterhoff, 2014, Theorem
2.6.7].

Corolario 4.19. Con la notacion del teorema 4.16, tenemos un isomorfismo de dlgebras
C*(@) ~ Cy(G)

que conserva la norma y la involucion.
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Demostracion. Como B(L?(G)) es una C*-algebra, C*(G) también lo es (proposicion 4.15).

Por el teorema 4.16 tenemos un homeomorfismo
Acv(a) — D)
Por el teorema 4.7 tenemos un homeomorfismo
G = Ape

v entonces un homeomorfismo

~

G ~ AC* (G)

con lo cual un isomorfismo

~

CO(AC*(G)) ~ C()(G)

Pero por el teorema de Gelfand-Naimark (observacion 4.18), tenemos un isomorfismo
C*(G) ~ Co(Ac+())

Los dos atlimos isomorfismos nos dan el isomorfismo buscado. O

Corolario 4.20. La transformada de Fourier
LYG) — Co(G)

f—f

es nyectiva

Demostracion. Por el corolario 4.9, f € C(G). Por el teorema 4.7, G ~ Ari(q). Por la
demostracion del teorema 4.4, el compacto m (notacion de dicho teorema) es igual
a Api(g) en cuyo caso es compacto y fe Co(@), o es igual a Api(g) U {0}; como f se
anula en 0 (definiendo f de forma obvia), tenemos f € Co(G) también en este caso. En la

demostracion del corolario 4.19 aparecieron los isomorfismos

@)

~ ALI(G) ~ AC*(G)
que muestran que la transformada de Fourier es la composicién
LYG) — C*(G) — Co(G)

donde la primera aplicacién es inyectiva por la proposicién 4.15, y la segunda es un iso-

morfismo por el corolario 4.19. O
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