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Abstract

The main objective of this research was to use the Taylor Series method to analyze
the orbital dynamics of an artificial satellite by creating a novel propagator. Other
objectives were also achieved, such as, to obtain extended Lagrange equations that in-
clude the rotational movement (which we have called generalized Lagrange equations)
and the implementation of a second propagator which, in addition to the orbital mo-

tion, also takes into account the rotational movement of the satellite.

The first propagator used the Taylor Series method under a Newtonian formulation
to check the orbital motion of an artificial satellite under different conditions. The
second used the same method but, in this case, with a Hamiltonian formulation. We
designed this study of translational-rotational motion with very heterogeneous initial

conditions in different models of artificial satellites.

The Dissertation consists of 5 Chapters in addition to an Introduction and Con-
clusions. In the Introduction, we establish the current situation in terms of not only
the orbital movement of the artificial satellite but its rotation as well. We continue
with a brief description of each of the Chapters and we end with a summary of the

motivations and objectives that led us to undertake this research.

In Chapter 1, we describe the orbital motion of the artificial satellite, begin-
ning with the theoretical bases necessary to develop this movement and introducing
the Newtonian and the Hamiltonian formulations. Then, we present the main pertur-
bations to which an artificial satellite is subjected: geopotential, attraction of other
bodies, solar radiation, and atmospheric drag. We also dedicate a significant part
of this Chapter to the description of the analytical, semi-analytical, and numerical

methods used to integrate the equations of motion in recent decades. We configure
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this section to be followed from a historical point of view, describing the most impor-
tant methods from their origins in the middle of the last century to the three great

groups of numerical methods.

In order to apply the Taylor Series method, we use the technique of automatic
differentiation to define a sequential structure of operations that allowed us to establish
the function that we have to integrate. In addition, we create an algebra of series to
be able to use the Taylor Series in the integrator of the propagators. All of this, which
is the core of the propagators and of the Dissertation itself, is described in detail in
Chapter 2.

With the theoretical base created, we use Chapter 3 to practically implement
what was developed in the previous chapter. With a brief description of what orbital
propagators are and how they work, we describe the first of our propagators which we
have named PSAT. Much of this chapter is dedicated to describing the implementation
in PSAT of the different perturbations considered. We explain in detail how automatic
differentiation is managed so that its extrapolation by a user to any other perturbation
may be as intuitive as possible. As will be seen, we are able to recreate perturbations
or external forces that are, a priori, very complex in a highly versatile propagator with

just a few operations.

Rotational motion is discussed in conjunction with orbital motion in Chapter
4. Here, we consider it to be necessary to unify the nomenclature that exists in this
regard by seeking a unifying criterion, given the diversity of terminology that we
encountered while conducting our research. Apart from that question, we establish
the Hamiltonian of the artificial satellite roto-translatory problem and particularize
it to two cases: a quasi-symmetric satellite and a triaxial one. All of that led us to
establish the generalized Lagrange equations for the first time, that is, the classic
Lagrange equations extended also to rotational movement, thus giving rise to a useful
system for dealing with rotational-translational movement. Next, we develop them for
the case of a quasi-symmetric satellite under the model of the Main Problem. We
finish with the implementation of that achieved in another new propagator with a
Hamiltonian formulation that we call PSATROT.

Chapter 5 treats the practical application of PSAT and PSATROT. We begin

with a series of initial conditions sufficiently heterogeneous to cover a varied casuistry

XVI



in terms of satellite geometries, orbits, orbital parameters, force models, rotation ve-
locity... With this, we create a wide set of simulations that allow us to generalize, to
some extent, what happens under different conditions. We set our new propagators to
address different cases, beginning by applying PSAT to 36 models. These will be useful
later to check the difference between an orbital movement and its corresponding rota-
tional movement since, in the following simulations, we use the same cases but applied
different rotation velocities. With that, and because we also calculate the contribution
and influence of the terms that make up the Hamiltonian of a roto-translatory motion,
we are able to answer certain questions such as the mutual influence between the orbit
and the rotation of the satellite. We finish the Chapter with a complete example of an
artificial satellite under realistic conditions considering all of the main perturbations

indicated above.

With PSAT it is possible to quickly calculate the ephemeris in different cases,
and we are able to discern which perturbations have more influence on the general

movement of the artificial satellite and to what degree.

The Dissertation ends with the Conclusions and future research lines. We
give a detailed account of the novelties that the Dissertation generated. We also con-
sider several options such as the improvement of the propagators in terms of parallel
calculation and/or the precision of our simulation of more concrete and specific cases

in order to move research forward in the field of rotational movement.

The Bibliography section includes articles, Doctoral Dissertations, and classic or
historical books (2% of the Bibliography is from the 19th century and 43% from the
20th century), as well as more contemporary material (36 % of the entire Bibliography

corresponds to the last 10 years).
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Resumen

Esta Tesis Doctoral recoge el trabajo de Tago Isasi Freire bajo la direccién del Dr.
José Angel Docobo Durantez, Catedratico en Astronomia y Director del Observatorio
Astronémico Ramdn Maria Aller (ORMA) de la Universidade de Santiago de Com-
postela, y del Dr. Alberto José Abad Medina, Profesor Titular del Area de Fisica de
la Tierra de la Universidad de Zaragoza. El Trabajo se enmarca dentro del Programa

de Doctorado en Matemdaticas de la Universidade de Santiago de Compostela.

El objetivo principal de la Tesis ha sido el empleo del método de series de Taylor
para analizar la dindmica orbital del satélite artificial, mediante la creaciéon de un no-
vedoso propagador, aunque en el proceso de elaboracién de la misma se han alcanzado
otros objetivos como la obtencién de las ecuaciones de Lagrange extendidas al movi-
miento rotacional (que hemos dado en llamar ecuaciones de Lagrange generalizadas),
y la implementacion de un segundo propagador, que incluye asi mismo el movimiento

de rotacién del satélite.

El primero de los propagadores emplea el método de las series de Taylor bajo
una formulacién newtoniana y lo hemos empleado para comprobar el movimiento
orbital del satélite artificial bajo diferentes condiciones. El segundo utiliza el mismo
método, pero en este caso con una formulacién hamiltoniana. En esta ocasién lo hemos
disenado para el estudio del movimiento rototraslacional con condiciones iniciales muy

heterogéneas en modelos diferentes de satélites artificiales.

Para estructurar los logros conseguido hemos dividido la Tesis Doctoral en 5 capitu-
los ademas de una Introduccién y las Conclusiones. En la Introduccién hemos esta-
blecido el contexto del que partimos y en el que nos encontramos en relacién con la

Astrodindmica y més especificamente con el célculo de efemérides (conocer la posicién
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en un momento concreto) de un satélite artificial en torno a la Tierra. Sigue con la
descripcién de la Tesis Doctoral, comentando someramente cada uno de los capitulos
de los que se compone, y finalizamos esta parte con las motivaciones y los objetivos

que han llevado a prepararla.

El Capitulo 1 lo destinamos a describir el movimiento orbital del satélite artificial,
comenzando con las bases tedricas necesarias para desarrollar este movimiento e intro-
duciendo la formulaciéon newtoniana y hamiltoniana. Posteriormente introducimos las
principales perturbaciones a las que un satélite artificial se encuentra sometido: geopo-
tencial, atraccion de otros cuerpos, radiacién solar y frenaje atmosférico. Dedicamos
también una parte muy importante de este Capitulo a describir los métodos analiti-
cos, semianaliticos y numéricos que se han venido utilizando en las dltimas décadas
para integrar las ecuaciones del movimiento. Hemos configurado esta parte para que
se pueda seguir desde un punto de vista historico describiendo los métodos mas im-
portantes desde sus inicios, a mediados del siglo pasado, hasta los tres grandes grupos

de métodos numeéricos.

Para poder aplicar el método de las series de Taylor hemos necesitado emplear
la técnica de la diferenciacion automéatica para definir una estructura secuencial de
operaciones que permitan establecer la funcién que hemos de integrar. Ademas, hemos
tenido que crear un &lgebra de series para poder emplear las series de Taylor en el
integrador de los propagadores. Todo ello, que seré el ntcleo de los propagadores y de

la propia Tesis Doctoral lo describimos de forma pormenorizada en el Capitulo 2.

Con la base tedrica creada, hemos empleado el Capitulo 3 para poner en marcha
de forma practica lo desarrollado en el capitulo anterior. Con una breve descripcion
sobre lo que son y cémo funcionan los propagadores orbitales, describimos a conti-
nuacioén el primero de nuestros propagadores, que hemos llamado PSAT. Gran parte
de este capitulo esta dedicado a describir de forma pormenorizada la implementacion
en PSAT de las diferentes perturbaciones que hemos tenido en cuenta. Explicamos
con detalle como se gestiona la diferenciacién automaética, para que su extrapolacién
a cualquier otra perturbacién por parte de un usuario sea lo mas intuitiva posible.
Como se vera, con apenas unas pocas operaciones seremos capaces de recrear en un

propagador muy versatil perturbaciones o fuerzas externas a priori muy complejas.

El movimiento rotacional se estudia conjuntamente con el movimiento orbital en

XX



el Capitulo 4. Es en este capitulo en donde hemos creido necesario unificar la no-
menclatura que existe al respecto buscando un criterio unificador, habida cuenta de la
diversidad de terminologia que nos hemos encontrado mientras realizibamos nuestra
investigacion. Aparte de esta cuestién, hemos establecido el hamiltoniano del proble-
ma rototraslatorio del satélite artificial y lo hemos particularizado a dos casos: el de
un satélite cuasisimétrico y el de uno triaxial. Todo ello nos ha llevado a establecer por
primera vez las ecuaciones de Lagrange generalizadas, es decir las clasicas ecuaciones
de Lagrange ampliadas al movimiento rotacional dando asi lugar a un sistema 1util
para afrontar el movimiento rototraslacional. A continuacién, las hemos desarrollado
para el caso de un satélite cuasisimétrico bajo el modelo del Problema Principal. He-
mos finalizado este capitulo con la implementacién de lo alcanzado en él en un nuevo

propagador con formulacién hamiltoniana que hemos denominado PSATROT.

El Capitulo 5 esta dedicado a poner en practica lo expuesto en los capitulos prece-
dentes empleando PSAT y PSATROT. Partimos de una serie de condiciones iniciales
lo suficientemente heterogéneas como para abarcar una variada casuistica en cuanto a
geometrias de satélites, rbitas, parametros orbitales, modelos de fuerza, velocidades
de rotacién... Con ello creamos un conjunto muy amplio de simulaciones que nos
permiten generalizar, hasta cierto punto, lo que acontece en diferentes condiciones.
Hemos usado nuestros nuevos propagadores para abordar diferentes casos, comenzan-
do por aplicar PSAT a 36 modelos. Estos nos seran de utilidad posteriormente para
comprobar la diferencia entre un movimiento orbital y su correspondiente movimiento
rototraslatorio, pues en las simulaciones siguientes hemos empleado los mismos casos,
pero aplicandoles diferentes velocidades de rotacién. Con ello y debido a que también
hemos calculado la contribucién e influencia de los términos que componen el hamilto-
niano de un movimiento rototraslatorio podremos contestar a ciertas cuestiones como
la influencia mutua entre la 6rbita y la rotacién del satélite. Finalizaremos el capitulo
con un ejemplo completo de un satélite artificial bajo condiciones realistas teniendo
en cuenta todas las principales perturbaciones antes indicadas. Con PSAT podremos
calcular de forma rapida efemérides en diferentes casos de forma que podremos ser
capaces de discernir en el modelo completo qué perturbaciones tienen efecto sobre el

movimiento general del satélite y en qué medida.

Rematamos con las Conclusiones y trabajos futuros. Aqui damos cuenta, por

una parte, de las novedades que ha generado la Tesis Doctoral, al tiempo que dejamos

XXI
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varias puertas abiertas como la mejora de los propagadores en cuanto a célculo para-
lelo y/o precision, o la simulacién de casos mdas concretos y especificos que permitan
avanzar en el campo del movimiento rototraslatorio. La Memoria se complementa con
el apartado de Bibliografia, en donde hemos acudido a articulos, Tesis Doctorales y
libros clasicos e histéricos (un 2% de la bibliografia es del siglo XIX y un 43 % del siglo
XX); asi como a material més actual (un 36% de toda la bibliografia en cualquiera de

sus formatos corresponde a los tltimos 10 anos).
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Resumo

Esta Tese de Doutoramento recolle o traballo de Iago Isasi Freire baixo a direccién
do Dr. José Angel Docobo Durantez, Catedratico en Astronomia e Director do Ob-
servatorio Astronémico Ramdn Maria Aller (ORMA) da Universidade de Santiago de
Compostela, e do Dr. Alberto José Abad Medina, Profesor Titular da Area de Fisica
da Terra da Universidad de Zaragoza. O Traballo enciddrase dentro do Programa de

Doutoramento en Matemdticas da Universidade de Santiago de Compostela.

O obxectivo principal da Tese foi o emprego do método de series de Taylor para
analizar a dinamica orbital do satélite artificial, mediante a creacién dun novidoso
propagador, ainda que no proceso de elaboraciéon da mesma acaddronse outros obxec-
tivos como a obtencién das ecuacions de Lagrange estendidas ao movemento rotacional
(que chamamos ecuaciéns de Lagrange xeneralizadas), e a implementacién dun segun-

do propagador, que inclie asemade o movemento de rotacién do satélite.

O primeiro dos propagadores emprega o método das series de Taylor baixo unha for-
mulacién newtoniana e empregamolo para comprobar o movemento orbital do satélite
artificial baixo diferentes condiciéns. O segundo utiliza o mesmo método, pero nes-
te caso cunha formulacion hamiltoniana. Nesta ocasién desenamolo para o estudo do
movemento rototranslacional con condiciéns iniciais moi heteroxéneas en exemplos

diferentes de satélites artificiais.

Para estruturar os logros acadados dividimos a Tese de Doutoramento en 5 capitu-
los ademais dun Limiar e as Conclusiéns. No Limiar establecemos o contexto do que
partimos e no que nos atopamos en relacion coa Astrodinamica e mais especificamente
co calculo de efemérides (coflecer a posicién nun momento concreto) dun satélite arti-

ficial en torno & Tierra. Segue coa descriciéon da Tese de Doutoramento, comentando
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someramente cada un dos capitulos dos que se compén, e finalizamos esta parte coas

motivaciéns e os obxectivos que levaron a preparala.

O Capitulo 1 destindmolo a describir o movemento orbital do satélite artificial,
comezando coas bases tedricas necesarias para desenvolver este movemento e intro-
ducindo a formulacién newtoniana e hamiltoniana. Posteriormente introducimos as
principais perturbaciéns 4s que un satélite artificial se atopa sometido: xeopotencial,
atraccion doutros corpos, radiacién solar e freada atmosférica. Adicamos tamén unha
parte moi importante deste Capitulo a describir os métodos analiticos, semianaliticos
e numéricos que se venen empregando nas ultimas décadas para integrar as ecuacions
do movemento. Configuramos esta parte para que se poda seguir dende un punto de
vista histérico describindo os métodos mais importantes dende os seus comezos, a

mediados do século pasado, ata os tres grandes grupos de métodos numéricos.

Para aplicar o método da serie de Taylor cémpre utilizar a técnica da diferencia-
cién automatica para definir unha estrutura secuencial de operaciéns que nos permita
establecer a funcion que temos que integrar. Ademais, tivemos que crear unha dlxebra
de series para poder utilizar as series de Taylor no integrador dos propagadores. Todo
isto, que serd a cerna dos propagadores e da propia Tese de Doutoramento, describese

polo mitido no Capitulo 2.

Coa base tedrica creada, empregamos o Capitulo 3 para por en marcha de for-
ma practica o desenvolvido no capitulo anterior. Comezamos cunha breve descricion
do que son e como funcionan os propagadores orbitais, e describimos a continuacién
o primeiro dos nosos propagadores, que demos en chamar PSAT. Gran parte deste
capitulo estd dedicado a describir con detalle a implantaciéon en PSAT das diferen-
tes perturbacions que tivemos en conta. Explicamos polo miiido como se xestiona a
diferenciacién automaética, para que a sia extrapolacién a calquera outra perturba-
cién por parte dun usuario sexa o mais intuitiva posible. Como se verd, con s6 unhas
poucas operaciéns poderemos recrear nun propagador moi versatil perturbacions ou

forzas externas a priori moi complexas .

O movemento rotacional estiidase en conxunto co movemento orbital no Capitu-
lo 4. E neste capitulo onde cremos necesario unificar a nomenclatura existente ao
respecto, buscando un criterio unificador dada a diversidade terminoléxica coa que

nos atopamos ao realizar a nosa investigacién. Ademais desta cuestién, establecemos
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o hamiltoniano do problema rototranslatorio do satélite artificial e particularizamolo
a dous casos: ao dun satélite cuasi-simétrico e ao dun triaxial. Todo isto levounos a
establecer por primeira vez as ecuaciéns de Lagrange xeneralizadas, é dicir, as clasi-
cas ecuaciéns de Lagrange estendidas ao movemento de rotacién, dando asi lugar a
un sistema util para afrontar o movemento rototranslacional. A continuacién, des-
envolvémolas para o caso dun satélite cuasisimétrico baixo o modelo do Problema
Principal. Rematamos este capitulo coa implementacién do acadado no mesmo nun
novo propagador cunha formulacion hamiltoniana que demos en chamar desta volta
PSATROT.

O Capitulo 5 adicase a pér en practica o exposto nos capitulos anteriores median-
te PSAT e PSATROT. Partimos dunha serie de condicions iniciais o suficientemente
heteroxéneas como para cubrir unha variada casuistica en canto a xeometrias de satéli-
tes, érbitas, parametros orbitais, modelos de forzas, velocidades de rotacion... Con isto
creamos un amplo conxunto de simulaciéns que nos permiten xeneralizar, en certa me-
dida, o que acontece en diferentes condiciéns. Usamos os nosos novos propagadores
para abordar diversos casos, comezando pola aplicacién de PSAT a 36 modelos. Estes
seran utiles méis adiante para comprobar a diferenza entre un movemento orbital e o
seu correspondente movemento rototranslatorio, xa que nas seguintes simulaciéons uti-
lizamos os mesmos casos, pero aplicando velocidades de rotacién diferentes. Con isto,
e porque tamén calculamos a contribucién e a influencia dos termos que conforman o
hamiltoniano dun movemento rototranslatorio, poderemos dar resposta a certas cues-
tions como a influencia mutua entre a érbita e a rotaciéon do satélite. Remataremos
o capitulo cun exemplo completo de satélite artificial en condiciéns realistas tendo en
conta todas as perturbaciéns indicadas anteriormente. Con PSAT poderemos calcular
rapidamente efemérides en diferentes casos para poder discernir no modelo completo

que perturbacions tenen un efecto no movemento xeral do satélite e en que medida.

Rematamos coas Conclusiéns e traballos futuros. Aqui damos conta, por unha
banda, das novidades que xerou a Tese de Doutoramento, deixando abertas varias
portas como a mellora dos propagadores en canto ao calculo paralelo e/ou precision,
ou a simulacién de casos mais concretos e especificos que permitan avanzar no campo

do movemento rototranslatorio.

A Memoria compleméntase coa seccion Bibliografia, onde acudimos a artigos, Te-
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ses de Doutoramento e libros cldsicos e histéricos (o 2% da bibliografia é do século XIX

e 0 43% do século XX); as{ como material méis actual (o 36% de toda a bibliografia

en calquera dos seus formatos corresponde aos tltimos 10 anos).
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Limiar

Introducion

O 4 de outubro de 1957 lanzouse o primeiro satélite artificial, Sputnik-1, que marca
o inicio da carreira espacial. Dende entén o ntiimero de obxectos que orbitan a Terra
non fixo méis que aumentar a un ritmo elevado, achegandose a un crecemento expo-
nencial na ultima década debido principalmente 4 entrada de empresas nunha zona que
tradicionalmente estaba en mans dos estados como consecuencia dos enormes custos
asociados. Actualmente non hai unha cifra exacta sobre o ntimero de satélites activos
na érbita terrestre pero calctlase que hai mais de 5000 operativos®'. A pesar de que
inicialmente a carreira espacial comezou cun obxectivo e fondo eminentemente politico
e militar, hoxe en dia boa parte dos satélites serven e servirdn para tecer e reforzar a

rede de telecomunicaciéns e para a observacion e control da Terra e da stia atmosfera.

O desenvolvemento de novas tecnoloxias e os avances en diferentes ramas da Ciencia
(electrénica, materiais, comunicaciéns, informdtica...) impulsaron un crecente intere-
se no eido espacial, non s6 dende o punto de vista cientifico senén tamén desde o
econémico. Por todo isto produciuse unha reducién drastica dos custos asociados aos
lanzamentos e agardase que esta sexa ainda mais importante dado o auxe actual do
uso de vehiculos reutilizables. O elevado valor que supén o envio dun satélite ao espa-
zo foi a gran barreira que tifian universidades, centros tecnoléxicos, laboratorios, etc.
para acceder fisicamente a este campo, polo que se prevé que o numero de obxectos
en 6rbita aumente ainda mais nun futuro préximo, a medida que se fai cada vez mais

accesible.

I Datos tirados de http://www.celestrak.com/, coa base de datos actualizada o 25/03/2022.


http://www.celestrak.com/

IAGO IsAs1 FREIRE

E preciso indicar que a posta en 6rbita dun satélite estd sustentada por uns estudos
previos extremadamente rigorosos e intensos que abarcan unha multitude de célculos,
simulacions, previsiéons, etc. que buscan reducir os riscos e os custos ao mesmo tempo
que aumentar a vida util do aparello. Esta é unha das cuestiéns transcendentais nas
primeiras fases do deseno dunha mision e para iso é preciso cofiecer as perturbacions
de diversa indole que van afectar ao obxecto na sta Orbita arredor da Terra, que seran
tanto maiores canto menor sexa a sia altitude, sendo a méis importante en calquera
caso a vencellada co potencial terrestre ou xeopotencial. Ademais, por cuestiéns ope-
rativas, como poden ser reducion de custos, facilidades técnicas ou de comunicacion,
unha gran porcentaxe de satélites colécanse nas denominadas orbitas terrestres bai-
xas ou LEO (menos de 2000 km de altitude) onde o principal problema é a freada
atmosférica que tende a modificar o seu movemento e facer que tarde ou cedo vaia
decaendo ata producir a perda do satélite por mor das forzas de rozamento coas ca-
pas superiores da atmosfera. Por suposto, existen outros tipos de perturbaciéons como
o albedo terrestre, a influencia dun terceiro corpo ou a radiacién solar, con pouca

influencia relativa pero que tamén acaban afectando ao seu movemento secular.

A evolucién das é6rbitas dos satélites artificiais permitiu conecer de xeito cada vez
mais exacto o xeopotencial, e polo tanto, a figura fisica da Terra, o denominado zeoi-
de. Ademais puidose estudar a influencia, ainda que menor, das outras perturbaciéns
acadandose erros minimos en canto a calculos de efemérides, é dicir, saber con antici-
pacién a localizacién dun satélite a partir dos seus pardmetros orbitais como funciéns

do tempo.

O seguimento continuo dun obxecto en érbita € util para corrixir calquera desvia-
cién da sta traxectoria e polo tanto aumentar a sta vida 1til, pero realizar o seguimen-
to dun satélite foi historicamente unha tarefa ardua. Os datos obtidos polo Sputnik-1
e polo resto de satélites pioneiros na carreira espacial deron o pulo e os conecementos
previos necesarios para adentrarse nun ambito case desconecido ata aquel intre como
era o calculo de efemérides. O dito ambito de estudo poderia dicirse que foi inaugu-
rado por von Zeipel en 1916 a partir de estudos de Poincaré ( ( ) e
magnificamente continuado mediante o emprego de métodos analiticos por Brouwer
( (1959), (1961)), Kozai (Kozai (1959), Kozai (1962), Kozai (1966)),
Hori (Hori ( ), ( )), Kinoshita ( ( ), ( ),

»shita ( )) ou Deprit ( ( )); todos eles realizados practicamente antes
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de cumprirse os 20 anos do lanzamento do primeiro satélite. Como veremos nesta tese,
estes métodos eran complexos, extensos e ata tediosos nalgtins casos; e precisaban
unha gran cantidade de tempo non s6 para ser desenvolvidos, senén tamén para po-
der ser aplicados. Por mor destes obstaculos, intrinsecos por outra banda aos propios
métodos, ampliar o rango de ordes de perturbacién era unha tarefa titanica. E de
destacar a contribucion espafiola neste aspecto grazas ds achegas analiticas de Cid
(Cid (1967)), Lahulla ( (1970), (1969), (1971)),
Calvo ( ( )) ou Caballero ( ( )). Salientemos tamén o enorme
esforzo que supuxo ir aumentando a orde dos métodos sinalando que mesmo implicou
o emprego de novas técnicas matematicas, como por exemplo as series de Lie no caso

do método de Deprit.

O paso posterior foi o desenvolvemento de métodos semianaliticos de integraciéon
cuxo paradigma en Mecanica Celeste é o método estroboscépico proposto por Lubowe
( ( )), desenvolvido na década dos 70 do século pasado por Roth (

( ), ( ), ( ), ( )) e posteriormente empregado tamén,
por exemplo, para o estudo dos sistemas xerarquicos de estrelas triplas como fixo Ling

na sia tese, proposta e dirixida por Docobo e Abad ( ( ).

Co paso do tempo, o seguimento de satélites converteuse nun campo cada vez
mais sofisticado, polo que agora se empregan programas informaticos de alta precision
enormemente especializados que utilizan métodos numéricos. Algtuns deles son propie-
tarios (por exemplo STK) con licenzas que acadan prezos inaccesibles para grupos de
investigacion estandar, ainda que ben é certo existen alternativas gratuitas potentes
(como GMAT); a integracién numérica que adoitan empregar estes programas baséase
principalmente nos métodos Runge-Kutta. Obviamente, coa chegada destes métodos
numéricos abandonaronse os analiticos e semianaliticos, pero naturalmente isto non
¢ un impedimento para destacar o seu papel crucial nas misiéns espaciais da tltima
metade do século pasado e, sobre todo, para obter resultados cualitativos polo que,
tanto pola siia relevancia matematica como pola stia enorme importancia histérica,

consideramos conveniente a sta inclusién nesta tese.

Por todos estes motivos, compre acadar unha mellor comprensién da contribucién
de cada unha das perturbaciéns e da sta concomitancia, de xeito que contribian a

aumentar a vida 1til do satélite coa conseguinte reducién de custos.
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En todo caso, non s6 é fundamental a vixilancia dos satélites operativos; o control
e seguimento daqueles en desuso, dos seus refugallos ou fragmentos, das stas fases
xa empregadas... que vagan polo espazo sen control efectivo, tamén son de grande
interese, polos problemas de seguridade que levan implicitos 2. En relacién a isto, a
maioria das axencias espaciais adican enormes cantidades de recursos ao seguimento
dos devanditos restos para que non interfiran nas misiéns en curso ou futuras, é dicir,

para manter baixo control os obxectos que conforman o denominado lizo espacial.

Relacionado co estudo do comportamento dos satélites no espazo, este foi obxecto
de numerosos estudos e traballos onde se modelaron perturbaciéns como o xeopotencial
ou a freada atmosférica de forma excepcionalmente precisa a pesar do descofiecemento
dalgtns dos seus factores (determinados harménicos no primeiro caso ou o modelo da

atmosfera no segundo), como veremos no capitulo 1.

A este aspecto dedicamos unha parte da tese, que inclie a elaboracién dun pro-
pagador orbital ao que aplicamos o método das series de Taylor sobre a expresion
do potencial correspondente e que se estrutura nun integrador baseado en TIDES.
TIDES (T aylor series Integrator for Diferential EquationS) é un programa desenvol-
vido por A. Abad, R. Barrio, F. Blesa ¢ M. Rodriguez ( ( )) do Grupo
de Mecdnica Espacial e do IUMA da Universidad de Zaragoza® que permite integrar
ecuacions diferenciais ordinarias en dobre e multiple precisién entre outras funcionali-
dades. TIDES tratarase en detalle no capitulo 3. O uso do método das series de Taylor
no integrador fara do propagador unha ferramenta moi rapida, eficiente e versatil, xa
que permitird escoller o grao das series de Taylor, ainda que con certas limitacions
relacionadas coa converxencia e o control de erros. Este propagador orbital, que deno-
minamos PSAT, permitiranos obter o movemento dun satélite artificial sen rotacién
pero tendo en conta os diferentes tipos de perturbaciéns como o xeopotencial (permi-
tindo a posibilidade de incluilo manualmente ou mediante un arquivo con valores de
harménicos de calquera orde e grao), influencia dun terceiro corpo (o Sol e/ou a Lia,
pero facilmente extensible a calquera outro obxecto s6 aportando os seus elementos
orbitais, mesmo varios deles xuntos), radiacién solar, freada atmosférica ou calquera

forza externa.

2 Segundo a Axencia Espacial Europea hai mais de 36 500 obxectos de mais de 10 cm, 1000 000
entre 1 cm e 10 cm e méis de 330 milléns entre 1 mm e 1 cm.
3 http://iuma.unizar.es/es/investigacion/software/TIDES


http://iuma.unizar.es/es/investigacion/software/TIDES

Indice xeral

Tenamos en conta que ata agora sé describimos o movemento orbital, pero non
esquezamos que os satélites tamén tenen asociado un movemento de rotacién arre-
dor dalgtin dos seus eixes que poderia afectar & sta orbita. A combinacién de ambos
os movementos dalle ao satélite o chamado movemento rototranslatorio*. Este mo-
vemento constitiie unha parte moi importante da tese porque observamos un baleiro
na consideracién deste aspecto (xunto coa stia perturbacién asociada) no tocante aos
propagadores. Ademais, posiblemente por cuestions cuantitativas vencelladas princi-
palmente & influencia dos momentos de inercia (e polo tanto indirectamente ao tamafo
dos satélites), o estudo do movemento rototranslacional quedou relegado a un menor

namero de artigos e investigaciéons en comparanza co movemento orbital.

Outra razén para ter en conta a rotacion é que poderia empregarse para xerar gra-
vidade artificial. Historicamente desenaronse de xeito tedérico, mesmo aparecendo en
novelas e en peliculas de ciencia ficcién, estacions e vehiculos espaciais con gravidade
artificial para tentar simular as condiciéns terrestres, aproveitando a forza centrifuga
como mimetismo da gravidade. Isto seria de grande axuda para as persoas que pasasen
longos periodos de tempo no espazo. Esta gravidade artificial conseguiriase principal-
mente mediante o uso de velocidades de rotacién en obxectos cilindricos (cilindros de

O’Neill), toroidais (toros de Standford) ou esféricos (esferas de Bernal).

Na tese optamos por centrarnos nas hipdteses e ecuaciéns deste movemento pa-
ra cofiecer e cuantificar a stia contribucién ao movemento do satélite artificial. Tamén
constatamos que os momentos de inercia dun satélite, e polo tanto as stias caracteristi-
cas fisicas e xeométricas (sobre as que podemos actuar a priori, na fase de desefno),
afectan aos pardametros orbitais. En relacién ao movemento rotacional, canto maior
sexa 0 obxecto de estudo, maéis afectard & sta Orbita, ainda que como veremos, esta
influencia é moi pequena para a orde de magnitude das dimensiéns dos satélites ou es-
tacions actuais, pero en calquera caso conecendo o comportamento destes parametros

poderase controlar o movemento de rotacion dun satélite e os seus efectos.

Por outra banda, aproveitamos para tentar establecer unha nomenclatura tnica
ao respecto. Este ultimo punto é fundamental 4 hora de poder contrastar a distinta

bibliografia consultada, xa que segundo os autores, mesmo os seus paises de orixe,

4 A Real Academia Galega recolle o termo translacidn semellante ao termo empregado na biblio-
grafia inglesa, translation.
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utilizanse distintos simbolos ou terminoloxias para unha mesma variable, o que di-
ficulta a comparaciéon das fontes e a caracterizacién das variables, asi como o seu

significado.

Desenvolvemos as ecuacions do movemento de rototranslaciéon do satélite artificial,
particularizdndoas para dous modelos diferentes: o modelo cuasisimétrico e o modelo

triaxial.

Do mesmo xeito que para o movemento orbital, neste caso creamos un segundo
propagador, co mesmo integrador que PSAT, de xeito que poderiamos falar dunha
extensiéon do mesmo, tamén baseado en series de Taylor pero aplicado agora sobre
o hamiltoniano. Polo tanto, desenvolvéronse dous propagadores simultaneamente: o
primeiro, PSAT, que utiliza unha formulacién newtoniana, e o segundo, que ten en
conta a rotacion do satélite e utiliza unha formulacién hamiltoniana, que chamamos
PSATROT.

Para implementar o proceso de integracién en ambos os propagadores optamos
por utilizar a técnica de diferenciacion automdtica a partir dunha &lxebra de series

programada especificamente para eles.

Cos resultados acadados con ambos os programas, podemos afirmar que non s6
estamos ante propagadores innovadores no que se refire ao seu integrador, senén tamén

efectivos, rapidos, versatiles e moi sinxelos de empregar.

Partimos dunha serie de artigos, teses de doutoramento e libros ( ( ),

( ’ )’ ( I )7 ( )7
(1993), (1998), (2001), (2012),
(2012), (2010, 2012), (2014),
(2014), (2014), (2017)

entre outros) que serviron de base sobre a que construir as ecuaciéns do movemento a
integrar. Esta revisién da mais peso 4 necesidade de desenvolver cédigos que permitan
realizar calculos que doutro xeito serian realmente complexos e mesmo intratables pa-
ra simulaciéns de gran tempo e coa precision desexada. Seran pois, en certo aspecto, o
contrapunto dos nosos propagadores. Finalmente, como xa comentamos, implantamo-

los nos dous propagadores orbitais.

Para certificar as capacidades de ambos os propagadores seleccionamos unha se-
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rie de casos con caracteristicas particulares en canto a condiciéns xeométricas, tipos
de érbitas e velocidades de rotacién. A sinxeleza dos programas, e a sua velocida-
de de calculo, & que s6 temos que achegar unhas condiciéns iniciais consistentes nos
pardmetros orbitais, as caracteristicas xeométricas do satélite (momentos de inercia
normalizados), os dngulos de Euler e a velocidade de rotacién, fan que sexa unha

ferramenta moi util para obter resultados rapidos e precisos.

A bondade de PSAT reside no seu comportamento con varios modelos: o keple-
riano, o Problema Principal do satélite e dous casos de xeopotencial: un zonal e outro
completo baseado no EGM96 (que veremos en 1.1.4). Analizaremos os resultados ob-
tidos tanto con PSAT como con PSATROT, neste caso con diferentes velocidades de
rotacion. Aqui serd evidente a influencia dos momentos de inercia e das velocidades de
xiro no movemento rototranslatorio. Ademais de examinar como e en que orde se mo-
difica a traxectoria, calculamos outros indicadores como o valor do hamiltoniano e a
constante de Jacobi. Escollemos estes termos enerxéticos porque o seu valor constante
representa un bo control de calidade; o primeiro deles para problemas que non depen-
den do tempo (por exemplo, calquera modelo zonal), e o segundo cando se traballa

nun sistema de referencia rotativo, como cando se utiliza un modelo teseral.

Por outra banda, crearemos un caso realista que contena as principais perturba-
ciéns, esta vez empregando o modelo de xeopotencial JGMS. A vista dos resultados
obtidos, empregaremos os programas con cada unha das perturbacions de forma indi-
vidual, para poder identificar aproximadamente cal inflile méis e de que xeito incide

na evolucién dos elementos orbitais.

Estrutura da tese
Esta tese, despois deste Limiar, estrutirase en 5 capitulos:

O Capitulo 1, dedicado a facer un compendio de todos os conceptos basicos xa
conecidos sobre o movemento orbital dos satélites, comezara cunha exposiciéon de fun-
damentos e, en particular, co establecemento dos distintos conceptos que se usaran
mdis adiante. Estes serdn os sistemas de coordenadas (ttiles para poder establecer
as condiciéns iniciais), os elementos orbitais (necesarios para poder definir a dérbita
do satélite obxecto de estudo) e as diferentes perturbaciéns, incluindo, en primeiro

lugar, a obtencion do potencial terrestre e que seran empregadas nas distintas si-
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mulaciéns que faremos mais adiante. Remataremos a primeira parte deste capitulo
deducindo as ecuacions de Lagrange, que nos permiten obter directamente a variacion
dos parametros orbitais en funcién do tempo. Posteriormente, presentaremos de for-
ma esquematica os métodos que historicamente foron empregados na integracién do
problema dos satélites artificiais, dende os primeiros métodos analiticos ata os mais
recentes métodos numéricos, pasando polo método estroboscopico como o exemplo

mais senlleiro dos métodos semianaliticos.

No Capitulo 2 afondaremos no método e técnica empregados para programar os
propagadores. Comezaremos cunha introducion & solucién dunha ecuacién diferencial
ordinaria utilizando series de Taylor, xa que son os alicerces do noso integrador. A
continuacion, presentaremos a técnica de diferenciacién automatica que nos permitira
definir o que denominamos funcion enlazada, que é unha secuencia de operaciéns bi-
narias e/ou unarias que, aplicadas de xeito secuencial, conducen ao resultado dunha
determinada operacion. Tamén desenvolveremos unha alxebra de series necesaria para
poder implementar as series de Taylor mediante a diferenciacién automaética nos pro-
gramas desenvolvidos. Deste xeito obteremos a base tedrica para crear un propagador
orbital que utilice as series de Taylor para calcular rapidamente e con gran precision
o movemento perturbado do satélite. Veremos como e por que introducimos un novo
enfoque para a adaptaciéon do método das series de Taylor ao estudo do movemento

do satélite artificial.

As principais caracteristicas do propagador orbital PSAT describense no Capitu-
lo 3. Comezaremos o Capitulo introducindo outros propagadores orbitais e veremos
a sia estrutura, o seu método de calculo e control, o xeito en que tratan, progra-
man, implementan e traballan as diferentes perturbaciéns no conxunto do programa.
Noutras palabras, explicaremos como se pon en practica toda a estrutura tedrica do
Capitulo 2 no software desenvolvido baseado en series de Taylor (chamado PSAT na
stia tnica versién s6 orbital). En canto &s perturbaciéns, centrarémonos nas princi-
pais que afectan aos satélites artificiais: xeopotencial, terceiro corpo, radiacion solar,
freada atmosférica e outras secundarias como as forzas radiais, tanxenciais e normais
(que xa foran comentadas no capitulo 1). Con isto explicaremos as posibilidades que
ten o uso dos programas, xa que a imposicion das condiciéns iniciais das devanditas

perturbaciéns non resulta unha tarefa complicada.
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No Capitulo 4 trataremos o desenvolvemento das ecuaciéns que rexen o move-
mento de rotaciéon do satélite. Comezarase cunha introducién histérica e coas bases
necesarias para poder establecer paso a paso estas ecuaciéns: movemento dun sélido
rixido, presentacién das variables necesarias (as de Euler e Andoyer) e por tdltimo o
movemento rototranslatorio (onde expresaremos o hamiltoniano en diferentes sistemas
de coordenadas en funcién das variables vistas anteriormente). Con esta base podere-
mos expresar o hamiltoniano do movemento rototranslatorio en variables de Euler e
Andoyer, e a partir del poderemos deducir unha extension das ecuaciéns de Lagrange
que inclia & vez tanto o movemento orbital como a rotacién do satélite, explicitando
dous modelos directamente relacionados coas caracteristicas xeométricas do satélite:
o modelo cuasisimétrico e o modelo triaxial. E dicir, teremos unha xeneralizacién das
ecuaciéns de Lagrange, clasicamente deducidas s6 para o movemento orbital, pero
agora estendidas ao movemento rototranslatorio. Remataremos coa implementacién
deste hamiltoniano nun propagador que inclie simultaneamente o movemento orbital

e a rotacién do satélite, co que obteremos PSATROT.

O Capitulo 5 estd dedicado a aplicaciéns, e nel desenvolveremos unha serie de
simulacions que nos permitiran ver como se comportan ambos os propagadores e como
funcionan cando estudamos determinados obxectos en Orbita sometidos a diferentes
perturbacions, ademais da sta rotacién. Para iso escollemos tres érbitas diferentes:
unha oOrbita baixa, unha con alta excentricidade e outra xeoestacionaria para com-
probar a eficiencia dos propagadores en condicions heteroxéneas. Ademais, no caso
de PSATROT, tamén teremos en conta varias casuisticas relacionadas con momentos
de inercia e velocidades de rotacién para que se poida comprobar a influencia destas
variables na orbita. En calquera caso, primeiro comprobaremos PSAT con varios casos
(kepleriano, Problema Principal, modelos de xeopotencial zonal e teseral) para despois
avaliar PSATROT, é dicir, ter en conta o que ocorre cun movemento rototranslatorio
(para o que decidimos mostrar sé graficamente un exemplo dos diferentes que simu-
lamos para non ampliar a tese mais do necesario). Non obstante, consideramos 1til
analizar primeiro de xeito analitico os termos do hamiltoniano relativos ao movemento
rototranslacional para posteriormente, despois de obter informacién suficiente ao res-
pecto, poder interpretar axeitadamente os resultados numeéricos e entender o que esta
a acontecer e o seu porqué. Remataremos este capitulo cun modelo méais complexo

empregando PSAT, consistente en simular un satélite en condicions realistas, é dicir,
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tendo en conta un modelo xeopotencial completo como JGMS incluindo as seguin-
tes perturbaciéns: influencia do Sol e da Lia, a radiacién solar e a atmosfera. Pero
ademais, sobre os resultados finais da evolucién dos parametros orbitais ao longo de
todo o intervalo de simulacién, procuraremos atopar que perturbacions estan detras
de cada patrén reconecible. Con isto veremos que cada unha das perturbaciéns que se
tiveron en conta xoga un papel mais ou menos relevante dentro do movemento orbital

dun satélite.

Motivacion / obxectivos

Os obxectivos marcados na realizacién da presente tese de doutoramento foron

1. O emprego do integrador TIDES ( Taylor series Integrator for Differential Equa-
tionS) para a construcién dun propagador orbital é moi dificil por tres razéns: a
dificultade de construir as derivadas do potencial terrestre ata unha alta orde, a
posibilidade de incluir nun mesmo programa diferentes tipos de perturbacions,
e a formulacién dalgunhas destas. Todo o anterior motivounos a crear as ferra-
mentas necesarias para a construcion dun novo propagador, baseado no método

das series de Taylor, que resolva os problemas mencionados.

2. Ademais do propio movemento orbital, pareceunos o intre oportuno para consi-
derar tamén a rotaciéon & que estan sometidos os satélites e estudar asi o chamado
movemento rototranslatorio coa idea de establecer como ambos os movementos
do satélite se inflien mutuamente. Neste senso, hai que dicir que a ausencia des-
te tipo de resultados na literatura cientifica supuxo unha maior motivacién no

noso traballo.

3. En relacién co movemento rotatorio, outro dos obxectivos importantes que nos
propuxemos foi dotar a este destacado campo da Mecanica dunha tinica nomen-
clatura, xa que dependendo dos distintos autores aparecen as mesmas variables
con notaciéns diferentes, o que non fai mais que entorpecer e confundir aos

investigadores.

4. Unha vez decididos os posibles contidos do traballo, propuxémonos tamén es-
tablecer unha xeneralizacion das ecuacions de Lagrange, desenadas tradicional-

mente para obter a variaciéon directa dos elementos orbitais en problemas keple-

10
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rianos perturbados. No noso caso, ao considerar tamén a rotacién do satélite,
preguntdmonos se seria posible estender estas ecuaciéns ao movemento roto-
translatorio para poder, cun conxunto de doce parametros, estudar ao mesmo

tempo os movementos de translacién e de rotacion.

Metodoloxia

Na figura 0.1 podemos ver o proceso resumido e os métodos matematicos que
empregamos para acadar os obxectivos marcados no apartado anterior. Partimos dos
conceptos basicos que se describen no Capitulo 1, para centrarnos, no Capitulo 2,
nas ferramentas matematicas utilizadas, fundamentalmente as series de Taylor, dife-
renciaciéon automatica e alxebra de series, as cales serdn aplicadas no Capitulo 3
para a stia implementacién no primeiro propagador desenvolvido, PSAT. O Capitu-
lo 4 dedicase aos conceptos que daran lugar ao desenvolvemento das ecuaciéns de
Lagrange xeneralizadas asi como a stia implementacién eo segundo dos propagado-
res, PSATROT. As aplicaciéns de ambos os propagadores sobre condiciéns iniciais

determinadas amésanse no Capitulo 5.

P Elementos ) Ecuaciéns de Revisién de métodos de integracion
CAPITULO 1 orbitais Perturbaciéns Lagrange aplicados a0 movemento do satélite

Series de Taylor leerenc!a.clon
€ ) automatica

‘ J
. p
CAPITULO 3 PSAT N - } ‘

Angulos de Euler Variables de ECUACIONS DE
CAPITULO 4 e velocidade de And ! Eul LAGRANGE PSATROT
rotacién AUl | XENERALIZADAS
@ v B

APLICACIONS

Alxebra de series

Figura 0.1: Esquema da Metodoloxia empregada no desenvolvemento da Tese.
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Capitulo 1

Movemento orbital do satélite artificial

1.1. Formulaciéon do problema.

1.1.1. Movemento kepleriano

O estudo do movemento de dias masas puntuais que se atraen gravitacionalmente

chdmase Problema de dous Corpos, sendo a base da Mecéanica Celeste clésica.

Pédese dicir que este estudo ten a sda orixe a principios do século XVII cando J.
Kepler enunciaba as tres leis que rexen o movemento dos planetas arredor do Sol. Estas
leis, de caracter empirico, tiveron un apoio fisico axeitado cando en 1687 I. Newton
publicou a sta obra principal, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, na que

figuraban os tres postulados da Mecédnica asi como a sta Lei da gravitacion.

Segundo esta lei, duas masas puntuais, my e mo, separadas por unha distancia r
atrédense cunha forza que é directamente proporcional ao produto das masas e inver-

samente proporcional ao cadrado da distancia.

Designando por r o vector de posicién do corpo de masa mo con respecto ao corpo
de masa mq e por r a distancia entre ambos, podemos expresar o vector exposto

anteriormente do seguinte xeito

mi1meoT

, (1.1)

Fio=-Fo1=-5—5
r2 o
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sendo G a chamada constante de gravitacion, F1_,o a forza exercida polo corpo 1 sobre

o 2e Fy_,1 0 vector oposto.

No Problema de dous Corpos deméstrase que ambos os puntos materiais describen
o mesmo tipo de conica en torno ao seu centro de masas, ou o que é o mesmo, se
tomamos un deles como fixo, o outro moévese respecto a el na dérbita relativa, que

tamén é unha cénica, elipse en particular.

A ecuacién diferencial vectorial do movemento relativo resulta ser

. 12
= —— 1.2
7 r3r’ (1.2)

sendo g = G(mq1 +ms) o denominado pardmetro gravitacional estandar.

Esta ecuacién diferencial vectorial é equivalente a un sistema diferencial escalar de
orde 6, polo que a sta integraciéon dependera de seis constantes independentes, «;, con
i1 =1 a 6. Estas seis constantes estan vencelladas cos chamados elementos orbitais, dos

que falaremos a continuacién (ver 1.1.2).

Por outra banda, o movemento solucién de (1.2) chdmase kepleriano, xa que a
traxectoria relativa é unha cénica cun corpo situado nun dos seus focos (a Primeira
Lei de Kepler). Ademais, verificase a lei das dreas (a Segunda Lei de Kepler), e no

caso das oOrbitas elipticas existe a relacion

472
H= ﬁa3, (1.3)

onde P é o periodo orbital e a o semieixe maior da elipse. Esto da lugar & verdadeira

expresién para Lei de Kepler.

De feito, se aplicamos (1.3) ao caso do Sol (representaremos a masa solar como

M) e a un planeta de masa m1, e despois ao Sol e outro planeta de masa mo, temos

472
Q(M@ +m1) = 5o ail))v

Pl

472
9(M® +7712) = 59 CL%,
P2

14
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de onde se deduce

Mo +m :a?/Pl2 N

Mo+my  a3/P2" 7

(1.4)

Xxa que as masas planetarias son moito mais pequenas que a masa solar.

Outro resultado fundamental do Problema de dous Corpos é que as coordenadas
polares relativas (r, f) ligadas 4 posicién dun corpo con respecto ao outro na sia dérbita

estdan relacionadas pola ecuacién dunha coénica,

p

SR - 1.
" 1+ecosf’ (15)

sendo p = a(1 — e?) o pardmetro no caso eliptico, tamén chamado semi-latus rectum
(a distancia perpendicular ao eixe maior dende un foco & elipse). Xeometricamente

pbédense observar as variables na figura 1.1.

Figura 1.1: Representacién do angulo, f, o raio vector, 7, o pardametro, p, e o semieixe maior da elipse, a.

O propio I. Newton estendeu estes resultados ao caso no que as masas puntuais son
substituidas por esferas solidas homoxéneas, ou ben unha esfera destas caracteristicas

e un punto material, como se mostra na figura 1.2.

Este tiltimo escenario ben pode ser, nunha primeira aproximacion, o correspondente
ao movemento dun satélite artificial (o punto material) arredor da Terra (a esfera).
En realidade, o problema complicase xa que a Terra non ¢é nin esférica, nin sélida, nin
homoxénea, porén non estd lonxe de cumprir estas condiciéns e por iso 0 movemento

orbital, non sendo estritamente kepleriano, tampouco esta lonxe de selo.

15
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Figura 1.2: Esquema xeral da Lei de Gravitacién Universal.

Son tres as anomalias que se manexan no movemento kepleriano eliptico. A media,
M, a excéntrica, F, e a verdadeira, f, que é unha das coordenadas polares relativas

mencionadas anteriormente (ver en (1.5)).

As relaciéns entre elas son, por unha banda,

E—esen E=M, (1.6)
que ¢é a ecuacion de Kepler, sendo

2w
M:?(th):n(th). (1.7)

Aqui T representa o instante de minima distancia entre o satélite e o centro de
masas da Terra (denominado paso polo perixeo, que veremos méais polo miudo en

1.1.2), mentres que n = 2?” é o denominado movemento medio.

Por outra banda, as anomalias E e f estan relacionadas segundo

f 1+e E
tanL = tan — 1.8
WyTVI My (18)

ou ben mediante
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V1—e2sen E SenE_\/l—e2senf
l—ecosE ’ 1+ecosf ’ (1.9)
cosE—e cosf+e
—_ coskh = ———
14+ecosf

sen f =

cos f =

existindo asemade unha expresién que relaciona directamente E co raio vector, 7,

r=a(l—ecosE). (1.10)

Deste xeito o esquema de cdlculo das coordenadas polares (r, f) nun certo intre, ¢,

sera,

. (1.7) u (1.6) . (1.8) ; (1.5) )
m (1.11)

Na figura 1.3 represéntanse as tres anomalias, onde C' (no caso do satélite artificial
arredor da Terra) é o centro de masa da Terra, S é a posicién do satélite na sta érbita e
S’ é o punto correspondente a S no circulo director (circulo cun raio igual ao semieixe

maior da elipse).

E

C F R

Figura 1.3: Anomalias media, excéntrica e verdadeira.
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A anomalia media, M, vén sendo o angulo descrito por un punto ideal que se move
con velocidade constante sobre o circulo director, de xeito que as seguintes igualdades

se verifican no perixeo ! e no apoxeo 2

= Perixeo M=FE=f=0

= Apoxeo M=FE=f=nx

Todas estas cuestions poden verse con detalle nalgins libros xeneralistas e en obras

méis enfocadas & Mecanica Celeste como ( ),

(1o71), (1954), (1985), (1998), (20006),
(2005), Roy (2005), (2007),
(2009), (2010), (2011), (2012),

( ) ete.
1.1.2. Sistemas de coordenadas e elementos orbitais

Sistemas de coordenadas

Para estudar o movemento orbital dos satélites artificiais e demais astros, é preciso
establecer sistemas de referencia. Segundo o obxectivo indicado, adoitan empregarse
diferentes sistemas, entre os que se poden salientar o espacial, nodo-espacial, nodal,
absidal, orbital etc., ainda que o paso dun a outro pddese facer de xeito sinxelo me-
diante xiros (por exemplo en ( ), ( ) ou

( ) pédense examinar en detalle estes sistemas de coordenadas).

Para explicar certos conceptos necesarios mais adiante, empregaranse tres sistemas
cartesianos ortogonais dextréxiros (ver figura 1.4): dous fixos (o espacial e o nodal) e
un mobil ancorado ao satélite, S (o orbital). A orixe dos sistemas de coordenadas serd

o centro de masas da Terra, O. Asi, teremos

» Sistemas fixos {e1, ez, ez} e {l, m, n}

1 Punto méis préximo & Terra na érbita dunha estrela ou satélite artificial.
2 O punto dunha érbita arredor da Terra mais afastado do centro da Terra.

18
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Figura 1.4: Sistemas de coordenadas empregados.

e O primeiro é un sistema de referencia inercial ecuatorial onde eg coincide
co eixe de rotacién da Terra, apuntando cara ao polo norte. Os demais
vectores estaran contidos no plano do ecuador, sendo o sentido de ey cara
ao punto vernal, v, que é un dos puntos de intersecciéon do plano orbital da

Terra (a ecliptica) co plano do ecuador.

e O segundo deles tera o versor [ dirixido cara ao punto onde o satélite pasa
do hemisferio sur ao norte (nodo ascendente), mentres que o vector n terd
a direccién do momento angular, que é o produto cruzado do raio vector
pola velocidade do satélite: G =r X 7* (ver mais detalles en 4.2.2). O versor

m forma un triedro ortogonal dextréxiro cos anteriores.
= Sistema mébil {u, v, n}

o Estard ancorado ao satélite mediante o versor wu, dirixido en todo intre cara

a el indicando, polo tanto, a direccién radial; por iso u = 7.

Elementos orbitais

Como se mencionou anteriormente, a integracién das ecuaciéns diferenciais do
movemento relativo do Problema de dous Corpos depende de seis constantes inde-

pendentes. Estas constantes, ou outras relacionadas con elas, chamanse elementos ou
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pardmetros orbitais. Os méis utilizados, tanto no caso do satélite artificial como nou-

tros escenarios astronémicos, son os dados por

T, o tempo de paso do periastro (ou perixeo no caso dun satélite terrestre),
= ¢, a sta excentricidade,

= a, 0 semieixe da érbita eliptica,

= 4, a inclinacién orbital,

= ), 0 angulo do nodo ascendente,

= w, 0 argumento periastro,

dos que se pode ver a sta representacién na figura 1.5. Os tres tltimos son dngulos

que representan tanto a orientacion da érbita no espazo como no seu propio plano.

Figura 1.5: Parametros orbitais.

A inclinacién é o angulo diédrico que forma o plano orbital coa ecliptica, pero
témase entre 0° e 90° cando o movemento é directo (en sentido antihorario)
e entre 90° e 180° para o movemento retrégrado (sentido horario). Con maéis
precisién, e traballando cun sistema de referencia dextroxiro, é o angulo que

forma o vector de momento angular (ver 4.2.2) co eixe z positivo.
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O dngulo do modo é aquel contado sobre o ecuador, e en sentido dextréxiro,
dende a posicién do punto v ata o nodo ascendente, punto este no cal o satélite

pasa de ter declinaciéon negativa a positiva.

O argumento do periastro (ou perixeo) céntase sobre o plano orbital e no senso

do movemento, dende o nodo ascendente ao perixeo.

As veces T substitiese pola anomalia media dun instante concreto. Tamén o se-

mieixe pode cambiarse polo perfodo orbital co que esté relacionado mediante (1.3).

1.1.3. Movimiento kepleriano perturbado

A dindmica dun sistema illado composto por un satélite que orbita un planeta
esférico satisfai a ecuacién (1.2) e seguird un movemento kepleriano. Esta ecuacion,
que deriva dun potencial kepleriano (Vj = —u/r), representaria un sistema ideal. En
realidade, calquera sistema estéd influenciado por diferentes forzas ou potenciais que
perturban o seu movemento, entén dise que se produce un movemento kepleriano
perturbado e & ecuacién anterior serd necesario engadir un termo adicional, P, que
agrupard a suma das forzas que provocan estas perturbaciéns. Son realmente forzas

entre unidade de masa, é dicir, aceleracions

I

P=——=r+2P. 1.12
P 3T + (1.12)
Partindo da expresién que relaciona a forza co potencial, P = —VV, ou o que é o
mesmo,
ov. oV oV
T:(f—,f—,f—), 1.13
dr’ Oy’ 0z ( )

e tendo en conta que as componentes do vector aceleracion son as derivadas parciais
do potencial con respecto a cada coordenada, as ecuaciéns de movemento do satélite

seran
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d2x_ oV
a2~ 9z’
&y __ov (1.14)
dt2 dy
d2z_ oV
a2~ 9z

A expresién do potencial, V', que afecta a un satélite, serd a suma do potencial
kepleriano, Vi, = —pu/ (22 + 4%+ 22), e do potencial perturbador, Vp, que agrupari a
suma de todas as perturbaciéns (potenciais e/ou forzas) que actian sobre el.

As ecuaciéns (1.12) representan a formulacién newtoniana do problema kepleriano
perturbado xa sexa a partir da expresién da forza ou a través do potencial pero, en
ambos o0s casos, expresada en funciéon das coordenadas cartesianas do problema. Al-
gunhas das perturbaciéns son dificiles de expresar en coordenadas cartesianas, polo
que é necesario realizar un cambio de variables que simplifique a formulacion destas
perturbaciéns. Emporiso, estes cambios adoitan dificultar a expresion de ecuaciéns di-
ferenciais transformadas. A formulacién hamiltoniana da Mecénica, xunto co concepto
de transformacién e variables canénicas, simplifica de xeito notable o tratamento dos
problemas perturbados. Para un sistema kepleriano perturbado, con forzas de pertur-

bacién conservadoras, definiremos o hamiltoniano do sistema como a expresién

H(z,y,2,X,Y,Z) = Hy. + Vo, (1.15)
onde Hy é o hamiltoniano kepleriano dado por

1

Hy=T+Ve, T=:(X*+Y?+2%), (1.16)

N

sendo T a enerxia cinética e (z, y, z, X, Y, Z) as variables canénicas do sistema; de

xeito que 7 = (z, y, z) son as coordenadas e 7 = (X, Y, Z) os momentos.

As ecuacions de Hamilton
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de _ 90¢ X __ox
dat 98X’ dt ~ 9z’
dy 0K dy OH
&y _or — = 1.17
dt ~ oy’ dt oy (1.17)
dz 9K 4z = oK
dt ~ 02’ a0z’

son equivalentes 4 ecuacién vectorial (1.12), correspondente & formulacién newtoniana,

e substittiena para a integracién do problema.

Se temos unha transformacién, independente do tempo ¢, totalmente canénica (z,
y, 2z, X, Y, Z) «— (q1, g2 , q3, p1, D2, P3), para atopar as ecuaciéns do movemento
nestas novas variables canénicas abonda con substituir as variables no hamiltoniano
H(z, y, 2z, X, Y, Z) para obter o novo hamiltoniano H(q1, g2, ¢3, p1, P2, p3). As
ecuaciéns do movemento virdn entén dadas polas ecuaciéns de Hamilton nas novas

variables,

dg; OH dp;  OH

dt — Op; dt g

i=1,2,3. (1.18)

Os parametros orbitais serven para introducir algins sistemas de variables canéni-

cas como as de Delaunay ou as de Hill, moi empregadas en Astrodindmica.

As primeiras, que seran utiles para o desenvolvemento desta Tese, foron estableci-
das por ( ) a partir dos traballos de ( ), consisten no conxunto:
l, g, h, L, G, H; onde [, g, h son as coordenadas e L, G, H son os seus momentos

conxugados. A stia relacién cos elementos orbitais vén dada por

l=n(t-T), L= \/ua,
g=uw, G=ILV1-¢2 (1.19)

h=9Q, H = G cos:.

En canto as variables de ( ), tamén chamadas polares-nodais ou de
ker (1904), estdn definidas polo conxunto (r, u, h, R, U, H)
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T, R=r,
u=w+f, U = 2c, (1.20)
h=Q, H = Ucosi,

con 2¢ = \/pa(l —e?) e por tanto U é igual a G.

En termos das variables de Delaunay, a expresién (1.15) adopta a forma

2

I
H=—+H 1.21
27,2 + iy, ( )

en tanto que en variables polares-nodais resulta

1 U? I
J{:—(R2+—)77+9{ : 1.22
2 r2 r P (1.22)
A solucién clasica do problema implicaba integrar o sistema hamiltoniano corres-
pondente utilizando métodos analiticos por ordes de perturbacién. Porén, tamén se pu-
xeron en practica métodos semianaliticos e, por suposto, aplicironse métodos numéri-

cos, algins desenados ad hoc.

1.1.4. Perturbaciéns

Ata agora, o sistema de satélites da Terra considerabase un Problema de dous
Corpos. En realidade, o satélite sofre unha serie de perturbaciéns de diversa indole que
provocan que a sua érbita se modifique co paso do tempo. Isto implica que os elementos
orbitais non sexan constantes. Ademais, non todas as perturbaciéns afectan por igual,
algunhas fano periodicamente (perturbaciéns de longo periodo e curto periodo que se
repiten cunha determinada frecuencia) e outras acumilanse ao longo de cada érbita

(perturbacidns seculares).

Existe unha ampla bibliografia que describe estas perturbaciéns en detalle, nesta

Memoria seguimos principalmente ( ), ( ) e
(2019).

A continuacién méstranse algunhas das perturbaciéons méis importantes que hai

que ter en conta no movemento orbital dun satélite artificial.
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Potencial terrestre

E, sen dubida, a perturbaciéon mdéis importante que afecta 4 dérbita dun satélite
artificial arredor do noso planeta. Débese a que a Terra non é esférica e tamén ao

feito de que tampouco é homoxénea (ver mais detalles en ( ), ( ),

(2001) ou (2014).

Para obter a expresién do potencial terrestre, partiremos do estudo do potencial
creado por calquera s6lido nun punto externo P, que podemos tomar como unidade de
masa, utilizando o esquema mostrado na figura 1.6. Consideremos primeiro o potencial
creado por un elemento diferencial Q do sélido, con masa dm e coordenadas (zqg, yq,
zq) referidas a un certo punto interior O, tomado como orixe. Sexan (zp, yp, zp) as
coordenadas de P, o punto que identificamos co satélite. Nestas condiciéns, o potencial

creado por QQ en P vird dado por

_gdm

dv = A

(1.23)

Para calcular o potencial total do sélido sobre o satélite habera que integrar sobre

o fff %

onde A é a distancia entre o elemento de masa, Q, e P. Se o sélido fose un obxecto

0 seu volume total

esférico, homoxéneo e uniforme de masa M o potencial seria

SM SM
V=Tl o JE 1.25
R Py (1.25)

No noso caso, o sélido é a Terra e, como se mencionou ao comezo deste apartado,
non é homoxéneo e presenta anomalias gravitatorias, polo que é necesario calcular a

integral en todos os seus puntos. Para iso, utilizaremos a expresion

A2 =2 4 0"% 21/ cosf. (1.26)

A
No tridngulo OPQ da figura 1.6 dedicese,
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Figura 1.6: Esquema dos elementos Utiles para o calculo do potencial creado por un sélido nun punto
exterior.

1 1 1 1
=- . (1.27)

Z - \/T2+r/2_2rr’c089 o \/[1+ (L’)Q—Q(L/)COSQ}

No estudo dos satélites artificiais, o cociente entre as distancias 7’ e r sempre ser4,
inferior a 1 e pédese empregar a seguinte igualdade basedndose nos polinomios de

Legendre
1+( > 2< /) ()S? - E P ( ()S‘?). (1.28)
¢ 4 1 n (C

Onde P, (cosf) é o polinomio de Legendre de grao n, definido pola expresién

1 d” [00529 — 1}”
P, (cosf) = S Toosgn (1.29)

Os primeiros polinomios de Legendre son

26



CAPITULO 1. MOVEMENTO ORBITAL DO SATELITE ARTIFICIAL

1 d[cos? 0 — 1]0

Polcost] = 200! dcosf0 =L
1 dfcos?0—1
P [cosf] = 5T1] [ Toosd ] = cos#,
1 d? [(2052 6—1] 2 1
Peleost] = oo doose? =5 (Beos®0-1), (1.30)
1 d3cos?0—1]° 1
Ps[cosf] = 533 [dcosﬁ?’ ] =3 (5(:05 0 —3cosb),
d* [cos20 —1]"
Py [cosf] = 2414' [Cclojos€4 ] é (35cos 0 —30cos? 0+ 3),

Substituindo (1.28) e (1.29) en (1.24), chégase a

s flls

=5 [, 3 e oty )
CARRE B L [00529— l]n
_ dm.
9///\/01;T"+1 2" n! dcosfm m

Descomponendo agora esta expansion segundo a orde do polinomio de Legendre,

teremos

V=W+WV+Vot---+V+--- (1.32)

sendo

///Vol{”z ) e C089>}dm’ (133)

n=1
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s f] =
Vol r

:—9/// 2 1 (cosB)d :—9/// cos@dm
Vol T Vol T
= ——/// rr’ cosfdm,
Vol (134)

1
:-9///VOl 3 » (cos @) d 2—9///‘/0175 3c0529—1)dm
2T4///Vol 3cos 60— l)d

///Vol( > n (cos6) dm. (1.35)

Vexamos, porén, que V7 = 0 se facemos coincidir a orixe das coordenadas co centro

ﬁ

de masa do sélido. De feito, nestas condiciéns podemos escribir,

m, 1 ! m, 1
%:—S—T—/ " cosOdm :—9—;{—/ r'r cosfdm
T My S T % g Jm,,
’ 1.36
m, 1 , my, Jm, " dm (1.36)
=-§—5— r'-rdm =0 r—7-—,
3 my Jm r [, dm
mais
S r'dm
ro=—I (1.37)
T, dm
T
é o vector de posicion do centro de masas do s6lido, ou sexa
m
Vi=-G—Er-rg. 1.38
1=-5 3 TTo (1.38)

Polo tanto, se rg = 0 dedtcese que V3 =0

A partir de agora empregaremos a constante gravitacional, 4 = Gm,., onde m,, é a

masa total do sélido (empregaremos o subindice T' porque mais tarde especificaremos
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as ecuaciéns para o caso da Terra), xa que a masa do satélite pode considerarse

insignificante en comparacion coa masa m.,.

Pasemos agora &s coordenadas polares esféricas, co polo no centro de masa do
solido. Sexan (r, ¥, A\) as do satélite, P, e (v, ¥', \') as do elemento de masa do

sélido, . Nestas condiciéns, se consideramos unha esfera de raio unidade concéntrica

A
co solido, férmase sobre ela o tridngulo esférico PQN (ver figura 1.7), e aplicdndolle

o teorema do coseno da trigonometria esférica, temos

cosf = cos(90° — ') cos(90° — 1) + sen (90° — ') sen (90° — ) cos(A —\'), (1.39)

Figura 1.7: Coordenadas polares esféricas para o calculo de cosé.

ou ben,

cos = sen 1p sen ¢’ + cos ) cos )’ cos(A — X'). (1.40)

A relacién entre 1) e os pardmetros orbitais w e ¢ podese deducir da figura 1.8, na
que consideramos de novo unha esfera de raio unidade centrada na Terra e exterior &
orbita do satélite. Proxectdandoa sobre a dita esfera, formase nela un tridngulo esférico

rectangulo, a partir do cal a relacién
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Orbita

Satélite

Plano do Ecuador

Figura 1.8: Coordenadas cilindricas para o célculo de cos®.

seny = senisen (w+ f). (1.41)

Introducindo a igualdade (1.8) en (1.29) e facendo as pertinentes substitucions,

temos
n
Py, (cosf) = P, (sen 1)) P, (sen ') +2 Z 7 (sen ) Pt (sen 1)) cos [m(A—N)],
m:l
(1.42)
Por outra parte, dedtcense os polinomios asociados de Legendre
md™P,(z) (-1)™ m dntm (22 —1)"
m 1\ (1 _ 2\ 2 n _ _ »2)72 1.43
Pt (a) = (-1)" (1-a%)? =0 = S0 (1) e (1.43)
onde empregando a formula de Rodrigues, pode probarse que
Py () = Py (). (1.44)

Por outra banda, podemos escribir,
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m m R n
L (1.45)

rm R™ rm )’

sendo R, a maxima distancia dende o centro de masas do sélido a un punto da sta

superficie, que vén sendo o raio ecuatorial.

Substituindo agora en (1.42) e (1.45) en (1.33), chégase a

Ky ///w e P s ) P (sen o)
D IP I ///VOP’“

n2m1

[ 7 (sen ") cos(mA) cos(mA)

+ P (sen ') sen (mA) sen (m)\’)] dm} .
(1.46)

Con obxecto de deducir unha expresion mais manexable do potencial, definamos

1///%1;213“(86111/)’) dm

my m)! // volR 7Py (sen @) cos(mA') dm, (1.47)

(
e ] eten eyt

Finalmente, levando (1.47) a (1.46) resulta

:—ll—ZJ —P (sen ) —|—Z Z i ™ (sen 1) [ChY cos(mA) 4+ S, sen(m)\)]],
n=2m=1

(1.48)

ou ben,

(sen ) J™ cos[m(A—N1)]|,

——g[l—ZJnR . (sen ) —1—22

n=2 n=2m=1

(1.49)
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con

Clr =J]" cos(mA),

(1.50)
Syt =J" sen (mA]').

Sendo J,, os chamados harménicos zonais e C}* e S]* os harmoénicos teserais.

A expresién completa do xeopotencial é complexa e de dificil utilizacién, polo que

adoitan formularse diferentes hipdteses co fin de simplificala.

= Se o centro de masa da Terra se toma coma orixe das coordenadas, como vimos

de facer, o termo V; de (1.32) cancelarase, como xa vimos anteriormente.

= Se se considera que a Terra ten simetria de revolucién, os harménicos teserais

cancelaranse xa que neste caso o potencial non dependera da lonxitude \’,

V:—‘;{1—i<}})njnpn(sen¢)}. (1.51)
n=2

= Se tamén admitimos que para a simetria da Terra con respecto ao plano ecuato-
rial, (1.51) o potencial non pode variar ao cambiar 1’ por —t’, entén s6 deberfan

aparecer os harmoénicos zonais pares.

o0 2n
vz—ﬁ{l—z (RT) JgnPQn(senw)}. (1.52)

n=1

Unha das simplificaciéons mais utilizadas é desprezar todos os harménicos excepto
Ja, que se denomina factor de forma dindmica da Terra e ten un valor de 1,0827 x 1073.
Os harmonicos zonais restantes son varias ordes de magnitude inferiores a esta, por
exemplo: J3 = —2,534 x 106, J; = —1,620 x 106, J5 = —2,273 x 10°7... Neste caso, a
simplificacién equivale a tomar a Terra como un elipsoide de revolucién, polo que o

potencial seria

V:—g {1+(&)2?(1—3SGH2¢)}, (1.53)

de modo que podemos poner

32



CAPITULO 1. MOVEMENTO ORBITAL DO SATELITE ARTIFICIAL

V =V,+Va. (1.54)

Tomando como potencial o dado por (1.53), o caso correspondente denominase
Problema Principal da teoria do satélite artificial, sendo Vi = —p/r o potencial ke-
pleriano (que se corresponde coa integral de (1.24) tomando a Terra como un sélido

rixido perfectamente esférico) e

ﬂRgJZ 2
Vo =— 5,3 (1—3sen?y), (1.55)

o primeiro sumando do potencial perturbador.

Tendo en conta agora a expresién (1.41), podemos pér Va en termos dos elementos

orbitais, do xeito,

_ uR2J, 5\ a’ 5\ a’
Vo=— 4;3 (1—3cos®i) 3 +3(1—cos®i) T?COS[Q(OJ—l—f)] ) (1.56)

cuxa parte secular, unha vez promediado con respecto ao tempo, resulta ser

R2J. _
VQS:—M4632 (1—3cos?i) (1—¢?) 32 (1.57)
a
Volvendo & expresion (1.49) é claro que esta se pode escribir como
V=V +V,, (1.58)

indicando por V,, o total do potencial perturbador, ou sexa aquel que abrangue tanto

os harménicos zonais como os teserais, e que da conta da forma real do xeoide.

V}p poderia compactarse ainda mais introducindo os elementos J,, no dobre sumato-
rio. Para iso, substituindo m por 0 nas sias respectivas expresioéns en (1.47) obteremos
que C2 = —2.J,, (con J, = J9) de xeito que

__H NZZ epm (sen ) [Cl cos(mA) + .S sen (mA)]. (1.59)

n2m0
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Para realizar unha programacion que implique o xeopotencial, é necesario truncar
a suma da ecuacién (1.59) nun grao D e nunha orde O, creando un modelo de tamaio
D x O, do cal se cofiecen todos os seus termos, polo que a expresién anterior terd a

seguinte forma

D min(m,0) .
BHop e pm m m
=-=—= —<P, (S
V=-7 rﬂ; n;) P (sen ) [CF cos(mA) + 877 sen (mA)]. - (1.60)

Polo tanto, para definir o potencial dun sélido (sexa a Terra, a Lia, un planeta
ou outro obxecto celeste) serd necesario cofiecer os seguintes elementos: a constante
gravitatoria, a distancia maxima do centro de masas do sdlido ata un punto da sta
superficie (que seria o raio ecuatorial no caso dun elipsoide), os harmoénicos ata un
grao D (2 <n < D) e unha orde O (0 < m < min(m,0)) e a velocidade angular de
rotacién do sélido, ainda que non aparece explicitamente na expresién (1.60), terd que

usarse para referirse ao sistema inercial como se verd con maéis detalle en 3.6.

Unha vez obtido o potencial e as ecuacions que definen o sistema dindmico corres-
pondente, vexamos os diferentes modelos que tentan configurar o potencial dun corpo

celeste. Para iso utilizaronse 3 principais vias de obtencién de datos:

= Seguimento de satélites: utilizando para iso as perturbacions observadas directa-
mente nos satélites en orbita. Adaptandose 4 tecnoloxia de cada época, pasouse
de empregar telescopios como a cdmara Baker-Nunn nos primeiros anos da his-
toria aeroespacial, a comezar en 1965 a utilizar sistemas moito mais sofisticados
baseados en mediciéns laser como a SLR (Satellite Laser Ranging) ou o efecto
Doppler mediante radiometria e posteriormente o chamado SST (Satellite-to-
Satellite Tracking).

= Gravimetria: utilizanse en superficie mediante un resorte estatico que mide a
aceleracion gravitatoria nun lugar especifico. Tamén é posible utilizalos a bordo
dalgtin medio de transporte, o que reduce a precision, pero non por iso a sua
utilidade.

= Altimetria: proporcionan gran informacion relacionada coa forma do xeoide. Mi-

de a altitude dos satélites en relacion co nivel medio do mar.

34



CAPITULO 1. MOVEMENTO ORBITAL DO SATELITE ARTIFICIAL

A partir dos datos obtidos (tratados individual ou conxuntamente) puidéronse
elaborar diferentes modelos de potencial®. A stia orixe foron os modelos .Jo de grao 2 e
orde 0 (1957) e mais tarde o Modelo de Kozai, de grao 3 e orde 0 (1961). Estes modelos
obtivéronse a partir de datos proporcionados polo Sputnik (1957) e o Vanguard I
(1959). En 1972 produciuse un importante salto cualitativo co GEM-1 (Goddard Earth
Model) desenvolvido polo Goddard Space Flight Center e que tifia un valor de orde e
grao de 12. Durante as décadas dos 70 e 80 o GEM marcou o ritmo do progreso dos
modelos xeopotenciais, chegando a ter un tamano* de 50x50 a principios dos 90; ainda
que durante esas décadas algunhas excepciéns chegaron ata os 200 (modelos GPM)
e mesmo 360 (modelos OSU). Un dos madis utilizados foi o EGM96 (Earth Gravity
Model) de 1996 cun tamafio de 360x360. Ata o ano 2012 este valor supuxo un teito de
cristal superado polo EGM2008 cun tamano de 2 190x2 159.

Tamén se empregou amplamente o modelo JGM (Joint Earth Gravity Models), de
novo desenvolvido polo Goddard Space Flight Center en conxunto coa University of
Texas e o Centre National d’Etudes Spatiales e do que hai 3 versiéns, a ultima de 1996

con tamano 70x70.

No lado europeo, Francia e Alemana foron os pioneiros co seu modelo GRIM1 de
grao 10 en 1975. A principios do novo século, crearon os modelos EIGEN (Modelo
europeo de gravidade mellorada da Terra mediante Novas Técnicas) acadando o grao
1949 en 2012 co FIGEN-6C2.

Como se pode ver na figura 1.9, onde se amosan representados graficamente os
modelos de maior grao en cada unha das décadas dende 1960 a 2020, os calculos
foron progresando exponencialmente de xeito que en 54 anos se pasou dun modelo de
tamano 15x15 en 1966 a outro de 2 190x2 159 en 2019.

Ainda que nesta Tese nos centramos no potencial terrestre, é necesario indicar que
se conseguiron modelos do potencial doutros corpos do sistema solar. A continuacién

mostranse algins deles

3 A maioria dos modelos pédense ver en detalle na paxina web da NASA https://ntrs.nasa.gov/
onde estan disponibles os informes técnicos dalgins deles ou na paxina web do International Center
for Global Earth Models, http://icgem.gfz-potsdam.de/home, onde se poden descargar os modelos
e visualizalos.

4 A partir deste momento, cando falemos do tamaifio do modelo, estamos a nos referir a modelos
co mesmo grao e orde.
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Figura 1.9: Modelos EIGEN, GEM, GRIM e OSU ao longo dos anos en funcién do seu grao maximo.
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Laa: os modelos iniciais da Lia, GLGM-1 e GLGM-2 ( ( )
presentaban un tamano maximo de 70x70. No ano 2000 acadaronse modelos
de ata 150x150 e 165x165, JGL150Q1 e JGL165P1, respectivamente. Posterior-
mente conseguironse de 900x900 ( ( )) e 1200x1 200 (

(2016))-

Mercurio: os méis recentes de Mercurio son o HgMUCLA 40240 (

( )) de tamaifio 40 e o HgM005 de 50 ( ( )), obtidos
ambos os dous a partir de 1311 érbitas da MESSENGER sobre o planeta en-
tre 2011 e 2014. Actualmente o modelo HgM008 de grao e orde 100 é o méis
completo ( ( ).

Venus: os modelos MGNP120P ( ( )) e MGNP180U (
( )) con tamafios 120 o primeiro deles e 180 o se-
gundo, foron os méis empregados. Cos datos obtidos da sonda MAGALLANES,

intentdronse aproximaciéns de ata grao e orde 200 ( ( ).

Marte: a comezos dos 90 publicouse un de tamatio 50, o GMM-1 (
( )). En anos posteriores féronse mellorando con modelos de grao e orde 80
(GMM-2C). Os méis recentes constan dun tamano 120x120, como o GMM-3

(Ge ( )
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= Outros: grazas as observaciéns directas ou indirectas puidéronse establecer

modelos doutros corpos celestes: planetas ananos como Ceres (

( )), alguns asteroides como por exemplo (4) Vesta (
( )), (433) Eros ( ( )) ou (21) Lutetia (
( )) ou cometas como 67P/Churyumov-Gerasimenko (

(2016)).

Influencia dun terceiro corpo

Outra perturbacién a ter en conta, ademais do xeopotencial, que é o mais impor-
tante na dindmica do satélite artificial, é a influencia dun terceiro corpo como o Sol
ou a Lia. Un desenvolvemento completo de ambos os dous casos pddese ver en

( ) ou de xeito mais sinxelo en ( ).

Cémpre sinalar que esta perturbacion, para un satélite terrestre artificial, consta de
dous termos: o correspondente 4 Liia e o correspondente ao Sol. Pero tamén é valido
para calquera outro tipo de satélite perturbado por varias ltas ou por outro corpo
masivo, polo tanto pdédese xeneralizar a n corpos. Nas linas seguintes, so se citara a

presenza dun destes corpos para simplificar este apartado.

Partiremos dun terceiro corpo de masa ms. de tal xeito que pusz. = G ms., onde o
subindice 3¢ corresponde ao corpo perturbador. Tomemos r3.(t) como un vector en
funcién de ¢t que representa o vector de posicion do corpo con respecto ao centro de

masas da Terra. O potencial perturbador resultara

1 T
Ve = —i3e ( 3¢ ) , (1.61)

lrse=r1 [l7sc |®

ou o que é o mesmo, a forza por unidade de masa exercida polo terceiro corpo sera

F3c——9< Toe T _Tse ) (1.62)

[rae—r 1> | rs. |

Vendo as relacions xeométricas que se extraen da figura 1.10, onde o terceiro corpo,
de masa mgs, perturba calquera punto, P, a ecuacién anterior pédese reescribir en forma

escalar como
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1 rcosS
P T3

Nesta expresién, p ¢ a distancia entre o terceiro corpo e o satélite, r4 a distancia
do centro de masa da Terra a ese corpo e S3 o angulo, con vértice sobre a Terra, entre

o satélite e o terceiro corpo (ver figura 1.10).

Figura 1.10: Esquema dos elementos (tiles para o calculo da influencia dun terceiro corpo.

Utilizando o desenvolvemento (1.28) (pero neste caso tendo en conta que r sempre

serd menor que 14 e polo tanto Z+ < 1), a expresién (1.63) pédese por do xeito
3

= rcosS3
V3c:—,u3c Zmpn (COSS3)—T y (164)
n=0"3 T3

e desenvolvendo, chégase a

[e9] 7’"
Vae = —p1c <1 + > —g PalcosSs] | . (1.65)
n=2"3

Ademais, dado que

TT3+ Yy3 + 223

cos S3 = -
3

7 (1.66)
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o potencial do terceiro corpo que se crea sobre o satélite queda expresado finalmente

na forma

V3C = —H3c

0 n

r TT3+Yys + 223

14> mHPn( . ) : (1.67)
n=2"3 3

Radiacidn solar

Independentemente de que o Sol se tome como terceiro corpo, tamén é axeitado ter
en conta a radiacion solar, xa que no espazo os corpos estan sometidos 4 incidencia dos
foténs emitidos polo Sol, que producen presién sobre eles e que, no caso dos satélites,

afecta ao seu movemento.

A expresién do potencial perturbador debido & radiacién solar é

B

Viad = 7o ———»
7o -7

(1.68)

onde A é un factor que esté relacionado con varios parametros como veremos a conti-

nuacién, sendo 7 (t) o vector de posicién do Sol.

Como se pode seguir en ( ), o fluxo solar medio esté deter-

minado por

o=——" (1.69)

onde AF é a enerxia dos foténs que pasan por unha area, A, e At é o tempo no que

se recibe o fluxo de enerxia.

Asi mesmo, pédese calcular empiricamente dividindo o fluxo de foténs que sae do
Sol pola relaciéon entre as superficies do Sol e a dunha esfera cun raio que coincide co

lugar do sistema solar que se quere calcular. A expresién correspondente resulta ser

O=K-T)- (R>2, (1.70)
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tal que K é a constante de Stefan-Boltzmann (5,670367 x 10‘8"12%(), Tey € a tempe-
ratura efectiva do Sol (5776K), R é o raio do Sol (6957 x 10® km ou, o que é o mesmo,
0,00465047 unidades astronémicas de distancia, ua) e, finalmente, ag representa o raio
dunha esfera que contén o lugar onde se vai calcular o fluxo (en au). Usando os valores

incluidos anteriormente, teriamos un valor de ® = 1,367 %

O pulo dun sé fotén é igual & relacion entre a enerxia do fotén e a velocidade da

luz.

Po="—" (1.71)

e o cambio no pulo total dun corpo sometido & incidencia dos foténs do Sol é propor-

cional & variacién desa enerxia

Ap=BE 24t (1.72)
C C

polo que o corpo experimentara unha forza que serd a variacién do seu momento nun

tempo determinado

Ap

F:Kt

~2A-p.a (1.73)
C

Nestas igualdades, P,s representa a presion da radiaciéon solar 4 distancia de 1 ua.
Tomando como velocidade da luz 299 792,458 kTm, a dita presién serd igual a 4,55686 x
106 2%

m

Nesta presion interviran o material e a orientacién do satélite, de forma que poidan
absorber ou reflectir total ou parcialmente os foténs. A forza total serd a resta de
ambos. Por outra banda, a forza de absorcién, na direccién do Sol, con 6 igual ao
angulo entre as direccidns cara ao satélite e o Sol, medido dende o centro de masas da

Terra, sera

Fups = —P,gcosfA, (1.74)

e cando os raios do Sol sexan totalmente reflectidos, existird un pulo en direccién

normal & superficie,
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Figura 1.11: Absorcién total, ¢ = 0.

Fref = —2P;5cosfAcosé. (1.75)

Figura 1.12: Reflexién total, e = 1.

Polo tanto, a forza total serd

F=Fups—Fref =—Prs cos@A[(l —£) e+2scost9n} . (1.76)

Aqui, € representa o coeficiente de reflectividade (cuxos valores habituais para os
satélites varian entre 0.2 e 0.9; onde o coeficiente serd 0 se existe total absorcién e 1
se ten unha reflexiéon completa ou especular). Ademais, podemos empregar a seguinte

igualdade

cosf =nTe. (1.77)
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Por mor do movemento da Terra arredor do Sol, existen variaciéns na radiacién
solar (no perihelio terase un fluxo de 1413,00 % e no afelio de 1321,52 %) Para ter
en conta isto, inclufuse o termo 7,4 que é o médulo do vector satélite-Sol (en unidades

astronémicas de distancia).

Con todo isto teriamos que a forza perturbadora debida & radiacién solar nun
satélite de masa m (ainda que a masa do satélite pode variar ao longo da sta vida
util debido ao uso de combustible para realizar determinadas operaciéns, ao ser s

momentos puntuais poderiase tomar como constante) serfa de

A r—r
Frad:_Prs(1+5) 2 ©

m e —rg |

cosf. (1.78)

Vemos que aparece unha relaciéon de grande importancia que relaciona a area e a
masa, denominada na literatura, AMR (proporcion drea-masa). Neste senso é costume

dividir os obxectos en

= LAMR: aqueles que presentan unha relacion drea-masa baixa e que normalmente
corresponden a satélites, xa que se pretende reducir a perturbacién producida
pola radiacién solar tanto de xeito estético (dependendo da xeometria do propio
satélite) como dindmico (creando movementos de orientacién que reduzan a zona

de incidencia, denominados control de actitude).

= HAMR: aqueles que presentan unha relaciéon drea-masa elevada e que poderian
corresponder a sondas espaciais (que buscarian a maior incidencia para aprovei-
tar a presién da radiacién solar) ou restos espaciais (cuxa relacién é aleatoria e

impredicible) e presentan un comportamento complexo.

Para facerse unha idea das ordes de magnitude, un satélite do sistema de posi-
cionamento GPS ten unha relacién area-masa de 0.02 m?/kg (

( )) mentres que un valor de 1.00 m?/kg se considera moi alto (

(2013)).

E neste punto onde podemos incluir todas as constantes dentro dun sé parametro
que chamaremos reflectividade do satélite, e expresarémolo mediante 3, que non é

outro que o que aparece na expresion (1.68). Asi
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B=—Prs (1+€)érzacosﬁ, (1.79)
m

e polo tanto é unha variable proporcional & presiéon que exercen os foténs, 4 area

perpendicular & siia direccién de incidencia e ao material do satélite; e inversamente

proporcional & siia masa. Hai unha forma de aproveitar isto a priori na fase de desefio

e é actuando sobre a sia forma, peso e material, e posteriormente durante a stia vida

util, actuando sobre a sta orientacién (actitude do satélite).

x10°7 £=02 A/m=0,02 €=02 Am=1
0.000006
10
0.000004
os
0.000002
00 0.000000
~0.000002
-05
~0.000004
-10
~0.000006
0 2 50 75 100 125 150 175 0 2 50 75 100 125 150 175
X107 =09 A/m=0,02 £=09 Am=1
15 0.0000075 a‘ A‘ "‘ h P\‘ f‘ ﬁ I (q “
10 0.0000050 ‘ “ “‘ H H h ‘ ‘ [ “ [ “
05 0.0000025 H“ H “ H‘ “‘ ‘“ ‘
00 0.0000000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ “ ‘ “ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-05 ~0.0000025 M ‘ ‘ H ‘ H H ‘ “ “ ‘
-10 ~0.0000050 H “ H “ | ‘M H ‘ M “‘ \“
\ / { I \
-15 ~0.0000075 J \ b " “ w “ .
0 25 50 75 100 125 150 175 0 2 50 3 100 125 150 175

Figura 1.13: Valor de 8 en funcién dos valores de € (0.2 € 0.9) e A/m (0.02 e 1). Diferente escala
vertical.

Con (1.78) e (1.79) pddese obter directamente o potencial perturbador debido &

radiacién solar, que vén dado por

Viad = —— (1.80)

andloga a (1.68).

Ademais, hai que ter en conta a funcién de sombra, producida cando o satélite

queda sen recibir os raios solares debido & interposicién dalgin corpo (Terra ou Lia).
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Neste caso, teriamos que usar unha nova variable chamada funcién de sombra, v, para

que a expresion anterior sexa como

B
v—,

Tua

Viad = (1.81)

que poderiamos, 4 stua vez, introducir na variable .

A funcién de sombra teré os seguintes valores

= v =0: Cando o satélite se atope en umbra.
= v =1: Cando o satélite estea a recibir a luz do Sol completamente.

» 0 <v < 1: Cando o satélite estea en penumbra (recibindo parte da luz solar)
A
v=1—-—, 1.82
onde A é a drea oculta e R é o raio aparente do corpo oculto (o Sol). Tomemos
R’ como o raio aparente do corpo que oculta o anterior e d, como a distancia
aparente dos centros de ambos os dous corpos, e agrupemos estes termos noutro

tal que D = R? — R"? +d2. Neste caso pédese calcular A do seguinte xeito,

2d2 - D

2;%7%1} —v/(2Rd,)* - D2, (1.83)

A = R?arccos ( + R"?arccos {

)
2Rd,
Ademais é preciso que se cumpra que

|R—R'|<d, < R+ R, (1.84)
onde se

e R+ R' <d,: non habera ocultacién.
e dy <R —R

o Con R < R': habera ocultacién total.
e dy<R-R

o Con R > R': ocultacién parcial pero mixima.
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A radiacion solar non sé é util para ter en conta a sia accién sobre os satélites que
orbitan a Terra, tamén é 1til para o estudo da sta influencia en vehiculos espaciais
ou sondas que viaxan polo espazo cunha vela solar (ver ( ) ou

( ), por exemplo). Nestes casos, a incidencia dos foténs actia como
un acelerador do obxecto se a vela ou unha superficie suficientemente grande esta
orientada cara ao Sol. Actualmente hai proxectos en marcha que pretenden facer uso
destes elementos (por exemplo ( )) e anualmente, dende hai 5 anos,
celébrase o International Symposium on Solar Sailing, onde se presentan os ultimos

avances nesta tecnoloxia.
Influencia da atmosfera

En o6rbitas baixas ou excéntricas con perixeo a baixa altitude (ata uns 500 km),
a friccion da atmosfera inflie de xeito significativo no movemento do satélite. Este
rozamento producese pola interacciéon das particulas da atmosfera co satélite, que ao

circular a altas velocidades crean unha forza que se opén ao movemento.

A ecuacién da resistencia dun satélite debido ao rozamento da atmosfera depende
dun coeficiente de resistencia aerodindmico con valores entre 1 e 3 dependendo da
forma e material do satélite, Cp; da zona exposta ao rozamento do satélite, A; da
densidade do aire, p; e da velocidade relativa do satélite, v; Ademais, como é unha

forza que se op6én ao movemento, terda un signo oposto ao vector velocidade.

Fr=—tcp 2 . (1.85)
2 m

E dicir, esta forza depende da xeometria e das caracteristicas intrinsecas do satélite,
do seu movemento e das peculiaridades do medio polo que atravesa. Como se dixo,
en altitudes superiores a 500 km estas peculiaridades desaparecen e estimase que non
hai rozamentos. En érbitas baixas, porén, a densidade do aire cambia dependendo
do modelo de composicién da atmosfera que se tome. Ainda que non existen estudos
definitivos sobre a stia composicién a esa distancia, pdédese axustar mediante diferentes

modelos que xeralmente tefien unha expresién do tipo

p=p*e (1.86)
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onde p* é a densidade a unha altitude de referencia (ou unha expresién baseada nela),
« é unha constante especifica de cada modelo e h é a altitude & que se atopa o satélite
(polo tanto funcién da distancia ao centro de masas da Terra, 7). Hai que ter en conta
de todos os xeitos que existen variaciéns estacionais en canto a densidade para unha
mesma altitude, polo que configurar este aspecto da atmosfera é extremadamente

complexo.

Ainda que existen varios modelos que tentan describir globalmente neste senso,
como USSA76, GRAM99, HASDM, COSPAR ou MET99, outros tamén se tentaron a
menor escala (modelos rexionais). No noso caso empregaremos o modelo ISA (Interna-
tional Standard Atmosphere) que, a pesar da sia sinxeleza, d4 moi bos resultados. Este
modelo ten duas partes diferenciadas en funcién dun limite marcado pola troposfera
(é dicir, con h = 11000 m).

= Altitudes < 11000 m

9 1
O[Th> ROéaT
_ _ . 1.87
P po( o0 (1.87)
= Altitudes > 11000 m
_g(h*hll)
p=p, e e, (1.88)

Neste caso teremos como constantes a temperatura ©, a densidade p e a constante
especifica da mestura de gases atmosféricos R,. Os valores, no sistema internacional
(SI), destas constantes son os que se amosan na tdboa 1.1, onde o subindice 0 repre-

senta os valores a nivel medio do mar e o subindice 11 os valores 4 altitude h = 11 000

m.
a, 6,5% 107 K/m
0o 288,15
© e, 216,65 K
o 1,225 3
P 0,3639 kg/m
Py, | 0,22632 x 10°
Ra, 287,05 T/ (kg K)
g 9,80665 m/s?

Taboa 1.1: Valores no Sl das férmulas do modelo de densidade ISA.
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A tnica férmula que imos empregar serd (1.88), xa que non ten senso tratar o
rozamento dun satélite por debaixo dos 11 000 m xa que nese caso seria irrecuperable,
se non se desintegrou nin se inutilizou antes®. Facendo un paralelismo coa ecuacién

(1.86), os valores da dita expresién serfan

gh1y
p* :pn €RO‘611 ,
(1.89)
9
R.,O,,

que en SI serfa: p* = 2,0621 kg/m?3 e o =1,5769 x 104 m™! .

O efecto da atmosfera nunha orbita eliptica afecta principalmente ao seu apoxeo,
mentres que a posicién do perixeo permanecerd aproximadamente constante. Un satéli-
te que non corrixa a sia Orbita por este motivo tendera a reducir a sia excentricidade
a medida que a altitude do apoxeo comece a diminuir. Finalmente, a érbita decaera
rapidamente ata reducir a sta altitude e o satélite comezara a sufrir as consecuencias

da friccién e pode quedar totalmente destruido.

En canto 4 velocidade relativa do satélite, vird dada por

V=0; — (Wrot X T) — Uy, (1.90)

onde v; é o vector velocidade inercial do satélite, wy,ot € a velocidade angular da Terra

(0,7292 x 10 rad/s) e v, a velocidade do vento (que no noso caso desprezaremos).
Outras perturbacions

Existen outras perturbacions que tamén inflden, ainda que en menor medida, no
movemento dos satélites artificiais, como poden ser o albedo terrestre, os efectos re-
lativistas, as mareas oceanicas, radiaciéns etc., que non se teran en conta na presente

Memoria.

5 De feito, a desintegracién considérase irrecuperable e a vida ttil do satélite é cuestién de horas
a partir dunha altitude de 180 km ( ( ).
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1.1.5. Ecuaciéns de Lagrange

Como vimos en 1.1.2, os pardmetros orbitais permiten definir unha 6rbita, en
particular a dun satélite artificial, cunhas condiciéns iniciais conecidas (eg, ag, io, Q0,
wo, Mp). Por iso, a 6rbita méis sinxela (a correspondente a un movemento kepleriano)

seria aquela tal que

€t = €0,
at = ap,
iy =10,
Q: = Qo, (1.91)
Wt = Wo,

M= [ L t—T),
Qg

onde s6 varia con respecto ao tempo a anomalia media, pois é o tnico pardmetro
orbital que estd ancorado ao satélite, xa que os outros identifican a xeometria e a
posicién do plano da orbita. Se ben esta variable, My, pode substituirse pola época de

paso polo periastro, T', que no Problema dos Dous Corpos é outra constante T = Tj.

No caso do movemento kepleriano perturbado as ecuaciéns son mais complexas, xa
que neste caso os elementos orbitais son funciéns do tempo. O sistema que proporciona
directamente a variacién dos elementos orbitais é o formado polas cofiecidas ecuacions
de Lagrange. Obtelas implica diferenciar as variables de Delaunay (xa vistas en (1.19))

para obter unha serie de relaciéns ttiles no proceso (ver por exemplo en

(1967) ou (2012)).

Diferenciacién de

Utilizando a ecuacion de [ en (1.19) e diferencidndoa teremos

dl =ndt —ndT — (t—T)dn. (1.92)
Por outra parte, escribindo a expresién (1.3) na forma
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n?a® = p, (1.93)

a sta diferenciacién permitenos despexar dn

2na3dn + 3n%a*da = 0, (1.94)
3
dn = —%dm (1.95)

e dese xeito substituir esta expresiéon en (1.92), de modo que se obtén

dl=dM =ndt—ndT — (t—T) z—nda. (1.96)
a
Diferenciacion de g e h
Tendo en conta a definiciéon de g e h, resulta
dg =dw,
7 (1.97)
dh =dS2.
Diferenciacién de L
A partir da sta definicién en (1.19) obtense
"
dL = da, 1.98
N (1.98)
ou ben
I
L =—da. 1.
d 5 da (1.99)

49



IAGO IsAs1 FREIRE

Diferenciacién de G

Dado que G = /1 — €2, teremos

dG = dL\/1—e? — L—Sde, (1.100)
1—e2
ou o que é o mesmo,
06 = G gy g (1.101)
- 22 G '

facendo uso de (1.99).

Diferenciacién de H

A partir de H = G cosi, deducese,

dH = cosidG — G'sen i di. (1.102)
ou sexa,
0 = G cosida— 2 cosi de - Gsen'i di (1.103)
—2L2 COS? aa G COS1? ae sen ¢ du. .

Expresion das ecuaciéns de Lagrange

Unha vez deducidos as diferenciais das seis variables de Delaunay en funcién das
diferenciais dos seis elementos orbitais, despexando estas tltimas en funcién daquelas,

dedticense as derivadas con respecto ao tempo. Estas expresiéons combinadas son
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de G*dL G 4G

da _2LdL
At p dt’
%_ cosi dG 1 dH
dt Gseni dt Gseni dt’
1.104
dt  dt’
dw _dg
dt  dt’
AT 1 3L d
dt ndt ap dt

Tendo en conta as ecuaciéns de Hamilton nas variables de Delaunay,

dL 9K Al 9%
dt — o’ At~ oL’
dG 0K dg oK
@ _ ot dg _ ont 1.105
dt Og dt 090G’ ( )
dH = 9% dh 9K
dt ~ Oh’ dt ~ OH’

onde H vén dado por (1.21), e dado que Hp =Hp(l,e,a,i,w,Q), ao substituir obtense

L 9%p . p?  9Hp

at ol FTAR T T

dG OHp dg OHp

- 7 dg9 _ 1.106
dt dg dt ~ 0G "’ ( )
dH  9Hp dh  0XHp

&t~ Oh’ dt  OH’

xa que a variable L tamén estd presente no hamiltoniano non perturbado. Substituindo

agora (1.106) en (1.104) obteremos as expresiéns seguintes
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de G?> 0Hp G 0Hp

At~ eL3 0l ' eL? dg
da_ 2Laj‘fp

dat ol

di cosi OHp 1 OHp
dt  Gseni dg  Gseni Oh '
dQ2  9XHp

At~ OH’

dw_ 89{13

dat - aG

Al dM o 9%p

dt dat L3 9L

(1.107)

As derivadas parciais de Hp con respecto a cada unha das variables de Delau-

nay resolvense pola regra da cadea, empregando as derivadas de H p con respecto aos

seis elementos orbitais. Deste xeito obteremos un sistema de seis ecuaciéns que nos

dardn as variaciéns dos elementos orbitais en funcién das derivadas parciais do ha-

miltoniano perturbado (en realidade potencial perturbador) con respecto aos propios

elementos orbitais. Estas son as chamadas ecuacidns de Lagrange (ver méis en detalle

por exemplo en

de
dt
da
dt
di
dt
dQ

i

dw
dt

au
dt

(2021)),

_vi-¢ (5&7@%)
na2e ow ol /)’
2 0%
" na Ol
1 OHp OHp
B V1—e2na2sen i < o0 7COSZW)7
1 0Hp

a V1—e2na2seni Ot
1 _\/1—62 39—Cp+ cosi OHp
e Oe Vi—e2seni 0i )’

" na?

1 1—e?
:n+7(285‘fp+ € 63{1:).
na Oa ae Oe

(1.108)

Tendo en conta (1.7) e (1.93) obteremos a variacién de T con respecto a t en

dM da
termos de T e a
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Neste punto é importante avanzar algins dos problemas que implica o uso das
ecuaciéns de Lagrange. As mais claras son as que involucran as variables atopadas
nos denominadores que poden levar a unha indeterminacién. En concreto, habera que
avaliar as situacions nas que e e i sexan iguais ou moi proximos a 0. Obviamente, as
variables n e a nunca seran nulas e, ademais tampouco teremos en conta cando e é
igual a 1 porque nese caso teriamos unha érbita parabdlica, situacion pouco habitual

para os satélites artificiais.

Con este sistema de ecuaciéns poderemos calcular a solucién secular de orde 1
do Problema Principal do satélite artificial, sendo neste caso Hp a parte secular do
potencial do Problema Principal (Vas, obtida en (1.57)). Levada a expresién Hp = Vo,

a (1.108) e despois de calcular as derivadas parciais correspondentes, chégase a

de

a =

da

at =V

di

@

e 3 (Re)2 cosi (1.109)
- 2"\ ) o
dwv 3 [(Re 2 Beos?i—1
E:Z”(*) 12
a3 (Re>2 3cos?i—1
ar A Pra=e

dado que Hp non depende de 2, w e M.

As tres primeiras igualdades non deben interpretarse como se os elementos e, a, i
fosen constantes, senén que non tenen variacions seculares, s6 periddicas. Por outra
banda, vemos que se a 6rbita do satélite é polar (i = 90°), entén cosi =0 e Q; = Qo,
é dicir que neste caso en particular, o dAngulo do nodo tampouco teria perturbaciéon

secular.

En canto ao argumento do perixeo, non haberia perturbacién secular se o termo
5cos?i— 1 fose cero. Isto é equivalente a que a 6rbita tefia unha inclinacién tal que

cosi = +/1/5, é dicir, i = 63°26. Isto é o que se chama inclinacién critica.
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No que se refire & anomalia media, a ausencia dunha perturbacién secular produ-

cirfase cando 3cos?i — 1 é cero, é dicir, para i = 54°44/.
1.2. Métodos de integracion

A partir dos estudos de Newton, que xa avanzaba que habia certas perturbacions
na orbita da Lua debido & influencia do Sol, aumentou o interese pola dindmica do
sistema Terra-Lta arredor do Sol. Estes problemas implicaban non sé as distancias
mutuas entre os tres corpos senén tamén os dngulos entre eles (en planos diferen-
tes), o que implicaba un alto grao de dificultade. O uso de desenvolvementos en serie
de polinomios fixo que o tratamento do problema fose mais manexable, pero ainda
presentaba unha gran complexidade. O estudo desta casuistica deu lugar & chamada
Teoria de perturbacions, coa que se deducen soluciéns aproximadas basedndose en que
o hamiltoniano da perturbacién é alomenos unha orde menor que o do problema non

perturbado.

Existen diferentes formas de integrar este tipo de problemas que podemos dividir

en 3 grandes grupos: métodos analiticos, métodos semianaliticos e métodos numeéricos.

1.3. Métodos analiticos de integracion

Neste apartado repasaremos os métodos que consideramos méis emblematicos de
cada un dos grupos, comezando polo que se considera o alicerce dos métodos de inte-
gracién analitica: o método de von Zeipel ou de Poincaré. Este foi desenvolvido por von
Zeipel ( ( )) a principios do século pasado baseandose na obra de Poin-
caré, e ainda que inicialmente non tivo moita repercusién, Brouwer “redescubriuno”
en 1959.

Como calquera método analitico da época é moi restritivo xa que estd desenado
para perturbaciéns moi sinxelas e sofre problemas de converxencia para periodos de
tempo moi longos. Ademais, ten outras limitaciéns, xa que sé é aplicable a sistemas
conservativos que ademais sexan tamén peridédicos na sta forma non perturbada; pero
isto non supuxo un atranco para que fose a base dos posteriores métodos analiticos
de integracion en Mecanica Celeste, xa que se adapta perfectamente ao problema do

satélite. Céntrase en atopar as constantes de integracion no sistema perturbado.

O criterio xeral é atopar unha solucién para un sistema de ecuaciéns diferenciais
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de primeira orde con 3 graos de liberdade empregando series de potencias. As trans-
formaciéns canénicas realizanse secuencialmente utilizando funciéns xeratrices de tal
xeito que as variables angulares se eliminan en cada un destes chanzos ata acadar un

hamiltoniano que s6 depende dos momentos e, polo tanto, sexa constante.

A maioria dos métodos posteriores e as stas aplicaciéns comezaron a desenvolverse
na década dos 60 como resultado dos datos proporcionados polos satélites artificiais e

grazas ao traballo pioneiro de von Zeipel.

As operaciéns a realizar para a obtencién das soluciéns son de certa complexidade,

que aumenta segundo a orde na que se trunca a serie, por iso, loxicamente, comezouse

a estudar o caso de primeira orde ( ( )), pasando & de segunda orde (
( ), ( )), & terceira orde ( ( ), ( )) e mesmo
4 cuarta ou madis ( ( )), nos anos posteriores. Alguns deles centraronse en

resolver problemas con pequenos divisores que causaban inestabilidade nos cédlculos

( (1969)).

Un paso maéis na solucién da integracién do problema do satélite artificial é aumen-

tar o grao de solucién ata a segunda orde. Os calculos complicanse de xeito exponencial

pero os avances neste senso tardaron pouco en facerse. ( ) ou
( ) fano con dias Teses de Doutoramento dirixidas polo profesor Cid na década
dos 706.

O seguinte paso é entrar nas soluciéns de terceira orde, por exemplo as de Kinoshi-
ta e Deprit e Rom. Ao tratarse de soluciéns moi complexas, remitimos aos artigos
orixinais para poder afondar nas soluciéns presentadas, pois aqui mostrarémolas dun

xeito moi breve.

Ainda que existen soluciéns analiticas de ordes superiores a 4, non as conside-
raremos nesta Memoria. Como se pode ver nas seguintes linas, os célculos en cada
orde fanse extremadamente dificiles no seu desenvolvemento e compresion en relacion
a ordes menores. Debido a isto, actualmente os métodos de integracién de alta orde

realizanse mediante métodos numéricos.

A continuaciéon mostraranse algins dos métodos mais utilizados e das soluciéns

6 Caballero faino baseandose no traballo de ( ) para primeira orde e utilizando ambas
as variables de Hill.
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obtidas co seu uso. As seguintes paxinas son, polo tanto, un compendio que intenta
resumir os desenvolvementos e amosar os pasos mais importantes. Para poder obter
unha visién completa e precisa dos mesmos, remitimos aos artigos orixinais de cada

un dos autores que se citan en cada punto.

1.3.1. Método de von Zeipel

Von Zeipel utilizou variables de Delaunay (ver expresions en (1.19)) pola sda sin-
xeleza e pola sia relaciéon cos elementos orbitais clasicos. O fundamento do método
parte dun sistema canénico dependente dun pequeno parametro ata chegar, mediante
sucesivas transformacions canodnicas, a outro hamiltoniano integrable. En concreto,
busca unha transformacién completamente canénica das variables de Delaunay (I, g,
h, L, G, H) a outras variables (I', ¢’, h', L', G’, H') mediante unha funcién xeratriz
8§=38(l,9,h,L',G' ,H") que cumpra

08 08
L = — 4 —_
ol’ P=ar
08 08
G=——, = _—— 1.110
39 9 =5 ( )
08 , 08
= — h = .
=2 oH
A funcién § transformara o sistema (1.105) noutro canénico
dL’ o3~ dl’ OH*
et o’ dt oL’
/ * / *
a6’ _ 95t dg' _ 93" (1.111)
dt 9y’ dt oG"’
dH"  OH* dn’ 03
dt o on at ~ oH"
de xeito que
g{*(l/?g/ﬂh/’L/aG/aHl) = g{(lvgah7LvG,H)' (1112)

O método de von Zeipel consiste en eliminar algunhas das variables angulares en

cada paso, centrandose primeiro nos termos de periodo curto, os correspondentes &
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variable [ e, finalmente, nos termos de longo periodo (dependentes de g). Por este
motivo, biscase unha funcién xeratriz de tal xeito que o novo hamiltoniano, J*, non
contena ningunha destas variables; reproducindo o proceso en cada paso conseguirase

a eliminacion de todas as variables angulares.

Por iso, partindo dun hamiltoniano, H = H(l,g,—,L,G, H), onde H = cte (xa que
no caso dun satélite en orbita respecto a un planeta con simetria axial equivale a tomar
cero os termos teserais), H non depende da variable h e con (1.105) obtense que a sta
derivada parcial con respecto a esa variable é nula. Usando a funcién xeratriz, 8, che-
garemos a un novo hamiltoniano transformado: H* = H*(—,¢’,—,L',G’, H'), que xa
non depende da variable I’ (e onde H' permanece constante, xa que se o hamiltoniano

orixinal non depende en h, o hamiltoniano transformado tampouco dependeré de h').

Mediante outra funcién 8* =8*(I”,¢",—,L",G",H"), imos ter

o8* 08
L/ _ - n_ 7
o’ l oL’
8™ 08
Gl:aT;" g":W, (1.113)
o8* , O08x
r_ 77 = —
H' = o h EY ik
E do mesmo xeito, como vimos anteriormente,
dr” _ o3t LU C
dt o’ dt — oL"’
dG" o3 dg” O **
= o 9 __ _, (1.114)
g dt oG
dH// B 85{** dh// B _8:]‘(:**
dt o'’ dt  oH"’
cuxo hamiltoniano serd: H** = H**(—,— — L"” G" H"). Polo tanto, de (1.114) ob-

tense
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dl// B ( .
L" = cte, M cte),

2

G = cte, di
dt

H" = cte, dn”

dt

=ng(cte), (1.115)

=np(cte),

de onde

" = nit +Cy,
" =ngt+Cy, (1.116)
B =npt+Ch.

Substituindo en (1.113) e en (1.110), é dicir, invertendo o proceso, obteranse as
variables iniciais de Delaunay en funciéon do tempo e das constantes de integracién, o

que leva xa aos valores dos elementos orbitais en cada instante ¢ (cdlculo de efemérides).

Solucion de Brouwer

Brouwer empregou o método de von Zeipel para obter unha solucién do proble-
ma do satélite ( ( )). Ainda que a dita solucién pode ser estendida a
calquera orde, Brouwer centrouse unicamente na primeira orde. Para desenvolvela fi-
x0 a hipétese de que tanto o hamiltoniano, H = Hg+ Hy, como a funcién xeratriz,
8 =89+81+---, pédense expresar en funciéon de potencias do termo Jz, tomado como

pequeno parametro.

Para escoller o primeiro termo da funcién xeratriz, Brouwer optou pola funcién

xeratriz identidade, Sg,

So=L1+G g+H'h, (1.117)

de tal xeito que mediante as ecuaciéns (1.110) estableceu as relaciéns
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08 , 081 08 081
L=gr=t+3r+ P=op ~tart
s ., 98 98 98,

08 081 08 081
H:%:Hl_’_%_’_ hl:aH/:h+aH/+...7

e empregando a igualdade H*=XH, xa vista no método de von Zeipel, resulta

HE + HT +H5 = Ho + Hi, (1.119)

onde H* é o hamiltoniano transformado, desenvolvido en ordes de perturbacién.

Tendo en conta que se consideran os desenvolvementos ata J22 e que Hp non de-

pende das variables angulares, para que se poida aplicar o método de von Zeipel,
resulta

}CS +:H:T(_7g/7_aL/7G/7H/) +}C;(_797_5L,70,7H/) = }CO(L) +j{1(lag7_aL7GaH)'
(1.120)

Empregando agora a férmula de Taylor no contorno do punto (I, g, h, L', G', H'),

podese reescribir a ecuacién anterior como

a:}q 031 * I~y
—_— H5(—,9,—, L H') =
89 8G/+ 2( 797 ? 7G7 )

0 08109 (05,
oL’ 9l 2 90L'?2 \ dl

:H:S +9{T(779777L,3G,7H/)+

0%, 08, 0%, 08,
oL’ 0l oG’ dg’
(1.121)

Ho(L') +

2
) +f}f1(l,g,7,L,,G,,H,)+

e ordenando por termos da mesma orde

HG(L') = Fo(L),

_85{0% I~

- aL, al +}C1(lag7 aL 7G 7H)a

10 (35, 00,98, 06,08, 00, 08,

20L2 \ oL’ ol = O0G' dg OH' Oh’
(1.122)

}(T(_ag7_7L/7G/7H/)

O3} 08y

’ég—w +}C§(_ag7_7L/7G/7H/)
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Con iso, terase que

12
* _
=5 (1.123)

Descomponendo agora H; en dous termos, un dos cales non dependa de I, H1g, e

que o outro si o faga, Hy;, de tal xeito que

0Hy 081
—+Hqy =0
or ar Y (1.124)
Hi = Hao,
obtense que
27 4 12
- _ptd 1 3H
Hi = i J{le_L/SG,g<—4+4Q2 . (1.125)

Integrando con respecto a [ na ecuacién (1.124) poderase calcular 81 en funcién

das relaciéns que xa se viron anteriormente,

L
8 :/F}C” (Ligo—L'.G' H')dL. (1.126)

Neste punto é posible atopar H3 de (1.122), pois son cofiecidos 81, Hop e Hy,

realizando unha separacién en dous termos

}CSO = 5{5 (L/7 G/a H/)a

(1.127)
}C;g = %;(_795_7L/5G/7H/)'
Deste xeito o novo hamiltoniano vén dado por,
H* :5{8—#9{1‘4-9{;0—1—9{%. (1.128)

Seré necesario un novo troco de variables tal que de (', ¢’, ', L', G, H') academos

(1", ¢", n, L", G", H") mediante outra funcién xeratriz 8*,
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S* — L//l/"’G//gl+H//h//+8>{(_,g/,_,L//,G//7HN)7 (1.129)

Asi, de acordo coas expresiéns (1.113), dedicense as relaciéns

08* 08* 087
’ T _ _ 1
L=sr=1" M=o = am
o8* 081 a8* 8%
q = —-q" L., "_ —d L. 1.130
59 + gt 0= =9+ 55+ (1.130)
08* 08* 083
H/: ah/ :HN’ hl/z*aH// :h/+aHII+.”’
resultando,
H*(—,¢',—,L',G'"\H) =H**(—,—,—, L",G" H"). (1.131)
De xeito andlogo ao proceso (1.120) terase
* * " 1 881( 7 * * ok ok ok
J{O—i_j{l(L ;G +aigl,H )+j‘(20+g{2g:g{0 +j'(:1 +j{2 , (1132)

de xeito que empregando a férmula de Taylor de forma similar ao feito en (1.121), esta

vez no contorno do punto (I’, ¢’, h', L', G”, H"") obtense

33" = 96,
3 =36,
. 1133
j-(2 :%207 ( )
OHE OSE .
oG oy T =

Con iso dedicese o valor da funcién xeratriz 87, e integrando o sistema canénico

final resulta
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W L
a7 dt — oL"’
% 1 "
&y, dg” _ 9™ (1.134)
dt dt oG
dH” —0 dh” B OF**
a7 dt ~—  OH"’
con
2 4 12
H _2L//2+L//3G//3<_4+4G"2 + 357, (1.135)
e de aqui
lllznl(t—to), LN:LO7
g" =ng(t—to), G" = Gy, (1.136)
h”:nh(t_to)a }I//:}I07

onde se obtén a solucién ao problema en primeira orde.

A modo de exemplo, desenvolverase o método para o Problema Principal da teoria
do satélite artificial”. Partiremos pois da expresién do potencial dado en (1.53), da

que se deduce o hamiltoniano perturbado.

R.?
3, = —“TB JoPy(sen 1)). (1.137)

Empregando (1.41), o termo de orde 1 do hamiltoniano pode pérse en funcién dos

elementos orbitais na forma,

R , .
9{1:7“4;;’ Jo 71+3COS2Z+3(17COSQZ)COS(2w+2f)] (1.138)

Deste xeito que vemos que Hy = Hi(l,9,—,L,G,H), xa que f depende de [ i
e(L,G), sendo agora H constante pois H; non depende de h. Neste punto entra en

x0go a funcién 8, xa que para resolver (1.105) (que terd a forma (1.106)) é necesario

7 Nas seguintes lifias seguiremos o desenvolvemento dado en ( ).
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realizar unha transformacién canénica a unhas novas variables (I, ¢’, b/, L', G, H')
onde se cumpra (1.110) mediante a funcién xeratriz 8 = 8(I,g,h,L’,G’, H'). Para iso
escoOllese a chamada funcion de transformacion identidade, Sg, que ten en conta que
as variables transformadas non serdn moi diferentes das orixinais, pois unicamente

aféctalles o harmonico Jo

8o=L'l1+G'g+H'h. (1.139)

Utilizando (1.110) obtense 8,

8= 80(lvguhaL7G7H) +81(lvga _7L13G/1HI) +82(lvga _7L13G/3H/)7 (1140)

e de novo con esa ecuacién

881 682 ’ a81 cr)82
— /=== I'=1
L=L"+ 3l + o +8L' 9L
881 882 / 881 as2 1.141
— / P P = — .
G_G+ag+ag, 9 =9+ 55+ 5 (1.141)
H=H W= hy B 05
S N O0H' OH'
Desta forma obteremos o novo hamiltoniano
}(*(779,777L,3G,7H):%6(777377L,3G,3H)+HT(779/777L/7G/7H)

(1.142)
+g{§(_7gl7_7leGlaH)v

no cal eliminouse !’ 0 que implica, mediante (1.111), que L’ ou é nula ou constante.

Neste punto hai que realizar unha serie de operaciéns que son o cerne do método

= [gudlase o hamiltoniano inicial a este novo hamiltoniano.
= Substitiense as variables polas novas.

= Utilizanse as series de Taylor para o punto anterior, de xeito que se pasa dun
hamiltoniano funcién dunhas variables a unha expansién de Taylor do hamilto-

niano sobre esas variables.
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= Jgualanse en ambos os termos os elementos de igual orde, de tal xeito que nos

quedara
e Orde 0
Ho = Hg, (1.143)
e Orde 18 o
7; 7dL? + 3y = K7, (1.144)
e Orde 2

+3,
(1.145)

085 d%o 1 (881 )2 d2H, 08, dH; 08 dH; 08y A}
2

ol dL’ o) arr Yo ar T 99 dG' ~ 0G' dg

e substituindo coas novas variables mediante unha serie de célculos que sobrepasan o
contido deste exemplo (para ver o desenvolvemento completo: ( ), paxinas
219 a 240), obteremos

2
M
T7E
4p 2 2
M R.%Ja H
94 = g (1+iga)
g _ BORAT3 3 (LN (0 18H?  5H!
274 |32\¢ gz ton (1.146)

3/0\° 6H2 9H4\ 15 /L'\" 2H? TH4
+-|{= l—-—4+—— )= = 11— ——+—+
8\ G/ G/Q G/4 32\ G’ G/Q G/4

6RAJZ [ 3 /L/\° /L 16H2 15H*
+M62{ ( >< 1)(1— +7cos(2g’)).

410 116 \ &/ G2 G2 I}
Polo tanto realizouse unha transformacién canénica mediante 8§ que permitiu pasar
dun hamiltoniano H(l,g,—,L,G, H) a outro H*(—,¢',—,L',G’, H'). O proceso para a
seguinte transformacién é semellante, de modo que se buscaré pasar de H*(—,¢',—,L',G', H')
a H**(—,—,—,L"” ,G" H"); eliminando en cada transformacién unha variable do ha-

miltoniano anterior, neste caso cunha nova funcién 8* tal que

8 Tendo en conta que poderemos dividir H; en diias partes: unha que dependa de I, 3(y;, e outra
independente desta variable, H;.
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8 =85+8t=L"l+G"g + H'NW +8], (1.147)

buscando que se cumpra a ecuacién (1.113) obtendo

083
L=t M=l
087 087
G=0"+ 39} , ¢ =4 + 8G}” (1.148)
083}
H=H, B —=p iy
T on
Isto leva & ecuacién (1.115), de tal xeito que
OH**
1 "
L" = cte, F=lo- oL b
ag_{:**
"__ -
G// = cte, g’ =gl — Wt, (1.149)
H" = cte, OH™**
h” - hg - Wt

E con isto v6lvese empregar o esquema visto anteriormente, de forma que do mesmo

xeito, igualamos termos segundo a orde

= Orde 0
o M
Hy™ = ik (1.150)
= Orde 1
r gee = WARETy () g H? 1.151
1 _4L/3G//3 -1+ G”2 ’ ( )
= 0O
rde 2 6o 4o s ) .
H**_MREJQ{?)(L)( 18H +5H>
2 - 10 |39 \ g T T2 74
4L 32\G G G (1.152)

3(0\%/ 6H% 9H*\ 15(L'\"(. 2H> T7H!
+§ @ 1— G2 + G4 - 372 a - G2 - G4 }
Polo tanto, o novo hamiltoniano serd a suma dos tres termos anteriores: H** =

FG* + 33" +H5*. Mediante unha serie de operaciéns, podemos calcular 87 na ecuacién

de G do sistema (1.148) e cos célculos conseguintes obter os seguintes resultados,
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081 OH*™ 981 081"

L=t =8-S o

_ o Y91 = - = 1.153
G=0" dg - dg"’ N Te A Te N Te ( )
He, hog D0, 951 951"

OH OH OH
Con isto podemos obter (I, g, h, L, G, H) como funciéns de ¢ e a partir delas,
segundo (1.19) determinar o valor dos elementos orbitais en cada instante. Por tiltimo,

tamén poderemos deducir os vectores posicion e velocidade do satélite con respecto

ao centro de masas da Terra.
Solucién de Kozai

De novo baseado no método de von Zeipel, foi desenvolvido por ( ) como
unha solucién de segunda orde a partir da solucién de Brouwer. Cémpre sinalar que o
propio Kozai xa publicara un artigo no mesmo volume de The Astronomical Journal

que Brouwer en 1959 ( ( )) dando unha solucién de primeira orde.

Kozai separou o hamiltoniano en varios termos para aplicar este método e derivar

as perturbacions periddicas ata a primeira orde e as seculares ata a segunda.

A divisién do hamiltoniano fixose nos seguintes termos

2

_Hr
J{O - 2L27
H = Hyo,
Ho = Hog + Hau, (1.154)
8
Ha = Han,
n=>5

onde cada un dos hamiltonianos con dobre subindice, H,p, (con m =1,2,3 e n =

5,6,7,8), correspéndense con
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Sendo H/,,.
%
Bm,2pcos2p(f+g), se m é par,
p=0
- (1.156)
Bm,2p+18en (2p+1)(f+g), sem é impar,
p=0

. 2
sendo os coeficientes B dependentes de (%) .

Como funcién xeratriz escolleu a mesma que von Zeipel, que & sua vez tamén a
empregou Brouwer (1.139), e do mesmo modo que este tltimo, usou a férmula de
Taylor no contorno do punto (I, g, h, L', G', H') para posteriormente igualar por

termos de igual orde
Ho(L') = HG(L),

0Hgy 081 AR = A T el =i
o g tle,— LG H) =53 (=, -, =, L,G' H),

8% 0S5 1823{0(881>2 9%, 08, 9%, 08, A
o0 ol Taarz \ar) Tar ol T g ag el LLGLH) =
%;(_797_aL,aG,7H/)a

0 0508 | 1080 (051" 006, 08, O, 08y 10 (061):
OL'?2 9l ol 6 9L3 \ Ol oL 0ol 0G' 9g 2 0L2 \ Ol

0?3y 081081 10°H; (881>2 0o 081  0Ho 081

A +}C3(l7g7_7L/7GI7H/)

aLaG" ol dg 20G7 \ag) T oL ol T aG’ g
0X5 081 PR
-—= =H3(—,9,—, L' ,G' H").
69 oG’ 3( /i) ’ ’ )
(1.157)
Destas ecuaciéns pédense obter 3, Hi, H35 e 81; e a partir de af calcular %.

Operando de forma analoga que na soluciéon de Brouwer, obténense as diferentes partes
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do hamiltoniano e da funcién xeratriz. Neste caso, existe a dificultade de ter a anomalia

media, a verdadeira e a excentricidade de forma explicita.

As novas variables dedticense mediante unha expresion similar & seguinte

08, 03, 928,08, 928,98,
p=p 4oL 902 go1901 901001 1.158
Tl "ol T o oL dlog 0G” (1.158)

onde serdn necesarias as derivadas parciais de § con respecto a L, G e [.

O método de Kozai xoga coas partes dependentes e independentes dunha das va-
riables. Por exemplo, no primeiro termo da tltima ecuacién de (1.157) buscase a parte
que non depende de [ e calctilase H3, que se dividird & stia vez nunha parte que non
contén a variable g, H3,, e outra que si, H3p*. O mesmo acontece coa ecuacién an-
terior, onde 33 = H35, + H5,. Unha vez que se determina o 7, dedtcese un novo

sistema de ecuacions cos hamiltonianos da nova transformacion

3 =G,
J_(:T* — }CT(LN,G//,HH),

. _ 034 98] 1.159
; = aG//aigl+j{;(*79,a*7LH;GHaH”)7 ( )

OHE B85 102K <88’1‘ )2 DI 98* S e

3= = — — 4+ Hi(—,¢,—, L H™).
3 aG! ag/ 2 G2 89’ oG ag/ + 3( y9d s 7G s )

Neste sistema, os dous primeiros hamiltonianos obténense de xeito doado mentres
que 33" serd igual a 33 (L",G",H").

Por outra banda, 87 terd que dividirse, de xeito semellante ao que vimos cos ha-
miltonianos, nunha parte dependente de ¢, que nos permitird illar 83, e outro que non
0 sexa, co que se obterd H%*, substituindo na ultima expresién de (1.159). Derivando

obténiense as novas variables, e mediante un proceso inverso deduicese a solucién.

1.3.2. Meétodo de Hori

Centrédndose na indeterminacién que xorde en inclinaciéns case criticas (63.4° nas
érbitas directas e 116.6° nas retrégradas), Hori ( ( )) propén o uso de des-

envolvementos en series en funcién das potencias da raiz cadrada de 1 —5cos?i, que
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é o que produce o problema comentado (ver a ecuacién do argumento periastro en

(1.109), por exemplo).

Mais tarde, en 1966, Hori publicou outro artigo ( ( )) onde utilizaba un
novo método usando calquera variable canénica (z, y), a partir dun hamiltoniano que
non depende explicitamente do tempo e dunha funcién que determina a transformacion

candnica

H(x,y) = Ho(w,y)+ > Helz,y),
k>1

k>1

(1.160)

k

Onde Hy, e §;, contenen as potencias dun pequeno parametro, €%, como factor, e

ademais

> Hley) = HG(Em). (1.161)

k>0 k>0

Aplicando agora o seguinte desenvolvemento en serie a Hp,

< _k
€
flay) =) D5 f(x.y), (1.162)
k=0
onde se fai uso dos operadores lineais seguintes (para n > 2)

DYf =,
Déf:{fﬂs}? (1.163)
Dgf =Dy '{Dgf},

e dos corchetes de Poisson

N oraf 98 af 98
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substituindo nas ecuacions anteriores e igualando por ordes de €, obterase a primeira

das igualdades entre as partes do hamiltoniano orixinal e as do transformado
Hg = Ho,
:H’.T = {j{Oasl} +}C1a

1
H5 = {Ho,82} +{31,81} + 5{{?(0,81},81} + Ho,

(1.165)
1
Hg = {FHo,83} +{FH1,82} +{H2,81} + 5{{9{0,52},31}
1 1 1
+ 510,81}, 82} + 5 {{F01, 81}, 81} + o {{{T0,81},81}, 81} +Ia.
Seguidamente, mediante un pardmetro ¢’ que cumpra
d§; _ 0Hy
de on; ’
dnj __9Ho (1.166)
dt/ 0¢; ’
dSy,
{}(07Sk} - _W,

tratase de atopar unha transformacién canoénica que elimine o pardmetro # do no-

vo hamiltoniano H* de modo que se obterd un sistema semellante ao anterior pero
verificando

ag _ ooc
dt on; ,
dn; 03"
Friai (1.167)
H5(E,m) = cte,
H*(&,n) = cte.

O parametro ¢’ serve para poder dividir unha funcién F en duas partes, de tal xeito
que

JE B
?s_Tlgnoﬁ/O F(t")dt', (1.168)
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de modo que J, =F —F; onde T serd o valor medio de J.

Isto levard ao seguinte sistema de ecuaciéns, a semellanza de (1.165)

}(8 = :H:Oa
}CT - j{lsa
8, = / Hipd,

1
j‘fg = j’fzs+§{g{1 +9'CT,81}S,
1
89 = / (f]'fgp—l— 5{9{1 +9{T,81}p> d,
1 1 1
H3 = %35+T2{{%1p781}781}8+§{}c2 + 335,81 }s+ 5{9{1 +H7,82} s,

1 1 1
83 = / (5{3p+E{{Hlp,sl}’sl}p‘L§{H{Q+j{§’81}p+§{H1+}q’82}p) a7
(1.169)

Deste modo, cunha nova transformacion candnica de funcién 8*(p,q) obtense un
novo hamiltoniano, H**(p,q), do mesmo modo que xa foi visto.

Utilizando as variables de Delaunay, Hori tomou os tres primeiros hamiltonianos

(o orixinal e dous transformados) como

g{:%O(L)+%1(l7g’_aL7G?H>+:}C2(Z7ga_aLaG7H)a
H* =HS (L) +H; (L, G H ) +H5(—,9,—, L', G'\H") + Hi(—,¢',—, L' .G’ H'),

J_C** — J_CS*(LII)+HT*(LII’GII’HU)+:]_C;<*(L//,G//’H//)+%§*(L//7GII’H//).
(1.170)

Solucién de Kinoshita

Kinos ( ) presentou unha solucién de terceira orde baseada no método de

Hori, onde tivo en conta os harmoénicos J3 e Jy, de tal xeito que dividiu o hamiltoniano
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en tres partesg,

_
0 2L’
RQ
9‘(12 K eJQPQ(benw) (1'171)
R3 R?
Ho=— K ngPg(beIlw) 'u5eJ4P4(Sen1/J).

Asumindo que a excentricidade é pequena, expresou H; e Hs en series de potencias
da mesma.

Agrupando e igualando os termos para cada orde do hamiltoniano orixinal cos do

hamiltoniano transformado, obtense

Hg = Ho,
:H:T :Hlsa

L/3
81 - ?/}Clpdl,

* 1 *
%2 :%28—"_7{:}(1 +g{1781}57

L/3
82— ‘u /(j'fzp“r {3’(1 +:H 1} )dl/, (1.172)

33 {{Hlp, 1St 45 [{H2+5H2»51} + {3 +H7, 821,
sg_i/g/ {{001p,81),81), + 3 [{F+6, 81}, + (36 +5G, 82}, I

9‘(1 = 5[{9{1 +:H:T,83}s+{HQ+9’C;,SQ}S+{H3+}C§781}S]

+ % [{{H1p, 81}, 82}, + {{H1p, S2}, 81}, + {{Hap, 81},81},] -

O seguinte paso é calcular o novo hamiltoniano, 3H{**, e a nova funcién, 8%, que

permita eliminar os termos de longo periodo, co mesmo procedemento que antes

9 Lembremos en 1.1.4 o significado de .
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*% *
9{1 = 1>
*% *
iH:2 = 9{23
* //
St =—5c | Hipdy
G”

H" = *{5{3+H§*75’{}S7

85 =~y ae | (96435 )y’
G//

ok * * * * Kk Q% 1 * ko QK
F ZE{{%2p’51}751}s+§{9{3+5{3 ,31}34_5{}(24_5{2 8255

85 =~ g7 | 13351181+ 5106540657 81 o + 506 49657, 83 "
8G//

(1.173)

Unha vez eliminados os termos de curto e longo periodo, o hamiltoniano de orde
tres non conterd variables angulares e L”, G’ e H" serdn constantes, co que as variables

angulares poderan ser obtidas por cadraturas

aj_(:**

"=~ A +15,
8:]_(**

"n_ _ e +90, (1.174)
aj_(:**

h'=— S +hg.

Facendo as substituciéns de xeito inverso chégase & soluciéon completa do problema.

1.3.3. Método de Deprit

Deprit atopa no método de von Zeipel unha serie de reparos, como as operacions
de inversion e substitucién e, sobre todo, a dificultade de implementar un algoritmo
que tefia en conta algunhas das relaciéns que se requiren para aplicar o método (por
exemplo, que a transformacién sexa analitica nos momentos). Para solucionalo, a di-
ferenza dos autores anteriores, empregou a transformacion de Lie, £, sobre o sistema
canonico orixinal para poder obter outros sistemas candnicos mais doados de integrar

(Deprit ( )). O método consiste en calcular iterativamente a funcién xeratriz 8
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dunha transformacién de Lie, £(8), partindo dun sistema canénico con hamiltoniano
H a outro co hamiltoniano H* mais sinxelo de integrar, e asi sucesivamente (ver

desenvolvemento en ( )10).

Unha transformacion de Lie xeratriz §(x,t;¢) é unha transformacién en R?" (onde
n é a dimensién tanto das coordenadas como dos momentos xeneralizados) definido
por £(8) :y — x =x(y,t;e) onde x = x(y,t;e) é a solucién dun problema de valores

iniciais (que no caso que se estd a estudar é o problema do satélite artificial) tal que

dx

— =78 x,t;e),
de o(@:f:e) (1.175)
z(e=0) =y,
onde J é a matriz,
0, 1,
, 1.176
1o, (1.176)

sendo 0, e 1, as matrices nula e unidade de orde n, respectivamente; e con 8, igual
ao gradiente de 8§ con respecto de x, é dicir o vector das derivadas parciais de 8
con respecto dos componentes do vector @. Por outra banda a funcién 8§ poderase

desenvolver do xeito

§= Z SkHact) (1.177)
k>0

Se se aplica a transformada de Lie sobre unha funcién f(x,t;¢), chamarase trans-
formada de f mediante £(8), denomindndose £(8)f a funcién f*(y,t;e), de tal modo

que

[ (y,t;e) = L(8) f = f(x(y,t;¢),t;¢), (1.178)

sendo —8*(y,t;¢) a funcién xeratriz da transformacién inversa, £71(8).

10 Afnda que é habitual ao formular este método facelo nun hamiltoniano independente de ¢, neste
caso presentarémolo xeneralizado para un que si o fai, para o que se aplica o formalismo homoxéneo
que engade unha variable e un momento (ver con detalle en ( ).
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Se agora H(x,t;e) é o hamiltoniano dun problema dindmico representado polo

sistema candnico,

dx
L _9x,, 1.1
g7 JH (1.179)

e asumindo que
H(a,t;e) = %G{H(m,t), (1.180)

poderase aplicar a transformacién de Lie ao sistema (1.179) obtendo un novo hamil-

toniano transformado X(x,t;¢), que 4 sia vez terd a forma

K(y,tie) = Zﬁﬂcj(y,t). (1.181)
=07

Deste modo obtense a seguinte relacion entre o hamiltoniano inicial e o novo,

K(y,t;e) = H*(x(y,t;€),t:2) + Ry, t;€), (1.182)

sendo R a funcidn resto da transformacién £(8) respecto de H. Ademais, verificase

que o primeiro termo H(z(y,t;€),t;e) é igual ao primeiro de H*(y,t;¢).

Tomemos agora os vectores de R2"tD & = (t,21,....2,,—H, X1,...,X,) e g =
(t,y1,-- - Yn,—H*,Y7,...,Y,). Denominaremos transformacion de Lie ampliada de xe-
rador 8(x,t;€) a transformacién nese dominio definida por £(8):y — & = &(y,t;¢),

onde & = &(y,t;¢) é a soluciéon dun problema de valores iniciais tal que

de -, _

E :385(212,5),
2(==0)=y, (1.183)
t(e=0)=t,
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Pédese observar que este sistema é a unién do sistema orixinal (1.175) e doutro

dado polas ecuacions

dt
EE
d(=%) _ ¢
P (1.184)
t(e =0)=t,

—Hle=0 = —K(y, t;¢).

Isto implica que a solucién de (1.175) representa a transformacién £(8) e a de
(1.183),

(1.185)
-H (w(yat;s),t, _:K;g) = —j{(y,t;ff) + :R(y,t,éf)

Do mesmo xeito que se ten visto anteriormente, chamarase funcién transformada

de f mediante £(8) 4 funcién que resulta de aplicar a transformada de Lie ampliada,
L£(8), sobre esa funcién f(z,t;¢) (que pola stia propia definicién é igual a f(z,t, —I;e))

L(8)f = f*(yse) = f (w(y,t;e), t; —H* (y,t:¢);¢), (1.186)

e polo tanto

H* (y,t;¢) = L(8)H(, t;e). (1.187)

Deprit emprega, como inicialmente fixera Hori, as paréntese de Poisson (1.163) e
(1.164) e o desenvolvemento en serie das mesmos (1.162) para obter unha serie de

operadores lineais de derivacién que emprega posteriormente

o 98 9
F)

. 9 1.188

D {,8}+357 ( )
98 9
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coas mesmas propiedades (1.164).

O método en si consiste en que os hamiltonianos H(x,t;e) e K(y,t;e) cumpran as

condiciéns para poder aplicar a transformacion de Lie ampliada. Deste xeito, poderase

utilizar (1.162) sobre a funcién f(&;ec) = —H de tal forma que
—H(y.tie) = ) 15 D (=70). (1.189)
k=0

fR(y,t;e):—ZiD’g(—fH), (1.190)

e se ademais temos en conta que tanto X como H* admiten desenvolvementos en serie

tal que

x  _k
€
K(y,t;é‘) = Z Ej{m(yat)a
k=0
(1.191)

oo k [ee]

Iy tie) =Y = |

k=0 = |p=0

D
€ qrk

H P

)

igualando os termos de igual orde en (1.182) coas anteriores relaciéns, poderanse obter

as seguintes ecuaciéns do método

= Para orde 0

Ho = Ko, (1.192)

= Para ordes superiores
08;
ot

{Ho,8:} — - =Ki — A, (1.193)
onde
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A1 =Hy,
Ag = FHo + {31,881} +{K1,81},
Az =Hs+2{H1,82} +{K1,82} + 2{XK2,81} + {H2,81} + {{K1,81},81},

(1.194)

Por iso, unha vez se integren as n ecuacions diferenciais obteranse as 8;, con i =1

an e con iso os K;.

Shniad mostrou a relacién e equivalencia entre os métodos von Zeipel e Deprit nun
artigo no que recoiiece a orientacién recibida do propio Deprit ( ( )) e, nese
mesmo ano, Kamel ( ( )) logrou unha xeneralizacién do método de Deprit

a sistemas non candnicos.
Solucién de Deprit e Rom

( ) estableceron unha solucién de terceira orde usando o Pro-
blema Principal. As stas novidades son: non parten do método de von Zeipel senén
que utilizan transformaciéns de Lie, evitan implementar a solucién de Brouwer por-
que predin problemas 4 hora de atopar integrais axeitadas mais alé da terceira orde,
obtefien termos de curto e longo periodo a través da terceira orde de Jo e os termos
seculares a cuarta orde (ainda que con certas reticencias) e fan uso de Delaunay e

outras variables auxiliares para evitar os problemas dos pequenos divisores.

Comezaron a traballar cun hamiltoniano como o seguinte

_} 2 2 2y M
ﬂ{_2(X +Y?%42%) .

1—%J2 <R6>2 (3sen25—1)} , (1.195)

-
onde empregaban as variables (z, y, z, X, Y, Z) (lembremos (1.15), onde temos as

coordenadas e as velocidades) e empregaron a funcién xeratriz,

8§ =8(xn,yn,h, XY, Z), (1.196)

8=—an(Xcosh+Ysenh) ny\/(fX sen h+Y cosh)? + Z2,

78



CAPITULO 1. MOVEMENTO ORBITAL DO SATELITE ARTIFICIAL

manexando asemade as seguintes relacions

cosi —Xsenh+Ycosh
1= )
V(=X sen thZYcosh)2+Z2 (1.197)
sen ¢ = ,
V(=X sen h+Y cosh)?+ Z2
o8 08
_ Xy = ——2
T Tx N Oz N
08 a8
Y= Y YN:*TyN, (1.198)
08 98
YA H__%’

sendo 7 a inclinacién.

Estas ecuaciéns definen unha transformacién canénica que pasa das variables (z,
y, z, X, Y, Z) a outras (zn, yn, h, Xn, Yn, H). Os seguintes pasos inclien unha
rotacion para cambiar o sistema de referencia das variables orixinais 4s novas, para

que o hamiltoniano cambie a un do xeito

H=Han,zN,— XN, YN, H),

2 2 (1.199)
50— % (X3 +Y2)-E {1— %JQ (&> <3ygjser12i—1>} .
T

r r

A hipétese principal do método é que o satélite terd un raio vector aproximada-
mente da mesma orde de magnitude que o raio terrestre, R.. Asi, asumiron que o

hamiltoniano podia representarse do seguinte xeito

H=Ho+ J2FHq, (1.200)

e tras unha serie de operaciéns obtiveron
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_):_LQ
) 2L2’
1 3 2,) 3,
XK§ 5 Cos™i ) — 5 sen isen (2f +2g)| .
(1.201)

:}CO = %0(_7_7_7-[/7_

1 uR?
2 73

j—(1 :%1(l7g7_aL7G7H) =

E neste punto onde a solucién fai uso das series de potencias da excentricidade,
aplicadas en J;. O desenvolvemento dé bastante fastio e podese ver en detalle no

artigo de ambos, pero chégase as seguintes identidades dependendo da orde

HY + (HY; W) = K,

(HY W) + (HG; W) + (HY; Wa) = HE,

2(HO; Wa) + (F W) + (F5; Wa) + (33 W) + (G W) = 53,

3(FO W) + (FL W) 4 2(FCE W) -+ (FCE W) + (2 W) + (HE Wa) + (HO; W) = 32
(1.202)

onde os W; se calculan a través de cadraturas. A partir deste punto comézanse a

eliminar primeiramente os elementos de curto periodo obtendo

j_(:/ = %/(_7gl7h/,L/aG/aH/)a
1 1 1
H = FH+ Jo 3 + §J22 T+ EJSJ{'Q + ﬂJéﬂ{ﬁl,
9—(6:9—(6(—,—,_,[/’_,_)’ (1203)
g-cll = %6(_7_7_5L,7G,7H/)a
/2,3,4 = 9{6(*79,3 7,L,,G,,Hl).

e posteriormente os de longo periodo mediante xeradores de transformacién (®;).
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g{é( L// G// H//) —
HE(—,—, -, L",G" H") :J{2+2(f}{ :®y),
H3(—,—, = L",G" H") = HS + (H3;®1) + (H]; 1) + (FHE; @1) + 3(HY; o),
Ho(———L".G" H”)=ﬂf4+<?€ 1 1) + 3(H3; Ba) + (H3; ©1) +2(3; @)
+ (H35 @) + (HG; P2) + (HT; @1) + (HG; P1) +4(HT; @3).
(1.204)
Despois disto, chégase finalmente ao hamiltoniano, H"
J'C//:g'(:”(— _ LI/ GI/ H//)
1 1
H' =3+ Js ’1’+§J22 ’2’+6J§’
6,::}(6/(—,—,—,[///,—,—), (1205)
/1/ _ 9‘(’1/(—,—,—,L”,GN7H”),
HY =HY(—,—,—,L",G" H").

1.3.4. Singularidades

Variables que anulan singularidades en primeira orde

Un dos problemas do desenvolvemento das soluciéns de primeira orde reside na
aparicién da excentricidade no denominador dalgins termos de curto e longo periodo,
asi como o seno da inclinacién nestes 1ltimos; xa que estes valores se atopan no deno-
minador de certos sumandos (ver (1.108)). Estas razéns poden xerar indeterminaciéns
cando a excentricidade é cero ou o suficientemente pequena, ou a inclinacion é proxima
a 0° ou 180°. ( ) establecera moito antes un método que os tina en conta, pero

aplicado ao movemento da Lua.

( ) propuxo unha solucién de primeira orde para excentricidades préximas

a cero, utilizando diferentes sistemas candnicos segundo os casos.

= Variables que anulan singularidades relacionadas coa excentricidade
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Y1 =+/2(L—G)cosl, y1 =1/2(L—G)senl,
Yo =G, y2=1+g, (1206)
Y =H, ys = h.

= Variables que anulan singularidades relacionadas coa excentricidade e coa incli-

naciéon proxima a 0°

Y1:Ga y1:l+g+ha
Yy =1/2(L —G)cosl, y2 =1/2(L—G)senl, (1.207)
Y3 =1/2(G— H)cosh, y3 = —1/2(G — H) sen h.

= Variables que anulan singularidades relacionadas coa excentricidade e coa incli-

nacién préxima a 180°

leGa y1:l+g_h,
Yo =/2(L—G)cosl, y2 =1/2(L—G)senl, (1.208)
Y3 =+/2(G+ H)cosh, y3 = +/2(G+ H)sen h.

Onde y; e Y; son calquera das variables que se escolleran.

Nas soluciéns de Brouwer, Garfinkel e Kozai hai unha singularidade en relacion
4 inclinaciéon cando esta é proxima a 63°26°. Brouwer, de feito, menciénao de xeito
explicito cara ao final do seu artigo: “The formulas are applicable for any eccentricity
e <1 and any inclination with the exception of inclinations near the critical inclination,
for which 1 —5cos?i appears as a small divisor”. ( ) resolveu este problema
usando o método de von Zeipel. Cabe salientar que neste artigo Hori agradece ao

propio Brouwer por suxerir a realizacion deste estudo.
Variables que anulan singularidades en segunda orde

( ) propuxo unha serie de variables para tratar o problema das singu-
laridades. Para iso tivo en conta as ecuaciéns da teoria de segunda orde e empregou
unhas funcions, ¢; e 1;, e constantes arbitrarias, ¢;, para que os sistemas desenvolvidos

fosen candnicos. Partiu para iso dunhas variables tales que
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Y; = Zaijka
b (1.209)

Yj =D _ .

k
En canto ds funciéns, tefien que cumprir a condicién
dipa  dpy dpr  dipo

_— = — ——==1. 1.210
%wd(L—G) il %SDQd(L—G) l ( )

De todas as solucidns escolleuse a méis sinxela, chegando a unha funcién w2 = ¢a(1)

e a unhas variables Y7 e y1,

dl
Y= Y Z(L_G)‘PZ/@%,

(1.211)
y1=1/2(L=G)p2.
Con isto obténense algunhas variables especialmente simples
= Con @9 = sen, o valor de 1 é cosl
Y1 =+/2(L—G)cosl, y1 =1/2(L—G)senl,
Y2 = Gv Y2 = l+97 (1212)
Ys=H, y3 = h.
= Con (pQZZ, 1/)221
Y1 =4/2(L-G), n =10/2(L-G),
Y2 :Ga Y2 :l+g7 (1213)
Ys=H, y3 = h.
= Con g =1, 1 = —I
le—l 2<L—G), ylz\IQ(L—G),
Y2 = G7 Y2 = l+g: (1214)

Y3:H7 y3:h,
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1.4. Métodos semianaliticos de integracion

No caso dos métodos semianaliticos, s6 nos centraremos no método estroboscopico

xa que é o mais senlleiro en termos histéricos.

1.4.1. Método estroboscépico

Ainda que foi ideado por Lubowe, foi Roth quen afondou nel utilizando desen-

volvementos de primeira orde para satélites perturbados polo Sol, a Lua e a freada

atmosférica ( ( )e ( )). Existen tres procedementos principais para
abordar este método: empregando elementos clésicos (como fan Roth, ( ) ou
Sein-Echaluce, Abad e Elipe ( ( ))), variables de Hill
(os mesmos autores comentados anteriormente, ( )e

( )) ou elementos equinocciais (como ( )
ou o propio ( )). Por outra banda Ling ( ( )e ( )) utilizouno

na sua Tese de Doutoramento para o estudo de tres corpos aplicAndoo a sistemas es-

telares xerarquicos triplos.

O seu nome débese a que a solucién ocorre no mesmo lugar da 6rbita en momentos
sucesivos, é dicir, en cada revolucién orbital''. Baséase na hipétese de aplicar a teorfa
analitica a unha revolucién orbital para posteriormente volver aplicar aos elementos
orbitais actualizados no mesmo punto, xeralmente o periastro, e asi sucesivamente
unha revolucién tras outra. E dicir, o valor de cada variable tomarase nun punto

especifico da orbita despois de cada revolucion.

O gran valor deste método é a stia velocidade de cdlculo, a stia boa precision e a sia
flexibilidade, xa que se pode utilizar con diferentes conxuntos de variables. Ademais,

o algoritmo desenvolvido por Roth é valido en xeral, excepto en casos singulares.

Partamos das ecuaciéns de movemento de primeira orde dun satélite sometido a

un potencial kepleriano perturbado

' Do Dicionario da Real Academia Galega, estroboscopio: Aparello que ilumina intermitente-
mente un obzecto, que xira a velocidade constante, facendo que pareza que estd inmdbil ou que se
move lentamente.
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dx

E = .fO(way)—'_Efl(may)v
d

% :go($7y)+ggl(w7y)7

(1.215)

onde x é o vector que representa as variables lentas do sistema (que nas ecuaciéns

de Lagrange (1.108) serian: o semieixe, a excentricidade, a inclinacién, o dngulo do

nodo e o argumento do periastro; y a variable angular rdpida (no noso caso seria a

anomalia media, pero poderia ser calquera das anomalias do caso eliptico) e f e g

unhas funciéns periédicas de periodo 27.

Se se considera y como unha variable independente, temos

dj _ fo(may)+€fl(m7y)
dy  go(z,y)+eg:(x,y)
dt 1

dy  go(z,y)+egi(z,y)’

)

e reorganizando as ecuacions, empregando

- fi(z.y)
@0 = g
o = S

podemos escribir as ecuaciéns (1.216) do seguinte xeito

dﬁ _ Fo(xyy)+5F1(may)
dy 1+eGq(x,y)
at 1

9

dy — go(a,y) [1+eGi(z,y)]’

cuxa solucion seria

xz=x —l—eac(l,

t =10 40

(1.216)

(1.217)

(1.218)

(1.219)
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Desenvolvendo os segundos termos en series de Taylor (ver en detalle no Capitulo
2) arredor da solucién de (1.219): & = 20 +h conseguiremos a seguinte expresién xeral

para un operador calquera X, que teremos que empregar para os elementos necesarios
de (1.216) (F, G; e gg)

k
X(@C+h) =)+~ (7;) X(z®) +0(e2). (1.220)

O resultado serd

)Fi(:c(o,y), (1.221)

dx oz
ay = Foo +587331F00 +eF19—<cFoGho,
dt 1 e Oz 1 (1.223)

— " gpg— —eGo.
Ay goo 9002 97 goo

Derivando agora as ecuaciéns (1.219) con respecto 4 variable rdpida, y, e igualando

termos coas anteriores obteremos

12 A partir deste intre empregarase a seguinte notacién para facilitar a lectura

Xij =Xi(2zY,y),
7 @"9) (1.222)

T; = 2.
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diL’o

0 _ g

dy 00,

dx oz

Tl = aimlFoo-FFw—FooGw,
4 (1.224)

dty_ 1

dy  goo’

dtq 1 1 Oz

—=——|G1o+—— 900 -
dy 9oo 9oo O 00

O paso dende orde 1 a calquera orde superior é relativamente sinxelo, unicamente

hai que incluir os termos correspondentes nas ecuaciéns (1.215) e (1.219)

dx

E:f()(mvy)+€f1(may)+€2f2(may)+"'+€kfk(m7y)a

Y gol@.y) +2g1(@.9) +gale.0) 4+ +egi(e.y)

dt =90 Y g1 Y go Y gk yY)s (1225)

T = :1:(0 —|—€m(1 +52w(2 + - +5kx(k,

t =10 4ot 4 242 oy hylk

e seguir os pasos calculando os diferentes resultados parellos a (1.218) e (1.221) de xeito
que se conseguirdan unhas relacions xerais das que, unha vez integradas, se obtera a

solucién

dﬁco
Orde 0: ﬁ = ¢($O7y)7
dtg
d7y = w(man)a
d:IJl
Orde 1: W = ¢(w07:131,y),
% — (20 21.). (1.226)

Orde k : EZQS(wO,mly"',wkﬂ)a
dt
di:: = 1,0(330,3317"' amkay)'
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Esta integracién é complicada se a elecciéon das variables non é axeitada. Se, pola
contra, se elixen aquelas que non varfan no problema non perturbado (lembremos que
isto acontece cos pardmetros orbitais (1.91) de xeito que f, =0) o sistema simplificase

do seguinte xeito

Orde 0: % =0,
dt
dty
d7y —¢($an)7
dwl

Orde 1: — =

rde N ¢)(330>y)7

dt
d—; = (x0,y) + Z(x0,21,Y), (1.227)
d

Orde k : %:¢(m0,mly"'7mk—l7y)7
dt
di;: - 7,[’(130,2131,"' 7:Bk_17y)+Z(2130,:131,"' ’wk’y)’

onde dividimos o segundo termo das derivadas de ¢ en dous sumandos funcién dos x;.

Para calcular a solucién nunha o6rbita calquera ¢ nun punto concreto (lembremos
que por regra xeral se adoita escoller o periastro porque se conecen os datos de partida:
xq e to) fard falla calcular a integral de cada unha das soluciéns para as ordes anteriores
x; que permitirdn obter a solucién na orde desexada, por exemplo NV, pois son férmulas

recorrentes

y
x;i(y) —/0 d(xo, 1, ,xi—1,y)dy. (1.228)

Deste modo na seguinte érbita, i+ 1, ao seu paso polo periastro, a solucién de orde

N sera

N 2
mN:mo+Z€’/ d(xo, @1, ,xi—1,y)dy. (1.229)
i=1 V0

O resultado de ty serd similar
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N 2w 27 1
tN:tO'i_ZEl/ ¢($07$17"'aiBi—hy)‘f'Z(iUmiL'l"“awiay)dy+/ ?dy
i—1 0 0 00

(1.230)

Na seguinte revolucién tomaranse como valores iniciais os obtidos no periastro

despois da primeira 6rbita e operarase do mesmo xeito ata a revolucién desexada.

1.5. Métodos numéricos de integracion

Como se viu nos puntos anteriores, a integracién do problema dos satélites non é
trivial. As esixencias actuais en canto a precision e velocidade (é dicir, eficiencia) xunto
coa flexibilidade no calculo das efemérides fan que os métodos analiticos se empreguen
unicamente para estudos cualitativos e para obter érbitas ou soluciéns preliminares,
polo que se precisa o uso de métodos numeéricos que conxuguen o anterior: precision e
velocidade de calculo. Ademais, grazas aos avances en tecnoloxia informatica, é posible
facer a formulacién de problemas que hai poucos anos eran imposibles, non s6 pola
sta dificultade, senén tamén polo tempo de célculo, uso dos recursos computacionais

e converxencia da solucién.

Existen varios xeitos de dividir os métodos numeéricos de integraciéon: polo ntimero
de pasos para acadar a solucién, pola orde da mesma, polo sistema empregado... Aqui
agruparanse en tres grandes grupos, deixando de lado o método das series de Taylor,

que se tratara en detalle no Capitulo 2 desta Tese.

Métodos RK explicitos
Métodos de Runge-Kutta ¢ Métodos RK implicitos
Métodos embebidos

Métodos de Adams-Bashforth
Métodos multichanzo § Métodos de Adams-Moulton

Métodos preditores-correctores

Métodos de extrapolacion

. J

Para unha aproximacién e/ou afondamento nos métodos numéricos remitese a
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diferentes publicaciéns como ( ), ( ), ( )s

(1998), (2000), (2003),
(2008), (2010) ou (2019).

Todos eles parten dun sistema de ecuaciéns diferenciais de primeira orde tal que

WO feyw),  wrer (1.231)

de xeito que con y = (r,7)!, teremos que ¢ = (7,a)?, sendo a = a(t,x,7) = ©* a acele-

racion do satélite no noso caso.

Antes de desenvolver os tres grandes grupos de métodos numéricos, e do mesmo
xeito que fixemos cos métodos analiticos, adicaremos unhas linas a dias das formula-
ciéns numéricas clasicas aplicadas a problemas de Mecénica Celeste: os procedementos
de Cowell e Encke!3. Caracterizanse ambos por non usar pardmetros orbitais senén
coordenadas cartesianas. Co primeiro deles obténense directamente as coordenadas
do obxecto perturbado, e no segundo obtense a diferenza de coordenadas entre a po-

sicion tedrica do obxecto baixo un movemento perturbado e a do obxecto en érbita

kepleriana. En ( ) een ( ) pédense ver con
mais detalle, mentres que en ( ) se achegan exemplos de programacién de
ambos os métodos. En ( ) p6dense ver exemplos numéricos

de ambos sobre o planeta anano Ceres (na bibliograffa aparece como un asteroide pero

foi reclasificado en 2006) asi como os procedementos correspondentes.
Formulacion de Cowell

Tamén coniecida como método de Stormer-Cowell ou de tipo Gauss-Jackson, foi
creada por P. H. Cowell a comezos do século XX. Foi empregada en 1910 para predicir
o retorno do cometa Halley ( ( ). E a mais sinxela de implementar deste
tipo pois baséase en explicitar todas as perturbaciéns que se desexen e integralas

chanzo a chanzo. E polo tanto un método multipaso (pertence ao segundo grupo

13 Ainda que adoitan chamarse método de Cowell e método de Encke, estritamente mais que un
método numérico de integracién son diferentes formulaciéns das ecuaciéns diferenciais do movemento.
No caso de Cowell é a formulacién cldsica newtoniana mentres que no de Encke se formula como
unha ecuacién que calcula a diferenza de movemento con respecto do kepleriano. Polo tanto, ainda
afastdndonos da ortodoxia a este respecto, trataremos ambos os casos como formulaciéns no canto
de como métodos.
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que veremos en 1.5.2) de integracién directa (bastante eficiente para a época pero en
desuso actualmente). Para iso, partindo duns datos iniciais (t, 7o, 79), transférmase

primeiramente a ecuacién (1.12) de modo que se obtén un sistema de orde 1 tal que

i =R,

. (1.232)
R=-Lryip
r
Substituindo P (as aceleraciéns) polas perturbaciéns a calcular, e descompon-
do (1.232) nas suas correspondentes coordenadas, bastard aplicar calquera método
numérico dos que se verdn a continuacién para poder calcular (r, R) en calquera

intre.

L
T =vg, vziiﬁrJr:Pm’
§ =y, vy = f%r+ﬂ>y, (1.233)
Z=vz, v’z:—%rJrsz.

T

Obviamente, este método ten certas limitaciéns, xa que ainda que obtén bos re-
sultados cando as perturbaciéons son de pouca magnitude, en caso contrario os erros
tamén son importantes. Outra desvantaxe é que é necesario un gran nimero de deci-
mais significativos cando se tenen en conta perturbacions de varias ordes de magnitude
inferiores & principal ou a suia velocidade de converxencia. En todo caso, destaca a sta

facilidade & hora de programarse.
Formulacién de Encke

Foi desenvolvida por J.F. Encke a mediados do século XIX para realizar cdlculos de
orbitas con excentricidades moi elevadas, en particular para os cometas. A diferenza do
procedemento anterior onde se integra a suma de todas as aceleracions (perturbacions),
neste caso intégranse a diferenza da aceleracién principal e as aceleracidns relacionadas

coas perturbacions.

O método parte dun instante inicial () no que se elimina a aceleracién das per-
turbacions, de xeito que o obxecto se move por unha érbita non perturbada chamada

érbita osculatriz (O, ). En calquera momento (t), teremos un vector p = r-r, que é
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Figura 1.14: Orbitas real (Og) e osculatriz (Og) do método de Encke.

a diferenza entre a posicién que ocupa o obxecto na érbita osculatriz e a real (Oy)

Calquera variaciéon entre os valores de O, e O, serd a manifestacién de perturbaciéns

nese obxecto.

O método de Encke integra a evolucién deste vector, de xeito que a partir de

d?r I .
@- R
dzro K
a2~ 3o

obteremos

d2r d2ro r T, .
@ ae M o

23 .3
T TO

O método emprega unha funciéon auxiliar
3
r
r
na cal podemos despexar A unha vez se opera cos raios

92

(1.234)

(1.235)

(1.236)



CAPITULO 1. MOVEMENTO ORBITAL DO SATELITE ARTIFICIAL

Ao Polp=2m) (1.237)

rT-r

para, dese xeito, empregar a funcién auxiliar como segue

3430+ A2 }
A)=A {7 . 1.238
) 1+ (1+X)3/2 (1.238)
A variacién de p con respecto do tempo serd, entén
d?p p+fNr
— =—u—+R. 1.239
dt2 K 3 + ( )

Neste método é preciso facer unha rectificacién no intre da integracién no que a
orde de magnitude de p supere os termos de R para poder continuar co cédlculo, de

xeito que a Orbita osculatriz se vai modificando achegandose & real.

1.5.1. Métodos de Runge-Kutta

Son unha serie de métodos iterativos que aproximan as soluciéns de ecuacions
diferenciais ordinarias. Parten de valores iniciais tal que y, = y(f9) e pescudan unha
aproximacién nun intre tg+ h mediante unha expansién de Taylor. A sta expresién

xeral é a seguinte

Ynt1 = Yp + 1 (tn, 9, (1), (1.240)

onde h é o chamado chanzo de Euler (que serd un valor o suficientemente pequeno
como para poder ter unha aproximacién moi préxima & solucién) e f(tn,y,(t)) a
funcidn incremental da funcién da que se pretende atopar a solucién, f(t,y(t)), que

serd da forma

Ftn,y, (1) =D bk, (1.241)

onde kg ten a seguinte expresién
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S

ko= f(tn+csh, Y, +hY _agk;), (1.242)
j=1

S é o numero de chanzos que involucran os célculos e b, uns coeficientes que dependen
do modelo empregado. Estes métodos adoitan ser denominados: RKS, indicando a S

o numero de chanzos.

Os métodos mais sinxelos son os que tenen un sé chanzo, S =1, e dentro deles o
precursor é o denominado método de Fuler que ten como coeficiente ¢; = 1, sendo a

sua ecuacion

Yn+1 = Yn +h.f(t7y(t))’ (1'243)

e como xa vimos en (1.231) reescribese como

Ynt1 =Yn+hy),. (1.244)

O método de Euler presentaranos como solucion grafica unha curva poligonal cuxos
segmentos seran proporcionais ao paso escollido. Na figura 1.15 pddese observar o
resultado, no intervalo [0, 5], para un exemplo sinxelo: 4’ =y con y(0) = 1 cuxa solucién
é y=e” (azul) para diferentes chanzos: h=1.00 ( ), h=0.25 ( ) e h=0.0625

(vermello).

Polo tanto, como se pode ver en (1.244) o método calcula en cada chanzo o seguinte
valor empregando a pendente da funcién no punto anterior, o que implica que en
funciéns con grandes cambios de pendente o resultado vai ir por detras da funcién
real, como se pode corroborar na figura 1.15. Un xeito de solucionar este problema
é tentar mellorar esta aproximacién ao seguinte punto, que a pesar de ser un pouco
groseira é moi valida en certos problemas. Con este obxectivo foise perfeccionando o
modelo co método de Fuler modificado ou mellorado, que son métodos de dous chanzos

(polo tanto RK2), é dicir que a ecuacién (1.240) pasa a ser, respectivamente
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100

Figura 1.15: Método de Euler con diferentes chanzos aplicado ao problema y'=y.

yn+l =Yn + hf(t’fl +

h h
2 yYn + §f(tn7yn))’
(1.245)

h
Ynt1 = Yp+ 9 [f(tmyn)+f(tn+hayn+hf(tnayn))}'

Representando graficamente o problema anterior con este 1ltimo método obsérvase
na figura 1.16 que mellora considerablemente os resultados coas mesmas condiciéns
iniciais e no mesmo intervalo. Novamente, represéntase a funcién y = e® (azul) con
diferentes chanzos: h=1.00 (verde), h=0.25 ( ) e h=0.0625 (vermello).

Figura 1.16: Método de Euler mellorado (RK2) con diferentes chanzos aplicado ao problema y'=y.

Nas décadas de 1970 e 1980 desenvolvéronse métodos de ordes superiores, sendo o
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mais utilizado deles o Runge-Kutta de cuarta orde (RK/4) pola sia grande exactitude
e relativa sinxeleza 4 hora de implementalo. A sia base é relativamente doada, pois
emprega catro pendentes e atopa unha media entre elas. Mediante esta técnica, a

ecuacion (1.240) a través de (1.241) quedarfa como

h
Ynt1 =Yn+ 5 (kn1 4 2kna +2kns + kna) , (1.246)

onde

knl = f(t’nvyn)v

h h
kpo = f(tn+§ayn+ §kn1)v
(1.247)
h h
knB = f(tn+§ayn+ §kn2)v

kn4 = f(tn+h7yn +hkn3)

Esta férmula d4 unha aproximacién ata cuarta orde. O erro de truncamento serd

a diferenza entre o valor real e o calculado, isto é

err = [y(to+h) — (yo + hijo). (1.248)

A stia representacion grafica na figura 1.17 amosa unha moi boa aproximacién para

os puntos calculados.

Esta claro que seguindo este esquema, os métodos de Runge-Kutta pédense obter
para calquera orde empregando unha férmula xeral. Pero para iso é preciso introdu-
cir a clasica division dos métodos de Runge-Kutta en funcion da dependencia dos

coeficientes ky;, pois a formula xeral varia segundo isto
= Métodos de Runge-Kutta explicitos (FRKM), onde os coeficientes k,; unica-
mente dependen de k,;_1).

= Métodos de Runge-Kutta implicitos (IRKM ), onde os coeficientes ky; dependen

doutros ky;.
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Figura 1.17: Método de Runge-Kutta de cuarta orde (RK4) con diferentes chanzos aplicado ao problema
y'=y.

= Métodos de Runge-Kutta embebidos ou anifiados, onde se tefien en conta as

ordes pares e impares.

Atendendo & divisién anterior, os coeficientes k,; para os FRKM son

i—1
ki = F | tatheiyn+hY_aniky |, (1.249)
j=1

onde a;; (para 1 < j < i< s) son os coeficientes da matriz de Runge-Kutta, b; (para
i<1,...,s) os pesos dos coeficientes, ¢; (para i <2,...,s) son os denominados nodos

e finalmente s é o nimero de chanzos que se toman.

Por outro lado, para os IRKM obtense a férmula xeral

s
kni=f tn+cih,yn+h2a¢jkj . (1250)
=1

Os algoritmos para cada un dos métodos e submétodos que se derivan deles,
programanse mediante as tdboas de Butcher, que son as que vencellan os parametros

aij, by e c;. Estas tdboas tefien a forma xeral
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C1 a1l a12 e Q1s
C2 a21 @22 e a2s
Cs | Gs1 Qg2 ... Q(ss

b1 bo ... by

Particularizando para os métodos anteriormente expostos, as tdboas de Butcher
serdn triangulares inferiores para os ERKM (pois son chamados tamén métodos “cara
a adiante” pois a;; > 0 para ¢ > j), cumprindo de xeito xeral as seguintes relacions:
Yiibi=1l,c1=0ec¢;= Z;;ll a;; para i > 1; ou cheas para os JRKM (pois como se

comentou dependen do resto de valores de ky,;)

ERKM IRKM
0 C1 ajl a2 e Als
C2 a1 Cc2 a21 a22 e a2s
Cc3 asi as2 C3 a31 a32 S a3s
Cs | As1 Qg2 ... (g s—1 Cs | Gs1 As2 ... (Q(gs
by by ... bs—1 bs b1 by ... bs

En funcién dos coeficientes obteranse os diferentes submétodos, algins deles con

nomes propios como por exemplo

= ERKM: Método de Euler “cara adiante”, RK4, Heun (un tipo de RK3), Ralston
(puidendo ser RK2 o RK4) etc.

= [RKM: Método de Euler “cara atrds”, Crank-Nicolson, Gauss-Legendre, Lobat-

to, Radau etc.

Os métodos IRKM son extremadamente caros en termos computacionais e de
algoritmia, polo que son pouco utilizados en relacién a outros. O seu uso circunscribese

a problemas con graves inestabilidades numéricas.

A modo de exemplo preséntase a tdboa de Butcher para RK4 (ver (1.246))
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0
1/2 | 1/2
/2] 0 1/2

10 o0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Como se pode deducir do anterior, é posible atopar diferentes métodos que empre-
guen o mesmo numero de chanzos ou que, ainda que sexan diferentes usen as mesmas
f; denominanse métodos de Runge-Kutta embebidos. Entre eles, o mais cofiecido é o
método Runge—Kutta Fehlberg ou RKF/5. A sta forma de proceder é a seguinte: realiza
duas aproximaciéns diferentes (unha de orde cuarta e outra de orde quinta, requirindo
para cada un dos pasos 6 k;) cun determinado h, e compéraas. Este resultado estida-
se para que se estd dentro dunha tolerancia aceptada, se tome h. En caso contrario,

aumenta ou diminte dependendo da comparacién.

O criterio limitante dos métodos Runge-Kutta é a eleccién de h e polo tanto é
necesario un control do tamafio do chanzo, que se basea no erro estimado e que se
comparara cunha tolerancia determinada. Este proceso pddese levar a cabo en cada
un dos chanzos, co fin de limitar a acumulacién de erros. Se a comprobacién non é
satisfactoria, o cédlculo realizarase de novo cun chanzo menor. Existe multitude de

bibliografia onde se analizan as inestabilidades numéricas de todos os métodos RK.

No caso do movemento dun satélite artificial, a aceleraciéon é da forma

d?y(t)
at2

—alty(H.9(t),  yack, (1.251)

sendo 7 = a = a(t,r,7). Poderemos reescribila de xeito que represente un sistema de

ecuaciéns de primeira orde

r(to+h) =ro+hvo+h>> _ sbik's,
=1
v(to+h) =vo+h)_ sbik';,
=1

(1.252)

con
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K, = a(t() +cih, ro 4+ c;hv, +h? Zafjk/j, Vo + hZaijk’j>, (1.253)
j>1 j>1

] * f— . . * — . ..
cos coeficientes a;; = Yok Gikagj e by = Zj bjaj;.

Os métodos que usan estas férmulas, pero que non satisfan directamente as con-
diciéns dos coeficientes que se viron nas lifias anteriores, chAmanse métodos Runge-
Kutta-Nystrém. Nos tltimos anos, crearonse algoritmos denominados métodos IRKM
(métodos Runge-Kutta-Nystrom mellorados) que son computacionalmente mais efi-
cientes e tefien ordes de precision mais altas. A ecuacién xeral do método TRKN

orixinal é a seguinte

Yn+1 zyn+h<b1k1—b,1k,1 +Zbi(ki_k7i)>7 (1.254)

=2

sendo as variables k

1—1
1=J\TnsYn), =
1.255
k-1 = f(@n-1,Yn—1), i1 ( )
k_i= f(xn—l +cihyyn—1 +hZaijk_j),
Jj=1

1.5.2. Métodos multichanzo

Os métodos Runge-Kutta calculan os diferentes k; en cada chanzo, de xeito que
cada un deles é independente do resto. E dicir, que de xeito xeral, para cada chanzo
precisase a informacién dalgins dos pasos previos. Por este motivo, nos métodos de va-
rios chanzos é necesario gardar estes datos para reducir os calculos, reutilizalos e obter
un método mais eficiente. Isto é, que para o calculo dun y;+1 se require informacién de
1—1 valores de y;, de tal xeito que ¢ sexa igual ao niimero de chanzos do método. Por
exemplo, un método de varios pasos de cuarta orde deberia calcular y;11 os valores de
Yi—3, Yi—2, Yi—1. POdese observar que son necesarios polo menos catro valores iniciais

e por iso se utilizan métodos adicionais para obter estes primeiros resultados.

Os métodos multichanzo tefien un esquema xeral tal que
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S S
Yiy1 = Zaijrlfj Jthﬁjf(tiJrlfjayi«Hfj)v (1.256)
j=1 j=0

ou na sua forma integral

tit1

vin=vit [ feyo)e (1.257)
t;

Do mesmo xeito que os métodos anteriores, neste caso pdédense dividir en tres

grupos

= Métodos multichanzo explicitos, métodos de Adams-Bashforth ou métodos AB,
onde se calculan os y;4+1 mediante f(¢;,y;) e os seus resultados anteriores; e
onde By =0 en (1.256). Nestes métodos, a orde da solucién é igual ao nimero

de chanzos.

= Métodos multichanzo implicitos, métodos de Adams-Moulton ou métodos AM,
onde se calculan os y;+1 mediante f(¢;11,¥i+1); € onde 5y # 0 en (1.256). Nestes

métodos, a orde da solucién é igual ao nimero de chanzos mais 1.

= Métodos preditores-correctores, onde se utiliza unha combinacién de ambos os
dous, de xeito que se calcula inicialmente o resultado mediante un método explici-

to e se mellora cun método implicito.

Desenvolveremos agora as ecuaciéns xerais para os métodos AB, partindo de que
nun instante ¢ poderase substituir o valor de f por un polinomio p(t) que se forzou
a pasar polos puntos calculados anteriormente. Por este motivo é necesario truncar o

polinomio, polo que obteremos unha solucién aproximada, y;, ;, de xeito que
. . tit1
Yiy1 = Yi +/ p(t)dt, (1.258)
t
de tal forma que
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N N
t—1
j=1 k=17 k
=y

sendo a orde do método a do grao de p(t).

Desenvolvendo o anterior para o caso mais sinxelo, é dicir para dous chanzos por

cada etapa (N = 2) teremos que

t—t;—1
ti—ti—1

t—t;

p(t) = f(ti,y;) p— (1.260)

+f(ti-1,9,-1)

e integrando segundo (1.258) chegariase & férmula xeral

/ti+1p(t) dtzw[f(t' Y (ti+tiv1 —2ti 1) — fFtim1, ;1) (i —t; 1)]
5 , Q(ti_l—ti) - Y; 1 i+ 1— 1—1, -1 7 1+
(1.261)

Neste punto escéllense os dous intervalos que se van empregar en cada un dos

chanzos, de ai o nome do método, sendo

hy =t —ti—1,
(1.262)
ha =1tit1—t;.
Levandoos a (1.258) obtense
y h
Yit1 = y; + Thzl [f(tivyi)(th +h2) — f(tiflayifl)hQ] . (1.263)

Igualando ambos os intervalos a h, resulta a ecuacién do método de Adams-

Bashforth de dous chanzos,

Yit1 =y:+§ [3f(tivy;) — Ftim1,951)] - (1.264)

Empregando o mesmo esquema para o método de Adams-Bashforth de tres chanzos

lévanos & seguinte expresion,
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. h
Z/f—&-l =Y; + 12 [23f(tiayi) —16f(ti-1,9;-1) +5f(ti—27yi—2)} ) (1.265)
e asi sucesivamente segundo (1.256).

A representacion grafica para o método de Adams-Bashforth de dous chanzos para
a funcién y = e® (azul) con diferentes chanzos: h=1.00 ( ), h=0.25 ( ) e
h=0.0625 (vermello) pddese ver na figura 1.18.

Figura 1.18: Método de Adams-Beshforth aplicado ao problema y'=y.

No caso dos métodos AM, a integral (1.258) calciilase mediante un polinomio de

interpolacion. Este, para o de dous chanzos, é

tiv1—t t—t;
t)=flti,y;) —— + Ftit1, Y1) ——, 1.266
PU) = F(tiy) T+t i) T (1.266)
de xeito que se obtén unha formulacién implicita tal que
* * h
Yini =¥t 5f (tiv1,yir1) +8F (tiy;) — F(tim1,951)] (1.267)

que serfa o método AM de dous chanzos. Para o método AM de tres chanzos obtense

a expresion,

* * h
Yin=vitg (9F (tir1, Y1) F19F (ti,y;) = 5F (tim1,9;-1) + F(ti—2,9;_2)] -
(1.268)
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Dentro dos métodos implicitos son moi utilizados os chamados métodos de diferen-
ctacion cara a atrdas ou métodos BDF. Indicanse de forma xenérica as expresions para

os métodos BDF2 e BDF3, respectivamente

.4, 1., 2n
Yiro = 3Yir1— 7Y + 5 Ftit2,¥is2),
3 3 3 (1.269)
, 18 9 ., 2 ., 6h
Yits = 7Yi+2 ~ 7 ¥i+1 + 1Y + H.f(ti+37yi+3)'

Aqueles de orde maior que 6 non se empregan por problemas de estabilidade

numérica.

Por outra banda, os métodos preditores-correctores utilizan o chamado algoritmo

PACA que se divide en catro partes aplicados en cada un dos chanzos

Predicir: calctilase a solucién y;kfled, en t;11, mediante a formula (1.258).

» Avaliar: utilizase o anterior valor en fffid =f (ti+17y;‘f18d).

pred
i+1 )

Corrixir: aplicase a férmula de Adams-Moulton, y;, ; = y; +h®(f

Avaliar: avalfase coa funcién actualizada f; 1 = f(tit1,¥7,1)-

O método mais sinxelo seria o chamado método de Heun, xa visto anteriormente

co nome de método mellorado de Euler (1.245), que fai uso da regra do trapecio.

O motivo de que se empreguen os métodos explicitos como preditores é que os
primeiros permiten obter unha orde s+ 1 para s etapas (cos segundos, s), e o feito de
que os implicitos o fagan como correctores é debido a que os coeficientes destes son
menores que os daqueles, o que reduce os erros. Ademais, incluso sen iteraciéns, é o

dobre de eficiente que o método RK4.

Como apéndice a esta seccién introduciremos os PFML (Pares de Férmulas Mul-
tichanzo Lineais), desenvolvidas polo mitido por ( ), onde se parte

dun sistema de ecuacions tal que
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S S
2 2 2
E 04;- )yi+j =h E 5;- ).f(ti+jayi+jay,i+j)a
Jj=0 Jj=0

s s (1.270)
Zaﬁ-”y'iﬂ' = hZﬁ]('Df(ti-i-jayi-i-jayli-i-j)'
j=0 Jj=0
Sendo a;? e /8;? , con k=1, 2, constantes independentes de i e n, tal que
al! #0,
(2)
« 0,
=7 (1.271)

| ag” [ +165" >0,
lag” [+185” >0,

e diferenciando entre método PFML implicito cando B,(Cl) %0 ou 6,21) =0, ou explicito
no caso de que 5,(:) = ﬂ;ﬁl) =0.

1.5.3. Métodos de extrapolacion

Xeralmente son métodos baseados na eztrapolacion de Richardson que utiliza, me-
diante a regra do trapecio, diias aproximaciéns da integral da ecuaciéon (1.257) para
atopar unha terceira estimacién mais préxima & solucién que as duas anteriores. O
seu paso aos métodos numéricos computacionais realizase mediante un algoritmo que
parte de que o valor real da integral é igual 4 suma da primeira aproximacion, I(hy),
e o seu erro, err(hy); e exactamente o mesmo para a segunda aproximacién coa suma

de I(hga+err(hsa), sabendo que o error ao empregar a regra do trapecio é
N titr—tis oy
err(h;) = —Thif (€), (1.272)

sendo € un valor do intervalo [t;,t;+1]. Vendo a relacién entre os erros e substituindo

en err(hg) obterfase a ecuacién

/ T (o)t = 1(hg) + 1D 1) (1273)
t

2
) h
' 1_(/“7;>
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Cando hg = h1/2 o algoritmo resultante empregard a ecuacién

I(h1)
3 b

tit1 4
| peuo)ies 510 -

i

(1.274)

resultando a expresion que se usa na integracion ou método de Romberg. Este método

emprega a seguinte férmula para atopar os respectivos h;

_ tit1— 1t

T

(1.275)

Polo tanto, cun intervalo dado, h,,, a stia metade, hT", e empregando a férmula an-
terior obtense unha terceira aproximacién mediante (1.274). A nomenclatura habitual

utiliza o seguinte sistema

R(0,0) = 5t —tis1) F b1 (b)) + £ (15, 9(00).

2n—1

R(n,0) = %R(n—l,o)—&-hn S Fltipa+ @k — Db y(tips + 2k — Dhy), (1.276)
k=1
R(n,m) = 4mR(n,m— Z)m—_Rl(n —1,m—1) '

Outros métodos son a regra do punto medio, a regra de Simpson... e outras mais
avanzadas onde se utilizan extrapolaciéns racionais no canto de polindémicas (para
ecuacions diferenciais de segunda orde que non dependen das derivadas primeiras), ou

secuencias harmonicas en vez de lineais.

A complexidade & que chegan é bastante alta e o seu rendemento e exactitude

poden acadar os niveis dos métodos de Runge-Kutta e multichanzo.
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Método das series de Taylor e

diferenciacion automatica

2.1. Solucién dunha ecuacion diferencial ordinaria por series de Tay-

lor

Consideremos o problema de valor inicial definido por unha ecuaciéon diferencial
ordinaria (EDO) de orde 1

dy(t n m
%:f(t,y(t);ph y(to) =yo, teR yeR™ peR™ (2.1)

onde p é un conxunto de m parametros e yo as condiciéns iniciais.

A solucién de (2.1) nun contorno de ¢y pédese expresar por medio do seu desen-

volvemento en series de Taylor

y(t) = Hw(t—to)k- (2.2)

Chamando

(2.3)
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4 derivada k-ésima da solucién y(t) de (2.1) no intre inicial ¢y poderemos pér final-

mente

=Y yilt—to)* =yo+ui(t—to) +ys(t—t0)> +-- +yut—to) +...  (24)
k>0

Derivando (2.4) obtense a seguinte expresion
=Y kypt—to)" ", (2.5)
k>1

que, redefinindo o indice k como k+ 1, pbédese pér como

d%f) =Sk Dy (t— 1) (2.6)

k>0

Substituindo (2.4) na expresién f(t,y(t);p) e desenvolvendo esta en serie de Taylor

obtense
Fty(t); > yplt—to)sp | =Y Fr(t—to)", (2.7)
k>0 k>0
onde Fy, é o coeficiente de orde k da serie que depende de todos os termos yog,-- ., Yk-

Levando (2.6) e (2.7) a (2.1) e igualando, termo a termo, podemos obter a expresién

de yk_l’_ en fuIlCiOn dOS (yo7 e 7y]€) aIlt €r 1‘01 €S

Dende un punto de vista practico non podemos traballar co desenvolvemento de
Taylor dunha funcién senén cunha aproximacion dada pola serie truncada, de orde N,

cuxa expresion é

N
)= yplt—to)". (2.9)
k=0
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O erro cometido ao substituir y(¢) por Py(t) vén dado pola chamada funcién resto,

R, (t) =y(t) — Py,(t) que, de acordo co teorema de Taylor, pédese expresar como

N+1
1 dVFly(¢)

(N+1)! deN+1 ’

Ry(t) = (2.10)

sendo ¢ algin ntimero real do intervalo [tg,].

No que segue chamaremos solucién de orde N da ecuacién (2.1) 4 aproximacién
y(t) =Pn(1).

En ( ) p6dese ver unha comparacién de precisién e rendemento de di-

versos métodos numéricos que implementan o método das series de Taylor.

2.2. Diferenciacion automatica

Para desenvolver, tanto de xeito simbdlico como numérico, o proceso de integracién
proposto no apartado anterior é preciso acudir a técnicas que nos permitan obter os
termos F; da expresién (2.7). Para iso empregouse a denominada diferenciacion au-
tomdtica, que constitile unha extensiéon, a certos operadores matematicos, do método
usado habitualmente para realizar a derivacion simbélica dunha funcién combinada.
Cunha axeitada reformulacion dos seus termos o proceso sera moito mais eficiente.

Pédese obter méis informacién ao respecto en ( ), ( ) ou
(2019).

Para ilustrar a descricion do método partiremos dunha funcién f real de dous

pardametros (constantes) «, 8 # 0, dada pola expresion

f(x,a,ﬁ):xQ—%. (2.11)

Para derivar esta funcién aplicaranse as diferentes regras de derivacién correspon-
dentes 4 suma, produto, cociente, regra da cadea etc. Porén, cando a expresion ten
un gran numero de termos, unha axeitada descomposicion da mesma pode reducir de

xeito dréstico o proceso de célculo da derivada.

Na figura 2.1 pode verse a funcién (2.11) desenvolvida por medio dunha estrutura

de arbore. Unha arbore é unha estrutura de datos representada por nodos e linas ou
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Figura 2.1: Estrutura de arbore da funcién (2.11).

pélas que conducen a outros nodos. Cada nodo representa unha operaciéon ou funcién
cuxas pélas son os operandos ou argumentos ou, se non ten pélas, representa unha

variable ou parametro.

Na mesma figura, os nodos @ @ e @ do derradeiro nivel desta arbore, repre-

sentan os pardmetros (ou constantes) e a variable (ou variables) da funcién, mentres

que o resto de nodos @ @ @ @ . 1dent1ﬁcan as distintas operacions

ou funciéns que se aplican as polas por debaixo do nodo.

Antes de derivar pensemos nunha operacién madis sinxela como é a avaliacion.
Comecemos dando un valor numérico a cada un dos elementos do derradeiro nivel
(variables e pardmetros). Se seguimos cara a arriba na estrutura podemos realizar
a operacién correspondente en cada nodo cuxas pélas conduzan a un ntmero, subs-
tituindo finalmente o nodo e todas as suias pélas polo resultado da operacién. Asi

podemos continuar ata o nodo superior e obter como resultado o valor da funcion.

Este tipo de operacion pode realizarse tamén coa derivacién comezando no nivel
inferior pola derivada de cada variable (# = 1) e pardmetro (& = = 0) e aplicando a

cada nodo a regra de derivacién correspondente se representa unha operacion @, @,
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@, @ e aregra da cadea se o nodo representa unha funcién. O resultado representara,

cando academos a nodo superior, a derivada da funcién.

O punto feble deste xeito de proceder é a repeticion innecesaria de operaciéns.
Neste caso pode verse que o termo 2?2 esté repetido na funcién, as siias correspondentes
polas na estrutura de arbore aparecen dias veces. Para evitar isto é preciso substituir
esta estrutura de datos por outra formada por unha secuencia de operaciéns binarias
e/ou unarias que aplicadas de xeito secuencial conduzan ao resultado da operacién.
A funcién representada desta forma serd chamada funcion enlazada ou encadeada € a
cada un dos seus elementos ou elos chamarémolos nodo. Observemos que o ntmero de
nodos desta estrutura é menor que o da estrutura de arbore ao evitar a repeticiéon de

nodos iguais.

pr = « - «

p2 = B — B

h = = —

lo = Ll — IQ

Ils = lL+p — T4+« (2.12)
ly = sen(l3) — sen(z+a)

ls = lg/pg — $2/ﬁ

ls = ebs o e@?/B)

lr = lu/ls —  sen (x+oz)e'(””2/ﬁ)

ls = lo—1l; — z?—sen (x—i—a)e‘(“”Q/ﬁ)

Ainda que mediante o software TIDES (ver apartado 2.6) se pode obter a funcién
enlazada dunha expresién calquera, se esta é demasiado complexa, como por exemplo a
avaliacién do potencial terrestre, é conveniente unha manipulacién manual da mesma
para obter a forma maéis eficiente da funcién enlazada de maneira que a avaliacién

sexa o mais rapida posible.

Para derivar a funcién aplicaremos sucesivamente as propiedades do operador
D = d_/dz. Partindo das derivadas dos pardmetros D(«) = D(8) =0 e da variable
D(x) =1, aplicaremos, sucesivamente en cada nodo da funcién enlazada a propiedade
correspondente do operador de xeito que finalmente obteremos a derivada co minimo

namero posible de operaciéns.
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D(p1) = D(a) —- 0

D(p2) = D(b) - 0

D) = D(x) - 1

D(l2) = D(ilh) = UuDl)+4LD()

D(3) = D(li+p1) — D(l)+D(p1) (2.13)
D(ly) = D(sen(l3)) — cos(lz)D(l3)

D(s) = D(la/p2)  — (p2D(l2) —12D(p2))/p3

D(ls) = Dels) - ebD(l5)

D7) = Dlafle)  — (6D(la)~12D(le))/15

D(s) = D2-1l7) — D(la)—D(l7)

Este proceso pddese xeneralizar a un operador O que actiie sobre un espazo de

funcions F
0: F —» F

fo—= o),
sendo F={f:R™ xR™ — R}, onde f(x,p) representa unha funcién real de n variables
x=(x1,...,o,) e m pardmetros p = (p1,...,Pm) que poida expresarse en termos dunha

funcién enlazada cuxos nodos sexan funciéns ou operaciéns alxebraicas elementais.

O operador O debe ter unha regra asociada, tanto aos parametros e variables, como

a cada unha das operaciéns que aparecen na funcién enlazada correspondente a f

V) pi) = Opar(pi>

O(xz) = Ovar(xi)

O(u+v) = Oglu,v,0(u),0(v)) (2.14)
0 uv) - O@(U,U,O(U),O(U))

0(@(u) = Op(u,®(u),0(u))

onde p;, x; representan, respectivamente un parametro e unha variable, u, v cada unha
das expresiéns dun nodo e ® é unha funcién calquera (por exemplo senu, e*; u®, tanhu
etc.). Notemos que na aplicaciéon dun operador a unha operacién particular pode
depender de cada un dos argumentos da dita expresién asi como do operador aplicado

a cada un deles.
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Este procedemento pode usarse con operadores de derivacién como o gradiente, o
hessiano etc. e a outros operadores que non o sexan como por exemplo a avaliacion
eficiente de funciéns e as operacions asociadas & alxebra de series de potencias, que
se verd no apartado seguinte. Nestes casos, a pesar de que o procedemento non estea

asociado & derivacion, mantivose o nome de diferenciacion automdtica.

No caso da avaliacién, visto no exemplo (2.12), podemos pensar no proceso como a
aplicacién do operador identidade que, para identificalo cun dos elementos que aparece

no apartado 2.7, denotaremos 6°,

& f=1, (2.15)

que asocia a cada funcién a propia funciéon. Se damos valores numéricos ao operador
asociado aos parametros e as variables podemos obter, seguindo a secuencia corres-
pondente, o valor numérico da funcién. Se aos parametros e variables se lles asocia un

valor simboélico, a secuencia condicenos & expresion simbolica da funcién.

No exemplo anterior tomouse unha funcién dunha variable, porén, cando se traballa
con funciéns de n variables debemos substituir o operador D polo operador derivada

parcial, que chamaremos §7,

yf= %, (2.16)
J

que asocia a cada funcién a stia derivada parcial respecto da variable x;.

Neste caso todas as regras do operador se obtenen aplicando as propiedades xerais

da derivacién, en particular da regra da cadea

0 (u) = @' (u)du, ST (u,v) = Wy (u,v) 8w+ Uy (u,v) v, (2.17)

que permite obter as seguintes regras
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5jpi =0

8z, = 1

S, = 0, j#i

Mu+v) = du+dv

8 (uw) = udlv+tvdiu 87 (uw) = %udiv+6%iu
S(1ju) = —(1/u?)du Fju) = =81/ u?)du
§(senu) = cosudlu §(senu) = 0%cosu)diu

8 (cosu) = —senudiu 8 (cosu) = —0%(senu)diu
67 (u®) = au*1§u 87 (u®) = ad®(u* 1) §u
67 (™) = Inaa®“du 8 (%) = Inadé®(a*)dlu
87 (u?) vul" o u4ut Inudiv | 87 (uv) = OCwuHdu+...

(2.18)

A dereita da anterior tdboa aparecen as regras do operador ¢/ combinadas coas do

operador identidade §°.

O gradiente dunha funcién f(¢,x), nun campo vectorial  vén dado pola expresién

_of _ of of

—6;— 87“7...,%

\i Y= (8 f,...,0"f).

No proceso de calculo simbdlico para obter o gradiente tamén é necesaria a expre-
sién explicita da funcién f polo que, no canto do operador gradiente, nés traballaremos

cunha extensién do mesmo que inclia a funcién, na forma seguinte

5 = @58 ), Rf=f Pf=a<i<n @a9)

J

O operador § é un vector, de dimensién n+ 1 cuxa primeira componiente é o ope-
rador identidade (2.15) e as n ultimas representan o operador gradiente cuxas com-

poiientes son os operadores 67 (2.18).

2.3. Alxebra de series

Chamaremos serie de potencias 4 expresién
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u(t) = Zuk tk,

k>0
onde t € R é unha variable real e uy € R representa o coeficiente de orde k da serie.

Como se ten dito no apartado 2.1, a solucién da ecuacién (2.1) pode expresarse
como a serie de Taylor (2.4), que, se tomamos sen perda de xeneralidade ¢ty = 0, repre-
senta unha serie de potencias. Asi pois, as series de potencias constitiien o elemento
matematico fundamental para o tratamento, mediante este método, das ecuaciéns

diferenciais ordinarias.

Xa que dende o punto de vista computacional é imposible tratar con series infinitas,
de aqui en adiante consideraremos unicamente aproximacions a estas series obtidas
truncando a serie orixinal, é dicir, facendo cero todos os coeficientes a partir dunha

orde dada. Chamaremos serie de orde NV,

N
u(t) =Y urt”, (2.20)
k=0

ao polinomio resultante de truncar a serie de potencias na orde V.

O operador

S(u) = (Uo,uh...,uk,...uN),

que nos da, para unha funcién u, os n+ 1 coeficientes u; da serie de potencias de orde

N de u, contén a informacién bésica da serie, suficiente para cofiecer e tratar a mesma.

Para realizar a procura dos elementos F'; que aparecen en (2.7) é preciso levar a
cabo as operaciéns alxébricas! utiles para obter cada coeficiente da serie, polo que

serd necesario definir as diferentes regras asociadas ao operador 8.

Como a informacién da serie vén dada polos seus distintos termos uy, cada opera-
cién cunha ou varias series debe permitir a obtencién secuencial do k-ésimo termo da

serie resultante. Partindo da orde k de cada parametro e variable
S(pi) = ((Pi)o, (Pi)1 =0,...,(pi)k =0),  S(xs) = ((ws)o, (Ti)1,--., (@i)k),

1 Neste senso referimonos 4 dlzebra de series como o conxunto de todas as operaciéns necesarias
para o tratamento das mesmas e non unicamente aquelas que lle confiren a estrutura de dlxebra.
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completaremos secuencialmente o k-ésimo termo de cada nodo da funcién enlazada

aplicando o algoritmo correspondente a cada tipo de operacion.

No que segue desenvolveremos cada un destes algoritmos, para iso chamaremos
a,u,v aos elementos que aparecen como argumentos dun determinado nodo, o é un
parametro ou constante, e u,v representan parametros, variables ou funciéns. w repre-
sentard o resultado da operacién realizada no nodo. Partiremos de que se cofiece 8(a) =
(,0,...,0), 8(u) = (uo,u1,...,ux), S(v) = (vo,v1,...,v%) e 8(w) = (wo,w1,..., Wg—_1) €

calcularase wy, para completar a orde k de S(w).

= Operaciéns elementais de series: suma, resta, produto, inversa e derivada,

con respecto ao tempo, dunha funcion.

A demostracién dos seguintes algoritmos estd baseada na expresion da serie
truncada como polinomio e as operacions elementais con polinomios, truncando

estes na orde axeitada.

e Suma: w=u+v

w=u+v — Wg = U, V. (2.21)
e Produto: w=uv i
W= UV — wy = Zujvk_j. (2.22)
7=0

o Inversa: w=1/u.

Para demostrar o algoritmo correspondente ao calculo da inversa basta mul-
tiplicar a serie truncada a orde k de u pola de w e despexar, da expresién,

o termo wy,. Desta forma obteremos

1 1 1 k—1
_ = — E—— = E Ui 2.23
w " wo U07 Wi " ]_Owjuk: 7 ( )

Pode observarse que no proceso de calculo do termo wy, da serie w, tisanse

explicitamente todos os termos, w;, i < k, calculados en ordes anteriores.

o Derivada con respecto ao tempo: w=1u'.

w=—=1u — w = (k+1)ug41. (2.24)
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A orde da derivada dunha serie s6 pode ser construida ata unha orde menos

que a serie a derivar.

= Funciéns trigonométricas e hiperbdélicas

Se chamamos s = sen u, ¢ = cosu e derivamos respecto ao tempo poderemos por

s'=cu', ¢ =—su'. A orde k—1 de cada unha das series s’, ¢’ poderase pér como
k-1 k-1
/ / .
ksp= sp_q1= E CjUp_1—5 = (k—3j)ejuk—j,
Jj=0 J=0
k-1 k—1
/ / .
kep= cp_1= — g SjUp_1—5= — (k‘_j)sjuk*j’
=0 §=0

de tal xeito que

1 k—1
s= senu — So = senug, Sp= %chuk_j,
=0
(2.25)
1 k—1
C = CosU — co = COoSuUQg, Cp= _Ezsjuk—j'
=0

As operaciéns seno e coseno estan interrelacionadas (no cdlculo do seno empréga-
se o coseno e viceversa), polo que serd necesario calcular ambas simultaneamente

ainda que s6 se vaia utilizar unha delas.

De xeito semellante podemos obter as expresions para as funciéns hiperbdlicas

senh u, coshu

=
s=senh u — sp = senh ug, Sk = %chuk_j,
- (2.26)
c= coshu — co = coshug, cLp = %ng’uk—j-
§j=0

Para o calculo das series das funciéns tanwu, cscu, secu, cotu, tanhu, cschu,
sechu e cothu basta recordar que estas se poden expresar como funciéns ele-

mentais das funciéns seno e coseno.
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» Funciones unarias w = ®(u), onde ® =1/¥.
Derivando a expresién que relaciona u e w obteremos
w U =1,

onde, se substituimos as expresiéons polo seu desenvolvemento en serie de poten-

cias, o termo de orde k —1 serda

k—1 k—1 k
kug=uf =Y wjUr1_j=> (j+DwjpVp1j= jwj¥s_j,
j=0 j=0 j=1

e finalmente, poderemos poér

k—1
1 1 .
w=®(u) — wo = P(ug), wi= T up— 3 ]E_lj w;We_; |. (2.27)

A expresion anterior indica que se se cofiece ata a orde k de u e ata a orde k—1

de ¥ pddese calcular a orde k de w = ®(u).

Deste xeito podemos tratar, entre outras, as seguintes funciéns

® =asenu - U= m,

® =acosu - U= —m,

® =atanu - U=14u?

® = arcsenh u - U=/1+au2, (2.28)
® = arccoshu - U=+u2-1,

® = arctanhu - U=1-12

P =logu - U=u.

De acordo con isto, o desenvolvemento para a funcién logaritmo serd

1 1 .
w = logu — wo = loguy, wk:u—o uk—Eijjuk_j . (2.29)
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= Potencias: Distinguiremos tres casos distintos segundo tenamos dtas series ou

unha serie e unha constante real.

¢« Constante elevada a unha serie: w = o*.

Se derivamos esta funcién obtense

/ !/ !/
w' =a"u'loga=wu' loga,

onde, prescindindo do valor constante loga e obtendo a orde k—1 da an-

terior expresion, terase

k—1 k-1
w%_l =k Wi = Zw;uk_l_j = Z(kfj)wjuk_j, (230)
7=0 j=0

para obter finalmente a seguinte expresion

k—1
1
w=a" — wo :auo, wg = Oia E (k—])wjukﬂ . (231)
Jj=0

¢ Serie elevada a unha constante: w = u®.
A derivada desta funcién, multiplicada por u, é igual a
w' =au* 1 — wu=awu'.

A orde k—1 da expresion anterior serd

k—1 k—1

/ /
E Up—1—j Wj = E Up_q_; Wy, (2.32)
j=0 7=0

de onde, substituindo as derivadas e reordenando termos e indices, obtense

k k—1
Z]—i—l Up—1— jw]+1—a2k J)Uk—j w;. (2.33)
j=1 7=0

Finalmente, separando o termo j =k do primeiro sumando obtemos

k-1

1
w=1u — wp = Ug, wkZTUO Z[ (k—j) — jlwjug—;
=0
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e Serie elevada a unha serie: w=u".
A derivada de w é
w = (E ' +logu v’) w.
u
Se introducimos tres novas funciéns s =u/v, t =logu e r =su' +tv a

anterior expresion poderase pér como w’ =r w, cuxo termo (k — 1)-ésimo

sera,

k—1

!
kwp=wy,_; = erwk_l_j,

Jj=0
e finalmente

1 k—1

U
wo = uOO7 Wy = % Z’I‘jwkflfj, (235)
Jj=0

onde os termos r; seran calculados durante o proceso secuencial despois de

engadir as funcions s, ¢, 7 como nodos na funcién enlazada.

2.4. Aplicacion da diferenciacion automatica e da alxebra de series

a resolucion de EDOs.

Para poder comprobar a potencia da diferenciacién automatica, verase unha apli-
cacién cun exemplo sinxelo como pode ser o problema do oscilador harménico. Para

iso partirase da ecuacién diferencial de orde dous con condiciéns iniciais

i+w?r=0, x(0)=z0=1, #(0)=di0=0, (2.36)

onde w = +/k/m.

Para poder aplicar o método serd preciso presentar un sistema de ecuaciéns de

orde un. De modo que poderemos reescribir (2.36) como

(2.37)

e en forma vectorial, a modo de (2.1)
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T = (‘T7y)a T = f(w;w) = (y,—w2x), o = (950»3/0) = (1’0)' (238)

A funcién de paso correspondente & avaliacién do vector f da ecuacién diferencial

(2.38) pode pérse como

P = —w?
l =
! (2.39)
lQ = vy
ls = ph
onde se introduciu o pardmetro p = —w?, os dous primeiros nodos 1, ly representan

as variables e os nodos [l2, l3 representan a funciéon f.

Suporemos que a solucién da ecuacién diferencial vén dada por medio da serie de

Taylor das variables

T :x0+x1t+x2t2+...+xjtj—|—...

. 2.40
Yy =yotyit+tyati+... yit +... (2.40)

das que, inicialmente, s6 cofiecemos os termos de orde cero xq € yg-

Para aplicar o método debemos atopar as series de potencias de cada nodo [;

li:lio+li1t+li1t2+...+liktk+... (2.41)

onde chamamos [;;, ao coeficiente de orde k da serie de potencias de [;.

Posto que as variables estan representadas polos dous primeiros nodos l1,l2 terase
que xx = b1, yr = lag. O obxectivo do proceso consiste en atopar, iterativamente, o
valor dos elementos de orde k, é dicir lyg, lsx. Para iso, na orde cero asignaremos o
valor dos parametros e tomaremos os valores, l1g = xg, l20 = Yo, a partir das condiciéns

iniciais
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Orde 0
— w2 2
P d d (2.42)
llO = g — 1
loo =  yo — 0

Na orde 1 debemos completar os termos de orde 0 dos nodos que non representan
variables, é dicir [;, i > 2, e usar a expresion yy,, 1 = F',/(k+1) para obter os elementos

de orde un, l11,l21, das variables

Orde 1
l30 plip — -—w (2.43)
111 = lgo/l — 0
l21 = lgo/l — —w2

De xeito xenérico, se completamos a orde k significa que coniecemos todos os termos
ata a orde k de l1,l2 e ata a orde k—1 de [;, i > 2, asi pois para completar a orde k+1

faremos

Orde k+1
I3k = pli — (2.44)
lhikyr = lox/(k+1) —
lokt1 = lw/(k+1) —

Para completar a ilustracion do proceso de integracién de (2.36) completaremos a
orde 2

Orde 2
l = pl — 0
31 bl11 (2'45)
112 = 121/2 — —w2/2
log = I31/2 — 0

e a orde 3
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Orden 3
lsy = pl —wt/2
32 P12 — w / (246)
113 = 122/3 — 0
los = 132/3 — w4/6

Finalmente reunindo os coeficientes [y, log, que representan os termos xj, Y,

poderemos por

2
r=1- %t27
(2.47)

4
w
Y= —Wt+ =13,
6
que obviamente coincide co desenvolvemento en serie da solucién da ecuacion diferen-
cial dada en (2.36),

2 4
x= cos(wt) = 17%t2+§—4t4+...
i (2.48)
— _ 2, W .3
y= —wsen (wt)= —w t+gt +...

truncada na orde catro.
2.5. Resolucion numérica de ODEs mediante o método das series
de Taylor

A solucién de (2.1) pode expresarse como y(t) = 3", <o Y (t —to)* . Para considerar
o uso desta serie na avaliacion, para cada ¢, da funcién y(t) debemos ter en conta dous

puntos

= Por un lado o raio de converzencia da serie, isto é, o valor h tal que a serie
converxe para |t —to| < h. Este valor indicanos os valores de ¢ para os que é posible

avaliar o valor de y(¢) usando o seu desenvolvemento en serie de potencias.

= Na practica tomaremos unha aproximaciéon de orde N da serie dada por
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N
y(t) = >y t—to)*. (2.49)
k=0
Poderemos estimar o erro cometido na aproximacién a partir da expresién (2.10).

Unha vez obtida, por medio de técnicas de diferenciaciéon automaética, a aproxi-
macién (2.49) 4 solucién de (2.1) podemos desenar o procedemento de avaliacién da
solucion para calquera valor de t, o que constituird a parte numérica do proceso de

integracién. Para iso dividiremos o problema nos seguintes puntos

1. Para o instante to calctilase, en primeiro lugar, a orde N da serie de Taylor ((2.4)
e (2.3)), que depende do erro maximo que admitamos na integracién, e que é

funcién dun erro relativo e un erro absoluto (definidos previamente).
2. En segundo lugar calctilase a serie de Taylor da solucién ata a orde N.

3. Despois avaliase o raio de converxencia h que constitie o chanzo do método de

integracién.

= Se t <tg+h, entén o instante onde queremos a solucién estd dentro do raio
de converxencia e polo tanto basta con avaliar a serie, que ao estar truncada
na orde N se converte nun polinomio, en t. Para iso utilizase o algoritmo

de Horner (ver en ( ).

s Se t > tg+ h tomase como novo instante inicial ¢y o intre to +h e calctlase
o valor inicial y, avaliando a serie (2.4) en to+ h. Despois disto o proceso

comeza de novo ata que o instante t se atopa dentro do raio de converxencia.

Para poder acoutar o erro en cada iteracién, pédense empregar diferentes métodos
ou criterios. No que segue describiremos o criterio implementado polo software TIDES

(ver apartado 2.6).

Partindo dun erro absoluto (e,) e un relativo (e, ), definidos polo usuario, podemos

definir o erro (€) do método a partir da expresion

e = eq+max (|| y(ts) I, y(tiz1) ) x e (2.50)
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Por outro lado chamaremos O,,, O, a dous niimeros enteiros predeterminados que
representan a orde minima e méaxima das series de Taylor que usaremos no método, e
O; outro enteiro que nos da un incremento da orde estimado en funcién do erro. Con

estas cantidades estimaremos a orde 6ptima N a partir da expresién

. -1
N = max (oM; % +oi> . (2.51)

Un valor mais preciso da orde do método pode obterse das expresions

6 =min <mfn<| OIS |>’6T) ! (2.52)

—lnei

T+ o,»> . (2.53)

N =méx (OM,
En ambos os casos a orde do método sera igual a

A

N = méx(Op, N). (2.54)

Para seleccionar o chanzo estimase o erro tomando o ultimo termo da serie de
Taylor (para evitar problemas de funciéns pares ou impares adéitase tomar os dous

ultimos termos diferentes de cero).

Deste xeito

_1
N [ e
Iy =1 () oo Iy () [l

Sl

} , (2.55)

hi+1 = F1 X Max {min (’I“M X hi,ili_l'_l) yT'm X hl] s (2.56)

onde yl™ ¢ a derivada normalizada y" /nl; F1 un factor de seguridade (por defecto
0,95 pero coa posibilidade de mudalo polo usuario); ras e 7, 0 maximo e o minimo

ratio entre o chanzo actual e o anterior, respectivamente.
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2.6. Implementacion do método de series de Taylor para a inte-
gracion numérica de ecuacions diferenciais ordinarias: software
TIDES

A utilidade do método das series de Taylor para a integracién numérica de ecua-
ciéns diferenciais ordinarias propiciou a recente aparicién de varios paquetes de soft-
ware tales como ATOMF ( ( ) e ( ), Cosy
Infinity ( ( ), Taylor ( ( )) e por tltimo
TIDES (Taylor series Integrator for Diferential EquationS), que é un programa de
software libre desenvolvido por A. Abad, R. Barrio, F. Blesa e M. Rodriguez (

( )) do Grupo de Mecénica Espacial e o I[UMA da Universidad de Zaragoza?

que actualmente se atopa na sta version 2.0.

TIDES vén demostrando a sia utilidade e as stias vantaxes fronte a outros inte-

gradores numéricos nun bo nimero de campos da ciencia, por exemplo

= Medicina: no eido da cardioloxia, ( ) realizaron simulaciéns
numéricas relacionadas co proceso eléctrico que rexe o funcionamento das células
cardiacas a partir dos resultados obtidos mediante TIDES. Por outro lado, no
campo da neurociencia, ( )e ( ) tamén
o empregaron para calcular o sistema de ecuaciéns que modela o movemento
oscilatorio das neuronas, conecido como modelo Hindmarsh-Rose. En ambos os
casos, a rapidez e a bondade en canto 4 exactitude dos resultados foi fundamental

para que optasen por este software.

= Sistemas dindmicos: o uso de TIDES neste tipo de sistemas foi empregado para

o estudo dos atractores de Lorenz ( ( ),
( ) e ( )), como integrador para si-
mulaciéns numéricas en estudos sobre o caos e o hipercaos (
( )) ou para o célculo de ecuaciéns variacionais en sistemas hamilto-

nianos multidimensionais comparando resultados con outros softwares (

e Skokos (2011) e (2012)).

2 http://iuma.unizar.es/es/investigacion/software/TIDES
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= Robética: dentro dos denominados robots pasivos, aqueles que non precisan unha
achega externa de enerxia e que se poden desprazar en pequenas pendentes
grazas & forza da gravidade, os méis sinxelos son os chamados robots bipedos de
tipo compds. Os investigadores ( ) utilizaron
o programa TIDES (combinado con outros programas) para poder calcular o

jacobiano do seu modelo matematico aplicado a este tipo de robots.

= Electromagnetismo: neste caso empregouse TIDES para integrar con multiple

precisién a ecuaciéon de Riccati en estudos sobre o efecto Sauter—Schwinger, o
cal predi a creacién de pares particula-antiparticula no baleiro a partir dun

campo eléctrico suficientemente elevado ( ( ),

(2018), (2019) ou (2020)).

= Astrodindmica: debido ao ambito onde se desenvolveu TIDES, este vénse em-
pregando en problemas relacionados coa astrodindmica dende o ano 2011, onde
( ) ou ( ) daban conta das capacidades
de TIDES para calcular a propagacién de érbitas keplerianas con parametros ou
condiciéns iniciais incertos debido a limitaciéns na toma de medidas ou erros.
Posteriormente empregouse para, por exemplo, calcular érbitas periddicas de sis-
temas dindmicos con precisién arbitraria ( ( ) ou
( )) ou no estudo de 6rbitas lunares de interese para posibles misiéns
de exploracion ( ( )). Os maéis recentes usos de TIDES
dentro deste campo son os estudos de sistemas Hénon-Heiles, relacionados co mo-
vemento dunha estrela arredor dun centro galdctico ( ( )) ou
a sda aplicacién na evolucién dindmica do problema de tres corpos xerarquizado
e a comprobacién a longo prazo do seu comportamento en canto aos ciclos de
Lidov-Kozai en relacién & excentricidade e & inclinacién da érbita interior cando

a inclinacién mutua é alta ( ( )

Caracteristicas de TIDES

Entre outras vantaxes de TIDES fronte a outros integradores podemos citar as

seguintes:

= Ademais de integrar ecuaciéns diferenciais ordinarias en dobre precision permite
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facelo tamén en multiple precisién mediante o uso das librarias GMP e MPFR, o

que fai este método especialmente 1til en problemas cun comportamento caético.

= A resolucién numérica implementa un éptimo e eficiente método de chanzo e

orde variables.

= Permite o célculo das derivadas parciais da solucién con respecto és condiciéns
iniciais e aos pardametros o que conduce a unha integraciéon sinxela das ecuacions

variacionais sen necesidade de formulalas.

= E quen de detectar eventos na propagacion da ecuacién diferencial. Estes eventos
son instantes onde algunha das variables, ou unha funcién delas, acada un cero

ou un maximo ou minimo relativo.

= A expresién da funcién de chanzo necesaria para a integracién da ecuacién dife-

rencial é calculada automaticamente polo software.

Estrutura de TIDES
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TIDES consta de duas partes ben diferenciadas

= MathTIDES: é un paquete escrito en linguaxe Mathematica que actiia como
preprocesador e que, a partir da expresion das ecuacions diferenciais do proble-
ma, escribe automaticamente, en linguaxe compilable C' ou Fortran, o ficheiro
que contén a funcién de chanzo estendida necesaria para a integracién. Ainda que
estes ficheiros poden ser escritos manualmente o proceso adoita ser moi pesado,

polo que a axuda proporcionada por MathTIDES resulta moi ttil.

= LibTIDES: contén o conxunto de rutinas escritas en linguaxe C ou Fortran que,
xunto cos ficheiros xerados con MathTIDES, permiten a construcién do programa
executable que integra a ecuacion diferencial. O formato de MathTIDES é o dun
ficheiro ou unha libraria de funciéns segundo a versién. Actualmente existen
catro versiéns da librarfa MathTIDES (ver taboa 2.1). Dias delas son versiéns
béasicas escritas en Fortran e en C, que son mais rapidas pero que contan cunha
serie de limitacidns en canto ao sistema de ecuacions e as suas variables, funciéns,
parametros etc. As outras diias son versiéns completas escritas en C' coas que se

pode escoller entre precisiéon dobre e miiltiple.
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Versiéns de TIDES

Versiéon Contido Linguaxe | Libraria
minf-tides TSM basico Fortran LibTIDES
minc-tides TSM bésico C LibTIDES

dp-tides | , oM completo C LibTIDES

derivadas parciais
TSM completo LibTIDES
mp-tides derivadas parciais C GMP
precision arbitraria MPFR

Taboa 2.1: Taboa de versiéns de TIDES.

2.7. Extension da diferenciacion automatica para unha integracion

mais eficiente do problema orbital

O uso do preprocesador MathTIDES para a obtencién do cédigo C' da funcién de
chanzo dunha ecuacién diferencial é moi 1til cando a expresién da ecuacion diferencial é
relativamente simple. Se consideramos a integracién do movemento orbital dun satélite
artificial cun modelo sinxelo, como pode ser o Problema Principal, a funcién de chanzo
xerada por MathTIDES é moi eficiente, pero se consideramos outras perturbacions,
como o efecto do xeopotencial incluindo un gran nimero de termos zonais e teserais,
o resultado da aplicaciéon de MathTIDES resulta ineficiente e mesmo pode chegar a

exceder a capacidade de Mathematica.

Para evitar esta dificultade en ( ) procédese a desenvolver un
procedemento para aplicar o método de series de Taylor considerando calquera ntimero
de termos do xeopotencial sen o uso de TIDES. Para facer isto requirese a aplicacion
directa das expresiéns das derivadas do potencial terrestre que deben ser calculadas

previamente.

Tendo en conta o anterior, asi como outros problemas que seran comentados no se-
guinte capitulo, optamos por introducir un novo enfoque para a adaptaciéon do método
de series de Taylor ao estudo do movemento do satélite artificial. Este enfoque evita
o célculo previo das derivadas do potencial que serdn calculadas internamente polo
programa e pode ser estendido a calquera problema no que as forzas deriven dun

potencial ou a un sistemas dindmico formulado en forma hamiltoniana.
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2.7.1. Método das series de Taylor aplicado a sistemas dinamicos carac-
terizados por unha funcion potencial ou unha formulacién hamilto-

niana

A formulacién clasica dun sistema dindmico, en particular dos sistemas que re-
presentan o movemento dun sistema de particulas, baséase no concepto de forza ou
variacion da cantidade de movemento e na segunda lei de Newton, forza igual & masa
por aceleracién, que é representado matematicamente mediante unha ecuaciéon dife-

rencial de orde 2.

Para a aplicaciéon do método das series de Taylor, primeiro é necesario expresalo
como unha ecuacién diferencial de orde 1 mediante a extension das variables r € R™
do espazo de configuraciéon (que representan s6 a posicién) s variables (r, R) € R?"
no espazo fasico (posicién e a velocidade), de xeito que as ecuaciéns que amosan a

evolucion dun sistema dindmico pédense pér como un sistema de orde 1 na forma

d

W =R

iR (2.57)
— = F(t,r,R;

dt (urv 7p)7

donde r € R™, representa a posicién, R € R™ a velocidade, e F(t,r, R;p) a forza que

actua sobre o sistema.

Comparando a expresién (2.57) con (2.1) podemos concluir que

y=(R), fty(t)p) = (R F(tr Rp)),

co que temos a formulacion axeitada para aplicar o método das series de Taylor.

Dicimos que a forza F' deriva dun potencial cando existe unha funciéon escalar
V(t,7) tal que se verifica F = —V,V = —9V/9r, deste xeito as ecuaciéns diferenciais

(2.57) poderanse pér como
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d
W - R
(2.58)
dR - —-V,.V(t,r;p)
dt - ™ ) 7p'
Neste caso, terase
fty(t);p) = (R, -V, V), (2.59)

e, polo tanto, para obter f serad necesario realizar o calculo das derivadas do potencial
V.

Se no problema se inclien forzas que non derivan dun potencial, o sistema poderase

expresar como

d

iR (2.60)
—— = V4 V+F

dt VaV + F,

onde F' serd o vector suma de todas as forzas que non deriven dun potencial e V' o

potencial do resto das forzas.

En moitos problemas resulta conveniente usar as ecuaciéns de Hamilton

(ciT,: = VgrH(t,7 R),
n (2.61)
E = —V,,.j‘f(t,r,R),

onde H(t,r, R) representa o hamiltoniano do sistema dindmico, sendo 7 as coordena-

das e R os momentos.

Nestes dous ultimos casos a funciéon f podera expresarse como

F(t,y(t);p) = (R, -V V+F),  f(t,y(t);p) = (VRIH,~V.3). (2.62)
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2.7.2. Extension da alxebra de series ao operador

Para estender o método das series de Taylor a un sistema dindmico formulado por
unha das expresiéns dadas en (2.62) debemos estender a dlxebra de series, dada no

apartado 2.3, ao operador ¢ definido en (2.19).

Xa que estamos interesados no desenvolvemento en series de Taylor da funcién f

e das suas derivadas podemos pér

SFW) =0 > fut" |,

k>0

cuxas compoientes seran

S =0l | S futt ) =" (o1F)t5 (2.63)

k>0 k>0

onde chamamos

of

Rf=fr Of=gt1<j<n (2.64)
J

O procedemento de célculo realizarase, ao igual que para a alxebra de series, de
xeito secuencial, orde a orde. Suponamos conecido ata a orde k — 1, isto é cofiecemos
os elementos 5(])', 0<j<n,0<0<(k—1) para todas as funciéns dos nodos da funcién
enlazada. O obxectivo é obter os elementos 5%, 0 <j <n de cada nodo, ata completar

a orde k.

No proceso de calculo dos elementos 5% debemos distinguir o elemento 52 que
corresponde ao termo de orde k do desenvolvemento en serie da funcién, dos elementos
(5',1, 1 < j <n que corresponden & derivada respecto 4 variable x; do k-ésimo termo do

desenvolvemento da serie. O algoritmo de calculo serd diferente para ambos.
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w=u+v | fjw=>50u+00v | 6{w=0u+dpv

k
w=uv Sow=2>60uddv | 0w =>"70_00u s v
k—1
w=1/u (58w:ﬁ 62w:wk:—ﬁ201062w5270u
0 0
k—1
s=senu |d)s= sendyu 805 =120 000cé)_ u
k—1
c=cosu | 63c=rcosdlu 80c=—13"0"0 60509 u

s=senhu | §)s =senhdju | 60s = %le;é 89¢é?_u

c=coshu | 6)s=coshddu | dc= % Elg;é 89509 . u

w = logu (58w = log58u 5210 = 58% (52u — % Zﬁ;% 069w (52_0u)
w=a" | 0w=asu 09w = 182 (YR (ke — 0)8%w 67 _u)

k-1
w=u® 59w = §Ju Spw = @ (Zozo [a(k —0) — o] 6gw 512—0”)
w=u" 80w = (58u58” ver (2.35)

(2.65)

Como sabemos 5,2 f = f1 polo que para o cédlculo do termo (52 f segue idénticas re-
gras que as desenvolvidas para a alxebra de series vista no apartado 2.3 e que, reunindo
(2.21), (2.22), (2.23), (2.25), (2.26), (2.29), (2.31), (2.34) e (2.35), pode resumirse nas
expresiéns de (2.65).

Supofniamos duias funciéns ®(u), ¥(u,v) cuxas derivadas son

do ov ov
r(u) = W s(u,v) = e t(u,v) = Fo

Se aplicamos a propiedade (2.17) a cada orde k obteremos

61@(11) =oPr (5iu, 6iW(u,v) =00 6iu—|— o0t 6iv, (2.66)

0 que indica que para o cdlculo do termo 6% dun nodo calquera da funcién enlazada

hai que conecer o elemento 6{6 de u e v, ademais do elemento 52 das funciéns r, s e t.
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Para as funcions habituais dunha variable tense

) =1/u
®(u) = senu
®(u) =cosu
®(u) =senhu
®(u) = coshu
®(u) =arc sen u
®(u) = arccosu
®(u) = arctanu
®(u) = arcsenhu
®(u) = arccoshu
®(u) = arctanhu
d(u) = logu

O (u) =

O (u) =

mentres que para as funciéns binarias

N A A

S=1Uu

r= —1/u2,
7 = Cosu,

r = —senu,
r = coshu,

r = senh u,

r=1/v/1-u?,
r=-1/v1—u2,

(2.67)

r=1/(1+u?)
r=1/V1+u2,
P,
r=1/(1-u?),
r=1/u,
r=loga a",
r=au*"!,

t=1,

t=u, (2.68)

v~y t=u’ logu.

A partir das tdboas anteriores concluimos que calquera dos elementos 627", 625 e

60, necesarios para o calculo dos elementos 5%@(11), 5{{;\11(%1)), pode obterse a partir

dos algoritmos dados en (2.65).

Para terminar este procedemento basta lembrar o valor dos elementos de orde

0 tanto dos parametros como das variables. Para un parametro p calquera terase

(58p =p, (531) = 0, mentres que para a variable x, terase 68xv = Ty, (56301) =1(j =v),

§ixy =0(j # v).
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Capitulo 3

O propagador orbital PSAT

3.1. Propagadores orbitais

A palabra propagacion, aplicada a un sistema dindmico, indica a determinacién do
estado do sistema en calquera intre a partir das condicions iniciais do mesmo. No caso
do movemento dun satélite artificial, un propagador orbital é o software que permite
obter, a partir da posicién e velocidade iniciais, a posicién e velocidade do satélite en

calquera instante.

O uso de propagadores orbitais é esencial na maioria das etapas de estudo e analise
dunha misién espacial, tanto antes como despois do lanzamento. Ademais do estudo de
viabilidade, é necesaria unha anélise exhaustiva da mision previa ao lanzamento, asi
como un seguimento detallado da posicién e velocidade do satélite en cada momento
que indique, coa debida anticipacién, cando realizar os acendidos do motor necesarios
para modificar a érbita. Deste xeito, poderianse evitar os perigos de colision con corpos
inertes no espazo ou rectificar os efectos de perturbacions insuficientemente tratados na
analise previa. A importancia do uso de propagadores orbitais na navegacion espacial

propiciou a aparicién de moitos e moi diferentes tipos.

3.1.1. Estrutura dun propagador orbital

Na estrutura dun propagador orbital podemos distinguir catro médulos (ver figura

3.1): modelo de forzas, integrador, sistemas de referencia e analise de resultados.
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Sistemas de
referencia
Modelo de Propagador Anélise de
forzas orbital resultados
Integrador

Figura 3.1: Esquema dun propagador orbital.

» Modelo de forzas

Como se dixo no capitulo 1 o movemento orbital pode formularse a partir da

ecuacién diferencial

I

=L
’/‘3

r+2P, (3.1)
onde a parte dereita da ecuacién representa a suma de todas as forzas que actiian
sobre o orbitador, sendo a principal a que d& lugar ao movemento kepleriano,
P = —pr/r3, e P asuma de todas as perturbaciéns que actiian sobre este e que

foron descritas anteriormente.

Ainda que un propagador debera incluir en P todas as forzas, isto é imposible
na practica polo desconecemento parcial ou a dificultade de cédlculo dalgunha
destas forzas. Por exemplo, o potencial terrestre estd modelado a partir dunha

serie de infinitos termos zonais e teserais que, obviamente, debe ser truncada
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obténdose asi unha aproximacion cuxa avaliacién serd moito mais lenta e pesada

cantos mais termos tomemos.

Afortunadamente, as necesidades de enfoque son diferentes segundo o tipo de
estudo que queiramos facer. O seguimento dunha misién espacial real, onde hai
que considerar o modelo de forzas mais préximo & realidade, non seria o mesmo
que a analise previa & misién, onde abonda ter menos precision. Polo tanto,
distinguiremos entre diferentes tipos de propagadores dependendo do modelo de
forza incluido na ecuacién diferencial (3.1). Asi podemos falar de: un modelo
kepleriano puro, sen perturbaciéns; o Problema Principal do satélite que ten en
conta, unicamente, o aplanamento terrestre; ou algiin modelo mais completo de
potencial terrestre que incliia mais termos, tanto zonais como teserais. O modelo
podese completar coa inclusién de cada unha das perturbaciéns que actiian sobre
o satélite artificial: freada atmosférica, perturbaciéon solar ou lunar, radiacién

solar etc.

Integrador

Para abordar a integracién das ecuaciéns (3.1) na programacién de propagado-
res orbitais podemos distinguir tres tipos de métodos: analiticos, semianaliticos
e numéricos. Ainda que xa se comentou sobre os métodos de integracién en
1.2, neste punto retomaremos aqueles que mais se utilizan nos integradores dos

propagadores.

Os métodos analiticos estan caracterizados pola sta rapidez de célculo fronte a
unha baixa aproximacion que os fai validos para periodos de tempo moi curtos.
Entre estes podemos destacar os chamados Métodos de perturbacion simplificados
( ( )). Por un lado os SGP (Simplified General Perturbation)
para Orbitas de baixa altitude (periodo menor de 225 minutos) e polo outro os
SDP (Simplified Deep Space Perturbation) para 6rbitas de altitude alta (perfodo

maior de 225 minutos).

Os modelos anteriores comezaron a ser desenvolvidos a partir dos traballos de

( )e ( ). A partir do primeiro modelo, chamado SGP e
desenvolvido no ano 1966, crearonse, por un lado, os modelos SGP/ e SGPS,
e polo outro os SDP4 e SDPS8. En todos os casos partindo do modelo béasico

mellorouse a teoria analitica correspondente para incluir efectos como a forma da
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Terra, a freada atmosférica para érbitas baixas, a presién de radiacién e o efecto
do Sol e a Lia. As ecuaciéns, asi como o cddigo en Fortran IV, dos diferentes
modelos pode verse en ( ). Este cédigo pode obterse de xeito

doado noutras linguaxes de programacién mais modernas.

SGP4 é o modelo méais comunmente usado e ten un erro aproximado de 1 km
que crece arredor de 1 a 3 km cada dia posterior ao instante no que se dan as
condicions iniciais. Por iso, estas condiciéns iniciais que publica o NORAD a
partir dos chamados TLE (Two Line Elements, ( )) son
actualizadas moi frecuentemente. Este modelo, pola sta sinxeleza de calculo, é
moi usado entre todos aqueles que precisan a posicién dun satélite nun certo
intre e non posten nin as ferramentas nin a bagaxe profesional necesaria para
usar outro tipo de instrumentos. Estd moi estendido o seu uso, por exemplo,

entre os radioafeccionados.

Os métodos semianaliticos combinan as caracteristicas dos métodos analiticos
e numéricos para acadar un bo balance entre velocidade e precisién. Un dos
métodos semianaliticos mais destacados é o DSST (Draper Semianalytical Sate-
llite Theory, ( )) que é un programa independente
desenvolvido polo Draper Laboratory (inicialmente integrado no MIT) a partir
do software GTDS (Goddard Trajectory Determination System) da NASA. Este
software, inicialmente desenvolvido en Fortran e recentemente mellorado,

( ), implementa un sofisticado modelo de forzas que inclie un modelo

de xeopotencial 50 x 50.

Asi como os métodos analiticos e semianaliticos inclien un modelo de forzas
prefixado, e este non pode ser modificado, os métodos numéricos permiten unha
gran flexibilidade & hora de implementar distintos modelos de forzas podendo
aumentar de xeito doado a stia complexidade. Ainda que en xeral son mais lentos,

a posibilidade de elixir o modelo de forzas fainos mais precisos.

Existen un gran nimero de métodos numéricos que foron usados para a inte-
gracién de problemas de astrodinamica, algins adaptados especialmente para
este tipo de problemas, emporiso, mencionaremos aqui unicamente os baseados
na familia de métodos Runge-Kutta (por exemplo os métodos DOPRI, desen-
volvidos por Dormand e Price en ( ),

(1980) e ( )) e os métodos baseados en series de Taylor
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como o método AC' (Analytic Continuation) (ver en ( ), e

o propagador PSAT desenvolvido nesta memoria.

= Sistemas de referencia

As ecuacidns (3.1) estdn formuladas nun sistema inercial, ainda que na realidade
os sistemas de coordenadas de tipo astronémico ou xeodésico aos que se refire o
movemento dos satélites tenen algtin tipo de movemento de rotacién que os fai
non inerciais. Por outro lado, a referencia temporal, ¢, variable independente de
(3.1), que non é senén o tempo absoluto da mecdnica newtoniana, difire do valor
obtido por medio dos reloxos. Estas dtas cuestiéns requiren o tratamento dos
problemas astronémicos asociados 4 medida das coordenadas e do tempo para

enlazar correctamente os resultados do modelo teérico coas observacions.

= Analise de resultados

O resultado da integracién, aplicada ao modelo de forzas considerado, permite
a obtencién dos vectores de posicién e velocidade do orbitador nunha serie de
instantes de tempo ¢. Estes datos en bruto (ou datos primarios) son dificiles de

interpretar se non son manipulados de xeito numérico ou grafico.

Afinda que os dous dltimos médulos dun propagador (sistemas de referencia e andli-
se de resultados) son de grande utilidade en moitas aplicaciéns non son unha parte

fundamental e imprescindible do mesmo e s6 son implementados nalgins deles.

3.1.2. Exemplos de propagadores orbitais

A continuaciéon enumeraremos algins dos exemplos mais importantes de software
dedicado & resolucién de problemas en astrodinamica. Cada elemento pertence a un dos
tres tipos diferentes de software que podemos atopar: contornos pechados de traballo,

librarias de funciéns e programas independentes.

» STK! (Satellite Tool Kit) é un contorno grafico profesional. Actualmente é usado
tanto polas grandes axencias espaciais, NASA ou ESA, como pola maior par-

te das empresas dedicadas & industria aeroespacial. Desenvolvido por AGI era

1 www.stk.com
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usado inicialmente para calculos de orbitas, pero a sta versatilidade en canto a
seguimento de calquera tipo de obxecto (terrestre, maritimo, aéreo ou espacial)

levou a renomealo dende Satellite Tool Kit ao actual Systems Tool Kit.

STK non s6 permite realizar a propagacién dunha orbita senén que é unha
ferramenta esencial na anédlise de calquera aspecto dunha misién espacial. Para
a propagacion admite a posibilidade de incluir calquera perturbacién ao modelo
e dispén de numerosos integradores tanto analiticos, pois inclie SGP e SDP,

como semianaliticos e numéricos.

GMAT? (General Mission Analysis Tool). Este software libre é unha moi boa
alternativa a STK, que polo seu prezo, é inaccesible para pequenos grupos de
traballo. GMAT esté sendo desenvolvido na actualidade pola NASA ainda que,
no seu estado actual xa representa unha ferramenta completa de estudo e anélise

dunha misién espacial. Como STK, preséntase como contorno de traballo grafico.

PSIMU? é un propagador orbital preparado pola axencia espacial francesa,
CNES, e programado en Java. Pode empregarse como un contorno grafico pe-

chado ou como unha libraria de funciéns en Java.

JAT* ¢é unha librarfa (software libre) de funciéns, escrita en Java, polo Goddard
Space Flight Center da NASA.

GALP é unha librarfa (software libre) de funciéns, escrita en C++, por AMSAT-
BDA.

Orbits® é un paquete de Mathematica cun conxunto de funciéns que permiten
a analise dun movemento orbital. O seu uso, dentro do contorno proporcionado
por Mathematica, permite tanto o tratamento de diferentes funciéns elemen-
tais, como unha libraria, ou de problemas mais complexos, como un contorno
grafico de traballo. Orbits foi desenvolvido polo Grupo de Mecénica Espacial da

Universidad de Zaragoza.

S U W N
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Na lista anterior vimos exemplos de contornos de traballo pechados e librarias de
software escritas en diferentes linguaxes. Non obstante, debido ao crecente desenvolve-
mento de misions que implican un gran niimero de pequenos satélites, resulta cada vez
mais util incorporar, a bordo, un propagador independente e auténomo que permita
ao satélite obter a sta posicién e velocidade sen depender das comunicaciéons coa base
de rastrexo. Tendo en conta as limitaciéns computacionais e de memoria do ordenador
a bordo do satélite, estes propagadores deben desenarse para un equilibrio eficiente
entre o método de integraciéon e o modelo de perturbacién considerado. Poden verse

as caracteristicas dalgins destes propagadores en ( ), ( ) ou

(2018).
3.2. Estrutura basica do propagador PSAT

Segundo o dito no ultimo paragrafo do apartado anterior, un dos obxectivos princi-
pais deste traballo consiste na creacién dun propagador independente e auténomo, que
chamaremos PSAT, que se basearfa no método das series de Taylor como integrador

e nun modelo de perturbacién o mais completo posible.

O propagador PSAT foi escrito en linguaxe C e consta dun programa princi-
pal onde se estableceran os diferentes parametros de integracion e de dous ficheiros,
psat_tides.c e psat_tides.h, que contefien o nicleo da integracién e dos que nos

centraremos nas suias duas funcions principais: psat_tides(.. .) e taylorSAT(...).

No programa principal (ver algoritmo 1) establécense os pardmetros do propaga-
dor: modelo orbital, condiciéns iniciais, instantes de integracién e erros ou tolerancias

absolutas e relativas €4, €, (ver seccién 2.5).

Algoritmo 1: Programa principal PSAT
Entrada: Modelo orbital
Condiciéns iniciais: tg, y(to)
Intres de integracion: to, t1, t2,...1¢
Tolerancias: €4, €,

Saida: {y(to), y(t1), y(t2),...,y(ts)}. Pode ser en ficheiro ou por pantalla.

Chamada 4 rutina psat_tides(...)

No dito programa principal unicamente se recolle a declaracién dos parametros da
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integracién e chama & rutina psat_tides(...).

Polo que respecta ao modelo orbital, o modelo de perturbaciéns, implementouse un

sistema que permita dende o modelo de propagador méis sinxelo, o modelo kepleriano,

a modelos moito méis completos. Asi, ao modelo béasico kepleriano pédenselle engadir

as seguintes perturbacions:
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= Potencial terrestre ou planetario. Ainda que no que segue nos referiremos
ao xeopotencial, o potencial terrestre, PSAT pode ser empregado, tamén, para
o estudo de érbitas arredor de calquera planeta ou corpo do que conezamos o
seu potencial. O modelo de xeopotencial pode ser engadido manualmente polo

usuario ou lido dende un ficheiro.

= Perturbacién producida por un terceiro corpo. PSAT admite incluir no
modelo orbital a perturbacién producida por un terceiro corpo (ou varios) que
percorra unha Orbita supostamente kepleriana arredor da Terra ou do corpo

central.

A perturbacién producida por un terceiro corpo non pode ser incluida de xeito
preciso nun integrador baseado en series de Taylor pola dependencia con res-
pecto ao tempo da posicién do terceiro corpo, salvo que esta dependencia poida
ser modelada a partir dunha serie de potencias. Para poder incluir a perturba-
cién do Sol e a Lia na érbita dun satélite artificial terrestre suporemos, como

aproximacién, que as orbitas da Lta e do Sol non estdn perturbadas.

= Presién de radiacion solar e vela solar. Tanto a presion de radiacién solar
como a perturbacién producida por unha vela solar sobre un satélite artificial
terrestre dependen, ao igual que a perturbacién gravitacional producida polo
Sol, da posicién deste e, polo tanto, podemos incluilas en PSAT a través dun
procedemento similar ao do terceiro corpo. Aqui incluimos ambas as posibilida-
des. Notemos que se a Orbita é arredor do Sol a forza producida pola radiacién
solar e por unha vela non se poden modelar deste xeito senén mediante unha

forza radial.

Habitualmente tanto a presién de radiaciéon como a forza producida pola vela
formulanse a partir dun parametro que inclie a relacién drea-masa e que se

considera constante. En PSAT incluimos a posibilidade de que esta funcién vena
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dada como unha funcién do tempo que permita estudar as variaciéns do efecto
da presiéon de radiacion cando o satélite rota, o que equivale a un parametro

area-masa variable.

= Freada atmosférica. A altitudes menores de 500 km a influencia da atmos-
fera faise notar de xeito importante. Por este motivo necesariamente incluimos
en PSAT a freada atmosférica. Nesta version fixémolo a partir do modelo ISA
(Internacional Standard Atmosphere), que é un modelo exponencial moi sinxelo

pero que achega bos resultados.

= Forzas radiais, tangenciais e normais. Finalmente incluironse en PSAT for-
zas de tipo radial, tanxencial e normal, que permiten considerar, no estudo do
movemento do satélite, o efecto de foguetes de baixo empuxe, por exemplo, os

motores idnicos.

En psat_tides(...), que se describe no algoritmo 2, impleméntase a parte numéri-
ca da solucién baseada na versiéon de TIDES bésica minc-tides. Para este propaga-
dor témanse, por defecto, os valores O, =6, Opr =26, O; =5, F; =0,95, 7, =102 ¢

rar = 10?2 (véxase apartado 2.5).

Despois da iniciacién das estruturas necesarias para realizar todas as operaciéns
correspondentes & técnica de diferenciacion automaética, calctlase a orde N da serie

coa expresién (2.54).

O nicleo principal desta funcién consiste nun bucle no que se parte dos valores
y(t;), comezando en t; = tg, e calcilase, por medio da funcién taylorSAT(...), os
N +1 coeficientes y,(t;), k =0,...N, da serie de Taylor da solucién, en torno a t;.
Mediante a expresién (2.56) calctilase o chanzo (raio de converxencia estimado da
serie) e deste xeito avallase a serie en t;4;, j =1,... se estes valores quedan dentro

deste raio de converxencia e contintiase o bucle tomando ¢; = t;4 ; en caso contrario.

Esta funciéon responde ao descrito no apartado 2.5 correspondente ao proceso
numérico que se emprega en TIDES. A diferenza esencial de PSAT con TIDES radica
nas estruturas necesarias para a implementacién e na funcién taylorSAT(...) onde

se calculan as series de Taylor.
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Algoritmo 2: Funcién psat_tides(...)
Entrada: to, y(to), {to, t1, t2,...t¢}, €a, €
Saida: {y(to), y(t1), y(t2),...}

Inicia todas as estruturas usadas en PSAT
Calcula a orde N das series de Taylor
dende i =0 ata f—1 fai
yp(ti), k=0,...N « ’taylorSAT(. .
Calcula o chanzo h
j<1
At + tiv;—1t;
mentres At < h fai
Calctilase y(tiy;) — y(ti +A) = S0 yx(ti) (A)F
j—i+1
At ti_;_j —t;
fin
t; < ti-l—j

fin

Finalmente a funcién taylorSAT(...), que sera detallada no que queda de capitu-
lo, contén a funcién enlazada estendida do problema que, mediante os algoritmos da
alxebra de series, estendida ao operador 4, vista no apartado 2.7.2, permite a obtencién

da serie de Taylor.

3.3. Calculo da serie de Taylor da solucién

Tanto en TIDES como en PSAT o célculo da serie de Taylor da solucién ao redor
dun intre inicial ¢y constitie o ntcleo fundamental do método (pddese atopar maéis
informacién sobre isto en ( )). A dificultade deste cdlculo radica na nece-
sidade de crear, para cada problema, a funcién enlazada correspondente & ecuacién
diferencial. En TIDES esta funcion, asi como o ficheiro C que contén a rutina chamada
pola libraria libTIDES para a integracion de problemas, créase automaticamente polo
paquete Mathematica, MathTIDES (ver en detalle en ( ).

A complexidade de avaliar as derivadas do xeopotencial, cando se toman unha orde
e grao elevados, fai que MathTIDES sexa ineficiente para esta tarefa. Por este motivo,

en PSAT optamos pola construciéon manual da funciéon que calcula a serie de Taylor da
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solucién. Chamamos a esta funcién, que contén a parte méis nova deste propagador,
taylorSAT(...).

Para facer méis eficiente PSAT, a funcién taylorSAT(. . .) incorpora, con respecto

a TIDES, as seguintes novidades

= Calculo das forzas implicadas no problema directamente a través do potencial

(cando existe) e non a través da forza.

= Creacién dunha funcién enlazada cun ntimero variable de nodos que depende

das forzas consideradas no problema.

= Uso de parametros dependentes do tempo, ¢.

3.3.1. Estrutura basica da funcién utilizada por TIDES para obter a serie

de Taylor

Antes de describir a funcién taylorSAT(...) analizaremos a estrutura da funcién
equivalente de TIDES, xerada por MathTIDES, para comprender mellor os cambios
introducidos en taylorSAT (...). Para iso asumiremos a ecuacién diferencial (2.1)
cuxa funcién enlazada vén dada a partir de N nodos [; cuxa serie de Taylor vird dada

pola expresién (2.41) cuxos elementos l;; deben ser calculados sucesivamente.

No algoritmo 3 pode verse o esquema xeral desta funcién que parte dos seguintes
datos de entrada: ntimero de variables, n; orde das series, N, e condiciéns iniciais, tg e
x(tg). Unha vez declarado o ntimero de nodos, N, que se obtiveron con mathTIDES ao
facer a descomposicién da funcién f na sta funcién enlazada, iniciase a estrutura (un
array ou matriz bidimensional) que contén os elementos l;1, facendo l;o = z;(tg), 1 <

i <n (véxase algoritmo 3, bloque 1).

Despois destas declaraciéns e inicializacions pasase ao calculo dos elementos I;.
Partese sempre de que os n primeiros nodos (os que representan as variables) dunha
orde k son conecidos, polo tanto calcilanse os elementos I;x, i > n (véxase algoritmo 3
bloque 2) e posteriormente, aplicando a relacién (2.8), calctilanse os n primeiros nodos
da seguinte orde k+1 (véxase algoritmo 3 bloque 3). Finalmente obtense a serie da

solucion a partir dos n primeiros nodos.
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Algoritmo 3: Calculo das series de Taylor para a soluciéon dunha EDO.
Entrada: n, N, tg, x(to)
Saida: N +1 coeficientes xj, da serie da solucién qu\f:o xp(t—to)F

N « declaracién do ntimero de nodos.
dende i =1 ata n fai
1 ‘ liO < iL'i(to)
fin
dende k=0 ata N —1 fai
dende i =n+1 ata N fai
2 ‘ Calcula [;;, aplicando a dlxebra de series
fin

dende i =1 ata n fai
3 | lik+1 < ly/(k+1), sendo i’ o indice do nodo que representa f;
fin

T < (llk,. lnk)
fin

3.3.2. Calculo de series de Taylor en PSAT: taylorSAT(...)

Estrutura de datos en PSAT

Supofiamos un problema con n variables (z1,...,zy), N nodos /;, na funcién enla-

. . N
zada e orde N para as series de potencias Y, upth.

Co esquema de TIDES a estrutura fundamental de almacenamento dos datos para
o célculo das series é un array ou matriz bidimensional, N x (N + 1), que conterd os

elementos [;.

En PSAT pretendemos modificar o programa para traballar, simultaneamente, con
potenciais e con forzas, o que obriga a introducir o operador §, definido en (2.16) e

adaptado ao uso con series de potencias en (2.65).

Deste xeito no proceso teremos N nodos [; cuxas series de potencias virdn da-
N . Lo .
das por l; = >, Lit®. O operador § aplicado &s ditas series daranos o vector

Oli= iV:O 8l;5 t*, cuxas n+1 comporientes seran 871; = Z;XZO 871, tF. Asi, finalmente
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atopamos os elementos

Ol
8xj ’

livo =ik, ligj = 0 lig = 51 = 1<j<n, (3.2)

que representaremos por un array (tensor), T, tridimensional de orde N x (N +1) x (n+
1). No que segue usaremos sempre esta notacién, onde o primeiro indice ¢ representa
o nodo da funcién enlazada, k a orde da serie de potencias e j a variable respecto da

que derivaremos (se j = 0 serd a propia funcién).

Anteriormente falouse de que a funcién enlazada ten N nodos, dos cales os n pri-
meiros (I1,...,l,) representan as variables. En PSAT imos engadir un nodo adicional
lop que representard o tempo t, o que permitird tratar perturbaciéns que dependan
explicitamente do tempo. Asi pois, o tensor que representa a estrutura fundamental
terd de dimensiéns (N+1) x (N +1) x (n+1).

Por outra banda o problema que aborda PSAT, a integracion dun movemento
orbital, vén representado por unha ecuacién diferencial de orde 2 con vectores de
dimensién 3, 7 = (z,y,2). Ao formular o problema como unha ecuacién diferencial de

orde 1 debemos dobrar o ntimero de variables a seis, de xeito que

y = (v1,22,73,24,25,%6) = (2,Y,2,,9, %),

e asi chegamos & expresion

Fty(t);p) = (R,-V,V +F), (3.3)

sendo

oV ov oV
R:($475E57$6), VT‘V:(

Ox1’ dzy’ Oz

onde V =)V, representa a suma de todas as forzas que acttan sobre o satélite e que

) ="'V, 8*V, 8%V), F=(F,, F,, F.),

derivan dun potencial e F' =) F'j, a suma das forzas que non derivan dun potencial.

Como vemos, a pesar de ter seis variables, unicamente apareceran no programa
as derivadas respecto das tres primeiras variables, logo no noso caso teremos ¢ =
(69,6%,62,5%), co que o array de almacenamento, T, terd a dimensién (N+1) x (N +
1) x 4.
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Para identificar isto coas estruturas usadas en TIDES podemos pensar no tensor

T como na matriz

loo lor ... lon
lio it ... hn

M= . . o ; (3.4)
Ino In1 .- Inn

onde cada elemento [;; no canto de representar un nimero, como en TIDES, repre-

sentard un vector de dimensién 4

Oliy, Ol Olyy, )

Lik = (Liko, lik1s Lik2, 1 =<li,7> ; 3.5
k = (liko, lik1, lik2, lik3) 5 Duy Oy’ Dos (3.5)

O esquema da rutina taylorSAT(...) serd o mesmo que o visto no algoritmo
3 onde as operaciéns que se realizan no proceso de obtencién dos elementos ;3 son

operaciéns realizadas sobre vectores de dimension 4.
Inicializacion da estrutura de datos en PSAT

O bloque de iniciacién (algoritmo 3 bloque 1) farase tendo en conta as seguintes

consideraciéns

No caso de lp, que representa o tempo, teremos en conta que a sta serie de Taylor

serd tg+t, logo terase: lggg = to, loro = 1 sendo 0 o resto. Con isto podemos facer:
lO():(t0705070)7 ZOl :(1’07070)

= As variables (x,y,z) venen representadas polos nodos l1, la, I3 e inicialmente
asignarémoslles os valores

110 = (0,1,0,0), l20=(90,0,1,0), I30=(20,0,0,1).

= As variables (X,Y,Z) = (&,y,2) vehen representadas polos nodos Iy, 5, lg e
inicialmente asignarémoslles os valores
140: (i‘OaOaOaO)a l50: (y[)aovovo)v 160:(20707071)'

O resto de elementos [;;; seran iniciados como o vector nulo (0,0,0,0).
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Bloque de calculo para os nodos que non representan variables

Despois de analizar a funcién enlazada correspondente ao conxunto de perturba-
ciéns que trataremos na integracién do modelo orbital comprébase que todo o proceso
podese efectuar con cinco operaciéns bésicas

= Suma de varios nodos.

= Produto de dous nodos.

Nodo elevado a un nimero real.

Numero real elevado a un nodo.

Seno e coseno dun nodo.

O caso de suma ou produto dun nodo e unha constante pode reducirse aos ante-
riores suponendo a constante como unha serie de orde 0 igual 4 constante e o resto

das ordes iguales a cero.

Cando cada elemento dunha serie é considerado como un ntimero ou un escalar, co-
mo se fai en TIDES, os procesos para o cdlculo destas funciéns, extraidos das relaciéns

dadas no apartado 2.3, poden verse nos algoritmos 4, 5, 6 e 8.

Algoritmo 4: Suma (escalares): w < sumakE (u,v,k)

Entrada: (ug, u1,...ug), (vo, v1,...0%), (wo, w1,... WE_1)
Saida: wy (orde k de w)
W < Uk + Vg

Algoritmo 5: Produto (escalares): w < prodE(u,v,k)

Entrada: (ug, u1,...ug), (vo, v1,..-0%), (Wo, w1,...WE_1)
Saida: wy, (orde k de w)
wg <0
dende m =0 ata k fai
| Wi < W+ Upm Vk—m
fin
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Algoritmo 6: Potencia (escalares): w < potenciaE(u,q,k)

Entrada: (ug, u1,...ug), a, (wo, w1,... Wg_1)
Saida: wy (orde k de w)
se k = 0 entén
| wg  uf
noutro caso
Wy < 0
dende m =0 ata k—1 fai
| wy < w + (a(k—m) —m)wpmug_;
fin
wy  wi/(kug)
fin

Algoritmo 7: Niumero elevado a serie (escalares): w < potcteE(«,u, k)

Entrada: «, (ug, u1,...ug), (wo, wi,...wE_1)
Saida: wy (orde k de w)
se k = 0 entén
| wg < Yo
noutro caso
wg <0
dende m =0 ata k—1 fai
| wy < wi + (K —m)wpug—;
fin
wy + (wy log ) /k
fin

Unha vez establecida a funcién enlazada debe entrarse, para cada orde k, no bloque
de célculo dos nodos I;,7 > 7 (ver algoritmo 3, bloque 2). Este bloque, en PSAT, é
idéntico ao de TIDES agds que en PSAT as funciéns non actiian sobre escalares
senon sobre vectores. As funciéns correspondentes as catro operaciéns mencionadas
son agora diferentes as funciéons sumakE, prodE, potenciaE, sencosE, amosadas nos
algoritmos 4, 5, 6, 8, ainda que estas seran usadas no caso vectorial. Estas funciéns,
baseados nas expresiéns dadas no apartado 2.7.2, amdsanse nos algoritmos 9, 10, 11 e
127

7 No caso da exponencial (ntimero elevado a nodo) non é precisa a extensién s derivadas porque
s6 se aplica no célculo da forza e polo tanto non se deriva.

150



CAPITULO 3. O PROPAGADOR ORBITAL PSAT

Algoritmo 8: Seno e coseno (escalares): (s, ¢)  sencosE(u, k)

Entrada: (ug, u1,...ug), (S0, S1,---Sk—1), (Co, C1,..-Ck—1)
Saida: sy, cx (ordes k de s, ¢)
se k = 0 entén
s < sen (ug)
¢+ cos(ug)
noutro caso
Sk < 0
C < 0
dende m =0 ata k—1 fai
Sk < Sk T+ CmUk—m
Ck &= Ck + SmUk—m,

fin

Sk <—sk/k

C < —Ck/k‘
fin

Algoritmo 9: Suma (vectores): w + sumaV(u, v, k)

Entrada: dug, du1,...d0ug, dvg, 6v1,...0vk, dwg, dw,...0wk_1
Saida: dwy,
§%wy, < sumaE (0%, 6%, k)
se Calcula derivadas entén
dende j =1 ata 3 fai

| 67wy, + sumakE(67u, 67v, k)
fin
noutro caso
dende j =1 ata 3 fai

‘ Wiy < 0
fin

fin
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Algoritmo 10: Produto (vectores): w <— prodV(u, v, k)

Entrada: dug, du1,...0uy, dvg, ov1,...0vg, dwg, 0w1,...0Wk_1
Saida: dwy,
§%wy, + prodE(6%u, 6%, k)
se Calcula derivadas entén
dende j =1 ata 3 fai
| 67wy, + prodE(6u, 87v, k) +prodE(§iu, 8%, k)
fin
noutro caso
dende j =1 ata 3 fai
‘ 5jwk 0
fin

fin

Algoritmo 11: Potencia (vectores): w < potenciaV(u, «, k)

Entrada: dug, du1,...0uy, dwgy, dwi,...0wg_1, dvg, 0v1,...0U_1
Hai que engadir un nodo adicional v inicializado como nulo

Saida: dwy,
se Calcula derivadas entén
§%vy, + potenciaE(0%u, a—1, k)
§Twy, < aprodi(6°v, §u, k)
noutro caso
dende j =1 ata 3 fai

‘ 6jwk +—0
fin

fin

Bloque de calculo para os nodos que representan variables

A rutina taylorSAT(...) remata, ao igual que no bloque 3 do algoritmo 3, calcu-
lando a orde seguinte de cada nodo correspondente ds variables. Para iso teremos en
conta a expresion (3.3)

Fty(t)p)=(R,—-VaV+F).
Ademais suporemos que o potencial V', suma de todos os potenciais, ocupa na funcién
enlazada o nodo [, e as componentes do vector forza F' ocupan, respectivamente, os

nodos lf(i),i =1,2,3.
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Algoritmo 12: Seno e coseno (vectores): (s,c) < sencosV(u, k)

Entrada: dug, dui,...0ug, 6sg, 081,...08k_1, 0cg, 0C1,...0CL_1
Saida: dsg, dcg
se Calcula derivadas entén
87 sy, < prodE(6c, §7s, k)
§Jcy, + —prodE(0%s, de, k)
noutro caso
dende j =1 ata 3 fai
5j8k ~0
6jck 0
fin

fin

De acordo con isto poderemos actualizar a orde k+ 1 das seis variables facendo

Sl = Rlirs/(k+1), i=1,2,3,

, 3.6
(—6glv+62lf(i))/(k:+1), i=1,2,3. (36)

S0lits

Finalmente obtense a serie da solucién a partir dos n primeiros nodos e con iso

taylorSAT(...) pasa o control a psat_tides(...).

3.4. Tratamento das perturbacions en PSAT

O paquete MathTIDES calcula, a partir da expresién da funciéon f, a funciéon
de chanzo, necesaria para a integracién dunha ecuacion diferencial que, xunto con
LibTIDES, permite a TIDES integrar a ecuacion diferencial. Se modificamos a funcién
f o ficheiro xerado por MathTIDES troca e con el modifica o programa final de
integracion ( ( ) para ver en detalle este proceso). Con TIDES non é
posible xerar un ficheiro que permita integrar un problema onde a funciéon f poida
variar en funcién da eleccién do usuario, senén que hai que reescribir o programa para

cada variacion de f.

Un dos obxectivos de PSAT é que se poida facer unha elecciéon das perturbacions
que, a partir do movemento kepleriano, modifican o movemento orbital. Ademais,
algunhas desas perturbaciéns provefien dun potencial pero outras sé poden ser formu-

ladas a partir da forza. Asi, en xeral, teremos
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ftyt)p) =R~V Vr+Fr), Vp=Vi+> V,, Fr=>» F, (3.7
p p

onde V}, representa o potencial kepleriano, F',, V}, calquera das forzas ou potenciais

perturbadores e Fp,Vp a forza e potencial total que actiia sobre o satélite artificial.

O modelo orbital considerado en PSAT, que permite elixir o tipo de perturbaciéns
que actiian sobre o satélite, require a implementacién dun sistema cun niimero variable

de nodos da funcién enlazada que é distinto do usado en TIDES.

No que segue ademais das caracteristicas concretas da implementacién en PSAT
das distintas perturbacions veremos como se trata este nimero variable de nodos na

funciéon enlazada.

3.4.1. Primeiros nodos da funcién enlazada: variables e funcién f

Ainda que PSAT traballa con coordenadas cartesianas, para facilitar a introducion
de datos ao usuario optouse polos elementos orbitais como condiciéns iniciais. Deste
xeito queda definida univocamente a érbita a simular. Para realizar o troco de variables
que nos permita pasar de (T, e, a, i, Q, w) a (z, y, z, X, Y, Z) utilizase o algoritmo
13. Este e o seu inverso, pois os resultados tamén se amosan en termos de elementos
orbitais, poden verse en, por exemplo, ( ), que é o que se implementou en
PSAT.

Os primeiros nodos en toda funciéon enlazada representan as variables do problema.

Asi, comezaremos polo tempo t que, como se dixo no apartado anterior, seré tratado

como o nodo [y

lo = ¢t (3.8)

A posicién r = (z,y,2) e a velocidade 7 = (X,Y, Z) ocupan os nodos l; ao lg

L = z, Il = X,
la =y, s =Y, (39)
lg = Z, l(; = Z
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Algoritmo 13: Paso de elementos orbitais a coordenadas cartesianas.

Entrada: T e, a, i, Q, w, t, p
Saida: z, y, 2z, X, Y, Z

se e # 1 entén
se e < 1 entén
| pa(l—e?)
noutro caso
| p« a(e? —1)
fin

noutro caso
| p+a

fin
(M, r, )+ (T, e, a, t, i) a partir das relaciéns de (1.11)
(x’ y’ Z7 X7 Y7 Z) H (M’ T’ f7 i7 Q7 w)

Para acceder ao potencial total, Vi, e 4 forza total, Fp, debemos incorporar catro
nodos l7, lg, lg, 19 que conteran, respectivamente, a suma dos potenciais asi como as

tres componentes da suma das forzas

le = V.,
s = I, (3.10)
lg = FT27
llO = FTga

que seran iniciados como o vector nulo.

De acordo con isto as tres componentes de f virdn representadas polos elementos
81748013, 62174+ 6019 e 6317 +6%110. Deste xeito na expresién xenérica (3.6), que obtén
a orde k+ 1 das variables a partir da orde k do resto dos nodos, e que finaliza a rutina
taylorSAT, pode pérse v =7, f(1) =8, f(2) =9, f(3) =10.

Notemos que cando o nodo se usa para calcular un potencial é necesario traballar
co vector completo (%1, 611, §21, 63), namentres que se o nodo soamente se usa para
calcular a forza basta con obter o elemento §°, o que permite reducir o ntiimero de

operacions nestes casos.

155



IAGO IsAs1 FREIRE

3.4.2. Potencial kepleriano

A forza kepleriana serd sempre incorporada ao modelo orbital polo que os seus
nodos, que por outra parte seran usados na formulacién do resto de perturbacions,

ocuparan as primeiras posicions da funcién enlazada e teran sempre un indice fixo.

O proceso de célculo para cada orde comenza, tal como se ve no algoritmo 3
bloque 2, coa avaliacién do primeiro nodo distinto dos nodos de variables e dos nodos
do potencial e forza total. Este nodo, l11, corresponde ao primeiro nodo de avaliacion

do potencial kepleriano.

Xa que o potencial kepleriano é Vi, = —u/r, a parte da funcién enlazada corres-

pondente a esta funcién poderase pér como

P o= p - M

l11 = =zx - 2

lie = yy -y

lis = zz N (3.11)
lha = hithotlhs — r?

he = Y2 — 1r

iz = —pilie — Vi=—n/r

onde aparece un parametro pj, a constante gravitacional, e sete nodos l11 a l17. En

(3.11) non figura explicitamente o nodo l15 pero este é preciso reservalo para as opera-
S . . —1/2 . . .

ciéns intermedias necesarias para calcular l16 =1, / pois, como se viu no algoritmo

11, a operacién potencia require este nodo extra.

Finalmente hai que sumar este potencial ao potencial total, V7, engadindo na cadea

de operaciéns da funcién enlazada a seguinte lina

l7 = lr+li7 — VT:VT+Vk, (3.12)

que non avalia un novo nodo senén que actualiza un anterior.

Observemos que a funcién enlazada do potencial kepleriano ten sete nodos dis-

tintos, que engadidos aos once anteriores fan un total de dezaoito. Asi as cousas, o
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seguinte nodo serd o l1g que pode tamén pérse como IN, 11, con Ny =17,

Isto dénos idea do doado procedemento que usaremos para determinar o indice
do primeiro nodo correspondente a unha perturbacién particular. Se ata ese momento

cada perturbacién p requiriu N, nodos, o seguinte nodo serd o 441 sendo

A=Np+> N, (3.13)
p

Nos seguintes apartados veremos como se implementan en PSAT os distintos tipos

de perturbaciéns.

3.5. Implementacion en PSAT das forzas de perturbacion radial,

tanxencial e normal
Despois do potencial kepleriano parece natural continuar coa perturbacién corres-
pondente ao xeopotencial, porén, dado que a orde de introducién no modelo de forzas
en PSAT é indiferente, preferimos amosar, en primeiro lugar, a perturbacién produci-
da polas forzas de tipo radial, tanxencial e normal porque, pola sta sinxeleza, resulta

mais tutil explicar o proceso de adicién de perturbaciéns.

A perturbacién radial dése a través da forza

F,=a,—, (3.14)

S 0s

onde a,- é un pardametro constante.

Ainda que esta perturbacién pode ser expresada a través dunha funcién potencial,
V. = —a, r, preferimos tratala como forza para ilustrar tamén como engadir unha

forza ao modelo.
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P, = Qr - ar
ZA+1 = llllﬁ — :ET_I

lavre = Ilalis — yr_l

lays = lslie — zr?

lav1 = Ppolapr — Fy=apar? (3.15)
lage = Ppylaze — Fp=apyr? '
lavs = Ppolags — Fy=apzr!

lg = lg+lay1 — Fp=Fp+F,

lg = lo+lays — Fp,=Fp+F,

lio = lio+tlays — Fp=Fp+F,

O proceso, que pode verse en (3.15), comeza dando valor a un pardametro que re-
presenta ... Este pardmetro ten o indice P+ 1 onde P é o ntimero total de parametros

xa declarados.

O primeiro nodo do proceso serd [ 441 onde A representa o nimero total de nodos
requiridos ata este momento. O proceso de cédlculo das tres componentes da forza
radial involucra unicamente tres nodos: 1441, lat2 e lat3, que se calculan a partir
dos elementos (x,y,z) que xa estaban declarados como nodos de variables e de 7!
que aparece como un dos nodos xa calculados no potencial kepleriano (I14). Hai que
notar aqui que, ainda que aparecen seis lilas no comezo de (3.15), as tres tltimas

unicamente reescriben os nodos /4.

Finalmente, as tres componentes da forza engddense aos nodos Ig, lg, 19 que re-

presentaban a forza total aplicada ao satélite.

Asi pois, a inclusién desta forza no modelo agrega unicamente tres nodos, é dicir
o valor de N,., usado en (3.13), ten un valor constante: N, = 3. As perturbacins

tanxencial e normal venen dadas polas expresiéns

7 TXT
) F,=an——H
[|r x 7

Ft = Q¢ . (316)

r

Estas duas perturbaciéns seran tratadas necesariamente como forzas porque nin-

gunha delas deriva dun potencial.
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No caso da forza tanxencial partimos de que os elementos do vector & = (X, Y, Z)
estdn xa representados polos nodos de variables (l4, l5, lg). Para calcular o inverso
da velocidade v = ||#*|| é preciso efectuar un proceso similar ao do célculo do inverso
de r a partir do vector r, é dicir calcular os elementos (X2, Y2, Z2) (tres nodos),
calcular a sta suma v? = X2+ Y2+ Z2 (un nodo) e finalmente calcular o inverso
de v, ||&|]* = (v2)1/2 (dous nodos: un para 1/v e outro auxiliar necesario para o
algoritmo da potencia). Finalmente necesitamos tres nodos para almacenar as tres
componentes de F'y, que seran sumadas aos nodos da forza total lg, lg, l19. Deste
xeito, para engadir unha forza tanxencial necesitamos agregar un parametro, oy, e

nove nodos, ¢ dicir Ny = 9.

Para unha forza normal teremos en conta que r X1 = (yZ —zY, zX —zZ, zY —
yX). Partindo dos seis nodos das variables necesitamos definir seis novos nodos para
os elementos =Y, 27, yX, yZ, 2X, zY; outros tres para as sumas parciais do vector
r X 7* e outros seis para calcular ||r x 7| =1 (tres para os cadrados das compoiientes,
outro para a suma e dous para o inverso). En total precisamos 15 nodos, polo tanto

teremos que N,, = 15.

Nos tres casos o nimero de nodos necesarios é constante para cada tipo de forza.

3.6. Implementacion en PSAT do xeopotencial

Concordando co visto en 1.1.4, partiremos da expresién do potencial terrestre

(1.59), que recordamos novamente

Vp = —% Z Z :%Pfln (sen ) [C) cos(mA) + .S, sen (mA)]. (3.17)

n=2m=0

Ainda que a forma da Terra vén determinada por infinitos harmoénicos teserais,
na practica os modelos usados na navegacién espacial contefien un numero finito de
termos. Asi, diremos que un modelo é de grao D e orde O (D x O) se se consideran
os harménicos C*, ST, 2 <n <D, 0 <m <min(n,0) (sendo m a orde do polinomio
asociado de Legendre (1.43)), mentres que os de indice distinto se consideran nulos.

Para este modelo de potencial teremos que (3.17) se transforma en
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D  min(m,0)
= Z v, (3.18)
T n=2 m=0
onde
T n+1
Vot = <—T> (CTcosmA+ S sen mA) Py (sen 4). (3.19)
r
Os polinomios asociados de Legendre, P, (t), estan relacionados coas funciéns de
Legendre, P, (¢), ( ( )) ou os polinomios de Helmholtz, Q7' (t),
( ( )) por medio das expresiéns

4" P, (1)

P () = (=)D Qe Qiin == m, (3.20)

polo tanto teremos P (sen ) = cos™ ¢ Q" (sen ).

Ao aumentar o grao, os coeficientes dos polinomios P)*(t) fanse extremadamen-
te grandes, mentres que os valores dos coeficientes C}*, S;"* son moi pequenos. Por
iso a avaliacién da expresién (3.19) faise ineficiente numericamente. Para evitar este

problema introdicese un factor de normalizacién

N \/(2—56“)((2114;11))!(71—7%)! (3.21)

onde 56“ é a delta de Kronecker®
1, cando i =7,

5 = (3.22)
0, cando i # j.

Deste xeito podemos definir uns polinomios Qnm(t) e uns coeficientes C_'{L”, 5,T

normalizados do xeito

_ cm m
Qu(t) = NI" QU (1), { o }:Nlm{ g;; } (3.23)

8 Non confundir cos operadores de diferenciacién automatica definidos no Capitulo 2.
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Con estes trocos o termo V,*, que aparece en (3.19), convértese en

Vo = p (Gt + 57 0m) @ (1), (3.24)

con Ppn, Um, Um, w dados por

o= (B, W = sy,
(3.25)
Ui, cosmAcos™ Y, U = senmAcos” .
En ( ) demostrase que, de entre todos os algoritmos que

permiten calcular os valores de Q7' (w) a partir de w, sé dous son numericamente esta-
bles. En ( ) escéllese o primeiro deles pola siia perfecta adaptacion
4 técnica de diferenciacién automatica. En PSAT usaremos tamén este esquema de

calculo que pode verse no que segue

Qg(w) = 1,
Qm(w) = MmQnT1, (3.26)
QZL (’lU) = azan'rT—l(w) + ﬂ?’TLnQZL—Q(w)a n 7é m,

onde 7y, vén dado por

Tm om 27;,7—1;1 y Om = {

L m#l, (3.27)

e os coeficientes a;', 3 son

m_ [2n+1)(2n-1) m_ (@t Dnrm-Dn-—m-1)
@\ oy mrm) \/ G- —mymrm) %)

Cando n=m+1, o valor de 3], ; =0 e para calcular QZ}L 41 ¢ unicamente necesario

o termo Q.

O esquema para o calculo das derivadas das funciéns de Legendre pode verse na

taboa 3.1. Os termos Q% da diagonal calctilanse de xeito independente ao inicio do
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Q9
N
ol Ql
+ N
g Q3 2
) ) AN
1 1 1 N
QY Qb Q4 Q0
) ) I} I}
4 4 4 4
Q% Q% Q% e Q3

Taboa 3.1: Esquema de célculo das derivadas das funciéns de Legendre.

proceso. O resto de elementos calctilanse columna a columna (grao a grao) a partir da
diagonal. Para realizar este proceso basta ter almacenados os parametros constantes
m m
’YTTH an k) ﬂ'n, N
Para poder implementar este esquema de cdlculo basta reescribir a expresién (3.18)

reorganizando os indices do sumatorio

M N
B Ve V= X (O SR, 629)
m= n=max(2,m)

Finalmente rematase o proceso de cédlculo obtendo os valores de pyn, U, Vm, w.
Para iso teremos en conta as relaciéns (3.25), onde (r, A, 1) representan as coordenadas
polares esféricas do vector de posicién do satélite 7. = (x,, yr, zr) expresadas nun
sistema de referencia fixo coa Terra que rota, con respecto ao sistema inercial onde
as coordenadas do satélite son r = (z, y, 2), un angulo w, = w,t arredor do eixe Oz,
sendo w,, a velocidade angular de rotacion da Terra (inversa do periodo de rotacion).

Asi pois, teremos
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Ty cosw,t senwyt 0 x
Y = —senw,t cosw,t 0
z 0 0 1 z

)

Tendo en conta as relaciéns entre as coordenadas cartesianas e polares,

Ty =7 COSY COS A,
Yr =7 COSTY sen A,

Zr =T Sen 1,

de onde se deduce

- - s _ Yr _ Zr
u =1, v9=0, vy =—, v1="—, wWw=—.
r r r

Se ademais usamos as relacions das funcions circulares poderemos pér

Um = Um—1U1 — Uy —101, Um = Um—1U1 +Up—1v1, m> 1

que nos permiten obter iterativamente os elementos wuy,, Um, m < O.

Por ltimo, para calcular os termos p,, podemos usar as relaciéons

r
p0:7p7 Pn = Pn—1P0, ’I’L:17...D7

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

que consuman o proceso de calculo de todos os elementos que aparecen na expresion

(3.29).

Para implementar este proceso en PSAT é necesario declarar o nimero de parame-

tros e nodos necesarios que é variable en funcién do grao D e orde O do modelo de

potencial elixido. Este nimero depende de pardmetros e nodos determinados por un

indice dobre Kij cuxos {ndices poden variar como 0 <i <D, 0 < j <min(m,O), ou ben

como 2 <i <D, 0<j<min(m,0). O indice i comenza co valor i =2 na maior parte

destes pardmetros e nodos pero no caso de @7 o proceso de célculo exixe comenzar

polo indice ¢ = 0.
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O esquema visto na tdboa 3.1 da idea dos elementos necesarios para o almace-
namento dos datos nestes casos. O numero de elementos cando 0 <i <D, 0<j <
min(m, ), é igual ao dunha matriz (1+ D) x (1+0O) da que eliminamos todos os
elementos por riba da diagonal da submatriz (1+0) x (14+0) que son (14 0)0/2.

Polo tanto, se tomamos os elementos de indice 0 e 1, o nimero de elementos

necesarios para almacenar K ZJ sera,

0(1+0
T(D,0) = (1+D)(1+0) - (T*) (3.35)
mentres que se quitamos os elementos de indice 0 e 1 teremos un total de
7*(D,0)=T(D,0)—2, T*(D,0)=T(D,0)—3,s1 0 #£0, (3.36)

elementos.

Os parametros constantes que deben ser almacenados para avaliar un modelo de
potencial determinado son: grao, D; orde, O; constante orbital y; raio da Terra r;
velocidade angular de rotacién da Terra w,.; coeficientes teserais C’,’i, S’,’i, 2<n<
D, 0 <m < min(m,0) e, finalmente, os termos v, 1 <m < O asemade o', S, 0 <
n <D, 0<m<min(m,O). En total o ntimero de pardmetros sera: P, =5+27*(D,0)+
0+42T(D,0).

Para cofiecer o ntimero total de nodos, Ny, revisaremos o proceso contando todas

as funcions necesarias

Un nodo para cada un dos sete elementos: w, (w;t), cos(w,t), sen (w,t), zr, Yr
e Vp.

(D+1) nodos para almacenar: p,.

(O +1) nodos para almacenar cada un dos tres elementos: y,, Vm € V.
» T*(D,0) nodos para almacenar: (CJ'ty, + S1 vy, ).
= 7*(D,0) nodos para almacenar: p, (C_’;”um +5‘7Tvm).

» T(D,0) nodos para almacenar as funciéns: Q™ (w).
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» T%(D,0) nodos para almacenar cada un dos dous sumandos da terceira lifia de
(3.26).

= T*(D,0) nodos para almacenar: V;J"*.

O total de nodos necesarios para o proceso resulta ser
Ny(D,0)=7+(D+1)+3(0+1)+T(D,0)+51T*(D,0)
Levando (3.35) e (3.36) & expresién de Ny e simplificando obtemos

Ng(D,0)=7(D+1),  Ny(D,0)=2+60-30*+(7T+60)Dsi O #£0.  (3.37)

Por exemplo, para o Problema Principal do satélite, que é un modelo de grao D =2
e orde O = 0, necesitaremos Ny = 21 nodos. Para un modelo zonal de orde 20 serdn
Ny = 147 nodos. Un modelo teseral de orde 2 x 2 precisa Ny = 40 nodos, mentres que
o modelo EGM96 (360 x 360) usard N, = 393482 nodos.

3.7. Implementacién en PSAT da perturbacion producida por un
terceiro corpo

Concordando co visto no apartado 1.1.4 a expresiéon do potencial producido por

un terceiro corpo vén dada por (1.61), que lembramos de novo aqui

1 ‘T3
V3c:—u30( T ) (3.38)

[rse—r 1 | rs|?

A perturbacién producida pola Lia e polo Sol sobre un satélite artificial é moi
importante para érbitas altas, porén, a sta posicién vén dada normalmente a partir
dunha serie de datos numéricos que non permiten a sda inclusién sinxela nun integra-
dor numérico baseado en series de Taylor. Para poder tratar esta perturbacién sera
necesario aproximar a posicion destes astros por medio dun modelo simplificado que
permita expresala como un desenvolvemento en serie de potencias do tempo. Para
isto, suporemos que tanto o Sol como a Lia, ou o terceiro corpo en xeral, tefien unha

orbita kepleriana, sen perturbacions.
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3.7.1. Calculo da posicion dun corpo en 6rbita kepleriana

Para tratar o potencial producido por un terceiro corpo suporemos, como se dixo,
que a Orbita do terceiro corpo é unha Orbita kepleriana dada polos seus elementos
orbitais (7', e,a, i, 2, w). Para obter a serie de potencias que determina a posicién do
terceiro corpo, r3., empregamos o visto no apartado 3.4 para a integracién da parte

puramente kepleriana.

Xa que a posicién do terceiro corpo é independente da posicién do satélite, creamos
un programa (ver algoritmo 14) que calcula a serie de potencias de r3.(t) independente

do proceso de integracién do satélite.

Debido tamén a esa independencia, as derivadas 6°,i = 1,2,3 das componentes da
serie r3.(t) serdan todas cero. Para aproveitar esta propiedade, e simplificar o célculo,
usaremos a mesma estrutura de diferenciacién automética implementada en TIDES
no canto da extension vista no apartado 2.7, é dicir os algoritmos 4, 5, 6 e 8 en lugar
dos algoritmos 9, 10, 11 e 12. Hai que salientar aqui que os nodos usados neste proceso

deben ser completamente independentes dos empregados en PSAT.

Se observamos a expresién (3.38) vemos que non s6 necesitamos a serie de potencias
de 73.(t), senén tamén a de r3./||r3c||?, por iso o algoritmo 14 se estendeu para

calcular tamén esa serie.

3.7.2. Nodos necesarios para engadir a perturbaciéon dun terceiro corpo

Unha vez calculadas as series de potencias de r3. e 73./||73.||> podemos usar estas
para continuar o proceso de PSAT e incluir o potencial producido por un terceiro

corpo.

A partir de (3.38) deduciremos o niimero de nodos que se precisan para a inclusién

da perturbacién de cada un dos corpos.

= Seis nodos para almacenar as compofientes dos vectores r3. € 73./||73c| |3. Estes
almacénanse unha vez para cada chamada a taylorSAT e non forman parte do

proceso iterativo de cada orde.
» Cinco nodos para calcular o segundo sumando —7 - (r3./||73¢||?). Tres para os
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Algoritmo 14: Calculo da posiciéon dun terceiro corpo en orbita kepleriana:
posicion_terceiro_corpo(...)

Entrada: N, g, u, (a, e, i, w, Q, T)
Saida: Seis nodos, que seran enlazados con PSAT e que contefien as series
correspondentes 4s tres compoiientes do vector r e 4s tres de r/||7||?

N+ 22 (declaracién do nimero de nodos)

(o0, Yo, 20, Xo, Yo, Zo) < {to, (a, €, i, w, Q, T)} (Empregando o algoritmo
13)

(l10, 20, I30) < (%0, Yo, 20)

(Lo, I50, leo) < (Xo, Yo, Zo)

(70, Is0, loo) + (25, 5, )

l10,0 < l7o+1s0+1o0  (|[roll?)

1o 10,0 (Iroll™®)

(l12,0, 113,05 l14,0) < (10, I20, I30) l11,0  (ro/||7oll?)

dende k=0 ata N —1 fai

Inicio orde k

(Ii5k, li6k, l17) < prodE(Q) para calcular (22, y?2, 22)

ligg <—sumaE(Q)  (r?)

ligr <potenciaE(lig, —1/2, k)  (r!)

(Iaok, l21k, look) < prodE() para calcular (xr!, yrt, zr 1)
(I20k, l21k, look) < —p(l2ok, lo1k, laok) para calcular a forza
Fin

Inicio orde k+ 1 das variables e dos nodos que calculan 7 /||r||3
(Iik+15 lokst, Bry1) < (lak, Isk, lox)/(k+1)

(lak+1, lsk+1s lok+1) < (l2oks l21k, l22)/(K+1)

(kg 15 Ikt 15 lor41) < (Bp1s Bty Brgr)

lok+1 < lrgy1 +lgkr1 +lokt1

Liks1 < ori

(li2k+1s liskrts liaks1) < (likrts Lokt Brr1) kst

Fin

T (Lig, log, l3k)

(/171K < (h2kt1, liskr1s laks1)

fin

167



IAGO IsAs1 FREIRE

produtos das componentes, un para a suma e outro para o produto pola constante
—1.

= Nove nodos para o célculo do primeiro sumando || 73, — 7 ||"*. Tres para calcular
o vector r3. —r, tres para o cadrado das componentes, un para a suma dos

cadrados (|| 73 — 7 ||)? e dous para a potencia.

= Un nodo para o potencial V3. que almacenara primeiro a suma dos dous termos

e logo o seu produto polo pardmetro psc.

Asi pois, para cada terceiro corpo requirense N3. = 21 nodos. Se se considera a

perturbacion lunisolar requiriranse 42 nodos (21 por cada corpo).

Os parametros necesarios para incluir a perturbacién dun terceiro corpo seran o
pardmetro orbital, us., e os elementos orbitais, (ase, €3¢, 3¢, L3¢, W3e, T3e), € dicir

sete parametros por cada corpo.

3.8. Implementacion do efecto da radiacion solar

Concordando co visto no apartado 1.1.4 a expresién do potencial perturbador

producido pola radiacién solar vén dada por

B

Viad = 7o ———»
7o -7

(3.39)
onde (3 é o factor de reflectividade do satélite que depende, entre outras cousas, do
cociente drea-masa que presenta o satélite respecto ao Sol. Lembremos que 7o (t) é o
vector de posicién do Sol e que sera calculado do mesmo xeito que no caso da pertur-
bacién lunisolar (se non foi xa previamente calculada). Neste caso non necesitaremos

o cociente 7 /|7 ||

Normalmente o parametro [ adbitase tomar como constante, pero iso impide con-
siderar a posibilidade de variaciéns no drea-masa debidas a unha rotaciéon do satélite.
En PSAT introducimos a posibilidade de usar un pardmetro §5(t) suponendo sempre
que ou ben cofiecemos a serie de potencias con respecto ao tempo ou que conecemos
unha expresién analitica de $(¢) cunha funcién enlazada que nos permita calcular a

dita serie.
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Os pardmetros necesarios para incluir a radiaciéon solar son os elementos orbitais

(To, e, ap, ie, Lo, we) € o pardmetro [ se é constante.

Os nodos necesarios neste proceso son

= Se o pardmetro é variable, un nodo para conter o desenvolvemento en serie de
B(t). Ao igual que no caso da posicién no terceiro corpo, este ten todas as sias
derivadas 6*,i # 0 iguais a cero. Almacénase unha vez para cada chamada a

taylorSAT e non forma parte do proceso iterativo de cada orde.
= Tres nodos para almacenar as compoientes do vector de posicién do Sol rg.

= Nove nodos para o calculo do primeiro sumando || 7o — ||"*. Tres para calcular
o vector ro — 7, tres para o cadrado das compoiientes, un para a suma dos

cadrados (|| 7o —7 ||)? e dous para a potencia.

= Un nodo para o potencial Vi formado polo produto de 3, sexa constante ou

variable, por || 7o —7 ||t

Asi pois o numero de nodos necesarios serd N,.q = 13 se 3 depende de ¢t e

Niaq = 12 en caso contrario.

3.9. Implementacion da freada atmosférica

Vimos en 1.1.4 que a atmosfera ten influencia sobre o movemento dun satélite cando
este se atopa en Orbitas baixas. Dentro do fluxo de traballo de PSAT incluiremos no
lugar axeitado unha comparaciéon entre o raio vector, que xa estara calculado como
se pode ver na ecuacién (3.11) e un limite?. O programa traballa de xeito que se se

cumpre procederanse a activar os nodos correspondentes.

Lembremos as ecuaciéns (1.85), (1.86) e (1.90) para obter a ecuacién a imple-
mentar en PSAT. Como se pode observar, a maior parte dos coeficientes son valores

constantes que estaran inicializados no programa permitindo a sia modificacién por

9 Unha vez activada a subrutina que pon en marcha a freada atmosférica, o programa calcularaa,
sempre que 72 < 6,2 x 1017 km?. Este limite considerdmolo o suficientemente conservador como
para que se calcule continuamente en 6rbitas LEO e unicamente no perixeo de satélites con érbitas
excéntricas, evitando o cdlculo, e por ende reducindo tempos, cando os célculos se fagan no apoxeo.
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parte do usuario, se é o caso. Crearemos unha variable que se calculara ao comenzo e

almacenaremos como un parametro, de tal xeito que

1 A
k=—=Cp —p*. 3.40
5 “D p ( )
Os tnicos valores que se calculan en cada paso son a posicién, r, a velocidade
relativa do satélite, v, (ambos necesarios en calquera caso) e a altitude, h (que 4 sta

vez é funcién da posicion h = ||r||—r,).

Para implementar a freada atmosférica necesitaremos os seguintes 23 nodos

Un pardmetro previamente calculado correspondente & constante k de (3.40).

= Sete nodos para calcular o cadrado da diferenza entre o vector velocidade e o

produto vectorial entre w,.; € o vector de posiciénlo.

= Catro nodos para crear o exponente da funciéon exponencial e para multiplicala
por k.

= Cinco nodos para calcular o médulo de v e multiplicalo polas componentes da

velocidade relativa do satélite.

= Seis nodos: tres para almacenar cada unha das compofientes nas stas correspon-

dentes direccions e tres para sumar os anteriores 4s componentes totais.

O proceso, que pode verse en (3.41), comeza dando valor a un pardametro que
representa a ecuacién (3.40). Este pardmetro ten o indice @+ 1 onde @ é o ntmero
total de pardmetros declarados anteriormente. Do mesmo xeito faise cos nodos do
resto de proceso, onde o primeiro deles serd Ip1, sendo B o ntimero total de nodos

xa empregados ata este intre.

10 A terceira compoiiente do produto escalar é nula, por ese motivo non é preciso calculala. Esta
hipétese implica que a rotacién da Terra coincide co eixe eg, isto é que wrot = (0,0,wrot).
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Poyn = k — k

lB+1 = l}£2 — T

Ipr2 = —Wwrotl2 = Wrot Y

Ipys = wroth - —Wrot T
Ipra = lylpso — X +wroty
I+s = Islp+s = Y —wrotw
lprs = 13, = (X +wrory)”
lpy7 = 12BJr5 = (Y —wrot x)
Ipes = lols o 72

IB+o = Ipt1—7p — h

lB+10 = —« lB_;,_g - —ah (3.41)
lpy11 = elB+10 — egah

lp+12 = Poiy lB411 — keh
113 = lpre+ipir+iprs — ||

lpria = Ui — ol

Ipr1is = llpyia = vllX
IBri6 = Islpy1a = ollY

IBy17 = lslBt14 - |v[|Z

lp+18 = IB+12lB+6 — Fri

Ipy19 = IBt12lB4r — Fro

Ipy20 = IBy121B4s — Fr3

171



UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO

DE S4 0
DE COMPOSTELA




Capitulo 4

O movemento rototranslatorio

4.1. Introducion

O movemento rototranslatorio do satélite artificial pédese definir como a combi-
naciéon do movemento de rotacién en torno a un eixe xunto ao movemento orbital
arredor da Terra. Este movemento, e a sda influencia no comportamento xeral do
satélite, comezou a ser estudado a partir das bases tedricas que estableceu Andoyer
(1923) a comezos do século XX. M4is tarde outros autores foron amplidndoas, en
especial Leimanis (1965), Kinoshita (1970, 1972) ou Zanardi (1985, 1986). A contri-
bucién da ciencia espanola neste eido foi moi salientable, especialmente a partir de
finais dos anos 80 con Ferrdandiz e Sansaturio (1988, 1989), Arribas (1989), Ferrandiz,
Sansaturio ¢ Caballero (1993)... Nos ultimos anos houbo un renacido interese, como
se pode comprobar nos artigos de Vilhena de Moraes et al. (2009), San Juan, Lopez e
Loépez (2012), Ferrer e Lara (2010, 2012), Arribas et al. (2014), Ferrer e Molero (2014),
Ferrer, Molero e Crespo (2014), Hautesserres e Lara (2017), Cantero, Crespo e Ferrer
(2018), Lara (2018) ou nas teses de Navarro (2011), Molero (2013), Crespo (2014),
Soler (2016) ou Jiménez (2016).

O estudo do movemento rototranslacional non é alleo 4 gran dificultade para inte-
grar as ecuaciéns que rexen a dindmica do satélite artificial. A diferenza fundamental
con respecto ao que vimos no Capitulo 1 é que agora se duplica o ntimero de varia-
bles, polo que é necesario un tratamento especifico para este escenario xeral. A isto

sumase a complexidade intrinseca do movemento rototranslatorio, o que explica que
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sexa extremadamente complicado de tratar, modelar e analizar.

A todos estes aspectos teodricos hai que engadir a dificultade que implica o feito de
que existan diferentes notaciéns, sistemas de referencia e nomenclaturas nos distintos
autores que o trataron, o que contribiie a confundir e mesturar termos, variables,
angulos... facendo que nalgunhas ocasiéns a andlise e a interconexién entre eles sexa
unha tarefa ardua. Neste capitulo estableceremos unha notacién compacta e practica
que nos permitird manter unha lifia explicativa suficientemente didfana para seguila

de xeito claro e conciso.

Os pasos que imos seguir comezaran coa descricién do movemento dun corpo rixi-
do, definindo os sistemas de referencia e as variables necesarias para o seu tratamento.
Posteriormente obteremos a enerxia cinética e potencial do sélido, para atopar a ex-
presiéon do seu hamiltoniano. Presentaremos a continuaciéon os grupos de variables
candnicas de Euler e Andoyer, que nos permitirdn expresar a enerxia potencial en
funcién de ambos os dous conxuntos. A partir deste punto e tendo en conta unha se-
rie de hipdteses, describiremos o movemento rototranslatorio do satélite artificial, que
rematard coa expresiéon do hamiltoniano para dous casos particulares: cando trata-
mos un satélite cuasisimétrico ou cando o fagamos cun satélite triaxial. Remataremos
o capitulo establecendo o que chamaremos as doce ecuacions de Lagrange do move-
mento rototranslatorio do satélite artificial, para as que presentaremos os elementos
rotacionais. En realidade, tratase das ecuacions de Lagrange xeneralizadas, validas
tanto para o movemento orbital (cldsicas ecuaciéns de Lagrange) como para o move-

mento de rotacién, propostas por primeira vez.

Como comentamos nas linas anteriores, o movemento rototranslatorio, coas sias
doce variables, debe ser tratado independentemente do caso do movemento orbital
kepleriano perturbado, que non inclie a rotacién. Por este motivo, é necesaria unha
extension ao propagador PSAT, que chamaremos PSATROT e que se explicard en
detalle nunha seccién separada (do mesmo xeito que no Capitulo 3 con PSAT). Como
veremos a continuacion, as caracteristicas deste movemento fan que o propagador
PSATROT sexa diferente na sda forma, ainda que non no fondo (porque o integrador

seguird sendo o mesmo) que PSAT.
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4.2. Movemento dun sdélido rixido

Un sélido rixido pode definirse como un conxunto infinito de puntos, P, de masa
infinitesimal, dm, cuxa distancia entre cada dous puntos calquera do mesmo permanece

constante independentemente da forza que actiie sobre o corpo.

Representaremos, como é habitual, a posicion de cada un dos puntos mediante un
vector 7 referido a un sistema de referencia inercial &€ = {e1, ez, eg} con orixe en O.
Se definimos un punto fixo calquera do sélido rixido, C, sobre o que se sitiia un sistema
de referencia ortonormal, P = {p1, p2, ps}, solidario con el, poderemos referenciar
calquera punto do corpo a partir de C' mediante o vector p, constante no sistema de
referencia do sélido; e a partir de O a través de r =7, + p, tal e como se pode ver na

figura 4.1.

Figura 4.1: Representacién do sélido rixido.

Por cuestions practicas adéitase facer coincidir C' co centro de masas do sélido, e o
sistema de coordenadas a el asociado, P, co sistema de eixes principais de inercia que

se definirdn maéis adiante.

Para caracterizar a rotacién do sélido bastara determinar a posiciéon do sistema de
referencia, P, respecto do sistema inercial, £, por medio do vector € = (¢, 6, ¢) cuxos

elementos son denominados dngulos de Euler!.

Asi pois, o problema do movemento do sélido ten seis graos de liberdade: tres

1 Tamén se poden denominar respectivamente: d4ngulo de precesién, de rotacién propia (ambos
os dous con valores comprendidos entre 0 e 27) e de nutacién (con valores entre 0 e 7).
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para o seu movemento de translacion, representado polas coordenadas do vector r¢, e

outros tres para o seu movemento de rotacion, representado polo vector €.

4.2.1. Angulos de Euler e velocidade angular de rotacién

Para describir os angulos de Euler introduciremos o plano Il., que sera aquel
que contén os vectores (p1, p2) e ao que chamaremos plano de Euler. O vector que
representa a intersecciéon do plano definido por (e1, ez) con Il., serd lp, de xeito que

lp = e3 X p3, tal e como se observa na figura 4.2.

Deste xeito definiremos cada elemento de € como o angulo entre dous vectores xa

conecidos, tal que

'I/J:ZE]_,lp 92463,173 (ZSZle,pl. (41)

Unha vez caracterizado € é posible empregalo para establecer a transformacion
entre os sistemas € e P mediante as matrices de rotacién clasicas?, é dicir, mediante o
produto de tres matrices de rotacién, Rs(v)R1(6)Rs(¢), de tal xeito que poderemos

expresar o sistema P a partir de & mediante €.

Unha vez definido no espazo o sistema de referencia do sélido rixido con respecto ao
sistema de referencia global, é posible caracterizar o seu movemento mediante o vector
velocidade angular w, cuxa direccién é a do eixe instantaneo de rotaciéon do sistema e,
polo tanto, do sélido; e cuxa norma w = |w|| representa a velocidade angular con que
o sélido xira arredor do dito eixe. Para iso hai que ter en conta as formulas de Poisson
(ver, por exemplo, o Capitulo 6.3 de ( )) que determina o movemento dun

sistema de referencia non inercial,

2 Chamaremos matriz de rotacién do sistema J ao sistema F, ambos os dous sistemas de referencia
ortonormais tal que J = {é1,42,i3} e F={f, 2, f3}, sendo xg,x5 as expresiéns dun mesmo vector
en cada un deles; a unha matriz ortogonal R que verifica 3 = R-xg. Con este convenio (

( )) as matrices elementais de rotacién, que representan o xiro dun angulo « arredor
dos eixes Ox e Oz, pédense pér como

1 0 0 cosae sena 0
Ri(a)=| O cosae sena |, R3(a)= —sena  cosa 0
0 —sena cosa 0 0 1

que, por ser ortogonais, verifican a relacién R;l(a) = RT(a) = Ri(—a).
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I, N2

Figura 4.2: Representacién graficas dos angulos de Euler.

p=wxp;, =123 (4.2)

A partir desta ecuaciéon podemos obter as compoiientes (w1, wa, w3) de w respecto

de P, de xeito que w = wi1p; +wapy +ws3pPs.
Mediante a seguinte expresion podemos relacionar é con w do seguinte modo,
w:1/}63+9.lp+(i>p3, (4.3)

xa que cada unha das compofientes de € xira en torno ao seu eixe correspondente.

Introducindo un vector o tal que do = wdt, obteremos a forma diferencial

do =e3dy+1,d0+p3do. (4.4)

Axudandonos da figura 4.2 poderemos pér
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e3 = sen fsen ¢p; + sen O cospp, + cosps,

(4.5)
lp=cos¢p; — sen ¢p,,
que levada a (4.3) permite obter as componientes de w
wi = sen@sen ¢i)+cosgb,
ws = senBcosdi)— sen ¢, (4.6)
wy = cosfv+ .

Con isto poderemos expresar a velocidade absoluta p de cada particula do sélido

como

p=p +twxp=wxp, (4.7)

onde a velocidade relativa p’ é nula, xa que P non se move respecto ao sistema do

sélido (ver a figura 4.1).

4.2.2. Momento angular de rotacién e tensor de inercia

O momento angular, L, do movemento dunha particula é o produto da stia ma-
sa polo produto vectorial do seu vector de posicién polo vector velocidade. No caso
dun sistema de particulas serd o sumatorio, estendido a todas elas, de cada un dos
momentos angulares individuais. Se partimos, como é o noso caso, dun sélido cun
ndimero infinito de particulas de masa, dm, o sumatorio converterase nunha integral.
Para calcular o momento angular de rotacién faremos coincidir a orixe O do sistema

inercial co punto C, asf aplicando (4.7)

L= [ lpxplin=[ lpx(xpldn=[ (pplw-plp-wldn  (15)

ms

Suponiendo que o sélido é homoxéneo a expresion (4.8) pédese pér como

L=m. [ (oo~ plp-w)]drdyd, (4.9)
Vs
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onde agora a integral esta estendida sobre o volume V5 do sélido.

Desenvolvendo o anterior poderemos expresar o0 momento angular de rotaciéon como

Ips Izy I,
L=[]]; w, []s = Ijo Iyy Iy , (4.10)
o Izy I,.

onde [I]s é a matriz ou tensor de inercia do s6lido respecto a un sistema calquera do

sélido 8 = {s1, 2,83} cuxas compofentes poden obterse a partir das relaciéns
Ipw = ms/ (y2 + 22) da dydz, Iy = Iy, = fms/ rydrdydz,

Iyy:ms/ ((1’,‘2+Z2) dxdydz, IIZ:IZJC:_ms/ fL'Zd.’L’dde, (411)
Vs

S

Izzzms/ (22 +9?) dedydz, IyZ:IZyz—mS/ yzdrdydz.

A partir da matriz de inercia [I]; podemos obter os seus valores e vectores pro-
pios que denotaremos, respectivamente, como (I1, Iz, I3) e (py, P2, P3). Os vectores
(p1, P2, P3) representan as direcciéns dos eixes principais de inercia do sélido, mentres
que os valores (I1, I, I3) son os chamados momentos principais de inercia. A matriz
de inercia [I], expresada no sistema de eixes principais, é unha matriz diagonal, cuxos

elementos da diagonal coinciden cos momentos principais de inercia.

Os momentos e os eixes principais de inercia relaciénanse co momento angular

mediante a expresién

L=I w=Ilwip+lwapy+I3w3ps. (4.12)

Observemos que en (4.11) todos os momentos de inercia estdn multiplicados pola
masa do sélido, m, de xeito que a stia ecuacién dimensional serd [M L?2]. Por cuestions
practicas dividiremos pola masa introducindo os elementos (A, B, C') mediante as

relacions seguintes
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11 :mSA, IQZmSB, Igzmsc, (413)

é dicir, os momentos principais divididos pola masa do sélido. Por extensién chama-

remos a (A, B,C') momentos principais de inercia por unidade de masa?.

A norma do vector momento angular L serd

L= /202 + 1203 + T2, (4.14)

Se denominamos mn3 & direccién de L teremos que
L= Lngs. (4.15)
Como é natural, poderemos obter o mesmo empregando os momentos principais

de inercia por unidade de masa, introducindo neste caso o vector G, que sera andlogo

a L, agas o factor masa, de forma que

L=msG, (4.16)

que & sta vez nos permite obter a norma do momento angular por unidade de masa

G = \/A2w? + B2l + C23, (4.17)
obviamente, G ten a mesma direcciéon que L, polo tanto
G =Gngs. (4.18)

4.2.3. Enerxia cinética do sélido rixido

Para calcular a enerxia cinética do sélido empregaremos a expresion

3 Afnda que estritamente non son momentos de inercia, pois tefien dimensiéns de [L2], empre-
garase esta denominacién para non perder a perspectiva de que son realmente: momentos de inercia
divididos entre a masa do sélido.
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1
T:f/ 72dm, (4.19)
2 Jon.

4 que aplicaremos a férmula de Poisson (ver en (4.2)) e a expresién (4.7) adaptdndoas
a este caso. Elixindo o centro de masas do sélido coma orixe do sistema de eixes

principais de inercia (4.19) quedard como

1 1
T= imsf“g + §ms/ (w x p)? dedydz, (4.20)

s

onde poderemos separar en dous sumandos T = T, + T}, representando T, a enerxia
cinética de translacién (equivalente & enerxia cinética do movemento dunha particula

puntual coa masa total do sélido), e T, a enerxia cinética de rotacién de xeito que

1
T.= imsrg
= (4.21)
T, = 3 z:lliwi = -my (Aw% + Bws —|—C’w§) .
1=

Empregando as relaciéns de (4.6) poderemos expresar o segundo sumando como

funcién das variables de Euler e as stas derivadas, é dicir, T, =T, (€, €).

4.2.4. Variables canodnicas de Euler

Para poder definir unhas variables candnicas partiremos da seguinte premisa: so-
bre o sélido actian forzas que derivan dun potencial V' que depende unicamente dos

angulos de Euler, é dicir V(e).
Asi podese construir a lagrangiana do sistema do seguinte modo
L(e, é) =T(€,é)—V(e), (4.22)
e a partir dela os momentos conxugados p, = (py, Dy, Pp) COMO

9L OT,
T 9e T 0e

Pe (4.23)
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que desenvolvidos son

oT,
Doy = 8775 = Jjwpsen@sen ¢+ Iswssen #cose+ I3wscos,
oT,
Py = 89T = ITjwicos¢— Iawssen ¢, (4.24)
oT, I
= — = w3.
D¢ 99 3W3

Invertendo estas expresions obtemos

sen ¢
Iy wy =pgcosop+ wond (pd, —p¢C089) ,
cos¢ 4.25
Irwy = —pg sen ¢+ won 0 (py —pycost), (4.25)

Igwg =D¢-

Substituindo estas igualdades en 7). de (4.21) chegamos finalmente 4 expresién da

enerxia cinética de rotacién en variables canénicas de Euler

1 sen ¢ 2
Ti(e, Pe) =5 {pecoer —— (o —p¢6089)} -
. (4.26)
+i {— sen ¢+ cos¢ (py — cos@)} 4—10745
21 po sen g V¥ T Pe 213"

4.2.5. Variables canénicas de Andoyer

Ainda que estas variables habitualmente coniécense simplemente como variables de
Andoyer, o certo é que foi J. A. Serret o primeiro en caracterizalas en 1866 (

( )) e M. H. Andoyer o primeiro en demostrar a canonicidade das mesmas en 1923
( (1923)).

Para definilas axudarémonos da figura 4.3 onde identificamos un novo plano, 11,
como aquel ortogonal ao momento angular L ou, o que é igual, a n3 (lembremos

(4.15)) e ao que chamaremos plano de Andoyer; mentres que a direccién I, serd a
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interseccién do plano definido polos vectores (eg, es) con Il ; e o vector nq representard

a intersecciéon dos planos I, e Ile.

Figura 4.3: Variables de Andoyer.

Do mesmo modo que fixemos cos dngulos de Euler en (4.1) podemos definir agora

as variables de Andoyer mediante os dngulos dos vectores que as conforman

Iy =4mq1,p; gr=2Llg,m hy=Zey,l,. (4.27)

A este conxunto chamarémolo a = (1., g, h).

Outros angulos importantes son: o que é a inclinaciéon do plano Il respecto a Il,,
e € que é a inclinacién do plano II, respecto ao plano definido polos vectores (e1, e2),
isto é

0 =4p3,n3 €e=/ng,es. (4.28)

Con estes elementos podese expresar o vector n3 no sistema de eixes principais
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n3 = sen o senl!p; + sen o coslpy + coso ps, (4.29)

para o que basta comprobar que a matriz de rotacién que relaciona o sistema {n,ns x

n1,n3} co de eixes principais é R3(l)R1 (o).

Do mesmo xeito que en (4.4) obtinamos a variacién do vector o a partir da variacién
dos angulos de Euler, aqui poderemos obter a variaciéon de o a partir das variables de

Andoyer (I, gr, hy) e auxiliares (e, o)

do = dh, e3+dely+dg, n3+do ny+dl, ps, (4.30)

e multiplicando escalarmente a expresiéon polo momento angular L, lembrando que

por definicién tanto I, como mny son ortogonais a L, obteremos

L-do=(L-e3)dh,+(L-n3)dgr+(L-p3)di,. (4.31)

Tendo en conta o significado de €, 0 e a expresién (4.15) poderanse definir os

seguintes valores

pr=L-p3; =Lcosoc =msGcoso,
pg=L-n3 =L =msG, (4.32)
pn=L-es = Lcose =mgsGcose,
que permiten por
L-do =p,dl, +pgydg, + ppndh,, (4.33)

onde empregaremos a notaciéon seguinte para os momentos p, = (pi, Pg, Pr)-

Por outra banda de acordo coa expresion (4.4) obtense L -do en funcién de €

L-do = (L-es)dy+ (L-1,)d0+ (L-ps)do. (4.34)
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Reunindo as expresiéns (4.5), (4.12) e (4.25) chégase aos momentos asociados aos

angulos de Euler, p, = (py,pg,ps)

py =1L-es,
po = L-1p, (4.35)
p¢ =L 'p37
ou o que é o mesmo
L-do = py dip+pg dO +pg do. (4.36)

Finalmente igualando (4.33) e (4.36) obtemos

Py A +pg A9 +py dd = pydl, + py dgr + pp dhy, (4.37)

que demostra que a transformacién de variables de Euler a Andoyer é completamente

candnica.

A partir deste punto empregaremos a notacion (€, p.) = (¥, 0, &, py, Pg, Dy) €
(a, po) = (v, grs by, DI, Dg, Ph) para referirnos és variables de Euler e de Andoyer

(coordenadas e momentos), respectivamente.

Obtenamos agora a expresion da enerxia cinética de rotaciéon en funcién das varia-
bles de Andoyer. Reunindo as expresions (4.12), (4.14) e (4.29), e levandoas a (4.21),

resulta

1 /L%sen20sen?l, IL2%sen?ccos?l, L2cos?c
T, = + +

4.
2 I I I (4.38)

Tendo agora en conta as expresions (4.32),

p? = L2 cos? o,
pg =1L, (4.39)

pg fplz =L%sen?c = L% — L%cos?o,
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dedricese a expresién de T, en funcién de (a,p,)

1 sen 2] cos?l p?
Tr(a,pa) =5 {(pﬁ—p?) (T“r 2 ’") +i : (4.40)

4.3. Movemento rototranslatorio do satélite artificial

Ata este momento definimos o movemento dun sélido rixido obtendo a enerxia
cinética do mesmo dividindoa en enerxia cinética de translacién, T., e en enerxia
cinética de rotacién, T;., tal e como vimos en (4.21). Ademais expresamos T} en funcién

das variables que definen o movemento de rotacién, tanto de (€, p.) como de (a, pg)-

Con esta base estamos en condiciéns de describir o movemento rototranslatorio
do satélite artificial, pois constitiie un caso particular do chamado Problema de dous
solidos, que representa o estudo do movemento de translacién e rotacién de dous

solidos rixidos atraidos pola lei de atraccién gravitacional de Newton.

Como se viu anteriormente, o movemento dun sélido rixido ten seis graos de li-
berdade, tres para o movemento de translacion do centro de masas e tres para o de
rotacién do sélido. No caso de dous sélidos o problema ten doce graos de liberdade,
seis para cada sélido, e a enerxia cinética contara con catro sumandos, dous por cada

solido.

Empregando a figura 4.4 como referencia grafica, vemos que se definiron tres siste-
mas de coordenadas: un asociado a un sistema inercial cartesiano ortogonal dextréxiro
{e1, ez, es} e dous solidarios con cada un dos sélidos {g;, g2, g3} € {pP1, P2, P3}. No
noso caso os s6lidos serdan a Terra (ou calquera outro planeta ou corpo celeste), que
terd o sistema asociado {g;, g, g3} e unha masa m,; e un satélite orbitando arredor
dela cuxo sistema de referencia serd {p;, py, P3} e con masa ms. En ambos os dous
casos, as direcciéns principais de cada corpo coincidirdn cos eixes principais de inercia
de cada un deles. Deste xeito empregaremos a notaciéon seguinte para a Terra e o

satélite

Ipy s LpysIpy) =my (A, B, Cp),

1°7T277T3

(4.41)
(Isl;I827Is ) = ms(ASaBs,Cs)-
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&

Figura 4.4: Sistemas de referencia &, P e G.

A partir de aqui pdédense impor certas hipéteses

1. Consideraremos como primeira aproximacién que a Terra é un elipsoide de re-

volucién cuxos momentos principais de inercia por unidade de masa verifican

que A, = B, (a dita suposicién non se afasta da realidade, como se pode ver en

(2015)*).

O sistema de eixes principais de inercia asociado & Terra, que xa definimos co-
mo {g;,92.93}, serd o sistema xeografico (que se adoita denominar G (

( ))), isto é, un sistema ecuatorial cuxa direccién g, coincide coa direccién
do meridiano de Greenwich e g5 coa direccién do polo. O sistema de referen-
cia inercial {ej,eq,e3} serd o sistema ecuatorial ao que chamaremos sistema

espacial.

. A Terra rota cunha velocidade angular w = (0,0,w7), sendo wr igual a 27 radidns

por dia sidéreo.

4 Non confundir a notacién que se emprega nese artigo coa que se utiliza nesta tese, pois para
referirse aos momentos principais de inercia empregan a nosa notacién para os momentos principais
de inercia por unidade de masa.
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Figura 4.5: Sistemas de referencia tras as hipdteses tomadas.

4. A masa e dimensiéns do satélite son extremadamente pequenas en comparacién
coas da Terra, polo que suporemos que a rotaciéon da Terra non é afectada polo

satélite e é perfectamente conecida.

Poderiamos reunir todas estas hipéteses nunha tnica figura como a 4.5.

Coa tltima restriciéon o problema ten nove graos de liberdade e a enerxia cinética

vén dada unicamente por tres termos

1
_ ) ) .
T= §mTrT—|— msts + T (€, €), (4.42)
onde 7,75 son os vectores de posicién, respectivos, dos centros de masas da Terra e o
satélite; e (€, €) as variables de Euler do movemento de rotacién do satélite e as stas

derivadas.

A continuacién describimos o proceso completo de formulacién do problema ro-
totranslatorio do satélite dende o problema de dous sélidos. Para iso suporemos que
sobre o sistema acttia un potencial V(|| 7s — 7, ||, €) que depende da distancia relativa

entre os centros de masas dos sélidos e as variables de Euler da rotaciéon do satélite.

Con esta enerxia cinética e potencial podemos reescribir a lagranxiana do sistema

como
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[‘(7’8’ TT) 72‘57 ff“T’ €, é) :TT’(Tsv TT? ".'sa ":.Ta €, é)_VSP(”rT —Ts H? 6)' (443)

Se facemos o cambio de variables definido por

ms

- T, = T¢———T
Mr. = mpr, + mgrs T c e +m.,
— m (4.44)
T
r = T, — T Ts = Tet——T
T s ms+my

onde 7. representa o centro de masas dos dous corpos, r a posicién relativa respecto

a dous puntos calquera P, e P;, onde M é a masa total do sistema (M =m; —|—mT).
Nestas variables a lagranxiana pédese por como
. . 1. .0 1 .5 .
L(re, v, T, T, €, €) = §Mrc+§mr + T (€, €)= Vip (|| 7|l €), (4.45)

sendo m a masa reducida

m = sy (4.46)
ms+m,

Con isto poderemos definir os momentos conxugados de tal xeito que

oL .
pc - 87"5 _MTC7
or
oL 9T,
Pe™ ¢ = e

onde a terceira expresién conduce 4 dos momentos candénicos de Euler vistas no apar-

tado 4.2.4, concretamente en (4.23).

Deste xeito o hamiltoniano do problema poderase pér como

1

1
2Mpc+7p:c +T (6 pe)+VSZJ7 (448)

:K:(TC7 'l" €, pc7 pz? pe)
onde T (€, p.) vén dado pola expresion (4.26).
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Por outra banda, as ecuaciéns de Hamilton (lembremos (1.17)) correspondentes s

variables r. e p,. son

. 0K
p. = 3 =0 = p. = constante,
Tc
(4.49)
b = X P Gty
c - apc - M c .

que representan un movemento uniforme do centro de masas.

O primeiro termo da ecuacién (4.48) poderemos eliminalo debido a que p, é cons-
tante. Desta forma redicese o sistema a outro de seis graos de liberdade, que estuda
unicamente o movemento relativo do satélite respecto 4 Terra xunto coa rotacién do

satélite artificial. E dicir, o novo hamiltoniano sera

1
iK(’I’, €, Py pe) = %pg +TT(€’pe) JrVSP' (4'50)
Neste punto faremos unha transformacién canénica que mantena as variables e
multiplique os momentos por 1/m co fin de simplificar a expresién anterior eliminando

o coeficiente 1/(2m) do primeiro termo. Asi, se introducimos como novos momentos

R="2z,

m p (4.51)
€=(V,0,8)="">,

a transformacion entre (v, €, p,, p.) e (7, €, R, €) é candnica de multiplicador 1/m
e transforma o hamiltoniano (4.50) noutro H(r,e, R,&) = K(r,e,mR,mE)/m que

desenvolvido seré

1 1
H(r,e,R,E) = §R2+Tr(e,8)+ —~Vep, (4.52)

onde, tendo en conta a expresion (4.26), que p, =m& e que (Ig1, 52, 1s3) = ms(As, Bs,Cs),

obteremos
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2

1 3
T (e,&) = {@COS(b—I—Lw(\I/—q)COSG) +
24, sen 6 (4.53)
2 2 .
cos ¢
+2BS {f@senqqu p— (\Ilfd)cosﬁ)} +2Cs.

Na expresion (4.53) fixose uso da ultima das hipdteses que vimos anteriormente,
onde a masa do satélite é desprezable fronte & da Terra, polo que o factor m verifica

que

—=—T1 =1, (4.54)

e pode ser simplificado da expresién.

Fagamos o mesmo pero en variables de Andoyer. Partiremos entén da expresién
(4.50) lembrando que a transformacién entre (e, p.) e (a, p,) era completamente
candnica de xeito que o hamiltoniano, agora empregando as variables de Andoyer no

LB
canto das de Euler, sera”

L
K(r7a>pmvpa) = %px+TT(a7pa)+‘/;p' (455)
Seguindo os pasos anteriores coas variables de Euler, poderemos establecer unha
transformacién candénica que mantén as variables e multiplica os momentos por 1/m
para que desapareza o coeficiente 1/(2m) no primeiro termo do hamiltoniano. Neste

caso faremos

R="2=,

m P (4.56)
A= (LrmeHr) = Ea'

De novo, esta transformacién candnica é de multiplicador 1/m e transforma o ha-
miltoniano (4.55) noutro H(r,a, R, A) = X(r,a,mR,mA)/m que desenvolvido pédese

por como

5 A expresién de Tr(a,p,) podemos recuperala de (4.40).
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1 1
H(r,a,R,A) = §R2+Tr(a,A)+EVsp, (4.57)

onde, tendo en conta (4.40), (4.54), que p, =mA e que (Is1,12,1s3) =ms(As, Bs,Cs),
obteremos

1 sen 2l cos?l L?
T,(a, A :{GZ—L2 ( - ) —T}, 4.58
r(a,A) =5 |(Gr—L7) L B )te (4.58)
que pode ser tamén expresada do xeito
k k k
T, = %Li + 320% + ;(Gf — L?)cos2l,, (4.59)

onde os coeficientes kq, ks, k3 seran

S ASBS
1 AS+BS)

k27§( 5 ) (4.60)
1 AS—BS)

k3_§( A,B,

4.3.1. Potencial de atraccién entre dous sélidos

No punto anterior supuxemos que sobre o sistema acttia un potencial Vi, que
serd o de atraccién entre dous sélidos, polo tanto é a suma estendida a ambos do
que existe entre dous puntos calquera de masas infinitesimais dm; e dmy. Para poder
calculalo faremos uso do mesmo procedemento que en 1.1.4, pero sen ter en conta
os pasos intermedios que ali fixemos para evitar duplicidades. Recordemos que nese
caso se facia o estudo entre un sélido rixido e un punto exterior de masa unidade. No
escenario no que agora estamos a traballar non podemos desprezar a masa do satélite,
pois a sia xeometria inflie no seu movemento intrinseco de rotacién (como xa vimos

no apartado anterior onde os momentos de inercia xogan un papel fundamental nas
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diferentes ecuaciéns), por ese motivo a expresion (1.24) terd que reescribirse tendo isto

en conta®

dm;dmy,
_— (4.61)
[

que estard estendida 4 masa de ambos os dous solidos.

Ademais serd preciso refacer a notacién, pois necesitaremos calcular o potencial
exercido por dous puntos, un en cada un dos corpos sobre un punto P calquera’. Para
iso, chamaremos P; a un certo punto que pertence ao satélite e P, ao que forma parte
da Terra. Os vectores dende o centro de masas de cada corpo ata os puntos P; e Py
seran r; e Tk, respectivamente; e entre eles A, mentres que o vector dende o centro
de masas do corpo ao que pertenza o punto P ata o dito punto serd r’/. Faremos uso
do versor Ag =r/r e denominaremos Ag-r; 4 proxeccién de r; sobre r e Ag-rg &
de 7 sobre r. Identificamos tamén os angulos A;, A e A de forma grafica na figura

4.6 do mesmo xeito que as igualdades

Figura 4.6: Diagrama para o célculo da enerxia potencial entre a Terra e un satélite.

6 O dobre subindice sp indicanos que estamos calculando o potencial do satélite sobre un planeta
calquera, que no noso caso poderemos particularizar 4 Terra.
O seguinte desenvolvemento estd baseado en ( ).
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(Ag-1;)? 467 =72,

(Ag-rk)?+8% =17,
Ag -1’ =—1"cos A, (4.62)
Ag-1; =7;C08\;,
Ag T =T Ccos A,

Recordemos neste punto a definicién dos momentos principais de inercia que leva

as expresions

2/ ridm; = Iq + Lo + L,
e (4.63)
2/ ridmy = Lo + Loy + Ly,
mp
onde lembremos que I, 1. son os momentos de inercia do satélite e a Terra respecto

do eixe que une o centro de masas do satélite co da Terra. De modo que podemos pér

/ 61»2dmi:IS,
ms

6idmk = ]T'

mp

(4.64)

Para desenvolver (4.61), como en (1.28), tamén serd necesario facer uso dos poli-

nomios de Legendre, é dicir,

g oo I\
VSp:_r/mT /7715{14_;(:) Pn(cos)\)}dmidmm (4.65)

de modo que desenvolvendo a expresiéon orde a orde, os primeiros termos da serie

resultan

= Para a orde 0

vy :—g / / dmdmy, = -G (4.66)
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s Para a orde 1

/N 1
Vs(ﬁ)=—§/ / (%) P (cos)\)dmidmkzr%/ / v’ cos Admidmy,

T T

—% (mSAo/ rkdmk 7mTA0/ Tzdmz) =0.
mp ms

= Para a orde 28

(4.67)

2 S
V) 7;/”1

N 2
/ (1) Py (cos \) dmgdmy
mg VT

T
:—%/ / 2 (30052)\—1) dm;idmy,
2r mo Jms
9
*273/ / [3(A0~’I°k)2+3(A0~7°1;)276(A0~7’k)(A0~7’i)]dmidmk
T mp Jms
+ %/ / [7“,% —l—?“iz — QTi’I"k,] dmidmk
2r moy Jms
=— %/ / (2% — 302 4 212 — 362] dmdmy,.
2r° Jon S

(4.68)

Finalmente utilizando (4.63) e (4.64) poderemos pér o termo xeral na forma

My o1
r 927"3

Vsp == my (Isl +1Is2+ L3 _3IS) +m3(IT1 +IT2 +IT3 _3IT) ’

(4.69)

onde, como se dixo antes, I e I, representan os momentos de inercia do satélite e
a Terra respecto do eixe que une os centros de masas de ambos, é dicir, a direcciéon
radial u = r/r do movemento orbital do satélite respecto da Terra. Recordando a
figura 4.4, se este vector se expresa no sistema de eixes principais de inercia do satélite
poderemos pélo como u = asp; + Bs Py + Vs P3 mentres que se se fai no sistema de

eixes principais de inercia da Terra, serd w = o, g, + ;92 + 7,93 As ternas (as,

8 Aqui empregaremos as igualdades de (4.62).
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Bs, %) e (ozT7 BT, ’yT) son as compoiientes do vector w nos sistemas respectivos de
eixes principais ou, o que é igual, as proxecciéns do vector u sobre os eixes dos ditos
sistemas. Estas proxecciéons non son senén os cosenos dos angulos que forma o dito

vector cos eixes, tamén chamados cosenos directores.

Mediante os cosenos directores e as expresions dos momentos de inercia do satélite
e a Terra respecto do eixe que une o centro de masas de ambos os dous corpos podese

obter a seguinte relacion

Iy = Lynas +Iofi + I3y con k=s, T. (4.70)

Dado que o vector u é unitario poderemos pér 6,% =1- oz% — fy,% con k=s,T; de

xeito que finalmente

Iit + Ik + Ieg — 31k = (I — I2) (1 — 3a) + (T2 — I3 ) (1 — 377) (4.71)
=my (A — Bi)(1—30a3) +my(Cy, — Br)(1—377),

onde se empregou a relacién (4.13) para pasar dos momento de inercia aos momentos

de inercia por unidade de masa.

Levando isto a (4.69) resulta,

1
%Vsp =V VetV (4.72)
onde
Vk‘ = _Ha
T
v, = _% [(As — Bs)(1—3a2) + (Cs — By)(1 - 372)] , (4.73)
7
o= _ﬁ(cT —A)(1=342).

sendo p = §(ms+m,). Como xa vimos anteriormente A, = B,,, é por isto que V,,
ten esa expresion. Fisicamente Vs e V. representan a influencia da non esfericidade

do sélido, a primeira a do satélite e a segunda a da Terra.
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Pédese simplificar a expresién de V. se se ten en conta a relacion entre os momentos

de inercia e o harménico Jy (ver en ( )
1 1
JQ:W(IT1+IT2_2IT3):_E(CT_AT)’ (474)

pola simetria de revolucion.

Debido ao anterior

_ ,ngr:QF

Vr 2r3

(1—372), (4.75)

T

que representa o potencial debido ao aplanamento terrestre. Esta expresiéon é unha
simplificacién do V.. que se obtivo en 1.1.4, de feito se se segue calculando o potencial

ata unha orde calquera nos atopariamos exactamente con aquela expresion.

No caso do potencial de rotacién debido ao satélite quedarémonos unicamente coa
orde 2, pois empregar ordes superiores poderia diminuir o rendemento dos célculos,
toda vez que a achega, tanto cuantitativa como cualitativa, de termos de maior orde

seria infima.

4.3.2. Expresion das componentes (as,3s,7s) € (o, B,,7,) da direccion

radial u

Para traballar co potencial mutuo é preciso ter a forma explicita das expresiéns
(o, Bs,7vs) € (g, Br, vy ) expresadas nas variables axeitadas. Faise necesario polo tan-
to explicitar as stias expresiéns en coordenadas cartesianas, en variables de Euler e

Andoyer e en funcién dos elementos orbitais.

Expresion do vector u no sistema de referencia espacial e en coordenadas carte-

sianas

As componentes do vector u no sistema espacial, expresadas en coordenadas car-

tesianas son

197



IAGO IsAs1 FREIRE

) x
u=— 4.76
: (1.76)
z
Desta forma as componentes de u son
U1=E, ugzg, U3=i. (4.77)
r r r

Expresion do vector u expresado no sistema espacial e en elementos orbitais

Para a expresién de u en elementos orbitais e no sistema de referencia espacial
temos que efectuar as tres rotaciéns clésicas para obter efemérides (por analoxia o
angulo do nodo, 2 = h, a inclinacién, i, e a lonxitude do periastro, w+ f = g+ f, seran

os dngulos de Euler do sistema de referencia orbital). A expresion serd

u=R5(MR{ (RS (g+f)| 0 |. (4.78)

De xeito que

up = —sen (g+ f) sen hcosi+ cos(g+ f)cosh,
ug = sen (g+ f)coshcosi+cos(g+ f)sen h, (4.79)

uz = sen (g+ f)seni.

Expresion do vector («.,/3,,7,) en coordenadas cartesianas

No caso de (a,,8;,7,) hai que lembrar que estes se corresponden co vector no
sistema de eixes principais de inercia da Terra, que son os mesmos eixes do sistema
ecuatorial xirados un angulo (w,t), sendo w, a velocidade angular de rotaciéon da
Terra. De feito o vector r (e, 3,,7,) coincide co (z,,yy, zr) usado na expresién (3.30)

e polo tanto
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aT 1
ﬁT = R3 (th) u= - R3 (th)

Y1 z

(4.80)

<

Se se considera o modelo simétrico, A, = B, e se leva & expresion (4.73) unica-

mente necesitaremos ., polo tanto desenvolvendo teremos

z

Expresion do vector (a,.,[,,7,) en elementos orbitais

Substituindo (4.78) en (4.80) obtense

Qr 1
Br | =Ra(w, )RS (MR ()R5(9+f) | 0 (4.82)
Vr 0
Polo tanto
vy =seni sen (g+ f). (4.83)

Neste caso poderiase simplificar a expresion, xa que polas propiedades das matrices
de rotacién R3(w,t)RE (k) = R3(w,t—h), ainda que a expresién de v,. non se verfa

afectada pois non depende das ditas variables.
Expresion do vector (s, s,7s) en coordenadas cartesianas e variables de Euler

Axudandonos da figura 4.2 e seguindo as tres rotaciéns na orde axeitada, temos

s ) T
Bs | = - R3(p)R1(O)R3(¥) | v ; (4.84)
Vs z
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de xeito que’

g =— g(sen ¢ sen 1 cosf — cospcos)) + g(sen ¢coshcosth+ sen cosd) + ; sen ¢ sen 6,
r r

Vs = % sen @sen P — Y sen fcosy + Z cosé.
r r r
(4.85)

Expresion do vector (as,[s,7s) en coordenadas cartesianas e variables de Andoyer

Calculando agora (a, Bs,7s) no sistema de eixes principais do satélite apoidandonos

neste caso da figura 4.3 obtense

s T
1
Bs | = |Ballr)Ra(0)Rs(gr) Ra(€) Rs(hr) |y , (4.86)
Vs z
E deste xeito
g =— z { [ (cosl, sen g, + sen l, coso cos g, )cose — sen [, sen o sen e] sen h,.
r

+ (sen I, coso sen g, — cosl, cos g, ) cos hT}
Yy { [ (cosl, sen g, + sen l, coso cos g, )cose — sen l, sen o sen e] cos h,.

— (senl, coso sen g, — cosl, cosg,) sen hr} (4.87)

(cosl, sen g, + sen l, cosocosg,) sen €+ sen I, sen o cos e] ,

+

Sluze3I8s |0

Vs = (coso sen € + sen o cos g, cose) sen h,. + sen o sen g, cos hr}

(coso sen € + sen o cos g, cose€) cos h, — sen o sen g, sen hr]

+

—~ —

Sen 0 COS g, Sen € — COS T COS 6) .

9 Nas expresions que seguen non reflectiremos s, pois como se pode apreciar en (4.73) unicamente
faremos uso de as e vs.
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Expresion do vector (g, 3s,7s) en coordenadas cartesianas e elementos orbitais

Nesta ocasién substituindo por (4.78) en (4.86) podemos deducir os valores de

(as, Bs,7s) en termos de elementos orbitais

A
Bs | =Rs(lr)Ri(c)Rs(g,)Ru(€)Ra(h,)RY (W)RT ()RS (g+ f) | 0 |. (4.88)
Vs
Ao igual que en (4.83) tamén poderemos empregar a propiedade das matrices ele-
mentais de rotacién que nos permite reescribir a expresién anterior mediante Rs(h,-) RL (h) =

R3(h, —h), ainda que a diferenza de ali neste caso si que se simplifican as expresions.

g = {[)\1 cos(h, —h) — Az sen (h, — h)| cosi+ A3 sen z} sen (g+ f)

— [A1sen (hy — h) + Az cos(h,. — h)] cos(g + f),

(4.89)
Ys =— 1 [Aacos(hy —h) — As sen (h, — h)] cosi+ A sen z} sen (g+ f)
+ [Aasen (hy — h)+ A5 cos(h, — h)] cos(g + f),
onde
A1 = (cosl, sen g + sen I, coso cos g, ) cose — sen - sen o sen e,
A2 = sen [, coso sen g, — cosl, cos g,
A3 = (cosl, sen g, + sen [, coso cos g, ) sen €+ sen [, sen o cose, (4.90)

A4 = COSO sen €+ sen o cos gy COSE,
A5 = sen o sen gy,

)‘6 = Sen 0 COS g, Sén € — COS O COSE.

4.3.3. Hamiltoniano do problema

Reunindo todas as expresiéns de (4.73) poderemos pér o hamiltoniano como

H = Hp+H, +Hy, (4.91)
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onde H, representa o hamiltoniano kepleriano, suma da enerxia cinética de translacién

#2/2 mais o termo de orde 0 do potencial mutuo Vy = —u/r; ¥, é o hamiltoniano

correspondente & rotacién (que poderd expresarse en variables de Euler ou de Andoyer)

e Hp o da perturbacién.

Hamiltoniano do problema en variables candnicas de Euler

Neste caso teremos

onde!

g_(‘.(x7y7 Z’w797 ¢’X’ Y7 Z? \P’ (—)? @) :j_fk(x7y7z7X’ Y7 Z)+

Her(,0,0,0,0,0)+
J'fp($,y,2,w,9,¢),

22 M
%T";»
L {@cos¢+sen¢(\llfbcos0)r+
2A, sen 0
1 cos ¢ 2 2
I U_P =
+2Bs{ Osen ¢+ sen9( cos ) +ZCS’
Vs+V, =

L (A= B)(1-302) +(Cs — B)(1-532)]

AV

onde (as,7vs) se obterdn a partir de (4.84).

(4.92)

(4.93)

Como casos particulares pédense considerar os seguintes: que a Terra é un punto,

e polo tanto V,, = 0; ou que a Terra é un elipsoide de revolucién, co cal teremos para

a parte orbital a formulacién do Problema Principal, sendo V. igual & expresién que

vimos en (4.75).

10 A partir de aqui o termo V., de H, representara a perturbacién gravitacional debida & Terra e
poderase pér como a expresién (1.48). Por outra banda, os puntos suspensivos ao final da expresién
de Hp indican que se poderd engadir calquera das forzas que afectan sobre o satélite artificial de
entre as descritas en capitulos anteriores.
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Para expresar o hamiltoniano kepleriano H;, podemos empregar tanto as coorde-
nadas cartesianas, % (X2 +Y2 4+ Z2) — (ac2 +y?+ 22) "2, como as variables de De-
launay, —%, ou as coordenadas polares-nodais, % (R2 + %) — %, tal e como vimos
en (1.16), (1.21) e (1.22) respectivamente.

Hamiltoniano do problema en variables canénicas de Andoyer: dous modelos de
rotacién do satélite

Observando o valor do coeficiente k3 dado na expresién (4.60) este faise pequeno
cando o satélite é cuasisimétrico, As ~ B, e cero cando é simétrico, A; = B, o que
permite separar o terceiro sumando da enerxia cinética de rotacion, 7)., dada en (4.59),

e tomalo como unha pequena perturbacién. Distinguiremos, por iso, eses dous casos

» Caso cuasisimétrico

Oonde o hamiltoniano sera funciéon das seguintes variables

ﬂf(x,y,z,lr,gmh,«,X,KZ, LraGraHr) Zﬂk(%yvzaX»Y’Z)‘F
g{’l"(ﬂ == LT7GT77)+ (494)
:}Cp(x7y7zvl’l‘7g7’7h’r‘aL’r’vG’V’aH’V’)a

de tal xeito que

He = 2B
r
k1 ko

Hy = VitVitV, =

. (4.95)
= ?3 (G2% — L?)cos2l,

L (A= Bo)(1-302) + (C — B)(1-392)]

+V, ...
» Caso triaxial

Onde o hamiltoniano troca con respecto ao anterior caso no segundo dos seus

sumandos, H,, de xeito que
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}C(mayaZvlr7g7‘7h’f‘aX7KZaL’r’aGTaH’r’) :j{k(x7y7zaX7KZ)+
Ho(lpy—y o Ly Gry )+ (4.96)
g{p(xvyvzvlrngvhT‘aLT’aGT’7HT’>7

onde

3, = 2B
'
k k k
H, = §L$+§G§+§(G$—Lz)coszzr,
Hy, = Ve+V, = (4.97)
— 1A, —B)(1=302)+(C.— B.)(1—3+2
= 93 [( s s)( O‘s)"’( s s)( 75)}
+V, 4+

Os puntos suspensivos ao final de cada termo J, indican que é posible engadir
mais elementos a V,, pois lembremos que tomamos unha simplificacién do mesmo (ver

en (4.75)).

4.4. Extension das ecuacions de Lagrange ao movemento rototrans-

latorio do satélite

Do mesmo xeito que establecemos no Capitulo 1 as ecuaciéns de Lagrange para
un problema de dous corpos perturbado, estas pédense xeneralizar para o movemento
rototranslatorio. Para iso, pasaremos dun sistema de seis ecuaciéns diferenciais de orde

1 a outro sistema de doce ecuaciéns diferenciais de orde 1.

No primeiro caso, no que unicamente se tina en conta o movemento orbital, obtinase
o sistema de seis ecuacions a partir das ecuacions de Hamilton do problema en variables
de Delaunay (1.105) e as relaciéns diferenciais existentes entre estas e os elementos
orbitais (ver en 1.1.5), de xeito que obtifiamos a expresién da variacién con respecto

ao tempo dos elementos orbitais (1.108).

No caso rototranslacional poderemos separalo en duas partes: unha parte orbital
que se describird tamén por medio dos elementos orbitais; e a parte rotacional, que

se fard mediante uns novos elementos, que se definirdn axeitadamente e chamaremos

204



CAPITULO 4. O MOVEMENTO ROTOTRANSLATORIO

rotacionais, e que xogaran un papel semellante aos elementos orbitais. A parte co-
rrespondente & variacién dos elementos rotacionais obterase a partir das ecuacions de
Hamilton escritas nas variables de Andoyer e a sia relacién diferencial cos elementos

rotacionais.

En ambos os dous casos a perturbacién estard formulada polo hamiltoniano per-
turbado, Hp, que depende tanto de variables orbitais como rotacionais, polo que as
doce ecuaciéns obtidas non seran independentes e polo tanto haberd que integralas de

xeito conxunto.

Comezaremos definindo os elementos rotacionais aos que denotaremos do xeito

(er, Qr, iy, Qp, Wy, M), de forma que

M, serd igual a [,.

= ()., w, corresponden, respectivamente, as variables h,., g;.

Como podemos comprobar na figura 4.3, € é a inclinacién do plano de Andoyer,

polo tanto i, = e.

A excentricidade e aparece na expresiéon V1 —e? a partir do cociente de dous

momentos. No movemento eliptico, que é o tratado polas ecuaciéons planetarias
de Lagrange, tanto e como v/ 1 — €2 son cantidades comprendidas entre 0 e 1, polo
que poden ser representadas polo seno e o coseno dun angulo. No caso rotacio-
nal usaremos o angulo ¢ para introducir unha variable similar & excentricidade

(ainda que sen o seu significado xeométrico) que chamaremos e, = coso.

= Finalmente hai que introducir a variable a,, que deberd ter dimensiéons de lon-
xitude. Como L, representa o momento angular por unidade de masa, ten como
ecuacién dimensional [L2T~1]. Para pasalo a dimensiéns [L?] basta multipli-
car por unha cantidade con dimensiéns de tempo, por exemplo unha frecuencia
constante ng que poderd ser a inversa dunha velocidade angular constante (wp).

Deste xeito v/ng L, ten dimensiéns de lonxitude polo que igualaremos a a,..

E dicir, que os elementos rotacionais que vimos de definir seran

205



IAGO IsAs1 FREIRE

€, = COSO, Q. = hy,
Ar = no L’r‘7 Wr = gr, (498)
ir =€, M, =1,.

Nas seguintes lifias expresaremos as ecuacions de Lagrange do movemento roto-
translatorio do satélite artificial calculando por separado as variaciéns dos elementos
orbitais e as variacions dos elementos rotacionais. Para iso basta observar as expresions
(4.95) e (4.97) xunto coas de (as, Bs, vs) vistas en 4.3.2 para comprobar que Hp de-
pende explicitamente de (r, f, g, h, i, I, hy, Ly, €, o), onde as variables (r, f, g, h, i)
se corresponden coa parte orbital e as seguintes (I, hy, Ly, €, 0) coa parte rotacional.
A stia vez as expresions de A, (4.56), permitirannos reescribir estas ultimas en termos
das variables de Andoyer (I, gr, hy, Ly, Gy, H;).

4.4.1. Variacion dos elementos orbitais

Para a parte orbital obteremos as ecuacions de Lagrange empregando as ecuacions
de Hamilton (1.105) e asi deducir as expresiéns necesarias do sistema de ecuaciéns
(1.104). Para iso calcularemos as derivadas de Hp con respecto as variables (r, f, g,
h, 7). Para calcular as derivadas destas variables con respecto ds de Delaunay (I, g, h,

L, G, H) cémpre empregar a regra da cadea (agds para g e h, obviamente)

OHp 5 0¥ p O (499)

a6 Pl 95 96
onde § é calquera das variables de Delaunay. Asi as cousas, debemos ter en conta as

seguintes expresiéns

OHp _ OHpOr ﬁﬂ-fpﬁ_i_@ﬂ{p@ 89{p:89{p@ OHp of  OHp Oi
oL dr ol of ol 9i ol ' OL or 0L  Of OL 0i OL’

0Hp 0Hp _ OHp Or OHp df OHp 0Oi
“dg "G — Or 0G T of oG 0i G’
OHp 0Hp _ OHp Or OHp Of OHp 0Oi
“Oh "OH ~ Or O0H ' of OH ' 0i OH’
(4.100)
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Mediante as tres primeiras igualdades de (1.104), resultan

de G*dL G 4G

dt  el3 dt  eL2 dt’

da _2LdL (4.101)
dt  p dt

di  cosi dG 1 dH

dt  Gseni dt Gseni dt

Derivando agora con respecto ao tempo a ecuacién de Kepler (1.6) e empregando

a ecuacién (1.10) teremos

dE a de adl
— nk —+—— 4.102
a r° dt rdt’ (4.102)
e facendo o propio con (1.10), substltulndo <~ e tendo en conta a expresién de cos f
de (1.9) chégase a
dr _ rda aesenfdl
ar it 4.103
at —adr f A A (4.103)

Operando do mesmo xeito, diferenciando cosf en (1.9) e substituindo dE por
(4.102), deducimos a derivada de %

af (2+ecosf)senf%+a2 Vi—e2dl
dt 1—e2 dt r2dt’

(4.104)

Finalmente substituindo as expresiéns de % e da de (4.101) en (4.103) e (4.104)

obtemos g—: e % en funcién das derivadas con respecto ao tempo das variables de

Delaunay
dr aesenfdl+(r2L st—Q)% cosfﬁE
At J1_e2 dt el? dt’ (4.105)
df a? \/1—e2§ (2+ecosf)senfG72%_(2+ecosf)senf G dG .
dt 72 dt 1—e2 el dt 1—e? el? dt’

Notemos que ao verificarse,
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dr _ordl  OordL OrdG

at " oldt oL dt ' aG dt’ (4.106)

df ofdl _9fdL  9fdG

dt ~ oldt oL dt ' 9G dt’

identificando (4.105) e (4.106), dedtcense as igualdades

Or _aesen f of a?>V1—e2

o y1—e?’ ol r2 ’ Qi cosi
or r2L G? 0f (2+ecosf)sen f G? G~ Gseni’
— =—-———acosf—s, = = —=, ;
OL a p el oL 1—e2 el3 o1
or G Af _ (2+ecosf)senf G OH Gseni’
aG = "oy G~ [T

as cales substituidas en (4.100) permitennos escribir este sistema no xeito,

OHp aesen fOHp N a®>V1—e2 0Hp

ol J1—e2 Or 72 of ’

OHp

g ’

0Hp

oh (4.108)

OHp (r 2L cos f G? ) OHp (2+ecosf)sen f G% 0Hp

P (L2, = =

OL a el3/) Or 1—e2 el3 Of 7

OHp G O0Hp (24ecosf)senf G OHp cosi OHp

—— =acos f—5 — — P v

oG el? Or 1—e2 el? 0f  Gseni 0i

OHp 1 O0Hp

OH = Gseni 0i

Nestas condiciéns, as ecuaciéns hamiltonianas (1.106), adoptan a forma
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ﬂ_;ﬁ (C%—acosfci) OHp (2+ecosf)senfGiaﬂ-Cp

dt L3 a p el3/) or 1—e? el Of

dg G 0Hp (2+4ecosf)senf G OHp cosi OHp

— =qacos f—5 - —5 + -

dt el? Or 1—e2 el? 0f  Gseni 0i

dh 1 9%p

dt  Gseni 0i ’ (4.109)

%__aesenf@ﬂ-fp_aQ V1—e2 0Hp
dt V1i—e2 Or r2 Gf ’

4G 9¥p
& oy
dH  9%p
dt 9k

Finalmente, s6 teremos que aplicar estas relaciéns en (1.104), para obter as ecua-

ciéns de Lagrange, as cales hannos proporcionar as variaciéons dos elementos orbitais

9 0Hp 0Hp OHp OHp , Hp
en funcién de =525, =555, T3, T55F e =5,

da 2 ( - ,0Hp a(l—ez)Bﬂ{p>

&t~ Jaaeem\ M e T e )

de 1—e? aesenf@f]{p+a2\/1—6269{p_ 1 0Hp
Vi—e2 Or r2 Of J1—e2 0g )’

dt e na

di 1 O0Hp O0Hp

ar pa(l—e?)sen i <_COSZTQ+W>7

o 1 oK p

dat pa(l—e2)seni 0i

dw V1—e? OHp (2+ecosf)sen f OHp e OH p
dat  evn (acosf aor 1—e? of +(1—e2)tani 0i >’
dM  p?  (r2L G?\ 0Hp (2+ecosf)sen f G? OHp
=it (o e )%, =2 el® of

(4.110)

4.4.2. \Variacion dos elementos rotacionais

Operando de xeito semellante a como acabamos de proceder, pero agora usando
as ecuaciéons de Hamilton correspondentes as variables de Andoyer, podemos ver que

a partir de (4.98) obtemos
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Q. = dh,, dw, = dg, dM, = dl,., (4.111)

e diferenciando teremos tamén

1 e
de, = G—TdLr — G—:dGr,
da, = 22 4L,
Gy
4.112)
. cose€ 1 (
de=dir = G, sen edHr G, sen edGT’
1 er
do = ————=dL, — ———=dG,..
7 Gv/I—e, = G1—e,
Derivando con respecto ao tempo temos
de, _ 1 dLy e dGr aQ, dh,
dt G, dt G, dt’ at  at’
da, no dL, dw, dgr
= =" 4.113
dt ~ 2a, dt’ TR (4.113)
% _ cose dH, _ 1 dG, dM, _%
dt  Grsene dt Gpsene dt ’ dt dt”

Para expresar as derivadas de H p respecto das variables das que depende explici-

tamente empregaremos

OHp OHp, OHp 0o

oL, o1, )" s oL
0Hp O0Hp Oo +39‘Cp Oe
oG, 9o 0G,  0de 0G,’
OHp OHp Oe

0H,  9de 0OH,’

(4.114)

onde o primeiro sumando de (0H,/0L,) representa a derivada explicita de Hp res-

pecto de L, xa que Hp depende de L, (explicita e implicitamente a través de o).

Neste punto teremos que diferenciar entre os dous casos que vimos anteriormente,
o caso dun satélite cuasisimétrico e o caso do satélite triaxial, de xeito que teremos

duas series de ecuaciéns de Lagrange, unha por cada caso.
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Satélite cuasisimétrico

Neste caso tendo en conta (4.93), as ecuaciéns de Hamilton da parte rotacional

seran

d, O p dL,  9%p
PRy a ol
dgr 63‘(13 dGT 39‘(}3

ey G 2P =P 4115
a Gt aa at g (4.115)
dh,  0%p dH,  9%Hp
dt — 8H,’ dt ~— Oh,

Despois de substituir os valores das expresiéns en (4.114) en (4.115) e levalas a

(4.113) obtense a variacién dos elementos rotacionais

% _ 1 0Hp e, OHp

i~ G o, G g
daT no 89—[13

at — 2a, 0l
% _ cose 0Hp . 1 0Hp
dt ~ Gpsene dh, Gpsene Og, (4.116)
dQ, 1 0Hp '
dt  Gpsene Oe¢ ’
dwr cosoc OHp cose OHp
dt ke Gr+ Grseno 00  Gpsene Oe ’
dM,
—— = ki1 L, — ! 89{P+89{P.
dt Grseno Oo OL,

Satélite triaxial

Neste caso tendo en conta (4.97) as ecuaciéns de Hamilton da parte rotacional

seran
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dl,
dt
dgr
dt
dh,

dt

ks (G% — L?)sen 2, —

0% p dL,
—kl Lr_k:_), LTCOSQIT‘FTIJT, dt = K3
0%p dG,  0Hp
—k'2 Gr+k3 LTCOSQZT—FTC;T, dr = agr 5
0Hp dH,  9%p
oH, a . on,

O0Hp
ol ’

(4.117)

Despois de substituir os valores das expresions en (4.114) en (4.117) e levalas a

(4.113) obtense a variacién dos elementos rotacionais

4.4.3.

Ecuacions de Lagrange do movemento rototranslatorio

de,
dt
da,
dt
di,
dt
dQ,
dt
dw,-
dt
di,

dt

——(Gz-L 2+ — ——
G’r( T T)Sen T+G7’ 8lr
nokg 2 2 no 39‘(}3

_ _I2)sen 2 0
2a, (G = Ly)sen ZT+2CLT ol ’

_ cose OHp 1 OHp

~ Gpsene Oh, Gpsene Jg,
OHp
0H,’
OH
ko Gr+ ks choszlr+a—cf,
OHp

ki L, — k3 L, cos2l, +

oL,

ei&%p
Gy 0gr ’

(4.118)

Finalmente, reunindo as expresiéns (4.110) con (4.116) e (4.118) obtense por pri-

meira vez a extension das ecuacions de Lagrange para os casos vistos con anterioridade
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Satélite cuasisimétrico

de _1—62 aesenf@ﬂ'(p+a2\/1—628ﬂ-fp_ 1 O0Hp
dt ey/ua \ \/1—e2 Or 72 of Vi—e2 8g )’

da 2 OHp a(l—e?)0Hp

at ﬂ(1_€2)<esenf or + 72 of )’

@: ! (—cosiaj{i—Faj{iP)

dt pa(l—e?)seni dg oh /)’

aQ 1 OHp

E__\/mseni di

dw V1—¢e2 OHp (2+ecosf)sen f OHp e OHp
A&t eyna (acosf or 1—e2 of  (1—e2)tani i )’
dM 2 r2L G?\ 0Hp (2+ecosf)sen f G 0Hp
=it (o e ) %, = el? of
der 1 8pr €r af}fp

& a o, G o9
dar no 89{13

dt —  2a, ol
% _ cose OHp n 1 0Hp
dt ~ Gpsene dh, Gpsene Og,
e, 1 9%p
dt  Gpsene e ’
dw,- cosoc OHp cose OHp
= k
dt 2GT—FGrseno' 0o  Grsene Oe ’
dM, 1 0Hp 0Hp
= L, — .
dt Fi Ly Grseno Oo + oL,

(4.119)
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Satélite triaxial

de _].—62 aesenf&ﬂfp+a2\/l—e283{p_ 1 0Hp
dt ey/ua \ \/1—e2 Or 72 of Vi—e2 0g )’

da 2 ( 0Hp a(lfez)af}{p)
i\ e e )

g _ 1 (—COSiafHP +af}fp>

de pa(l—e?)seni dg oh )’

a 1 OHp

dt pa(l—e2)seni 01

di(,u_\/l—e2 (acos 39—Cp_(2+ecosf) senfaf]{p+ e 83{1:)
dt  eypa or 1—e2 of  (1—e2)tani 9i /’
dﬂ_;ﬁ (Z%—acosfﬁ) OHp (2+ecosf)senfG728pr
dt I3 a p el?/) Or 1—e2 el Of
der k?g 2 2 1 8j'fp €r 63‘(13

= (G2 L2)sen 2l + — o

a G, G Lsen 2t o G g

dar o nok‘g 2 2 no aj'fp

dt = 2a, (G = Ly) sen 2lr+2ar ol, ’

dﬁ, cose 89{p+ 1 OHp

dt  G,sene Oh, Grsene dg,

a,  9%p

dt  0H,’

dwr af}fp

— ko Gyt ks Ly cos2l, + 2

q = M2 GrthsLcosal e
dM, OHp

dt == kfl L’F - k3 L’I” COS2lr + TLT

(4.120)

4.4.4. Derivadas do potencial perturbador para un satélite cuasisimétrico

baixo o modelo do Problema Principal

Para rematar calcularemos as derivadas parciais de Hp con respecto a (r, f, g, h,
iy by, gr, hr, €, o). Lembremos que i =i(H,G), ¢ = ¢(Gy,Hy) e 0 =o(L,,G,). Para
iso descomporemos en bloques as expresiéns de Hp co fin de poder expresar as sias

ecuaciéns de xeito maéis claro. Discriminaremos segundo o caso en funcién de que
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pertenza a el ou non, pois gran parte dos bloques seran comuns para ambos.

Para iso reescribiremos o termo Hp de (4.95) empregando a expresién (4.75) de

xeito que
k
3y = 2 (GE = L) cos2y — 55 [(As = Bo)(1—=302) +(Co— BL)(1=392) + Jar (1=342)]..
(4.121)
Consideremos os seguintes bloques
_ k30 g2
r,= —(GT — L7)cos2l,,
I's = 2'LL3 [Fg +1I'y +F5]
T = (A, — By)(1-3a2), (4.122)
I's —JQ’/' (1 3’yT)
que seran funciéon das variables,
Fl(l’r‘aL’mG ) )
=TIy (r, as;’Ys/YT) ) =as(f, 9.0, 0,0, gr, by y€,0),
F3(a ) ) ’VS:’ys(fagvhviugthT’veva)a (4]‘23)
F4(’YS> 5 'YT:’YT(fagai)'
F5(7T) s

As derivadas parciais de Iy con respecto as variables das que depende seran

Ty

_ 2
al. k3(G? — L?)sen 21,
oIy 9
— = 4.124
oL, Ly k3(G?% — L?)cos2l,, ( )
ory o
9a, ~ Gy k3(G? — L?)cos2l,.

I's é o tinico bloque que depende de 7, polo tanto
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81—‘2 - 3/1,
or  2rt
Para derivar a expresion do interior do corchete de I's en (4.122) podemos calcular

[(As = Bs)(1-3a2)+ (Cs — Bs)(1—372) + Jar2 (1-3+2)] . (4.125)

por separado as derivadas de cada un dos bloques I's, I'y e I's. Como I's depende de

(f, 9, h, 0, Uy gr, hey €, 0) e Ty de (f, g, h, i, gr, hr, € o) podemos expresalo como

r
% = _G(BS _AS)O[S% sendo § = fa 9, ha ia l’ra gr, h?”a € 0,
o 5 (4.126)
8754:_6(05_38)75% Send06:f7 9, h7 ia r, hT7€7 g.

Para calcular 2% e 225 pecesitaremos derivar primeiramente as funciéns auxiliares
06 L)

vistas en (4.90) segundo as stias variables (A1 = A1 (I, gr,€,0); Ao = Aa(ly, gr,€); Az =

)\3(Z7‘79T‘7€7U); )\4 = )\4(91”7670-); >‘5 = )\5(97‘70'); )‘6 = AS(gr’E’U))y de tal xeito que

oM
a0 = (—sen [, sen g, + cosl, cos o cos g, ) cose — cosl, sen o sen e,
s
oM
= (cosl, cosg, — sen [, coso sen g, ) COSE,
Agr
oM
B = —(cosl, sen g, + sen [, coso cos g, ) sen € — sen l,. sen o cose,
€
oM
By = —sen I (cosecosg, sen o + sen ecoso),
o
0o
= cosl, coso sen g, + sen . cosg,,
ol
OAXo
= sen [, coso cos g, + cosl,- sen gy,
dgr
OA\o
—— = —sen !, sen o sen g,
oo
O3
o (—sen l, sen g, + cosl, coso cos g, ) sen €+ cosl, sen o cose,
r
OA3
= (cosl,cos g, — sen l,.coso sen g, ) sen e,
dgr
OA3
5 = (cosl, sen g, + sen I, coso cos gy ) cose — sen I, sen o sen e,
€
OA3
e = sen [,- sen o cos g, sen € + sen l,. COS 0 COSE€,
o
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= —sen o sen g, COSE,

= COS O COS€ — Semn 0 Cos gy Sen €,

= — sen o sen €+ CoS 0 COS g, COSE,

= sen o cos g,

= cososen g,

= —sen o sen g, sen e,

= Sen o cos gy COS €+ COSO sen ¢,

= COSO COS g, S€N € + Sen 0 COSE.

E asi desenvolvemos

Oag

0vs

_ Oas
of

_ 9
of

dg

dag
Oh

07s
oh

dag
0
Oys _
di
Oavg
alr

:{ [A1cos(hy —h) — Aasen (hy. — h)] cosi+ A3 sen z} cos(g+ f)

+ [)\1 sen (hy —h) + Agcos(h, — h)] sen (g+f),

99 =~ {[/\4 cos(hy —h) — A5 sen (hy,. — h)] cosi+ Ag sen z} cos(g+ f)

— [)\4 sen (hy —h) + A5 cos(h, — h)] sen (g+f),

=[—A1sen (h, —h) + A2 cos(h, — h)] cosisen (g+ f)

— [Arcos(hy —h)+ Az sen (b, — h)] cos(g + f),

=[Assen (h, —h) — Ascos(h, —h)] cosisen (g+ f)

— [Ascos(hy —h)+ A5 sen (hy. — h)] cos(g+ f),

{ A1cos(hy —h) — Az sen (hy —h)] senif)\gcosi} sen (g+ f),

{ Agcos(hy —h) — A5 sen (hy — h)] seni—)\ﬁcosi} sen (g+ f),

o

—h)— 88?2 (hy — h)} cosi + 2?3

sen z} sen (g+ f)
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s
ol,
dag

9gr

07s
99y

das
Oh,

s
Oh,

dag
Oe

07s

Oe

Oag
Jdo

Vs
do

-1
-1

A1 cos(hy. —h)

(9)\1 a)\Q
ol sen (h, —h)+ al. cos

A1 0o

cos(hy —h)—
90 ( ) ™
O\ 0o

a0, sen (hy, —h)+—=——= 90, cos

B Oy s

= { L?gr cos(h, —h) 0,
O\y oXs
99, sen (h, —h)+ 94, cos

sen (h, — h)} cosi—+ g)\g

sen (hy, — h)} cosi—+ oA

(e — )| cos(g + 1),

9r

(e~ 1) costy +.1),

6 .
Sen v

gy

(e — )| cos(g + 1),

Arsen (hy —h) + Agcos(h, — h)| cosisen (g+ f)

— A sen (hy. — h)] cos(g+ f),

= [Agsen (hy —h)+ Ascos(hy —h)| cosisen (g+ f)

+ [Aacos(hy —h) — A5 sen (hy — h)] cos(g+ f),

—— COS

B {axl

o\
— ——sen

Oe

Oe

(hr =)

—— cos(h, —

_ {—8)\1 sen (A
o
B Oy
(e
Oy
+ {% sen (A,

Oe

(hr —h)cos(g+ f),

oA
cosi+ =2 sen z} sen (g+ f)

h)cosi+ 92 sen z} sen (g+ f)

—h)

—h)—

_h)

Oe

r—h)cos(g+f),

A2

sen z} sen (g+ f)

}Sen (9+f)

_ 9% sen (A, —h)} cosi+ 923 sen z} sen (g+ f)

Oo

2
a

O)s
Oo

A
—|—QCOS

oo

Oo

—h)+ %A cos(hy — h)} cos(g+f),

[))
——sen (h, — h)} cosi+ —2 sen i

Oo

(e — )| cos(g + 1),

que substituiremos en (4.126) segundo corresponda.
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Finalmente I's é funcién de f, g, i, por iso

T 0
% = —6J2r:2F'yT% sendo 6 = f, g, 1, (4.127)
onde

8fyT B ) ol's . 2 .
of =cosicos(f+g) — oF =—6Jor v, cosicos(f +g),
8’}/ . 8F5 .
—8; =cosicos(f+g) — g :76J27’3:yT cosicos(f+g), (4.128)
0 r
%:cosisen (f+g9) — % = 6J2r§7Tcosisen (f+9).

4.5. Extension a PSATROT ao movemento rototranslatorio do satéli-
te

Unha vez temos modelado o movemento rototranslatorio mediante o seu hamilto-
niano, como vimos en 4.3.3, o seguinte paso é a integracion deste tipo de movemento
nun propagador. Como nesta ocasién se emprega un método diferente non é posi-
ble utilizar PSAT, e por iso se creou o propagador PSATROT. Asi poderemos obter
resultados e poderemos analizalos e valoralos, non s6 analiticamente senén tamén nu-

mericamente.

A diferenza fundamental entre PSAT e PSATROT consiste no xeito de introducir
as ecuacions diferenciais do problema. En PSAT usabase unha formulacién newtonia-
na, a través do potencial, mentres que PSATROT utiliza unha formulacién hamilto-
niana. Polo tanto pasaremos de utilizar as expresiéns de (2.58) a usar as de (2.61),
ou o que é o mesmo, a funciéon f pasard de ser a da esquerda de (2.62) a ser a da
dereita desa expresion. A implicacién disto é directa, pois exixird o célculo explicito
de todas as derivadas do hamiltoniano (doce) o que redundara nun aumento significa-
tivo dos requirimentos computacionais, en particular da memoria, pois sera necesaria
para almacenar os ditos resultados. Por este motivo, ainda que se poderia calcular un
movemento translacional mediante PSATROT, non seria recomendable en termos de

tempo e memoria.

Como é obvio serd necesario realizar unha serie de trocos para poder adaptar
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esta nova forma de facer os calculos ao propagador PSATROT, polo que habera que
modificar principalmente a estrutura de datos en PSAT (ver en 3.3.2). Aqui, a primeira
transformacion significativa serd a duplicacién do ntimero de variables, pois pasamos
de traballar con seis variables a facelo con doce. O vector y serd, polo tanto,

Yy = (T1,%2,73,74,%5,T6,T7, 78,79, 710, T11,712) = P(2,Y,2,%,9,2,,0,0,¥,0,®),
na expresion

f(ty(t);p) = (VRH, =V, H). (4.129)

O array de almacenamento, T, terd entén a dimensién (N+1) x (N +1) x 13, é dicir
unha matriz M (como en (3.4)) onde cada nodo representard un vector de dimensién
13,

ik = (Liko, lik1, lik2, lik3, likas Likss Likes Lk, Liks, Liko, lik10, lik11, lik12)
7<z- Olixg, Olix Olix Olix Olix Olix Olix Olix Olix  Olyy Ok 3lik>
N i 83’:1, 8.%‘27 (9.1‘3’ 83’:4, 8.%‘57 (9.1‘6’ 81‘7’ 8.%‘87 (9.1‘9’ 6x10’ 8.%‘117 8%‘12 ’
(4.130)

e sera, a igual nimero de orde e grao, 3.25 veces maior que no caso orbital. Aqui é onde
0 novo programa que calcula o movemento rototranslatorio demandara maéis recursos

que o caso orbital.

Do mesmo xeito que definimos os primeiros nodos da funciéon enlazada en 3.4.1,
neste caso unicamente temos que modificar os valores de l7 a l12, sendo os 13 primeiros

nodos os que seguen

ll = I, l4 = X; l7 = % llO = \I};
l(] = t, l2 = vy, l5 = Y, lg = 0, lll = @, (4131)
Is = =z, le = Z, lg = ¢, lig = ©.

Por ese mesmo motivo, a inicializacion da estrutura de datos tamén se vera exposta
aos trocos, pois o bloque de iniciacién (algoritmo 3 bloque 1) farase tendo en conta as
seguintes consideracions a maiores das vistas en 3.3.2

= Como no caso anterior [y representa o tempo, a sta serie de Taylor serd tg +t,
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polo tanto: lggg = to, lop1o0 = 1 sendo cero o resto. Con isto podemos facer:
loo = (t0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),

lo1 = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

As variables (z,y,z) vefien representadas polos nodos [y, l2, I3 e asignardnselle

os valores

110 = ('T071703Oa0a0a0707070707070)7
120 = (%0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
130 = (20707071707070707()’0’07070)‘

As variables (XY, Z) = (&,9, 2) estdn representadas por ly, I5, lg e inicialmente
asignaranselles os valores
l40 = (i07070303 130707070707070?0)7

50 = (¢0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0),
60 = (£0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0).

As variables (v,0,¢) vefien representadas polos nodos l7, lg, lg e inicialmente

asignarémoslles os valores
l70 = (10,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),

l80 = (907070707 07 070707170707070)7
loo = (¢0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0).

As variables (U, 0, @) vefien representadas polos nodos {19, l11, l12 € inicialmente

asignarémoslles os valores!!

1100 = (\11070705()’07070’07070717070)7

1110 = (60707())0’0’0’0’07070707170)7
llQO = ((I)0303030707070707070503Oa1)'
O resto de variables do problema, &, representadas polos elementos [;;, seran

iniciadas como o vector nulo

lik = (5) Oa 0707030707070707()’ Oa 0)

11 Xa vimos que os valores iniciais ¥g, ©p, o se obtefien de xeito implicito da expresion (4.24)
a partir das condiciéns iniciais de (¢,0,9) e (We,wy,wz).
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4.5.1. Implementacién dos termos rotacionais do hamiltoniano

Os termos do hamiltoniano correspondentes & parte orbital son idénticos aos im-
plementados en PSAT, polo que non serdn descritos aqui. A estes termos engadenselles
os termos correspondentes ao hamiltoniano de rotacién H, e o potencial de rotaciéon
V.

A continuacion veremos como se implementa cada un dos elementos involucrados

nos termos rotacionais do hamiltoniano.
Expresion de (as,7vs) en PSATROT

Introducir nun primeiro intre a subrutina que obtén (cs, vs) serd moi 1util para
os célculos posteriores, porque ao depender das variables de Euler (como se pode
comprobar en (4.85)) teremos que calcular os seus senos e cosenos, que serdn necesarios

en 3. Lembremos en (2.25) que cun s6 nodo poderemos obter ambos os valores.

Para esta subrutina necesitanse 26 nodos que desenvolvan os valores das ecuaciéns
de (4.85), deles os tres primeiros nodos correspéndense co calculo dos senos e cose-
nos de cada un dos angulos de Euler. Posteriormente pénense en comtn obtendo as
expresiéns de as e vs (dous nodos méis) e finalmente elévanse ao cadrado cada un
deles (dous nodos), empregando un total de 30 nodos para obter os valores que temos
que introducir en Vs. Deles, 23 son do tipo multiplicacién, 3 do tipo seno/coseno e 4

sumatorios.

Como comentamos nas lifias anteriores, algiins dos valores aqui obtidos tamén

seran empregados en J,..
Implementacion do hamiltoniano rotacional, 3,

Partiremos da ecuacién (4.93) para poder establecer o hamiltoniano rotacional do
movemento rototranslacional. Para iso necesitaremos os inversos dos momentos de

inercia, que seran datos de entrada da subrutina.

A continuacién necesitaremos os seguintes 16 nodos

= Dous nodos para a expresién do interior das parénteses.
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= Catro nodos para a divisién de sen ¢ e cos¢ entre sen @ e para a multiplicacién
entre as expresions anteriores.
= Dous nodos para a multiplicacién de © por —sen ¢ e cos .

= Dous nodos para combinar as parénteses coas expresions anteriores, € dicir, para

crear o interior dos corchetes de (4.93).
= Dous nodos para elevar ao cadrado as expresions dos corchetes.
= Un nodo para calcular ®2.

= Tres nodos para multiplicar cada un dos sumandos pola siia inversa do momento
de inercia correspondente e sumalos entre si. Recordemos que as inversas son

datos de entrada da subrutina.

Implementacién do potencial debido a non esfericidade do satélite, V;

Nesta subrutina calcularase Vs de (4.93), establecéndose neste caso como entradas
da mesma as constantes (As — Bs) e (Cs — Bs). Unha vez obtidos ay e 75 o célculo
de V5 é moi doado, pois unicamente teremos que empregar 5 nodos distribuidos do

seguinte xeito

Dous nodos para multiplicar por -3 e sumar unha unidade a ag e vs.

Un nodo para a combinacién lineal das expresiéns anteriores con cada unha das

constantes que involucran aos momentos de inercia.

Un nodo para o calculo de 1/73.

Un nodo para multiplicar por 1/2 o nodo anterior.
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Capitulo 5

Aplicacions

5.1. Introducién

Neste capitulo validaremos os dous propagadores orbitais que se desenvolveron.
Empregaremos PSAT cndo sé se considere o movemento orbital e PSATROT se se
inclte a rotacion do satélite. Para iso, realizaremos unha serie de simulaciéns co fin de
comprobar a bondade dos programas elaborados e posteriormente, co segundo deles,
crearemos unha casuistica suficiente para verificar se existe algin tipo de influencia

por parte da rotacién na 6rbita dun satélite e viceversa.

Para ver o comportamento de PSAT e¢ PSATROT serd necesario ver como se
comportan baixo diferentes condiciéns iniciais, por iso simularemos varios tipos de
orbitas: unha baixa, unha de excentricidade alta e outra xeoestacionaria. Ademais,
para ver a influencia dos momentos de inercia, comprobaremos cada unha delas con

obxectos de varias magnitudes xeométricas.

Dividiremos este capitulo en catro apartados. O primeiro deles dedicado 4s con-
diciéns iniciais que temos que achegar aos programas, centrandonos na velocidade de
rotacién, onde explicaremos a motivacién que nos levou a seleccionar un certo rango
de velocidades. Tamén escollemos un intervalo amplo de momentos de inercia co fin

de ver a sta influencia en ambos os movementos.

O segundo apartado serviranos para comprobar a eficiencia de PSAT. Como este

propagador necesita menos condiciéns iniciais (as ecuaciéns que emprega non depen-
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den dos momentos de inercia nin das velocidades de rotacién) serdn necesarias menos
simulacions e por iso realizaranse soamente doce, que como veremos seran mais que

suficientes para ver que PSAT funciona como é de agardar.

O terceiro apartado retine parte do visto no Capitulo 4 e ten unha importancia
crucial no resto deste capitulo. Nel compararemos cada un dos termos do hamiltoniano
que PSATROT calcula (ver expresion en (4.93)) co fin de analizar os valores obtidos
e poder entender non s6 os resultados graficos que se mostraran na tultima parte,
senén tamén como funcionan as ecuaciéns da rotacién e ver cando, como e en que
magnitude modifican o valor do hamiltoniano e polo tanto que efecto ten cada un
na 6rbita. Empregaremos para iso cento vinte simulaciéns froito da combinacién das

condiciéns iniciais que se seleccionaron.

No ultimo apartado centrarémonos nos resultados gréaficos, onde poderemos anali-
zar e validar os propagadores en funcién do visto no apartado anterior. Presentaremos,
ademais tanto as variaciéns relativas dos elementos orbitais calculadas con PSATROT
en relacién cos de PSAT (polo tanto a influencia que implica a rotacién) como a evo-
luciéon dos ditos pardmetros cando se lle aplica un movemento rototraslacional a un
satélite. Obviamente mostrarase un nimero limitado de todas as graficas que se obti-
veron coas simulaciéns, pero seran suficientes para ver como se comporta un satélite de
certas caracteristicas xeométricas nunha érbita concreta ao aplicarlle unha velocidade

de rotacién en particular.

Con todo iso e & vista dos resultados, poderemos validar os programas desenvolvi-

dos, asi como o método de series de Taylor que empregan.
5.2. Condiciéns iniciais

Ambos os programas precisan unha serie de datos iniciais minimos' para poder
executarse. Neste capitulo tratouse de obter unha base de datos o suficientemente
ampla como para poder ver similitudes, tendencias, correlaciéns, diferenzas... Por ese
motivo neste apartado indicase un grupo de elementos co fin de combinalos e ter unha

gran cantidade de datos para poder avaliar e analizar.

L No Capitulo 3 vimos (para o caso de PSAT) que o usuario pode ter control tamén sobre

aspectos referidos & integracién e o control de erros, ainda que xa estan definidos por defecto nos
programas.
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As condicions iniciais que os propagadores necesitan son?

- Parametros orbitais - Angulos de Euler
- Momentos de inercia - Modelo de forzas
- Velocidade de rotacién - Intervalos de propagacion

A continuacién explicanse cada un deles.

= Pardmetros orbitais, ver na taboa 5.1.

Os parametros orbitais definirannos unha érbita univoca. Para poder ver a in-

fluencia da rotacion escollemos tres érbitas representativas.

o Orbita baiza: optouse por unha 6rbita LEO con semieixe maior igual a 7000

km. Denominarémola O .

e Orbita con valores elevados tanto da inclinacion como da excentricidade:
consideramos unha érbita con certa semellanza coas Molniya® co obxecto de
amosar os resultados dun satélite con elevados valores nestes dous elementos

orbitais. Referirémonos a ela mediante O,,.

e Orbita zeoestacionaria: tomaremos unha érbita circular ecuatorial, polo que
os elementos orbitais seran nulos a excepciéon do semieixe maior, que sera
42167 km. Nomearémola O,.

e a 7 Q w
O, | 0.1000 7000.00 km | 23.0000° | 100.0000° | 200.0000°
O,, | 0.7420 | 26570.00 km | 63.4349° | 277.2700° | 270.0000°
O, | 0.0000 | 42167.00 km | 0.0000° 0.0000° 0.0000°

Taboa 5.1: Elementos orbitais iniciais das érbitas estudadas?.

2 En vermello indicanse as necesarias para PSAT.

3 As érbitas deste tipo tefien unha alta excentricidade e unha inclinacién preto da critica. O
obxectivo dos satélites con estes parametros orbitais é manterse a maior parte da Orbita na zona
préxima ao apoxeo, prolongando o tempo sobre un territorio en particular. Empréganse por parte de
paises moi setentrionais como Rusia ou o Canada.

4En todas as érbitas estudadas tomouse como cero o valor inicial da época de paso polo perixeo.
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Mediante a expresién (1.3), podemos calcular o periodo orbital de cada érbita,
de xeito que o de O, ¢ 5828.56 s, 0 de O,, ¢ 43109.74 s e 0 de O, é 86173.48

S.

Escollendo esta tipoloxia tan diferente, poderemos ver a incidencia do movemen-

to rototraslatorio en érbitas o suficientemente dispares entre si.

5

Momentos de inercia®, ver taboa 5.2.

Empregaronse cinco obxectos con diferentes ordes de magnitude para poder com-
probar como varian os resultados en funcién da dimensién do obxecto. Debido a
que os momentos de inercia achegan relativamente pouca informacién en canto &
xeometria do obxecto, modelamos cada un deles coma un elipsoide de revolucién

de xeito que, mediante as relaciéns

Ay = %(b2+02),
1

B, = 5(a2+c2), (5.1)
1

CS = g(a2+b2),

podemos obter unhas dimensiéns do obxecto simulado recofiecibles cuantitativa-
mente. Na tdboa 5.2 incliense os eixes dun elipsoide de revolucién (a, b, ¢) con

eses momentos de inercia en particular (As, B, Cs).

Velocidade de rotacion

En todos os casos empregouse unha velocidade de rotacion cunha tdnica com-
poiiente en z en valor absoluto, é dicir que teremos rotaciéns tal que (0.0, 0.0,
wr,) en rad/s. Para a elecciéon dunhas velocidades de rotacién que sexan re-
presentativas dos obxectos que simularemos, faise preciso partir dunha orde de
magnitude de referencia realista. Neste caso, partimos da velocidade de rotacion,
en valor absoluto, que citan ( ) para o telescopio espacial

Hubble; ¢ dicir w,, = 1.17x107 rad/s. En torno a esta velocidade de rotacién

5 Normalizéronse os datos dos momentos de inercia segundo a ecuacién (4.13).
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a b c Ag By Cs
OB, 1.9506 1.9506 3.0429 2.6129x10°% | 2.6196x106 | 1.5225%x1076
OB2 | 1.2747x10 1.2747x10 6.1237 4.0000x10°5 | 4.0000x10°° | 6.5000x10°®
OBg3 | 1.2747x10% | 1.2747x102 | 6.1237x10 4.0000x1073 | 4.0000x10°3 | 6.5000x10°3
OBy | 6.6708x10% | 6.6708x10% | 2.3452x102 || 1.0000x10°* | 1.0000x10°* | 1.7800x10"
OBj5 | 1.2747x10% | 1.2747x103 | 6.1237x102 || 4.0000x10°* | 4.0000x10°! | 6.5000x 107!

Taboa 5.2: Eixes dun elipsoide de revolucién tipo (a, b, c) (m) e momentos de inercia normalizados (As,

Bs, Cs) (km2) dos obxecto simulados.

poderia tomarse un limite inferior, pero como veremos, a influencia da velocida-
de de rotaciéon comeza a facerse patente a partir de certas ordes de magnitude;
por iso esta seria practicamente imperceptible, e tomaremos como limite inferior

unha orde de magnitude superior: 1.00x102 rad/s.

En canto ao limite superior tomaremos como referencia a chamada zona de con-
fort relacionada coa gravidade artificial, que se sitia entre un rango de acelera-
ci6ns de entre 0,30 g e 1,00 g ( (

das seguintes linas poderemos calcular os rangos das velocidades de rotacién que

))- A partir das expresiéns

farian que cada obxecto estivese na stia propia zona de confort.

Polo tanto, partamos da aceleracién centripeta

2

a= % = w?R, (5.2)
empregando
27
=— 5.3
Wy 2} ) ( )
unha vez despexado P, o periodo de rotacién (en s), obteremos
/R
P, =2my\/ —. (5.4)
a

Como no noso caso tomaremos como eixe de rotacién ¢ (ver tdboa 5.2), teremos
como raios 12.74 m, 127.47 m, 667.08 m e 1274.75 m para os OB; coni = 2 a 5;
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respectivamente®. Na taboa 5.3 amésanse os valores para as aceleraciéns limite
superior (asup = 9.81 m/s?) e inferior (a;,r = 30% 9.81 m/s?) da zona de confort
para cada obxecto. E dicir, a partir das caracteristicas xeométricas de cada
satélite, que no noso caso venen dadas polas dimensiéns do elipsoide, empregando
a expresion (5.4) e substituindo a por asup € a;nf, podemos obter os limites
superior e inferior da velocidade de rotacion (w. sup € Wz iny) para que no satélite

poda existir gravidade artificial compatible coa vida humana (mediante (5.3)).

(5.4) P, (5.3) W,

OBy, — 7.1603s —  0.8775 rad/s
13.0728 s —  0.4806 rad/s

OB; — 22.6072s — 0.2779 rad/s
41.2750 s —  0.1522 rad/s

OBy 51.8094s — 0.1213 rad/s
94.5905s —  0.0664 rad/s

OBs — 71.6028 s —  0.0878 rad/s
130.7283 s —  0.0481 rad/s

Taboa 5.3: Intervalos das velocidades de rotacién para a zona de confort en funcién de cada obxecto.

Vemos que podemos establecer uns limites entre 0.01 rad/s e 1.00 rad/s. Deste
xeito, para ver como varia a influencia da velocidade de rotacién nos calculos,
optamos por escoller os valores mostrados na taboa 5.4 pois recollen gran parte

da casuistica para as xeometrias estudadas.

wrl wrz wr3 wm
1.00x102 | 1.00x10° | 5.00x10° | 1.00

Taboa 5.4: Velocidades de rotacién empregadas para as simulaciéns, en rad/s.

Ainda que o veremos en 5.4, podemos adiantar que calcular valores por debaixo
de 0.01 rad/s apenas ten significacién nos resultados, e valores por riba de 10.00
rad/s tiran efectos estrafios, seguramente por cuestiéns de resonancia, insuficien-

cia de datos” etc.

6 Polas stias dimensiéns, non ten senso falar de zona de confort (tal e como o definimos en termos
de comodidade en canto 4 habitabilidade humana no espazo) nun obxecto como o OBj.
7 Tefiamos en conta que para o valor méximo que tivemos en consideracién, 1 rad/s, implica
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] Angulos de Euler®

Tomaremos como dngulos de Euler os valores (7/2, m/2, 0). Con esta eleccién
(e como tomamos un tnico eixe de rotacién) os obxectos simulados xirardn en
torno a un eixe perpendicular 4 direccién que indica o punto vernal (lembréamolo

na figura 1.4).

» Modelo de forzas

En funcién do propagador empregado, calculdronse diferentes modelos.

e Para PSAT

o Movemento kepleriano
o Problema Principal
o Modelo xeopotencial zonal de grao 10

o Modelo xeopotencial 10x10
e Para PSATROT

o Movemento kepleriano

o Problema Principal

= Intervalo de propagacion

Fixose unha tnica simulacién de 365 dias de cada un dos casos anteriores. En
cada unha delas obtivemos 262 800 puntos, ¢ dicir, un dato cada 120 segundos.
A partir desta simulacién inicial, realizaronse diferentes subintervalos de 1 ou
29,15 e 100 dias, de xeito que en cada un deles teremos 1440, 10800 e 72 000
datos, respectivamente. A vista dos resultados, consideramolos suficientes e mes-
mo nalguns casos vimonos na obriga de reducir a sta cantidade ao obter graficos
tan densos que impedian a correcta visualizacién dos resultados, especialmente

naqueles que representan un ano.

un xiro completo do satélite sobre o seu eixe de revolucién cada 6.28 s. Para poder ter en conta un
posible efecto en velocidades maiores haberia que refinar moito mais os datos das simulaciéns.

8 Podemos lembrar a stia descricién en 4.2.1 e o seu significado xeométrico na figura 4.2.

9 En funcién da definicién das imaxes escollerase entre 1 ou 2 dias, pois a cantidade de datos
obtidos fai que se obtefian gréaficas con gran densidade de puntos que poderian facer que os resultados
graficos non desen a suficiente informacion.
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O ntmero de simulaciéns finais para PSAT obtémolo combinando as posibilidades
da tdboa 5.5, o que implica doce simulaciéns iniciais, acadando trinta e seis cando se

empregan os subintervalos.

Orbita Modelo de forzas Intervalo | Subintervalos
0, Movemento keple}"lano 1 -9 dias
Problema Principal , ,
Og Modelo xeopotencial zonal grao 10 365 dias 15 dias
0, P & 100 dias

Modelo xeopotencial completo 10x10

Taboa 5.5: Resumo de simulaciéns para PSAT.

No tocante a PSATROT os casos multiplicanse, tal e como podemos ver na tdboa
5.6. Aqui podemos comprobar que o total de casos simulados é de 120, acadando un

total de 360 cando empregamos os subintervalos.

Orbita MoTnentf)s Ve10c1daf(‘le Modelo Intervalo | Subintervalos
de inercia | de rotacién
OB, "
O, OB " P . 1 - 2 dias
0, OB3 o Mg;ﬁfg:’;fgg P10 | 365 dias 15 dias
0, OBy o P 100 dias
OBj5 4

Taboa 5.6: Resumo de simulaciéns para PSATROT.

5.3. Comprobacion do propagador PSAT para o modelo orbital sen
rotacion
Lembremos que para PSAT se calcularon doce casos xerais cun intervalo de 365

dias que se dividen noutros con subintervalos para 1 ou 2, 15 e 100 dias (ver taboa

5.5). Deste xeito fan un total de trinta e seis modelos.

Ante a imposibilidade de mostrar todos eles, faremos un breve resumo dos resulta-
dos dun xeito xeral para posteriormente particularizar en tres exemplos que pretenden

abarcar dalgtin xeito a casuistica dos doce casos simulados.

Para poder comprobar a bondade dos propagadores é 1itil monitorizar algtin ele-

mento do que conezamos o seu comportamento. Para iso empregamos dous pardmetros
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enerxéticos que poden considerarse como constantes: o hamiltoniano, H, que é cons-
tante para sistemas auténomos, e a constante de Jacobi, J, constante en sistemas de

referencia rotantes.

Usaremos o hamiltoniano (ver en (1.15)) cando este non dependa do tempo, por
exemplo no caso kepleriano e en calquera modelo zonal. Pola contra, cando se tenan en
conta modelos teserais, que deben ser avaliados nun sistema rotacional, empregaremos

a constante de Jacobi (ver en ( ) ou en ( ))-

En calquera caso, para poder obter unha magnitude que nos cuantifique a to-
lerancia dos propagadores calcularemos as variacidns relativas mediante a seguinte
ecuacion cando o pardmetro en cuestién sexa o semieixe maior (co fin de adimensionar

a magnitude)

a; —ao
epr=|—

: (5.5)

ao

e cando se trate do resto de pardmetros orbitais e a constante enerxética correspon-

dente empregarase

er = |z; — o, (5.6)

onde xg é o valor inicial dos pardmetros Ty, eg, 79, Qo, wo e Hy (Jo para o modelo

teseral 10x10) e z; o valor calculado nun instante calquera i.

Atendendo ao tipo de caso, comezaremos polo movemento kepleriano. Se volvemos
ao sistema de ecuaciéns (1.91) que nos amosaba as expresiéons do propagador mais
sinxelo (aquel que resulta do movemento kepleriano) podemos ver que os elementos

orbitais para ese caso deben ser constantes.

Os resultados de PSAT no intervalo de 365 dias mostran que efectivamente os
valores son virtualmente os mesmos, tal e como se pode apreciar na taboa 5.7, onde
a méaxima das diferenzas relativas de todos os pardmetros é da orde de 10712, 10713 ¢

10713 nas 6rbitas O, O, e O,,; respectivamente.

Entrando mais polo mitido en cada un dos casos, en O, podemos corroborar que

no caso kepleriano efectivamente todos os parametros son constantes e no Problema
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e a 7 Q w I
O, | 2.0961x10°13 | 5.5349x10 14 | 5.1070x1071° | 2.8200x1071% | 1.7040x10°!2 | 1.5596x10°!2
O, | 26745x10°'* | 6.6293x107!* 0.0000 0.0000 0.0000 1.3234x10°'3
O,, | 7.8994x1071* | 1.2057x10°13 | 6.8834x 1075 | 7.1054x1071% | 2.0783x10713 | 5.8975x10°13

Taboa 5.7: Maximas variaciones relativas de los elementos orbitais en el caso kepleriano.

Principal existe unha pequena oscilacién arredor dos valores iniciais de e, a, ¢ mentres
se observan tanto a precesion do nodo como a variacién secular do argumento do

perixeo.

Como mostra, preséntase nas figuras 5.2'°

a evolucién dos elementos orbitais para
os catro casos definidos na taboa 5.5 no intervalo de 365 dias. A lenda das figuras que

contén diferentes modelos serd

Movemento kepleriano
Problema Principal

Modelo zonal grao 10

Modelo zonal completo 10x10

Figura 5.1: Lenda para as figuras co conxunto de modelos simulados.

Podemos observar que mentres o valor no caso kepleriano permanece constante ao
longo de todo o intervalo (lifia ), no resto apréciase a anteriormente comentada
oscilacién, moi semellante entre eles ao inicio da simulacién pero aumentando a am-
plitude das oscilaciéns ao longo do tempo cantos méais harmoénicos se tenian en conta.
Isto apréciase sobre todo se se comparan o modelo zonal (lifia ) e o teseral
(lifia azul), que son moi semellantes, pero difiren lixeiramente do Problema Principal

(lina vermella).

10" Ao longo deste capitulo mostraranse varias figuras e grupos de figuras correspondentes, prin-
cipalmente, as variaciéns relativas e 4 evolucién dos elementos orbitais e outras variables. En todas
elas, a non ser que se diga o contrario de xeito explicito, mostraranse dias no eixe de abscisas mentres
que as unidades do eixe de ordenadas variardn en funcién da variable representada. De xeito xeral
presentarase a época de paso polo perixeo en segundos, a excentricidade de xeito adimensional, o
semieixe maior en quilometros e a inclinacién, o &ngulo do nodo ascendente e o argumento do perixeo
en graos sexazesimais. Nas tdboas, en funcién da variable, as unidades serdn as utilizadas no eixe de
ordenadas.
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le7 Evolucién da época de paso polo perixeo para érbita OB
30
2!
1!
0!
[ 50 100 150 200 250 300 350

Evolucién da excentricidade para 6rbita OB
0.1001 I b ) 1y NI | 1 AT ol

T

v
[ 50 100 150 200 250 300 350

Evolucién do semiexe maior para érblta OB

7000 | T

i
6998 I | | |
b \ f A 1A 0 \“‘l‘,“
6996 | | | WAl / ‘( ' ol ‘/
0 50 100 150 200

6994

Evolucién da inclinacién para drbita OB

‘ ‘ H‘ il ‘l |
" ”‘WWWWWWWW’ WW\' 'W W"W\"Wl Wﬂ o i l"W.Wl

22.96

[ 50 100 150 200 300

Evolucién do angulo do nodo ascendente para érbita OB

LN N N N N N N

Evolucién do argumento do perixeo para 6rbita OB

= AAAANNAAAAAAA
- VvV yyvy

Figura 5.2: Evolucién dos elementos orbitais para O, nos catro casos simulados durante 365 dias (ver
lenda en 5.1).

Se analizamos as figuras de O, aprécianse uns resultados moi parecidos para os
casos do Problema Principal e os modelos zonal e teseral (de feito no caso da evolu-
ci6n do semieixe maior son indistinguibles). Nas figuras 5.3 mdstrase a evolucién dos
elementos orbitais, onde podemos salientar a excentricidade, onde se pode apreciar de
novo a oscilacién sobre o valor inicial (moito mais ampla debido ao periodo orbital
dunha érbita de tipo xeoestacionario). Observemos, en calquera caso, que a amplitude
da oscilacién é dunha orde de magnitude de 107%. Ao contrario que no caso anterior,

o periodo destas oscilaciéns redicese conforme se tefien en conta mais harmoénicos.
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le7 Evolucién da época de paso polo perixeo para drbita OG
30
2!
11
0
[ 50 100 150 200 250 300 350

Evolucién da excentricidade para érbita OG

0.00010 ¢
0.00005 -
0.00000 ¢ : S - - - - - -
[ 50 100 150 200 250 300 350
Evolucién do semiexe maior para érbita OG
42160
421501
42140 ¢
0 50 100 150 200 250 300 350
le—6 Evolucién da inclinacién para drbitaOG

iﬁ o
o. R T

250 300 350

Evolucién do dngulo do nodo ascendente para 6rbita OG

3001 |
200+
100 ¢
ol UMYV AMW_—/_/_
0 50 100 150 200 250 300 350
Evolucién do argumento do perixeo para érbita OG
3001

2001
100

Figura 5.3: Evolucién dos elementos orbitais para O nos catro casos simulados durante 365 dias (ver
lenda en 5.1).

Finalmente no caso de O,, resulta un comportamento moi parecido aos casos
anteriores onde os valores para os modelos do Problema Principal, teseral e zonal
oscilan sobre a condicién inicial, ainda que nesta ocasién de xeito méas acusado que
en O,. De igual xeito que nos casos anteriores, o valor no movemento kepleriano
mantense constante. Nas figuras 5.4 apréciase a evolucién dos elementos orbitais que

mostran para o modelo teseral 10x10 un comportamento lixeiramente diferente.

Resumindo os casos simulados con PSAT: o movemento kepleriano represéntase de
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le7 Evolucién da época de paso polo perixeo para érbita OM
3!
2
1
0.
[ 50 100 150 200 250 300 350
Evolucién da excentricidade para 6rbita OM
0.74351 N
0.7430 ¢
0.7425 ¢
0.7420 ¢ S - - - - - -
[ 50 100 150 200 250 300 350
Evolucién do semiexe maior para 6rbita OM
A\,
26700 | i
26650 |
26600
0 50 100 150 200 250 300 350
Evolucién da inclinacién para érbita OM
63.46
63.45 1
63.44 1
[ 50 100 150 200 250 300 350
Evolucién do dngulo do nodo ascendente para érbita OM
2601
240
0 50 100 150 200 250 300 350
270.05 1 Evolucién do argumento do perixeo para érbita OM
270.00 A — ﬁj{ f\‘.\ 1 »A 1
\
269.95]
0 50 100 150 200 250 300 350 '

Figura 5.4: Evolucién dos elementos orbitais para O,, nos catro casos simulados durante 365 dias (ver
lenda en 5.1).

xeito correcto. No caso do Problema Principal os resultados coinciden cos agardados

empregando técnicas analiticas. E nos casos zonal e teseral vese unha lixeira seme-

llanza tamén esperable debido & definicién de ambos os casos, de feito o motivo dos

desprazamentos que se ven nalgunhas das figuras son froito da orde 10 do caso tese-

ral, que é no que se diferencian entre si. Ademais o hamiltoniano (nos tres primeiros

modelos) e a constante de Jacobi (no modelo teseral) compértanse de xeito esperable.

En canto aos tempos de simulacién, na tdboa 5.8 preséntanse os resultados obtidos
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11

para cada un dos casos™ .

Caso Problema | Caso zonal | Caso teseral
kepleriano | Principal grao 10 10x10
Op 4.00x1073 6.00x1073 1.50% 1072 8.09
Oc¢ 7.00x10°3 8.99x1073 1.30x1072 7.78
Om 6.00x10°3 7.00x10°3 7.30x1072 3.16x10

Taboa 5.8: Tempos de célculo (s) de PSAT para os casos simulados durante un ano.

Na figura 5.5 vese como o caso da Orbita xeoestacionaria ten uns resultados moi

bos en calquera dos modelos simulados, mentres que no caso de érbita baixa sobe

considerablemente cando se involucran maéis harménicos. De todas formas é necesario

salientar o elevado ntimero de puntos que se obtefien, polo que os resultados poden

considerarse 6ptimos.

1008402

1008401

100E+00

100501

MOVEMENTO
KEPLERIANO

———— =

PROBLEMA
PRINCIPAL

_ Oe
CASO ZONAL
GRAO 10
CASO TESERAL
10x10

/

Figura 5.5: Tempos de célculo (en s) de PSAT para os casos simulados durante un ano. Escala vertical
logaritmica.

A continuacién méstranse os resultados dos seguintes casos particulares!

2

= Problema Principal: A evolucién dos elementos orbitais en 365 dias para O,

estd reflectida nas figuras 5.6, mentres que nas figuras 5.7 se presenta con mais

detalle, para un dia.

11 Para pér en contexto o tempo de célculo é conveniente lembrar que se calculan 262 800 puntos
nun intervalo de 365 dias.

12 Tefiamos en conta o comentado anteriormente, e é que para evitar graficas moi densas debido
4 inxente cantidade de datos calculados, optouse por representar un dato por dia no caso das figuras
que presentan un ano mentres que nas que representan un dia ddse un dato cada dous minutos. Polo
tanto, as figuras correspondentes a un ou dous dias dan conta dos respectivos aumentos das figuras
que o fan de un ano en tanto en canto as primeiras constan de 1439 ou 2 879 puntos méis (en funcién
de que se representen un ou dous dias, respectivamente) que as segundas.
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= Modelo zonal de grao 10: A evolucién dos elementos orbitais para 365 dias para

O,, mostrase nas figuras 5.8 mentres que na figura 5.9 se presenta con mais

detalle, para dos dias.

= Modelo teseral 10x10: A evolucién dos pardmetros orbitais para 365 dias para

O, mostrase nas figuras 5.1

0'3.

le7 Evolucién da época de paso polo perixeo para OB no Problema Principal
0 50 100 150 200 250 300 350

0.100

0.099

0.098 1

Evolucién da excentricidade para OB no Problema Principal

[ 50 100 150 200 250 300 350

7000

6998 |

6996 |

Evolucién do semiexe maior para OB no Problema Principal

0 50 100 150 200 250 300 350

2297

23.00
22,99

2298

Evoluci6n da inclinacién para OB no Problema Principal

0 50 100 150 200 250 300 350

300+
200
100

Evolucién do dngulo do nodo ascendente para OB no Problema Principal

[ 50 100 150 200 250 300 350

300+
200+
100

Evolucién do argumento do perixeo para OB noProblema Principal

Figura 5.6: Evolucién dos elementos orbitais para O, co modelo do Problema Principal para 365 dias
(ver lenda en 5.1).

13 Nesta ocasién non se representa a figura de  debido &s inestabilidades numéricas que producen
os valores case nulos da excentricidade e a inclinacién.
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Evolucién da época de paso polo perixeo para OB no Problema Principal

75000
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Evolucién da excentricidade para OB no Problema Principal
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Evolucién do semiexe maior para OB no Problema Principal
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100 Evolucién do dangulo do nodo ascendente para OB no Problema Principal

981
%61
9
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Evolucién do argumento do perixeo para OB no Problema Principal

210+

2051

200 ¢

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Figura 5.7: Evolucién dos elementos orbitais para O, co modelo do Problema Principal para un dia (ver
unidades do eixe de ordenadas en 10, unidades do eixe de abscisas en minutos).

5.4. Contribucién e influencia de cada termo do hamiltoniano no

problema rototranslatorio

Antes de arrostrar os resultados obtidos con PSATROT veremos a contribucién
de cada un dos termos do hamiltoniano para ver de que xeito afecta a rotacién &
orbita ou viceversa. O obxectivo serd demostrar analiticamente que o efecto mutuo da
rotacion e a translacién é escaso baixo certos criterios, e corroboralo empiricamente

coas figuras das simulaciéns.
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le7 Evolucién da época de paso polo perixeo para OM no modelo zonal de grao 10
3
2
1
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[ 50 100 150 200 250 300 350

Evolucién da excentricidade para OM no modelo zonal de grao 10
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270.050 - Evolucién do argumento do perixeo para OM no modelo zonal de grao 10

270.025
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269.975

Figura 5.8: Evolucién dos elementos orbitais para O,, co modelo zonal de grao 10 para 365 dias (ver
lenda en 5.1).

Analizaremos a magnitude e a influencia de cada un dos termos do hamiltoniano e
calcularemos o peso relativo da parte rotacional sobre a orbital. Deste xeito teremos

unha ferramenta moi potente que nos permitira interpretar os resultados gréaficos.

A partir dos pardmetros orbitais que consideramos na téboa 5.1 calcularemos ca-
da un dos termos onde se maximicen as perturbaciéns, é dicir, no perixeo. Para iso
comezaremos lembrando a expresion xeral do hamiltoniano do problema a analizar

segundo a ecuacién (4.92)
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Evolucién da época de paso polo perixeo para OM no modelo zonal de grao 10
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Figura 5.9: Evolucién dos elementos orbitais para O,, co modelo zonal de grao 10 para dous dias (ver

sendo
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le7 Evolucién da época de paso polo perixeo para OG no modelo teseral 10x10
3]
2!
1!
0!
[ 50 100 150 200 250 300 350

Evolucién da excentricidade para OG no modelo teseral 10x10

0.00010 ¢
0.00005 -
0.00000 ¢ : . . . . . -~ .
[ 50 100 150 200 250 300 350
Evolucién do semiexe maior para OG no modelo teseral 10x10

42160
421501
42140 ¢

0 50 100 150 200 250 300 350

le—6 Evolucién da inclinacién para OG no modelo teseral 10x10

2!
1.
0.

[ 50 100 150 200 250 300 350

Figura 5.10: Evolucién dos elementos orbitais para O, co modelo teseral 10x10 para 365 dias (ver lenda

en 5.1).
_ 1p2 M
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Deste modo, as correspondentes ecuaciéns de Hamilton (ver en (1.18)) pddense

escribir na

forma
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O, O, 0,,
VeV [V V]| VeVs (IVeV, [V V|| VeVs VeV [V V]| VeVs
1 5.12306x 10711 2.17352x 10712 4.95164x 10711 8.58706x 10729 1.66371x 1011 1.60883x 10712
2 1.17458 x10™° 4.98330x 1071 1.13528x 1079 1.96878x 10727 3.81445x 10710 3.68864x10"11
3 1.17458x 1077 4.98330x 1079 1.13528x10°7 1.96878x 10725 3.81445x10°8 3.68864x 1077
4 3.66470x10°6 1.55479x10°7 3.54208x10°6 6.14261x10724 1.19011x10°6 1.15085x 1077
5 1.17458x 107 4.98330x10°7 1.13528 %107 1.96878x 10723 3.81445x10°6 3.68864x10°7

Taboa 5.9: Relacién entre as normas das derivadas parciais de Vs e V. con respecto as coordenadas
orbitais e a de Vs con respecto as coordenadas rotacionais en funcién dos momentos de

inercia.
dr de
E:VR:HM azvsﬂk,
dR d& (5.9)
E =—(Vr5{k+VTVT—|—VT-VS), E :—(Veﬂ'fk;-l-ve\?s),

onde as ecuaciéns da esquerda representan a Orbita (variables (r,R)) e as da dereita

a rotacion (variables (e, E)).

A partir deste sistema de ecuaciéns podemos analizar os termos que perturban a

orbita (V5. V, e V,.V,) e aqueles que o fan sobre a rotacion (VeVe) .

Asi, calcularemos ||V, V,./V;V,||, a cal amosaré o efecto da rotacion sobre o Pro-
blema Principal, e paralelamente faremos o propio con ||V V|| deducindo o efecto da

Orbita sobre a rotacion.

Os resultados obtidos, que se mostran na taboa 5.9, permitennos observar como
a influencia da rotacién sobre o Problema Principal é case desprezable independente-
mente da érbita que se trate. A mesma conclusion tirase do efecto da érbita sobre a
rotacién, onde chega a ser virtualmente nula no caso de O, pois o denominador r3

da stia expresion penalizao para orbitas de grande altitude.

De calquera modo faise patente a importancia dos momentos de inercia, pois a
orde de magnitude da influencia da rotacién sobre o Problema Principal e da érbita

sobre a rotacién, aumenta do mesmo xeito no que o fai o dos momentos de inercia.

14 9, é o hamiltoniano orbital kepleriano (é dicir, sen perturbaciéns) e 3, o hamiltoniano co-
rrespondente 4 rotacién do sélido libre (tamén sen perturbacién); e polo tanto non os consideraremos
para ver a influencia sobre os respectivos movementos.

244



CAPITULO 5. APLICACIONS

5.5. Comprobaciéon con PSATROT da influencia mutua entre a

orbita e a rotacion do satélite

Nesta seccion usaremos o propagador PSATROT co fin de confirmar as conclusions
tedricas do apartado anterior. A vista dos resultados é obvio que a influencia da
rotacién na érbita é moi pequena, polo que se fai necesaria unha eleccién dos modelos
que tenan mais afecciéon mostrando unicamente os casos mais representativos co fin

de non sobrecargar esta seccién.

No que segue analizaremos o efecto da rotacion sobre a 6rbita comparando os re-
sultados de PSATROT, con diversos valores para os momentos de inercia e velocidades

de rotacién, cos obtidos para o mesmo modelo orbital con PSAT.

Para as comparacions con PSATROT aplicaremos unhas expresiéns semellantes a
(5.5) e (5.6). A variacién debida 4 rotacién respecto do modelo sen rotacién vird dada

por

T 0
xlh — b
er = | =5 (5.10)
x
0
cando o parametro en cuestion sexa o semieixe maior, e
er = }xf—x? (5.11)

no resto de casos. Nesta ocasion z} ¢é o valor calculado con PSATROT nun instan-
0
K2

mesmo intre. Deste xeito poderemos ver a contribucién da rotacién cando comproba-

te i, mentres que x; serd o valor de PSAT calculado con ese mesmo modelo nese
mos o movemento calculado cando non existe (mediante PSAT) e cando si se ten en
consideracién (empregando PSATROT).

O seguinte paso é comprobar que acontece cando se inclie unha rotaciéon no mode-
lo. Debido & falta de espazo faise necesaria unha eleccién axeitada para mostrar algtins
dos 120 casos que se simularon segundo o descrito na taboa 5.6. Ao analizar todas as
simulacions constatamos que os resultados do movemento kepleriano son practicamen-

te iguais exista ou non rotacién, polo tanto non ha lugar a presentar as figuras dese
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caso en particular, e por ese motivo analizaremos o efecto da rotaciéon para o Problema

Principal.

Empregando as ecuaciéns (5.10) e (5.11) poderemos comparar os resultados deste
caso cos que obtivemos ao simular mediante PSAT. Os valores numéricos das variaciéns
relativas maximas de cada parametro orbital para as simulaciéns de cada tipo de érbita

durante 365 dias mostranse nas taboas 5.10, 5.11 e 5.12.

Se nos detemos nos resultados destas tdboas podemos tirar unha conclusiéon xa
conecida: as diferentes velocidades de rotacion tenen escasa influencia e ademais esta
atépase encuberta pola importancia dos momentos de inercia. Dos quince casos (cinco
momentos de inercia diferentes en tres tipos de 6rbita diferente), a maxima diferenza
relativa para as velocidades de rotacién wy, e wy, (que difiren en dias ordes de mag-
nitude) é da orde de 10-3, correspondente a {2 para o caso dos maiores momentos de

inercia, é dicir 0.2089° ao cabo dun ano, polo tanto practicamente desprezable.

Para ilustralo de xeito grafico empregaremos un tnico exemplo, que serd un dos
mais desfavorables en canto a termos rotacionais, dos simulados. Para iso, co comen-
tado na seccién anterior e & vista das tdboas desta podemos comprobar que ese caso

é O, principalmente cando temos en conta altos momentos de inercia.

Mostraremos as figuras dos elementos orbitais obtidos con PSATROT para as
diferentes velocidades de rotacién e a sia comparacion en termos de variacions relativas
cos datos obtidos mediante PSAT para o exemplo O,. Para observar as variaciéns
que existen entre o caso orbital e o rotacional escolléronse dous momentos de inercia
diferentes, 0 2 e 0 5'° (ver taboa 5.2). En ambos os casos, mostraranse os valores dos
pardametros orbitais para o intervalo de 15 dias (figuras 5.12 e 5.14) e posteriormente
os de 365 dias (figuras 5.13 e 5.15).

Empregaremos a lenda da figura 5.11 naquelas imaxes que contefian diferentes

velocidades de rotacién

O que se constata nas graficas e nas tdboas é o comentado na secciéon anterior:

a velocidade de rotacion ten efectos moi limitados sobre os elementos que definen a

15 Tefiamos en conta que debido a que se fixo unha comparacién entre as diferentes velocidades
de rotacién, empregamos menos puntos que os que constan nas figuras de 5.6, onde representabamos
o mesmo modelo obtido mediante PSAT. Por ese motivo, as figuras difiren en certos pardmetros
orbitais, pois pasamos de plasmar as gréaficas cun dato cada dous minutos a un cada dia.
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] O, ‘ T e a i Q w
1-1 | 2.3689x10°° | 3.9528x10°11 | 2.1382x10° 1t | 1.7936x10°11 | 1.2160x109 | 2.9326x10°10
1-2 | 2.1512x10% | 3.5468x10°10 | 1.8788x10710 | 1.5323x10710 | 5.6221x107° | 8.5522x10710
1-3 | 1.3202x10* | 2.1923x10°10 | 1.1888x10°10 | 9.3783x10°'! | 2.9515x10° | 8.9101x10710
1-4 | 1.9229x103 3.1795%x 107 1.7099x107° 1.3531x107° | 4.6463x10°8 | 9.8667x107
2-1 | 7.0652x10* 1.1760x107° | 6.1938x10°10 | 5.0559x10°10 | 1.3584x10°8 | 7.1914x10°°
2-2 | 6.8382x10°3 1.1350x10°8 6.0907x1079 4.8496x1079 | 1.6512x10°7 | 3.5551x10°8
2-3 | 5.8970x1072 9.7787x10°8 5.1957x10°8 4.1717x10°8 | 1.4358x10°6 | 3.0453x10°7
2-4 | 3.3106x1072 5.4735%x10°8 2.9521x10°8 2.3332x10°8 | 8.0374x10°7 | 1.6899x10°7
3-1 | 7.0338x1072 1.1710x10°7 6.1656x10°8 5.0339x10°8 | 1.3512x106 | 7.1767x10°7
3-2 | 6.8332x10°! 1.1342x10°6 6.0862x 1077 4.8461x10°7 | 1.6500x10° | 3.5527x10°6
3-3 5.8978 9.7810x10°6 5.1960x 106 4.1726x106 | 1.4358x10™* | 3.0455x107®
3-4 3.3110 5.4739x10°6 2.9521x10°6 2.3335x10°6 | 8.0385x10° | 1.6900x107°
4-1 1.9345 3.2240x10°6 1.6955x1076 1.3886x10°% | 3.6297x10° | 2.0787x107°
4-2 | 1.6156x10t1 | 2.6899x10°° 1.4392x107° 1.1475x10°° | 3.7935x10% | 8.2982x10°®
4-3 | 1.5057x1012 | 2.4931x10™* 1.3107x104 1.0621x10"* | 3.7935x10% | 7.7155x10%
4-4 | 1.2413x10%2 | 2.0453x10% 1.1026 %104 8.7019x10° | 3.6836x103 | 6.3380x107*
5-1 7.0333 1.1710x107° 6.1660x10°6 5.0341x10°% | 1.3510x10* | 7.1766x107°
5-2 | 6.8334x10t! | 1.1334x10* 6.0799x107° 4.8387x1075 | 1.6482x1073 | 3.5476x10™*
5-3 | 5.8940x10%2 | 9.1230x10% 4.7701x10™ 3.7471x107% | 1.3499x102 | 2.9332x10°3
5-4 | 3.3104x1012 | 5.3534x10°* | 2.8756x10* | 2.2554x10* | 7.8828x103 | 1.6676x103

Taboa 5.10: Variaciéns relativas maximas entre PSAT e PSATROT para O, no Problema Principal
para 365 dias.

-

- W
w, W w,

Figura 5.11: Lenda para as figuras con diferentes velocidades de rotacién.

6rbita. De feito, en tempos curtos (15 dias) a evolucién para diferentes velocidades de

rotacion dos parametros orbitais superponse unha sobre outra tal e como se aprecia

nas figuras 5.14. Ademais, para este intervalo de tempo observamos en 5.12 que as

variaciéns relativas son infimas e se atopan no entorno de 10719, agis na época de

paso polo perixeo, que o é de 1074, Esta situacién varia cando se toman intervalos de

simulacion elevados e con momentos de inercia altos como se observa nas figuras 5.15

onde se mostra a evolucién dos pardmetros orbitais para 365 dias e cos momentos
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Diferenzas relativas da época de paso polo perixeo para OB en funcién da velocidade de rotacién para OB,
0.0003 {
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le-10 Diferenzas relativas da excentricidade para OB en funcién da velocidade de rotacién para OB,
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. T v Vi oot Th AT LD AT RV

0 2 4 6 8 10 12 14

15 1e=9 Diferenzas relativas do angulo do nodo ascendente para OB en funcién da velocidade de rotacién para OB,

1.0

0.51

0.0¢

7.5

5.0

Figura 5.12: Variaciéns relativas maximas entre PSAT e PSATROT dos elementos orbitais para O, do
Problema Principal para 15 dias (unidades en eixe de abscisas en dias).
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. Diferenzas relativas da época de paso polo perixeo para OB en funcién da velocidade de rotacién para OB,
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Figura 5.13: Variaciéns relativas maximas entre PSAT e PSATROT dos elementos orbitais para O, do
Problema Principal para 365 dias (unidades en eixe de abscisas en dias).
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’ O, ‘ T e a i Q w
1-1 1.4593 3.7524x10° 1 | 6.3326x10°'* | 0.0000 | 0.0000 | 1.3018x107°
1-2 3.2618 1.1351x 1013 | 8.4205%x101% | 0.0000 | 0.0000 | 3.4211x107®
1-3 | 3.4598x1012 | 1.0681x1013 | 1.2148x10°13 | 0.0000 | 0.0000 | 6.7372x10°°
1-4 | 8.7083x10T4 | 1.2297x1013 | 3.4062x10°13 | 0.0000 | 0.0000 | 4.0039x1075
2-1 1.4593 7.8237x10°14 | 8.7311x101* | 0.0000 | 0.0000 | 1.1176x10°®
2-2 1.4593 1.3638x10°13 | 1.3148x10°13 | 0.0000 | 0.0000 | 1.9658x107°
2-3 1.4600 2.6459%10°13 | 2.4123x10°13 | 0.0000 | 0.0000 | 3.6226x10°®
2-4 | 2.6824x101* | 2.3921x10713 | 2.6072x10713 | 0.0000 | 0.0000 | 1.8559x10*
3-1 1.4593 5.7117x10712 | 1.2391x1011 | 0.0000 | 0.0000 | 4.4987x10°
3-2 | 3.4254x10°1 | 5.6257x1012 | 5.3201x10'2 | 0.0000 | 0.0000 | 2.9652x10°®
3-3 | 2.5361x1013 | 5.7121x10°12 | 5.4664x10°12 | 0.0000 | 0.0000 | 9.4822x107°
3-4 | 6.6068x1013 | 5.6606x10°12 | 5.5663x10°12 | 0.0000 | 0.0000 | 6.7416x107°
4-1 | 1.9191x102 | 1.7781x10°10 | 4.9923x101° | 0.0000 | 0.0000 | 1.8891x10™*
4-2 3.1073 1.7634x10°19 | 1.6450%x10°1° | 0.0000 | 0.0000 | 1.5834x10*
4-3 1.5324 1.7650x10710 | 1.6453%x10°19 | 0.0000 | 0.0000 | 1.0205x10"%
4-4 | 1.5503x1011 | 1.7614x10°19 | 1.6465%x10°10 | 0.0000 | 0.0000 | 2.2699x10™*
5-1 1.4600 5.6830x10710 | 1.2326x10° | 0.0000 | 0.0000 | 5.8321x10™
5-2 1.4620 5.6511x10°10 | 5272810710 | 0.0000 | 0.0000 | 5.2468x10°*
5-3 6.8434 5.6521x10710 | 5.2726x101° | 0.0000 | 0.0000 | 4.8017x10™%
5-4 | 2.4974x1012 | 5.6495x10°19 | 5.2738%x10°10 | 0.0000 | 0.0000 | 5.6600x10*

Taboa 5.11: Variaciéns relativas méaximas entre PSAT e PSATROT para O, no Problema Principal
para 365 dias.

de inercia OBj (recordar na tdboa 5.2). Neste caso comézase a ver unha separacién
da tendencia inicial aos 90 dias aproximadamente nos parametros e, a e i que afecta
principalmente & crista e ao val da evolucién. Este fenémeno vai aumentado obténdose
os valores méis altos de diferenza relativa na zona final do intervalo (ver as figuras 5.13).
En calquera caso, os valores maximos das variaciéns son practicamente insignificantes,
pois atépanse en ordes de magnitude, no peor dos casos (coincidindo co exemplo
0]

vélvese practicamente insignificante. Salientemos nas figuras 5.13 como os valores son

€ cos maiores momentos de inercia) de entre 1073 e 1074, mentres que para O,

proporcionais entre as velocidades de rotacién, o que tamén esté reflectido nas figuras

5.15, tal e como comentamos con anterioridade.

Do mesmo xeito que coas tdboas, as graficas explican o analizado en 5.4: a rotacién é
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] 0, ‘ T e a i Q w
1-1 | 2.0626x10* | 5.5100x10°19 | 2.0871x107° | 7.3020x10°'* | 6.6110x10°10 | 1.9628x10710
1-2 | 4.5116x10™* 1.2032x107° | 4.5624x1079 | 1.5312x10710 | 1.4584x107° | 4.4008x10710
1-3 | 1.1309x103 3.0006x10° | 1.1380x10® | 3.7684x101° | 3.6714x107° 1.1173x107°
1-4 | 1.3892x107% | 3.6988x107° | 1.4030x10® | 4.6410x10°10 | 4.4902x107° 1.3665x107°
2-1 | 3.2836x10°3 8.8069x107° | 3.3347x10® | 1.2020x107° 1.0450x 1078 3.0510x107°
2-2 | 1.1615x1072 3.0829%x10® | 1.1703x10°7 | 4.0056x107 3.8026x10°8 1.1846x10°8
2-3 | 3.0499x1072 8.1071x108 | 3.0786x1077 | 1.0708x10°8 9.9996x 1078 3.1138x10°8
2-4 | 1.7942x1072 4.7690x108 | 1.8125x10°7 | 6.4996x107° 5.9258 x 108 1.8718x10°8
3-1 | 3.2672x10"! 8.7636x10°7 | 3.3182x10°% | 1.1966x10°7 1.0396x 1076 3.0341x10°7
3-2 1.1637 3.0885x106 | 1.1725x10° | 4.0116x10°7 3.8107x10°6 1.1869x10°6
3-3 3.0520 8.1123x10°6 | 3.0813x107® | 1.0708x10° 1.0015x107° 3.1167x10°6
3-4 1.7989 4.7815x10% | 1.8175x10° | 6.5130x10°7 5.9441x10°6 1.8770x10°6
4-1 1.0679%10 2.8571x10°° | 1.0809x10°* | 3.8954x10°6 3.3882x10°® 9.9627x10°6
4-2 3.0586x 10 8.0601x10° | 3.0628x10* | 1.0370x10°° 1.0053x 104 3.1457x10°®
4-3 | 1.0422x1012 | 2.7298x10* | 1.0343x103 | 3.6501x107° 3.3909x 1074 1.0588x 1074
4-4 6.2391x10 1.6422x10% | 6.2726x10% | 2.2404x10°°® 2.0669x10™* 6.4869x107°
5-1 3.2669x 10 8.7394x10°° | 3.3010x10°* | 1.1985x10°® 1.0254x104 3.0204x10°°
5-2 | 1.1632x1012 | 3.0424x10* | 1.1516x1073 | 4.0232x107° 3.7617x10™* 1.1821x10%
5-3 | 3.0493x10%2 | 7.6320x10% | 2.9197x10% | 1.0415x10% 9.3131x 104 3.0484x 104
5-4 | 1.7980x1012 | 4.6241x10* | 1.7522x103 | 6.4967x10 5.6057x10™* 1.8440%107%

Taboa 5.12: Variaciéns relativas maximas entre PSAT e PSATROT para O,, no Problema Principal

para 365 dias.

practicamente desprezable en canto & sta influencia non sé sobre a érbita senén tamén

sobre os parametros orbitais.

Por outro lado vemos unha cuestiéon interesante en relacién coa velocidade de

rotacion, pois as suas componentes wy, e wr, vense alteradas de xeito oscilatorio,

ainda que moi lixeiramente, arredor do seu valor inicial, sendo mais importante a

amplitude canto menor sexa w,.. A diferenza entre a sia norma e o valor inicial para

a velocidade de rotacién mais pequena é da orde de 107°, mentres que para a maior

wy, é da orde de 107!; polo tanto pédese considerar que é unha variacién moi pequena

e ilustra perfectamente o efecto da perturbacién sobre a rotaciéon. Na figura 5.16'6

16 Méstrase o caso mais desfavorable neste senso, o 1-1 xa que no resto de casos (velocidades de
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Figura 5.14: Evolucién dos elementos orbitais para O ; do Problema Principal para 15 dias (ver unidades
10
en 19).
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le7 Evolucién da época de paso polo perixeo para OB en funcién da velocidade de rotacién para OBs
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Figura 5.15: Evolucién dos elementos orbitais para O, do Problema Principal para 365 dias (ver

unidades en 10).

253




IAGO IsAs1 FREIRE

e na taboa 5.13 vemos o dito fenémeno, que non é outro que a precesiéon do vector
velocidade angular. De feito os datos da tdboa 5.13 amosan que os valores méaximo e
minimo en todos os casos simulados son practicamente o mesmo en médulo (lembremos

que nos exemplos estase a utilizar unha velocidade angular unicamente no eixe z).

Evolucién das componentes da velocidade de rotacion para érbita OB e caso 1-1

0.010 -,

0.008 | W w,
- w,
0.006
0.004 |
0.002 |
0.000 RAANAANNAIAPARAAG A RINR AN ANIANNAAN NN INIATNR AN SIADARINNGANAANORINAAAN NN

0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 5.16: Evolucién das compofientes das velocidades de rotacién (wr,, wr, € wr, ) para o caso 1-1
para Op.

En canto as coordenadas rotacionais tamén se observa unha variaciéon en funcién
das velocidades de rotaciéon, onde as compofientes v, 6 son maiores canto menor sexa
wy, mentres que a evolucién de ¢ faino 4 inversa. En calquera caso se aprecia unha
estabilizaciéon en ¢ conforme aumenta a velocidade de rotacién para unha mesma

casuistica do momento de inercia, de xeito que se vai axustando a un perfil sinusoidal.

En relacién cos momentos, ® é constante, pois recordemos que depende de wy.,
e de C, que son invariables. En canto a ¥ e © manténense dentro dunha mesma
orde de magnitude para cada momento de inercia escollido, pero aumentando segundo
aumentan estes. Do mesmo modo que sucedia con 1, canto mdis aumenta w,, mais se

estabiliza, definindose cada vez mellor.

Nas figuras 5.17 e 5.18 represéntanse os comportamentos de 1, 6, ¢, ¥, O, ® para

o caso 1-1 e 5-4, respectivamente.

Recordemos, en todo caso que nesta seccién simulamos uns casos moi concretos,
cunhas condiciéns iniciais moi particulares e estritas, que fan que os resultados non

poidan ser extrapolados a calquera outro caso diferente.

rotacién 2 a 4) os valores de wy, e wr, superpéiiense e apenas se aprecia a oscilacién, pois é dunha
amplitude moi cativa.
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Evolucién de y para 6rbita OB e caso 1-1
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Figura 5.17: Evolucién das compoiientes de 9, 0, ¢, ¥, © e ® para o caso 1-1 para O, (ver unidades
en 10),
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Evolucién de y para érbita OB e caso 5-4
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Figura 5.18: Evolucién das compoiientes de 9, 0, ¢, ¥, © e ® para o caso 5-4 para O, (ver unidades
en 10),
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5.6. Aplicacion de PSAT ao estudo do movemento dun satélite

artificial con condicions realistas

Describimos no Capitulo 1 (en concreto en 1.1.4) as principais perturbaciéns que
implementamos en PSAT segundo o sinalado no Capitulo 3 (a partir de 3.4): xeo-
potencial (1.1.4 e 3.6), perturbacién do terceiro corpo (1.1.4 e 3.7), a radiacién solar
(1.1.4 e 3.8) e a freada atmosférica (1.1.4 e 3.9). Faise necesario reunir nun tnico

exemplo todas elas ao obxecto de ver o alcance e as posibilidades de PSAT.

Empregaremos a érbita O M17 definida anteriormente na tdboa 5.1 debido princi-

palmente ao alto valor da stia excentricidade, pois isto permitiranos comprobar

= No seu perixeo (altitude de 477.69 km): a influencia da freada atmosférica e

outros termos do potencial méis ald do Js.

= No seu apoxeo (r = 46290.16 km): a influencia do termo Js e do terceiro corpo.

Polo tanto, para aproveitar toda a capacidade de PSAT simularemos un exemplo
que inclia, ademais do correspondente modelo de xeopotencial (tomando para iso
un modelo JGM3 70x70), os catro efectos seguintes: atmosfera, Lia e Sol e a sta

radiacién.

Para modelar as perturbaciéns consideradas tivemos en conta o seguinte

= Freada atmosférica

o Cp: A partir do comentado en ( ) acerca do coefi-

ciente de resistencia aerodindmico, tomamos o valor 2.5.

e A/m: Definiremos unha &rea exposta por unidade de masa de 0.1x10°
km? /kg.

e p: Como vimos en 1.1.4 empregaremos o modelo ISA cos valores definidos

nese apartado nas unidades correspondentes.

= Terceiro corpo
Utilizaronse as érbitas do Sol e a Lua correspondentes ao instante J2000.0 como

época estandar para comprobar a perturbacién lunisolar.

17 Lembremos que o seu periodo orbital é 43109.74 s, é dicir 12.05 h.

257



IAGO IsAs1 FREIRE

= Radiacion solar
O valor de 3 tomouse como 1.8471163035579x 107 segundo a expresién (1.68) e

a partir das constantes que toma ( ).

Os resultados da simulacion, presentados a partir da evolucién dos seus elementos
orbitais asi como a distancia no apoxeo e perixeo, méstranse nas imaxes da figura 5.19.
O tempo de PSAT en realizar este caso foi de 1.30x10% s, o que é un tempo mais que
aceptable tendo en conta que se trata de 15724 nodos e un intervalo de 365 dias cun

total de 8 760 puntos intermedios.

De todos os xeitos, analizar estas figuras resulta complicado debido & concatenacién
das diferentes perturbacions que actiian sobre o movemento translacional. Por iso, para
poder relacionar os efectos que se aprecian nas figuras coa sia orixe perturbadora
procederemos a analizar as perturbacions de forma individual sobre o caso kepleriano,
de modo que poidamos identificar os patréns que nos indicaran cal é a perturbacion

que o orixina. Para facilitar o seguimento escolléronse as seguintes abreviaturas

= @ Caso kepleriano = @ Influencia gravitatoria da Lia
" @ Xeopotencial teseral 70x70 = @ Radiaciéon solar
- @ Influencia gravitatoria do Sol " @ Freada atmosférica

Polo tanto veremos os resultados de PSAT para o caso que nos ocupa para 0s
s o () (2) 09+ (9).09)+ (1) @)+ (D)< )+ () ()
Na figura 5.20 amésase a evolucién da excentricidade para 365 dias e en 5.21 un

detalle da figura anterior para ver a periodicidade das perturbaciéns lunisolares en 60

dias.

Por otra banda mostrase na figura 5.22 a distancia no apoxeo nos intervalos tem-
porais de 365 dias e 2 dias.

Para interpretar as imaxes da figura 5.19, que representa a evolucién dos elementos
orbitais do problema completo durante un ano, podemos facer uso das anteriores

figuras 5.20, 5.21 e 5.22, de modo que tiramos a seguinte informacién
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Figura 5.19: Evolucién dos elementos orbitais e das distancias no apoxeo e perixeo no caso da
excentricidade para o caso kepleriano co modelo teseral 70x70, influencia lunisolar,
radiacién e freada atmosférica (ver unidades en 10).
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8o 8og

©)

:

Figura 5.20: Evolucién da excentricidade para o caso kepleriano coas diferentes perturbacions e as stas
combinaciéns durante 365 dias (ver unidades en 19).

Figura 5.21: Evolucién da excentricidade para o caso kepleriano coas diferentes perturbaciéns e as stas
combinaciéns durante 60 dias (ver unidades en 10).

= A freada atmosférica neste caso ten un efecto case desprezable. De feito na figura
5.22 a diferenza da distancia no apoxeo ao cabo dun ano é de tan sé 1.13x1072
km. Na mesma figura observamos como funciona a freada atmosférica reducindo
a distancia no apoxeo da érbita con cada paso do satélite polo perixeo, que é onde
se manifesta a influencia da freada. Lembremos que o periodo orbital de O,, é
43109.74 s, polo tanto cada 12 h pasara pola zona na que se nota a influencia do
rozamento atmosférico, ainda que o satélite permanece durante pouco espazo de
tempo nesta zona (de af a importancia deste tipo de érbitas). Na imaxe inferior
da figura 5.22 apréciase perfectamente este aspecto, onde ademais, a orde de

magnitude da diferenza da dita distancia en cada paso é arredor de 107 km.

= A perturbacién lunar é aproximadamente o dobre da do Sol, e ademais a primeira
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Figura 5.22: Evolucién da distancia no apoxeo durante 365 dias e detalle durante dous dias (ver
unidades en 10).

faise notar periodicamente ao cabo de case un mes (periodo orbital da Lua,
27.32166 dias).

= A perturbacién do Sol, por outra banda, ten unha periodicidade de aproxima-

damente un ano.

= A radiacién solar actiia, como era de agardar, de xeito paralelo 4 do Sol. Ademais,
o efecto é oposto pero de menor magnitude que a atraccién solar, logo contribie

a diminuir este.

= Hai unha variacién periédica de curto periodo (periodo orbital) debida funda-
mentalmente ao potencial terrestre. Esta variacién apréciase na figura 5.19 am-
plificada e/ou atenuada nalgtins dos elementos orbitais, especialmente na evolu-

cién do semieixe maior e en menor medida na excentricidade e a inclinacién.
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262

Wy Wy Wr,
4.7386x10°* | 4.7400x 10" 5

1-1 —— 1.0000x 10~
-4.7190x10* | -4.7607x 10
3.1692x105 | 3.1841x10°°

1-2 1.0000x 101
-3.1774x10°5 | -3.1741x10°®
6.2807x10% | 6.2678x10°6

1-3 5.0000%x 107!
-6.3092x10°% | -6.2525%x10°6

1-4 6.0935x106 | 6.1566x107° 10000
-6.0511x10°6 | -5.9377x10°6 '
1.8327x10% 1.8276x10™ 5

2-1 v — 1.0000x 10-
-1.8304x10°% | -1.8383x10"
1.6941x10°° 1.6908x10°°

2-2 1.0000x 101
-1.6953x10°% | -1.6909%10°®
6.6083x10°¢ | 6.7179x10°° )

2-3 . 5.0000x 10"
-6.7377x10°6 | -6.7433%x10°6

2.4 5.7571x106 | 5.8331x10°6 10000
-5.7635x10°6 | -5.7464x10°6 '
1.8327x107% 1.8275x10%

3-1 1.0000x 1072
-1.8304x10* | -1.8383x10%
1.6941x10°° 1.6909x107®

3-2 1.0000x 10!
-1.6955%10°% | -1.6909%10°®
6.6154x10° | 6.7155x10°° L

3-3 - — 5.0000x10"
-6.7425x10°6 | -6.7430x10°6

3.4 5.7548x106 | 5.8341x10°6 10000
-5.7623x10°6 | -5.7473%x10°6 '
2.0612x10% | 2.0734x10%

4-1 1.0000x 1072
-2.0598x10™* | -2.0717x10™4
1.9305x10°° 1.9245x107®

4-2 - —1{ 1.0000x107!
-1.9261x10°% | -1.9206x10°5
7.6547x10° | 7.0624x10°° L

4-3 5.0000x 10
-7.6722x10°6 | -7.0618x10°6

44 6.3696x106 | 6.4390x10°6 10000
-6.3403x10°% | -6.3423x10°6 '
1.8328x 1074 1.8272x10%

5-1 I 1 1.0000x10°2
-1.8303x10°% | -1.8381x10"
1.6933x10° | 1.6943x10°° L

5-2 — 1.0000x10"
-1.6986x107° | -1.6909x10®
6.6006x10¢ | 6.6706x10°° )

5-3 5.0000x 10
-6.6632x10°6 | -6.7723x10°6

5.4 5.7886x106 | 5.7874x10°6 10000
-5.7754x10°6 | -5.7224x10°6 '

Taboa 5.13: Valores maximo e minimo das compofientes das velocidades de rotacion.




Conclusions e traballos futuros

Conclusions

As principais novidades achegadas nesta tese de doutoramento foron, por unha
banda, desenar e implantar dous propagadores orbitais, PSAT e PSATROT, baseados
no método das series de Taylor e, por outro, conseguir a extension das ecuacions de

Lagrange ao movemento rototranslatorio do satélite.

Como consecuencia da elaboracion deste Informe, cabe destacar as seguintes con-

clusiéns

= Realizouse unha revisiéon exhaustiva dos fundamentos relacionados co movemen-
to orbital do satélite artificial, incluindo as diferentes perturbaciéns asi como os
principais métodos de integracién das ecuaciéns de movemento que se utilizaron,

tanto analiticas como semianaliticas. e numéricos.

= O método de series de Taylor estendeuse para traballar directamente con poten-
ciais e hamiltonianos no canto de con forzas, para o que se formulou e imple-
mentou unha extensién da alxebra de series a un operador que inclie a funcién

e as suas derivadas.

= Creouse o propagador orbital PSAT que usa dlxebra en serie estendida e trata
forzas e potenciais simultaneamente. Este propagador permite o tratamento das
seguintes perturbaciéns: potencial terrestre, perturbacién dun terceiro corpo,
radiacion solar, freada atmosférica e outras forzas de tipo radial, tanxencial e

normal.
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s PSAT traballa cun ntimero variable de nodos, o que permite incluir diferentes
perturbaciéns a elecciéon do usuario, e pode traballar co potencial planetario de

calquera orde e grao sen calcular previamente a expresiéon das derivadas.

= PSAT inclte o tratamento de parametros dependentes do tempo que se poden
utilizar, por exemplo, para satélites con drea-masa variable, velas solares cunha
area variable ou para calcular a posicién dun terceiro corpo a partir dos seus

elementos orbitais.

= Reformulouse o movemento conxunto orbital e rotacional do satélite artificial,
aclarando a definiciéon das variables e a expresién dos distintos termos do hamil-

toniano.

= Definironse uns elementos rotacionais formalmente similares aos clasicos orbi-
tais, o que nos permite establecer de forma compacta e simultanea as ecuaciéns
do movemento orbital e rotacional do satélite, dando lugar asi & extension das

ecuacions de Lagrange.

= Foi implementado o propagador PSATROT como unha extensiéon de PSAT pa-
ra o estudo conxunto do movemento orbital e rotacional. PSATROT usa a for-
mulacién hamiltoniana e require duplicar o niimero de variables para tratar o

problema.

= Mediante a posta en préactica de varios exemplos, comprobouse a eficiencia de
ambos os propagadores, PSAT e PSATROT, asi como o feito de que a influencia

da rotacion no movemento orbital e viceversa é moi feble.

= Simulouse un caso completo coas principais perturbacions, e nel identificouse a

orixe das oscilacidéns que amosan a evolucion dos distintos pardmetros implicados.

Realizouse unha tese de doutoramento que contén varias contribuciéns novidosas
como dous propagadores orbitais que tefien en conta diferentes formulaciéns utilizando
o método das series de Taylor para realizar as integraciéns. Utilizando a diferencia-
cién automdtica para desenvolver as diferentes perturbacions obtivemos programas
informaticos rapidos, de alta precision, moi sinxelos de usar e mellorar, ben aumen-

tando a precisiéon ou reprogramandoos para o seu uso en paralelo. Ademais, obtivemos
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o que demos en chamar ecuacions de Lagrange xeneralizadas, que son unha exten-
sién das clasicas ecuaciéns de Lagrange pero tefien en conta a rotacién. Finalmente

comprobamos os resultados dos propagadores baixo diferentes condiciéns iniciais.

Traballos inmediatos e futuro

O primero que temos en mente é preparar dous artigos para a stia publicacién en
revistas WOS que recollan as principais novidades do noso traballo, é dicir, a obtencién
das Ecuaciéns de Lagrange xeneralizadas e a presentacion dos dous propagadores

desenvolvidos. A parte disto, outras lifias abertas son

= A extension a PSAT dalgunhas das caracteristicas do integrador TIDES

e (Célculo das derivadas das variables respecto dos pardmetros para poder
calcular a matriz de monodromia e aplicalo & obtencién de érbitas periodi-

cas.

e Engadir ao cdlculo das variables na integracién o calculo de funciéns exter-

nas destas variables e parametros.

= Obtencién de resultados tedricos a partir do uso das ecuaciéns de Lagrange

xeneralizadas para o movemento orbital-rotacional.
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Presentamos nesta Tese o traballo realizado no eido da
Astrodindmica no tocante ao movemento rototranslacional do
satélite artificial. A cerna das nosas investigaciéons é o emprego
do método de series de Taylor para poder integrar as
ecuacions que rexen o movemento traslacional e rotacional do
satélite artificial. Mediante a técnica de diferenciacién
automatica e a creacién dunha alxebra de series axeitada
seremos quen de implementar o devandito método en sendos
propagadores orbitais con diferentes formulaciéons: un deles
coa newtoniana creado para o movemento traslacional e o
outro coa hamiltoniana para o movemento rotacional. Isto
permitiranos calcular efemérides de xeito preciso e eficiente.
Estableceremos tamén por primeira vez as doce ecuaciéns de
Lagrange do movemento rototranslatorio do satélite artificial.
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