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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar el célebre espacio funcional de Hilbert definido por
Lebesgue desde el enfoque del anélisis armoénico. Primero, se estudia la transformada de Fourier
y se exploran sus propiedades algebraicas y analiticas. Se demuestran el teorema de inversion de
Fourier, que nos permite recuperar una funciéon de su transformada aplicando la transformada
inversa, y el teorema de Plancherel, el cual viabiliza extender la transformada, inicialmente
definida en otro espacio funcional, a dicho espacio de Hilbert. A continuacion, se presentan y
estudian dos fenomenos connaturales (e inoportunos) a las herramientas mateméticas de Fourier:
el fenémeno de Gibbs y el principio de incertidumbre de Heisenberg. Para finalizar, cambiando de
optica, se introducen las ondiculas para subsanar esta problemaética. Esta altima parte se centra
en caracterizar las ondiculas que producen buenas aproximaciones y en definir la transformada
ondicula siguiendo la hoja de ruta que nos facilita la transformada de Fourier, ademas de aportar

someramente algunos ejemplos y aplicaciones de la teoria de ondiculas.

Abstract

The aim of this paper is to study the famous Hilbert functional space defined by Lebesgue
from the harmonic analysis approach. First, the Fourier transform is studied and its algebraic
and analytic properties are explored. The Fourier inversion theorem, which allows us to reco-
ver a function from its transform by applying the inverse transform, and Plancherel’s theorem,
which makes feasible to extend the transform, initially defined in another functional space, to
this Hilbert space, are demonstrated. Next, two phenomena connatural (and unwelcome) to Fou-
rier’s mathematical tools are presented and studied: the Gibbs phenomenon and the Heisenberg
uncertainty principle. Finally, changing optics, wavelets are introduced to solve this problem.
This last part focuses on characterising the wavelets that produce good approximations and on

defining the wavelet transform following the roadmap provided by the Fourier transform, as well
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as briefly providing some examples and applications of wavelet theory.



Introduccion

En esta memoria, nos centraremos en estudiar funciones complejas de variable real desde el
enfoque del anéalisis de Fourier. Al fin y al cabo, estas funciones no son méas que abstracciones
basadas en fenémenos del mundo fisico, pues formalizan la relaciéon empirica que existe entre una
serie de variables (por ejemplo, magnitudes fisicas) que dependen de otras variables indepen-
dientes, como pueden ser el tiempo o la posicion en el espacio. Cabe mencionar que podriamos
estudiar la dependencia entre una variable dependiente con respecto a varias variables indepen-
dientes y el tratamiento tedrico no serfa mucho mas dificultoso. Sin embargo, por motivos de

claridad y brevedad, trabajaremos exclusivamente en una dimension.

Por un lado, la razén de escoger como codominio a C reside en que la teoria que desarrolla-
remos apenas resulta mas complicada que si nos restringiésemos a funciones reales y, asimismo,
en muchas situaciones nos encontraremos con que la variable compleja facilita enormemente los
calculos o, simplemente, seria también necesaria, aunque trabajaremos solo el caso real. Por
otro lado, al considerar R como dominio, podemos interpretar la variable independiente como el

tiempo.

Asi pues, la idea esencial tras el uso del anélisis de Fourier radica en el paso de una funciéon
dada en el dominio temporal, que representa la variaciéon de la variable que se esti estudiando
a medida que avanza el tiempo, al dominio espectral (dominio de frecuencias), el cual nos pro-
porciona informacion sobre el aporte de las diferentes frecuencias de vibracién de la funcion de

partida.

En el primer capitulo, se recopila una serie de definiciones y resultados de anélisis funcional en
los que nos apoyaremos de manera repetida a lo largo de este escrito. Las principales referencias
utilizadas en su desarrollo son [6], [10], [12] y [13].

En el segundo capitulo, se recuerdan las nociones béasicas de series de Fourier y, a partir de
las mismas, se motiva y estudia la transformada de Fourier, inicialmente definida en L'(R) y
posteriormente extendida a L?(R). Los principales resultados que se prueban son el teorema de
inversion de Fourier, el cual, bajo ciertas hipdtesis, nos permite reconstruir una funcién abso-

lutamente integrable a partir de su transformada; y el teorema de Plancherel, que redefine la

XI
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transformada en L?(R), un espacio con mejores propiedades que L'(R), y asevera que es un

isomorfismo y una isometria, simultdneamente. En este apartado, se emplearon las referencias

(61, 18] y [14].

En el tercer capitulo, se introducen y estudian pormenorizadamente dos desventajas intrin-
secas a las series y la transformada de Fourier. El primer héandicap es la mala convergencia de
cualquier serie de Fourier en las cercanias de una discontinuidad: el fenémeno de Gibbs. El se-
gundo inconveniente es la falta de localizaciéon en tiempo y en frecuencia de la transformada:
el principio de incertidumbre de Heisenberg. En esta parte, se sigue especialmente [11], aunque

también se hace uso de [9].

En el cuarto y tltimo capitulo, en vista de las incomodidades derivadas de las dos construc-
ciones matematicas anteriores, se procede a cambiar el prisma y buscar bases de L?(R) que, a
priori, nos provean de mejores aproximaciones. En este sentido, se define el concepto de ondicula,
se propone un sistema candidato a base a partir de dicha ondicula y se caracterizan todas las on-
diculas que generan una base mediante este procedimiento. Tras esto, se motiva la transformada
ondicula en analogia a la transformada de Fourier y se hallan condiciones para poder recuperar
una funcién a partir de su transformada ondicula. Al final, se dan algunos ejemplos prototipicos
de ondiculas. En este caso, las referencias consultadas fueron, especialmente, [5] y [7], con un uso

ocasional de [2] y [4].

A pesar de que solo vamos a examinar aquellas funciones definidas sobre un continuo de
valores, en la practica esta suposiciéon no es tan razonable, ya que solo podemos llevar a cabo
mediciones de manera discreta y separadas en el tiempo. El lector debe tener en cuenta que este
trabajo es esencialmente tedrico, aunque al final del dltimo capitulo se daran algunas referencias

para los interesados en los aspectos mas practicos.



Capitulo 1

Preliminares sobre espacios de Banach
y de Hilbert

En este capitulo inicial, damos algunas nociones de espacios de Banach y de Hilbert que seran

necesarias mas adelante.

1.1. Espacios de Banach

Para ello, precisamos de algunas definiciones previas.

Definicién 1.1. Un par (X, d) se dice un espacio métrico si X es un conjunto y d : X?> — R es

una aplicaciéon, llamada distancia, tal que

1. d(z,y) = 0 siy solo si x = y;
2. d(z,y) = d(y,x), para cualesquiera z,y € X
3. d(z,z) <d(z,y) + d(y, z), para todo x,y, z € X.

Definicién 1.2. Un espacio métrico (X, d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy en X es

convergente.

Definiciéon 1.3. Un par (V)| - |) se dice un F-espacio (vectorial) normado, con F =R, C, si V
es un F-espacio vectorial y | - | es una norma, es decir, una aplicacion |- | : V' — [0,00) que

satisface las siguientes propiedades:

1. |u+ | < |u| + |v|, para cada u,v € V;
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2. |[Au| = |\ - |u], para XeFy ueV;
3. siveVy |v| =0, entonces v = 0.

Observacion 1.4. La norma || - || de un espacio normado induce una distancia d(z,y) = ||z — y||

que, a su vez, induce una topologia de bolas abiertas.

Ya estamos en condiciones de dar la definicion de espacio de Banach.

Definiciéon 1.5. Un espacio normado (V, | - ||) se dice un espacio de Banach si, con la distancia

inducida, es un espacio métrico completo.

Un ejemplo clésico de espacios normados son los espacios LP(X, u,F), donde (X, X, u) es
un espacio de medida y p € [1,00]. Cuando no dé lugar a confusion, también se denotaran por

LP(X). Recordamos los siguientes resultados ya conocidos.

Proposicion 1.6 (desigualdad de Holder). Sip € [1,0], (X, %, ) es un espacio de medida y

fr9: X — F son medibles, entonces

I£gl < 1 flnlglq:

dondeq=/p%1 (q=wsip=1lyqg=1sip=om).

Proposicion 1.7 (desigualdad de Minkowski). Sip e [1,00], (X, %, ) es un espacio de medida

y f,g: X — F son medibles, entonces

I+ gl < 1£lp + gl

De las dos proposiciones anteriores deducimos el siguiente teorema.

Teorema 1.8. LP(X, u,F) es un espacio de Banach, para todo p € [1,00]. Ademds, si (fn)nen —
f en LP(X, u,F), entonces existe una subsucesion (fn, )ken tal que fn, (x) — f(z), para casi todo

re X.

A continuacién, vamos a introducir un par de definiciones de las que requeriremos en el

capitulo 3.

Definicién 1.9. Sean I < R un intervalo, f : I — F y denotemos por P(I) al conjunto de todas
las particiones de I. Defininimos la variaciéon de f con respecto a P = {zg,x1,...,25} € P(I)

como

V(f,P) = > |f(xr) = flar)l
k=1
y la wariacion total de f en I como

V(fI)= Psgr&) V(f,P).
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Asi, f se dice de variacion acotada si V(f,I) < co. Denotamos por VA(I,F) al conjuntos de las

funciones de variacion acotada de I en F.

Definicion 1.10. Sean I c R un intervaloy f : I — F. Se dice que f es absolutamente continua
si, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para cualquier familia de intervalos abiertos contenidos

en I, {(zg, yx)}7_y, que satisfaga >0 (yx — xx) < 9, se tiene que

n
D) = flaw)| <e.
k=1
Denotamos por AC(I,T) al conjunto de las funciones absolutamente continuas de I en F.

Estos nuevos tipos de funciones cumplen las siguientes propiedades.

Proposicion 1.11. Sean I < R un intervalo y f : I — F.

1. Si f es absolutamente continua, f es de variacion acotada.
2. VA(I,F) y AC(I,F) son espacios de Banach con la norma | f|yva =V (f,I)+lim,_mer | f(x)].

3. Si f es de variacion acotada en [a,b], entonces f se puede expresar como la diferencia de

dos funciones crecientes:

f(@) = [f(2) + V(] [a,2])] = V(f,[a, z]),

luego posee, a lo sumo, una cantidad numerable de discontinuidades.

De hecho, el proximo teorema caracteriza totalmente a las funciones absolutamente continuas.

Teorema 1.12 (teorema fundamental del cilculo para la integral de Lebesgue). Si f € L*(a,b),
entonces la funcion F : [a,b] — R dada por
Fw)=et | sy

con c € R, es derivable y F' = f en casi todo punto. Ademds, F € AC([a,b],R) y toda funcion
de AC([a,b],R) es de esta forma.

En el contexto de funciones lineales entre espacios normados (que llamaremos operadores),

debemos precisar qué significa que un operador sea “acotado”.
Definicion 1.13. Sean X, Y dos F-espacios normados. Un operador lineal T : X — Y se dice

acotado si T'(B) esta acotado, para todo subconjunto acotado B < X.

Resulta que este nuevo concepto de acotacion esté intimamente relacionado con las distintas

nociones de continuidad que conocemos.



4 1. Preliminares sobre espacios de Banach y de Hilbert

Teorema 1.14. Si XY son dos F-espacios normados y T : X — Y es un operador lineal, son

equivalentes:

1. T es lipschitziano,

2. T es uniformemente continuo,

3. T es continuo,

4. T es continuo en cero,

5. T es acotado,

6. existe un entorno U de cero tal que T(U) es acotado,
7. existe M > 0 tal que |Tz| < M|z| para todo x € X.

Definiciéon 1.15. Sean X,Y dos F-espacios normados y £(X,Y) el conjunto de los operadores
lineales de X en Y. Si T' € L(X,Y), definimos

|7 = sup [Tz] € [0,c0]

lzl<1

y LB(X,Y) = {T € L(X,Y) : |T|| < o0}. Entonces, (LB(X,Y),]|| - |) es un espacio normado

llamado espacio de los operadores lineales acotados de X en'Y.
Ejemplo 1.16. £LB(X,Y) es un espacio de Banach.

Proposicion 1.17. Sean X,Y dos F-espacios normados y T € LB(X,Y).

1 |T| = supy <1 [Tz = min{r e R [Tz| < rlz], = € X}.

. T
2. 8i X # {0}, |T| = supjpy—y |Tz] = sup,.o 22

[

3. | Tz| < [T[|=], para todo x € X.

Antes de pasar a definir qué es un espacio de Hilbert, presentamos un concepto mas.

Definiciéon 1.18. Sean X,Y dos F-espacios normados y 7' € LB(X,Y’). Decimos que T es un
isomorfismo (de espacios normados) si, con la topologia inducida, T' es un homeomorfismo lineal.
En tal caso, diremos que X e Y son isomorfos. T serd un isomorfismo isométrico si, ademés de

ser un isomorfismo, es una isometria, es decir, si [Tz| = |z|, para todo = € X.
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1.2. Espacios de Hilbert

La norma de un espacio normado puede provenir, a su vez, de un producto escalar.
Definicién 1.19. Dado un F-espacio vectorial V', una aplicacion (-,-) : V2 — F se dice un
producto escalar en V' si se satisfacen las siguientes propiedades:

1. {u+ v, wy = (u, wy + M, w)y, para u,v,w eV y X e[F;

2. (u, vy = (v, u), para cada u,v € V;
3. {u, uy <0, para todo u e V;

4. {u, uy = 0 = u = 0, para cualquier u e V.

Un espacio vectorial dotado de un producto escalar se denomina espacio prehilbertiano.

Teorema 1.20 (desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean (X,{-,-)) un espacio prehilbertiano y

x,y € X. Entonces,
Ka, | < @, )y, v)

y la igualdad se alcanza si y solo si x ey son linealmente dependientes.
Corolario 1.21. En un espacio prehilbertiano (X,{-,-)), el producto escalar genera una norma
definida como |z| = +/{x, x), para todo x € X.

Ya podemos concretar qué es un espacio de Hilbert.

Definiciéon 1.22. Un espacio prehilbertiano (V,{,-)) se dice un espacio de Hilbert si, con la

distancia inducida, es un espacio métrico completo.
Ejemplo 1.23. L?(X, 1, F) es un espacio de Hilbert con el producto escalar {f, g)o = S fgdpu.

Definicion 1.24. Sean H un espacio de Hilbert v f,g € H. f y g se dicen ortogonales si
{fy,g) = 0y seescribe f L g.Si AABc Hy f L g, para cada f € A, g € B, entonces A
y B se dicen ortogonales y se escribe A | B. Llamamos espacio ortogonal a A al conjunto
At ={feH:f1lg, geA}.

Proposiciéon 1.25. Sean H un espacio de Hilbert y A — H. Entonces, A" es un subespacio

vectorial cerrado de H.

Acto seguido, presentamos algunos de los resultados més importantes de la teoria de espacios

de Hilbert.
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Teorema 1.26 (de la proyeccion ortogonal). Sean H un espacio de Hilbert, K < H un conjunto
cerrado, convexo y no vacio y h € H. Entonces, existe un unicoy € K (que denotamos por Pxh)
tal que |h —y| = d(h, K). Si, ademds, K es un subespacio vectorial, h — Pxkhe K+ y, si fe K
es tal que h — f € K+, entonces f = Pxh. Llamamos a la aplicacion Py : H — K proyecciéon

ortogonal sobre K.

Definicion 1.27. Sea H un espacio de Hilbert. A ¢ H se dice un conjunto ortonormal de
vectores de H si (f, g) = 054, para todo f,g € A. Un conjunto ortonormal maximal se dice una
base de Hilbert.

Teorema 1.28 (desigualdad de Bessel). Sea {ey,}nen un conjunto ortonormal de un espacio de
Hilbert H. Entonces, 3, . |{f, en)|* < | f|?, para todo f € H.

Teorema 1.29 (de las bases de Hilbert). Sea E un conjunto ortonormal en un espacio de Hilbert

H. Son equivalentes:

1. E es una base de Hilbert de H;

2. h=72 p(h, e)e, para todo he H;

3. sihe HyhlE, entonces h =0;

4. {9, h) = X cp{g, €)<e, h), para cualesquiera g,h € H;
5. (Ey=H;

6. [H]2 = Yoep [Chs )2, para h e H.

Por tltimo, hemos de hablar brevemente del operador adjunto.

Proposicion 1.30. Sean (X, (-, >x) y (Y,{:,-)y) dos espacios de Hilbert y T € LB(X,Y). En-
tonces, existe un unico operador T* € LB(Y, X)), llamado operador adjunto, tal que (Tx, y)y =

{x, T*y)x, para cualesquiera x € X, yeY.



Capitulo 2

Transformada de Fourier

En este capitulo, se recuerdan las nociones bésicas de series de Fourier de funciones periodicas
y se fundamenta la transformada de Fourier, mecanismo matematico que desempena la misma
funcion que los coeficientes de Fourier en el caso aperiédico. Posteriormente, al igual que existen
resultados para garantizar la convergencia de las series de Fourier, se estableceréan hipoétesis a fin
de recuperar una funcioén a partir de su transformada, lo cual se conoce como el teorema de inver-
si6én de Fourier. Para finalizar, mediante el teorema de Plancherel, se extender4 la transformada
de Fourier, en principio definida en L'(R), a L%(R).

2.1. La transformada en L!(R): motivacién y definicién

En primer lugar, consideramos funciones f definidas en la recta real que pueden tomar valores
reales o complejos. Cuando interpretamos la variable independiente como el tiempo, es comin
referirse a dichas funciones como serniales y asi haremos a lo largo de todo el capitulo. Por ahora,
pidamos que estas sefiales sean 2m-periodicas (es decir, tales que f(x + 27) = f(x), para todo

x € R), medibles y absolutamente integrables en (—, ), esto es, f € L'(—x, 7).

Asi, a cada senal f € L'(—m, ) podemos asociarle una serie de Fourier:

flz) ~ % + Z (an cos(nz) + by sen(nz)), (2.1)

neN
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donde

o= | s de= (1),

ap = — J f(z)cos(nz) dx = %<f,cos(nx)>2 Y

by = — f( )sen(nz) dx = %<f, sen(n)),,

™

para todo n € N, son sus coeficientes de Fourier. Escribimos ’~’ en vez de '=" porque, a priori,
la serie anterior no tiene por qué ser convergente y, aunque convergiera en un cierto xg € R, ni

siquiera tenemos asegurado que lo hiciese a f(x¢).

Observacion 2.1. La expresion en serie (2.1) es equivalente a

D ene™, (2.2)

nez

iﬂ_ fﬁwf(a:)eim dz.

En efecto, si la serie (2.1)) es convergente y coincide con f alli donde converja, basta tener en

donde, para cada n € Z,

cuenta que
wmnmx + e—ZTlI eznm

¢ 5 , sen(nx) =

cos(nz) =
y sustituir en (2.1)):

znx + e—in:r; einx _ e—in:c n a, + an )
_|_ +b _|_ ma:+ —inz |
2 ( 2 Y > 2 < 2 ©

neN neN

Asi, definiendo
ag an — iby, Gn + by

60:?7 Cn:T y C—n:T7

llegamos a la formulacion ([2.2)). Reciprocamente, es facil comprobar que, si f admite una repre-

sentacion del tipo (2.2)), la formula de Euler nos permite expresarla en la forma (2.1)) con
ag =2co, an=¢p+c_p y by =1i(c,—c_y).
Aunque la forma ([2.1]) resulta un poco més conveniente cuando f es real (los coeficientes ay,

y b, deben ser reales para que f sea real, mientras que para los coeficientes ¢, la correspondiente

condicion es c_,, = G,), la forma (2.2)) es mas compacta y comoda de trabajar en el caso complejo.

Los coeficientes de Fourier ¢, = 5=(f, €"), que también denotaremos por f(n) 6 Ff(n),

cumplen el conocido lema de Riemann-Lebesgue.

Lema 2.2 (de Riemann-Lebesgue). Si f € L'(R), entonces (f(n))nez € ¢o(Z), donde

CO(Z) = {(an)neZ cC: | l\l,moo |an| = O}‘
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De hecho, por ser L?(w, 7) un espacio de Hilbert y el sistema trigonométrico {%eim }nez una
base de Hilbert de este espacio, la serie de Fourier de toda sefial f € L?(m, ) converge a f (en
la norma | - [|2) y se cumple la desigualdad de Bessel (Teorema [1.28)):

; 2
2 F < If13.

neZ

Como resultado, si f € L?(m, ), se tiene que (f(n))nez € 1?(Z), donde

ZZ(Z) = {(an)neZ cC: Z |an|2 < OO}

neZ

De hecho, el siguiente teorema asevera que el reciproco es cierto.

Teorema 2.3 (de Riesz-Fischer). Sea (an)nez € 12(Z). Entonces, existe una tnica f € L*(m, )

tal que f(n) = ay, para todo n € N,

Por tal razén, el operador F : L?(—m,7) — [2(Z) es un isomorfismo isométrico de espacios de
Hilbert. Esto quiere decir que, para sefiales de L?(, ), nos podemos mover entre los dominios

de tiempo y frecuencia en ambas direcciones y sin perder informacién alguna.

Ahora bien, también podemos construir series de Fourier para funciones periédicas de periodo

arbitrario 7" > 0 mediante un cambio de variable. Ciertamente, si f(x + 1) = f(z), basta definir

F(x) = f(x) (2.3)
para que
F(z + 2m) zf(;;r(x—i-%r)) =f(2Ta:+T> = f(;;rx> = F(x),
de modo que F' es 27-periodica.

Entonces, si
. 1 (7 4
F(x) ~ Z cne™® con cp = - B F(z)e ™ du,

y aplicamos (2.3)), el cambio de variable x — (27/T")z nos proporciona:

Tin 1 T/2 Tin
f(fL') ~ Z C’fleQT I, con G = f f(x>€72T Tdax. (24)
nez T -T/2

Por dltimo, supongamos que f no es peridédica y busquemos una expansion similar. Para ello,

aproximemos f restringiéndola al intervalo [—7/2, T'/2] y extendiéndola periddicamente a R.

Con las notaciones &, = n/T y g(&,) = T¢,, podemos reescribir (2.4) como

T/2 ‘
g@»:j f(x)e 2T da,

—T/2

Fa)~ 3 g6 1 = 3 g6 (60 — ).

neZ neZ
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Escrita de esta forma, la suma parece la aproximacion de una integral. Notese que la malla

{&n}nez se vuelve mas fina conforme T' — o0, luego, pasando al limite, se llegaria a que

g@)~J%f@kf%“5d%
(2.5)

f@)~ | gl ag,
R
donde escribimos '~ en vez de =’ porque no hemos justificado formalmente este tltimo paso.

Si la variable x representa el tiempo y la variable £ la frecuencia, la primera expresion,
que se conoce como transformada de Fourier, nos facilita el contenido en frecuencias de f
y constituye el anédlogo a los coeficientes de Fourier para funciones no periédicas. Asimismo, la
segunda formula nos permite recuperar la senal original a partir de ¢ mediante lo que se denomina

transformada de Fourier inversa. Todo este desarrollo motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.4. Dada una senal f € L'(R), se define su transformada de Fourier, y se denota
por f 6 Ff, como
fl€) = || e do = (f. 7, ¢eR

y se define su transformada de Fourier inversa, y se denota por f 6 F~!f, como

ﬂm=Lﬂ&WmdaamR

Observacion 2.5. Cabe resaltar la siguiente relaciéon entre la transformada de Fourier y la trans-

formada inversa de una misma sefial f € L*(R):

fO) =F=).

Asi las cosas, cualquier propiedad que se pruebe para la transformada de Fourier es inmediata-

mente adaptable a la transformada inversa.

2.2. Propiedades

Veamos algunas propiedades que se derivan sencillamente de la definicion.

Proposicién 2.6. Sean f,ge L'(R), ae C, be R\{0} y z,£ € R.

1. Linealidad: F{af + ¢g}(§) = aFf(&) + Fg(§).
2. Traslacion en el tiempo: F{f(- —b)}(&§) = e—2m’b§]:f(£).

3. Cambio de escala: F{f,}(§) = I%\}—f(%)’ donde fy(x) = f(bx).
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4. Conjugacion: F{f}(&) = Ff(€), donde f(z) = f(—x).

5. Derivacion: si f es absolutamente continua, entonces F{f'}(&) = 2mi& Ff(€).

Demostracion.
1. Se sigue de la linealidad de la integral de Lebesgue.

2. Con el cambio de variable y = z — b, se tiene que

FUHC =N = [ flo =0 da = [ e 20 ay

_ e27ribfj f(y)ef27rim§ dy _ 6727rib§ff(§>'
R
3. Basta emplear el cambio de variable y = ba:

_ —omizt 1 —2miy$ 1 §
FUNQ = [ e an = | e ay- 571 (5):

4. Se obtiene facilmente teniendo en cuenta que e2mi¢ = ¢=2m%¢ v ytilizando el cambio de

variable y = —x:

F{f}(E) = fR F(a)e 27 d g = JRf(—JU)eQ’Tf dz = JR Fl=x)erize dp

- | s ay - 7@

5. Se hace aplicando integracion por partes con u = e>™*¢ y dv = f/(z) d

FUYE) = fR f(x)e 25 A

_ f($)€—2wix§

+ 27ri£f f(x)e ™28 d o = 2mit Ff(€),
R

T=—00
pues, como f € L'(R) es continua, limy| o0 [ f(7)] = 0. O

Por otro lado, la condicién “f € L'(R)” no solo sirve para garantizar que la transformada

esta bien definida, sino que, ademés, se tiene que

Ol < fR F(@)le2m5€) d = jR @) dz = | fli < o, (2.6)

para todo ¢ € R. Asi, la transformada de Fourier es un operador F : L!(R) — L®(R). De hecho,
bajo las mismas hipotesis, tenemos una version adaptada del Lema de Riemann-Lebesgue (vid.
Lema 1.2) que nos brinda una conclusion mas fuerte, pero antes enunciemos un lema previo que

precisaremos ([6], Theorem 13.24).
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Lema 2.7. Sipe[l,0) y f € LP(R), entonces
1 -+ h)—f()|p,=0.
tim (- + )~ ()], = 0
Lema 2.8 (de Riemann-Lebesgue). F(L'(R)) < Co(R), donde

Co(R) ={f:R—C: fes continua y |l|1'm |f(x)] = 0}.

Demostracién. Sea f € LY(R).
Primero, veamos que f es continua. De esta forma, si £ € Ry (hy)neny < R es tal que by, — 0,

tenemos que ver que lim, o f(§ + hy) = f({):

f(f + hn) _ f-(g) _ JRf(w) (6—27riac(£+hn) _ e—27rix§) dr = JRf(w)e—Qwixg (6—27rixhn o 1) dz.

Si denotamos por fn(z) = f(z)e 2" (e=2mhn — 1) para todo n € N, entonces (f;)nen €s una

sucesion de funciones medibles tal que

lim f,(z) =0, xzeR.

n—o0

Ademas,
| fa(@)] = | f(@)] e 2T e 2™ — 1] < 2| f(2)),

para cualesquiera x € Ry n € N. Dado que 2|f| € L!(R), el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue (|I3], Theorem 1.34) nos permite intercambiar el limite con la integral para concluir

que
iy (7€) = 7(©) = Jin, [ fu(o) o= [ (1w 160)) az =0,
como queriamos demostrar.

Solo nos queda probar que lfm¢|_, 1F(&)] =0

£©

f fz)e 2™ dg = —J f(z)e 2miaée=m q g — —J f(x)ef%i(”i)é de =
R R R

—— | g Ay ger

donde y = = + i En consecuencia,

0 < 2|f(€)| = ‘JRf(x)62ﬂix§ dz — JRf(x — 215)627”“5 dz

<o =L lae- oo

Gracias al Lema sabemos que esta tltima expresion tiende a 0 cuando || — co0. Asi, sin mas

1

que aplicar el teorema de compresion, hemos terminado. O
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A continuacién, vamos a considerar una sucesion de funciones de tipo gaussiana que adquirira

. . . ., _ 2 . . .
mayor relevancia en la siguiente seccion: (g, )nen, con gn(z) = v/ne”"™*". En el siguiente ejemplo,
veremos que sus transformadas de Fourier vuelven a ser gaussianas y, para ello, vamos a necesitar

la siguiente igualdad:

e~ 0@ i) g = E, (2.7)
R a

donde @ > 0 y b € R. Tanto la definicion de las funciones g, (como caso particular de otras

funciones G¢, con t > 0) como la demostracion de (2.7)) se encuentran en [14] (paginas 40-43).

(a) gn, para n = 2,9,17,35,37,52 (b) gn, paran = 2,9,17,35,37,52

Figura 2.1

2

Ejemplo 2.9. §,(§) = 6_%, para todo £ € R y todo n € N.

En efecto, completando cuadrados, se tiene que
. N\ 2 -\ 2
gn(é‘) :f \/,ﬁefnﬂ'x2€727riw£ dr = \/EJ‘ 6*7},#(3#4»%) dr = \/EJ‘ efnﬂ'[(z+%> 7(%) ] dz
R R R
2 i\ 2 ne2 2
= ne_nﬂ—(%) f e—nw(z-&-%) dz \/ﬁe_% l — 6_%.
\ nm

R
Observacion 2.10. De nuevo, como consecuencia inmediata de (2.7)), deducimos que

J gn = \/ﬁf e d g = \/ﬁq/l =1,
R R nm

7r2
~[%=Je_§d§:J7r=V%
R R m/n

Estamos, pues, en condiciones de enunciar el siguiente resultado.

Proposicion 2.11. La transformada de Fourier y la transformada de Fourier inversa,
F:LYR) - Cy(R) y F':LYR)— Cy(R),

son operadores continuos. Ademds, |F| = |F~ Y| = 1.
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Demostracién. Probémoslo para F, puesto que el razonamiento en el caso de F~! es comple-
tamente analogo. De la cadena de desigualdades (2.6) deducimos que, dada f € L'(R),

| flloo < 11,

por lo que F es continuo y |F| < 1. Asimismo,

“f”oo g1l 1 (0)

Il = =410
5 171~ laalls

=1,

luego | F| = 1. O

2.3. Convolucion

En esta seccién, presentamos un concepto de gran importancia en la teoria de senales que, de
alguna forma, nos muestra como se superponen dos sefiales y que utilizaremos de manera auxiliar

para demostrar uno de los teoremas centrales del capitulo: el teorema de inversiéon de Fourier.

Definicién 2.12. Dadas dos sefiales f, g € L'(R), definimos su convolucidn como la sefial

ff y)dy, zeR.

Observacion 2.13. La convolucion de dos sefiales f,g € L'(R) esta bien definida, en el sentido de
que f g€ L'(R) y |f * gl < [£l1lgls-

Ciertamente, la funcion ¢ (z,y) = f(y)g(x — y) es medible. Ademés, si z = x — y,

fw 1= JR (J}R O da;) dy = J]R |f(y)|(fR l9(z —y)| dm) dy
-], 'f(y”(fR l9() dZ) ay = |1l < .

Por tanto, 1 € L}(R?). Entonces, gracias al teorema de Fubini (JI3], Theorem 8.8), sabemos que
o(x) = (g(z,y) dy esta en L'(R), para casi todo € R. Por consiguiente, ya que f * g es
medlble v |f gl < ¢, se tiene que fxge L'(R) y |f » gl < | fl1]g]s-

Por otro lado, es muy sencillo comprobar que la convolucién es una operacién conmutativa,
asociativa y distributiva con respecto a la suma en L' (R). Por ejemplo, tan solo hay que considerar

el cambio de variable z = x — y para demostrar que es conmutativa:

ff dy—ngwf(x—z)dz:g*f<x>.

Ahora, veamos como se relacionan las operaciones de convolucion y transformada de Fourier.
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—_

Teorema 2.14 (de convolucion). Si f,ge LY(R), entonces fxg = f - §.

Demostracién. f,g € LY(R), conque f * g € L'(R). Asi pues, dado ¢ € R, una vez mas el

teorema de Fubini nos permite escribir

N I
L) o= o) (o<

F©)g(¢),

donde z =z — y. O

2.4. El teorema de inversion de Fourier

Como sugerfa la segunda expresion de (2.5)), nuestro objetivo en esta seccion serd obtener
hipétesis sobre f € L'(R) para poder recuperar la sefial f a partir de su transformada f mediante

la transformada inversa. Equivalentemente, queremos que se satisfaga la igualdad:

f(z) = FUFf(x) J F(e)ermi=E de, (2.8)

la cual se conoce como férmula de inversion de Fourier. Incluso vamos a probar que, si
aplicamos las transformadas directa e inversa en el orden contrario, se alcanzan las mismas

conclusiones.

Este es el momento en el que entra en accion la sucesion (gn)nen, que cumple (2.8) como

vemos en el siguiente lema.

Lema 2.15. §,, = gn = Gn, para todo n € N.

Demostracion. Argumentemos la veracidad de la primera igualdad, pues la prueba de la segunda

es anédloga. Sean n € N y x € R. Sabemos que, para cada £ € R,
gn(f) =e n,

de manera que

én(x) :J‘ &2 —27rza:f d§ f 52 —2na€i) df J 5 nxi)?— (nxz)2] df
_ o Elany? J e nena)? qe @D ponma? [T
R
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Observacion 2.16. La convolucién es una operacién que no tiene neutro en L'(R) (6], Theo-
rem 21.35). No obstante, en esta referencia se introduce el concepto de “aproximacion de la
identidad” (approrimate unit) para subsanar esta probleméatica: una sucesion (un)ney < L' (R)

es una aproximacion de la identidad si satisface las tres condiciones siguientes.

1. uy, = 0, para todo n € N.
2. |lup|1 = 1, para todo n € N.

3. Para todo U entorno de 0, se tiene que

lim Uy, = 0.

Veamos que (gn)nen entra en esta definicion, para lo cual solo tenemos que probar que, dado
6 >0,

lim gn =2 lim gn = 0.
i M P

Efectivamente, si § > 1, g,(z) < e %, para todo x € (§,00). Como la funcién cota esta en L'(R)

y gn — 0 en (§,00), el teorema de la convergencia dominada nos permite concluir que

lim Gn = J < lim gn) = 0.
e J(5,00) (d,00) N1TE
En cambio, si é < 1, con argumentos idénticos, obtenemos que

lim gn =0

"0 J(1,0)
y, ademas,
| o= -0) s gulw) —0.
(6,1) 2e(8,1)
En ([6], Theorem 21.37), se demuestra que

I up, * f = flp =0,
n—00

para cualesquiera (up)nen © LY(R) aproximaciéon de la identidad, f € LP(R) y p € [1,00).
Nos conformaremos con probar el caso p = 1 y utilizar, mas adelante, el caso p = 2, ambos

particularizados para nuestra sucesion (g )nen-

Proposicién 2.17. Para cada f € L'(R), se tiene que

T lga s S~ £l = 0.



2.4. El teorema de inversion de Fourier 17

Demostracion. Si f = 0, el resultado es evidente. Supongamos que f # 0 y sea € > 0 arbitrario.
Entonces, existe § > 0 tal que |[f(- —y) — f(:)|1 < § ([6], Theorem 13.24), para todo y € (=9, 9),
y existe N € N tal que S((SOO) n < ﬁ, para todo n > N.

De esta forma, para cada n > NN, gracias a que SR gn = 1 y al teorema de Fubini,

lgn = f — fh—if‘fgn fa=v ay= @) ao = [ || slfta =9 - 1@) dy) dz

[ [ 0wlre-n - s dwm—ff% e —v) = ()] da dy

fgdmf!ﬂx—w—fmﬂdwdy=fngWC—y%—ﬂﬂhdy
R R R
j %@Hﬂ-wfwhdy+f @I = 9) = FOL dy
(~5.0) R\(~5)

) )

&g
<EHdlfh | <
(6,00)

de donde se obtiene la conclusiéon pedida. O

Teorema 2.18 (de inversion de Fourier). Sea f € L*(R).

1. SifeLl(R), entoncesfz f.

2. Si f e L'Y(R), entonces Jg =f.

Demostracion. Supongamos que f e L'(R). Consecuentemente, para cada r € R fijado, la
funcion hy, (€) = e27%¢ g, (€) f(€) esta en LY(R), dado que |hn| < |Gn - f| ¥ §n - f € LY(R) (debido
a la Proposicion gne LP(R) y fe LY(R)). Ademas,

lfm hn(€) = T f(€) = p(€), EE€R,

n—0o0

con ¢ € LY(R). En tal caso, podemos usar el teorema de la convergencia dominada:

lim eﬁm%@M@MM=L;%Mﬂod5=ﬂ@.

n—o0 R

Por otra parte, el teorema de Fubini y el Lema [2.15| nos aseguran que

JR a5 (6 (€) A€ = JR eQm‘:v&gn(é')<JRf(y)e—%iyf dy) dg

- s ( [ an@eme a) ay = [ sinto - ay
ZLf@MMm—wdQZQh*ﬁ@%

por lo que

lim (g, * f)(z) = f(x).

n—ao0
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Teniendo en cuenta la Proposicion y, para cada n € N, la acotacion:

0<|f=Ffli<lgn*f—fli+|f—gn*fli —0,

el teorema de compresiéon nos permite concluir que f — f.Sife L'(R), los argumentos para

deducir que f = f son practicamente idénticos. O

2.5. La transformada en L?(R) y el teorema de Plancherel

A diferencia de lo que sucedia con sefales periddicas, donde L?(—m,7) < L'(—m, ), no
es cierto que L?(R) = L'(R). De este modo, la transformada de Fourier, en el sentido de la

Definicion no esta bien definida para sefiales de L?(R).

Sin embargo, tenemos dos buenos motivos para querer extender la transformada a L?(R).
El primero es que, en general, no se cumple que f € Ll(]R) siempre que f € L!(R), lo cual
es fundamental para poder usar el Teorema de inversion [2 En efecto, basta considerar f =

X[-1,1] € L*(R), pues

A A ‘ —2mizg |1 2mié _ ,—2mi n(27¢)
_ B T e—27rlm§ da = f e—27rzar;§ dr = € . _ € 6 _ se .
f(€) fRX[ 1.1](2) L] —2mif |_, 2mi€ s
Por tanto,
A 1 2 2 2
fmzj sen(ﬂf)d{:f Sen(ﬂg)‘d{
R T JR 3 (0,00) &

ZJ

nEN (n—1,n)

sen 27r§ ‘

des 2 Z f“n)|sen27r«s)|d§,

ya que, si £ € (n— 1,n),

sen(27¢) - | sen(27E)|
£ ‘/ o

f<n — =

Igualmente,

J |sen(27€)| d & f sen(27€) d ¢ —J sen(27€) d§
(n—1,n) (n—1,n—1) (n—1n-1

cos(2m€) r—né N cos(2m€) r—n;

= cos(2(n — 1)7) — 2cos((2n — 1)) + cos(2nm) = 4,

E _ o,

neN

conque
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como queriamos ver. La segunda motivacion reside en que, aunque L (R) es un espacio de Banach,

L?(R) tiene una estructura mas rica: la de espacio de Hilbert.

Para hacerlo, seguiremos principalmente [6] y necesitaremos un par de lemas auxiliares, cuya

demostracion estd mas alla de los objetivos de esta memoria.

Lema 2.19. Sean p € [1,0), ¢ = I% (g=w0 sip=1), feLP(R) yge LiYR). Entonces, f*g

es uniformemente continua, | f * glo < [flplglq v, sip>1, f+ge Co(R).

Lema 2.20. Supongamos que f € LY(R)nL®(R) y f es real y no negativa. Entonces, f € L'(R),
de manera que se satisfacen las hipdtesis del Teorema[2.18

El siguiente resultado sera fundamental para demostrar el teorema mas relevante de esta

seccion: el teorema de Plancherel.

Proposicion 2.21. Si f € L'(R) n L2(R), entonces f € L2(R) y | fll2 = [ f]2-

Demostracion. Sean f(z) = )y g=f=f. Como feL'(R)n L*(R),

f|fp—f Far do = | 1517 (2.9)

para p € {1,2}, por lo que f € L'(R) n L%(R). Asi, la Observacion nos asegura que g € L' (R).

Por otro lado, el teorema de convoluciéon y la cuarta propiedad de la Proposicion nos

permiten afirmar que

9&) =f=f©) =F©Of© =FOf©) =1f©P =0
Asimismo, puesto que f, f € L2(R), el Lema nos da que g € Cp(R), luego también g € L*(R).
Como, ademés, g es una sefial real y no negativa de L*(R), el Lema nos dice que § € L%(R).

Por consiguiente, considerando la igualdad:

I3l = f 4] = f P = 1]
R R

Cambiando de tema, del Teorema de inversién deducimos que § = g, pues g, § € L'(R).

se obtiene que f € L2(R).

Por tanto, si z = —y,
ffmy dy—jf @ —2) dz = [ f(x) = £+ f(@) = g(x) = §(x)
- | atoemas = [ ifopen ac.
R

En definitiva, sustituyendo « = 0 en la igualdad anterior, se obtiene la conclusion deseada:

1112 = jR f7 = fR =17
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Teorema 2.22 (de Plancherel). Eziste un tinico operador lineal continuo T : L*(R) — L?(R)
tal que Tf = f, para cada f € LY(R) ~ L2(R). Ademds:

1. |Tfl2 = |fl2, para toda f e L*(R);

2. <Tf7 Tg>2 = <f7 g>2; para CualeSQUieTa f7 ge LZ(R)7

3. T(L*(R)) = L*(R).
En consecuencia, T es un isomorfismo isométrico.

Demostracion. Primeramente, empecemos definiendo T'f = f, para toda f € L*(R) n L(R).

La cadena de inclusiones:

Coo(R) < LY(R) n L*(R) c L*(R)

y la densidad de Cpyo(R) (el espacio de las funciones continuas en R de soporte compacto) en
L*(R) (6], Theorem 13.21) implican que L*(R) n L?(R) es denso en L?*(R).

Ahora, extendamos T a L?(R). Para ello, sean f € L*>(R) y (fn)nen = LY (R) n L3(R) tal que
| fn — fll2 = 0. Ya que (fn)nen es de Cauchy, la Proposicion nos permite escribir:

ITfn =T fmlz = 1o = fmlz = |fu = Fnlla = | fn = fmllz —> 0

cuando n,m — o0, de modo que (T f,)neny © L?(R) es de Cauchy. Por ser L?(R) un espacio de

Banach, existe un tnico h € L?(R) tal que |T'f, — h|2 — 0. Introducimos la notaciéon T'f = h.

Por un lado, veamos que T esta bien definido, es decir, que T'f no depende de la sucesion de
aproximantes escogida. En efecto, si (f*)nen © L' (R)nL?(R) es otra sucesion tal que || £ — f|la —

0, entonces

ITfo =T hillz = Ufa = Fillz = 1fu = fil2 < I = fl2+ [F = f3]2 — 0,
luego
ITf=Tfrle <|Tf—=Tful2 +1Tf0 —Tfyl2 — 0.
Por otro lado, comprobemos que T es lineal, para lo cual sean o € C y (fn)nen, (hn)nen <

LY(R) n L?(R) tales que | fn — fl2, [hn — hll2 — 0. Se tiene que

|T(f + ah) = (T'f + aTh)|, < |T(f + ah) = (T fn + aThy)|,+
+ [(Tf + aTh) = (T fn + aTha)|, < |T(f + ah) = T(fn + ahy)|, +
+|Tf = Tful, + lol|Th = Tha[, — 0,

como querl’amos ver.
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Para constatar que se cumple el punto 1, es suficiente con tener en cuenta que |- |2 es continua

y usar de nuevo la Proposicion [2.21}
ITfll2 = lim [T fullz = lm | falo = lm [ fulz = [fl2, f € L*(R),
n—o0 n—o0 n—o0
de donde, ademés, deducimos que T" es un operador continuo.
Asimismo, T es inyectivo, pues, si f,g € L?(R) y T'f = Tg, entonces
1.
If =gl = 1T(f =92 = |Tf =Tgl2 =0,

por lo que f = g.

Por otra parte, el punto 2 se deduce trivialmente de la siguiente identidad polar (6], Exerci-
se 16.5):

Kf, g2 =\f + 95 =1 =9l +ilf +igl3 —ilf —igl3, f.ge L*(R), (2.10)

y la unicidad de T se deriva de que Ty F son dos operadores continuos que coinciden sobre el
subconjunto denso L'(R) n L2(R) de L?(R).

En tltimo término, tenemos que demostrar que T(L?(R)) = L%(R) y lo haremos en cuatro

partes.

e En primer lugar, veamos que T(L?(R)) es cerrado en L%(R), puesto que, en tal caso, llega
con probar que T(L?(R)) es denso en L?(R). En efecto, sea (T'fn)nen, con (fnu)nen = L2(R),
tal que |Tf, — gll2 — 0 y razonemos que h € T(L?(R)). (T fn)nen es de Cauchy, de forma que,

usando el punto 1,
an - meQ = HTfn - Tme2 —0

cuando n, m — o, luego (f,)nen es de Cauchy. Ahora bien, L?(R) es un espacio de Banach, as
que existe un tnico f € L?(R) tal que || f, — f|2 — 0. Solo queda ver que g = T'f, que se obtiene

del teorema de compresion y de la acotacion:

lg—Tfla<l|g—Tfal2 +|Tfn—Tfl2=lg—Tful2+ lfn — fllz2 — 0.

e En segundo lugar, calculemos el operador adjunto 7% (véase el Teorema [1.30|) de T": dadas
f,g € L*(R), por el teorema de Fubini,

y, g>2—f F(€)9®) e = f (f e Mfdx) ©) de -

- ijm( [ st@etnie) ao = | swiat) o= ¢, 7 g

Consecuentemente, 7% = F~1 en L(R) n L?(R), esto es,

T*f(2) = f(z) = f(-x), zeR.



22 2. Transformada de Fourier

e En tercer lugar, vamos a ver que, si o, € L*(R) n L?(R), entonces ¢ %1 € T(L?(R)). Para

ello, escribimos f = T*p y g = T™ y empleamos el teorema de convolucion:

— ~

prp(r) = ga)d(r) = f(-r)g(-z), zeR.

Asi, como f,g € L?*(R), la desigualdad de Holder (Proposicion nos asegura que fg e L'(R),
por lo que también m e L'(R). Por ende, el teorema de inversién de Fourier nos permite

escribir:
pru(©) = [ @rD@E da = [ f-a)g(-a)?mE da -
R R
- | f@ame T dy = Fa©). cer
donde y = —x. Por el lema de Riemann-Lebesgue, fg € F(L'(R))  Cy(R), de donde
fge LYR) n Cy(R) = LY(R) n L%(R).

La tltima inclusion se debe a que, para toda f € Cp(R), existe n € N tal que | f|g\[—nn)llo <1

111 = | 1£ - f[] I+ fR\[-n

=2n|| fli—nnil% + | fIR\[=nmy | < o0

y:

P < 2l + f

R\[-n,

Il =
n]

)

Entonces, ¢ * 1 € T(L*(R)).

e En cuarto y tltimo lugar, argumentaremos que L!'(R) n L?(R) < T(L?*(R)), ya que esto
implicaria que T(L?(R)) es denso en L%(R). Sea ¢ € L'(R) n L?(R) y consideremos la sucesién
(gn)nen < LY(R) n L2(R), la cual recordemos que es una aproximacién de identidad. El punto

anterior nos muestra que
@ * gn € T(L*(R)), para todo n € N,

Como, ademas, ¢ — ¢ * gnl2 — 0 ([6], Theorem 21.37) y T(L?*(R)) es cerrado en L?(R), nece-
sariamente ¢ € L2(R). O



Capitulo 3

Inconvenientes de las series y la

transformada de Fourier

En este capitulo, vamos a estudiar un par de casos que ilustran las deficiencias de las series
y la transformada de Fourier en ciertos contextos. Para empezar, presentaremos el fenémeno
de Gibbs, el cual nos muestra que no podemos esperar una buena convergencia de una serie de
Fourier en las cercanias de una discontinuidad de salto. En segunda instancia, analizaremos una
propiedad inherente a la transformada: cuanta mas precisién requiramos para analizar una senal
en torno a un punto, mayor dispersién nos encontraremos en su transformada alrededor de dicho

punto. Este hecho se denomina principio de incertidumbre de Heisenberg.

Para ambas partes, precisaremos de la notaciéon de Landau.

Notacion 3.1. Sean (2 )neN, (Yn)neny < C, con x,, # 0 a partir de un cierto indice. Decimos que

1. yn = O(zy,) si la sucesion (|yn|/|zn|)nen esté acotada,;

2. yp = o(xy,) si

lim M =0.

e

De la misma forma, si f, g son dos funciones complejas de variable real y zp € R, con |f| # 0

en un entorno de xg, decimos que

1. g = O(f) cuando = — xg si |g|/| f| estd acotada en un entorno de .

2. g = o(f) cuando = — x¢ si

lg(@)| _

lim =
e—z0 | f(2)]

23
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3.1. El fendmeno de Gibbs

3.1.1. Conceptos previos

En el desarrollo de resultados de convergencia puntual de series de Fourier, juegan un papel
imprescindible los conocidos como ntucleos de Dirichlet. Dado n € N, se define el n-ésimo ntcleo

de Dirichlet como
sen ((n + 1/2)x)

sen(z/2) '

D,, es una funciéon par, 27-periddica y se puede expresar en la forma

D, (z) = x € R\27Z.

n
Dy(z)=1+2 Z cos(kz),
k=1
luego se pueden extender con continuidad a toda la recta real. De esta tiltima expresion se deduce

que
J D, (z) dz = 2m.
)

La importancia de estos niicleos radica en que nos proporcionan una representacion alterna-

tiva de las sumas parciales:

N
Snf(z) = 20 5 Z an, cos(nz) + by, sen(nz))
n=1

de cualquier f e L'(—m,7):

1

Sxf@ =5 | DG dy=feDx(@)

Esta formulacién nos permite probar el siguiente criterio de convergencia puntual, cuya demos-

tracion podemos ver en [9].

Teorema 3.2 (criterio de convergencia puntual de Dini). Sean f € L'(—m,m), f su estension
2m-periddica y xo € R. Si existen y son finitos los limites laterales f(zg ), f(xd) y las funciones

flzo+1) — flzg) flzo+1) = f(z)
t t

(1) = y Fa(t) =

son integrables en (—0,0) y en (0,0), respectivamente, para algin § € (0,7), entonces Sy f (xg)
es convergente y su suma vale [f(xar) + f(x&)]/?
Se deducen inmediatamente de tal criterio los dos préximos corolarios, el primero para puntos

de continuidad y el segundo para puntos de discontinuidad.

Corolario 3.3. Sean f € L'(—m, ), f su estension 2n-periddica y xo € R. Si existen las dos

derivadas laterales de f en o, entonces Sy f (zo) es convergente y vale f(xo).
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Corolario 3.4. Sean f € L'(—n,7), f su extension 2n-periddica y o € R. Si existe r > 0 tal
que f es derivable en (xo — 1,20 +7)\{z0} Yy existen los limites laterales f'(zy ), f'(xg), entonces
se cumplen las hipdtesis del Teorema[3.3,

Seguidamente, vamos a introducir una funcién que serd de gran utilidad en la siguiente

subseccion.

Definicion 3.5. Se define la integral seno, y se denota por Si, como la siguiente funcién real de

variable real:

Si(x) = if( | ser;(y) dy, 0<z <o
0,z

Veamos algunas propiedades de esta funcion, en cuya prueba emplearemos los nucleos de
Dirichlet.

Proposicion 3.6. La funcion Si satisface las siguientes propiedades:

1. Si(0) = 0, limy_,o Si(z) = 1;

2. Si tiene mdzximos relativos en los puntos (2n—1)7w, n € N, y minimos relativos en los puntos

2nm, n € N;

3. Si(z) < Si(w), para todo x = 0.

Demostracion. Antes de nada, vamos a estudiar el comportamiento de la sucesion (x,)pen =

( Si ((n + 1)7r) — Si(nm) )neN. Por un lado, por las propiedades de la funcion seno,

2y = J‘ sen(y)
((n+1)m,nm) )

Por otro lado, usando el cambio de variable z = y — 7, se obtiene que

dy <0 (resp. >0) <= nesimpar (resp.n es par).

.y <J‘ sen(y)‘ dy:f sen(z+7r)‘ dz=f sen(z)‘ ds
(n+D)rnm) Y (nr,(n—1)m) | 2+ (nm,(n-1)m) | 2+ T
sen(z) sen(z)

‘ dz = |zp_1].
z

< J 7) dz < f
(nm,(n—1)m) | 2+ (n,(n—1)m)
De este modo, (z,)nen €s una sucesion alternada que tiende a cero.

1. La primera igualdad es evidente, asi que probemos la segunda. La existencia y finitud de

dicho limite se sigue del criterio de Leibniz para series alternadas, pues

lim Si(z) = f Sny) g, — Si(r) + 3 f Sny) 4, — Si(r) + 3 2
=0 (0700) Y neN ((n+1)7r,n7r) Yy neN
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L — 2. Vi
——7 75 — . veaImos
sen(y/2) y

que g € LY(m,7), para lo cual solo necesitamos que lim,_, g(y) € R. En efecto, aplicando dos

Para el célculo de su valor, debemos considerar la funcion auxiliar g(y) =

veces la regla de L’Hopital, se tiene que

lim g(y) = lim M — lim 1 — cos(y/2)
y=0 y—0  ysen(y/2) y—0 sen(y/2) + y/2 cos(y/2)
1/2sen(y/2)

= 0 Cos(y/2) — y/Asen(y/2)

Entonces, por el lema de Riemann-Lebesgue, §(n) — 0. Asi, partiendo de que
sen ((n + 1/2)y) = sen(ny) cos(y/2) + cos(ny) sen(y/2),
se tiene que

1
lim

=%} ) <W - gj) sen ((n +1/2)y) dy = 0.

Ahora, puesto que S(_ﬂ ) Dn = 2m,

sen ((n +1/2)y)
(m,m) Y

lim
n—0o0

dy=m,

mas, si z = (n + 1/2)y,

f sen ((n + 1/2)y) dy=2j sen ((n + 1/2)y) dy
) Y (0,m) Y

= ZJ sen(z) dz = 7 Si(nm + 7/2).
(0, n+m/2) z

Por consiguiente,
lim Si(z) = h’rrgo Si(nm + 7/2) = 1.
n—

r—00

2. Primero,
2
Si'(x) = sen(z) =0 < sen(r)=0 <= z=nm, nelN
T
Ademas,
) x cos(z) — sen(x)
Si"(z) = .~ ,
por lo que

Si”(nw) <0 (resp. >0) <= mnesimpar (resp.n es par).

3. Para cada n > 1 impar, gracias a las propiedades de (x;)nen,

Si(nm) = Si(r 7§ [ (Si(2km) — Si((2k — 1)m)) + (Si((2k + 1)7) — Si(2k7r))] < Si(n).
k=1 " "
<0 >0
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3.1.2. Un primer acercamiento al fenémeno de Gibbs

Consideremos la funcién f € L'(w, 7) dada por
(m—x)/2n, sixze (0,7);
—(m+x)/27, sixze (—m0).
En cualquier x # 0, f es derivable, de modo que Syf(x) — f(z) y Snvf(0) — 0. Ademas,
en un entorno de cualquier x # 0, Sy f converge uniformemente a f, pues f es absolutamente
continua y f(—m) = f(m) (]9], Teorema 3.2.3). Aun asi, en x = 0, no debemos esperar tan buena

convergencia, ya que, si la sucesion de funciones continuas de término general Sy f convergiese

uniformemente en un entorno de 0, entonces f tendria que ser continua en 0, lo cual no es asi.

Veamos cuén mala puede llegar a ser la convergencia cerca del cero. Como f es impar, sus

coeficientes de Fourier son a,, =0y

2 1 1
b, = J f(z)sen(nz) do = f sen(nr) dor — — zsen(nz) dx
™ (771-771-) Q (771',71‘) Q (777771-)
_ _lCOS(TLfL‘) _ %(_ M + 1f cos(nx) d{]j)
™ n =0 ™ n z=0 n (0,m)
~0

I e VR G

nm nm? nm
para todo n € N.

En consecuencia, la N-ésima sucesion de sumas parciales de f es

N
Snf (x) = % Z sen(n:c)7

— n
de donde
1 1
(Snf) (x) = ;;1 cos(nz) = 3 (D () —1).
Por tanto,
1 - 1 sen ((N +1/2
A f(o,x)(DN(y) BT (0.2) (S(en(y/2§ " ay

Ahora, vamos a volver a recurrir a la funciéon g para continuar. Empleando el método de

integracion por partes, obtenemos que

f g(y)sen (N +1/2)y) dy
(0,z)

g(y) cos (N + 1/2)y) |V=* 1 /
o N +1/2 =0 TNTi2 J(ny) cos (N +1/2)y)g'(y) dy
g(z)cos (N +1/2)z) 1

o N+1/2 TNt J(O@) cos (N +1/2)y)g'(y) dy.
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Pero, dado que g € C!([0,7]) (tras usar cuatro veces la regla de L’Hépital, se concluye que
lim, 0 ¢'(y) = —1/12),

Jl, swsen (@12 ay=0( ).

uniformemente en z € [0, 7]. De esta forma,

Sy () = ;::-i-lf(o )sen((NJrl/?)y) dy+0<;7>

T Y
—z 1 sen(z)

1
— + dz+ O()
2r ow J(o,(NH/Q)z) z N

— +%Si((N+ 1/2)z) +O<§7).

2

Si z € (0,7), como era de esperar, se tiene que
lim Syf(z) = — +1 lim Si((N +1/2)z) = el f(x)
Nooo TN T o T e NS oo 2
Para estudiar el comportamiento cuando x — 0, notemos que
1 1 1 1
sup [SNf(:U) + i] < 5 Sup Si(x) + O<N> =3 Si(m) + O(N)’

o<z<m 2w 0<z<0

lo cual nos da una cota superior para las fluctuaciones de las sumas parciales. Ademés, si zy — 0

de modo que Nz — m,

1
lim Syf(z) =— lim
N—0 ( T N—oo (O,(N+l/2)xN) z 2

Todos estos calculos se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.7. El conjunto de puntos de acumulacion de las sumas parciales Sy f (xn) cuan-

do N - o yxy —0,0<zy <7, viene dado por:

1
limsup Sy f (zn) < 3 Si(m) = 0.5895. ..

N—oo

Si, ademds, Nxy — 7, entonces
lim Sy f (zn) 1S'( )
im = — Si(m).
N—00 NJATN 2 T

En particular, todo punto del intervalo [0, % Si(m)] es un punto de acumulacion de las sumas

parciales Sy f (zn).

Demostraciéon. Las dos primeras afirmaciones ya han sido probadas. Para la tercera, basta

aplicar el teorema de los valores intermedios a la funcién continua Sy f. O
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El ntmero £ Si(7) — & = 0.0895... se denomina rebasamiento o sobregiro (overshoot) de las
sumas parciales en un entorno por la derecha de = 0. En la Figura[3.1]se ilustra palmariamente
la Proposicion

A continuacion, veremos que, para toda funcién de variacion acotada con f(y™) > f(y™), el
rebasamiento en un entorno por la derecha de y, definido como Hmsupy_,o 4y -y SNf (YN) —

f(y™1), sera proporcional al salto f(y™) — f(y™).

Figura 3.1: f y Sy f, para N = §,20,50

3.1.3. El caso general

Para f € L'(—m,n), el fenémeno de Gibbs en un cierto x € (—m, ) describe el conjunto de
puntos de acumulacion de Sy f (zy) cuando N — o y xy — x. En el ejemplo anterior, dicho
conjunto consistia en el intervalo (—0.5895...,0.5895...), mientras que, si  # 0, entonces
Snf — f uniformemente en un entorno de x y tal conjunto de puntos de acumulacién consiste

tnicamente en f(z).

A fin de estudiar con mayor generalidad el fenémeno de Gibbs, sea f € L'(—m,7) una
funcion de variaciéon acotada con discontinuidades y1,y2, ... Denotemos los saltos asociados por
8f(yn) = f(yt) — fly,) y sea J(z) = (m — x)/2m, para z € (0,7) y extendida peridédicamente a

toda la recta real. Entonces, J tiene un salto unidad en x = 0, que serd usado para estudiar el
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caso general. Consideremos la funcion

Featto() = D 6 F(Yn) Ty, (x) = > 6f (yn)J (& — yn)-
n=1 n=1

La serie anterior converge uniformemente a una funcién de variacién acotada cuyas discon-
inui S son precisamen s puntos . mas unciéon f = f — s continu
tinuidades so ecisamente lo t0S {UYn tnen. Ademés, la funcid salto €S continua
y de variacion acotada (todos sus saltos son nulos), por lo que Sy f — f uniformemente ([I1],

Exercise 1.2.31). Por tanto, el anélisis del fenomeno de Gibbs de f se reduce al de fsqz0-

Dado € > 0, sea M € N lo suficientemente grande para que Y2 |6 (yn)| |SxJy, |0 < €. Esto
es posible porque >, [0f(yn)| < o (f es de variacién acotada) y las sumas parciales Sy.Jy,

estan uniformemente acotadas.

Para analizar el fenémeno cerca de y; (en cualquier otra discontinuidad los argumentos serian

idénticos), sea x < d(y1) y escribamos

5f (yn) SNy, () + Sy f () + &.

M=

Snf(x) < 0f(y1)Sn Ty, (z) +

n=2

Tanto la suma finita como la suma parcial asociada a f son uniformemente convergentes, de

manera que, si xty — Y1,

S (ax) < ST () Sny, (ox) + [ FO) — 505 n)] +=

Asi,

limsup Sy f (zn) < %5f(y1) Si(m) + [f(yf) - %df(yl)] +é&,

N—o0
. 1
liminf Sy f (zn) = [ f47) = 50 )| — e,
N— 2
pero € > 0 era arbitrario. Resumimos toda esta informacién en el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Sea f € L'(—m,m) una funcion de variacion acotada con una discontinuidad de
salto en x € (—m, ), con § f(x) > 0. El conjunto de puntos de acumulacion de las sumas parciales

Snf(xn) cuando N — o0 yxny — ¢, © < xy < 7, viene dado por:

Si(m) —1

limsup Sy f (zn) < f(zh) + 5f(z).
N—o0 2
Si, ademds, N(xy — x) — 7, entonces
) Si(r) — 1
Jim Sy f(an) = £@) + L),

En particular, todo punto del intervalo [f(x+);f(x7), Si(ﬂz)_l 5f(3:)] es un punto de acumulacion

de las sumas parciales Sy f (zn).
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3.2. El principio de incertidumbre de Heisenberg

Cuando queremos estudiar el comportamiento espectral de una senal con su transformada
de Fourier, necesitamos toda la informacion de la senal en el dominio de tiempo, de modo que,
si modificamos dicha sefial en un entorno pequeno de algtin instante de tiempo, el espectro de
frecuencias resulta completamente alterado. De hecho, lo mismo ocurre con el proceso reciproco:
tratar de recuperar una senal a través de su contenido en frecuencias con ayuda de la transformada
inversa. Esta circunstancia evidencia la falta de localizacién en tiempo y en frecuencia de la
transformada de Fourier, convirtiéndola en una herramienta ciertamente inadecuada en muchas

aplicaciones; y la plasmaremos mediante el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Para ello, f € L?(R) (f # 0). Una medida cuantitativa de la propagacién en torno a z = 0

viene dada por la dispersion alrededor del cero y se define como

2@ da
e lf @ dz

Do (f)

siempre y cuando la integral del numerador sea finita. Este nombre esta justificado porque, dado
M > 0,

@R de — L@Pde © G [f@Pde M2

esto es, la fraccion de | f||2 debida a |x| > M esta controlada por Dy(f).

Soppar F@)P dz S VOF Ao g & p@)p da_ pop)

Teorema 3.9 (principio de incertidumbre de Heisenberg). Sea f € L?(R) una sefial absoluta-

mente continua tal que xf, f' € L>(R). Entonces,

Ademds, la igualdad se da si y solo si f(x) = Cre—a°/0 y f(§) = Coe ™9 para ciertas

constantes C1,Co,0 € R.

Observacion 3.10. El principio de incertidumbre tiene una clara interpretaciéon: no podemos
localizar a f = f(z) y a f=f (&) simultaneamente en sus respectivos espacios. En otras palabras,
no podemos localizar una senal con precision tanto en tiempo como en frecuencia. A decir verdad,
si f esta bien localizada en torno a x = 0, entonces Dy(f) serd pequeno, luego, por el principio de

incertidumbre, Dy(f) ha de ser correspondientemente grande, indicando una falta de localizacion
de f alrededor de £ = 0.

Demostraciéon. Por comodidad, introduzcamos la notacién F = f . El Lema nos permite
decir que F' € Cy(R). Ahora bien, si denotamos por hy(z) = \/ﬁ y ho(z) = V1 + 22|f(2)],
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entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Teorema [1.20)),

71= G oo < Il ol = ([ 0+ a)f@)P do) ([ 5y de
R R r1+

- (||f||% + Hasz%) (mh_rgo arctan(z) — xl_l;riloo arctan(z) ) < o0,

. _/

=m/2 =—7/2

luego f € L'(R). Analogamente, F' € L'(R). Asi, el Teorema nos permite escribir f = f =F,
por lo que f € Cy(R), de nuevo por el Lema . Asimismo, gracias al punto 3 del Teorema
y a la Proposicion , sabemos que I’ = —2772’9;}" e L*(R).

Ahora bien, por una parte,
2Re f EFF d¢ = f EFF' d¢ +f EFF d¢ = f §(FF' + FF') d¢
R R R R

- [ etrmy ac= [ eqrry ag- e[ - [ ipr - | e

La pentultima igualdad procede de aplicar integraciéon por partes. Para probar la tltima, notemos
que todas la integrales anteriores son convergentes, luego también lo son las integrales impropias
en el sentido de Riemann, por lo que ambos limites son finitos. Aparte, si alguno de los dos

limites fuese distinto de cero, se tendria que
F(€) = o(l¢| %),
lo cual contradice la L2-integrabilidad de f.
Por otra parte, utilizando otra vez la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

Jerreac]< () ()

Igualmente, el punto 1 del Teorema [2.22] nos brinda las siguientes igualdades:

—ReJ EFF d¢ <
R

— 1
2l = |2fl2 = 5 [F']l: = 47’ j 2|f @) da = f FP,
m R R

1fle = [Fl. — me? - fRW.

Por lo tanto,

1 1 _ o 1/2 1/2
3 [ 12 =5 [ = —ne [ eFrac< ([ 1€ ag) (4 [ )P as)

-(femora)” (o vora)”

L _p2’lf@)Pde EIFEP
16r> = el S 2

de donde

= Do(f)Do(F).
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Cambiando de tercio, abordemos la segunda parte de la demostraciéon. Si se da la igualdad,
podemos hacer dos afirmaciones. La primera es que, por el Teorema m F’ y £F deben ser

proporcionales, es decir, F' = —A{F en casi todo punto, para algtin A € C. La segunda es que

Imf ¢FF d¢ = 0.
R

Asf las cosas, si G = F A8/ 2 entonces
G = AP (F — AtF) = 0

en casi todo punto, por lo que G = C en casi todo punto, para cierta C € C. En consecuencia,
F = Ce=4€%/2 en casi todo punto. Como F es continua, la igualdad previa se cumple en toda la

recta real.

Esta funciéon produce un valor finito de Dy(f) si y solo si Re(A) > 0. Para ver que Im(A) = 0,
escribimos A = a + i3 y calculamos F’ = —C’A{e*Ag/Q, F = CeA8%/2 y

J EFF d¢ = |C\2AJ 2o d¢.

R R

La parte imaginaria de la integral es cero si y solo si 8 = 0, lo cual concluye la demostracion.
Las constantes del enunciado pueden ser identificadas escribiendo A = 2702, O

Para llegar a una forma maés flexible del principio de incertidumbre, definimos la dispersiéon

alrededor de a € R de f como

fp@—a)’|f(@)]” do
Self (@) da

Este caso se reduce al anterior sin mas que definir

Da(f) =

fa,b(x) = €2ﬁibxf(x - a’)a Fa,b(ﬁ) = e_2ﬁia£F(§ - b)

De las propiedades de la transformada de Fourier se deduce que fa’b = eQm‘abF,bﬂ y, ademaés,
Do(f) = Do(fap) y Da(F) = Do(Fp—,). Asi, aplicando el Teorema , comprobamos que
Do(f)Du(f) = oz v la igualdad se tiene solamente si f(x) = Ce2mibrg—(2-a)*/20° oon C e C.

En la Figura [2.1] se puede apreciar claramente este fenémeno con las funciones g, que son
gaussianas. Asi pues, en este caso, se alcanza la igualdad y, en cualquier otro caso, las incomo-

didades asociadas a dicho fenémeno se agravan.
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Capitulo 4

Ondiculas

En el capitulo anterior, se ponen de manifiesto algunos handicaps que presentan las series y la
transformada de Fourier. Estos conceptos se sustentan en el hecho de que el sistema {%eim} es
una base de Hilbert de L?(RR), luego no parece descabellado buscar otras bases de dicho espacio

para tratar el asunto de aproximar funciones desde otro enfoque.

En este sentido, entran en juego las ondiculas (wavelets). Intuitivamente, una ondicula no
es mas que una onda pequena. La idea principal tras las ondiculas radica en sustituir el concepto
de frecuencia que usamos en los capitulos previos por los conceptos de traslacién en tiempo y
escala. Asi las cosas, nos interesaran las ondiculas que, tras aplicarles traslaciones en el dominio
temporal y cambios de escala (horizontales y verticales), den lugar a una base de Hilbert de

L?(R). Esta nocién justifica la siguiente definicion.

Definicion 4.1. Una funcion ¢ € L%(R) es una ondicula ortonormal si el sistema {1; . : j, k € Z}
es una base de Hilbert de L?(R), con

Vin(a) = 2Pz k), jkel
En este supuesto, a la funcién ¥ también se le suele llamar ondicula madre.

Observacion 4.2. Los cambios de escala se llevan a cabo mediante dilataciones diddicas Dy, con

s = 27. El término 2//2 subyace tras la conveniencia de que cada jx tenga norma L? igual a 1.

En la primera seccién, estudiaremos cémo son las ondiculas provenientes de lo que se conoce
como analisis multirresolucion, que no es mas que una formalizacién de lo que comentabamos
en el parrafo anterior: trabajar a distintas escalas de resolucién y, en cada escala, capturar y

anadir los detalles pertinentes para mejorar la aproximacién que estamos llevando a cabo.

En la segunda seccion, caracterizaremos la ortonormalidad y la completitud (en este ultimo

caso, para una clase particular de ondiculas) de un sistema generado por una ondicula. Por
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iltimo, motivaremos la transformada ondicula continua y estudiaremos bajo qué condiciones

podemos recuperar la senal original a partir de su transformada ondicula.

4.1. Construcciéon de ondiculas a partir de un analisis multirre-

solucion

Definiciéon 4.3. Un andlisis multirresolucion (AMR) es una sucesion de subespacios cerrados,
(Vi) jez, de L*(R) tal que:

1. Vj € Vj41, para todo j € Z;

2. feV;siysolosi f(27:) € Vp, para todo j € Z;

3. mjeZ V; ={0};

4. Ujer Vi = L*(R);

5. existe ¢ € V) tal que {¢(- — k) : k € Z} es una base de Hilbert de V.

A la funcion ¢ se la suele denominar funcién de escala (scaling function) asociada al AMR
dado.

Observacion 4.4. Se puede demostrar que las propiedades de la definiciéon anterior no son inde-
pendientes: las condiciones 1, 2 y 5 implican la condicién 3, incluso relajando el punto 5 (vid.
“Riesz basis” en [B], Chapter 2).

Primero, veamos una caracterizacion de la condicién 5, pues, al fin y al cabo, toda la estructura
de un anélisis multirresolucion se sostiene sobre una tnica funciéon ¢, que debe satisfacer dicha

propiedad.
Proposicién 4.5. Si g € L?(R), entonces {g(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal si y solo
s1

Z 19(€ + 2km)|> =1,  para casi todo & € R.
keZ
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Demostracion. Se deduce del siguiente argumento de periodizacion y del teorema de Plancherel:
Or0 = f 9(z)g(z — k) dz = J 9(6)[e*™e ¢

Z J )|2 2mikE df

f=—00 (20w, 2(4+ 1)
Z J /«L+2€7T)|2 2mikp d,LL
= _op J(0,2m)

f (2 |g(p + 2¢m)| ) eXmikE .
(0 27I') Y=Y/

Esto nos dice que la funcién 27-periédica Y., - |g(p + 2km)|? es igual a 1 casi por doquier,
ya que su coeficiente de Fourier asociado a k = 0 es 1 y todos los demaés coeficientes son cero. La

implicacién reciproca es inmediata. O

Sea Wy el complemento ortogonal de Vy en Vi, es decir, Vi = V) @ Wy. Entonces, sabemos
que, por la condicién 2 de la Definicién , si dilatamos los elementos de Wy por un factor 27

en el dominio temporal, obtenemos un subespacio cerrado W; de V;,1 tal que
Vign =V; @ W,, paracada j € Z.

Dado que V; — {0} cuando j — —o0, vemos que

J
VjH=V}®Wj=Vj71®Wj71®Wj=--~: @ Wg, paratodojeZ.

{=—0

Como V; — L%*(R) cuando j — o0, se tiene que

L*R)= P W;. (4.1)

j=—on

Asi, para encontrar una ondicula ortonormal, todo lo que necesitamos es dar con una funcién
e Wy tal que {¢(- — k) : k € Z} sea una base de Hilbert para Wy. En efecto, si esto es asi,
entonces {2%1/) (2j . —k) 1 ke Z} es una base de Hilbert para Wj, para todo j € Z, debido al
segundo punto de la Definicién y la definicion de W;. Como resultado, {1; : j, k € Z} seria

una base de Hilbert para L?(R), como queriamos demostrar.

Intentemos encontrar tal funcién ¢. Vo = W_1@V_1 y 5¢(-/2) € V_1 < Vy. Por la propiedad 5
de la Definicién podemos expresar esta funcion en términos de la base {¢(- + k) : k € Z} para

%w (g) = > owp(z + k),

keZ

obtener que
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donde oy, = 3§, ¢ (37) p(z + k) da. La convergencia de la serie anterior es en norma | - ||z y
ez law|> < 0. Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la igualdad, se tiene
que

$(26) = (&) > are™ = G(Emo(8), (4.2)

keZ
donde

mo(§) = Z agets

es una funciéon de L?(—m, ). Esta funciéon mg se conoce como el filtro de paso bajo (low pass

filter) asociado a la funcién de escala .

Lema 4.6. El filtro de paso bajo my cumple:

Imo(€)]* + [mo(E +m)|> =1,  para casi todo € € R. (4.3)

Demostracion. Primero, notemos que la Proposicion [I.5] nos permite escribir:
Z |p(2¢ 4 2k7)|* =1,  para casi todo & € R.
keZ
Usando (4.2)), vemos que esta ecuacion es equivalente a
Z |¢(& + km)|? jmo(€ + km)|> =1,  para casi todo & € R.
keZ
Ahora, sumamos la serie anterior sobre los pares y sobre los impares por separado. Gracias a la

periodicidad de mg y a la Proposiciéon se tiene que

L= [mo(€)[* Y} 19(€ +26m)|* + Jmo (& + m)* Y] (€ + m + 2¢m)?
e el

= [mo(&)[* + mo (& + m)[*.

O

Con el objetivo de encontrar una expresion para ¥, examinamos W_q, el complemento orto-

gonal de V_1 en V{, apoyandonos en la transformada de Fourier.

Lema 4.7. Si ¢ es una funcion de escala para un AMR, {V;} y mo es el filtro de paso bajo

JEL’
asociado, entonces

Vo= {f € L?(—m,m): f(f) = m(2§)mo(§)p(§), para algin m € L2(77r,7r)} ,
Vo= {f € L3(=m7) : [(§) = UO(E). para algin ¢ € L*(~m,m)} .

Demostracion. Verifiquemos que se cumple la primera igualdad, siendo la prueba de la segunda

analoga. Si f € V_1, entonces

1= 5 Seae (3e-1).

keZ
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con ¥, |ex|* < o0. Por lo tanto, usando (4.2),

F(&) = V24(26) Y cre™ M = m(26)$(26) = m(26)mo()$(6),

keZ

donde m(&) = V23, cke” k¢ € L2 (—m, 7).

Reciprocamente, si m € L?(—, ), podemos reescribir los pasos anteriores para mostrar que
la funcion f definida por f(€) = m(28)mo(€)@(€) pertenece a V_i. Observemos que, al hacer
esto, debemos demostrar que m(2¢)mo(€)p(€) € L2(R). Esto es cierto para cualquier funcién de
la forma h(€)@(€), con h € L?(—m, ) debido a la ortonormalidad de {¢(- — k) : k € Z}. De hecho,

f ()7 2(€)* d€ = Zf [R(E)*|@(€ + 2km)|* d € = |3,

R keZ (0,271’)

por la Proposici()n. Dado que myq esta acotado (vid. (4.3))) y m € L?(—m,7), h(£) = m(26)mo(€)
ha de estar en L?(—m,7). O

Los elementos de W_; son aquellas funciones f € Vj ortogonales a V_q. Sea U : Vj —

L?(—m, ) definido por U(f) = ¢, donde ¢ viene dado por el Lema Asi, dada f € Vj, con

F@) = Spez dep(@ — k) y Dpey |dil? < o0, se tiene que f(€) = €(€)P(€) = G(€) Yyer due™*E.
Consecuentemente, U es lineal y, ademas,

1U£I5 = 1615 = 27 Y |di|* = 2x] £]3.
keZ

Ahora bien, la identidad polar (2.10) nos permite escribir:

1
(s 992 = 5-(Uf, Ug,  para cualesquiera f,g € Vo,
s

Por tanto, si f es ortogonal a V_j, esta ultima igualdad y el Lema[4.7] nos indican que ¢ debe

ser ortogonal a m(2&)mg(€), para cada m € L?(—m, ). Asi,

0

f (&) mEEmo(©) d¢
(0,27)

:J(O )m(2§) {€©mo(®) + t(e + mymol€+m) | d,

para todo m € L?(—m, 7). De este modo, la funcién 7-periédica entre llaves debe ser ortogonal
a L2(0,7), es decir, £(¢)mo(€) + (€ + m)mo(€ + 7) = 0 para casi todo ¢ € (0, 7). Entonces, se

tiene que

(£(€), (¢ + ) = A€ + ) (mof€ + m), ~mo(©)) (4.4)

para casi todo § y para una A(§) apropiada. Con el cambio de variable £ = p + 7, podemos

reescribir lo anterior como

(e + ), 0(11)) = =M+ 2m) (o (), o + 7))
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debido a la 2w-periodicidad de mg y £. Pero esta igualdad es equivalente a

(£(6), & + m)) = M& + 27) (mof€ + m), —mo(©)) (4.5)

para casi todo &.
Por (4.3)), sabemos que el vector

(mo(é +7), —mo(§)>

tiene norma 1 para casi todo £. Este hecho, junto con las igualdades (4.4]) y (4.5)), implica que
AME + ) = —A(§ + 27), o, equivalentemente, A\(§) = —A\(§ + 7) para casi todo £. Por lo tanto,
Ne L2(—m,7) y

AE) = =M€+ 7). (4.6)
Esto significa que A(€) = ¢%5(2¢), con s € L?(—m, 7). De y (4.6)), se sigue que
0(€) = *s(26)mo(€ + ), (4.7)

con s € L?(—m, 7). Ahora, se comprueba de manera inmediata que el subespacio de L?(R) de
todas las funciones f tales que f(f) = L(&)p(&), con ¢ satisfaciendo 1) esté contenido en el
complemento ortogonal de V_; en Vj, luego

W_ = {f e L2(R) : f(€) = €s(26)mo(€ + m)@(€), para algin s € Lz(—w,w)} .
Esto, a su vez, establece la siguiente caracterizacién de Wy.

Lema 4.8. Si ¢ es una funcion de escala para un AMR, {V;} y mo es el filtro de paso bajo

JEZL’
asociado, entonces

Wy = {f e L2(R) : f(2¢) = €*5(2¢)mo(€ + m)@(€) para algin s € LQ(—TI',W)} :

De manera similar, tenemos que

W; = {f : f(2j+1§) = ei§3(2§)m0(§ + m)@(€) para algin s € LQ(—W,’]T)} )
Ahora, definamos ¥ mediante
$(26) = emo(€ + m)P(6) (4.8)
(es decir, s = 1 en (4.7)), y veamos que hemos encontrado lo que estabamos buscando.

Proposiciéon 4.9. Supongamos que ¢ es una funcion de escala asociada a un AMR (Vj)jez y
mg es el filtro de paso bajo asociado. Entonces, una funcion ¥ € Wy = Vi n VOL es una ondicula

ortonormal para L?(R) si y solo si
V(26) = e v (28)mo(€ + m)p(¢) (4.9)
en casi todo £ € R, para alguna funcion v medible y 2m-periddica tal que

lv(€)| =1, para casi todo & € (—m,m).
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Demostraciéon. En primer lugar, esta claro que, definida por (4.9), ¢ € Wy, ya que la tltima
igualdad asegura que v € L?(—n, 7). Ahora, si g € Wy, por el Lema existe un s € L?(—7, )
tal que §(2¢) = €¥5(28)mo (€ + 7)p(€). Consecuentemente,

g —ﬁeigy m § T @ § :ﬁA = s(E)v (W
() = 2 etuigmo (§+ 7)o (5) = 2hie) - se@ie).

Dado que sv € L?(—m, ), podemos escribir s(§)v(€) = Y, cne™ ™, con (¢n)nez € 2(Z), y

obtener que

g(.CL‘) = Z Ck¢($ - n)>

neZ

lo cual prueba que {¢(- — k) : k € Z} genera Wy. La ortonormalidad se sigue de que Y satisface

<ﬁ<§+n7r) mo <§+n7r+7r>

la igualdad en la Proposicion [£.5}

D D€+ 2mm)P =)

2 2

nez nez
3 (€ ’
=Zg5 ~|—2€7T> m0<~|—2€7r+7r)

2 2

LeZ
3 e ’
+ @<+2€7T+7T) mg (+2€7T+27T>
el 2 2

2
=1

2
“fro(Ge)] <l G =

donde hemos sumado sobre los enteros pares e impares por separado y utilizado la periodicidad
de mg, la Proposiciéon para ¢ y la igualdad (4.3|) para my.

Ya hemos observado que, si {¢)(- — k) : k € Z} es una base de Hilbert para W), entonces
{2%¢ (27-—k): ke Z} es una base de Hilbert para W;. Por lo tanto, 1} nos muestra que v

es, de hecho, una ondicula ortonormal para L?(R).

Ahora tenemos que demostrar que todas las ondiculas ortonormales en Wy vienen dadas por
(4.9). Para cualquier ¢ € Wy, segiin el Lema debe haber una funcién v € L?(—n, ) tal que

9(6) = et (5 + 7)o (5).

Si ¢ es una wavelet ortonormal, entonces la ortonormalidad de {¢(- — k) : k € Z} nos brinda:
mg <§+k7r+7r> g&(g—i-kw)

(€ ’ ANNE ’

cp<2+2€7r —i—Zmo 3 o\ z+22Ur +m

Lel 2
2 €\ 2
+ ‘mo <2) > = |v(€)|> para casi todo ¢ € (—m, 7). O

2 2

1= Y&+ 2km)]> = ) (w9

keZ keZ

= (©)P (2 mo (5 +7)

lel
= v(©)P (

2

mo <§+7T>
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Consideremos, por simplicidad, la ondicula v dada por (en términos de la Proposi-
cion v(§) = 1). Habida cuenta de que v pertenece a Vi, debe ser una combinacion lineal
(a lo sumo numerable) de traslaciones de ¢(2z). De hecho, podemo expresar i) como una com-
binacion lineal de tales traslaciones con coeficientes intimamente relacionados con los aj que

determinan mg(&). De (4.8)) v (4.2) deducimos que

h(28) = (Z(—l)’“akei(“)ﬁ) p(8),

keZ

luego
h(€) = (é(—l)kake"(’“)g) ¢ <§> .

En ultimo lugar, empleamos la transformada inversa de Fourier:

—22 Yarp(2z — (k—1)),
keZ

alcanzando asi una expresion explicita de la ondicula madre Gnicamente en funcién de .

A pesar de que la mayoria de las ondiculas ortonormales estudiadas provienen de un AMR,
es conveniente conocer todas las ondiculas que son ortonormales, provengan o no de un AMR.

Nos dedicaremos a esta labor a lo largo de las préoximas dos secciones.

4.2. Ortonormalidad

Si 1) es una ondicula ortonormal, en particular, el sistema {1; : j, k € Z} es ortonormal. En
esta seccidn, exprimiremos estas relaciones de ortonormalidad para encontrar dos ecuaciones que

las caractericen.

El hecho de que el sistema {1y, : k € Z} sea ortonormal es, como se senala en la Proposicion
equivalente a que

Z (& + 2km)|* =1, para casi todo £ € R. (4.10)
keZ
Realizando un cambio de variable, vemos que {1; 1, ;) = {10k, Vo.), por lo que, para cada
j € Z fijo, el sistema {1}, : k € Z} es ortonormal cuando se satisface la igualdad (4.10) en casi

todo punto.

Si j > n, entonces el cambio de variable x = 27"(y + m) muestra que (Y, VYnm) =
(e pytbop), donde £ = j—nyp=Fk— 2J~"m. En vista de lo anterior, la ortogonalidad en-

tre Y Yy Ynm, para j > ny k,m € Z, se puede reducir a la ortogonalidad entre v ;. y 1, cuando
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j >0y keZ. Por el teorema de Plancherel, para j > 1y k € Z,

0= <¢a¢j7k>2 = <72)71&j,k>2 = JRQZ)( %QZ) (2 ]5) 2mi2 I k¢ d¢
:ngé@; (qu)lzﬁ(u)ez”k“d,u.

Asi,

0= f b (29€) D(e)emHE ¢
= Jem 20+ 1)m)

— j {Z W (27(& + 2¢m)) W} e27kE ¢
0.2m) {rez

para todo k € Z cuando j > 1. Entonces,
D1 (29(§ + 2km)) ¥(§ + 2km) =0,  para casitodo € R, j>1. (4.11)
keZ

Por ende, (4.3)) y (4.11)) son condiciones necesarias y suficientes para la ortonormalidad del sistema

{Vjr 4,k eZ}.

Observemos que las series (4.10) y (4.11) convergen para casi todo £ € R. De hecho, si

definimos

€) = > (2 (& + 2km)) (€ + 2km), jeLZ,

keZ
un sencillo cambio de variable, combinado con la desigualdad de Cauchy-Schwarz, da como

resultado que

G as< [ o] ac< ([ [p@of ae)’ ([ wor ac)
(—mom) . ) R

=274 | 9O d¢ = 2 bamul} < .
R

Esto prueba que (; € L'(—n,n) para todo j € Z y, por lo tanto, nos brinda la convergencia

absoluta casi por doquier de las series (4.10) y (4.11)) cuando 7 = 0y j # 0, respectivamente.

Acto seguido, estudiemos la proyeccién ortogonal P; de L?(R) sobre W;, donde

W; = span{y;,:keZ}, jel.

Teorema 4.10. Supongamos que f € L*(R).

1. f es ortogonal a W; si y solo st

2 f &+ 2j+1k7r) Y (279€ 4+ 2kn) =0, para casi todo & € R. (4.12)
keZ
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2. El operador de proyeccion P; cumple:

1537(’5) = 1/3 (Q_jé) Z f (5 + 2j+1k7r) Qﬁ (279¢ + 2km), para casi todo € € R. (4.13)
keZ

Demostracién. Sabemos que {1}, : k € Z} es una base de Hilbert para W}, luego

Pif = Y f. ¥jp2tbin, paratoda fe L*(R).

keZ

Puesto que
&j,k(f) =275 (2_j§) e~2m277kE - para todo j, k € Z,
{’yj}k : k € Z} es una base de Hilbert para ﬁ\/j, donde
Yi(€) = 27 2R (2708) | Gk e 2.

Por lo tanto, podemos escribir

1537 = Z<f, Yikv2Viks f€L*(R).

keZ

Sea gj(1) = f(u)d (27p) y

Fi(€) =Y 95 (6 + 27 emr).

e,

Esta funcion es 2/ T lr-periédica y también lo son las funciones

E,(Cj)(ﬁ) _ 2—%6—%1‘2*%57 ke,
De hecho, el sistema {E,gj) tke Z} es una base de Hilbert para L?(0, 2/ !7). Utilizando de nuevo

un argumento de periodizacién, obtenemos que

Gy = fR f©2-Femz e (2ig) dg

) f(oml ) (Z g (€+ 2j+1gﬂ)> p-hermirike g ¢
J ™

e,
= <Fjv E](gj)>27

donde el tltimo producto escalar es el asociado a L2(0,27 7). Asi las cosas,

Fi(&) = 2 (s v B9,
keZ
con convergencia en L?(0,2/717). Mas explicitamente, hemos demostrado que

NP (e + 27 em) (275 + 20m) = S (f, a2 B (). (4.14)

el keZ

El punto 1 se sigue inmediatamente de (4.14). Para demostrar el punto 2, basta multiplicar
ambos lados de |i por (277¢) y observar que ¥ (2779¢) E,ij)(é) = ;.k(§)- O
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4.3. Completitud (en el caso particular de que ) sea de banda

acotada)

Las condiciones (4.10)) y (4.11)) de la seccion anterior no son suficientes para asegurarnos de que
{1k : j, k € Z} sea completo, es decir, denso en L?(R). En esta seccion, estudiaremos condiciones

que nos proporcionarin la completitud de un sistema ortonormal generado por ondiculas.

De aqui al final de la seccién, trabajaremos con el supuesto de ancho de banda acotado,
pues facilita mucho el tratamiento de las cuestiones de convergencia y simplifica en gran medida
las demostraciones. Una sefial f € L2(R) se dice de banda acotada si su transformada de Fourier

es de soporte compacto, i.e.,

sop(f) = {€ € R: f(€) # 0} = (=b,b),

para algin b > 0.

El resultado principal de esta seccion es demostrar que las condiciones

Z ‘1/3 (2%)‘2 =1, en casi todo £ € R\{0}, (4.15)
JEZ

0
Z (27€) ) (29(€ + 2km)) = 0, en casitodo E€R, ke2Z+1, (4.16)

caracterizan la completitud del sistema ortonormal {1;, : j, k € Z}.

Comenzamos demostrando algunos resultados previos. Si ¥ es una ondicula de banda acota-
da, siempre podemos encontrar un entero J tal que sop(zﬁ) c (—2J 7,27 7r). Supondremos esta

relacion de inclusion a lo largo de esta seccion.

Lema 4.11. Supongamos que f € L2(R) y el soporte de f estd contenido en (a,b), donde b—a <
277y (a,b) N [—7, 7] = &. Entonces, para todo j € Z,

o~

P = f©li (2

en casi todo £ € (a,b).

Demostracién. Si —j < J,k # 0y € € (a,b), tenemos que & + 2/ k7 esta fuera del soporte de
f. De hecho, si k > O,

b=a+(b—a)<a+2'm <a+ 2V kr <&+ 27k,
de modo que, en este caso, £ + 277 kr esta a la derecha de (a,b). Si k < 0,

a=b+(a—b)2b-2""n>b+2kr = b+ 2 kr > € + 27 kr,
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lo que prueba que & + 27 kT estd a la izquierda de (a,b). Por lo tanto, en la formula para ]5;"
dada en (4.13) (Teorema [4.10), todos los términos son cero excepto el correspondiente a k = 0.

Esto prueba el lema si —j < J.

Si —j > J, entonces [279¢| = 27|¢] = 277 cuando € € (a, b) ya que (a,b) n[—m, 7] = . Por
consiguiente, 1,[) (2 35) = 0, lo que prueba que f €) ’¢ 2_35)‘ = 0. Por otro lado, si £ +2/ 1 kr e
(a,b),

277¢ + 2km| > 27 |€ + 27 k| > 27
y, por tanto, 1[1 (2*j§+2k7r) 0. Usando otra vez, deducimos que Jgj\f(f) = 0. En
consecuencia, P; f( |¢) (2 3£)| cuando —j > J y £ € (a,b) (ya que ambos términos son

nulos). O

Ya estamos en disposicion de establecer la condicion (4.15)).

Teorema 4.12. Si ¢ es una ondicula ortonormal de banda acotada, entonces
N2
Z ‘w (235)‘ =1, para casi todo £ € R\{0}.
JEZ
Demostracion. Definamos

@)l

w(€) =),

JEZ

Esta claro que w (2"¢) = w(§), para todo n € Z. Por lo tanto, basta con probar que w(§) = 1, para
casi todo & € (=27, —m) U (7, 27). Observemos que el conjunto (7, 27), excepto por un nimero
finito de puntos, puede expresarse como la uniéon de 27 intervalos (a,b) con las propiedades
descritas en el Lema Entonces, llega con ver la igualdad para casi todo & € (a,b), donde

(a,b) es un intervalo como se describe en tal lema.

En tal intervalo, por el Lema tenemos que
M

P R Moo\
2 ij<§>‘ dfs—f(ab)\f@)?( > )w(w)\) d

f(“’b) j=—M i=—M

para cada entero positivo M, siempre que sop( f) c (a,b). Dado que los operadores P; son

proyecciones mutuamente ortogonales, el lado izquierdo de la férmula anterior estd dominado

por el cuadrado de la norma L? de f :

A 2 M ~ . 2 2 R )
—j
f(a’b) |f(E)] (j_ZM ‘w (2 5)’ ) d¢ < f(mb) IF(6)? de.

Como esta desigualdad se satisface para todas las funciones f de L?(R) tal que el soporte de
f est4 contenido en (a,b), se deduce que

M

2 ‘1& (2—3'5)‘2 <1, para casi todo £ € (a,b),

j=—M
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N .12
para todo entero positivo M. Por esta razon, la serie ZjeZ ‘d) (2_35)’ converge. Ademés,

) M
fvior (- £ o) - [ e

tiende a cero cuando M — co. Asi, una simple aplicacion del lema de Fatou ([13], Lemma 1.28)

2

M —
- 2 Bif©

j=—M

muestra que la igualdad deseada se cumple para casi todo & € (a,b). OJ

Nuestro siguiente objetivo es probar que el origen no esta en el soporte de 1[1 cuando v es
una ondicula de banda acotada tal que \1ﬁ| es continua en cero. Supongamos que ¥ es de banda
acotada y |1/A)| es continua en cero y supongamos, también, que {1 : j,k € Z} es un sistema
ortonormal para L?(R). Dado que ¥ es ortogonal a W; para todo j # 0, de se deduce que

Z ?Z) (5 + 2j+1k:7r) m =0, casi por doquier, cuando j # 0.
keZ

Recordemos que sop(1[1) c (—2J7r, 2J7r), luego el punto & 4+ 271k esta fuera del soporte de

@ZA) cuando k # 0, &€ € sop(@[}) y j = J. Por lo tanto, la formula anterior se reduce a

1&(5)1& (273¢) =0, casi por doquier en sop(@/}), cuando j = J.

Ciertamente, esta igualdad se satisface si € ¢ Sop(w) de modo que ’¢ 2 i¢ ‘ = 0 para
casi todo ¢ € R, cuando 5 > J. Haciendo j — oo y usando la continuidad de |¢| en cero,

obtenemos que

A~

1h(€)p(0)| = 0,  para casi todo £ € R.

Puesto que 1& no es idénticamente nula, deducimos que 1/}(0) = 0. Enunciamos esto en la

siguiente proposicion.

Proposicion 4.13. Si v es de banda acotada, W! es continua en cero y {1 : j,k € Z} es un

sistema ortonormal, entonces {)(0) = 0.

Si, ademas, 1 es una ondicula ortonormal, tenemos un resultado mas fuerte.

Teorema 4.14. Si ¢ es una ondicula ortonormal de banda acotada y |1,ZA)| es continua en 0,

entonces ¢ = 0 casi por doquier en un entorno del origen.

Demostraciéon. Nuevamente, supongamos que sop(@) ( Ir, 207 ) Como vimos en la de-

mostracion de la Proposicion [£.13]

’1&(5)12} (27]‘5)‘ =0, para casi todo punto, con |j| = J.
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Asi, cuando |j| = J, i (2j£) = 0 para casi todo £ € sop(@) (cuando j < —J basta con poner

n = 277¢ y obtener ‘1& (2j77) 1&(7})’ = 0 en casi todo punto). La igualdad en el Teorema [4.12| se

convierte en:

Z ’1& (215) ’2 — 1, para casi todo & € sop(v)).

lil<J

Como no hay mas de 2J — 1 términos en esta suma, para cada uno de ellos debe existir un
Jo € (=J,J) N Z tal que

1

)1& (Qj"g)‘ > (2J1_ 1) ", para casi todo € € sop(1).

Por la Proposicion y la continuidad de |¢)| en 0, existe un & > 0 tal que

1
A 1 1 2
Gl < 5 (577) + pava bl <=

< 271¢|, y, por tanto, |¢] = 2~7e

De esta manera, casi todo £ € sop(i/}) cumple que € < |2j0£
A .12 N
(de lo contrario, no podriamos tener que Z|j|<J ’1/1 (235)‘ = 1 casi por doquier en sop(?)). Como

consecuencia, 1[)(5) = 0 para casi todo & € (—2_‘]8, 2_‘]5). O

Ahora, veamos que cualquier ondicula ortonormal de banda acotada tal que |1ﬁ| es continua
en 0 debe satisfacer la igualdad (4.16)).

Teorema 4.15. Si 1) es una ondicula ortonormal de banda acotada tal que |1/A1] es continua en

0, entonces, para cada entero impar q, se tiene que

Z " (2j§) Y (29(€ +2qm)) =0, para casi todo € € R,
=0

Demostraciéon. Aislando el término k£ = 0 en (4.13)), obtenemos que

—

PF©) = [b (2790)| F(&) + 0 (279€) 3 F (€ + 9+ km) & (279 + 2km).

k#0

Ya que |1ﬁ| es continua en 0, por el Teorema podemos encontrar J € N tal que sop(ﬁ) c
[-277, —27 7] U [2777,277]. Si 0 < a < || < b, solo un nimero finito de j € Z (pongamos
|7 < M) nos da términos no nulos en el segundo sumando de la férmula anterior. Fijemos uno
de esos j. Entonces, existe, a lo sumo, un ntumero finito de k € Z tales que 1& (27j§ + 2k7r) # 0.
De la misma forma, existira, como mucho, un namero finito de valores de la forma v = 27k que
estan en los sumandos no nulos. Cuando k # 0, son de la forma (tnica) v = 2P¢g para un ntimero

finito de p,q € Z, p = j y ¢q impar. Asi,

W (2—%)\2 FO+9(27¢) >, D1 F(6+ 2 gm) v (277 (€ + 20+ 1gm)).

p=j qe2Z+1

—

Pif(§) =
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Empleando el Teorema se obtiene que
F&) =D Pf©)
JEZ

=f© + D) DIf(e+2xTqm) D1 (277€) ¢ (277 (€ + 20+ gm)).
J<p

q€27Z+1 pel

Como resultado, para casi todo £ € (—=b,—a) U (a,b),

DT F e+ 27 gm) D4 (2798) (277 (€ + 20t gm)) = 0.

q€27.+41 pel J<p

Definamos

hi(€) = D4 (27€) 4 (20(¢ + 2km)), ke2Z+ 1.

Gracias al cambio de indices p — j = ¢, podemos escribir, para casi todo £ € (—b, —a) U (a,b),

que

0= M FE+2tign) Y4 (2@*%) b (20 (2-7€ + 2q))

qe2Z+1 peZ =0
= Z Z f (f + 2p+1q7r) hg (271’5) )
qe2Z+1 peZ

Si fijamos g, € 2Z + 1 y p, = 0, para cada &, € (—b,—a) U (a,b), existe un § > 0 tal que el
intervalo

U= (go + 2qom — 0,80 + 2qo + 5)

no contiene ningtin punto de la forma &, + 2P !¢, siempre que (p, q) # (0,q,). Con f=xu en

la igualdad anterior, obtenemos, para casi todo § € (§, — 6,& + ) n {(—=b,—a) U (a,b)}, que

0= >0 D (E+27"qm) hy (277€) = hg, (€).

qe2Z+1 pel

Por ser &, un punto arbitrario de (—b,—a) U (a,b), la igualdad anterior es cierta para casi
todo £ € (—b,—a) U (a,b). Haciendo a — 0 y b — o0, vemos que hq,(§) = 0, para casi todo
¢ € R\{0}. Ademas, notemos que h,, (£) = 0si &€ = 0, pues 1(0) = 0. En definitiva, concluimos el

resultado deseado, ya que g, es un entero impar arbitrario. O

Teorema 4.16. Supongamos que v € L*(R) es una funcion de banda acotada tal que 1& es cero en

un entorno del origen y {1 : j, k € Z} es un sistema ortonormal que satisface Y ,
Entonces, 1 es una ondicula ortonormal.

Demostracion. Es suficiente con probar que Zjezf’;f(f) = f(f) casi por doquier, para toda

f € L3(R). Por (4.13)), podemos escribir

i1 = f) |4 (rﬂ‘s)f £ (279¢) 3 F (€ + 27 k) § (27€ + 2km).

k#0
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Para cada j fijado y k # 0, podemos escribir 2/k = 2/2P¢q = 2"¢, con p > 0y q € 2Z + 1.
Puesto que 9 es de banda acotada y 1[1 es nula en un entorno del origen, cuando sumamos en

j € Z todos los términos de la linea anterior, podemos cambiar el orden de las sumas. Asi, usando

(4.15), obtenemos que
Zﬁ]?@):f(f)‘f‘ Z Zf(f—i—Q’Hl Zzp 2](§+2n+1qﬂ.))

JEZL qe2Z+1 neZ j<n

Escribiendo & = 2™y y utilizando el cambio de indices k = n — j, vemos que la dltima suma

coincide con el lado izquierdo de (4.16|), que, por hipotesis, es cero. Por lo tanto, > jez ]5]7’ (&) =

f (&) casi por doquier, lo cual demuestra la completitud del sistema. O
Resumimos todos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 4.17. Si1p € L*(R) es una funcion de banda acotada tal que 1& es nula en un entorno
del origen y {1 : j,k € Z} es un sistema ortonormal, entonces, este sistema es completo si y

solo si

Z ‘1& (2%)‘2 =1, en casi todo £ € R\{0},

JEZ

o0
Z (27¢) ¢ U (2(€+2km)) =0, en casi todo £ € R, ke 27 + 1.

Observacion 4.18. Para la necesidad, es suficiente con asumir la continuidad de [¢| en el origen,
pero, para la suficiencia, necesitamos asumir que ¥ es cero casi por doquier en un entorno del

origen.

Como ya hemos comentado, la hipotesis “1i) es una sefial de banda acotada” no es esencial,

aunque si nos permite abreviar y agilizar a la hora de redactar las pruebas. Ciertamente, las

ecuaciones (4.15) y (4.16) implican las condiciones (4.10) y (4.11) y caracterizan todas (sin

excepcion) las ondiculas ortonormales, como vemos en el siguiente teorema, cuya demostracion

omitimos por su extension.

Teorema 4.19. Una funcion ¢ € L2(R), con ||z = 1, es una ondicula ortonormal si y solo si

Z ’1& (2%)’2 =1, para casi todo € € R,
JEL

e¢]
Z 295 23(5 + 2km)) =0, para casi todo § € R, k € 27 + 1.

La demostracion se puede encontrar en (5], Section 7.1) y se basa en probar que

D K il = 11113

7,k€Z
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(vid. Teorema [1.29)), para toda f € D, donde D = L?(R) es el subconjunto denso formado por

todas las funciones de L*(R) con ancho de banda acotado.

Cabe destacar que, aunque el hecho de que {1 : j,k € Z} sea una base de Hilbert es un
indicador de que estamos realizando una buena aproximacion, no es estrictamente necesario. En
la teoria de ondiculas, es comin relajar la hipotesis anterior y pedir que dicho sistema sea un
marco (frame). Un marco no es més que un conjunto de vectores linealmente dependientes que,
de alguna forma, sigue generando L?(R). En concreto, {1 : j,k € Z} es un marco si existen

dos constantes A, B, con 0 < A < B < o0, tales que
AlfI3 < Y, Kf eml? < BIf[3, paracada f e L*(R).
J,kEZ

Para mas informacion, consultese [5].

4.4. Transformada ondicula continua

Cuando estudidbamos series de Fourier, definiamos los coeficientes de Fourier de una tal
f € L*(—m,m) como Ff(n) = f(n) = +{f, €™y y, cuando pasdbamos a la transformada
de Fourier, la definfamos como Ff(£) = f(&) = {f, €2, De manera analoga, podemos
generalizar el sistema discreto {1, = 2/%%(2x — k) : j,k € Z} al sistema continuo {is; =
|s|7V2y(251) « s, t € R}y, para cada f € L2(R), escribir:

Wof (5,8) = Fls,8) = (fy osds = fRﬂst,t(w) da = |s| /2 ij@)w ( - t) dz.

Esta sera la transformada ondicula continua de f con respecto a la ondicula madre .

Notemos que [1)s]2 = [|¢[l2, para cualesquiera s,t € R y, ademaés, por la desigualdad de

Holder,
W f (s, ) < | fl2llv]z < oo, s, teR,

luego W, f esté bien definida y pertenece a L*(R).

A partir de aqui y hasta el final de la seccién, nuestro objetivo sera hallar condiciones que
imponer sobre ¢ € L?(R) para poder reconstruir la sefial original f a partir de su transformada

f mediante algtn tipo de férmula de inversion.
La clave radica en aplicar el teorema de Plancherel:
Fs,t) = (fs srz = (s )2

y calcular

Dt (€) = |52 72 (5E).
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Entonces,

(ﬂs¢>=|ﬂLQJ%f@x¥”%¢&%>d£::wﬁﬂf‘1{fcnwso}a> (4.17)

Asi, aplicando la transformada de Fourier a ambos lados, se obtiene que

jfwwe%Mdt=f 527 (€)i(s6).
R (0,00)

Ahora bien, no podemos simplemente dividir por 1[1(3{), pues esta funcion puede anularse. En
su lugar, multipliquemos en ambos lados de la igualdad por 1]}(85) e integremos con respecto
a s. No obstante, necesitaremos utilizar un peso w(s), que ahora mismo no conocemos pero si

determinaremos durante la reconstruccion de f.

En primer lugar, integraremos sobre s > 0, aunque més adelante también requeriremos del

analisis de las escalas negativas:

|| Feneraras = fo) [ wlsvaiee ds
(0,90) R (0,00)

Definamos

W@-J;@w@¢w@8ds

y asumamos, por un momento, que Y y su inverso estan acotados (salvo quizas en un conjunto

de medida cero), esto es,
A<Y(§) < B, para casitodo ¢ € (0,00), (4.18)

para algunas constantes A, B tales que 0 < A < B < o (a posteriori, estudiaremos cuéles son

las implicaciones de esta suposicion). En consecuencia,
O =@ [ o) [ Fse s de ds
(0,00) R
SV | w(e)s ™ [ Fs bl deds (419)
(0,00) R

[ s [ Fenitie aas
(0,00) R

En la cadena de igualdades anterior, hemos definido un nuevo conjunto de “ondiculas” ¥ a

través de sus transformadas de Fourier:

P E) = Y (&) s (€) = VY (€) Tte I (sE).

Observemos que

s 1 (w)

)

) < a0
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o = [¢2, Pt € L*(R) y

por 1) Por lo tanto, como ||t ¢

s tl12 _ _
[05)" < A2 s]® = A72 9],

En el dominio temporal, las nuevas ondiculas vienen dadas por

Yol (z) = V5 f Y () L(s6)e2m@0E 4 ¢
(R)
= ¢S(x - t)a

donde
V()

\ff Y (€) L(s)e2E d ¢

R

=5 [ (g e g,
R

Asi, la senal original se puede recuperar tomando la transformada inversa de Fourier de (4.19):
f(z) = J w(s)s 2 f f(s,t)p>t(z) dt ds. (4.20)
(0,00) R

De esta manera, hemos podido expresar f como una superposicién de las nuevas funciones %,

con f(s,t) como la funciéon de coeficiente.

La férmula de reconstruccion no es satisfactoria tal y como esté, ya que requiere que
calculemos una nueva familia de funciones 1*!. Esto no serfa incomodo si toda la familia pudiera
obtenerse de una tnica “ondicula madre” mediante traslaciones y dilataciones, como hicimos con
s t, pues, en tal caso, solo necesitarfamos calcular la nueva ondicula madre y usarla para generar
la nueva familia. La ecuacién nos muestra que las traslaciones no son un problema, por lo
que nos concentraremos en las dilataciones. Por , una condicion suficiente para que la nueva

familia provenga de una ondicula madre es que

Y(&/s) =Y (§), paracasitodo&eR, s> 0, (4.21)
ya que, entonces, () = ' (x/s) v, por (L3),

¢s,t(x) _ 871/21/}1 <I‘ — t> )
s
Por tal razén, ¢! genera la nueva familia tal y como ¢ generaba la antigua. La ecuacion (4.21)
significa que Y debe ser una constante en (0,00), y una (posiblemente diferente) constante en
(—00,0). Ahora, debemos elegir el peso w(s) para que se satisfaga (4.21]). Dado que £ interviene
en Y (§) solo a través del producto s&, pedimos que w(s) sea tal que
1
-

w(s)y/s = (4.22)
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Esto funciona porque, para cualquier £ > 0, el cambio de variable £ — s& nos permite escribir:

|9(s)|? [P
Y (€) = ——= ds= ——d&=C
(3] J(O, s s J(& R 3 +

y, para cualquier £ < 0, el cambio de variable £ — —s€ nos da:

[ (s§)? [H(=9)I?
Y = d = E— = C,.
(5) f(o,oo) S i j(O ) f Sf

Por lo tanto, la ecuacion (4.18)) se cumple, para todo & # 0 (luego casi por doquier), si y solo

0< Ci = f
(0,00)

Esto se conoce como una condiciéon de admisibilidad para la ondicula madre . Como ya

si

W—;)P d¢ < oo. (4.23)

se senalo, la eleccion de w(s) dictada por (4.22)) no solo garantiza la existencia de una ondicula
madre para la nueva familia, sino que también hace que Y sea constante a trozos. Eso, a su vez,
simplifica el calculo de la nueva ondicula madre, ya que, si consideramos (4.4)) con s = 1, se tiene

que

—C~ J 27rza:£ df + C J 27r7,z£ d§
0,0) 0,00)

=C-M_(2) + C 14 (2) (4.24)

donde ¥4+ son las componentes de frecuencia positiva y negativa de v, obtenidas tomando la
transformada inversa de Fourier de 12)) solo sobre las frecuencias positiva y negativa, respectiva-
mente. 1! se conoce como la ondicula madre reciproca de v, y {ws’t : s, te R} como la familia
de ondiculas reciproca a {1s.}. Es facil demostrar que ' también es admisible en el sentido de
, y que la ondicula madre reciproca de ¢! es 1. Sintetizamos los resultados a los que hemos

llegado en el proximo teorema.

Teorema 4.20. Sean v una ondicula admisible en el sentido de Y {ws’t} la familia de
ondiculas reciproca a {1s;}. Entonces, cualquier senal f € L2(R) puede ser reconstruida a partir

de su transformada ondicula continua f(s,t) = {f, V)2 mediante la formula:

! f Sty s
(@) :£O7w)§JRf(s,t)w () dt ds. (4.25)

Si 9 es tal que C_ = C; = C/2, entonces de (4.24) se deduce que ¥' = (2/C)1). Un ejemplo
tipico surge cuando v sea real, pues entonces 1&(—{ ) = 1&({) Sin embargo, a veces es conveniente
usar ondiculas cuyas transformadas de Fourier se anulan para £ < 0 6 para £ > 0. Entonces

(4.23) no se puede dar, puesto que C_ = 0 6 C; = 0. Asi las cosas, recordemos la igualdad
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, la cual nos muestra que, si 1&(5) = 0 para £ < 0, entonces, para s > 0, la transformada
f (s,t) depende solo de f (&), con & > 0. Asi pues, a priori, es imposible recuperar la parte de
frecuencia negativa de f integrando solo sobre las escalas positivas. Para recuperar toda la senal,
en general, es necesario integrar también sobre las escalas negativas. Repitiendo la derivacion del
TeoremaMpero integrando sobre todo s # 0 con la funcién de peso w(s) = |s|~3/2, obtenemos

el siguiente resultado.

Teorema 4.21. Sea ) una ondicula admisible en el sentido de que 0 < C' < o0, donde

G
C—JR g dE=C-+Ch

Entonces, podemos recuperar f € L*(R) a partir de f = Wy f mediante la formula:

f@)=C Hslzf(s,t)ws,t(x) ds dt. (4.26)
R2

Observacion 4.22. Notemos que (4.26) es méas general que (4.25). Aun asi, si 0 < Cy < 0, es
preferible usar la reconstruccién del Teorema porque la integracién se lleva a cabo sobre un

conjunto mas pequeno y, por tanto, es més facil de implementar.

Observacion 4.23. Las condiciones de admisibilidad de los Teoremas y implican que
1[1(5) — 0'si £ — 0. De esta manera, si ¢ es continua (por ejemplo, cuando 1 € L'(R)), se tiene
que 1&(0) = 0, es decir,

ijx) dz =0,

por lo que, ciertamente, una ondicula debe ser una “onda pequena”.

En (3], Section 3.3), se halla un teorema que relaciona los estudios discreto y continuo que
hemos elaborado sobre ondiculas. Este resultado asevera que, si {1} : j,k € Z} es un marco
(en particular, una base de Hilbert), entonces 0 < Cy < o0, luego podemos reconstruir cualquier
seflal f € L?(R) a partir de su transformada W), f = f con el Teoremam

4.5. Algunas aplicaciones y ejemplos

Tanto la transformada de Fourier como la transformada ondicula continua tienen numerosas
aplicaciones en el andlisis armonico de las senales analogicas (f : R — C), que son las que

hemos estudiado en esta memoria.

Una bien conocida aplicacién de la transformada de Fourier es el teorema de muestreo de
Nyquist-Shannon-Whittaker-Kotelnikov, el cual nos permite determinar completamente cual-

quier senal de banda acotada conociendo solo sus valores en un conjunto discreto (numerable) de
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puntos. Para méas informacion, constltese [1]. Sobre la transformada ondicula continua podemos
mencionar, entre sus muchos usos en procesamiento de sefiales, el reconocimiento por ordenador
de caracteres manuscritos. En este caso, la ondicula madre proviene de un AMR y se hace uso de
la transformada en dos dimensiones. Una explicacién mucho més detallada se puede encontrar
en [16]. Otra utilidad de dicha transformada se puede encontrar en [15]. En esta referencia, se
habla de la transformada de Radon, la cual es muy conocida por su uso en el desarrollo de la

prueba diagnostica TAC.

Ahora bien, en la practica, las sefiales que se utilizan para almacenar y transmitir informacion
en diversos soportes consisten en una cantidad finita de valores. Este tipo de senales se denominan
senales digitales (f : {0,1,...,N — 1} — C, con N > 0). El conjunto de las senales digitales

de tamafio N, [?(N), es isomorfo a CV, luego podemos dotarlo de un producto escalar.

Asi, podemos discretizar el operador F : L?(R) — L?(R) al operador DFT : [?(N) — I?(N),

conocido como transformada de Fourier discreta, (discrete Fourier transform) dado por

271'7,

DFT{f}(k) = {f, e}>2 = Z f(n k=0,...,N—1.

Anélogamente, tras discretizar 7!, obtenemos el operador

1N e
IDFT{g}(n NZ kno g =0,... N—1.

Como (ek)k "' es una base ortogonal de {?(N), DFT e IDFT son isomorfismos mutuamente
inversos y se satisface una version adaptada del teorema de Plancherel. Con todo lo anterior, se

puede demostrar un teorema de muestreo uniforme para senales digitales de banda acotada (vid.
).

De la misma forma, es posible discretizar el operador W,, como

DWTy{f}(j, k) = {f, b2

y obtener la formula de inversion correspondiente, pero no entraremos en muchos detalles para
amenizar la lectura. Esta transformada discreta tiene infinidad de aplicaciones en el campo de

la compresion de datos (e.g., véase [15]).

En ltima instancia, resaltamos la importancia de las ondiculas en otros aspectos més tebricos
y presentamos algunos ejemplos paradigmaticos de ondiculas. Por un lado, si consultamos (|5],
Chapter 6), encontraremos caracterizaciones de algunos espacios funcionales insignes como los
espacios de Lebesgue y Sobolev (LP y HP) a través de la teoria de ondiculas. Por otro lado, una de
las primeras ondiculas descubiertas fue la ondicula de Haar: ¥ = x[0,1/2) —X[1/2,1), la cual proviene

del AMR definido por la funcién de escala ¢ = x|_1,9). Otra ondicula que proviene de un AMR
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es la de Shannon: o (z) = F~ e’/ 2y }(x) = —2%, donde I = [-27,—7) U (7, 27] vy

o(z) = F ! X[=m,x(T) = w Ademas, existen otros ejemplos de ondiculas que vienen dadas

como soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias u otros procedimientos mas sofisticados,
de modo que ni siquiera se necesita tener una expresiéon explicita de la ondicula madre. En esta

descripcién entran las ondiculas de Legendre o las de Daubechies.

0.5 T

-0.5 - =

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.1: ondicula de Haar

Figura 4.2: ondicula de Shannon
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