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Resumen

En el presente trabajo de fin de grado se trata de calcular las soluciones generales de los
distintos modelos 1D que gobiernan el comportamiento de una viga cuando esta sometida a
flexion o a extension. A partir de estas expresiones, se consideran diferentes condiciones de
contorno que dan lugar a distintas soluciones particulares. Ademas, el trabajo recoge algin
ejemplo practico de los casos anteriormente resueltos. Por tltimo, se realiza un estudio
numérico, utilizando el método de diferencias finitas, donde se comparan las soluciones

obtenidas en los ejemplos de la resolucién analitica con las calculadas numéricamente.

Abstract

In the present end of degree project, it is a question of calculating the general solutions
of the different 1D models that govern the behavior of a beam when it is subjected to
flexion or extension. From these expressions, different boundary conditions that give rise
to different particular solutions are considered. In addition, the work gathers some practical
example of the cases previously resolved. Finally, a numerical study is carried out, using
the finite differences method, where the solutions obtained in the examples of the analytical

resolution are compared with those calculated numerically.



Introduccion

0.1. Introducciéon

Cuando se trata de construir cualquier tipo se estructura las vigas son un pilar fun-
damental y de ellas depende el adecuado soporte de la estructura. Es por ello que, para
garantizar una buena condiciéon de resistencia, es necesario un analisis exhaustivo del com-
portamiento de la viga en respuesta al trabajo que ésta debe realizar. Las vigas estan
presentes en la construccion de edificios, puentes, alas de avion, ete ([I], [2]).

Las vigas estan pensadas para para trabajar a traccion, compresion, flexion, torsion, pan-
deo, etc. En este trabajo se estudia, por separado, el comportamiento de las vigas cuando
trabajan a extensiéon y a flexiéon. En cualquiera de los dos casos, el comportamiento de la
viga estd gobernado por una serie de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Desde la antigiiedad, se ha realizado la construcciéon de todo tipo de estructuras sin la
realizacion de un estudio previo. Esto puede acarrear serios problemas como provocar grie-
tas, o incluso la fractura de la estructura llegando a ser peligroso para la seguridad de las
personas.

Es de gran importancia el estudio de las estructuras tipo viga en ingenieria y en fisica. Los
primeros estudios vinieron a manos de Leonhard Euler y Daniel Bernoulli al proponer la
primera teorfa de una viga sometida a flexion pura en el siglo XVIII. Méas tarde, en el siglo
XX, Stephen Timoshenko propone una ampliaciéon de la teoria Euler-Bernoulli al anadir
el efecto de deformacion de corte. Esta nueva consideracion, hace que la teoria sea mas
acertada en cuanto la viga posea un aspecto mas robusto. Podemos consultar uno de los
primeros estudios sobre la viga de Timoshenko en [3].

En este trabajo, se realiza un estudio sobre el comportamiento de vigas sometidas a ex-
tension pura y a flexién pura considerando las teorias de Euler-Bernoulli y Timoshenko.
En primer lugar, se resuelven las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamien-
to de las vigas. En segundo lugar, se realiza un estudio numérico con la simulacién de
los resultados para comparar con los obtenidos en el primer estudio y ver que estan en

consonancia.

IX
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0.2. Objetivos

Los objetivos de este trabajo son los siguientes:

» Planteamiento de los modelos matematicos 1D més generales que rigen el compor-
tamiento de una viga cuando esté sometida a extension pura o a flexion pura. En el
caso de una viga sometida a flexion pura, se consideran la teoria de Euler-Bernoulli

y la de Timoshenko.
s Resolucion teodrica de los modelos matematicos considerados.

= Resoluciéon analitica de casos particulares, que surgen de anadir condiciones de con-

torno sobre los casos més generales.

= Aplicacién de nuestros resultados a los ejemplos recogidos en la bibliografia que son
reconocidos como casos 'benchmark’, con el objetivo de llegar a las mismas soluciones

y asi, dar veracidad a nuestro estudio previo.

= Resolucién numérica por medio de diferencias finitas de los casos particulares consi-
derados. Para cada caso, construccién de un programa en matlab que implemente el

método propuesto.

= Comparaciéon entre la solucién numérica y la soluciéon analitica calculadas. Evaluar

el error cometido con respecto a la solucién analitica calculada.

0.3. Contenido

Este trabajo consta de tres capitulos, uno para cada uno de los modelos considerados:
modelo de extension pura, modelo de flexion pura (Teoria de Euler Bernoulli) y modelo de
flexion pura (Teoria de Timoshenko). Los tres capitulos tienen la misma estructura.

Cada capitulo comienza con un pequeifio apartado donde se formula el modelo correspon-
diente. Partiendo de las hip6tesis convenientes, se trata de dar una breve descripcion del
procedimiento a seguir para llegar a la expresion final del modelo. Si buscamos una des-
cripcion méas detallada del mismo, ésta esté recogida en la bibliografia.

En el segundo apartado, se trata de dar con una solucién general para las ecuaciones dife-
renciales que rigen el comportamiento de la viga segiin el modelo correspondiente. Dicha
soluciéon vendra dada en funciéon de constantes de integraciéon que dependerén, en cada
caso, de las condiciones de contorno establecidas. Este apartado termina con una tabla
donde que recoge las posibles condiciones de contorno que describen cada uno de los casos

particulares que se van a estudiar a lo largo del capitulo.
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En los apartados posteriores se busca llegar a una solucién de los casos particulares que se
han considerado y, en caso de que exista solucién, ensefiar con un ejemplo la resolucién de
un caso practico en las condiciones requeridas.

El siguiente apartado recoge la identificaciéon con un caso benchmark de los recogidos en la
biograffa. En él se comparan las soluciones obtenidas aplicando nuestros resultados a los
datos del ejemplo, con las recogidas en la literatura.

Por altimo, la resolucion numeérica de los casos particulares considerados. Esta resolucion
pasa por la discretizacion del problema correspondiente utilizando diferencias finitas y su
posterior implementacion mediante el programa MATLAB. El objetivo de este apartado
es comparar las soluciones analiticas obtenidas a lo largo del capitulo con las soluciones
aproximadas que nos proporcionan los métodos numéricos.

En el apéndice se recogen los ficheros programados con MATLAB utilizados tanto para la
implementaciéon de los métodos numéricos desarrollados, como para las representaciones

graficas que se encuentran a lo largo del trabajo.

0.4. Introduccién de conceptos

0.4.1. Tensiones

Se supone una viga en equilibrio bajo la accién de fuerzas exteriores. En respuesta, se
produciran fuerzas interiores que actuarén entre las distintas partes de la viga, las llamadas
tensiones. Podemos descomponer la tensién en un punto xg de la viga en su componente
normal, perpendicular a la seccién transversal que contiene a g, y sus componentes tan-
genciales o cortantes [4]. Toda la informacion del estado de tensiones en el punto xq se

recoge en el denominado tensor de Cauchy.

0.4.2. Deformacion

Se considera la viga como cuerpo elastico lo que implica que no es posible un des-
plazamiento de las particulas de la viga sin una deformacién de la misma. El pequeno
desplazamiento de las particulas de la viga deformada se descompone en sus componentes
u1, ug, us paralelas a los ejes x1, z9, x3, respectivamente. Se supone que estas componentes
son muy pequenas y que varian con continuidad en todo el volumen de la viga [4]. Las de-
formaciones son los desplazamientos relativos que ocurren entre dos puntos infinitamente

proximos.
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0.4.3. Equilibrio

Para postular los modelos que rigen el comportamiento de una viga, se supone que la
viga en cuestion estd en equilibrio. Esto se traduce a que verifica que la suma de fuerzas
que acttan sobre ella es nula y que la suma de momentos respecto a un punto cualquiera

también lo es.



Capitulo 1

Modelo de viga sometida a extension

pura

Este trabajo constituye un estudio sobre las estructuras tipo viga. Las vigas son ele-
mentos en 3D, por lo tanto los modelos que describen su comportamiento también estan
definidos en un espacio en 3D. Sin embargo, hay ciertas caracteristicas de las propias vigas
que nos permiten considerarlas como elementos 1D, facilitAndonos su estudio. Considera-
remos que la viga a estudiar posee una dimensién considerablemente méas grande que las
otras dos. Caracteristica que nos permite realizar dicha simplificaciéon dimensional. Por lo
general, la longitud de la viga L seré claramente mayor que el area de su secciéon A.

La notacién y los modelos de los que se parte, asi como su deduccién, podemos encontrarlos

en las notas del curso [5]

Como sistema de referencia, utilizaremos un sistema de coordenadas cartesianas (z1, z2, 3)
orientado positivamente. La longitud de la viga se dispondré a lo largo del eje x5 desde el
punto x3 = 0 al punto x3 = L y cuya seccién, perpendicular al eje longitudinal de la viga,
viene determinada por un dominio plano, w, en el plano x1x2. La carga total de la viga

por unidad de longitud, ¢, vendra dada por:

q(x3) —/ f(x1,$2,$3)d901d$2+/ Gz, 2, x3)dl,
w I'N(e3)

—

donde f(x1,x2,x3) denota la densidad de fuerzas de volumen a la que esta sometida la
viga, y §(x1,z2,23) la densidad de fuerza de superficie sobre una parte I'y de su frontera
lateral. En particular, I'y(,,) hace referencia a la seccion de I'y correspondiente a la

coordenada xg3.
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1.1. El modelo de viga sometida a extensién pura.

Para una barra sometida a extensiéon pura supondremos que las componentes prime-
ra y segunda de la carga total por unidad de longitud son nulas, es decir, vendra dada

dnicamente por su componente axial:

7= (0,0,q3(x3)). (1.1)

Para cada x3 € (0, L) supondremos que la secciéon transversal w correspondiente a dicho
punto permanece plana después de la deformacién y que el campo de desplazamientos es

de la forma:

ﬁ: (0,0,113(%3)). (1.2)

Sean o el tensor de tensiones de Cauchy, 7 el vector unitario y normal a cada seccién
perpendicular al eje de la viga y orientado en el sentido creciente de x3. En virtud del
teorema de Cauchy, el vector de esfuerzos que realiza la parte derecha de la viga en x3

sobre la parte izquierda vendréa dado por:

O'ﬁ = 0923 . (13)

Como estamos considerando fuerzas aplicadas de extension pura, tnicamente tendremos
componente normal del vector de esfuerzos sobre cada seccién transversal. Es decir, sera

de la forma:

on = 0 . (1.4)
033

Asi, bajo las hipotesis consideradas, las dos primeras componentes carecen de interés para
nuestro problema. Por tanto, para nuestro modelo tinicamente tendremos en cuenta la
tercera componente del vector de esfuerzos, que resulta ser la componente axial.

Podemos escribir la deformacion en la direccion axial en términos del desplazamiento:

dU3(.133)

e (1.5)

€33 =

A su vez, la deformacion se relaciona con la tensién mediante la ley de Hooke, que podemos
consultar en [6]. De esta forma, considerando un tensor de tensiones con tinica componente

no nula la o3s:
1+v 1% 1
€33 = — 033 — 1033 = 1033, (1.6)
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donde E denota el médulo de Young y v el coeficiente de Poisson del material que constituye
la viga. El esfuerzo normal total que realiza la parte derecha de la viga sobre su parte
izquierda en cada seccion z3 = cte se obtiene al integrar la ecuacion (1.6)) sobre toda la

seccion. De esta forma, teniendo en cuenta la relacion ((1.5)) tenemos:

dU3
Aoszzs = AE—. 1.7
o = AB (L7)

Para que se satisfagan las ecuaciones de equilibrio, que podemos consultar en [7], se debe

verificar:

d dUS(LBd) _ q3

Esta ecuacion modela el comportamiento de la viga sometida a fuerzas exclusivamente de
tension. Sin embargo, éste resulta incompleto sino consideramos condiciones de contorno.
Para poder resolver la ecuacion (|1.8]) existen varias condiciones de borde posibles. Nosotros

tinicamente consideraremos los dos casos siguientes:

Modelo | Condiciéon en z3 =0 | Condicién en x3 = L Formula Matematica
MOD1 Dirichlet Borde con carga Peés uz(0) =0y EA%(SL) =P
MOD2 | Borde con carga —Pé3 | Borde con carga Pé3 EA%(?’O) =Py EA%(BL) =P

Cuadro 1.1: Casos particulares de extension pura.

El primero de los casos se identifica con un desplazamiento nulo en la coordenada z3 = 0
y un esfuerzo normal de magnitud P en la coordenada x3 = L, mientras que el segundo se
corresponde a un esfuerzo normal de magnitud P en ambos extremos de la viga.
En el capitulo siguiente se encontrara soluciéon para el caso general y, a partir de ésta, las
soluciones para los casos recogidos en el cuadro[I.T} Ademas, se tratara de buscar soluciones
de casos concretos recogidos en la literatura con el fin de identificar los resultados obtenidos
a partir de nuestra solucién general con los que figuran en la misma. En el tercer capitulo
se resuelve de forma numérica los mismos ejemplos con el objetivo de llegar a soluciones

muy cercanas a las que se calcularon de forma analitica en el segundo capitulo.
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1.2. Solucién general del modelo 1D: viga sometida a exten-
sién pura

Acabamos de ver que en el caso de una viga sometida a extension pura el problema re-

sultante pasa por encontrar el desplazamiento uz que es solucién de la ecuacién diferencial:

d du;g(l‘g) o q3
s () =% o

siendo F el modulo de Young, A el area de la seccién de la viga, y q3 la fuerza axial por

unidad de longitud aplicada. Para hallar la tensién implicada bastara tener en cuenta que:

d
033 = Ed—;‘;, (1.10)

expresion que resulta de las ecuaciones (1.5) y (1.6)). Teniendo en cuenta que g3 = g3(z3),
para encontrar la solucién general de ([1.9) bastara con integrar dos veces a ambos lados

de la expresion. Por lo tanto:

/ (/ _Edig (dujgg)> dm3> drs = / (/ %S?’)dz?’) das.

Se deduce entonces:

dus(x 1

us(xs) = _ElA/ </ Q3(£L'3)d1‘3> dxs + Cixz + Co, (1.11)

con Cj, 1 = 1,2 constantes de integracion reales. Ahora de ([1.10)) deducimos que la tension

y, por tanto:

viene dada por:
1
033 = —A/q;g(xg)dxg + . (112)

1.2.1. Solucién particular viga modelo MOD1

Estudiemos ahora el caso particular de un desplazamiento nulo en la coordenada x3 = 0
y un esfuerzo normal de magnitud P en la coordenada xz3 = L, es decir, tenemos las
siguientes condiciones de contorno (ver Cuadro modelo MOD1):

u3(0) =0, (1.13)

padsl) _p (1.14)
3
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De ahora en adelante denotaremos por m(x3) a la integral doble de la carga por unidad

m(z3) = / </ Q3(5U3)d$3> drs. (1.15)

La funcién m esta definida salvo un polinomio de grado 1 en x3. Asi, sus constantes de

de longitud (g3):

integracion se incluyen en la expresion de la solucion ((1.11)) que se reescribe de la siguiente

manera:

us(zs) = E—m(xg) + Craz + Co. (1.16)

Evaluando en x3 = 0 la ecuacion (|1.16]), e igualando a 0 como nos dicta la condicion
de contorno (|1.13]), tenemos:

us(0) = ﬁm(O) +Cy=0.
Por tanto,
_ m(0)
Coy = oA

Considerando la expresion resultante de derivar ((1.16[), y posteriormente evaluar en x3 = L,

por la condicién de contorno ((1.14)) se deduce:

dU3(L) -1 /
EA =FEA| —m'(L =P
dzs <EAm( )+ =Fh
y, en consecuencia:
_ P+m/(L)
Gi="fFx -
Asi, la solucién para el modelo de extension pura MODI1 es:
-1 P+m/(L) m(0)
= — 1.1
uz(x3) = Lo m(zs) + —— 13+ (1.17)
-1, P+m/(L)
033 = Zm ($3) + T (118)

Ejemplo 1.1. Consideraremos el caso sencillo de una viga de madera de longitud 10 metros
con seccion circular de radio 0.25 metros. El médulo de Young y la densidad de la madera
valen 7 - 10°N/m? y 800kg/m? respectivamente. Existe una carga de P = ON en x3 = L.
Supondremos que la viga estd sometida tnicamente a la fuerza de la gravedad actuando

en la direccién -€3. Por tanto, en cada seccion x3 = cte:

/f(:rl,xg,xg)dxldxg:/ —pgésdxidry = —pgAéz N/m,
w w

/ g’(xl,xg,xg)szﬁ N/m,
I‘N(Ia)
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siendo p la densidad de masa del material por el que esta constituida la viga y g la cons-
tante de gravitacion terrestre, la cual tiene un valor aproximado de 9,8 m/s%. Bajo estas

condiciones, la carga por unidad de longitud esté determinada por:

N - - m N
q(x3) = / —pgésdridry = —Apges = —Epgeg N/m. (1.19)
w

Y la integral doble de su tercera componente, anteriormente denotada por m, sera:

m(z3) = / </ Q3($3)d$3> drs = —% (/ ngdﬂc?)) dr3 = _pg;m% (1.20)

la cual verifica:
pgmL
16

m0)=0 y m/(L)=

Sustituyendo estos valores y la expresion ([1.20]) en la solucion general ((1.17)), obtenemos el

desplazamiento de la viga:

P+m/(L) m(0)

us(x3) = ﬁm(wg) + oA + A (1.21)
pgm o P —pgrL/16
= 1.22
32EA "3 EA 7 (1:22)
=56-10""22 —1,12-10%z3  m, (1.23)
v la respectiva tension:
-1 P+m/(L
pgT P — pgrL/16
= 1.2
1647t A (1.25)
= 7840x3 — 78400  N/m?. (1.26)

En la Figura[L.T]se representan el desplazamiento axial y la tension a la que esta sometida la
viga. Tenemos un desplazamiento insignificante, de hecho no somos capaces de apreciarlo a
simple vista por estar las dos longitudes de la viga (en reposo y bajo hipdtesis) superpuestas
en la primera de las graficas.

En la segunda de las graficas se representa la tension o33 frente a la coordenada xs3. Asi
vemos la evolucién de la tension a lo largo de toda la viga, yendo de -78400 N/m? en el

extremo izquierdo hasta ser completamente nula en el extremo derecho.

'Noétese que no se han considerado constantes de integracion, esto se debe a que dichas constantes son

las propias C; que ya fueron calculadas para el caso general
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B Deformacion
2 T T T T T ] | | | I
| |
| |
A -
_2 1 1 i i i : | | I I
1] 1 2 3 4 5 [ i i) 9 = |
KS
hx 104 Tension axial
o - |
< -
= -5 F _Fd_ -
-\.o --------
< _—
E -
]
I_ 1 i 1 i i ; | | | I
-0
1] 1 2 3 4 5 G T 8 9 - |
xS

Figura 1.1: Ejemplo 2.1

1.2.2. Solucién particular viga modelo MOD2

Ahora consideraremos el caso de un esfuerzo normal de magnitud P en ambos extremos
de la viga, el cual se identifica con las siguientes condiciones de contorno (ver cuadro
modelo MOD?2): :

dU3(0) .

EA T =P, (1.27)
d’LLg(L) o

EA o~ =P (1.28)

Vemos que no se verifica la condicién suficiente de existencia de solucion que aparece en el

Teorema 130 de [5]. Aun asi, como no es necesaria, trataremos de calcularla. Por un lado,

partiendo de ((1.16]) y utilizando ((1.27)) llegamos a:

dus(0) -1,
FA =FA | — =P
dajg <EAm (0)+Cl y
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de donde se deduce:
1

~gal
Por otro lado, usando de nuevo la expresion general ((1.16]) y utilizando la condicién de

contorno (|1.28]) llegamos a:

1 P +m/(0)). (1.29)

dus(L) B -1 , B
EA s —EA<EAm(L)+C'1 =P,

1
=— (P (L)) . 1.
C1 EA( +m/(L)) (1.30)
De las igualdades ((1.29) y (1.30]) es inmediato deducir que la funciéon m debe definirse de
modo que verifique:

m/(0) = m/(L). (1.31)
Veremos mas abajo que esta restriccion sobre m’ obliga a que la carga por unidad de
longitud verifique ciertas restricciones. Por consiguiente:

us(z3) = %m(azg) + ﬁ (P +m/(L)) x5+ C, (1.32)

-1 P+ m/(L
o33 = Zm'(xg) + A()

Para este caso particular, con estas condiciones de contorno si existe solucién, no es tnica

(1.33)

sino que tendria infinitas soluciones (una para cada valor de Cy € R) correspondientes a
posibles traslaciones que puede experimentar la viga.
Para encontrar una solucién dnica de este caso es necesario anadir alguna otra condicién

a mayores de las ya consideradas. Trataremos de ilustrarlo en el ejemplo siguiente.

Observacion:

No siempre se verifica que m’ tiene el mismo valor en los dos extremos de la viga por
lo que este problema no siempre tiene solucion.
Tomemos como primer ejemplo el caso que se considerd para el Ejemplo 2.1., esta vez con
las condiciones de contorno y .
Vimos que la funcién m de una viga de madera de longitud 10 metros con secciéon circular
de radio 0,25 metros sometida tinicamente a la fuerza de la gravedad en la direccidén —e3

viene dada por:

PIT 2
m(x3) = ~ 33 %3
cuya funcién derivada es:
/ . pgm
m'(x3) = ———x3
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Con unos simples célculos vemos que:

Por lo tanto:

m/(0) # m/(L)

lo que implica que estamos en un caso sin solucién. Obsérvese que la carga gs(x3) no es

antisimétrica respecto a xs = L/2, condiciéon necesaria de existencia de solucion.

Caso particular MOD2: fijar traslaciones

Ya vimos que no nos es posible obtener una solucién tinica para el modelo de extension
pura MOD2 (suponiendo que exista) tal y como esta planteado. Para fijar una solucion y
evitar traslaciones, vamos a considerar que la viga en su posicién central, la correspondiente

a x3 = L/2, esté sujeta y, por tanto, el desplazamiento es nulo en dicho punto. Es decir:
us(L/2) = 0. (1.34)

Basandonos en esta condiciéon somos capaces de despejar el valor de C5. En concreto,

sin més que evaluar la ecuacion (1.32) en L/2 e igualando a cero como se muestra a

continuacion:
us(L)2) = %m(L/z) + Wé 40y =0, (1.35)

y, por tanto:
Cy = ﬁ (m(L/2) — g(P + m’(O))) . (1.36)

Si sustituimos este valor en la expresion (1.32) tenemos como resultado el desplazamiento

axial de la viga:

-1 1 1 L
uz(z3) = ﬂm(mg) + 7 (P+m/(L)) zs+ FA <m(L/2) - §(P + m’(O))) . (1.37)
Su correspondiente tension es:
o33 = im'(x ) + L (P+m/(L)) (1.38)
33 1 3 1 .

Ahora ilustraremos con un ejemplo practico la resolucion de un modelo de extensiéon pura

MOD2.
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Ejemplo 1.2. Seguiremos con el mismo ejemplo de una viga de madera de longitud 10
metros y con seccion circular de radio 0.25 metros. Supongamos que la viga estd sometida
a un esfuerzo de 100 N en x3 = 0 y en x3 = L en las direcciones -€3 y €3 respectivamente.
Suponemos ademas que el desplazamiento de la viga es nulo en su posicién central. Recor-
damos que el médulo de Young de la madera E tiene un valor de 7 - 109N/m?.

Ya vimos que para obtener solucién es necesario que se verifique:
m/(0) = m/(L). (1.39)

Ya que m depende de la carga total por unidad de longitud, el hecho de que se verifique
(1.39) depende tnicamente de gq. Por tanto, ahora vamos a considerar que la viga estéa

sometida a la carga por unidad de longitud definida por:
qd=(0,0,2x3 — L). (1.40)
La funcién m asociada que consideraremos es:

m(z3) = / </ Q3($3)dx3> drs = ‘gg _

Veamos que se verifica (|1.39)). Derivamos m:

N |

m'(z3) = 25 — Lxs.
Si evaluamos m’ en los extremos de la viga:
m'(0) = m/(L) = 0.

vemos que efectivamente estamos en condiciones de existencia de solucion.
Sustituyendo en ((1.37)) los valores del modulo de Young FE, la longitud de la viga L, el area

de la seccion A, el esfuerzo Py m(L/2) obtenemos la soluciéon que buscabamos.

walin) = Zymien) + g (P (D) (m(E/2) = (P +(0)

-1 (23 L , PR L3 PL
=== =z — — ==

EA\3 27T FEATP T EA 12 2
=—24-1071%3 +364-107%22 +7,3- 107823 —4,24- 1077

Y su correspondiente tension es:

-1 1
033 = jm/(xg) + Z (P + m/(L))
JJ% — L.’IJ3 P

A A
= —5,093z2 + 50,93z3 + 509,3 N/m?>



1.3. IDENTIFICACION CON BENCHMARK 11

En la Figura se representa con una grafica el desplazamiento axial y la tensién a a
la que esta sometida la viga. De nuevo tenemos un desplazamiento muy pequeiio igual que
en el ejemplo 2.1.

En este caso vemos que la tensién toma una forma de parabola, siendo ésta maximo en el

punto medio de la viga y minima en los extremos de la misma.

w10°8 Desplazamiento axial

0 1 2 3 4 o & f 8 4 10 11

=2} o
== tn
o) Q
T
%
i
' -
|

Tension /n (N/m?)
o
o
b
M,
g

SDD i i i i i i i i i i

Figura 1.2: Ejemplo 1.2

1.3. Identificacién con benchmark

En este apartado trataremos de verificar que los resultados obtenidos en el capitulo
anterior estdn en consonancia con las respuestas conocidas en ingenieria para este tipo de
problemas. Para ello compararemos las soluciones analiticas calculadas con las recogidas
en la literatura clésica para problemas de extensién pura. Estos resultados, con los que

trataremos de identificar nuestras soluciones, son los denominados casos ’benchmark’ ya
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que han sido contrastados por autores muy diversos. En este caso, nuestro benchmark seré
el recogido en [7], en el cual se considera una viga con condiciones Dirichlet y borde carga
Pe3 en cada uno de sus extremos.

Recordamos la solucion obtenida en el capitulo anterior:

us(z3) = _;A/ </Q3(x3)dx3> das + Chas + O, (1.41)

solucion que esta determinada por la integral doble de la carga en la direccién axial.
La solucién que propone Sokolnikoff para el desplazamiento axial de una viga con condi-
ciones Dirichlet y borde con carga Peé3, cuando la carga por unidad de longitud es nula en

toda la viga es:

%ag, (1.42)

siendo p = P/A una constante que indica la carga por unidad de superficie que experimenta

U3(.’L'3) =

la viga en el extremo de la misma. Partiremos de la solucién que calculamos anteriormente
y consideraremos las mismas condiciones que Sokolnikoff.
Estas condiciones son las que definen el modelo MOD1, que recordemos tiene las siguientes

condiciones de contorno:

uz(0) =0, (1.43)
dU3(L)
FA——~ =P 1.44
ol _p (1.44)
y solucioén:
-1 P+m/(L) m(0)
u3(z3) = m(zs) + —p a3 + (1.45)

Ademés, consideramos que g3 = 0 para Va3 € [0, L]. Teniendo en cuenta como esta
definida la funcion m, (1.15)), al hacer dicha suposicion la ecuacion ((1.45)) pasa a ser de la

forma:

P
EA
Si consideramos que el esfuerzo en la seccion correspondiente a la coordenada x3 = L esta

U3($3) == xIs3. (1.46)

uniformemente distribuido, es decir:

P
o33 = - = plcte), (1.47)

entonces al sustituir el cociente P/A por la constante p en la ecuacion (|1.46) nos queda:

%mg,, (1.48)

que es precisamente el resultado que propone Sokolnikoff en [7].

uz(z3) =
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1.4. Resolucién numérica del modelo de extensién pura

El objetivo de este apartado es aproximar las soluciones de los modelos MOD1 y MOD2
por medio del método de diferencias finitas. Deduciremos la discretizacion de los dos mo-
delos y se implementard un programa en Matlab que nos devuelva la solucién aproximada

para los casos que consideramos en los ejemplos del capitulo.

1.4.1. Resolucion numérica MOD1

El modelo de extension pura MOD1 esté determinado por (ver Cuadro (1.1)-MOD1):

_pd (dus(z3)\ _ @
d£C3 dl‘3 ’

N

padusd) _

\ d:Eg

En lo que resta de apartado, suprimiremos los subindices de us, q3 y =3 para descargar
la notaciéon. Ademéas, usaremos u” y v’ para denotar a las derivadas segunda y primera de

u, respectivamente. De esta forma, el problema a discretizar sera el siguiente:

u(0) =0,
—Eu'(z) = QEZ), (1.49)
EAJ (L) =P.

Comenzamos por discretizar el intervalo [0, L] considerando una particién regular:
0:.1‘0<.%'1<...<{L‘n+1:L,

siendo:

Tiy1 = x; + h, 0<e<n, h =
Dado que ug es conocida, nuestras incégnitas seran:
Uuj, 1<i<n+1,

donde u; denota la aproximacion de u(x;).

Consideramos los puntos z;,1 < i < n, usando la féormula de diferencias centradas para
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aproximar la derivada segunda (la cual podemos consultar en [11]):
(o) = flzo+h) —2f(x0) + f(x0 — h)

) - h2
para cada punto considerado, reemplazando cada término wu(z;) por su correspondiente

+O(h?),

aproximacion u;, eliminando los términos O(h?) y sustituyendo en la ecuacioén diferencial

del problema obtenemos las ecuaciones discretizadas para los puntos z;,1 < i < n:

Girl — 2:2’ Rl fbﬁ];, 1<i<n, (1.50)
siendo:
¢ = q(xi).
Notese que para ¢ = 1, dado que u(0) = 0, la ecuacion discretizada correspondiente es:
uz — 2uq _ @
h? EA’

Para i = n+1, empleamos una aproximacién descentrada hacia la izquierda para aproximar

la derivada segunda [11]:
uw' (L) —u/(L —h/2)
h/2 ’
seguida de una formula centrada de tres puntos [11] para aproximar v'(L — h/2):

2y = ML HED)

u/I(L) ~

Finalmente obtenemos la siguiente aproximacion:
L—h)—u(L
() + ML= B~ u(D)

"(L) ~ h

Conocido el valor de «/(L) a partir de la condicion de contorno, y utilizando la ecuaciéon

diferencial llegamos a la siguiente ecuacion discretizada:
Qn-i-lh2 Ph
2FEA EA’

que, junto con las anteriores n ecuaciones consituyen el problema discretizado. Podemos

Up — Un+1 =

representar el problema discretizado en notacién matricial como sigue:

o _ i q1 h
2 -1 0 w A
2
-1 2 -1 0 U2 EA
o -1 2 -1
h2
0 .
1 2 1| | u, %
0 0 -1 1] [un I+l pr(EA
S bl g T P/(BAR)]
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Este problema constituye un sistema tridiagonal con un total de n + 1 ecuaciones y
n + 1 incoégnitas que se puede resolver mediante cualquiera de los métodos tradicionales.
Aplicamos esta discretizacion a los datos del ejemplo 3.1, en el cual recordamos se obtuvo

la siguiente solucién analitica:
uz(23) = 5,6-107"x3 — 1,12 - 1023

En la figura se muestra un plot de los valores exactos calculados a partir de la solu-

D!-Er} 10-5 1 L] 1 ] 1 L] 1 L] 1
2 solucion aproximada
+  solucion exacta
AF ) -
o
2k 4 -
o EIE o -
o
+
=4 r 5] 7
0y
+ = 'F_r L'}
5 iz -
+
+ +
_.5 1 L 1 L 1 1 1 1 L
0 1 2 3 4 5 5] 7 i) 9 10

Figura 1.3: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizacion

cion analitica frente a los valores aproximados utilizando un paso h = 1 donde se obtuvo
un error de 1,0639-107°. Por construccién, nuestro método es de orden uno lo que significa
que el error local es directamente proporcional al cuadrado del tamanio del paso, y el error

global es proporcional al tamafio del paso. En la figura [[.4.1] se muestra un plot de los
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D{¥1D-5 T T T T T T T T T

u!

2 solucion aproximada
+  solucion exacta

Figura 1.4: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizaciéon

valores exactos calculados a partir de la solucién analitica frente a los valores aproximados
utilizando un paso h = 0, 1, donde se obtuvo un error de 1,1137 - 1075, Se ha dividido el
paso por 10 y se obtuvo un error global con la misma disminucién por tanto este error es
el esperado considerando el orden del método.

En conclusién, hemos obtenido resultados satisfactorios en la resoluciéon numérica del pro-

blema, sirviendo ésta de apoyo a la resoluciéon analitica del apartado anterior.
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Resolucién numérica MOD2
El modelo de flexion pura MOD2 esta determinado por (ver Cuadro (1.1)-MOD2):
EAY(0) = P,
u'(z) = _d) x € (0,L) (1.51)
EA M )
EAU/(L) = P.

Sin embargo, ya vimos que éste no tiene solucién tnica, en hipdtesis de existencia, si no

anadfamos alguna restriccién adicional.

Vamos a suponer que estamos en hipotesis de existencia de solucién y ademas que la viga

se mantiene fija en su posiciéon central, condicién que nos va a permitir considerar este

problema de discretizacién como dos problemas independientes:

Py

Comenzamos por discretizar

siendo:

Tiy1 = x; + h,

Conservando este valor de h,

siendo:

X

W(0) = o p

u'(z) = —({bg‘il), z € (0,L/2) (1.52)
u(L/2) = 0.
w(L/2) =0,

=2 e 1) (1.53)
W)= oo

el intervalo [0, L/2] considerando una particion regular:
O=a2p< 21 <..<ZTpy1 = L/Q,
L

n+1
discretizamos el intervalo [L/2, L] de la misma forma:

0<i<n,

Li2=zx( <2y <..<ah, =L,

i1 =+ h, 0<i<n,
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Siguiendo con esta misma notacion, u; denota la aproximacion de u(z;), mientras que u}
denota la aproximacion de u(z}), no confundir con la expresion de la derivada de u, u'.

Como estamos en hipotesis de existencia de solucion, la funcién ¢ que define la carga por
unidad de longitud a la que estd sometida la viga tiene que ser antisimétrica respecto
a x = L/2. Por tanto, simplemente resolveremos el problema P, utilizando la misma
discretizacion que se determiné para el modelo MOD1 y, como los desplazamientos deben
de ser antisimétricos respecto de x = L/2, las aproximaciones u; que son solucion de P se

calcularan de manera que:

N
N
S

/
U = —Upy1—4s 0
Ademas, de la condicion de contorno:
— ) — 0
Un+1 = Uy = U.

Por lo que ya tenemos el problema discretizado completo. Aplicamos esta discretizaciéon a

los datos del ejemplo 1.2, en el cual recordamos se obtuvo la siguiente solucién analitica:
uz(z3) = —2,4-107023 +3,64- 107222 47,3 - 10823 — 4,24 - 1077

En la figura se muestra un plot de los valores exactos calculados a partir de la
soluciéon analitica frente a los valores aproximados utilizando un paso h = 0,5 donde se
obtuvo un error de 5,0965 - 1078, Por construccién, nuestro método es de orden uno lo
que significa que el error local es directamente proporcional al cuadrado del tamano del
paso, y el error global es proporcional al tamafio del paso. En la figura[I.4.2) se muestra un
plot de los valores exactos calculados a partir de la solucién analitica frente a los valores
aproximados utilizando un paso h = 0,05, donde se obtuvo un error de 7,9112 - 107, El
error ha disminuido en la orden de lo esperado, considerando el orden del método.

En conclusién, hemos obtenido resultados satisfactorios en la resoluciéon numérica del pro-

blema, sirviendo ésta de apoyo a la resoluciéon analitica hallada en el apartado anterior.
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5 T T T T T T T T T

0 solucion aproximada | 4
4r +  solucion exacta O
e
3r A B -

Figura 1.5: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizacion
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5 T T T T T T T T T

O solucion aproximada | 8
+  solucion exacta '

Figura 1.6: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizaciéon



Capitulo 2

El modelo de viga sometida a flexion

pura: Teoria de Euler-Bernoulli

El modelo que vamos a estudiar es el propuesto por Leonhard Euler y Daniel Bernoulli
a principios del siglo XVIII. Tenemos que considerar que la viga estd bajo las hipotesis

siguientes (las cuales podemos consultar en [§]):

= Se supone que la seccién transversal es plana antes y después de la deformacion.
= La viga es recta con seccién constante y de doble simetria en todo el dominio.

= Se supone la presencia de un estado uni-axial de tensiones solamente en la direccion

del eje lo que implica existencia de flexion pura.
= El material es homogéneo, isétropo y verifica la ley de Hooke.

= El estado de cargas por unidad de longitud es tal que g3 = 0 a lo largo de todo el
intervalo [0, L].

El detalle de la modelizacion indicada a continuacion puede encontrarse en [5]. En términos

de las rotaciones el desplazamiento se expresa como:

u(wy, x2, x3) = (u1(x3), uz(x3), —2102(x3) + 2201 (x3)), (2.1)
siendo
On(ag) =~ gy = LT (2.2)

Sea q(x3) = (q1(x3), ¢2(23), g3(x3)) = (q1(23),g2(x3),0) la carga por unidad de longitud
tal y como se ha definido en el capitulo 1. Entonces podemos escribir las ecuaciones de

21
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equilibrio 1d bajo la teoria de Euler-Bernoulli de la siguiente manera:

d2 d2u1($3)
dz? (EI2dI§ > = q(x3), (2.3)
d2 d2UQ(1133)
e (Ehdwg ) = q2(x3), (2.4)

siendo 17 y Is los momentos de inercia asociados a la flexién de la seccién transversal w:

Ilz/ZE%dZL‘ldl‘Q y IQZ/ZL'%de‘ldl‘Q.
w w

Sean M7 y M los momentos flectores en las direcciones x1 y x5 respectivamente. Ambos se
pueden escribir en términos del desplazamiento, de los momentos de inercia, y del médulo

de Young como se muestra a continuacion:

dQ’U,Q(Ig)
M, =—-FEIT 2.5
1 1 dfl/’g ) ( )
d?uq (3)
My = Fly————~ 2.6
.~ Ep (26)

Por otro lado, la ecuacion que relaciona los esfuerzos con los momentos en un punto (x1, z2)

de la seccion de la viga viene dada por la expresion

M (x My (x
033 = 1( 3).%'2 — 2( 3)1'1. (27)
I I

Para el mismo punto (x1,x2), el cual aparece marcado en rojo en la Figura denotamos
por L, ala recta paralela al eje x, que pasa por dicho punto y cuya longitud en el dominio
es by, con a = 1,2. Obsérvese que b; y Ly son funciéon de xo, mientras que by y Lo son

funciéon de x7.

=

Y NI, S — -

Figura 2.1: Secciéon transversal
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Sean Q1(x3) v Q2(x3) las cargas totales en las direcciones x; y x9 respectivamente.

Estas vienen dadas por:

_dMs(z3) d3uq (x3)

Q1($3) — _di.rs — —EIQTCC%, (28)
o dMl(.’Eg) . dS’UQ(.Tg)

Q2(x3) = “dzs _Ehidxg (2.9)

Por otro lado, para completar el modelo son necesarias las expresiones que rigen las ten-
siones de corte en la seccion transversal. Es habitual utilizar las ecuaciones de Jourawski-

Colignon, [9]. A partir de la tercera ecuacion de equilibrio podemos llegar a:

031 Toba(z1) 2(z1), (2.10)
032 = m&(m), (2.11)

siendo:

c(zh)
Sa(x1) :/L o (/ 1 x’ld:(,”l) drhy, (2.12)
2\T1 1
() .
Sl(xg):/L( | / xodry | dxs, (2.13)
1(z2) \J2

donde ¢(z;) denota el valor que toma z; en la frontera de w para el punto considerado. Asi

el modelo de Euler-Bernoulli es:

2 2

j?g (EI?d 12;%13)) = q1(x3),
2 2

£, (BREte)) = goay),

( o31 = MSQ(M%

I2b2
_ Qa(w:
O32 = %Sl(@),
_ Mi(z3 M (x3
033 = 1(1 Yy — [(2 Yy,

con Qq(x3) y My (z3),a = 1,2, definidos por (2.8)-(2.9) y (2.5)-(2.6|), respectivamente. Sin
embargo, s6lo con estas expresiones no podriamos llegar a una solucién concreta para un
caso particular. Para ello requerimos de ciertas condiciones de contorno. La Tabla [2| recoge

las posibles condiciones que se pueden dar en los extremos de la viga en este modelo.
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Condicion extremo viga Identificacion Foéormula Matematica
Dirichlet /Borde fijo Desplazamiento nulo up = 0,ue =0,
T dug _ (g duz _
Rotacién nula drs = 0, dr = 0,
. 2 2
Libre de fuerzas Momento flector nulo ddmu; =0, ddw“g? =0,
3 3
3 3
Esfuerzo cortante nulo du — (g duz2 — ()
dzs dzs
Extremo articulado o Desplazamiento nulo up = 0,ug =0,
. 2 2
simplemente apoyada Momento nulo Cfix“; =0, % =0,
3 3
. : 2
Fuerza de valor (Py, P,,0) | Carga total direccion 1 igual a P; —% El, dd;gl =P,
3
o, . 2
y Carga total direcciéon 2 igual a P, —% EL ”il;g? =D,
3
2 2
momento resultante nulo Momentos nulos Cil;gl =0, dd;? =0.
3 3

Cuadro 2.1: Condiciones de contorno en el modelo de Euler Bernoulli.

2.1.

pura Teoria de Euler-Bernoulli

Recordamos el modelo de Euler-Bernoulli:

(

\

d2 d2u1 T3
i (BB =mten
d2 d2UQ($3)
e Gl ) R

_ Q1(w3)
031 = WSQ(HH),

Q2(x3)
= 22W3) g (1),
82 = 10 ) 1(z2)
M (z3) My (z
033 = _[1 T — 21—(2 3).%'1.

Solucién general del modelo 1D: viga sometida a flexion

(2.14)

(2.15)

Antes de empezar con la resolucion del modelo, es conveniente dar una notaciéon para las

primitivas de las integrales mltiples de la carga para asi agilizar los célculos y descargar

la notacion. Siguiendo con la idea del capitulo anterior, extendemos la funcion m a las

posibles integrales miiltiples de la carga que iran apareciendo en todo el capitulo. Asi, para

la componente i-ésima de la carga por unidad de longitud se denotan las primitivas de

interés por medio de la funcién m como sigue:

mya(s) = /0 (/0 (/Ot </0u qi(l)dl> du) dt) ds,
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m;3(w3) = /OI3 </Os (/Ot qi(u)du) dt) ds,
m;a(r3) = /0563 (/OS qi(t)dt) ds,

m@l(.%'g) = /Oxd qi(d)ds.

De acuerdo con esto, buscamos la solucién general para el modelo. Comenzamos por en-
contrar expresiones para las componentes primera y segunda del desplazamiento , ya que
la tercera quedaria definida a partir de las dos primeras gracias a . Para hallar la
expresion de u; (andlogo para ug) bastara con integrar consecutivamente con respecto a
x3 la primera de las igualdades de . Viendo la forma que tiene el momento de inercia
I,

Izz/x‘%dl‘ldl‘g,
w

vemos que es una constante y, por tanto, que no depende de la coordenada x3. Por ello,

considerando constante el médulo de Young, tenemos la siguiente equivalencia:

d2 d2u1(x3) d4u1(a:3)
— | FIy————* | = El,——*> =
dx% < 2 dx% > 2 dx% a1(73),

y, por tanto:

dui(zs)  qi(x3)
Ll B (2.16)

Integrando un total de cuatro veces llegamos al resultado buscado:

d3U1(IL’3) 1
= d
dﬂ?g EIQ /Q1(IL’3) 373"‘0171
d*uq (x 1
diC(Q 3) = El / (/ Q1(x3)d$3> dx3 + Crix3 + Cr2
3

dui(zz) 1 / / / 2
s =5 q1(x3)dzxs | drs | des + Craz3+ Croxs +Ci3

1 C C
ul(xg) = Eifg </ (/ </ ql(l'g)dl':g) d$3> dxg) d$3+ é’l .CL‘%-F ;2$§+CL31‘3+CL4.

(2.17)
En términos de la funcién m, podemos reescribir la expresion anterior como sigue:
1 C11 Cia
U1($3) = —m174(x3) + ’ x% + ’ 1’:2») + 0173$3 + CL4' (2.18)
El 6 2
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Procediendo de manera anéloga para la segunda de las expresiones de (2.14]) obtenemos la
segunda componente del desplazamiento:

Ca
2

Ca1
6

1
UQ(J}g) = ﬁm2’4(x3) + J,‘g + :L'?;’ + 02731'3 + 0274. (219)

Con esto ya tendriamos definido las expresiones mas generales para el desplazamiento de
una viga sometida a flexion pura. Sin embargo, éste queda en funcién de las constantes de
integracion, C ; a = 1,2; j = 1,2,3,4; que dependeran de las condiciones que se den en
los extremos de la viga en cada situacion.

Para acabar de resolver el modelo de viga todavia tenemos que hallar las tensiones que
acttian sobre la propia viga. Nos centraremos en calcular la tensién cortante o3;. La tensiéon
viene dada en funcién de la carga total en la direccién x1 que, como ya vimos en viene

determinada por:

dMs(z3) dPuy (23)
@1 (a) dxs 2 dz} (220
Si sustituimos éste valor en la primera igualdad de (2.15)) la expresion resultante
Q1(z3) E  d3uy(xs3)
S Lk S = — 2.21
731 IQbQ(Il)SQ(xl) b2($1) dw§ 52(:61)7 ( )

esta en funcién de Sy y de la derivada tercera de uq, la cual se obtiene de la primera de las

dBuq (z 1
dlm(g 3) — EI2 (/ qld.%‘g + Cl,l) . (222)
3

De esta forma, podemos reescribir la ecuacion (2.21)) de la siguiente manera:
s, (] -0
031 = ————— qdxs + 0171 . 2.23
b2 (1‘1)[2 ( )
Procediendo de forma analoga llegamos a una expresion similar para o3

039 = _m (/ qodxs + CQ,]_> . (2'24)

relaciones ([2.18)):

Ya s6lo nos quedaria por deducir la tension axial os3. Considerando las ecuaciones (|2.5))-

(2.7) sabemos que o33 viene dada por:

d2U2(l’3) d2u1(x3)
=—F—-—F 19— F———x. 2.25
033 dl‘% €2 dw% T ( )

Sustituyendo las derivadas segundas de las dos primeras componentes del desplazamiento
obtenidas en ([2.18])

d?us(x 1
3
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d?u (z 1
dlac(Q 2 ElL U (/ qldx3> dea+ Cuaza+ CLQ} ’
3

en (2.25)) y haciendo las simplificaciones oportunas llegamos a:

q2 q1 CQ 1 Cl 1 CQ 2 02 2
033 = — =4+ x1—)d dxs — 4 ’ o5 o 52
33 / </ <332 Il 1 I2> $3> I3 (1'2 Il Tl _[2 ) I3 D) Il il IQ

Con esto, ya hemos obtenido las expresiones generales del desplazamiento y del campo

de tensiones que experimenta una viga bajo la teoria de Euler-Bernoulli. Como ya hemos
mencionado, necesitamos de algtin tipo de condiciones de contorno para poder resolver el
modelo. Dichas condiciones las tenemos en el Cuadro . Nosotros vamos a intentar dar

solucion a los casos particulares del Cuadro ({2.1]) siguientes:

Modelo | Condicién en xg3 =0 | Condicién en 3 = L Férmula Matematica
ul(O) = 0, Ul (L) = 0,
2 2
L
Extremo articulado Extremo articulado d u1§0) =0, d UI(Q ) =0,
dx3 dx3
MOD21 o 0
simplemente apoyada | simplemente apoyada u2(0) = 0,uz(L) =0,
dQUQ(O) dQUQ(L)
=0, 5> =0
dxg dzs
ul(O) = 0, Ui (L) = 0,
Dirichlet Dirichlet dur(0) _ o dmll) _
dIg d.ng
MOD22 o 0
borde fijo borde fijo u2(0) = 0,uz(L) =0,
dUQ(O) _ 0, dUQ(L) —0
d.’xg dxg

Cuadro 2.2: Condiciones de contorno en el modelo de Euler Bernoulli.

2.2. Solucién particular viga modelo MOD21

El modelo MOD21 se corresponde a una viga simplemente apoyada. Que la viga esté

simplemente apoyada se traduce a las siguientes condiciones de contorno (las cuales estan
recogidas en el Cuadro [2.1)):

d2u1(0)
dx%

u1(0) =0, =0, (2.27)
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d?uy (L
ui(L) =0, zlg ) _o. (2.28)
T3
d?us(0
uz(0) = 0, 325 ) - 0, (2.29)
T3
d*us(L)
L)=0 =0. 2.30
us(L) = 0, e (2.30)

Unicamente calcularemos la primera de las coordenadas del desplazamiento, ya que la
segunda se calcularia mediante un proceso anélogo. La derivada segunda de u1, que corres-

ponde a la segunda de las ecuaciones en ([2.17)),viene dada por:

d2U1($3) 1
= . 2.31
dI% il ml,z(xg) + Cl,lxg + 01,2 ( 3 )
Si evaluamos (2.31]) y (2.18) en 0, de las condiciones de contorno ([2.27)) se deduce que:
(0) = ——mya(0) + Cra= 0=
Uy Bl mi4 14 =
(2.32)
1
= A= —ﬁﬂh 4(0)
Fual0) 1 0)+ Cra—0—
= = EL 1,2 1,2 =
(2.33)
1
= C - 0
1,2 = EL my,2(0).

Sustituyendo los valores de C12 y Cj 4 calculados en (2.32]) y (2.33), en las expresiones
(2.31) y (2.18]) se obtienen los siguientes resultados:

! - — - — 2.34

uy(z3) = 55" va(ws) + =@y — omrmia(0)as + Craws L™ 4(0) (2.34)
1 C

= — (m1,4($3) — m172(0)x§ — m1,4(0)) + 1’133% + C1,323, (2.35)
EI, 6
dzul(l‘g) 1 1

— — . 2.
dl‘% Efml 2($3) + 01233 EImLZ(O) ( 36)

Podemos obtener el valor de C; al evaluar (2.36) en L e igualar a 0, como nos dicta la

primera de las condiciones ([2.28)):

d?uyi (L 1
i ): mi2(L)+CiaL —

L n1s(0) =0
dx}  EL LA =

El
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1 1
_ _ I 2.37
= C11 EIQLmLz(O) Elszm( ) (2.37)

Sustituyendo C7; en (2.35) y haciendo uso de la segunda condicién de (2.28)) obtenemos
Ch 3

1 Cia L? 1
L)=— L)+ —=13— L— — = 2.38
ui(L) EIQmM( )+ 5 2E12m1,2(0) +Ci3 E12m174(0) ( )
L L L 1
— C1.3 =m14(0) + ——m12(0) — —=—m12(0) + ——m1 (L) — ———m14(L
1,3 =m1.4(0) + 2E12m1’2( ) 6EI2m1’2( )+ 6E12m1’2( ) EIQLmM( )
(2.39)

Ya hemos obtenido la forma general que tomaran todas las constantes que determinan
la componente u; del desplazamiento y, por tanto, su expresiéon general, que resultara de
sustituir las expresiones de dichas constantes en . Omitiremos expresarla debido a
su elevada dimensiéon. La componente ug se obtendria de manera analoga y con el mismo
procedimiento se llegaria a resultados idénticos salvo la consideraciéon de g2 y I; en lugar

de q1 y I, respectivamente.

Ejemplo 2.1. A continuacién se calculara el desplazamiento y la tensién de una viga de
madera situada a lo largo del eje x3, simplemente apoyada y cargada de modo uniforme.
La viga tiene longitud 10 metros y es de secciéon cuadrada de lado a = 0,5 metros. El
modulo de Young de la madera es E = 7-10° Pa y ademés la carga vale ¢ = —700¢1 N/m.
El momento de inercia de la viga vale (|10]):
o
Li=I=5=52-10 3

La idea sera obtener los valores de las constantes C, ; haciendo uso de las expresiones
deducidas anteriormente para asi sustituir dichos valores en ([2.18)).
Comencemos por fijar las expresiones de las primitivas de la integral cuddruple y la integral

doble de ¢; considerada:

mi 4(z3) = /Oxg (/0 (/Ot (/Ou ql(l)dl> du) dt) ds = —70204x§,
mi2(ws) = /:3 </0 ql(t)dt) ds = —708‘””%.

Para hallar los valores de las contantes C; ; necesitaremos las evaluaciones de (2.1]) y (2.1
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en 0y L,
m1’4(0) = O,
700L* 5
mia(L) = — o = 292-10%,
ml»Q(O) =0,
700L?
myo(L) = — g = —3,5-10%.

Sustituyendo estos valores en (2.32) y (2.33) vemos que las constantes C; 2 y C 4 son nulas:

1
Cia = —ﬁmm(o) =0
Cha = ——my 5(0) = 0
12 = —ppm2(0) =

Por otro lado, si consideramos (2.37) y (2.39) obtenemos los valores de C; 1 y Ci 3:

L 1 4
Ci3= @mlz(L) - ﬁmlv‘l(l’) =-8-1077,

1
Ci1=———r L)=9,6-10"°
11 = —grpme(l) =9,
Sustituyendo las constantes calculadas en ([2.18) obtenemos el resultado buscado. Asi, uy
viene dada por:

up(x3) = —8-107 23 +1,6- 10223 — 8- 10 a3

2.3. Soluciéon particular viga modelo MOD22

Ahora vamos a considerar que la viga tiene ambos extremos fijos. Esto se traduce a
unas condiciones de frontera de tipo Dirichlet. Como ya es habitual, solo daremos las
expresiones general de la componente u;, siendo éstas andlogas para la componente us.
De esta forma, las condiciones de contorno que consideraremos son las siguientes (véase

cuadro MOD22):
du1 (0)

w(0)=0, ==, (2.40)
w(m) =0, Tl _, (2.41)
d(L‘g

Considerando la derivada de u1, que corresponde a la tercera de las ecuaciones en ([2.17)):

d ! =
uy(z3) = ——my3(x3) + ;’1

2
C C 2.42
dzs £l r3+ C1ox3 + C1 3, ( )
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y la expresion de uy (2.18)) de las condiciones (2.40) es inmediato deducir los valores de
Cray Cia:

1
ul(()) —m174(0) + 01,4 =0=

T EL
(2.43)
1
— 01,4 = —E7I2m1,4(0).
dul(O) o 1 .
dzs = EIng(O) + 0173 =0=
(2.44)
1
— Cl,g = *7777,173(0).

EI
De las condiciones de contorno ([2.41)) y de las expresiones ([2.18) y (2.42) se deducen las

dos ecuaciones siguientes:

duy(L) 1 L?

- L J— L = 2.45

ds E12m1,3( )+ Cia 5 +Ci12L+C13=0, (2.45)
1 L3 L?

ul(L) = 77711}4([1) + fCLl + 701’2 + LCL3 + 0174 =0. (2.46)
El, 6 2

Considerando que C1 3 y C1 4 son conocidas (,) las anteriores ecuaciones cons-
tituyen un sistema compatible determinado de dos ecuaciones con C1,1 y C2 como incog-
nitas. Bastara con resolverlo para hallar todas las constantes involucradas en u; y dar por
resuelto el problema propuesto. De esta forma, el sistema a resolver seré el siguiente:

1 L3 L2

L )+ = ol I -
E12m1’4( )+ 5 Ci1+ 5 Ci2+ LC1 3+ Cry =0,

1 L?
— L)+ =Ci1+ LCio+ =0.
Efgml’:}( ) 9 0171 01’2 01’3 0

Comenzamos por restarle a la segunda ecuacion multiplicada por L/2 la primera ecuacion

del sistemas:

L L3 L? L
L - — e

2E12m1’3( )+ 1 Ci1+ 5 Ci2+ 201,3 0

1 L? L?
<E12 mi4(L) + 5 Ciq+ 5 Cip+ LCi3+Cry 0>
L mq 4(L) L3 L
2 a(L) - Y - ECis—Cla=0
apr™ A ) T, T g T e G
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En la ecuacién resultante so6lo tenemos como incoégnita C 1. Al despejar nos queda:

12 /mya(L L L
( 174( ) — m173(L) + 501,3 + C1y4> (2.47)

C
L1 EI, 2FT

7:ﬁ

Si sustituimos el valor obtenido de C' 1 en la segunda ecuacion y despejamos C' 2 habremos
resuelto el sistema. De esta manera nos queda:

mis(L) 6 [mlA(L) L
EI,  2EI

L
L — L =
Il 7 mi13(L) + 5 Ci3+ 01,4} +LC12+C13=0

2 6 6
— = mis(L) + —— L) + 4C ~C LCi5=0
il 1,3( )+LEIm174( )+ 13+ 7C1a+ LCw =
2 6 4 6
= = L) — —— L) — = _
Ci2 LEIQm1’3( ) L2E12m1’4( ) LCL3 L201’4

Si sustituimos en éstas expresiones los valores de C 3 y C14 que, expresados en términos

de las correspondientes funciones m1 3 y mi 4, vienen dados por:

mq 3(0) my 4(0)
— ? = — 2 248
C13 ElL, Cia FlL, (2.48)
obtenemos la expresién general de las constantes restantes,
6 4m1 3(0) 6m1 4(0)
Cio=—— L)— ——— : : 2.49
12 = pppmeb) = pppmial) + =g+ e (249)
12 mq 4(L) L Lm1 3(0) miq 4(0)
Cii1=— : — L) — : - — 2.50
L1773 ( EL,2er™ ) T TEns El (2.50)

Ejemplo 2.2. Consideraremos el caso de una viga de longitud 10 metros compuesta de
un material cuyo modulo de Young, E, vale 5 - 10%. Dicha viga tiene seccion cuadrada de

lado 0,5 metros. La carga por unidad de superficie que soporta la viga viene dada por:
7= (—2®+aL — L*/4,0,0) (2.51)

Como ya vimos en el ejemplo 2.1, el momento de inercia de una viga con esta seccion es:
_at 05t
120 12
siendo a la longitud de la seccion de la viga. Con esta carga por unidad de longitud (2.51)),

=5.2-1073,

la funcién my 4 asociada viene determinada por:

mya(r3) = /Om </O </Ot </Ou ql(l)dl> du> dt) ds = —?260 + %gﬁ — 5;3?4- (2.52)

Mientras que mq 3 es:

T3 s t 3}5 L 4 L2 5
my3(z3) = /0 </0 (/0 ql(u)du> dt) ds = ~ 50 + % Tt (2.53)
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Para hallar las constantes que rigen la flexién de la viga necesitamos las evaluaciones de

mi14y mjsen0yen L. Con unos simples calculos vemos que:

m174(0) =0,
m173(0) = 0,
mia(L) = 0 — L%+ L' = —4.86-10

360 120 96
5L L2
mia(L) = o5 = ﬂL4 + ﬂL3 = —1,6667 - 103

Sustituyendo estos valores, el médulo de Young y el momento de inercia en las expresiones

que calculamos anteriormente para las constantes de integracion ((2.48)),(2.49) y (2.50))

tenemos:

Cra=-"800 o,
Cira= _mg}iO) 0,
Ci2= L;Ile’g(L) - Iﬁ;;bm1,4(L) + 47211220) 62}24[53) = —0, 16,
o= (Mo e - g, ) =016

Si sustituimos estos valores en la expresion (2.18]) obtenemos la flexion de la viga:

1 C C
ul(xg) = EIIQ/ </ (/ </ ql(acg)dx3> d$3> d.%'g) drs + (1;1%% + ;’2 .%'% + 01,3.7}3 + 01,4

1 Cia Cip
= Em174($3) + 6 l'% + 9 l’g

= —1,07-107525 +3,2- 107425 — 4- 107323 + 2,67 - 107223 — 8- 10222

2.4. Identificacion con benchmark

Para este modelo utilizaremos como benchmark el recogido en [8].En este ejemplo
suponemos una viga uniforme con carga discontinua tal y como se muestra en la figura [2.4]
Se calculara tinicamente una de las coordenadas del desplazamiento ya que la otra sera
analoga. La expresion que gobierna cualquiera de las dos coordenadas del desplazamiento,

suprimiendo los subindices, vimos que es:

u(z) = EII/ (/ </ (/ q(:c)dx) dx> d:c) de + %ﬁ + %ﬁ b Coms +Cr. (254)
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q(x) = -qq

]

La viga esta sometida a una carga ¢(z) en solo una porciéon de su longitud por lo que,
q(x) = —qo para 0 < x < &y q(x) = 0 para § < & < L siendo L la longitud de la viga.
Debido a esta discontinuidad de carga debemos considerar las dos partes de la viga por
separado. Las ecuaciones y demas términos relacionados con la primera parte de la viga,
la correspondiente a 0 < z < &, se denotardan con el subindice 1. Equivalentemente el

subindice 2 se corresponde con la segunda parte de la viga. De esta forma,

1 C C
ui(x) = EI/ </ </ </ qodx3> dx;;) da:3> dxs + %xS + %xZ +Ci32+Chia

(2.55)
4

qox Cin 3 Ci2 o
= — : : C C 2.56
T R B (2:56)
(2.57)

C C

UQ(.%') = %x?’ + %xz + CQ’3IE + 0274. (2.58)

Las condiciones de contorno en los extremos se pueden escribir facilmente de la siguiente

w@ =0 a5 =200
Py (2.59)

Sin embargo no son suficientes para despejar todas las incégnitas del modelo. Una
solucién inmediata a este problema es considerar las ecuaciones de compatibilidad que se

deben de verificar en la unién de las dos partes de la viga, que son las siguientes:

2u 2u
u1 (&) = ug(§) d d;g&) _ d digé)

d2U1(E,) . d2u2(E,) dzul(E,) . dQUQ(E,)
dz?  da? dz?2  da?

(2.60)

(2.61)
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De las dos primeras condiciones de es inmediato deducir que C12 = C14 = 0. Por un
lado,

ul(O) = 0174 =0.
Por otro lado,

d?uy () qoz? d?uq(0)
2 = 9Bl +Craz+Ci2 =4 =

= 01’2 :O

Haciendo las sustituciones necesarias de los desplazamientos [2.55| y sus derivadas en
las condiciones mencionadas anteriormente (2.59) y (2.60) llegamos a un sistema de 6

ecuaciones con 6 incognitas:

_02,1L = 0272
&
_% + Cl,l = 0271
E.2
_goﬁ + C11E=C21E+ Ca2
W€ B €l (2.62)
EI6 9 L1 13 = 52l 2,2 2.3
qQ& &3 = £2
EI24 + 6 Ci1+Cist = 6 Can + 5 Cop+ EC23+ Cay
L3 L2
302,1 + 702,2 + LC2,3 + 02’4 = 0

Para empezar, podemos considerar las tres primeras ecuaciones como un sistema indepen-

diente:
—Co1L = Oy Go&2
doE2 ~5p7 T Ci118=Cop &+ —LCyy = Co1(E— L)
3R] +C118E = Cr1E+Cop
—ﬁ +Ci118E = Co1(§—-1) q0& qo&> g
QE% :—E—FCHJ :—m—kCl,lm
——=+Ci1 = Co

EI ’
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q0& qo&?

_ & _ P& &
EI+C'1,1 2EI(E,—L)+C1’1('5_L)
1 £ @&\ oL
EI\ 1Tow 1)) "ML
_w (&
G =51 <‘t’ 2L>
(13 @& | Qo E2\  qo&?
Con= =7 TO =" T I ( 2L )~ 2EIL
_ _ qo€?
Co = —LC9 = SEL

Sustituyendo las constantes calculadas en las tres ecuaciones restantes nos encontramos
con un nuevo sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas.

3 2 2
_@ + 5'70171 +Ci3= %0271 + Co2& + Co3 =

EIg
W& & q &2 8 @& | @f?

EI6 T 2 EI (& or) T =5 Tapip Taprt TG =
3

q0
= (13— —= =
13 6FE1 Co3

2

_2324 + %Cl,l + C1 38 = 36‘2,1 + 302,2 +&C2 3+ Coy =

SRS £? 3 g | E2qof?
— - Y _ C -5 _ S
proi 6 BI\" " ar) T TG T aprn T o amr s T =
£4
- gOE[ + C’1,35 = 02,35‘ + 02’4
L3 L2

ECQJ + ?0272 +LCy3+Chy =0=
L q&?  L? qo&?
> — — _— L =
6 2pIL " 2opr Tt Ca=0=

2712
+Co3L+Cr4=0

Q&L
6E1

El sistema resultante es:

qo&3
Ci3—Ch3 ="+~

4
—% +C1 36 =Cr3E +Cay (2.63)

qo&2 L2
\ 6ET

+Co3L+Cr4=0
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—7610&4 +C138E =023+ Coy = (C13—Ca3) &= Logl +Cay
SET ’ ’ ’ ) ) SET )
_q&® | Cay
:>C'1’3—02,3—78EI+ E,

Si restamos ésta expresion y la primera ecuacion del sistema [2.63] llegamos a:

E,S
Ci3—C3= Z;EI
& C
- <Cl,3 —Co3 = ;Joﬁ + 2’4>

_ w8 @8 O
6FEI 8EI &

0

Por lo tanto:

Cou @& qo&? qo&t
2 = — e C s
£ ~ 6EI 8FEI 24

Ya so6lo nos quedaria despejar C1 3 y Ca3 del resto de ecuaciones al sustituir el valor de

CQ 4-

)

2L2
—q%i?[ +Co3L+Cry=0=

qo&2 L2
6E1

— (93 = — d0 ((;4—}—4[/&2
' 24F1 \ L

> —

+02’3L+%:0:>

DE o o C
—@-F 136 = C23E + Cy gy =

gt 4
— —o7 +tCi3&=— Q0 (L +ALE? ) £+ Bb —

4
— Oy = <E,3—£L—4L62>

Vemos que nuestros valores de las constantes coinciden con los que aparecen en [§]. Si
sustituimos las constantes calculadas en las los desplazamientos de cada parte de la viga

llegamos a la solucién del problema, que coincide con la que aparece en la bibliografia:

qo0 4 3 1$3E,2 3¢2 x£4 3
— — 4 + —— 4+ A4Lx°E° + —— — xé& 0<x<¢ 2.64
ul(x) SAET |:£L‘ ¢+ I +4Lx T x , T ( 6 )
40 22782 2¢2 3¢2 zg! 4
- <z < .
uQ(:r)— 2EI[ T 6x°“E° +4Lx”& T &, E<e <L (265)
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2.5. Resolucion numérica: Modelo Euler-Bernoulli

En esta seccién emplearemos métodos en diferencias finitas para dar solucién a los casos
particulares que se han estudiado en este capitulo. Mas concretamente, estudiaremos los
modelos de flexion pura MOD21 y MOD22 con los datos considerados en los ejemplos 2.1
y 2.2 respectivamente. Solo se plantearan las discretizaciones para el desplazamineto uq,

siendo éstas analogas para us.

2.5.1. Resolucién numérica MOD21
El modelo de flexién pura MOD21 esta determinado por (ver Cuadro MOD21):

d*uy (x3) _ q1(z3)
dI% EIQ ’

u1(0) =u1 (L) =0, (2.66)

d2u1 (O) . d2u1 (L)

— =0.
dac% dazg

nn y U” para

En este apartado omitiremos los subindices de u1, q1 y x3 y utilizaremos u
denotar a las derivadas cuarta y segunda de u, respectivamente.
Bajo éstas notaciones, el problema relativo a la flexién de una viga bajo el modelo MOD21

se reescribe como sigue:

u"”(a:) _ qE(i)’
2

u(0) = u(L) = 0, (2.67)

u”(0) =u"(L) = 0.

\

Comenzamos por discretizar el intervalo [0, L] considerando una particion regular:
O::E0<2131<...<:L‘n+1:L,

siendo:

Tiy1 = x; + h, 0<e<n, h =

Nuestras incognitas seran:

(P 1<’L<TL,

donde u; denota la aproximacion de u(x;).

Consideramos los puntos z;,1 < i < n, usando la féormula de diferencias centradas para
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aproximar la derivada cuarta [I1]:

f(zo+2h) —4f(xg+ h) +6f(x0) —4f(xo — h) + f(xo — 2h)
hA

f////(xo) — + O(h2),
para cada punto considerado, reemplazando cada término wu(z;) por su correspondiente
aproximacion u;, eliminando los términos O(h?) y sustituyendo en la ecuacioén diferencial

del problema obtenemos las ecuaciones discretizadas para los puntos z;,2 <i < n — 1:

Uiro — 4uip1 + 6wy — 4ui—q + ui—2 _ G
h4 EL’

2<i<n—1,

siendo:
¢ = q(xi).
Sin embargo, para ¢ = 1 obtenemos la siguiente ecuaciéon discretizada:

us — 4ug + 6u; — dug + u—1 qo
= 2.68
Y L (2.68)

y, para ¢ = n:
Upt2 — 4upi1 + 6up — dup_1 + up—2 _ qn
ht ElL)’

Para i = 0, empleamos una aproximacion centrada hacia la izquierda [11] para aproxi-
mar la derivada segunda que, como sabemos, vale 0.
u_1 — 2ug + uy

0=u"(0) & — 5, (2.69)

Si ademés consideramos que u(0) en lugar de ug llegamos a:

uU_1 + up

De esta forma, partiendo de y utilizando llegamos a la siguiente ecuacion
discretizada:
ug — 4ug + duy 4o
h4 - EIy

De la misma manera, para ¢ = n llegamos a la siguiente ecuacion discretizada:

5“71 - 4un—1 + Un—2 _ qn
h4 EI,’

que, junto con las anteriores n ecuaciones consituyen el problema discretizado. Podemos
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representar el problema discretizado en notaciéon matricial como sigue:

C
(5 —4 1 0 1 Tw El,
q2
-4 6 -4 1 0 U El
1 —4 6 —4 0 0
1
ﬁ prm—
1 -4 6 -4 1 .
In
1 —4 6 —4 L
tn EL
| 0 1 —4 5] |uy Gn_
| E1, ]

Este problema constituye un sistema tridiagonal con un total de n — 1 ecuaciones y
n — 1 incoégnitas que se puede resolver mediante cualquiera de los métodos tradicionales.
Aplicamos esta discretizacion a los datos del ejemplo 2.1 en el cual recordamos se obtuvo

la siguiente solucién analitica:

up(w3) = —8-107 25 +1,6- 10723 — 8- 10" x5

En la figura se muestra un plot de los valores exactos calculados a partir de la
solucién analitica frente a los valores aproximados utilizando un paso h = 1 donde se ob-
tuvo un error de 2-107°. Por construccién, nuestro método es de orden dos lo que significa
que el error global es proporcional al cuadrado del tamanio del paso. En la figura se
muestra un plot de los valores exactos calculados a partir de la solucién analitica frente a
los valores aproximados utilizando un paso h = 0,1, donde se obtuvo un error de 2 - 1077.
Se ha experimentado una disminucion del error en la orden de lo esperado, considerando
que nuestro método es de orden 2.

En conclusién, hemos obtenido resultados satisfactorios en la resoluciéon numérica del pro-

blema, sirviendo ésta de apoyo a la resoluciéon analitica del apartado anterior.
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D'})'{ 103 T T T T T T T i o
2 solucion aproximada
+  solucion exacta
05 E
e v
AF 7
45} b 1
oF & i
r it
25T d 1
_3 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 2.2: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizacion

2.5.2. Resolucion numérica MOD22

El modelo de flexion pura MOD22 esta determinado por (ver Cuadro MOD21):

En este apartado omitiremos los subindices de u1, q1 y x3 y utilizaremos u

d*uy (x3) _ q1(z3)
dz} EL, °

u1(0) =ui (L) =0, (2.71)

dul(O) _ dul(L) —0.

Cl.%‘3 d$3

n y U// para

denotar a las derivadas cuarta y segunda de u, respectivamente.

Bajo éstas notaciones, el problema relativo a la flexién de una viga bajo el modelo MOD22
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D':' T T T T T T T T T

solucion aproximada §
+  solucion exacta

Figura 2.3: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizaciéon

se reescribe como sigue:

u(0) = u(L) =0, (2.72)

Comenzamos por discretizar el intervalo [0, L] considerando una particién regular:
0=x9<x1 <...<$n+1=L,

siendo:

Tiv1 = x; + h, 0<:

N

S
>
I
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Nuestras incognitas seran:

N
N
S

Uq, 1

donde u; denota la aproximacion de u(x;).
Consideramos los puntos z;,1 < i < n, usando la féormula de diferencias centradas para

aproximar la derivada cuarta [11]:

f(mo 4+ 2h) —Af(zo + h) + 6f(20) — 4f (w0 — h) + f(z0 — 2h)
h4

f////(xo) _ —{—O(hQ)7
para cada punto considerado, reemplazando cada término wu(z;) por su correspondiente
aproximacion u;, eliminando los términos O(h?) y sustituyendo en la ecuacion diferencial

del problema obtenemos las ecuaciones discretizadas para los puntos z;,2 <i < n — 1:

Uit — duip1 + 6u; — dui—1 + ui—o Qi .
B El’ s

siendo:
g = q(i).
Sin embargo, para ¢ = 1 obtenemos la siguiente ecuacion discretizada:

ugz — 4uo + 6u; — dug + u_q qo
= 2.73
ht EL’ ( )

y, para ¢ = n:
Upt2 — dUpi1 + O6up — dup—1 + up—2 dn
= 2.74
¥ Bl (2.74)

Para ¢ = 0, empleamos una aproximacién centrada hacia la izquierda para aproximar

la derivada que, como sabemos, vale 0.
(2.75)

De esta forma, partiendo de ([2.73]) y utilizando (2.75) llegamos a la siguiente ecuacion
discretizadas:
uz —4dug +Tur  qo
h4  EIL’

(2.76)

De la misma manera, para i = n llegamos a la siguiente ecuacion discretizada:

Tup, — 4up—1 + Up—2 _ n

h4 EILy’

que, junto con las anteriores n ecuaciones consituyen el problema discretizado. Podemos
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representar el problema discretizado en notaciéon matricial como sigue:

e
(7 -4 1 o . . o 0] Ju] quz
4 6 —4 1 0 . . 0] lu EL,
1 -4 6 —4 0

1 —_—

= —

1 -4 6 -4 1 .
In
1 -4 6 —4 n
tn El
o . . . .1 -4 7] |ua] n”
| E1, ]

Este problema constituye un sistema tridiagonal con un total de n — 1 ecuaciones y
n — 1 incégnitas que se puede resolver mediante cualquiera de los métodos tradicionales.
Aplicamos esta discretizacion a los datos del ejemplo 2.1 en el cual recordamos se obtuvo

la siguiente solucién analitica:
uy(r3) = —1,07- 1025 +3,2- 10723 — 410325 + 2,67 - 10223 — 8- 10~ x5,

En la figura se muestra un plot de los valores exactos calculados a partir de la so-
lucién analitica frente a los valores aproximados utilizando un paso h = 1 donde se obtuvo
un error de 0,0384. En la figura[2.5.2] se muestra un plot de los valores exactos calculados a
partir de la solucién analitica frente a los valores aproximados utilizando un paso h = 0,1
donde se obtuvo un error de 0,00086. Se ha experimentado una disminucién del error en
la orden de lo esperado considerando que nuestro método es de orden 2.

En conclusién, hemos obtenido resultados satisfactorios en la resolucién numérica del pro-

blema, sirviendo ésta de apoyo a la resolucién analitica hallada en el apartado anterior.
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2 solucion aproximada
005+ 4 +  solucion exacta -
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+
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Figura 2.4: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizacion
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2 solucion aproximada
0 +  solucion exacta b
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Figura 2.5: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizaciéon



Capitulo 3

Modelo de viga sometida a flexion

pura: Teoria de Timoshenko

3.1. El modelo de viga sometida a flexion pura: Teoria de

Timoshenko

El modelo que propone Timoshenko tiene su base en las hipo6tesis que se consideraban

en la teoria de Euler-Bernoulli, pero con las siguientes hipétesis adicionales:
= Se supone la presencia de un estado de tensiones cortantes en la secciéon de la viga.

= La rotacién flexional se considera como una variable independiente no asociada con

los desplazamientos flexionales.

La teoria de Timoshenko es més acertada que la teoria de Euler-Bernoulli cuando consi-
deramos una viga tal que la razén entre su longitud y el area de su seccién comienza a ser
maéas pequena. El detalle de la modelizacion indicada a continuacién puede encontrarse en
5]

De acuerdo con las hipoétesis:

U(z1, 22, 73) = (u1(73), u2(73), —0102(23) + 2201 (73)) (3.1)
Bo = —01(z3) = le:'z =72 (3.2)
1 = —8a(as) = G~ (3.3)

Definimos los esfuerzos de corte como:

duy(z3)
dl’g

Q1(x3) = GAk < - 92(?63))

47
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dUQ (xg)
d.%'g

Qatan) = Gk (P252) 01y

siendo G el moédulo de cortadura del material y k el coeficiente de corte de Timoshenko,
que depende de la geometria de la seccién transversal.
Bajo las hipotesis, el momento torsor es nulo, al contrario que los momentos flectores los

cuales vienen dados por:

deg(xg)

M. =FElh,—=
2(:1;) 2 dl‘g

B dO1(x3)
M,(z) = EI, i

Las ecuaciones diferenciales de equilibrio, que podemos consultar en la bibliografia, son:

T+ Qalag) =0
C;x]\il — Q2(z3) =0
Cﬁ; +qi(z3) =0
lef; + Q2(z3) =0

que expresadas en términos de la rotacién y del desplazamineto constituyen el modelo de

Timoshenko:

. Efgdgzgf‘) + GAk <‘h‘;x(“’§3) - 92(;53)) =0
EfldQ?llag?’) ~ GAk <d“§g3) + el(xg)) ~0
G Ak <d2?;;<§73) - de§i§3)> +q(x3) =0
GAE (dQZi(gg) + de;;j3)> +q2(23) =0

Igual que ocurria en los dos anteriores capitulos, el modelo resulta incompleto sino consi-

deramos alguna de las condiciones de contorno que, en esta caso, aparecen recogidas en el

Cuadro (3.1)).
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Condiciéon extremo viga

Identificacion

Formula Matematica

Dirichlet/Borde fijo

Desplazamiento nulo

u1:0,uQ:0

y y
Rotacioén nula 01 =0,00=0
do do
Momento flector nulo 2(23) =0, 1(z3) =0
Ccllﬂsg dxs
Libre de fuerzas y u;iazg) + 01 (x3) =0,
3
d
Esfuerzo cortante nulo u;iwg) — 02(x3) =0,
3

Extremo articulado

Desplazamiento nulo
y

Momento nulo

d:Eg

Cuadro 3.1: Condiciones de contorno para el modelo de Timoshenko.

3.2. Solucién general: Modelo de Timoshenko

Vimos que el modelo de Timoshenko viene dado por:

2
Elgd 92(23?3) + GAE <du1($3)
d$3 d:l?g
2
Elfieﬂfﬁ-—GAk<dw“*”
dzg T3
2
Ak <d u1(2a:3) B d0s(x3)
dzs dxs
GAI{J <dQUQ(2fL'3) d61($3)
dx3 dxs

+01(x3) ) =0

%@@):0
)

)+m@@:o

) + q2(23) =0

49

Viendo el modelo se observa que la primera y la tercera ecuacién constituyen un pro-

blema independiente del que forman las otras dos ecuaciones.

Vamos a encontrar expresiones para la componente u; del desplazamiento y para la rota-

cién 09 a partir de las ecuaciones primera y tercera. Las otras componentes se deducen de

las misma forma a partir de las otras dos ecuaciones dando lugar a expresiones anélogas a

las que vamos a calcular. Entonces nuestro problema se reduce a encontrar u; y 05 tales
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que:
d2 92 (373)
dx?

duy (z3)
T3

El, + GAk ( — 92(3@3)) =0

(3.4)
d2u1 (273) o d92 (1‘3)

GAk < e - > +qi(z3) =0

La idea para obtener el resultado es restar a la primera de las expresiones la resultante

de derivar la primera expresion de |) Dicho esto, partimos de la siguiente expresion:

d292 (563) du1 (CL‘3)
El,————= Ak —0 =0. .
2 dﬂ?% + G < s 2(%3)) 0 (3 5)
Derivando llegamos a:
d392(x3) d2u1 (.733) d92 (xg)
El,————* + GAk — =0. 3.6
2 dm% + daﬁg dxs ) (36)

Si ahora efectuamos la resta entre (3.6) y la segunda expresion de (3.4]) llegamos a una

ecuacion diferencial de la rotacidén 0o facilmente resoluble:

3 2
ER"02) | gy (d ules) de?“‘?’)) —0
dxs dxs dxs

- <q1(:c3) + GAk <d2“1($3) - dGQ(:”?’)) = 0>

dw% dzs

d362(x3)

EI
2 da:%

—qi(z3) =0

Integrando consecutivamente la E DO resultante llegamos a la expresion general de la

rotacion 0s:

d*03(x3)  qu(xs)

d(z3)3  EI’
d292(1’3) 1
dzs)? Bl /Q1(333)d333+01,1,

dBs(x 1
déi‘j) T ElL / </ qﬂxg)dlﬂ?’) dr3 + C1 173 + C1 2,

1 C
92(1‘3) = EIQ/ </ (/ ql(xg)dx;),) d:E3> drs + ;’ll‘g + 0172953 + 0173. (3.7)

LAl seguir este procedicimento y derivar la primera expresion de (3.4) es probable que se estén in-

troduciendo posibles soluciones que en realidad no lo son. Trataremos de solucionar este problema mas

adelante.
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Podemos reescribir 82 en términos de la funcién m como sigue:

1 C
O2(73) = L 3(z3) ;’1 2 , 3- (3.8)

Hemos obtenido la segunda componente de la rotacion, ya sbélo nos falta hallar el
desplazamiento u;. De (3.5 se deduce:

dul(333) EIQ d292($3)
=0 — — . 3.9
dzs 2%3) = Ak da? (3:9)
Integrando a ambos lados de la expresion llegamos a:
EIQ d92($3)
=16 dxs — 1
uy(73) / 2(73)dzs GAE dus + Ch5, (3.10)

con C1 5 € R. Tenemos que determinar la integral y la derivada de la rotaciéon para dar con
la expresion final del desplazamiento. Para ello bastara con integrar y derivar con respecto

a x3 la expresion (3.8). De esta manera,

1 C C
/eg(xg)dxg = EIQ/ </ </ </ ql(xg)dx;z,) dl‘g) dl’g) él 3—1—%2%34-01 3x3+C'14

do 1
d?ﬂijs) = _EI2/ </ Q1(l’3)dl’3> df]}'g —+ 01,1333 + 01,2'

Vamos a reescribir las expresiones anteriores en términos de la funciéon m.De esta manera:

C
/62 r3)drs = 77711 a(w3) + élmg + 2202 4 Craas + Cha.
d62($3) 1
dxs) _ EL my2(x3) + Cr123 + C1 2.
Sustituyendo éstas expresiones en (3.10)) llegamos al resultado buscado:
E[Q deg(xg)
= — A1
u1(z3) /92(1‘3)611‘3 AR s T Cis (3.11)
~ mig(z3) | Cia 3 Ci2 2 EI, (ma(x3)
= Bl + 6 T3+ 5 3+Ci323+Cra— GAk Bl +Crazz3+Cro | +Cis
(3.12)
omig(z3)  maa(rz)  Ci1 3 Cio o, EI C12E1>
=&l TR R R Ci3— GAkCM 3+ Cry AL + C1.5,
(3.13)

con Cyj € R,a=1,2;5 =1,2,3,4; constantes de integracion reales.
De ahora en adelante vamos a considerar el término independiente de (3.13) como una

nueva constante. Podemos hacer esto porque la forma del mismo carece de interés para
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nuestro estudio ya que solo nos interesa el valor que éste pueda tomar en cada caso. Asi,

podemos renombrar el término independiente de (3.13)):

Ciq4— ’ + 0175 = 01,6~ (3.14)

Ya que la constante (4 acaba de desaparecer de las soluciones del modelo, podemos
reutilizarla para renombrar (3.14) de nuevo. Con estos cambios, la ecuacion (3.13) pasa a

ser de la forma:

mi 4(:63) mi 2(:1:3) Ci1 3 Cio 9 El
oL G ’ : -2 (3.1
El car T w523+ | Ous — mp O ) a3+ Crae (3.15)

Ul (IL’3) =

Y, como ya vimos, la rotaciéon 03 es:

Cig o

ez(xg) = 5 T3 + 0172$3 + 0173. (3.16)

El

m173(x3) +

Ahora, consideramos las otras dos ecuaciones del problema:

d291 (.1'3)
dacg

dUQ (:L'3)
x3

EIL — GAk ( + 91(x3)> =0

(3.17)
d2u2(x3) doq(z3)

GAEk =0
( dm§ + ds )+Q2(1’3)

Mediante un procedimiento analogo al empleado en el anterior sistema, llegamos a las

siguientes expresiones para ug y 01:

Ca1
2

EL

91(:63) = — m2,3($3) + .Tg + 0272:E3 + 02,3. (3.18)

moa(xs)  mop(rz) Co1 5 Cag o ( ElL

- AL - 1
EIL G Ak G '3 5 U3 GAk02’1 C’Q,g) x3+ Coyq (3.19)

ug (l‘g) =

Como ocurrié en los modelos anteriores, las soluciones que aportamos quedan en funcién
de constantes de integraciéon. En el modelo de Timoshenko vamos a considerar el modelo
de flexion pura MOD31, recogido en el Cuadro (3.2))

Modelo | Condicién extremo viga Identificacién Formula Matematica
Desplazamiento nulo u; = 0,u2 =0
MOD31 Dirichlet/Borde fijo y y
Rotacién nula 0, =0,00=0

Cuadro 3.2: Condiciones de contorno para el modelo de Timoshenko.
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3.3. Solucién particular MOD31

Estudiaremos el caso particular de una viga con condiciones de tipo Dirichlet. Estas
condiciones se identifican con una rotacién y un desplazamiento nulos en los extremos de
la viga, que se traducen a las siguientes condiciones de contorno (ver Cuadro , modelo
MOD31):

Nosotros en este apartado solo vamos a calcular las expresiones de u; y 02 ya que ug y
0; se obtendrian mediante un proceso analogo. Por lo tanto, partiremos de las siguientes

condiciones de contorno:

u1(0) =0, (3.20)
ui (L) =0, (3.21)
62(0) =0, (3.22)
02(L) = 0. (3.23)

Recordamos las expresiones generales de u; y 02 que fueron halladas en el apartado anterior:

mia(zs) mia(xsz) Cii 3 Cia o EI,
— I _ I ) ) _ .24
ul(acg) Bl GAR + 6 T3+ 9 r3+ 0173 7GA]€CL1 CL‘3—|—CL4, (3 )
o 1 01’1 2
92(1’3) = 7m173(2133) + T3 + 01721'3 + 0173. (3.25)
FEI, 2
Siendo

o= [ ([ (f ([teies)aed) )

Por un lado, evaluando u; en x5 = 0 la ecuacion (3.24)), e igualando a 0 como nos dicta

la condicion de contorno ((3.20)), tenemos:

o m1,4(0) _ m1’2(0) N
U1<O)— Bl GAL —|-01,4—0.

Por tanto,
O a— m1,2(0)  mi4(0)
14 = - .
GAk Els

Por otro lado, evaluando 62 en z3 = 0 la ecuacion ([3.25), e igualando a 0 como nos dicta

la condicion de contorno (3.22]), tenemos:

1
92(0) = ﬁml’g(o) + 01,3 =0. (3.26)
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Por tanto,

Sustituyendo los valores de C 3 y C1 4 calculados en (3.24) y (3.25) llegamos a las siguientes

expresiones:

~ mig(xz3) mia(z3) Cr1 3 Cia2 4 m13(0)  El m1,2(0) mq4(0)
wws) = —pp Ak T Btmt\ L T aaROM ) BT oAy T EL
(3.27)
1 Cia ml,B(O)
eg(xg):ﬁml’g(aj‘gg)—l— 9 .Z‘%—{—Cl,g.xg—TIz. (3.28)

Por un lado, partiendo de la condicion (3.21)) y utilizando (3.27)) llegamos a:

mia(L) mia(L) Cii.3 Cia o m13(0)  El m1,2(0) m14(0)
L — ) _ ) ) L ) L _ ) _ C L ) _ ) — 0
wll) ==L, Gar T e P e e ) Y Gae e T
0, equivalentemente:
L ELL L? mi4(L)  mio(L) mi3(0)L  mi2(0)  my4(0)
- C —_C d - - : - — =0.
( 6 GAk:) Ly e T T TG Ak El, | GAk  Eb
(3.29)
Por otro lado, partiendo de la condicion (3.23]) y utilizando (3.28)) llegamos a:
1 Ci1 .o m1,3(0)
0o(L) = — L L L——>=0. .
2(L) El2m1,3( )+ =~ L7+ Cre £, (3.30)
Las expresiones (3.29) y (3.30) constituyen un sistema de dos ecuaciones con Cy1 y Ci2
como incognitas.
L} EDLL L? mia(L)  mip(L)  mi3(0)L  mi2(0) mi4(0)
— = = ) Cin+ 5 Cie + - - - =0,
6 GAk ’ 2 EI GAk EI, GAk EI,
E12m1’3( )+ 5 +Cip2 71, 0
(3.31)
Empezamos por multiplicar (3.30) por L./2 y obtenemos la siguiente expresion:
L3 L2 mi 3(L)L mi 3(0)L
—C —C ’ - =0.
S R S VT 2E1,
Ahora restamos esta expresion y ((3.29)):
L3 E[QL L2 m174(L) ml,g(L) ml,g(O)L ml’Q(O) m174(0) .
— - 11+ 5 Ci2+ - - + - =0
6 GAk 2 EI, G Ak EI, GAk EI,
L3 L? my 3(L)L  mq3(0)L
- <4C“ TGt oL T eEn 0'>
L ELL mia(L)  mia(L) | mip0)  maa(0)  mag(L)L  mas(0)L 0
12 GAk) "' EL GAk GAk El, 2E1, 2E 1,
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De donde se deduce:

Ol 1 mia(L)  maa(L) n mi12(0)  m14(0)  mig(L)L  my3(0)L
11 I3 | EDLL El GAk GAk El 2FEI, 2E1,
12 7 GAEk

Ahora de (3.29), es inmediato obtener C 2:

mi3(0)  mig(L) L
LEI LEI 2 bt

Cip =

Para obtener la expresion final bastaria con sustituir el valor de C'; que acabamos de
calcular, aunque nosotros vamos a omitirlo debido a la elevada dimensiéon de la expresion
resultante. Con esto, ya hemos obtenido el valor de todas las constantes involucradas en el

desplazamiento w1 en el modelo de flexion pura MOD31.

o 1 mia(L)  mip(L) n mi2(0)  m1a(0)  mag(L)L  mi3(0)L
11 I EDLL El GAk GAE El 2F 1, 9EI,
12 ' GAk
~omi3(0)  mag(L)  L?
Cre="7hr LEI 5 L
m1,3(0)
Crg= 3
13 El,
O — m12(0)  my4(0)
1,4 — - .
GAk El

Veremos como aplicar estos resultados a un caso practico en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Consideramos una viga de aluminio de longitud L = 1 metro con seccién
circular de radio 0,2 metros. El modulo de Young es E = 7 - 10'°Pa y el modulo de
cortadura es G = 2,6 - 1019Pa. Dicha viga est4 empotrada en ambos extremos. La carga

por unidad de superficie a la que estd sometida la viga es:
@Z (2{63 - 1,0,0).

Integrando un total de cuatro veces la primera componente de la carga obtenemos la funcién

m 4 ( correspondiente:

i a(ws) = /:3 (/0 (/Ot </0u ql(l)dl> du> dt> ds = ;gg - ;‘i (3.32)

Para hallar el desplazamiento u; y la rotacion 09 utilizaremos las expresiones (3.24]) y
(3.25) ademas de las expresiones que también calculamos para las constantes involucradas.

Para lo que necesitaremos las expresiones de my 3(, m12( y m1,1(. Estas vienen dadas por:

i s(z3) = /03 </O </Ot ql(u)du> dt) ds = ”é - "?
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3 S x3 1‘2
mip(r3) = / (/ q1(t)dt> ds = ?3 - ?37
0 0

3
mi1(z3) = / q1(d)ds = x% — x3.
0

Las constantes que necesitamos para definir el desplazamiento y la rotacién vienen dadas
en funcién de las evaluaciones en x3 = 0y en x3 = L, en este caso L = 1, de las anteriores

expresiones. Asi, tenemos:

mLQ(O) = ml,g(()) = m1,4(0) =0

1
1) =——
1
1)=——
1
mi2(1) = 5
Asi, las constantes Cj ; son:
Crr = 1 mia(L)  mia(L) N mi2(0)  m1a(0)  mug(L)L  my3(0)L
LT | EDL El GAk GAk El 2E1, 2ET,
12 ' GAk
1 1 1 1
= - + +
1 El, [ 40FL, ' 60GAk = 24EI,
12 ' GAk
=2,1678-107°
_mag(0)  maig(L) L
Cre="Tpr LEI 5 Ot
1 1
= —~-2,1678-107°
12EL, 2 7
=—1,3654-10"1°
mq 3(0)
Ch o = ——2°
1,3 Bl
=0
Ch 4 — ml,Z(O) m174(0)
14 = —
GAk El,
=0

Sustituyendo estos valores en (3.25]) y (3.24]) obtenemos el desplazamiento u y la rotacion
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92:
~ omag(xs)  mia(zz) | Cin 53 Cig Ely
up(r3) = P T B TR Ci3 GAkCl’l 3+ Clg
1 xg :U§ 1 x% xg _11 2 11
- (ETs_Is)_ = (I3 _T3) _6g970.1 — 1
B, <60 24> AL (12 6> 6,8270- 107 "z3 — 7,0036 - 10~ " x3

=1,8947 - 1071923 — 5,0428 - 1071 46,1213 - 107123 — 6,8270 - 107122 — 7,0036 - 107125

Ci1
2’ x% + 0172$3 + 0173

1
O2(x3) = Eml,3($3) +

1 (25 a3 9.2 -10
= ﬁ E - g + 1,0839 -10 Ty — 1,3654 -10 T3
2

=9,4735- 1071923 — 1,8947 - 107223 41,0839 - 10~ %22 — 1,3654 - 1071023

3.4. Identificacion con benchmark

En esta seccién aplicaremos nuestro resultado para el caso propuesto por Peregrina
Quintela en [5]. En este documento se estudia el caso de una viga de aluminio de longitud
L = 1 metro y seccién circular de radio 0,01 metros que esta empotrada en los dos extremos
y esta sometida a una carga por unidad de longitud ¢ = ge; N/m?. El médulo de Young
del aluminio es E = 7-10'°Pa y el moédulo de cortadura es G = 2,6 - 10Pa.

Partimos entonces de la carga por unidad de longitud:
(j: qei,

cuya funciéon mq 4 asociada es:

o= [ (J ([ ([ tetes)ae) ) s - 22

Para hallar el desplazamiento u; y la rotacion 02 necesitaremos las expresiones de my 3(,

mi2(y mia(. Estas vienen dadas por:

ma 3(z3) = / </ </ Q1(903)d963) diU3> drs = ({sg
mi2(r3) = / (/ Ch(xs)dxs) drs = q;%

ml’l(l‘g) = /ql(.%‘g)d.%‘g = qrs3.
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Las constantes que necesitamos para definir el desplazamiento y la rotacién vienen dadas
en funcién de las evaluaciones en x3 = 0y en x3 = L, en este caso L = 1, de las anteriores

expresiones. Asi, tenemos:

m1,2(0) =my3(0) =my14(0) =0

mia(1) = 2%
my3(1) = %
mi2(1) = g

Sustituyendo estos valores en las expresiones que hallamos en la seccién anterior para las

constantes de integraciéon obtenemos el valor que éstas toman en nuestro caso:

C . 1 m174(L) . m172(L) + m172(0) _ m174(0) B m173(L)L . m173(O)L
W s ELL El GAk GAk El 2F 1, 2EI,
12 T GAk
_ 1 e a4  q
1 N EI, 24FI, 2GAk 12EIL
12 = GAk
B 12G Ak —qGAk — q12F 1
- GAk + 12E1, 24EI,GAk
—q (GAk + 12E1)
-~ (GAk +12E1,) 2EI
_ g
2F 1,
o m173(0) mlyg(L) L2
Cre="TFr LEI 5 11
R q
~ 6EI + AEI,
_ 4
12E1,
o m1,3(0)
Crs = El,
=0
Ch o — m1’2(0) _ m174(0)
M= TG Ak El
=0

Sustituyendo estos valores en (3.24) y en (3.25) llegamos al resultado buscado. De esta

forma:
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_maa(zy)  mag(ez)  Cin o5 Cia o _ ED
uies) = —pp G Ak o Ut mt (Clam ggpCia ) @+ Ca
4 2
_ gqr3  gr3 g 3 q o El, ¢
“UEL  2GAkK  12BL T uEn T (GAk: 2EI2> =
q 4 3 3 q 2
= -9 4 (_
SIET, (25 x3+x2)+2GAk( z° + )
g (1 —$3)2$§+L(1 —.7}3) xs,

~ 24EI, 2G Ak

1 C
92(x3) = 7m1’3(.%'3) + 1,1333 + Cl,gxg + 01’3

El, 2
3
g} g 5 g
= 6EL, 4EL"3 T 1amn™
q
= 35T, (x5 — 323 + 273) .

Este resultado coincide con la soluciéon que se propone en [5] para este caso.

3.5. Resolucién numérica para problema de flexién pura Teo-

ria de Timoshenko

En este apartado trataremos de encontrar una solucién numérica para el ejemplo 3.1
basada en el método de diferencias finitas. Para ilustrar la deduccién del método, se plan-
teard para el modelo de flexién pura MOD31 y se implementard en Matlab un programa
basado en dicho método con los datos del ejemplo 3.1.

De la misma manera que en el caso analitico, se planteara la resoluciéon numérica para el
desplazamiento u; y la rotacién 02, ya que la resolucién de ug y 01 se obtiene de una forma
analoga.

En estas condiciones, pasamos a obtener la discretizacion del MOD31 (ver Cuadro (3.2)):
EL05(x3) + GAk (u)(x3) — 02(x3)) =0

GAk (uf(x3) — 05(23)) + q1(z3) = 0
(3.33)
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En lo que resta de apartado, suprimiremos los subindices de 05, u1, g1 y x3 para descargar

la notacién. De esta forma, el problema a discretizar sera el siguiente:
ELY"(x) + GAk (v/(x) — 0(z)) =0

GAk (u"(z) — 8"(x)) + q(x) = 0

(3.34)
u(0) =0(0) =0
\ u(L)=06(L)=0
Comenzamos por discretizar el intervalo [0, L] considerando una particién regular:
O:$0<1}1<...<:L'n+1:L,
siendo:
+h 0<1i< h L
Titl = T ) s, = .
+1 1
Usando las formulas de diferencias centradas para aproximar las derivadas [11]:
flxo+h)—2f(xg) + flxo—h
f”<x0) _ ( ) }(LQ ) ( ) + O<h2)
y
h) — —h
Flag) = LT T 2Ry o2y (3.35)

2h
reemplazando cada término 0(z;) y u(x;) por sus correspondientes aproximaciones 0; y u;,
eliminando los términos O(h?) y sustituyendo en el problema ([3.34) obtenemos la version

discreta de problema:
up =69 =0,

El

hQ(9i+1—29i+ei_1>+GAk<W“_m‘l—ei) —0, 1<i<n

2h
(3.36)

Uj+1 — 2ui — U;—1 GZ»H — 62»_1 i
A — = —q(x;), 1<K
GAk < 52 °h > q(x;) L

Upt1 = Opp1 = 0.

Este problema constituye un sistema tridiagonal con un total de 2n ecuaciones y 2n in-

cognitas: x1, Ta, ..., Tn, 01, ..., 0,. Para una visién més clara podemos escribir el sistema en
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notacion matricial tal y como se hace en la implementacién. Mostramos a continuaciéon la

matriz de diseno del sistema:

0 R 0 0 -Q P 0
—-R 0 0 . . . 0 P —-Q P 0
0 —R 0 R 0 . . 0 0 P —-Q P O
-R 0 R 0 P -Q P
. . . 0 —-R 0 0 . ) P —-qQ
Ah: )
-25 S 0 . 0 0 —-R O 0
S =25 S 0 . 0 R 0O —-R 0 .
0 S =25 S 0 0 0 R 0 —R O
S =25 S 0 . : . . R 0 -—-R
0 S =25 0 . . . . . R 0
siendo:
FEI,
=T
2F T
Q= m2+&%’
 GAEk
2
2G Ak
S = .

h2
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Podemos expresar las incognitas del sistema y el término independiente en forma vectorial

como sigue:

Ul 0
U2
Un—1
U 0
Up = " 3 b - }
01 —q1
02 —q2
en—l —Qqn-1
On —Qn

donde se ha introducido la notacion:
¢ = q(z;).

De esta manera, el sistema escrito en notaciéon matriciaxl es:
Ap -up =0

Aplicamos esta discretizacion a los datos del ejemplo 3.1, en el cual recordamos se obtuvo

la siguiente solucién analitica:
uy(z3) = 1,8947-107 1925 -5,0428-1071°4-6,1213- 10 1 23 —6,8270-10 1122 —7,0036- 10 23

0s(x3) = 9,4735- 107023 — 1,8947 - 107223 41,0839 - 10722 — 1,3654 - 1071023

En la figura se muestra un plot de los valores exactos calculados a partir de la solucién
analitica frente a los valores aproximados utilizando un paso h = 0,1 donde se obtuvo un
error de 21072, Por construccién, nuestro método es de orden dos lo que significa que el
error global es proporcional al cuadrado del tamano del paso. En la figura se muestra
un plot de los valores exactos calculados a partir de la solucién analitica frente a los valores
aproximados utilizando un paso h = 0,01, donde se obtuvo un error de 2,1089 - 10~4.Se

ha experimentado una disminucién del error en la orden de lo esperado considerando que
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Desplazamiento u

1 . 1D-11 T T T T T T 1 T T T
L b
2 solucion aproximada
1 + solucion exacta
0 & o
@ $
i +
__,.I i 1 i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Xq
1 Rotacion theta
%10 2
4 T T T T T T T T T
’+T 2 solucion aproximada
2r th = 1 + solucion exacta -
th h
i E &
& *
H & &
_2 i i i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
*3

Figura 3.1: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizaciéon

nuestro método es de orden 2.
En conclusién, hemos obtenido resultados satisfactorios en la resolucién numérica del pro-

blema, sirviendo ésta de apoyo a la resoluciéon analitica del apartado anterior.
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Desplazamiento u

4 T T T T T T T T T

2 solucion aproximada
+  solucion exacta .

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.2: Valores exactos frente a valores aproximados en los nodos de la dicretizaciéon
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.1. Programas matlab

.1.1. Modelo de flexién pura

Este apartado recoge todos los programas empleados en el primer capitulo. Grafica

ejemplo 1.1:

%desplazamiento

L=10;

x = 0:pi/100:L;

ro = 800;

P=0;

E = 7e+9;

(ro*9.8)/(2%(E));
(P-(ro*9.8xpi*L/16))/(Expi/16);

a*x. 2+b*x;

a
b
y
%TENSION:

c=ro*9.8xpi/ (16*pi/16) ;
d=(P-(rox9.8%pi*L)/16)/(pi/16);

sigma=c*x+d;

%plot
u=0%*x;

y2= y+Xx;

subplot(2,1,1);plot(x,u)
axis([0 (L+1) -0.000002 0.000002])
hold on

axis manual

plot(y2,u)

hold off

title(’Deformacién )

xlabel (’x_{3})
subplot(2,1,2) ;plot(x,sigma)
axis([0 L+1 -10e4 0.000002])
title(’Tensidén axial’)

xlabel (°x_{3}’)
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ylabel(’Tensién /n (N/m~2)’)

Gréfica ejemplo 1.2:

%desplazamiento
L=10;

x = 0:pi/100:L;
ro = 800;
P=100;

E = 7e+9;

a = 2.54e-8;

b = 5.1e-7;

f = -1.7e-09;

y = f*x."3+a*x. 2+b*x-2.5e-6;
% TENSION:

c=L/(pi/16);
d=P/(pi/16);
e=-1/(pi/16);

sigma=e*x. 2+c*x+d;

%plot
u=0%x;

y2= ytx;

subplot(2,1,1) ;plot (1000000%*x,u)
axis([-1 1000000%*(L+1) -0.000002 0.000002])
hold on

axis manual

plot (1000000%*y2,u)

hold off

title(’Desplazamiento axial’)
xlabel(’x_{33}7)

subplot(2,1,2) ;plot(x,sigma)
axis([0 L+1 500 650])
title(’Tensidn axial’)

xlabel (’x_{3}’)

ylabel(’Tensién /n (N/m~2)’)

67
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Discretizacion MOD11
Programa principal:

clear all

% entrada de datos
[ndim,a,L,alfa,beta,q,iopsol,solexa,E,Al=datosl;
% construccion del sistema
[x,ah,uh]=sist_df(q,a,L,alfa,beta,ndim,E,A);

% solucion del sistema y calculo de error
[uh,error]=solve_df (ah,uh,x,iopsol,solexa);

% grafica de solucion

plot([a,x],[alfa,uh’],’0’) Yafiadimos a x a y b, lo mismo pa uh
if iopsol==

hold on;

uh=feval (solexa,x) ;

plot([a,x,L], [alfa,uh,ul(L)], +r’)
legend(’solucion aproximada’,’solucion exacta’)
hold off

end
Fichero entradas de datos:

function [ndim,a,L,alfa,beta,q,iopsol,solexa,E,Al=datosl
ndim = 99 ;

a=20;

L =10 ;

alfa = 0 ; %u(0)

beta = 0 ; %u’(L)

q=0ql ;

iopsol =1 ;

Qul ;

solexa
E = 7e9 ;
A = pi/16;

end

function [x,ah,uh]=sist_df(q,a,L,alfa,beta,ndim,E,A)
%0TRA OPCION: spdiags en vez de sparse
%CALCULO DE h Y DE LA MAYA
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h=(L-a)/(ndim+1)

h2 = h"2;

n=ndim;

x = linspace(a + h, L , ndim); %tmb vale: x=a+h:h:b+h;
% size(x)

%EVALUACION DE °c’ EN LA MAYA

Toloo o Toto o To o o Toto o JoTo o Jo Jo To o To o o Jo o o Jo 1o /o CALCULD - DE - An %o o To o oo to oo o o Jo o o Joo o To o o Jo o o oo o o To o o oo o Jo o o Jo o o
%para hacer matrix(nxm) de unos:v=ones(n,m)

#Matriz superdiagonal

Asup = sparse(1l:n-1,2:n,-1/h2,n,n);

%diagonal

Adig = sparse(1:n,1:n,2/h2,n,n);

Adig(n,n)=1/h2;

%subdiagonal

Asub = sparse(2:n,1:n-1,-1/h2,n,n);

ah= Asup + Adig + Asub;

Tl o toto ot To sl Voo To o Tots foto Toto fo 4o Yo to hTERMINQO _ _ INDEPENDIENTEY %% %ot fototote fototote fototote fotstote fototote o s
[uh] = feval(q,x);

uh = uh’./(E*A);

%condiciones de contorno

uh(1) = uh(1) + alfa/h2;

uh(n) = uh(n)/2 + beta/h;

end

Funcién solvey f:

function [uh,error]=solve_df (ah,uh,x,iopsol,solexa)

% % %Ax=b ----- > x=A\b "\":Ae-1 * b
% % %hAu=b <==> B’Bu=b
% CHOLESKY

ah=chol(ah); % B’Bu=b
uh=ah’\uh ; % Bu=B’\b
uh=ah\uh ; % u=B\ (B’\Db)
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% uh = ah\uh;

if (iopsol == 1)

uhex = feval(solexa,x);

error = norm(uhex’ - uh,’inf’) %norma Frobenius ’fro’
end

end
Funcion q1:

function [v]= q1(x)
v = -1.5394e+03+0. *x;

return
Funcién ul:

function [v] = ul(x)
v = 5.6e-07*x.72-1.12e-5.%x;

return

Discretizacion MOD12
Programa principal:

clear all

% entrada de datos
[ndim,a,L,alfa,beta,q,iopsol,solexa,E,Al=datos2;
% construccion del sistema
[x,ah,uh]=sist_df(q,a,L,alfa,beta,ndim,E,A);

% solucion del sistema y calculo de error
[uh,error]=solve_df (ah,uh,x,iopsol,solexa);

% grafica de solucion

uh=uh’;

uh=[-fliplr(uh) 0 uh];

x1=10-fliplr(x);

x=[x1 5 x];

plot(x,uh,’0’) %afladimos a x a y b, lo mismo pa uh
if iopsol==

hold on;

uh=feval(solexa,x);

plot(x,uh,’+r’)
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legend(’solucion aproximada’,’solucion exacta’)
hold off

end

Funcion sistgyf:

function [x,ah,uh]=sist_df(q,a,L,alfa,beta,ndim,E,A)
%0TRA OPCION: spdiags en vez de sparse
%CALCULO DE h Y DE LA MAYA

h=(L-a)/(ndim+1)

h2 = h~2;

n=ndim;

x = linspace(a + h, L , ndim); %tmb vale: x=at+h:h:b+h;
% size(x)

%EVALUACION DE ’c’ EN LA MAYA

To1oTo o Too o ToTo o To 1o o ToToto o Jo o o Jo o o Jo o o Jo 1o o S CALCULD DE - An%sJo%6%h o6 to oo To oo o o Jo o o Too o Toto o Jo o o oo o o To o o To o o Jo o o To o o
%para hacer matrix(nxm) de unos:v=ones(n,m)

#Matriz superdiagonal

Asup = sparse(1:n-1,2:n,-1/h2,n,n);

%diagonal

Adig = sparse(l:n,1:n,2/h2,n,n);

Adig(n,n)=1/h2;

%subdiagonal

Asub = sparse(2:n,1:n-1,-1/h2,n,n);

ah= Asup + Adig + Asub;

Tt T I I To oo T T To o e T To oo T T To oo o o TERMINQ _ _ INDEPENDIENTE Y% s Joto o o fo To o o o To oo o o To o o o Vo oo o
[uh] = feval(q,x);

uh = uh’./(E*A);

%condiciones de contorno

uh(1) = uh(1) + alfa/h2;

uh(n) = uh(n)/2 + beta/h;

end
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Funcién solvey f:

function [uh,error]=solve_df (ah,uh,x,iopsol,solexa)

% % %Ax=b ----- > x=A\b M\ he-1 * b
% % %Au=b <==> B’Bu=b

% CHOLESKY

ah=chol(ah); % B’Bu=b

uh=ah’\uh ; % Bu=B’\b

uh=ah\uh ; % u=B\(B’\b)

% uh = ah\uh;

if (iopsol == 1)

uhex = feval(solexa,x);

error = norm(uhex’ - uh,’inf’) %norma Frobenius ’fro’
end

end

Funciéon entrada de datos:

function [ndim,a,L,alfa,beta,q,iopsol,solexa,E,A]=datos2
ndim = 99 ;

a=>5;

L =10 ;

q =092 ;
iopsol

13

solexa = Qu2 ;

E =7e9 ;

A = pi/i16;

alfa = 0 ; %u(0)

beta = 100/ (ExA) ; %u’ (L)

end

Funcion ¢2:

function [v]= q2(x)
v = 2.*%x-10;

return

Funcién u2:

function [v] = u2(x)
v = -2.4252e-10.%x.73+3.64e-9.*x."2+7.3e-8.%x-4.24e-7;

return
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.1.2. Modelo de flexiéon pura Teoria de Euler-Bernoulli
Discretizacion MOD21

Programa principal:

clear all

% entrada de datos
[ndim,a,L,q,iopsol,solexa,E,A,I]=datos3;

% construccion del sistema
[xx,ah,uh]=sist_df(q,a,L,I,ndim,E);

% solucion del sistema y calculo de error
[uh,error]=solve_df (ah,uh,xx,iopsol,solexa);

% grafica de solucion
plot([a,xx,L],[0,uh’,0],’0’) %afiadimos a x a y b, lo mismo pa uh
if iopsol==

hold on;

uh=feval(solexa,xx);

plot([a,xx,L], [0,uh,0], +r’)

legend(’solucion aproximada’,’solucion exacta’)
hold off

end

Funcién sistyf:

function [xx,ah,uh]=sist_df(q,a,L,I,ndim,E)
%0TRA OPCION: spdiags en vez de sparse
%CALCULO DE h Y DE LA MAYA

n=ndim;

h=(L-a)/n

x=a:h:L;

xx=x(2:n); %tmb vale: x=a+h:h:b+h;
%EVALUACION DE ’c’ EN LA MAYA
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%para hacer matrix(nxm) de unos:v=ones(n,m)

Asup2=sparse(1:n-3,3:n-1,1,n-1,n-1);
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iMatriz superdiagonal

Asup = sparse(1:n-2,2:n-1,-4,n-1,n-1);
hdiagonal

Adig = sparse(l:n-1,1:n-1,6,n-1,n-1);
Adig(n-1,n-1)=5;

Adig(1,1)=5;

%subdiagonal

Asub = sparse(2:n-1,1:n-2,-4,n-1,n-1);
JMatriz subsubdiagonal

Asub2 = sparse(3:n-1,1:n-3,1,n-1,n-1);

ah=Asup2 + Asup + Adig + Asub +Asub2;
ah=ah./h"~4;

BIBLIOGRAFIA
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% f(x)

[uh] = -feval(q,xx);
uh = uh’./(ExI);

end

Funcién solvey f:

function [uh,error]=solve_df (ah,uh,xx,iopsol,solexa)

% % %Ax=b ———-- > x=A\b "N\":Ae-1 * b
% % %Au=b <==> B’Bu=b

% CHOLESKY

ah=chol(ah); % B’Bu=b

uh=ah’\uh ; % Bu=B’\b

uh=ah\uh ; % u=B\ (B’\b)
% uh = ah\uh;
if (iopsol == 1)

uhex = feval(solexa,xx);

error = norm(uhex’ - uh,’inf’) %norma Frobenius ’fro’

end

end
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Funcién entrada de datos:

function [ndim,a,L,q,iopsol,solexa,E,A,I]=datos3
ndim = 100 ;

a=0;

L =10 ;

q = @3 ;

iopsol =1 ;

solexa = Qu3 ;

E = 7e9 ;

A = pi/16;

I=(1/12)*(0.5)"4; % inercia
end

Funcién ¢3:

function [v]= q3(x)
v=0.*x+700;

return
Funcién u3:

function [v] = u3(x)
v = -8e-7.%x.74+1.6e-5.%x.73-8e-4.*x;

return

Discretizacion MOD22
Programa principal:

clear all

% entrada de datos
[ndim,a,L,q,iopsol,solexa,E,A,I]=datos4;

% construccion del sistema
[xx,ah,uh]=sist_df(q,a,L,I,ndim,E);

% solucion del sistema y calculo de error
[uh,error]=solve_df (ah,uh,xx,iopsol,solexa);

% grafica de solucion

plot([a,xx,L], [0,uh’,0],’0’) %afiadimos a x a y b, lo mismo pa uh

if iopsol==1
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hold on;

uh=feval (solexa,xx);

plot([a,xx,L], [0,uh,0], +r?)

legend(’solucion aproximada’,’solucion exacta’)
hold off

end

Funcién sistyf:

function [xx,ah,uh]=sist_df(q,a,L,I,ndim,E)
%0TRA OPCION: spdiags en vez de sparse
%CALCULO DE h Y DE LA MAYA

n=ndim;

h=(L-a)/n

x=a:h:L;

xx=x(2:n); %tmb vale: x=a+h:h:b+h;
%EVALUACION DE ’c’ EN LA MAYA

Too o To o Too foTo o Jo o ToTo foTo o To o fo o o o Jo Fo to o Jo /ol CAL.CULLQ DE - A% oo oo fo o oo o Too oo o To o foo oo o Jo o fo o o oo To o o o o To o Fo o o o
%para hacer matrix(nxm) de unos:v=ones(n,m)
Asup2=sparse(1:n-3,3:n-1,1,n-1,n-1);
#Matriz superdiagonal

Asup = sparse(1:n-2,2:n-1,-4,n-1,n-1);
%diagonal

Adig = sparse(l:n-1,1:n-1,6,n-1,n-1);
Adig(n-1,n-1)=7;

Adig(1,1)=7;

%subdiagonal

Asub = sparse(2:n-1,1:n-2,-4,n-1,n-1);
#Matriz subsubdiagonal

Asub2 = sparse(3:n-1,1:n-3,1,n-1,n-1);

ah=Asup2 + Asup + Adig + Asub +Asub2;
ah=ah./h"~4;

Tttt e T To oo T T To o o fo To oo o T To oo o o ' TERMINQ _ _ INDEPENDIENTE Y% %ha oo o o faTo o o o To oo o T To o o o T oo oo



.1. PROGRAMAS MATLAB 7

% £(x)

[uh] = feval(q,xx);
uh = uh’./(E*I);

end
Funcion solvegyf:

function [uh,error]=solve_df (ah,uh,xx,iopsol,solexa)

% % %Ax=b ----- > x=A\b "\":Ae-1 * b
% % %Au=b <==> B’Bu=b

Y CHOLESKY

ah=chol(ah); 7% B’Bu=b

uh=ah’\uh ; % Bu=B’\b

uh=ah\uh ; % u=B\(B’\b)

% uh = ah\uh;

if (diopsol == 1)

uhex = feval(solexa,xx);

error = norm(uhex’ - uh,’inf’) %norma Frobenius ’fro’
end

end
Funcién entrada de datos:

function [ndim,a,L,q,iopsol,solexa,E,A,I]=datos4
ndim = 10 ;

a=20;

L =10 ;

q = 0Cq4 ;

iopsol =1 ;

Qu4d ;

solexa
E = 5e4 ;
A = pi/16;
I=(1/12)%(0.5)"4; % inercia

end

Funcién ¢4:
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function [v]= g4(x)
L=10;
v=-x."2+x.*xL-L"2/4;

return
Funcién u4:

function [v] = u4(x)
v = -1.07e-5.%x.76+3.2e-4.*x.75-4e-3.*%x.74+2.67e-2.%x.73-8e-2.*x.72;

return

.1.3. Modelo de flexiéon pura Teoria de Timoshenko
Programa principal:

clear all

% entrada de datos
[ndim,a,L,q,iopsol,solexa,E,G,k,A,I,thetal=datos3;

% construccion del sistema
[x,ah,uh]=sist_df(q,a,L,ndim,E,G,k,A,I);

% solucion del sistema y calculo de error
[uh,error]=solve_df (ah,uh,x,iopsol,solexa,theta,ndim);
% grafica de solucion

subplot(2,1,1);

uh=uh’;

plot([a,x,L],[0,uh(1:ndim),0],’0’) %afiadimos a x a y b, lo mismo pa uh
if iopsol==

hold on;

z=feval (solexa,x);

plot([a,x,L],[0,2,0], +r’)

legend(’solucion aproximada’,’solucion exacta’)

hold off

end

subplot(2,1,2);

plot([a,x,L], [0,uh(ndim+1:2*ndim),0],’0’) %afiadimos a x a y b, lo mismo pa uh
if iopsol==

hold on;

z=feval (theta,x);

plot([a,x,L],[0,2,0], +r’)
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legend(’solucion aproximada’,’solucion exacta’)
hold off

end

Funcion sistgyf:

function [x,ah,uh]=sist_df(q,a,L,ndim,E,G,k,A,I)
%0TRA OPCION: spdiags en vez de sparse
%CALCULO DE h Y DE LA MAYA

h=(L-a)/(ndim+1)

h2 = h"2;

n=ndim;

n2=2%n;

x = linspace(a + h, L - h, ndim); %tmb vale: x=a+h:h:b+h;

% size(x)

%Construccién constantes:

P=ExI/h2;

Q=2%E*I/h2+G*A*k;

R=G*Axk/(2*h) ;

S=G*Axk/h2;
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%para hacer matrix(nxm) de unos:v=ones(n,m)

JMatriz superdiagonal

Asup = sparse(1:n-1,2:n,R,n2,n2);

%subdiagonal

Asub = sparse(2:n,1:n-1,-R,n2,n2);

Al = Asup + Asub;
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%para hacer matrix(nxm) de unos:v=ones(n,m)

#Matriz superdiagonal

Asup = sparse(l:n-1,n+2:n2,P,n2,n2);

%diagonal

Adig = sparse(1l:n,n+1:n2,-Q,n2,n2);
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%subdiagonal

Asub = sparse(2:n,n+1:n2-1,P,n2,n2);

A2 = Asup + Adig + Asub;
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%para hacer matrix(nxm) de unos:v=ones(n,m)

JMatriz superdiagonal

Asup = sparse(n+1:n2-1,2:n,S,n2,n2);

%diagonal

Adig = sparse(nt+1:n2,1:n,-2%3,n2,n2);

%subdiagonal

Asub = sparse(n+2:n2,1:n-1,S,n2,n2);

A3 = Asup + Adig + Asub;

Tl T ToTotoTo o oo ToToTo o To o o o o To ToTo 1o 1o o o o Jo o lCAL.CULQ DE AAT %% o oo ToToo o o o JoToTooTo o o o o ToTo oo o o o o To To T o o o o o T o
Jipara hacer matrix(nxm) de unos:v=ones(n,m)

#Matriz superdiagonal

Asup = sparse(n+l:n2-1,n+2:n2,-R,n2,n2);

%subdiagonal

Asub = sparse(n+2:n2,n+1:n2-1,R,n2,n2);

A4 = Asup + Asub;

ah=A1+A2+A3+A4;

size(ah);
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z = -feval(q,x);

uh = sparse(n+1:n2,1,z,n2,1);

size(uh);

end

Funcién solvegf:

function [uh,error]=solve_df(ah,uh,x,iopsol,solexa,theta,ndim)
% % hAx=b ----- > x=A\Db "\":Ae-1 * b

% % %Au=b <==> B’Bu=b
A CHOLESKY
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%  ah=chol(ah); Y% B’Bu=b

% uh=ah’\uh ; % Bu=B’\b

% uh=ah\uh ; % u=B\ (B’\Db)
uh = ah\uh;

error=0;

if (diopsol == 1)

uhex = feval(solexa,x);

errorl = norm(uhex’ - uh(1l:ndim),’inf’) %norma Frobenius ’fro’
oex = feval(theta,x);

error?2 = norm(oex’ - uh(ndim+1:2*ndim),’inf’)
error=max(errorl, error2)

end

end
Funcién entrada de datos:

function [ndim,a,L,q,iopsol,solexa,E,G,k,A,I,thetal=datos3

ndim = 9 ;
a=0;
L=1;

q =092 ;
iopsol =1 ;
solexa = Qu3 ;
E = 7el10;

G = 2.6e10;

k = 5/6;
r=0.2;

r2 =r°2 ;

I = pi*xr~4/4;
A = pi*r2;
theta = Qo3;
% alfa = 1 ;

% beta = 28 ;

end
Funcién o03:

function [v] = 03(x)

E = 7e10;
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G = 2.6e10;

k = 5/6;
r=0.2;

r2 =r°2 ;

I = pi*r~4/4;
A = pi*r2;

c1=(12xGxAxk) * (-1/ (40*ExI)+1/ (24*ExI)+1/ (6*GxA*xk) ) / (GxAxk+12*E*TI) ;
c2=1/(12*ExI)-c1/2;
v = (x.74./12-x.73./6)/(E*I)+cl/2.%x."2+c2.*x;

return
Funcién ¢2:

function [v]= q2(x)
v = 2.%x-1;

return
Funcién u3:

function [v] = u3(x)
%cl1=(12%G*Axk) * (-1/ (40*E*I)+1/ (24*E*I)+1/ (6%G*Axk) )/ (GxA*xk+12%E*I)
%c2=1/(12*E*I)-c1/2

E = 7e10;

G = 2.6e10;
k = 5/6;
r=0.2;

r2 =r-°2 ;

I = pi*r~4/4;
A = pix*r2;

c1=(12*GxAxk) * (-1/ (40*ExI)+1/ (24*ExI)+1/ (6%G*xAxk)) / (GxAxk+12*E*T) ;
c2=1/(12*ExI)-c1/2;

v = (x.75./60-x.74./24)/(ExI)-(x.73./3-x.72/2) / (G*A*Kk) . ..
+cl.*x.73./6+c2.%x.72./2-(ExI*cl)/(GxA*k) . *x;

return
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