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Resumo

A teoria das ecuaciéns diferenciais ordinarias é unha das ramas mais salientables da Analise
Matemética. Dentro da teoria das ecuaciéons diferenciais ordinarias, a existencia e unicidade
de solucién é unha das cuestiéns mais tratadas polos grandes matemaéticos. O obxectivo deste
traballo é estudar, dende un punto de vista teoérico, que condiciéns se precisan para garantir
a unicidade de solucién. Comezarase introducindo unha serie de conceptos béasicos que serian
necesarios ao longo do texto. A continuacién, presentaranse diversas probas alternativas para
o Teorema de Picard-Lipschitz, sendo un dos resultados centrais do traballo. Posteriormente,
estudaranse varias xeneralizaciéns do resultado anterior, chegando a criterios nos que se piden
condicions mais débiles que no Teorema de Picard-Lipschitz, como son os criterios de Osgood,

Nagumo e Montel-Tonelli.

Para rematar, enunciaranse resultados que aseguran unicidade de solucién onde as hipoteses
sobre a funcién se cumpran respecto & variable independente, ou respecto a un vector arbitario

de R?, dando lugar a criterios alternativos aos anteriores.

Abstract

The theory of ordinary differential equations is one of the most important fields of mathema-
tical analysis. Within this theory, the existence and uniqueness of solutions is one of the most
studied issues by great mathematicians. The objective of this project is to study, from a theore-
tical point of view, the conditions needed to guarantee the uniqueness of solutions. We will start
by introducing some basic concepts that will be necessary throughout the project. Next, various
proofs for the Picard-Lipschitz Theorem will be presented, as it is one of the central results of
this work. Afterwards, several generalizations of the previous result will be studied, reaching
criteria that require weaker conditions than those in the Picard-Lipschitz Theorem, such as the

Osgood, Nagumo and Montel-Tonelli criteria.
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Finally, results will be outlined that ensure the uniqueness of solutions where the hypothesis
about the function hold with respect to the independent variable or with respect to an arbitrary

vector of R?, providing alternative criteria those mentioned before.



Introducion

As ecuaciéns diferenciais constitiien unha das areas centrais da Anélise Matematica, con
grandes aplicaciéons en distintos ambitos cientificos. A orixe da teoria das ecuacions diferenciais
remoOntase ao desenvolvemento do calculo diferencial e integral durante o século XVII, coas figu-
ras de matematicos coma Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz. Unha das cuestiéns mais
salientables sobre as EDQO’s reside na existencia e unicidade de solucién das mesmas. Este tema
foi motivo de estudo dalgins dos grandes matematicos do século XIX, sobresaindo a figura do
francés Augustin Louis Cauchy, quen foi capaz de demostrar a existencia de solucién dunha ecua-
cion diferencial da forma z’ = f(¢,z), dotada dunha condicion inicial z(tp) = xo (actualmente
cotiecido como o problema de Cauchy). Posteriormente, o mateméatico alemén Rudolf Lipschitz
probou a unicidade de solucién, de maneira local, do problema de Cauchy baixo certas condicions
sobre a funcién f. Aproveitando os avances feitos por Lipschitz, o francés Emile Picard desenvol-
veu un método iterativo (conecido como iterantes de Picard) para aproximar a soluciéon dunha
ecuacién diferencial. Picard probou que, baixo a condicién de Lipschitz, a sucesion funcional
xerada polos iterantes converxe & tinica soluciéon da EDO, dando lugar a un dos resultados mais

importantes da teoria das ecuaciéns diferenciais.

Este tema tratase na asignatura de Introducién as Ecuacions Diferencias Ordinarias, onde
se desenvolve unha pequena aproximacién ao estudo de existencia e unicidade de solucién do
problema do valor inicial. O obxectivo deste traballo é complementar o visto en dita asignatura,
presentando varias probas alternativas para o Teorema de Picard-Lipschitz, asi como outros

criterios de unicidade de solucion do problema de Cauchy.

No primeiro capitulo, apoidndonos nas referencias [I] e [2], centrarémonos en probar o Teo-
rema de Picard-Lipschitz para o caso n-dimensional. Para iso, comezaremos presentando unha
serie de conceptos bésicos. Posteriormente, probaremos o resultado mediante o Teorema do punto
fixo de Banach. Tras isto, introduciremos a sucesién dos iterantes de Picard, da que estudaremos
a sta converxencia uniforme, para chegar de novo ao Teorema de Picard-Lipschitz. Por ulti-
mo, apoiarémonos na desigualdade de Gronwall para probar de xeito alternativo a unicidade de

soluciéon do problema de Cauchy.
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X Introducién

No seguinte capitulo, estudaremos diversas xeneralizaciéns do Teorema de Picard-Lipschitz,
como son os criterios de Osgood, Nagumo e Montel-Tonelli recollidos na referencia [3|, e adaptadas
ao caso n-dimendional neste traballo. Ditos resultados piden condiciéns maéis débiles sobre a
funcién f para garantir a unicidade de solucién do problema de Cauchy. Acompanaremos os

enunciados anteriores de exemplos que motivaran a introducién dos distintos criterios.

No ultimo capitulo, abordaremos o estudo da unicidade de solucién do problema de Cauchy
pedindo que as hipéteses sobre a funcién f se cumpran respecto & variable independente, seguindo
os artigos [4] e [5]. Para rematar, apoiandonos na referencia [6], estudaremos un resultado que nos
asegura unicidade de solucién, no que se pide que a condicién de Lipschitz se cumpra respecto a

un vector de R? arbitrario.



Capitulo 1

O Teorema de Picard-Lipschitz

1.1. Introduciéon

A finalidade deste capitulo é presentar un resultado que nos garanta a unicidade de solucion
do problema do valor inicial. Para iso, primeiro debemos saber en que consiste unha ecuacién
diferencial ordinaria (EDO), e como se definen as solucions de dita EDO. Apoiarémonos funda-

mentalmente nas referencias [I] e [2], nas que se recollen os resultados e exemplos deste capitulo.

Definicién 1.1. Chamamos ecuacién diferencial ordinaria de primeira orde a
¥ = f(t,2) (L1)
sendo f: Q C R x R®™ — R"” continua en €2, con {2 un aberto.

Diremos que unha funcion ¢ é solucion de (1.1)), se ¢ é unha funcién derivable e definida nun

intervalo I C R cumprindo que

o' (t) = f(t,p(t)) paratodo t € I.

Unha vez introducidos ditos conceptos bésicos, presentamos o problema sobre o cal se referiran

os resultados que enunciaremos ao longo do capitulo.

Definicién 1.2. Ao problema de resolver unha ecuacion diferencial da forma z’ = f(t, z), dotada
dunha condicion inicial z(tg) = zo, isto &,
{ ' = f(t,x), (PC)
x(ty) = xo,
chaméamoslle problema de Cauchy ou problema do valor inicial. Resolver consiste en atopar
unha funcién ¢, definida nun intervalo I que contena a tg, e tal que ¢'(t) = f(t,p(t)), Vt € [ e
©(to) = xp.
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1.2. O Teorema de Picard-Lipschitz. Distintas probas

Unha vez formulado o problema sobre o que imos traballar, preguntdmonos que condiciéons
se deben cumprir para que (PC] tena unha tnica soluciéon. Unha posible resposta reside no

Teorema de Picard-Lipschitz, que sera o resultado central desta seccion.
Previamente introducimos o concepto de funcién Lipschitziana.
Definicion 1.3. Sexa
fQCRxR" = R"
(t,x) = f(t,2)

diremos que f é lipschitziana en ) con respecto & variable x se existe L > 0 tal que

(8 x) = (& 9)l < Lllz =yl V(¢ ), (¢ y) € Q.
Denotarase como f € L(, ).

Diremos que f é localmente lipschitziana en 2 con respecto & variable x se para cada (tg, zg) €
Q) existe un entorno do punto (to,xo), Up, tal que f € L(Uy,x). Neste caso escribiremos f €
Lipe(Q, x).

Vexamos agora unha condiciéon suficiente para que unha funcién sexa lipschitziana.
Teorema 1.4. Sexa Q=1 x D, con I C R un intervalo e D C R™ un conzunto convexo.

Se f:Q — R™ é unha funcion tal que existen % e son continuas e limitadas en €2, para
J

i,7=1,...,n, enton f € L(Q,z).

Demostracion. Queremos probar que existe L > 0 tal que

1t 2) = f& )l < Ll —yll, vt 2), (¢t y) € Q.

Tomemos i € {1,...,n} e fixemos t € I. Consideremos a funciéon = — f;(t,x) e imos aplicar o

Teorema dos Incrementos Finitos.

Dados z,y € D, 3 ¢ € L(z,y) tal que

filt,2) — filt,y) = Vofi(t, )z —y) = gﬁu, &)@ —y1) + -+

ofi
0xy,

(ta C) (xn - yn)

Agora ben, como gg; estan limitadas en A, existe M > 0 tal que ‘ gg;

< M en €. Por conseguinte,

dfi
|z1 —y1| + -+ ’(%n (t,c)

ofi
o) = el <[5 o ol < Mo — .
1
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Asi tomando a norma || - ||s tense por definicion que

Hf(t’ .Z') - f(tvy)HOO = ze?lla:x }‘fz(th) - fi(ta y>‘7
logo
1f(tz) = f(t,y)lloo < nM|[z —yll, V(t z),(y) € Q.

Como en R" dita norma é equivalente 4 euclidea usual chegamos ao resultado. O

Corolario 1.5. Sezan @ C R x R™ un aberto e f: Q — R"™ tal que existen gg; e son continuas

en Q para i, j € {1,...,n}, enton f € Li,(Q,x).

Demostracion. Fixando (¢,7) € Q temos que ver que existe U, entorno de (¢,7), tal que f €

L(U,x). Podemos tomar U = [t — r,t + r] x B[z, r] C Q e aplicar o resultado anterior. O

Enunciamos agora o resultado principal deste capitulo.

Teorema 1.6. (Picard-Lipschitz). Sexan @ C R x R™ un aberto, (to,z9) € Q e f : Q — R"™ unha

funcidn continua e localmente lipschitziana con respecto d sequnda variable en €.

Enton existe a > 0 tal que o problema de Cauchy ten solucion unica no intervalo
I = [to *a,t0+a].

Agora imos ver algins resultados necesarios para probar o Teorema de Picard-Lipschitz. O
primeiro deles asegtranos que o problema de Cauchy equivale ao de atopar as soluciéons de certa

ecuacion integral asociada a el.

Teorema 1.7. Dada unha funcion continua f : Q C R x R" — R"™, (tg,x0) € Q e unha funcion
@ : I CR — R" sendo I un intervalo tal que (t,¢(t)) € Q, Vt € I, tense que ¢ € solucion do

problema de Cauchy se, e so se, @ € unha solucion continua da ecuacion integral

t

@(t) = o+ t f(s,¢(s))ds.

Demostracion. Suponamos que ¢ é solucion do problema de Cauchy (PC)), logo ¢ é continua e
asi, a funcion t — f(t, o(t)) é continua en I. Integrando e aplicando a regra de Barrow obtemos

que
t t

o () — plto) = / H(s)ds= [ f(s,p(s))ds

to to

é dicir,
t
o(t) =xz0+ [ f(s,0(s))ds

to

como queriamos ver.
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Agora suponiamos que ¢ é continua e cumpre que

t
@(t) = w0 + t f(s,¢(s))ds.

Como a funcion ¢t — f(t,p(t)) é continua en I, polo Teorema Fundamental do Célculo Integral

sabemos que a funcion t — fti) f(s,0(s))ds é derivable e a stua derivada é t — f(t, p(t)).

Polo tanto, ¢ é derivable en I, ¢'(t) = f(t,»(t)) para todo t € I e, ademais, p(ty) = xo. Asi
concluimos que ¢ é soluciéon do problema de Cauchy (PC)). O

Este resultado asegiranos que atopar unha solucion do problema de Cauchy (PC)) equivale
a atopar un punto fixo da seguinte aplicacién
T:C(I,R")— C(I,R")

¢ = T(p),

onde

T(p): I —-R"
t = T(p)(t) = xo + t f(s,(s))ds.

Asi a unicidade de soluciéon do problema de Cauchy equivale a que dita aplicacién tefia un tinico
punto fixo. Imos enunciar entén un teorema que nos proporciona unha condicién suficiente para

que unha aplicacién tefia punto fixo.

Teorema 1.8. (punto fizo de Banach). Sexan (X,d) un espazo métrico completo e T : X — X

unha aplicacion contractiva, é dicir, unha aplicacion que satisface que existe ¢ € [0,1) tal que
d(T(x),T(y)) < cd(z,y), para calesquera z,y € X.

Enton T ten un dnico punto fizo en X, € dicir, existe un tunico T € X tal que T(T) = T.
Demostracion. Imos probar que:

1. T ten como moito un punto fixo en X;

2. existe un punto T € X tal que T'(T) = T e, ademais, pode calcularse iterativamente, é dicir,

a sucesion {z, }nen tal que

Tny1 =T (xy)

converxe a T para calquera zg € X;
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3. temos a seguinte estimacion do erro:

CTL

1—c

d(xnvf) < d($171:0)7 Vn € N.

Suponamos que existen dous puntos fixos x,y € X e empregando que T' é contractiva e que
c€10,1), tense:
d(z,y) = d(T(x),T(y)) < cd(z,y) < d(z,y)
o cal é unha contradicién. Concluimos logo que, se existe punto fixo, é Gnico. Probemos agora o
apartado 2. Para iso, consideremos a sucesion x,1+1 = T'(zy,), n > 0, empregando de novo que T'
¢é contractiva temos:
d(xps1,2n) = d(T(xn), T(xn-1)) < cd(p, xn—1) = cd(T(xn-1),T(Tn—2))

< Ad(vp-1,Tn-2) < - < "d(x1,70) = "d(T(20), 70)
polo tanto, chegamos a que d(x,11,x,) < "d(T(zg), zo).
Tomamos agora k € N:

d(ajn—i-ka xn) < d(JUn-i-k, xn—&—k—l) + d(l‘n—&-k—l; $n+k—2) + ...+ d(xn—i-l; -Tn)
c”+k_1d(T(azo), xo) + cn+k_2d(T(:U0), xo) + - + d(T(z0), z0)
d(T(:Bo),Jio)[Cn+k_1 + Cn+k—2 N Cn]

I IA

[y

k—
= d(T (o), 20)c [+ F 2+ o + ) = d(T(20), z0) " Zc’

J]=
n

= d(T(20), o) 7—(1 = ),
—c
onde a ultima igualdade é consecuencia de que a serie é xeométrica. Asi, obtemos que:
el Cn
d(Tptk, Tn) < d(T(x0),x0) T c(l — ) < d(T(z0), z0) T

Agora ben, tomando o limite cando n tende ao infinito, e tendo en conta que ¢ € [0, 1):

7

d(T(l‘o), .170) = 0.

lim
n—oo 1 — ¢

En consecuencia, polo Teorema de Compresion tense:

Jim d(zpyr, 20) = 0,

logo a sucesion {z, }nen € unha sucesion de Cauchy, e por ser (X, d) un espazo métrico completo,

podemos asegurar que {z, },en € converxente a un certo T € X.

Vexamos que dito T é un punto fixo de T. Como a funciéon T' é contractiva, en particular
é lipschitziana, e polo tanto continua. Asi, T é secuencialmente continua, o que nos permite

permutar o limite de xeito que temos:

= lim z, = lim T(zy—1) =T(lim z,_1) =T(T).
n— oo n—oo n—oo
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Isto é, T é un punto fixo.

Probemos, por ultimo, que se cumpre a estimaciéon do erro:

Cn

d(xp,T) < ] d(x1,z0), n€N.

Xa vimos que:

CTL

1—c

d(XTpify Tn) < (1 —cMd(T(x0),0), n e NU{0}, keN.

Logo tomando o limite cando k tende ao infinito, tendo en conta que ¢ € [0, 1):

n

d(T(x0), 7o)

(20, T) = d(T, 2n) < 10

0 que remata a proba. O

Para demostrar o Teorema de Picard-Lipschitz empregaremos que o espazo das funciéns
continuas definidas nun intervalo compacto I C R, X = C(I,R"™), é un espazo métrico completo

onde a distancia entre ddas funciéns u, v € X pode definirse como
d(u,v) = [lu = vlloo = max]|u(t) — v()]].
tel
Para ver que isto é certo, probemos primeiro que d é unha distancia:
1. d(u,v) =0 se, e s6 se, u(t) =v(t) Vt € I.
0=d(u,v) = nglaIxHu(t) —o(t)|], logo u(t) = v(t), Vt € I.
€

2. d(u,v) = d(v,u), para u, v € X.

d(u,v) = mixlfu(t) - v(t)| = méx|o(t) — u(t)]| = d(o,u).

3. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), para u, v, w € X.
d(u,v) = méxju(t) — v(t)]| = méxflu(t) — w(t) + w(t) - v(o)]

< max||u(t) — w(t)|| + méx|lw(t) — v(@)[| = d(u, w) + d(w, v).
tel tel

Polo tanto queda probado que d é unha distancia, logo (X, d) é un espazo métrico. Para ver que

é completo, temos que probar que toda sucesion de Cauchy é converxente en X coa distancia d

xa definida. En particular, imos ver que toda sucesion de Cauchy é uniformemente converxente.

Recordemos primeiro o concepto de converxencia uniforme.

Definiciéon 1.9. Sexa I un intervalo de R, {g, }nen unha sucesion de funcions definidas en I e
g: I —R".
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A sucesion {gy, }nen converxe uniformemente a g en I se, e soamente se, cumpre que
Ve >0, IN = N(e) €N tal que [Vn > N,n € N],

tense que

lgn(z) — g(z)|| <& Yz el.

Vexamos agora unha caracterizacién da converxencia uniforme.

Proposicion 1.10. Seza I un intervalo de R, {gn}nen unha sucesion de funcions definidas en
leg:I—R"

Enton, as segquintes afirmacions son equivalentes:

1. A sucesion {gn}nen converze uniformemente a g en I.

2 lim supllgn(z) — g(x)] = 0.
n—oo zel
Demostracion. Suponamos que {gp }nen converxe uniformemente a g en I. Isto, por definicion,

equivale a que
Ve >0, IN = N(e) tal que [Vn > N,n € N],

tense que
lgn(z) — g(@)l <&, Vel

Isto é equivalente a dicir que
Ve >0, IN = N(e) €N tal que [Vn > N,n € NJ,

tense que

sup||gn(z) — g(z)|| <e,
zel

o cal é certo se, e 86 se,

lim sup||gn(z) — g(z)|| = 0.

’n—>OOer

Polo tanto, queda demostrada a equivalencia. O

Consideremos logo {u, }neny € X sucesion de Cauchy, e vexamos que é uniformemente con-

verxente. Como {uy, }nen é de Cauchy, daquela cumpre que
Ve > 0,3N(e) = N € N tal que [n,m > N;n,m € N]

enton

= m4 — <e.
d(un, tm) = max||un (t) — um(t)] < e
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En particular, para cada t € I, a sucesion {u,(t)},en € unha sucesion de Cauchy de vectores
reais. Por ser R" completo, podemos garantir a existencia dunha funcién v : I — R" tal que
{un }nen converxe puntualmente a u en I. De novo, por ser {uy, }nen sucesion de Cauchy, podemos
escribir

Ve > 0,dN(e) = N tal que [n,k € N;n > N]

enton

d(un, tn+k) = méxjun(t) — unsn(t)] < e

Asi, tomando o limite cando k tende a oo, concluimos que dado € > 0, existe N(g) € N tal que
Vn > N(eg), camprese que
d(un, u) = mix||un(t) —u(t)]] < e.
€

Logo pola caracterizacion da converxencia uniforme vista previamente, concluimos que {uy, }nen
converxe uniformemente a u en I. Agora, quédanos ver que u € X. Para iso empregaremos o

seguinte resultado:

Proposicion 1.11. Sexa I un intervalo de R e { f, }nen unha sucesion de funcions definidas en

I, que converze uniformemente a f en I.

Se para todo n € N, f,, € continua en xg € I, daquela f € continua en xog. En consecuencia,

se para todo n € N, f,, € continua en I, enton f vai ser continua en I.

Polo tanto, como u,, € X, para todo n € N e xa vimos que {uy, }nen converxe uniformemente

a u en I, concluimos que v € X.

Asi queda demostrado que o espazo das funcién continuas coa distancia d previamente de-
finida, ¢ un espazo métrico completo. Estamos entén en condiciéns de probar o Teorema de

Picard-Lipschitz:

1% proba. Por hipotese, sabemos que van existir a > 0 e b > 0 tales que a funciéon f vai ser
continua no rectangulo compacto K = [tg — a,to + a] x {x € R" : ||z — x| < b}. Asi, como f
é continua no compacto K, en particular vai estar limitada, é dicir, vai existir un M > 0 tal
que || f(t,z)|| < M para todo (t,z) € K. Ademais, como f é localmente lipschitziana respecto &
variable z en K, para todo (Z,7) € K, existe unha vecifianza Ug ) e unha constante L) tales
que

1F(t2) = fE o)l < Laglle —yll, Yt 2), (4y) € Ugg).

En consecuencia, como cada vecinanza U(g ) contén un aberto, podemos construir un recubrimen-
b

to por abertos de K, que por ser compacto admite un subrecubrimento finito V. Polo tanto, pode-

mos considerar L = max Ly, é dicir, o maximo das constantes de Lipschitz para cada elemento do

vey
subrecubrimento. Asi, dados calesquera (¢, z), (t,y) € K tense que || f(t,z) — f(t,y)|| < L||z—yl].
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Fixemos agora un valor o > 0 tal que a < min{a,b/M,1/L} e definamos o seguinte intervalo

I =ty — o, tp+ a] e o conxunto

X ={veC(I,R") : v(ty) = xo, ||v(t) — x0|| < b para todo t € I}.

En X consideramos a métrica usual:
d(u,v) := r?aIxHu(t) —o(t)|| para u,v € X
€

coa que xa probamos que o espazo das funciéns continuas (Y, d) é un espazo métrico completo.
Agora ben, X é un subconxunto pechado de Y, e vexamos que (X, d) tamén é un espazo métrico

completo.

En particular, imos probar que toda sucesion de Cauchy en X converxe a un elemento de
X. Sexa {up }nen unha sucesion de Cauchy en X, como X C Y, entén {up}neny C Y e por ser
o espazo das funciéns continuas coa distancia d completo, daquela {u,},ecn converxe a u € Y.
Agora ben, como dita funcién é o limite dunha sucesiéon de elementos de X, vai ser un punto de

acumulacion, logo u € X. Definimos agora a aplicaciéon T : X — X dada por
t
Tu(t) =z0+ | f(s,v(s))ds para cada t € I.
to

Vexamos que a aplicacion T estéa ben definida, é dicir, se v € X, probemos que Tv € X. A
composicion f(-,v(:)) é continua en I e, polo tanto, a funciéon Tv : I — R™ é continua en I.

Ademais, tense tamén que Tv(tg) = xo.
Por outro lado, como v € X temos que (¢,v(t)) € K para todo t € I, asi que
| f(t,v(t))]| < M para todo t € I,

co cal

ITo(t) — zo|| < < M|t —to] < Ma <b

/t 1£ (5, 0(s)) ds

para todo t € I e, polo tanto, Tv € X.

Como consecuencia do Teorema de punto fixo de Banach, vexamos que a aplicaciéon T ten un
dnico punto fixo en X. Para iso, s6 temos que ver que 1" : X — X é contractiva, é dicir, existe
c€10,1), tal que:

d(Tu,Tv) < cd(u,v) Yu,v € X.

Sexan u,v € X fixados. Como f é localmente lipschitziana respecto & segunda variable, e tendo

en conta a definicion de d(u,v), tense que

[Tu(t) = To(®)]| Zl/t(f(s,U(S))—f(S,v(S)))ds <

0

: (s, u(s)) = (s, v(s))1ds

< ]L lu(s) — v(s) ds

to

< L[t — tdméjx”u(s) —v(s)|| < Lad(u,v)
se
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e como « < 1/L, obtemos que aL € (0,1), asi que T' é contractiva con ¢ = oL, logo concluimos

que T' ten un tinico punto fixo en X.

Para finalizar, vexamos que calquera funcién ¢ : I — R" que sexa solucién do pertence a
X. Sexa ¢ : I — R™ unha solucién do (PC)), e supofiamos que existe ¢; € I tal que ||¢(t1) —zo|| >
Ma (sen perda de xeneralidade podemos supofier t; > tg). Sabemos que ¢ é continua en I e
©(to) = xo, logo existe to € (to,t1) tal que ||p(t2) — zo|| = Ma (polo Teorema de Bolzano). Sexa
agora t* = inf{t > to : ||¢(t) — xo|| = Ma}. Asi, polo Teorema dos Incrementos Finitos, existe

un v € (to, t*) tal que:
le(t*) — @ (to) | < " (W)II[E" — to| < M|t" —to] < Moy
e chegamos a unha contradicién.

Asi concluimos que [|¢(t) — zo|| < Ma < b para todo t € I. Polo tanto, as solucions de (PC|)
no intervalo I correspéndense cos puntos fixos de T en X, asi que o problema de Cauchy (PC))

ten unha tnica solucién definida en I. O

1.2.1. Iterantes de Picard

Unha maneira alternativa de probar o Teorema de Picard-Lipschitz pode ser a partir dos

iterantes de Picard, que se definen como:

vo(t) = zp, paratodo t € I,

t

om(t) =z0+ | f(s,om-1(s))ds paratodo t €I e m & N.
to

En particular, imos ver que o limite uniforme en I da sucesién de iterantes de Picard é a solu-
cion proporcionada polo Teorema de Picard-Lipschitz. Comezaremos vendo que dita sucesion é

uniformemente converxente seguindo a referencia [IJ.

Proposicion 1.12. A sucesion dos iterantes de Picard {¢om tmen € uniformemente converzente

en I.

Demostracion. Consideremos que estamos a traballar no mesmo compacto da proba anterior
K = [to —a,to+ a] x {z € R" : ||z — x9]| < b}. Fixemos de novo un valor @ > 0 tal que

a < min{a,b/M,1/L} e consideramos o intervalo I = [ty — «, to + af.

Imos probar por inducién que para cada m € N

M |t _ to‘m-i—l

L™t vter 1.2
L (m+1)! ’ ’ (12)

ngm-‘rl(t) - (pm(t)” <

onde M = méax{||f(¢t,z)|, con (t,z) € K}.
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Xa vimos na anterior proba que, por ser f localmente lipschitziana no compacto K, en

particular vai ser lipschitziana en dito compacto, é dicir, vai existir unha constante L > 0 tal que

1f(tx) = f(E )l < Ll —yll, V() (¢ y) € K.

Agora ben, para empregar dita hipotese temos que asegurar que (¢, (t)) € K, para todo
m € N, e para todo t € I. Isto é, temos que ver que para todo m € N, || (t) — xo|| < b, Vt € I.

Probarémolo mediante inducion.
Para m = 0, como ¢q(t) = xo, claramente (t,z¢) € K, Vt € I.

Suponamos que se cumpre para un certo m € N, é dicir, (t, o, (t)) € K, Vt € I, e vexamos

que tamén é certo para m + 1:

t
Omr1=x0+ [ f(s,0m(s))ds.

to
Asi, empregando a hipotese de inducién e tendo en conta que f esta limitada pola constante M

no compacto K, tense que

[ fsvonlonas s\ 16 emolas

t
/ Mds
to

Deste xeito, queda probado que (¢, ¢, (t)) € K para todo t € I e para todo m € N.

|t (8) — ol = ]

< = Mt —to| < Ma < b.

Probemos logo (1.2)). Sen perda de xeneralidade, faremos o caso t > tp, sendo analogo para
t < to.

Para m = 1, empregando o feito de que f é lipschitziana en K temos que

< | f (s, e1(5)) = f(s,20)l|ds

to

/t (F(s,01(5)) — f(s,20))ds

0
t

<L [ llpa(s) - aollds,
to

la(t) — 1(0)] = ]

e tense que

<[ IfCr,zo)lldr

to

) f(h l’o)d?"

to

lor(s) — ol =\ < Mls—to], sel.

Asi,
¢ ML
lp2(t) =1 ()| < ML [ [s—tolds = T\t—toﬁ t > to,

to

polo que queda probado para m = 1. Agora ben, asumimos que se cumpre (|1.2)) para m — 1:

Mlt—t

m
0
fom(®) — gma(®)] < 0 e
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Vexamos que se cumpre para m:

/t (52 0m(5)) — F (5, om1(s))ds

0

1/ (55 om(s) = f (s, m-1(s))lds

to

lem+1(t) = em (D] <

¢ t
M L™
<L — Pm— ds < L—— —to|™d
<L [ lonts) ~ ena(@llids < L7 [ s tofds
onde na ultima desigualdade empregamos a hipdtese de induciéon. Asi chegamos a que:

lomsn () = oo < L=

Polo tanto vemos que se cumpre ([1.2)) para todo m € N. Temos entén que:

M omtH1m+l
maxllom 1 (8) = em®) < = =5

Daquela, observamos que {@m, }men representa a sucesion de sumas parciais da serie funcional

11 (Ga (1) — gm0,
m=0
Xa que
k—1
Pr(t) = o(t) + Y (pmr1(t) — om(t))-
m=0

Polo tanto, a converxencia uniforme da serie implicaria a converxencia uniforme da sucesién dos

iterantes de Picard.

Agora ben, como temos (|1.2)) para todo m € N,

o0
M am+1Lm+1
t < ,
mZ::OHSOmH() _mZ: m+1
e como a serie
— (aL)™
>
m=0

converxe a e(®L) | polo criterio maiorante de Weierstrass deducimos que a serie
o
t) + Z (‘Pm+1(t) - (Pm(t))
m=0

converxe uniformemente. Asi a sucesion dos iterantes de Picard, {¢m }men, converxe uniforme-

mente, como querfamos probar. OJ

Estamos agora en condiciéns de presentar unha proba alternativa do Teorema de Picard-

Lipschitz:
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2% Proba. Pola proposicion anterior, xa sabemos que ¢, — ¢ uniformemente en I, logo tomando

o limite cando m tende a oo en

t
Pm1(t) =20+ [ f(5,m(s))ds,
to
tense que

t

s m(s))s)

im0 (t) = T <xo + 5
t
=xzo+ lm [ f(s,om(s))ds,

m—0o0 t
0

€ vexamos que

fim_ [ f(svpn(e)ds = [ Tim flspno)ds = [ fsp(s)ds

0 0 0

Sabemos que ¢ é continua en I por ser limite uniforme de funciéns continuas. Polo tanto, a

grafica de ¢,
Gr(p) ={(t, o(t)) : t € I}

é un compacto contido en 2. Por conseguinte, existe S > 0 tal que o conxunto compacto
B=A{(t,z) e I xR": ||z —p(t)|| < B} C Q.

Como f é continua e B é compacto, f é uniformemente continua en B, é dicir, dado € > 0 existe
6 > 0 tal que
ly ==zl <d, y,2€ B=|f(y) - f(2)] <e.

Fixado § > 0, como {¢m, }men converxe uniformemente a ¢ en I, existe M € N tal que
m > M = |om(s) —e(s)|| <9, Vsel.
Polo tanto, se m > M, temos que ||(s, om(s)) — (s,0(s))|| < d, Vs e
1 (s, 0m(s)) = f(s, () <&, Vsel,m=M.

Asi, se definimos
gm(s) = f($7<pm(8)>7 g(S) - f(S,(p(S)), s€el,

chegamos a que, dado € > 0, existe M € N tal que
m =M = |[lgm(s) —g(s)l| <e, Vsel,

é dicir, {gm }men converxe uniformemente a g en I. Isto implica que

t ¢ t
lfm gm(s)ds :/ lim g, (s)s :/ g(s)ds.
t

0 0 0
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Logo temos que
t

p(t) = o + ) f(s,0(s))ds,

e xa vimos que isto equivale a que sexa solucion do (PC|). Quédanos ver que é tnica.

Consideramos un intervalo |t — tg| < 4, onde § é tal que LJ < 1 e vemos que calesquera dtas

solucions coinciden en dito intervalo.

Sexan ¢ e ¢ duas soluciéns, entén para calquera t € I tense que:

Hcp(t)—w(t)llé‘ / 1 (s 0(5)) — F(s,(s))lds| < L / lo(s) — t(s)lds

< Ljt —to| méx [lp(t) — ()| < Ld méx [lp(t) — (t)]].
[t—to|<6 [t—to|<6

Tomando o méaximo na parte esquerda chegamos a que:

i llo(t) — V(O] < L mix lo(t) — (1)

Chamando k = | mé|}i6||<p(t) —(t)]| > 0 e dividindo por k temos que 1 < Ld, o cal é unha
t—to|<

contradicion.

Polo tanto, ‘ mfi‘xtsH(p(t) —(t)|| = 0 o que implica que ¢(t) = ¥ (t) no intervalo |t — to| < 4.
t—to|<
Polo tanto, tomando « = §, chegamos a que ¢(t) = ¥(t) no intervalo I = [tg — a, tp + «], como

queriamos probar. O

1.2.2. A desigualdade de Gronwall

Imos ver agora outro resultado, seguindo [2], que nos permitira chegar a unha proba alterna-

tiva do Teorema de Picard-Lipschitz.

Teorema 1.13. (Desigualdade de Gronwall). Sexa ¢ € C(I,[0,4+00)), sendo a,b > 0 ety € I.

Se temos que

p(t) <a+b

tqﬁ(s)ds
to

para todo t € I, enton
o(t) < aellt—tol

para todo t € I.

Demostracion. Comezamos vendo o caso t < tg. Como ¢ : I — [0,+00) ¢ non negativa, dado
t € (—o0,tp] NI, camprese que

t

o(s)ds

to

_ [ os)as,
t
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enton, temos que

to
o(t) <a+bd ¢(s)ds, Vt e (—oo,tg]NI.
t

Vexamos logo que
o(t) < aet®= Vit e (oo, to] N 1.

Definimos

to
Y(t):=a+b o(s)ds,
t

logo tense que ¢(t) < (t), Vi € (—o0,tp] N I. Se derivamos obtemos que
U (t) = —bo(t),
e por ser b non negativo, se multiplicamos a desigualdade anterior por b tense que
U(t) = —bo(t) = —bv(t).
Agora ben, multiplicamos por e (0% ¢ chegamos a
Y (£)e 070 4 byp(t)e 0D > o

ou, equivalentemente, que

(W(t)e o=y > 0.

Asi, como a funcién é monotona crecente no intervalo [t, to] e tendo en conta que ¥ (ty) = a, tense
que

B(1) < () < P(to)etto) = geblto=t),
como queriamos ver.

Para o caso t > tg, dado t € [tg, +00) N I, camprese que

t o(s)ds
to

= tgb(s)ds
to

entoén temos que
t
o(t) <a+b [ ¢(s)ds, Vte [ty,+00)NI,
to

€ queremos ver que
B(t) < aet®1) Vit e [ty, +00) N 1.

Definimos novamente

P(t)==a+b [ d(s)ds,

to
e xa sabemos que ¢(t) < ¥(t), Vt € [tp,+00) N I. En particular, se derivamos obtemos que

' (t) = bo(t) e como b é non negativo, multiplicamos por b na desigualdade obtendo que

U(t) = bo(t) < bip(t).
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—b(t—to)

Agora ben, multiplicando por e tense que

P/ (0)e ) — py(p)e M <0

e isto equivale a que

((t)e ")) <0,

Asi, como a funcién é mondtona decrecente no intervalo [tg,t] e tendo en conta que ¥(tg) = a

chegamos a que
B(t) < P(t) < h(to)ettt0) = geblt—to)

como queriamos ver.
Polo tanto, queda probado que
o(t) < ae’lt=tl viel.
O
O seguinte resultado é consecuencia inmediata da desigualdade de Gronwall e vainos resultar
de gran axuda & hora de probar o Teorema de Picard-Lipschitz.

Corolario 1.14. Sezxa ¢ € C(1,[0,400)), b >0 ety € I. Se se cumpre que

para todo t € I, enton o(t) = 0 no intervalo 1.

Vexamos agora unha proba alternativa ao Teorema de Picard-Lipschitz. Neste caso, non imos

probar unicidade de solucién senén que, en caso de existir solucion, esta é tinica.

3% Proba. Consideremos dias soluciéons do problema de Cauchy , e 1, definidas nos res-
pectivos intervalos I} = [tg — a1, to + 1] e Ia = [tg — @z, to + ag]. Temos que ¢(ty) = P(ty) e
queremos ver logo que

o(t) =), Yte LN Is.

Sexa t € I; N I arbitrario (suponiemos que t > ty pois o outro caso serfa anilogo). Asi,
[to,t] € I1 NIy e como ¢ e 9 son solucions, tense que

t

@(t) = w0 + t f(s,(s))ds

t

Y(t)=xo+ [ f(s,2(s))ds

to
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para todo t € [tg, t], onde xo = ¢(tg) = P (to).

Polo tanto,

l[U@w@»—ﬂ&M$Wh

0

f(s,0(s))ds — t f(s,9(s))ds

to

=/ 17 (s,0(s)) = f(s,9(s))lds, Vi € [to, t].

wa—wmnz\

Como ¢ e 1) son continuas, a imaxe da restricion ao intervalo compacto [to, t] vai ser un compacto.
Definimos K como un rectangulo compacto que contén &s imaxes de ¢ e ¥. Enton, por ser f

lipschitziana respecto da segunda variable, existe Lx > 0 tal que

1£ (s, () = f(s,9(s)Il < Lillp(s) = (s)ll, s € [to, t].
Logo temos que

Hﬂﬂ—wwﬂéLKZHM$—¢®N®,Weﬁmﬂ

Asi, polo corolario anterior, concluimos que ||¢(t) — 9 (t)|| = 0, Vt € [to,t]. Por conseguinte
o(t) = P(t), Vt € [to, t], en particular, ¢(t) = 1(t). Como ¢ € I; N I, era arbitrario, chegamos ao

resultado. O

Para rematar o capitulo imos ver un par de exemplos para refozar a idea que estamos a tratar.

No primeiro imos aplicar o Teorema de Picard-Lipschitz para asegurar unicidade de solucién.

Exemplo 1.15. Consideremos o problema de Cauchy

' = |z,
{ z(0) = o, W

A funcién f: R? — R dada por f(t,z) = |z| é lipschitziana respecto 4 variable x con constante
de Lipschitz L = 1:

[f(t,2) = fty)l = [z = lyl| <[z —yl, Yo,y eR

Polo tanto, aplicando o Teorema de Picard-Lipschitz, concluimos que existe un a > 0 tal que (/1)

ten unha unica solucion, ¢, definida nun intervalo I = [—«, a.

Vemos, por tltimo, un exemplo que nos servird de motivaciéon para o seguinte capitulo, pois
tratase dun caso onde a funcién non é localmente lipschitziana, mais o problema de Cauchy ten

unicamente unha solucion.

Exemplo 1.16. Consideramos o problema de Cauchy

=1+ z2/3,
z(0) = 0.
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A funciéon f : R? — R dada por f(t,z) = 1 + x2/3 ¢ continua en R2, pero non é localmente

lipschitziana respecto & variable x nunha vecinanza da condicion inicial (0, 0):
() = f(ty)] = 142 — 1=y = 22 — 3,
Daquela temos que ver se existe unha constante Lx > 0 tal que
|22/ — P < Licle —yl, Y(z,y) € K,

onde K ¢é unha vecinanza da condicion inicial (0,0). Se isto fose certo, tomando y = 0, teriase

que 1 < Lg|2'/3| o cal non se cumpre nun entorno de z = 0.

Non obstante, vexamos que ten unha tnica solucién. Usando separacion de variables tense

dzx
[t

Para resolver a primeira integral empregamos o cambio de variable z = z!/3 e chegamos a

que

que 3(z — arctanz) = t, logo desfacendo o cambio de variable, a solucion de vird dada
implicitamente por

3(z'/? — arctan 2'/3) = ¢.

Este exemplo fai que nos preguntemos se existen outros resultados que nos aseguren a uni-
cidade de solucion de (PC)), sen necesidade de que a funcién f sexa localmente lispchitziana

respecto 4 segunda variable. Isto serd o que estudaremos no seguinte capitulo.



Capitulo 2

Alternativas ao Teorema de
Picard-Lipschitz

Recordemos que estamos a traballar co problema do valor inicial ou problema de Cauchy

{ ' = f(t,x), (PC)

x(to) = Xy.

No primeiro capitulo, probamos o Teorema de Picard-Lipschitz, un resultado que nos pro-
porciona unha condicién suficiente para ter unicidade de solucién para o problema de Cauchy,

(PC)), nun certo intervalo I.

Como dito teorema precisa que a funcion f(¢,x) sexa lipschitziana respecto & variable x,
preguntdmonos se existen outros resultados que precisen de hipéteses distintas e que nos aseguren
unicidade de solucion de (PC|). Para iso, seguiremos a referencia [3], onde se atopan os resultados

e exemplos que desenvolveremos ao longo deste capitulo.

2.1. O Teorema de Peano

Imos comezar por un resultado que é de gran utilidade para funciéns f: D C R x R — R,

pois as hipoteses que se piden para f son faciles de verificar.

Teorema 2.1. (Peano). Sexza D = {(t,z) € R? : |t —to| < a,|r — x| < b} cona, b > 0 e
f:D — R continua.

Se f € mondtona crecente con respecto a x para cada t no intervalo [ty — «a,tg], entdn o

problema de Cauchy ten unha tnica solucion no intervalo [ty — a, tg).

19
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Se f € mondtona decrecente con respecto a x para cada t no intervalo [to,to + «], enton o

problema de Cauchy ten unha unica solucion no intervalo [to,to + .

Demostracion. Comezamos probando o caso t > tg. Suponiamos que @1 e 1 son duas soluciéons
de (PC) distintas no intervalo [to, to + .

Suponamos que 11 (t) > p1(t), parat; <t <t1+e <tg+ae pi(t) =Yi(t), paraty <t < ;.
Asi, para todo t € (t1,t1 + €], temos que f(¢,p1(t)) > f(t,91(t)) por ser f monodtona decrecente
en [to, to+al, logo ¢ (t) > ] (t). Isto implica que a funcién u; = 11 — 1 ¢ monodtona decrecente.
Ademais, como u(t1) = 0, teremos que uq(t) < 0, para t € [t1,t1 + €], polo tanto chegamos a

unha contradicion e asi concluimos que ¢1(t) = 11 (t) en [to, to + a].
Consideremos agora o caso t < tp, e vexamos que vai ser analogo.

Sexan @9 e ¥ duas solucions de distintas en [tg — «, tg]. Suponamos que ¥2(t) < pa(t)
paraty—a <to—e <t <ty e y(t) = pao(t) para ty < t < ty. Asi, para todo t € [ta—e,t2), temos
que f(t,p2(t)) > f(t,12(t)) por ser f mondtona crecente en [to — v, tol, logo ¢h(t) > h(t). Isto
implica que a funciéon uy = 19 — o é mondtona decrecente. Ademais, como uz(ty) = 0, terase
que uz(t) > 0 en [ty — ¢, ta]. Asi, chegamos a unha contradicion, o que implica que pa(t) = 12(t)
en [ty — a, to]. O

Presentamos un exemplo no que podemos aplicar o anterior resultado.

Exemplo 2.2. Consideremos o problema do valor inicial

{ o' = —|z|2sgn(z),

z(0) =0,
onde
1 sex > 0,
sgn(z) =
-1 se x < 0.
A funcion f(t,x) = —|z| %sgn(a:) non ¢ localmente lipschitziana respecto & variable z nun entorno

da condicion inicial. Se o fose, existiria unha constante Lx > 0 tal que

f(t,x) — f(t,y)| = | — |2|7sgn(z) + |y|7sgn(y)| < Li|z — y| para (t,2), (t,y) € K,

onde K é unha vecinanza do (0, 0).

En particular, para (¢t,z) € K, con z > 0, teriase que

|f(t,x) — f(t,0)] = |2|2 < Lglal,
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logo
2]z 1

EINT

K

o cal non se cumpre en calquera vecinanza do (0, 0).

Porén, podemos ver que a funciéon f verifica as hipéteses do Teorema de Peano, pois f é
continua para 0 < t < 00, |z| < co e monotona decrecente con respecto a = para t € [0,00). Polo

tanto, ¢(t) = 0 vai ser a tnica solucion de (3)) en [0, c0).

2.2. O Teorema de Osgood

Presentamos agora unha xeneralizacion do Teorema de Picard-Lipschitz, para o cal precisamos

do seguinte lema.

Lema 2.3. Seza g : [0,00) — [0,00) continua e mondtona crecente tal que g(0) = 0, g(z) > 0

lim /dz = 00. (2.1)
3

e—0t g(z)

Sexa ¢ unha funcion continua e non negativa definida en [0,al. Se

para z > 0 e, ademais

b(t) < /O Ca(o(s)ds, 0<t<a, (2.2)

tense que

é(t) =0, Vt € [0,d.

Demostracion. Definimos ¥ (t) = Orgégtqﬁ(s) e suponamos que t(t) > 0, para 0 < ¢t < a. Asi,
s

tense que ¢(t) < (t), e para cada t, existira un 7 < ¢ tal que o(t) = P(t).

Temos logo que

¢ dicir, a funcion ¢ cumpre (2.2]).

Sexa B(t) = JL g((s))ds, asi B(0) = 0, p(t) < B(t) e B'(2) = g(w(t)) < g(B(£)), por ser g

monoétona crecente.
Polo tanto, para 0 < § < a, cimprese que

@Yt
s g(W(t)

dt<a-96<a.
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Y [ dz
Léawm“‘ng’

onde 1 (0) = ¢ e 1(a) = . Asi, tendo en conta que se cumpre (2.1)) tense que

o IO
Sy e

Polo tanto chegamos a unha contradicion, logo ¥ (t) non pode ser positiva, ¢ dicir, ¥(t) = 0, de

Porén, vemos que

onde concluimos que ¢(t) = 0 en [0, al. O]

Observacion 2.4. Tomando g(z) = bz con b > 0, dita funcién atopase nas condiciéons do lema

anterior e, en particular, temos o Corolario [I.14]

Teorema 2.5. (Osgood). Sexan a, b >0 e D ={(t,z) e RXR": |t —tg] < a,||x —z9]| < b} e

f: D — R"™ continua e tal que, para calesquera (t, ), (t,y) € D, cimprese a condicion de Osgood

£t z) = f& )l < glllz—yl),
onde g € unha funcion nas condicions do lema anterior.

Enton, existe un o > 0 tal que o problema do valor inicial, , ten solucion unica no

intervalo I = [ty — a, to + a].

Demostracion. Supofiamos que ¢ e ¥ son duas solucions de (PC)) en I. Vexamos que ¢(t) = 1 (t),

t > tg, sendo o caso t < ty andlogo.

Como f satisface a condicion de Osgood, temos que

to+t to+t

1 (s,50(s)) — f(s,9(s))llds S/ 9(lle(s) = (s)[)ds

to

|ﬂm+w—¢%+w|§/

to
t
— [ 90l + to) — vz + o),
0

para t € [0, o.

Asi, tomando ¢(t) = ||¢(to +1) — 1 (to+1)||, tense que ¢ esta nas condicions do lema anterior,
logo ¢(t) = 0, para todo ¢ € [0, a], o cal implica que ¢(t) = 1)(t), para todo t € [to, to+ a]. Como
o caso t < tg seria andlogo, concluimos a proba. O

Vexamos logo un exemplo onde se pode aplicar o resultado anterior.

Exemplo 2.6. Consideramos o problema do valor inicial
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onde L > 0.
Se consideramos a funcién ¢g(z) = Lz, continua e monétona crecente no intervalo [0, o).
Ademais, g(0) =0, g(z) > 0 para z > 0, e

, dz 1 1
lim —— = —Ilim In- = .
e—0t J. g(2)  Leso+ ¢

Polo tanto, a funcion g(z) satisface as hipoteses do lema anterior.

Agora ben, dados calesquera z, y € R,

[f(t,2) = f(t,y)| = [Le — Ly| = g(|z — y]),

logo ctiimprese a condicion de Osgood. Asi, podemos aplicar o Teorema de Osgood e concluimos

que ten solucion tnica, que serd, en particular, p(t) = 0.

Este exemplo mostranos que o Teorema de Osgood é unha xeneralizacion do Teorema de
Picard-Lipschitz, xa que considerando a funcion g(z) = Lz con L > 0, vemos que estamos

aplicando, en particular, o Teorema de Picard-Lipschitz pois temos que

1t 2) = fE o)l < gz —yll) = Lz -yl

Imos presentar agora un exemplo onde o Teorema de Picard-Lipschitz non é aplicable, mais si

estaremos en condicidéns de empregar o Teorema de Osgood.

Exemplo 2.7. Consideremos o problema do valor inicial
' = f(t z),
z(0) =0,

onde
—zlogx Se0<x§%,

f(t,l’) =

0 se x = 0.

Vexamos que dita funciéon non esta nas condiciéns do Teorema de Picard-Lipschitz.

A funcién f é continua parat € Re 0 < x < % pois

lim — zlog(x) = lim — = =
z—0* g( ) z—0* 1/.’E z—0t 1/CL‘2 z—0t

Porén, f non é localmente lipschitziana con respecto & variable x en ningtn dominio contendo a

x = 0. Se fose certo teriase que

|f(t7$) _f(tay)| = ’ —xlogx+ylogy| S LK|$_y|> V(t,x),(t,y) € Ka

sendo K unha vecinanza de (0, 0).
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Enton, podemos tomar y = 0 e teriase que |zlogx| < Li|z| polo tanto |logz| < Lk, o cal

non é certo en calquera vecinanza de x = 0.

Intentemos aplicar o Teorema de Osgood. Consideremos

0 se z =0,
g9(z) = —zlogz se0<z§%,
% Sez>%.

Razonando de maneira analoga a como fixemos anteriormente, pédese probar que g é continua

en [0,00). Ademais, g € mondtona crecente e cumpre que g(0) =0 e g(z) > 0 para z > 0.

Por outra parte, tense que
d d
lim [ 2 = lim /Z = lim log(log(1/¢)) = oc.
=0t J. g(2)  e—o0t ). —zlogz  emot
Polo tanto, g esta nas condicions do Lema [2:3]
Agora ben, tendo en conta que % = —% < 0, para 0 < z < 1/e, & dicir, f é concava. Como
consecuencia, considerando (sen perda de xeneralidade) 0 < y < x < 1/e camprese que
fthe—y) = f(t,0) | f(tz) — f(ty)
T—y - z—y

é dicir,
—(z —y)log(x —y) > —xlogz + ylogy.
Asi,
[f(t,x) = f(t.y)l = [(—zlogz) — (—ylogy)| < —|z — yl|log |z — y| = g(|lz — yl).
Polo tanto, podemos aplicar o Teorema de Osgood e concluimos que existe a > 0 tal que o

problema do valor inicial (5]) ten soluciéon tnica no intervalo I = [—a, a].

2.3. O Teorema de Montel-Tonelli

Imos ver unha xeneralizacion do Teorema de Osgood que acabamos de probar. Imos precisar

dun resultado previo, que sera, en particular, unha adaptacion do Lema [2.3]

Lema 2.8. Seza g : [0,00) — [0,00) continua e mondtona crecente tal que g(0) = 0, g(z) > 0

para z > 0 e, ademais, cumprindo a condicion .

Consideremos ¢ unha funcion continua e non negativa definida en [0,al, e h unha funcion

integrable en dito intervalo e tal que h(t) > 0. Se se cumpre que

b(1) < /0 h(s)g(6(s))ds, 0<t<a, (2.3)
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daquela tense que
o(t) =0, para todo t € [0, a).

A proba deste resultado ¢ analoga & do Lema [2.3] Estamos asi en condiciéns de presentar o

resultado principal desta seccion.

Teorema 2.9. (Montel-Tonelli). Sexa f : D — R™, sendo D o conzunto definido no Teorema

de Osgood, e tal que para calesquera (t,x), (t,y) € D cuimprese a condicion de Montel-Tonelli

1f(t2) = F(E vl < h(®)g(llz —yl), (2.4)

onde h é unha funcion integrable no intervalo I = [ty — a, to + @] e tal que h(t) > 0. Ademais,

g(z) > 0 € unha funcion continua para 0 < z < 2b tal que g(0) = 0 e que cumpre a condicion

:

Enton, o problema do valor inicial ten unha unica solucion no intervalo I.

Demostracion. O razonamento vai ser similar ao empregado na proba do Teorema de Osgood,

apoiandonos neste caso no Lema [2.8]

Suponamos que ¢ e 1 son dias solucions de (PC|) en I. Vexamos que p(t) = 1(t) para t > to,

sendo o outro caso analogo.

Como f satisface (2.4)), temos que

to+t

1f(s,0(5)) = f(s,9(s))llds < / h(s)g(llp(s) = (s)l)ds

to

to+t

nmm+nw%+ong/

to

=Ah@+mmwﬂwum—¢u+mmw,

para t € [0, a.

Asi pois, tomando ¢(t) = ||p(to + t) — ¥(to + t)||, vemos que ¢ estd nas condicions do
lema anterior, o cal implica que ¢(t) = 0, para todo ¢ € [0, ], é dicir, p(t) = ¥(t), para todo
tE[to,to—i—O&]. O

Observacion 2.10. Nas condiciéns do Teorema de Montel-Tonelli, se tomamos como funcién g a

identidade, tense que
1f(t,2) = F& )| < @)z =yl

Observamos enton que estamos a mellorar o Teorema de Picard-Lipschitz pois acotabamos por
unha constante L > 0 para garantizar a unicidade de solucién. Neste caso, h é unha funcién que
depende da variable t, integrable en I e tal que h(t) > 0. Poderiamos considerar, por exemplo,

h(t) = % que diverxe a co cando t — 0.
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2.4. O Teorema de Nagumo

Definicion 2.11. Sexa f: Q C R x R" — R”, diremos que f cumpre a condiciéon de Nagumo

no seu dominio € se existe K <1 tal que

1) = )l < K32 con e £ 0 @2.5)

para calesquera (¢, ), (t,y) € Q.

Para o Teorema de Nagumo, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.12. Seza I = [tog — a,to+a] e ¢ : I — [0,400) unha funcion tal que ¢(ty) = 0.

Suporiamos ademais que ¢ € diferenciable en t = tg, con ¢'(ty) = 0.

/t P(s) ds
to S —to

Enton, a desigualdade

P(t) <

)

implica que ¢(t) =0, Vt € I.

Demostracion. Sexa t > tg, definimos u(t) = ftl; j—(iz) ds. Esta funcién estd ben definida xa que
o) /
| = ¢'(ty) = 0.
L ¢'(to)
Ademais, temos que
t t
P CIRTON
t—to — t—to
logo
d [ u(t) (t —to)u'(t) — u(t)
Bl - <0,
de \ 't —tg (t — t0)2 -
o cal implica que ) & mondtona decrecente.

t—to

Asi, como u(tg) = 0, terase que u(t) < 0, e como, por definicion, u(t) > 0, enton u(t) =0 e

asi ¢(t) = 0 no intervalo [tg, {9 + a].

O caso t € [tg — a, tp] é analogo, o que remata a proba. O

Presentamos daquela o Teorema de Nagumo.

Teorema 2.13. (Nagumo). Sexan a, b >0, D = {(t,z) e RxR" : [t —to| < a, ||z —xzo| < b}
e f: D — R" continua e cumprindo a condicion de Nagumo en D.

Enton, existe a > 0 tal que o problema do valor inicial ten unha tinica solucion en

I =1ty — a,ty+al.
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Demostracion. Sexan ¢ e 1 duas solucions distintas do (PC)) no intervalo 1.

Pola acotaciéon modular e tendo en conta que f cumpre a condicién de Nagumo, tense que

" lle(s) = ¥(s)

< Hds .
to ‘S—to’

le(t) = @) < t 1f (55 0(s)) = f(s,9(s))l[ds| <

Consideramos ¢(t) = ||p(t) — 1 (t)||, que verifica que

' ols)

t()s_to

P(t) <

9

no intervalo I. Ademais, ¢ é continua en I e ¢(tp) = 0, temos asi que

vy e O(to+h) —d(te) .. le(to +h) —(to + h)|
¢ (to) = Jimy h = pm h ’

e por ser o e 1 solucions de , ©(to) = ¥(to), logo
i [p(to +h) —(to + h)| [(¢(to + 1) — ¢(to)) — (P(to + h) —(to))|l

h—0 h :]’11/15)1%) h
h¢'(to + 61h) — hy)' (tg + O2h
_ 1 1# (0 + 011) ¢(0+2)H,0<91,62<1,
h—0 h

polo Teorema do Valor Medio.

Polo tanto, tense que
Ihl
h
por ser ¢ e 1 solucions de (PC)).

¥ (to) = lim L1 (to + 011) — (10 + 6a)]| = (sgn) i ' (to + 61) — (b + 62h) | = 0,

Asi, temos que ¢(t) = ||¢(t) —1(t)]| esta nas condiciéns do lema anterior, polo tanto ¢(t) =

0,
logo ¢(t) = 9(t), Vt € I, como queriamos ver. O

Observacion 2.14. Xa vimos que, nas condiciéns do Teorema de Montel-Tonelli, mellorabamos o
Teorema de Picard-Lipschitz pois, considerando g a funcién identidade chegabamos a que se f

cumpre a condicién

1f(t,2) = f(t )] < @)z =yl
temos unicidade de solucion para (PC)).

Agora ben, como h tina que ser integrable, poderiamos tomar, por exemplo h(t) = ﬁ, pero

non h(t) = % pois dita funcién non é integrable en ningunha veciianza de ¢ = 0.

Porén, grazas ao Teorema de Nagumo, se estamos a traballar con tg = 0, tomando K =1 se

se cumpre que

1
1f(E,2) = f(t )] < mllﬂ? —yll,
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entén temos asegurada a unicidade de solucién. Observamos asi, como estamos chegando a me-
llores acotacions para garantir a unicidade de solucion. A pesar disto, debemos sinalar que se

tomamos, por exemplo, K = 2, a desigualdade

2
Hﬂtﬂ—f@wﬂéﬁﬂx—wa

Xa non nos servira para asegurar a unicidade de solucién.

O feito de que a condicion (22.5) non nos garante unicidade de solucion se K > 1 imolo

visualizar no seguinte exemplo.

Exemplo 2.15. Consideremos o problema do valor inicial

{ x = f(t,l’),

z(0) =0,
onde
0, 0<t<1,2z<0
ft,x) = Q oz, 0<t<1,0<z<t’,
o7, 0<t<1, <z
sendo § > 1.

Podemos ver que a funcién f é continua nos puntos (0, ), para 0 < z < 0 xa que

5t N
<T%O, cando t — 0™.

sx
t

Asi, a funcion f é continua no conxunto {(t,z) € R?: 0 <t <1, |z| < co}.

Ademais, f satisface a condiciéon de Nagumo pero para K = § > 1, como vemos a continua-

cion.

» Suponamos primeiro 0 < z, y < t°, daquela

ox Oy 0
t — f(t == _ 2| = Z|r—
72) — ftwl = |5 = 2 =S -y
» Sexan 0 < 2 < 19 <y, entén
ox _ 0
[f(t2) = f(ty)l = | = 0t = <o = ¢']

1) 1)
:¥(t6—x)§¥\a:—y\.

» Dados < 0 < y < t, camprese que

4]

)= 5] =0~ 2| < Sl .
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» Se z <0, t° <y, tense que
oy

)
|[f(t.2) = f(t,y)] =10 =6t = ;t‘s <=

<7| —|
x .
= Yy

Porén, o problema do valor inicial @ ten infinitas solucions o(t) = ct? no intervalo I = [0, 1],

onde ¢ é unha constante arbitraria tal que 0 < ¢ < 1.

Presentamos agora un exemplo onde si é aplicable o Teorema de Nagumo.

Exemplo 2.16. Consideramos o problema do valor inicial

x/ = f(t')m)?
(7)
z(0) =0,
onde
0, t=0,|z] < o0
%t‘s, 0<t<l,—oco<z<0
f(t,x) =
=2 0<t<1,0<x <t
| —3t°, 0<t<1,t't* <2<
sendo € > 0.

Claramente a funcién f é continua no conxunto D = {(t,z) e R? : 0 <t <1, |z| < oo}.

Ademais, f satisface a condicion de Nagumo para K = 1. Para velo temos en conta os

seguintes casos:

sexan 0 <t < 1,0 < x,y <t'Fe tense que

1 1. y| 1
tx)— f(ty) = |=t° == —tF+ 2| = S|z —y).
[f(t,2) = f(t,y)| ‘2 5 +t’ Sz =yl

z
t

Dados 0 <t <1, —co<z<0e0<y<tTe

1 1 yl 1 1
tx)— f(ty) = |=t° — 7+ 2| = Z|y| < =]z — .
|f(t,z) — f(t,y)] ‘2 5 +t’ tly\_t\w Y|

Se0<t<1, —co<z<0,t <y < oo, entén

1

) = £ =5+ 3

=t <
2 2 -

~+ | =

<1| |
—|r — Y|
= Yy

Por tltimo, se 0 <t < 1,0 <z <t <y < o0,

T 1 1
5 2| = 21 —al < Sz -y,

)~ fel =5 - 5+ 3] -
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Polo tanto, estamos en condiciéns de aplicar o Teorema de Nagumo, logo o problema de Cauchy

ten solucién tnica nun intervalo I que contén & condicién inicial tg = 0.

Observacion 2.17. Sinalemos que, no exemplo anterior, non estamos en condiciéns de aplicar
o Teorema de Montel-Tonelli. Para que iso fose certo, teriamos que atopar unha funcién, h,

integrable nunha vecinanza de tg = 0 e tal que

’f(t7x) - f(tvy)| < h(t)g(‘x - y‘)? V(t,x), (tv y) €D.

En particular, tomando como funcién g a identidade, se consideramos 0 < ¢t < 1,0 < z,y < t1+2,

teria que cumprirse que

£(2) = Ftp)] = 7l =yl < (Ol — .

é dicir,

&+ | =

<h(t), 0<t<1.
Como h ten que ser integrable, observamos que isto non se cumpre.

Concluimos asi que neste exemplo non é aplicable o Teorema de Montel-Tonelli.

2.5. Criterios de Non Unicidade

Na practica, pode suceder que o problema de Cauchy co que estamos a traballar non cumpra
as condiciéns dos teoremas xa presentados, pero como ditos resultados son condiciéns suficientes

para a unicidade de solucién, isto non nos asegura que vaia existir méis dunha solucién.

En consecuencia, resiltanos de interese presentar algin criterio que nos garanta a existencia
de, polo menos, duas solucions. Isto serd o que trataremos neste apartado onde os resultados que
imos introducir faran referencia, en particular, ao seguinte problema de Cauchy
(PCO)
onde f: Q C R? = R.

Teorema 2.18. (Lakshmikhantham). Suponiamos que:

1. a funcion g é continua no conzunto {0 <t < a, 0<z < 2b}, e cumpre que g(t,0) =0 e

g(t,z) >0, para z > 0;
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2. para cada t1, 0 < t1 < a, z(t) # 0 € unha funcion diferenciable no intervalo aberto (0,t1) e
continua no pechado [0,t1], tal que existe 2!, (0), € dicir, a derivada lateral pola dereita no

0. Ademais, suponamos que

Z(t) =gt 2(t), 0<t<t

8. a funcion f € continua no conzunto A= {(t,r) €eR?:0<t<a, |z| < B} e tal que, para
todo (t,x), (t,y) € A, cont # 0,

[f(t,2) = f(t,y)] = g(t, |2 = yl).

Enton, o problema do valor inicial ten, polo menos, dias solucions no intervalo [0, a].

Teorema 2.19. (Tamarkine). Sexa f : D — R, sendo D = {(t,z) € R? : |t| < «, |z] < B}

continua no seu dominio e tal que, para calquera (t,z) € D,
[f(t.z) = f(t, ()] = g(lz — ()]),

onde ¢ € unha solucion de .

dz

converze cando € — 0.
e g(2)

Ademais, g(z) € unha funcion crecente para z >0, g(0) =0 e

Enton, o problema de Cauchy ten, polo menos, dias solucions no intervalo I = [—a, a.

Non imos profundizar na proba dos teoremas anteriores, pois precisan de resultados sobre
existencia de solucién minimal que se saen do marco deste traballo. Ditas probas pédense con-

sultar na referencia [3].

O seguinte exemplo é un caso onde podemos aplicar o Teorema de Tamarkine para concluir

que o problema do valor inicial dado tera méais dunha solucién.

Exemplo 2.20. Consideramos o problema do valor inicial

o' =/,
z(0) = 0.

Claramente ¢ = 0 é solucién do problema considerado.

Vexamos enton que a funcion f(t, x) = /x satisface as condicions do Teorema de Tamarkine.

A funcion f é continua no seu dominio e, considerando g(z) = 1/z, tense que

[f(t,2) = f(8,0)] = V& — 0| = [Va| = V]a] = g(lz —0]).
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Ademais, a integral fe %dz converxe cando € — 0.

Polo tanto, aplicando o Teorema de Tamarkine, concluimos que o problema do valor inicial

ten, polo menos, duas soluciéns.

Podemos observar unha certa similitude entre o Teorema de Tamarkine e o Teorema de
Osgood, pois en ambolos dous resultados pidese que a funcién f sexa continua nun certo dominio

e a funcién g ten que cumprir hipéteses similares, sendo a tnica diferenza que no Teorema de
dz

e g(2)

integral debe converxer.

Osgood pidese que diverxa cando ¢ — 0, mentres que no Teorema de Tamarkine, dita

Porén, sinalamos que no Teorema de Osgood tifiase que, se para calesquera par de puntos
(t,z), (t,y) no dominio de f,

1f(t2) = f(E )l < g(llz = yl),

ent6n tinamos unha tnica solucién. Vemos asi que ao cambiar a desigualdade de sentido pasamos

de ter unha tnica solucién a ter, como minimo, duas.

Existen mais resultados que determinan distintas condiciéns para asegurar a unicidade ou

non do problema do valor inicial (PC]), para profundizar pode seguirse a referencia [3].

Para rematar este capitulo, destacamos que, nos criterios presentados ata o momento, para
estudar a unicidade de soluciéon do problema de Cauchy (PC|) pediamos condicions para a funcion

f(t,x) sobre a variable x.

Preguntamonos agora que sucede se pedimos que se cumpran as condiciéons con respecto 4
variable t, se chegamos a resultados similares, ou se temos que modificar certas hipoteses para

garantir ou non a unicidade de solucién. Isto serd o que trataremos no seguinte capitulo.



Capitulo 3

Resultados sobre a variable

independente

3.1. Motivacidon

Nos dous primeiros capitulos presentamos unha serie de criterios que nos aseguran a unicidade
de soluciéon do problema do valor inicial (PC|). Podemos observar que todos os enunciados fan
referencia a distintas hipéteses que debe cumprir a funcién f con respecto & variable dependente

x.

Porén, resulta de interese preguntarse se podemos atopar resultados similares pedindo que as
hip6teses se satisfagan con respecto & variable independente ¢, ou ben se non podemos garantir a
unicidade de solucién a non ser que pidamos certas condiciéns sobre a variable dependente. Isto

serd a finalidade deste ultimo capitulo do traballo, onde seguiremos a estrutura da referencia [4].

Imos traballar co caso bidimensional, ¢ dicir, consideraremos unha funcién f : Q C R? — R,

e o problema do valor inicial

{ — f_(t,:c), (PC)

Supoiiemos ademais que a funciéon f é continua no seu dominio €2, logo teremos asegurado que

o problema de Cauchy (PC]) vai ter solucion nunha vecinanza da condicién inicial.

3.2. Criterios de Unicidade

Comezamos introducindo un pequeno resultado técnico que nos facilitara algunha das probas.

33
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Proposicién 3.1. Sexa f: Q C R? — R, V C Q unha vecifianza de (tg, z0) e supoiiamos que o

problema do valor inicial

{ r = f\v(t7$)a

x(to) = 2o,

ten unha unica solucion, onde f),, € a restricion de f a V.
Enton o problema de Cauchy ten unha inica solucion nun intervalo I que contén a tg.
Isto permitenos pasar, sen perda de xeneralidade, a vecinanzas mais pequenas cando estude-
mos a unicidade.
Presentemos o resultado fundamental do capitulo.
Teorema 3.2. Sexa ) unha veciianza do punto (tg, o) € R? e f: Q — R continua en €.

Se f(to,zg) # 0, enton ten unha inica solucion se, e sé se, o problema

t/ — 1 ,
{ ft.z) (P)

t(l’o) = th

ten unha 1unica solucion.

Demostracion. Como f(tg,z9) # 0 e f é continua en (tg, zp), existe unha vecinanza de (o, o)

onde f ten signo constante. Por simplicidade, suponiamos que f ten signo constante en 2.

Agora ben, imos ver que se ¢ ¢ unha solucién de (PC)), daquela ¢ = ¢! & solucién de @ e,
equivalentemente, se ¢ é solucién de , entén ¢ = ¢! & solucion de (PC)).

Sexa logo ¢ : I — R unha solucion de (PC|), enton para todo t € I, (t,¢(t)) € Qe ¢'(t) =
f(t,(t)) polo que ¢ ten signo constante en I. Asi, polo Teorema da Funcion Inversa, ¢ vai ter

1

inversa =1 : p(I) — R e vexamos que ¢ = ¢! & soluciéon de @

En primeiro lugar, J = ¢(I) é un intervalo que contén a xy e ¢(x¢) = to. Empregando agora

o Teorema da Derivada da Funcién Inversa, para todo = € J temos que
1 1

() = (o~ (2) = = .
¢'(x) = (¢ ) (@) o' (o 1(x))  f(é(x),x)

De maneira anéloga prébase que se ¢ é soluciéon de (]E), enton ¢ é solucion de (PC)).

Finalmente, suponamos que (PC)) ten unha tnica solucion, mentres que (]E[) ten mais dunha
solucion. Nese caso, consideremos ¢; e ¢o duas solucions de (P)) diferentes nalgins puntos arbi-
trariamente proximos a xg. En consecuencia, ¢; = ¢Z-_1, 1 = 1,2 son soluciéns de |i que toman
valores distintos en puntos arbitrariamente proximos a tg, o cal contradi que (PC|) tena solucion

Unica.
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De maneira anéloga probarfase que unicidade para (]ED implica unicidade para (PC|), rema-

tando asi a proba. O

A clave teorica deste resultado reside no feito de que a variable dependente e a independente

intercambian os seus roles ao pasar de (PC) a (]E)

Podemos desta forma adaptar algiins dos teoremas xa vistos para obter resultados similares
que nos garanten a unicidade de solucién. Vexamos, por exemplo, outra versiéon do Teorema de

Picard-Lipschitz.

Teorema 3.3. Seza §) unha veciianza dun punto (tg, o) € R? e sexa f : Q — R continua en 2.

Se f(to,x0) # 0 e f cumpre a condicion de Lipschitz respecto d primeira variable en Q, é

dicir, existe unha constante L > 0 tal que dados calesquera (t,x), (s,x) € Q) enton
|f(t,$) - f(57$)‘ < L’t - S‘v

enton ten unha unica solucion definida nunha vecinanza de tg.

Demostracion. Como f(tg, xg) # 0, podemos aplicar o Teorema logo chéganos con ver que
ten solucién tnica.

Para probalo, tendo en conta a continuidade de f existe unha vecinanza V' de (tg, z) onde

|[f(to, o)l

7= 5 <

|f(t,z)|, Y(t,z)eV.

Sen perda de xeneralidade, suponamos que isto se cumpre en €2, entéon dados (¢, x), (s,z) € Q

tense que

— S|
7"2

| et
6o o] | fEaf(s)

Tendo en conta que en a variable dependente é ¢, polo Teorema de Picard-Lipschitz conclui-

mos que (]ED ten unha tdnica solucién. O

Corolario 3.4. Sexa Q unha vecinianza dun punto (tg,zo) € R? e f: Q — R continua en .

Se f(to,x0) #0 e %{ € continua en (2, enton ten unha tinica solucion nun intervalo I
que contén a tg.
Demostracion. Sexa K unha vecinanza compacta de (tg, o) tal que K C €. Como %{ é continua
en K, sabemos que vai existir unha constante L > 0 tal que

of

i <L K.
]é,t(t,x) <L, Vi) e
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Consideramos agora (t,z), (s,z) € K, t # s (sen perda de xeneralidade tomamos ¢ < s), polo

Teorema do Valor Medio, existe r € (t, s) tal que

of

022) = f(s.2)| = o)t = o] < it =,

logo, polo Teorema concluimos que ([PC)) ten solucién tnica nun intervalo I contendo a tg. O
Vexamos un exemplo onde podemos aplicar o corolario anterior, mais non estamos en condi-

ciéns de aplicar o Teorema de Picard-Lipschitz.

Exemplo 3.5. Consideramos o problema do valor inicial

{ 2’ = cost + t(z)'/3, (9)

z(0) = 0.

Probemos que f(t,z) = cost + t(x)'/3 non ¢ localmente Lipschitziana respecto a x. Se isto fose

certo, para calquera vecinanza K de (0,0) existiria unha constante Lx > 0 tal que
[f(tw) = F(t )| = [H@)? = )] = [t =y < Ll — yl.
En particular, tomando y = 0, tense que

[f(t2) = f(£,0)] = [tl[«"?| < Lilal,

é dicir,
212t
x
i = < Lk
x| (2?3 ’
o cal non é certo en calquera vecinanza de (0, 0).
Non obstante, f(0,0) =1#0e % = —sent+z!/3, que é continua en R2. Asi, polo corolario
anterior concluimos que (9) ten solucién tnica nun intervalo I = [—a, a] con a > 0.

Un caso particular do anterior corolario é o das ecuacions diferenciais auténomas, isto é, unha

EDO que non depende da variable independente t:

onde g: 2 CR — R.

Corolario 3.6. Sexa g : J — R sendo J un intervalo que contén a xg. Se g(xg) # 0, entén o

{ ' = g(),
l‘(to) = X,

ten unha unica solucion definida nun intervalo I contendo a tg.

problema do valor inicial
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Observacion 3.7. Retomamos o Exemplo no cal tifiamos o seguinte problema do valor inicial

{ 7 = ].+1E2/3,

z(0) = 0. (10)

Xa vimos que a funciéon f : R? — R dada por f(t,z) =1+ 22/3 non é localmente lipschitziana

respecto & variable x en ningunha vecinanza da condicion inicial (0, 0).

Asi e todo, cando tratamos este problema, vimos que ten unha soa solucién, a pesar de non
estar nas condiciéns do Teorema de Picard-Lipschitz. Para xustificar a unicidade de solucion,

observamos que f se atopa nas condiciéns do corolario anterior, pois f s6 depende da variable z

e, ademais, f(0) # 0.

Vexamos agora un exemplo no que observamos que a EDO non é auténoma e s6 temos que

f(to,zo) # 0, e vemos que isto non é suficiente para garantir unicidade de solucion.

Exemplo 3.8. Consideramos o problema do valor inicial

Temos que f(t,2) = 3(z — t)'/3 + 1, logo f(to, o) = 1, mais & =

B —W que non é continua

en (0,0), polo que non podemos aplicar o Corolario .

En particular, vemos que ¢(t) = t e ¥(t) = t3 + t son solucions de dito problema.

O Teorema [3.2] sirvenos como ferramenta para establecer versions alternativas dos resultados
presentados neste traballo, transferindo as hipéteses da variable x 4 variable ¢. Observamos que,
para poder aplicar este teorema precisamos que f(to, zg) # 0, asi pois resulta de interese estudar

se é posible prescindir de dita condicién.

Retomando o Exemplo vemos que non podemos renunciar a dita hipdtese sen engadir

algunha condicién, pois tinamos o seguinte problema do valor inicial
' =/x,
z(0) = 0.

Claramente a funcion f(t,z) = /= s6 depende da variable x, logo é lipschitziana respecto a
variable ¢, e f(0,0) = 0.

Observamos asi que desfacéndonos da hipotese f(tg, xo) # 0, non temos asegurada a unicidade

de solucion, xa que ¢(t) =0 e () = %x?’/ 2 son soluciéns do problema considerado.

Imos ver que é posible renunciar a dita hip6tese, mais temos que engadir unha serie de condi-

cions maéis especificas. Para iso, seguiremos a referencia [5], onde se recolle o seguinte resultado.
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Teorema 3.9. Sexan (tg,r9) €R? e D = {(t,x) € R? : |t —to| < a,|r — 20| < b} cona, b>0e

f:D — R continua e cumprindo as sequintes condicions:

1. ezisten constantes ¢ >0 e r € (0,1/2) tal que

|f(t,z)| > clx — xo|" para todo (t,x) € D;

2. f(t,zo) non € identicamente nula nalgins intervalos (to—e,to) e (to,to+¢), con 0 < e < a;
3. existe L > 0 tal que

|f(t,x) — f(s,2)| < L|t — s| para calesquera (t,x),(s,x) € D.

Enton existe a > 0 tal que o problema do wvalor inicial ten solucion unica no intervalo
I =ty — a,ty+ ql.

Demostracion. Consideremos unha solucion ¢ de (PC|) e definimos o conxunto pechado

B ={t € [to,to+a]: ¢'(t) =0}.

Supofiamos que ¢ non é estrictamente monoénota en ningun intervalo da forma [t, to + €],
daquela o conxunto B é infinito e tg € B. Sexa t1 = sup B € B por ser B é pechado e consideremos
o conxunto (tg,t1) \ B que vai ser aberto e, pola segunda hipotese, non baleiro. Ademais, existe
un intervalo (¢',¢") C (tg,t1) \ B con ¢/, t"” € B, é dicir, ¢'(') = ¢'(t") = 0. Asi, pola primeira
hipotese, tense que p(t') = ¢(t") = xg e polo Teorema do Valor Medio sabemos que existe
r € (¢,t") tal que ¢'(r) = 0. Chegamos entén a unha contradicion pois r € BN (¢, ¢") = 0.
Polo tanto, toda solucién de ¢é estrictamente mondétona e, ademais, invertible nun intervalo
[to, to + d1).

Consideremos agora ¢ e % duas solucions monotonas de (PC) con inversas ¢ e ¢, que seran,

en particular, soluciéns de (]E[) Polo tanto, tense que

6(0) — 3()| < loty) ~ 3w+ | ‘|f ,;EZ;)) )>ﬂfﬁ;i(>)>)||

ds

para T >y > xg.
Enton, polas hipoteses (1) e (3),

L [* -6

L [ Rl =80),,
y 5= xo|?"

Aplicando o Teorema chegamos a que

L rz d

6(z) — B(@)]| < |6(y) — B(y)[e 7 =0
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Tomando agora o limite cando y — :Ug e tendo en conta que r € (0,1/2),

r ds n
——5- converxe cando y — x .
y

|s — o]2"
Asi, como |¢(y) —d(y)| — 0, tense que ¢(z) = ¢(z) nun intervalo [zg, z(to+61)], logo w(t) = B(t),
parat € [to,to + 51)

Polo tanto, concluimos que ao sumo existird unha solucion monétona de (PC|) no intervalo
[to,to + 61). Como toda solucion de é monoétona, concluimos que existe a > 0 tal que
ten solucién tnica no intervalo [tg, to + «]. De maneira anéloga probariase para o intervalo
[to — v, to]. O

Vexamos agora un exemplo onde podemos aplicar o resultado que acabamos de probar

Exemplo 3.10. Consideremos o problema do valor inicial

' = g(t) + h(t)|=[",
z(0) =0,

onde g e h son funciéns non negativas, continuas e lipschitzianas. Ademais g(0) #0e0 < r < 1/2.

(11)

Sexan a, b > 0e K = {(t,z) € R? : |t| < a,|z| < b} unha vecifanza compacta do (0,0),
probemos que a funcién f : K C R? — R dada por f(t,z) = g(t) + h(t)|z|" cumpre as hipoteses

do teorema anterior.
Se consideramos (t,z) € K, entén
[f (&) = lg(t) + h@)|2|"| = [n()][z]" = c|z]",

sen mais que considerar ¢ = minh(t).
[t|<a

Ademais, observamos que f(¢,0) = g(t), e como ¢(0) # 0 e g é continua, vai existir unha

vecinanza de t = 0 onde f(¢,0) non é identicamente nula.
Por ultimo, dados (t, ), (s,x) € K temos que
[f(t,x) = f(s,2)] = [g(t) + h(t)|z|" — g(s) = h(s)|z["] < [g(t) — g(s)| + [A(t) — h(s)l|[",
e por ser g e h lipschitzianas,
|f(t,x) — f(s,2)| < Ly|t — s| + Lalz|"|t — s| < Lyt — s| + Lab"|t — s].
En consecuencia, vai existir unha constante L > 0 tal que
[f(t,x) — f(s,2)| < LIt — 5.

Polo tanto, polo Teorema concluimos que existe o > 0 tal que ([11]) ten unha tnica soluciéon

no intervalo I = [—a, a].



40 3. Resultados sobre a variable independente

3.3. Condicion de Lipschitz respecto a un vector arbitrario

Ao longo deste traballo presentamos unha serie de criterios de unicidade onde se pedia que a

funcion f : R? — R fose localmente lipschitziana respecto 4 variable z, ou respecto & variable t.

Para rematar este traballo imos ver que tamén se pode chegar a un resultado que nos asegure
unicidade de solucién do problema de Cauchy, (PC|), pedindo que a condicion de Lipschitz se

cumpra respecto a un vector calquera de R?, tal e como se trata na referencia [6].
Presentamos logo o resultado principal deste apartado.
Teorema 3.11. Sexa Q unha vecinianza de (to,xo) e f: Q2 — R continua en Q.

Consideremos unha vecinanza aberta de ty, Uy, e v(t) = (vi(t),v2(t)) € C1(Uy) con compo-

nentes reais e tal que:

1. va(to) # f(to, zo)v1(to);
2. para cada k € R e dada unha constante L > 0
[f(t,x) — f(E+ koi(t), z + kva(t))| < LIk| (3.1)

sempre que os argumentos de f estén ben definidos e pertenzan a €.

Enton, existe a > 0 tal que ten solucion unica no intervalo I = [to — a,to + .
Para probar este resultado imos precisar do Teorema da Funciéon Implicita, que recordamos
a continuacion.

Teorema 3.12. (da Funcion Implicita). Sexza Q C R? un aberto, (wo,y0) € Q e F : Q@ — R tal
que Fe cl(Q)7 F($0,y0) =0e %(x()vy()) 7& 0.

Enton existen Uy e Uy vecifianzas abertas de xq e yo respectivamente, e unha aplicacion

g:U1—>U2

T — g()

continua en Uy e de clase 1 en Uy cumprindo:

1. g(z0) = yo-
2. F(x,g(z)) =0, Vo € Uy.
3. Sex €Uy ey e U, tales que F(z,y) =0, entén y = g(x).

4 g(@) = (9 (2, g(2)) " 9E P, g(2)).
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Pasemos entén & proba do Teorema

Demostracion. Como f é continua no seu dominio €2, sabemos que (PC)) ten polo menos unha

solucion ¢ : [tg — ag, to + ] — R para algiun «g > 0.

Pola regularidade das funcions e pola primeira hipdtese do teorema, vai existir « € (0, ap] tal
que va(t) # f(t,o(t))vi(t) para t € (tog — a,tp + ). Imos ver que ¢ € a tnica solucion de (PC)
no intervalo I = [ty — a,tp + a]. Para iso, suponamos que existe outra solucion ¢ : I — R de
tal que ¢ # 1 en [ty, to + ] e chegaremos a unha contradicion.

Denotemos por t; := sup{t € [to,to + @) : ¢(s) = ¥(s), s € [to,t]}, entén temos que
t1 € [to, to + af, p(t1) =¥(t1) =: 21 e, ademais,

va(t1) # f(tr, x1)vi(t). (3.2)

Probemos agora que a ecuacién

Pt + Ek()vi(t) = @(t) + k(t)va(?) (3.3)
ten solucion tnica con respecto a k = k(t) nun subintervalo de I.

Sexa F(t,k) == (t + kvi(t)) — ¢(t) — kva(t), que esta definida nun aberto contendo a (t1,0)

e cumprindo que
F(t1,0) = ¥(t1) — p(t1) = 0.

Ademais, como

O (4.1 = F(t+ kon (0, 000 + ks (1))oa (1) — (e,
e tendo en conta
gll:(tl,o) = f(t1,2z1)vi(t1) — va(t1) # 0.

Estamos asi en condiciéns de aplicar o Teorema da Funcién Implicita, daquela vai existir unha
tinica funciéon k = k(t) tal que k € C*(I1), con I; C I contendo a t1, cumprindo que k(t1) =0 e
F(t,k(t)) =0, Vt e I.

Vexamos que k(t) = 0 nun subintervalo de I;. Como se ten (3.2)), existe unha constante 5 > 0

e un intervalo aberto contendo a t;, Is C I tal que
|f(t+ E()vi(t),¥(t + k(t)vi(t))vi(t) — va(t)| > B para todo t € Is.
Ademais, sabemos que vai existir unha constante M > 0 tal que

[f(E+ kB)v, ot + kOvi®)] < M, @) <M, |vu®t)] <M, tel. (3.4)
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Consideramos agora a funciéon w(t) := k?(t), definida en I5. Derivando na ecuacién (3.3)), para

t € I> tense que

Ut + k(v (1) (1 + K (v () + k(0v1 (1) = ¢'(t) + K (H)va(t) + k(t)va(t).

Polo tanto,

¢'(t) = Pt + k(Hva (D) (1 + k@) () + k(t)vs(H)
P!t + k()i ())vi(t) — v2(t)

(4 k(v (0)) (L + k@i () + k()vy ()
) (t + Ek(t)vi(t))vr(t) — va(t)

[t (1) — f{t+ k()i (t)
t

= 2k(1) P+ k(O

ft, (1) = F{t+ k@i (t), o(t) + k(H)va () (1 + k()v) (1) + k(£)vs (D)
FQ+E@)vi(t), ot + k(v (t))oi () = v2(t)) '

Tendo en conta (3.1)) e (3.4)), camprese que

= 2k(t)

W'(t) < QMkQ(t) — wa(ﬂ_
B B
Isto equivale a que ,
%(w(t)ﬂwﬁ—“)) <0.
Como w(t;) = k?(t1) = 0, daquela w(t) = k%(t) = 0 en Iy, é dicir, p(t) = ¥(t), Vt € I3, o que
contradi a definicién de t1, chegando asi ao resultado. O

Observacion 3.13. Se consideramos no teorema anterior o vector v(t) = (0, 1), temos a condicién
de Lipschitz respecto & variable x. Ademais, considerando o vector v(t) = (1,0), obtemos a
condiciéon de Lipschitz respecto & variable ¢, chegando asi aos criterios de unicidade que xa vimos

ao longo deste traballo.

Para rematar, presentamos un exemplo onde podemos aplicar o teorema anterior.

Exemplo 3.14. Consideremos o problema do valor inicial

/: t
o = f(t,7), 2
z(0) =0,
onde
1+, r < 2,

ft,x) =
1+ 2+ vV —t2, x> 2.

Vexamos primeiro que f non é localmente lipschitziana respecto a z en ningunha vecinanza de

(0,0). Se iso fose certo, dado un entorno K de (0,0), existiria unha constante Lx > 0 tal que

|f(t,x) — f(t,y)| < Li|z —y| Y(t, z),(t,y) € K.
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Fixando t = 0 e tomando = > 0 e y = 0 temos

£0,2) = F(0,0) = [L+ 2+ Vo — 1| = |o + Va| = [a] + |Va| < Lilal.

E dicir,
1
1+ —= < Lk,
V]

o cal non é certo nunha vecinanza de 0.

Porén, imos ver que estamos nas condicions do Teorema tomando o vector v(t) = (1, 2t).

A primeira hipotese satisfacese trivialmente pois v2(0) = 0 # 1 = f(0,0)v1(0).

Consideramos de novo unha veciianza K da condicién inicial e sexa
M =sup{|t| : (t,z) € K} < 0.
Definimos L := 2M + 1 e imos ver que
[f(t,2) = f(t+ K,z + 2kt)| < L|k|
para cada k € Re (t,z), (t + k,x + 2kt) € K.
Teremos varios casos, que estudaremos por separado:
» sex <t?ex+ 2kt < (t+k)?, enton

|f(t,z) — f(t+Ek,x+2kt)| = |1+ 2 —1—x —2kt| = 2|k||t| < 2M|k| < LIk|.

» Sex >t2ex+ 2kt < (t+k)? tense

f(t, ) — f(t+ k2 + 2%t)| = ‘l—l—x—l—\/x—t?—l—x—%t‘ - ’\/:U—tZ—th’
< ‘\/x—#‘ + 2|k||¢]

e tendo en conta que x + 2kt < (t + k)?, logo x — t? < k2, polo que

f(t,x) — f(t+ k2 + 2kt)] < ‘\/x - t2) +21k|[t] < |k| + 2M]k| = L|&|.

» Sex >t?ex+ 2kt > (t+ k)%, entén

f(t,x) — f(t+ K, 2+ 2kt)| = ’1+a:+\/a:—t2—1—:z:—2kt—\/a:+2kt—(t+k)2

< 2lk||t] + ‘\/x—t2— \/m—tQ—k:Q‘.
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Agora ben, multiplicando e dividindo polo conxugado de )\/ r—t2 —Vr—1t2— kz‘ e tendo
en conta que x + 2kt > (t + k)2, terase que

‘\/x—tz—\/m—tz—k:Q‘

’\/x—tQ—l—\/x—t?—kZ‘

|f(t,x) = f(t+F,x+ 2kt)| < 2|k|[t] +

‘\/l’—t2+\/$—t2—/€2‘

k? k2
= 2|k||t] + <2Mk| 4 |—
e + | e < 20l + |
k’2
< 2MK| + || = 2M]k| + [k = LIK.

Por tltimo, sinalamos que o caso x < t? e x + 2kt > (k +t)? non é posible.

Asi, podemos aplicar o Teorema e concluimos que ((12]) vai ter solucién tnica nun intervalo

I =[-a,al, con a > 0.
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