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Traballo proposto

Area de Coniecemento: Alxebra

Titulo: Grupos e musica: transformacions de acordes

Breve descricion do contido

Neste traballo abordaranse algins conceptos de teoria de grupos e
as suas accions. O obxectivo principal é aplicalo & teoria de acordes
musicais. En concreto estudaremos dous grupos que actiian sobre os

acordes da escala diaténica e as relaciéns entre ambos.

Recomendacions

Conecer os elementos basicos da linguaxe musical incluindo a escala

diatoénica, intervalos e acordes.

Outras observacions
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Resumo

O traballo consiste en ver a relacion que hai entre a teorfa de grupos e a teoria musical.
Comézase estudando grupos, prestando especial atencién as acciéns de grupos en conxuntos e
6s grupos libres. Posteriormente, aplicase o estudado 6 caso do grupo simétrico. Identificase o
conxunto das 12 notas musicais da escala cromética co grupo ciclico de 12 elementos. A conti-
nuacion, definese o conxunto dos acordes de tres notas maiores e menores, e danse unha serie
de transformaciéns no mesmo. Os acordes maiores e menores xunto con estas transformaciéons
son a base da harmonfa de moitas cancions e melodias. Prébase que o conxunto de didias destas
transformaciéns, as inversions e transposicions, forma un grupo que actta sobre o conxunto dos
acordes. Por outra banda, vese que o conxunto formado por outras tres delas, a paralela, relati-
va, e intercambio de sétima, forma outro grupo que tamén actia sobre o conxunto dos acordes.
Posteriormente, prébase que &mbolos dous grupos son isomorfos, e que ademais un é o centra-
lizador do outro, chegando finalmente a que os grupos son duais como subgrupos do grupo de

transformacions do conxunto de acordes.

Abstract

This work studies the relationship between group theory and music theory. We start pre-
senting groups, with special emphagsis on group actions on sets and free groups. Next, we apply
the previous results to the symmetric group. We identify the set of 12 musical notes form the
chromatic scale with the cyclic group of order 12. We also define the set of major and minor
triads and present several transformations on the set they form. Major and minor chords and
these transformations make part of the harmonic base of lots of songs and melodies. We show
that the set of two kinds of transformations, namely inversions and transpositions make part of a
group that acts on the set of chords. On the other hand, we see that the set formed by a different
set of transformations, the parallel, relative and seventh interchange constitute another group
that acts also on the set of chords. Finally, we prove that both groups are isomorphic and one is
the centralizer of the other, concluding that both groups are dual subgroups of the permutation

group of transformations on the set of chords.
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Introducién

A nocién de grupo codifica a idea matematica de conxunto de transformacions dun sistema
que poden componerse. Unha fonte histérica da nocién de grupo aparece na idea de Lagrange
de considerar as permutaciéns das raices dunha ecuacién alxébrica. Esta idea levou a Galois
4 idea do grupo dunha ecuacién polinémica e & soluciéon do problema da resolubilidade por
radicais dunha ecuacién tal. Outra fonte de aparicién da estrutura de grupo é a consideracion
de transformacions xeométricas que preservan certas propiedades xeométricas das figuras. Hoxe

en dia, a estrutura de grupo xoga un papel central nas matemaéticas e nas siias aplicaciéns.

Neste traballo preséntanse algunhas aplicaciéns da teoria de grupos 4 teoria musical. En con-
creto vanse exponer certas transformacions que rexen algunhas propiedades basicas da harmonia,
e en particular certas simetrias do conxunto dos 24 acordes basicos: as 12 triades maiores e as

correspondentes 12 menores.

As notas musicais da escala disponense en 12 semitons e presentan unha simetria basica
gobernada polo grupo ciclico de 12 elementos. Os elementos deste grupo correspéndense cos

intervalos da harmonia bésica.

Nesta memoria considéranse dous grupos de simetrias do conxunto dos 24 acordes principais.
O primeiro grupo, denominado T'I, esta formado polas transposicions e inversions diatonicas. E
un subgrupo do grupo das permutaciéns do conxunto dos acordes, sendo as transposicions ciclos
de orde 12 e as inversions ciclos de orde 2. A sua descricién mediante xeradores e relacions permite
identificalo co grupo diédrico dos movementos dun dodecdgono. O outro grupo, denominado
PLR, estd xerado por tres transformacions que son a sta propia inversa. A transformacion P
intercambia un acorde maior pola stia versiéon menor, L intercambia un acorde maior pola sta
terceira menor (transformacion as veces chamada transposicion de sétima) e R intercambia un
acorde maior co seu relativo menor (sexta menor). A stia vez, este grupo identificase cun subgrupo
do grupo de permutacions do conxunto dos acordes, e é tamén isomorfo ao grupo diédrico. Estas
transformaciéns foron consideradas no século XIX polo musicélogo Hugo Riemann, polo que o

grupo PLR se asocia a el, como se indica no texto de Crans, Fiore e Satyendra [4].

A xeometria subxacente ao grupo PLR pode apreciarse no diagrama "Tonnetz"de Riemann

XI



XII INTRODUCION

que se reproduce na seccion [3.2.2] Pese a que PLR e TI son isomorfos e ambos subgrupos do
grupo de permutaciéons do conxunto dos acordes, non son coincidentes. No traballo probarase
que ambos grupos son duais. En termos precisos, cada un deles é o centralizador do outro. Esta
propiedade alxébrica capta a idea de que ambos grupos exponen de formas matematicas distintas

a mesma simetria subxacente na coleccién de acordes formados polas triades maiores e menores.

Pésase agora 4 descricion méis detallada do contido do traballo. O propésito do mesmo é
facer un estudo da teoria de grupos e posteriormente relacionalo coa harmonia e cos acordes.

Para elo, estruturarase a memoria do seguinte xeito:

O primeiro capitulo é en gran parte un resumo de resultados da teoria de grupos coa finalidade
de que a memoria sexa autocontida. No tultimo epigrafe introdicese o concepto de grupo libre con
base un conxunto e prébase a sta existencia, asi como a sta unicidade salvo isomorfismos. Un
resultado importante que se obtén é que todo grupo é o cociente dun grupo libre, o que permitira
falar de presentacion dun grupo por xeradores e relaciéns. Finalmente, probase o teorema de van

Dyck, resultado que se ilustrard cun par de exemplos.

O segundo capitulo estd dedicado ao estudo do grupo simétrico S,. Deste xeito, concrétase
o estudado no primeiro capitulo ao caso deste grupo. Asi, dado un conxunto, analizanse as
aplicaciéns bixectivas dentro do mesmo, o que se cofiece como permutacions, e vense algunhas
concretas: os chamados ciclos e as transposiciéns. A continuaciéon, prébase que as permutacions
se poden factorizar nun produto de ciclos, e que a sta vez os ciclos se poden factorizar nun
produto de transposiciéns, sendo a paridade do ntimero de transposiciéons na factorizacién sempre
a mesma. Isto leva a distinguir entre dous tipos de permutaciéns: pares e impares. A continuacion
analizanse as clases de conxugacién de S, e finalizase o capitulo dando unha presentaciéon do

mesmo por xeradores e relaciéns.

O terceiro e tltimo capitulo versa sobre a relacién entre os grupos e as transformacions de
acordes. Para iso, comézanse definindo os acordes de tres notas maiores e menores, e 0 conxunto
formado por todos eles. A continuacidn, vense varias transformacions dentro deste conxunto
que, como xa se dixo, forman dous grupos isomorfos. Ademais, son un o centralizador do outro,

chegando a que son grupos duais.

A memoria remata coa bibliografia, na que aparecen as referencias empregadas para a reali-
zacién do traballo. Debemos indicar que ainda que consultamos mais referencias das que figuran

limitdmonos a inclufr as que citamos explicitamente no texto.



Capitulo 1

Teoria de grupos

Neste primeiro capitulo preténdese levar a cabo unha revisién dalgins dos aspectos funda-
mentais da teoria de grupos, que permiten encaminiar o tema en cuestién. En primeiro lugar,
definese o concepto de grupo e introdiicense nociéns bésicas a partir do mesmo, tales como
as snas propiedades e aplicaciéns. A continuacién, estiidase un tipo de grupos particulares: os
ciclicos. Posteriormente, definese o concepto de subgrupo normal e establécense as condiciéns
para que un subgrupo sexa tal. Ademais, estidanse as aplicaciéns entre grupos que conservan
as operacions dos mesmos, denominadas homomorfismos. Entncianse o teorema de Lagrange e
os de isomorfia de Noether e recollense algtns resultados deducidos dos mesmos. Determinase
a idea de accién de grupos en conxuntos, cuxos resultados se relacionaran, maéis adiante, coa
teoria musical. Finalmente, estiidanse os conceptos de grupo libre, xeradores e relaciéns, nociéns
necesarias para ver presentacions de grupos. Os contidos do capitulo seguen os textos de Rotman
[12], Cohn [3] e Hungerford [g].

1.1. Xeneralidades sobre grupos

Comézase pois, como xa se dixo, coa nocién de grupo:
Definiciéon 1.1. Un grupo é un par (G, -), onde G é un conxunto cunha operacién interna, -

GxGd — d
(,y) +— z-y

verificando as seguintes propiedades:

» Asociativa: Vz,y,z € G, x - (y-2) = (x - y) - 2.

= Existencia de elemento neutro: de € G tal que z-e=x =e-x, Vo € G.
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» Existencia de elemento simétrico: Vo € G, 37’ € Gtal que z -2’ = e =12’ - z.

Se, ademais, se verifica que Vz,y € G, z -y =y - z, o grupo G dise conmutativo ou abeliano.

Pola definicién, dedicese que nun grupo G se verifican as seguintes propiedades:

O neutro é tnico.

O simétrico dun elemento é tinico.

-y =y o, Va,yeC.
w (&) =2,V e,
mry=x-z=>y==z2, Vr,y,2 € G.

s roy=e=sax=y ey=2a.
Para denotar un grupo poden utilizarse dtas notaciéns distintas:

» Multiplicativa: denotase (G, -), o neutro por 1, e o elemento simétrico (ou inverso) de x

por . Ademais, por simplificar, tense que = - y = zv.

» Aditiva: denotase (G,+), o neutro por 0, e o simétrico dun elemento x por —zx.

En xeral, a segunda utilizase cando o grupo é conmutativo.

Vexamos agora uns primeiros exemplos de grupos:

Exemplo 1.2. Os exemplos méis clasicos de grupos son os ntumeros enteiros Z, os racionais Q,
os reais R e os complexos C coa suma; asi como os racionais sen o cero Q*, os reais sen o cero

R* e os complexos sen o cero C*, coa multiplicacién.

Exemplo 1.3. Un anel é unha terna (R, +,), onde (R,+) é un grupo, (R,-) é un monoide
(- & asociativa e ten elemento neutro 1) e verificando a propiedade distributiva de - respecto
de +. Pode verse que, dado un anel R, o conxunto das stas unidades, que se define como

UR):={ac€R|3a' € R,aa ! =ata =1}, & un grupo coa multiplicacion.

Exemplo 1.4. Outro exemplo é o grupo linear xeral GL(n, K), que é o conxunto das matrices
de orde n x n non singulares sobre un corpo K (un anel onde todo elemento distinto de 0 é
unha unidade), coa operaciéon a multiplicacion de matrices. Este ¢ un exemplo de grupo non

conmutativo, debido a que o produto de matrices non ten por que selo.
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Exemplo 1.5. O grupo diédrico D, con n € N é o grupo simétrico dun poligono regular de n

lados e ten 2n elementos.

Por exemplo, D3 é o grupo simétrico dun tridngulo equilatero. Considérase un tridngulo
de vértices A, B e C. Ténense enton os xiros no sentido contrario ao das agullas do reloxo de
120°,240° e 360° (G120, G240, G360) asi como as simetrias sobre cada un dos vértices do triangulo:
Sa,Sp e Sc. O grupo G é enton G = {G120, G240, G360, 54, S8, Sc}. Se se fai a composicion

entre cada par de transformaciéns, obtense a tdboa seguinte:

Gi2o Gaso Gseo Sa  Sp Sc
G120 | Gaaso Gszeo Gi2o Sp Sc Sa
Goao | Gsso Gi2o Gaao Sc  Sa  Sp
Gseo | Gi2o Gaoso Gseo Sa S Sc
Sa | S Sp Sa  Gsso Gawo Gio
Sp | Sa  Sc S Gio Gseo Gaao
Sc | SB Sa  Sc¢ Gawo Gio Gseo

Introdiucese agora o concepto de subgrupo.

Definicion 1.6. Un subgrupo dun grupo (G,-) é un subconxunto H C G, H # () de xeito que
(H,-) ¢ un grupo. E dicir, 1 € H e para todo par de elementos x,y € H, tense que zy € H e
x~! € H. Denétase por H < G. Obviamente, {1} < G e G < G.

Outros exemplos sinxelos son os seguintes.

Exemplo 1.7. Xa se dixo que (Z,+), (Q,+), (R,+) e (C,+) son grupos. Enton, é claro que
(Z,+) <(Q+) < R, +) < (C, +).

Exemplo 1.8. Se nZ, con n € N é o grupo formado polos multiplos de n en Z, terase que
(nZ,+) < (Z,+).

Exemplo 1.9. Como xa se dixo no Exemplo o grupo linear xeral GL(n, K) ¢ un grupo,
sendo K un corpo. En concreto, GL(2,C) é o grupo das matrices 2 x 2 invertibles con entradas

en C. Considéranse dtias matrices neste grupo:

Sy

A partir destas dias matrices, definese a continuacién o chamado grupo dos cuaternios Qsg,
que estd formado polos 8 elementos: Qg = {A, A%, A3, A* = I, B, AB, A2B, A3B}.
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0 i 0 —1 0 —i
AB — ! A2D — A3B = ‘
i 0 1 0 —i 0

Téfiense cinco subgrupos neste grupo. En primeiro lugar tense o subgrupo trivial {4* = I'}. En

segundo lugar, o subgrupo de dous elementos N = {I, A?}. Finalmente, tres subgrupos de catro
elementos Hy = {A, A%, A3, A*}, Hy = {B,B% B3, B* =1} e H3 = {AB,(AB)? (AB?),I}.

Cabe destacar que, dado un grupo cun nimero finito de elementos, pode representarse grafi-
camente o seu reticulo de subgrupos, como se ve a continuacion.

Exemplo 1.10. Cousidérese o grupo de Klein, un grupo de 4 elementos, V = {1, a,b, ¢}, cuxa

operacién interna vén dada pola seguinte taboa:

1 a b c
111 a b ¢
ala 1 ¢ b
b|b ¢ 1 a
clc a 1

E un grupo conmutativo no que hai tres subgrupos non triviais: {1,a}, {1,b} e {1,c}. Non
obstante, {1,a,c} non é un subgrupo, xa que ac = b ¢ {1,a,c}. Obtense, entén, o seguinte

reticulo de subgrupos:

§
N
{1,a} {1,b} {1, ¢}

~ | 7

{1}
Vese agora un resultado sobre a interseccién de subgrupos.
Proposicion 1.11. Dado un grupo G, a interseccion de subgrupos de G € un subgrupo de G:
H, <Giel= ﬂieIHi <@.
Este resultado xeral que se verifica coa interseccion de subgrupos non ten por que cumprirse

coa unioéon, como se pode ver a continuacion.

Exemplo 1.12. Sexa o grupo Z, e sexan 3Z < Z e 47 < 7Z. Obsérvase facilmente que 3 € 3Z ¢
4 € 47Z. Non obstante, 3+ 4 = 7 ¢ 3Z U 4Z, e polo tanto 3Z U 4Z £ Z.
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Deste xeito, ainda que a unién de subgrupos non sexa en xeral un subgrupo, pode definirse o
menor subgrupo que contén & unién. De xeito ainda mais xeral, definese a continuacién o menor

subgrupo contendo a un subconxunto.

Definicion 1.13. O subgrupo xerado por X, sendo GG un grupo e X un subconxunto de G,
¢ o menor subgrupo de G contendo a X, e dendtase por (X). Polo visto anteriormente, pode
afirmarse que (X) =(\{H | H < G,X C H}.

A proposicién seguinte dinos como son os elementos do subgrupo que se acaba de definir.

Proposicion 1.14. Se X # (), X C G con G grupo, tense que (X) = {a1--a, | n € N e para
cada i,a; € X oua;' € X},

1.2. Grupos ciclicos

Poden agora introducirse os conceptos de subgrupo e grupo ciclicos.

Definicién 1.15. Dado a € G, o subgrupo ciclico xerado por a é (a) := {a" | n € Z}. Asi,
dise que un grupo G é ciclico se Ja € G tal que G = (a).

Cabe destacar que todo grupo ciclico é abeliano, e que todo subgrupo dun grupo ciclico é

ciclico.

Entoén, un grupo dise ciclico se pode xerarse por un solo elemento del. Vexamos un exemplo

sinxelo de grupo ciclico.
Exemplo 1.16. Considerando Z coa suma, é un grupo ciclico: Z = (1), e tamén Z = (—1).

Exemplo 1.17. Pola saa banda, pode definirse en Z unha relaciéon de equivalencia mediante a
congruencia a = b(mod m), onde a,b,m € Z. Enton, polo algoritmo da division en Z, fixado
m € N, tense que para todo a € Z se verifica a = mqg +r, onde 0 < r < m. E dicir, cada a € Z
é congruente moédulo m a r, isto é, a 0,1,2,....,m — 1. Estes niumeros son os residuos moédulo
m, que son as clases da relacién de equivalencia. O conxunto das clases ¢ Z,, = {1,2,...,m — 1},
que é un grupo coa suma. Ademais, resulta ser un grupo ciclico, pois Z,, = (1). Posteriormente,
estudarase o grupo Zi2 polo seu significado musical, xa que é un xeito sinxelo de representar a

escala cromética equitemperada.

Nunha seccién posterior verase que tdédolos grupos ciclicos son como Z ou Zy,, para m € N.

Introdtcese a continuacién o concepto de orde dun grupo e orde dun elemento do grupo.



6 1. Teoria de grupos

Definiciéon 1.18. Sexa G un grupo. A sta orde, |G|, é o ntumero de elementos que ten se o
conxunto G ¢é finito. Noutro caso, dise que G é de orde infinita. Ademais, se a € G, definese a

sta orde, |a|, como a orde de (a).

Proposicion 1.19. Dado un grupo G, a € G, |a| = n:

n—1

1. Os elementos 1,a,...,a son todos distintos; {a) = {1,a,...,a" '} e a™ = 1.

2. Sexa m € Z. Enton, a™ =1 & m = n. En particular, n é o menor enteiro positivo non
2 2

nulo de zeito que a™ = 1.

Unha forma sinxela de visualizar un grupo ciclico finito nas hipéteses da proposicién anterior

consiste en representar nun circulo os elementos 1, a, ...,a” ! do seguinte xeito:

Asi, obsérvase que un elemento a® se atopa situado a s unidades, medidas no sentido das

agullas do reloxo, do elemento a”™ = 1. Pode verse facilmente no seguinte exemplo.

Exemplo 1.20. Tomando U,, o conxunto das raices n-ésimas da unidade, tense que é un grupo
multiplicativo ciclico de orde n que estd xerado por a = cos 27” + isen 2% Represéntanse no
circulo de raio unidade, dende o™ = 1 situado no punto (1,0), co resto situados equidistantes no

sentido contrario &s agullas do reloxo.

Proposicion 1.21. Seza G un grupo ciclico de orde n, G = (a). Enton:

1. |a"| = ﬁ, onde (n,r) denota o mdzimo comin divisor de n e de r.

2. (") =G <& (n,r)=1
Un grupo ciclico pode ter mais dun xerador como xa se viu con Z. A proposiciéon anterior
determina as potencias de a que xeran o grupo (a).

Introdicese a continuacién a funcién ¢ de Euler, que servird para enunciar unha serie de

resultados que caracterizan 6s grupos ciclicos finitos.
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Definicion 1.22. A funcién ¢ de Euler definese como segue: o(n) := [{a < n |a € Z" e

(a,n) = 1}|, para n € Z" e onde |-| representa o cardinal.

Esta funcién é importante en teoria de ntimeros e proporciona o tamaiio do grupo multipli-
cativo de enteiros modulo n. Mais precisamente, ¢(n) é a orde do grupo de unidades do anel
L.

Lema 1.23. Sexa un grupo ciclico G de orde n. Entdn, para cada divisor d de n existe un tinico

subgrupo de G de orde d.

Demostracion. Suponamos |G| = n < oo, G = (a) e sexa d dividindo a n. Entén denotemos
t = %. Pola Proposicion m tense que |a’| = d, polo que existe un subgrupo (a') < G de orde

d. Vexamos agora que este subgrupo de G é o tnico de orde d.

Sexa H outro subgrupo de G de orde d. Enton, H = (a®), sendo s o minimo enteiro positivo
verificando a® € H. De novo pola Proposicién m Ty = la®| = |H| = d = %, de onde se
deduce que t = (n,s). Asi, t divide a s, e polo tanto a® € (a'). Enton, H = (a®) < {(a'), pero

tamén se tifia |a!| = d = |H|, o que implica que H = (a’). O

Teorema 1.24. Dado un enteiro positivo n, verificase que n = Zd|n ©(d), onde d son os divisores

de n tales que 1 < d < n.

Demostracion. Se C' & un subgrupo ciclico do grupo G, dendtase por xen(C') o conxunto dos seus
xeradores. Deste xeito, G pode escribirse como a unién disxunta G = [ Jxen(C), onde C percorre
todolos subgrupos ciclicos de G. Entén, como se dixo no lema, se G é un grupo ciclico de orde
n, hai un tnico subgrupo Cy ciclico de orde d para cada divisor d de n. Polo tanto, terase que
n = |G| = 34, [xen(Cq)|. Ademais, dado un grupo ciclico G de orde n de xeito que G = (a),
tense que G = (a*) se, e 56 se, (k,n) = 1. Asi, o nimero de xeradores de G é o(n). Concliese

enton que [xen(Cy)| = ¢(d), de onde se segue o resultado do teorema. O

Teorema 1.25. Un grupo G de orde n é ciclico se, e sd se, existe ao sumo un subgrupo ciclico

de G de orde d para cada divisor d de n.

Demostracion. A implicacion cara a dereita séguese do lema anterior (Lema [1.23). Lembremos
agora que, pola proba anterior, o grupo G é a union disxunta G = | Jxen(C'), con C' os distintos
subgrupos ciclicos de G. Agora, polo teorema anterior, n = |G| = 3_ [xen(Cy)| < 3y, ¢(d) = n.
Concluese enton que, para cada divisor d de n, se ten un subgrupo ciclico de orde d. En particular,

tomando d = n, G é ciclico. O
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1.3. Teorema de Lagrange

Nesta seccion entinciase o Teorema de Lagrange e algun resultado que se deduce a partir del.

Dado un grupo G e H < G, definese unha relacién de equivalencia:

ryeGar~y = lye H
As clases da relacion de equivalencia son: [a] = {b € G | a='b € H} = aH para a € G. En
particular, [1] = H, e tense asi unha particion de G’ dada pola unién disxunta das clases.
Definamos unha serie de conceptos necesarios para enunciar o teorema de Lagrange.

Definicion 1.26. O conxunto cociente de G por H é o conxunto das clases de equivalencia

anteriores, e denotase por G/H.
Definiciéon 1.27. O indice de H en G, (G : H), denota o cardinal de G/H.

Teorema 1.28. (Teorema de Lagrange) Se G é un grupo finito, enton |G| = |H|(G : H).

Do teorema de Lagrange séguense os seguintes resultados:

Corolario 1.29. Dado un grupo G finito, verificase:

1. H<G= |H|||G|.

2. a€G=|a|||G|.

3 aeG=dfl=1.

4. Se |G| € un nimero primo, entén G é ciclico.

E de interese mencionar que se ben o teorema de Lagrange di que se G & un grupo finito de
orde n e H é un subgrupo de G, a orde de H divide a n, non se ten asegurada a existencia dun
subgrupo de orde d para d un divisor de n. Este resultado é certo para os grupos ciclicos finitos e
tal subgrupo tamén é ciclico como se viu no Lema [1.23]e tamén para as potencias de primos que

dividen a n, resultado que estd asegurado polo teorema de Sylow. No capitulo seguinte darase

un exemplo dun grupo de orde 12 que non ten ningtan subgrupo de orde 6.

1.4. Subgrupos normais

Séguese a continuaciéon o estudo dun tipo de subgrupos N que permiten reflectir no cociente
G/N a estrutura de grupo de G.
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Definicion 1.30. Dado un grupo G, dise que un subgrupo N < G é normal e denétase N <G
seaNa™! C N Va € G, onde aNa™! = {ana™! | n € N}.

Vexamos unha caracterizaciéon dos subgrupos normais.

Proposicion 1.31. Seza N un subgrupo dun grupo G. Equivalen:

1. N«dG.
2. aN = Na Va €.
3. aNbN = abN Va,beG.

4. aNa~'=N VaeG.

Poden verse uns primeiros exemplos de subgrupos normais dun grupo G.
Exemplo 1.32. Sexa G un grupo. Entén, obviamente G e {1} son subgrupos normais de G.

Definicion 1.33. Dados dous elementos a,b € G con G grupo, dise que son conxugados se
Jz € G tal que b = x 'ax. A relacién "ser conxugados" é unha relacién de equivalencia en G,
e denotase por ~ . Deste xeito, a clase de conxugacion dun elemento a € G esta formada por

todolos elementos de G que son conxugados con a.

Asi, pode dicirse que un subgrupo H dun grupo G é normal se, e soamente se, H contén 6s

conxugados de tdédolos seus elementos:
HaGe e Hy~z=yc H|
E dicir, un subgrupo é normal se contén tédalas clases de conxugacion de tédolos seus elementos.

Vexamos unha condicién suficiente para que un subgrupo sexa normal.

Proposicion 1.34. Sexa N un subgrupo de G. Entén (G : N) =2 = N<G.

Definense a continuacién dous subgrupos dun grupo G, que se verifica que son normais.
Definicion 1.35. 1. O centrode G ¢ Z(G) :={zx € G | zy = yx Yy € G}.

2. Dados a,b € G, o conmutador de a e b ¢ o elemento [a,b] := aba~'b~!. Entén, o con-
mutador de G é o subgrupo xerado por tédolos conmutadores de elementos de G, é dicir,

(G, G] := (aba"'b~! | a,b € G). Ademais, [G, G| queda caracterizado do xeito seguinte:

a) [G,G] é subgrupo normal de G.
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b) G/|G,G] é abeliano.
¢) Se H <G de xeito que G/H & abeliano, entén [G,G| C H.

Obsérvese que dado un grupo G conmutativo e N < G, tense trivialmente que N < G.

Analicemos agora exemplos de subgrupos normais, comezando co grupo dos cuaternios, e

seguindo co grupo simétrico dun triangulo equilatero.

Exemplo 1.36. Considérese o grupo dos cuaternios, do que xa se falou no Exemplo [1.9] Pode

verse que é un exemplo de grupo non conmutativo que ten tédolos subgrupos normais:

Xa se dixo que os subgrupos son o trivial, e os subgrupos N = {I, A}, Hy = {I, A, A%, A3},
Hy = {I,B,B? B3} e Hy = {I, AB,(AB)? (AB)3}. O subgrupo trivial sempre ¢ normal. Por
outra banda, os subgrupos de catro elementos son normais porque, por exemplo tomando Hi,

tense que (Qs : H1) = 2 = Hj < Qs. Finalmente, o subgrupo de 2 elementos N = {1, A} tamén

é normal, como se pode ver tomando calquera C' € Qg facendo C~tA%2C = A2,

Exemplo 1.37. Centrémonos no grupo D3 (Exemplo . Observamos que hai catro subgrupos

distintos (que non son nin o trivial nin o propio grupo G).
N = {G360, G120, G240} = ({G120}) = ({G240}) = ({G120, G240}),
Hy = {G360, 5S4} = ({Sa}), Ho = {G360,Sp} = ({SB}), H3 = {G360,Sc} = ({Sc}).

Como |N| = |Gi20| = |Gaa0| =3 e |G| = 6, entén (G : N) = $ =2, e asi N <« G. Por outra
banda, tomando por exemplo Sg € G, SBSASEI = SpSaSp = G1205S = Sc ¢ Hj, e polo tanto

Hj non é subgrupo normal de G. O mesmo sucede con Hy e Hj.
A seguinte proposicion garante que o cociente dun grupo por un subgrupo normal ten estru-
tura de grupo.

Proposicion 1.38. Se N <« G, enton G/N serd un grupo, denominado grupo cociente de G
por N, de orde (G : N), e que estd dado pola operacion (aN)(bN) = abN. O neutro é N e o

simétrico dun elemento aN é a='N.

1.5. Homomorfismos de grupos

Esta seccién céntrase nas aplicacions entre grupos que son compatibles coas operaciéns dos

grupos, e que seran denominadas homomorfismos de grupos.

Definiciéon 1.39. Dados dous grupos (Gy, *) e (G2,0), un homomorfismo de grupos é unha

aplicacion f : G; — G5 de xeito que Va,b € Gy,
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flaxb) = f(a)o f(b).
Segundo a aplicacién sexa inxectiva, sobrexectiva ou bixectiva, teranse distintos tipos de

homomorfismos, que se definen a continuacion.

Definicion 1.40. Un monomorfismo é un homomorfismo inxectivo, e un epimorfismo é un

homomorfismo sobrexectivo.

Definicion 1.41. Un isomorfismo é un homomorfismo que tamén é unha bixeccién. Se existe

un isomorfismo entre dous grupos G e G, dirase que son isomorfos e denotarase por G1 = Go.

Exemplo 1.42. Considérese agora o grupo de Klein de catro elementos, do que xa se falou no

Exemplo e comparese co grupo ciclico de catro elementos (taboa da dereita).

1 a b c 1 a b c
111 a b ¢ 111 a b ¢
ala 1 ¢ b ala b ¢ 1
b|b ¢ 1 a b|b ¢ 1 a
clc b a 1 clc 1 a b

As duaas taboas son distintas, e asi dannos un exemplo de dous grupos de catro elementos

non isomorfos.

Estudemos unha serie de propiedades que verifican os homomorfismos de grupos.

Proposicion 1.43. Seza f: (G1,%) — (Ga,0) un homomorfismo de grupos. Enton verificase:

1. f(1) =1, onde, por abuso de notacidon, se denota por 1 o neutro en dmbolos dous grupos.
2. f(a=t) = f(a)™! para todo a € Gj.

3. f(a™) = f(a)™ para todos a € Gy en € Z.

Vexamos algiin exemplo de homomorfismo de grupos.

Exemplo 1.44. Sexa S! o grupo do circulo de raio 1, é dicir, o grupo multiplicativo de tédolos
nimeros complexos de médulo 1. Entén, para un namero real fixado y:
fyv R — St
T > fy(z) ="
¢ un homomorfismo. De feito, as funciéns f, son os tnicos homomorfismos continuos R — St.
Exemplo 1.45. Nun grupo G, é sinxelo ver que a conxugacién por un elemento a € G é un

homomorfismo de grupos c, : G — G, onde ¢,(z) = axa™ Vz € G. Observamos que non s6 é

un homomorfismo, se non que ao ser unha aplicacion bixectiva, tamén é un isomorfismo.
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Definicion 1.46. Dado un homomorfismo de grupos f : G1, — G, definese 0 seu niacleo como

ker f ={z € G| f(z) =1}.
Definicion 1.47. Se f : G; — G2 é un homomorfismo de grupos, f(G1) dendtase por Im f.

A partir destas definicions pode verse unha caracterizaciéon sinxela dos monomorfismos e
epimorfismos.

Proposicion 1.48. Sexa un homomorfismo de grupos f : G1 — Go. f € un monomorfismo se,

e sd se, ker f = {1}. De zeito andlogo, f é un epimorfimso se, e s se, Im f = Gbs.

Proposicion 1.49. Dado un homomorfismo de grupos f : G1,— Ga:

1. H < G1 = f(H)) < Gs.

2. Hy < Go = f~1(Hs) < G1.

3. Na<aGo = f~H{(No) 2 Gy.

4. N1 <Gy, fsobrezectiva = f(N1) < Gs.

Pode deducirse que Im f é un subgrupo de G5. Obsérvese ademais que, como {1} <G2, terase
que ker f = f~1({1}) <« G;. E dicir, os nicleos dos homomorfismos de grupos son subgrupos

normais. Cabe destacar que tamén se verifica o reciproco, é dicir, os subgrupos normais son

nucleos de homomorfismos de grupos, resultado que se reflicte na seguinte proposicién.

Proposicion 1.50. Seza un grupo G e N <G. Enton a proxeccion candnica 7 : G — G/N,

dada por w(x) = axN Vx € G, € un epimorfismo cuzo nicleo é N.

Demostracion. En primeiro lugar, w(zy) = zyN = (zN)(yN) = w(x)7m(y). Enton, como a
proxeccién candnica é sobrexectiva, m serd un epimorfismo. Agora, pode calcularse kerm co-
mokermr ={a € G|7m(a) =IN=N}={acG|aN=N}={acG|aec N}=N,oque

conclae a proba. O

1.6. Teoremas de isomorfia

Nesta secciéon centrarémonos nos teoremas de isomorfia de Noether, asi como nos resultados

que se deducen a partir deles.

Proposicion 1.51. Seza f : G — H un homomorfismo de grupos e N <G tal que N C ker f.
Entén, existe un homomorfismo tnico f : G/N — H de zeito que f(aN) = f(a) Va € G,
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Imf = Imf e ker f = (ker f)/N. Ademais, f é un isomorfismo se, e s6 se, N = kerf e
f ¢ sobrezectivo. E dicir, hai un tinico homomorfismo f : G/N — H facendo conmutativo o

diagrama:

G—>H

|

G/N

Demostracion. Dado b € aN, enton In € N tal que b = an, e asi, f(b) = f(an) = f(a)f(n) =
f(a)l = f(a),dado que N < ker f. Asi, f : G/N — H,dada por f(aN) = f(a) esta ben definida.
Ademais, é un homomorfismo: f(aNbN) = f(abN) = f(ab) = f(a)f(b) = f(aN)f(bN). Tense
que Imf =ImfeaN € kerf & f(a) =1« a € kerf, easi ker f = {aN | a € ker f} =

(ker f)/N. Como f esta completamente determinado por f, é tinico.

Finalmente, f é un epimorfismo se, e s6 se, f o0 é. Sdbese que f é un monomorfismo se, e s6
se, ker f = (ker f)/N ¢é o subgrupo trivial de G/N, o que ocorre se, e s6 se, ker f = N. O

Deste xeito, como consecuencia deste teorema, séguense os teoremas de isomorfia.

Corolario 1.52. (Primeiro Teorema de Isomorfia) Sexa f : G — H un homomorfismo de
grupos. Enton G/ker f = Im f.

Corolario 1.53. (Segundo Teorema de Isomorfia) Dado un grupo G de zeito que K < G e
N <G tense que K/(NNK)= NK/N.

Corolario 1.54. (Terceiro Teorema de Isomorfia) Se G é un grupo e H<1G, K <G tales
que K < H, enton H/K <G/K e (G/K)/(H/K)= G/H.

Do primeiro teorema de isomorfia séguese un importante resultado sobre grupos ciclicos.
Corolario 1.55. Sexa G un grupo ciclico. Se € infinito, G = Z, menires que se a orde de G é
n, G=7Z,.

Finalmente, vexamos o teorema de correspondencia, asi como un resultado que pode deducirse
a partir del.

Teorema 1.56. (Teorema de correspondencia) Dado f: G — H un epimorfismo de grupos,
existe unha correspondencia biunivoca entre o conzunto de subgrupos de G contendo a ker f e o

conzunto de tédolos subgrupos de H. Definese a correspondencia do sequinte zeito:

a: {T|T<GkerfcCT} — {subgrupos de H}
T —  «a(T) = f(T)
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Baizo esta correspondencia, os subgrupos normais correspéndense con subgrupos normasis.

Como consecuencia deste teorema pode saberse como son 0s subgrupos dun grupo cociente,

feito que queda reflectido no seguinte corolario.

Corolario 1.57. Se N aG con G un grupo, cada subgrupo de G/N ¢é da forma K/N, onde
K <G e N C K. Ademais, K/N € normal en G/N se, e s se, K é normal en G, e neste caso,
(G/N)/(K/N) = G/K.

Asi, por exemplo, pode dicirse como son os subgrupos de Z/127Z.

Exemplo 1.58. Tense o epimorfismo do paso ao cociente 7 : Z — 12Z, que induce entén a

correspondencia
{subgrupos de Z/12Z} <> {subgrupos de Z que contenen a 127Z}

Agora ben, os subgrupos de Z contendo a 12Z son: T' < Z : T = mZ, 127 C mZ, é dicir,
T =mZ con m|12 < m € {1,2,3,4,6,12}. Enton, T = {Z, 27,37,47,67Z,127}, e deste xeito os
subgrupos de Z /127 son:

Z1y = 7,/127.

/N

27./127, 37,/127.

SN S

A7.)127, 67,/127

N/

127./127,

1.7. Acciéns de grupos

Analicemos agora algtins conceptos sobre acciéns de grupos en conxuntos. Posteriormente,
relacionaranse estes resultados coa teoria musical. Definese, pois, que é unha acciéon dun grupo

nun conxunto.

Definicion 1.59. Sexa G un grupo e X un conxunto. Unha accién de G en X pola esquerda
¢ unha aplicacién
a: GxX — X
(9,2) — gx

verificando:
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1. Ix=x Vx € X.

2. g(hz) = (gh)r Vx € X eg,h €.
Tamén se di que X é un G-conxunto.

Observamos que a definicién feita é pola esquerda. Non obstante, tamén se pode definir de

xeito totalmente andlogo a accidén dun grupo nun conxunto pola dereita.
Veranse a continuacién uns primeiros exemplos.
Exemplo 1.60. E claro que a conxugacién nun grupo G é unha accién do grupo en si mesmo:

a: GxGE — G

(9,¢) +—— gzg?

Exemplo 1.61. O grupo G actuando sobre o conxunto {H C G | H < G} coa conxugacion:

a: Gx{HCG|H<G} — X

(9,H) — gHg™!

O resultado desta operacién é o subgrupo conxugado de H por g.

Definense agora, dada unha accién de G en X, un subconxunto de X e un subgrupo de G,

dous conceptos moi importantes na teoria de acciéns.

Definicion 1.62. Sexa unha accién dun grupo G nun conxunto X e x € X. O subgrupo de

isotropia ou estabilizador de z é G, := {g € G | gx = z}.

Definicion 1.63. Dada unha accién dun grupo G nun conxunto X e x € X, definese a 6rbita

de = como Gz :={gx | g € G}.

Entén, efectivamente, o subgrupo de isotropia ou estabilizador dun elemento de X é un

subgrupo de Gj e a 6rbita dun elemento de X é un subconxunto de X.

Podemos ver cales son o estabilizador e as 6rbitas nos exemplos dados.

Exemplo 1.64. Con respecto & conxugacion por un elemento z do grupo G (Exemplo [1.60), a
orbita de x, Gxr = {gzg~! | g € G}, non & mais que a clase de conxugacién de z. Pola stia banda,

L= 2} ={g € G| gx =g}, que coincide co

o subgrupo de isotropfa de x ¢ G, = {g € G | gxg~
centralizador de {z} en G, entendendo por centralizador dun subconxunto non baleiro X de
G o subgrupo Cg(X) = {g € G|gzg~' = 2 Yz € X}. E dicir, neste caso G ¢ o subgrupo de G

que deixa invariante x pola conxugacion.
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Exemplo 1.65. Con respecto ao Exemplo [1.61] o subgrupo de isotropia dun subgrupo H de G
6Gyp=1{9geG|gHg'=H}={g€eG|gH =Hg} = Ng(H). E dicir, ¢ o normalizador de
H en G (subgrupo de G que deixa invariante H pola conxugacion). Por outra banda, a érbita
de H ¢ GH = {conxugados de H}.

Ademais, dada unha accién dun grupo G nun conxunto X pode definirse a relaciéon de equi-
valencia: z,y € X, x ~ y < dg € G tal que gxr = y. Deste xeito, a 6rbita dun elemento x é a
clase de equivalencia da relacion que se acaba de definir [z] = Gz. Asi, o conxunto das érbitas

forma unha particién de X.

FEstadase agora unha relacién entre a 6rbita dun elemento co indice do subgrupo de isotropia

de dito elemento no grupo.

Proposicion 1.66. Sexa unha accion de G en X e x € X. Enton, verificase |Gz| = (G : Gg).

Agora ben, se o grupo G é finito e actia sobre X, o seguinte resultado importante da unha

descomposicién nas érbitas dos elementos de X.

Proposicion 1.67. (Férmula das clases ou descomposicion en orbitas) Sexa un grupo
G finito actuando sobre X, un conzunto finito. Enton, | X| =) |Gx|.

Pode verse como é esta férmula no Exemplo [L.60]
Exemplo 1.68. Como xa se dixo, tense Gz = {grg g € G} e G, = {g € G | grg™! = 2} =
{9 € G| gxr =xg} = Cg(x). Agora ben, distinguense dous casos:

» 2 € Z(G)= Gr={x} e G, =G.

L ¢ Z(G) = G, = Cg(l’) = N{x}
Deste xeito, utilizando que |X| = Y |Gz| e que |Gz| = (G : G;), a formula serd da forma

|G| = |Z(G)| + >_4ec(G : Nizy). C & o conxunto de representantes de clases de elementos que

non pertencen ao centro de z e Ny,3 = Cg(z) € o centralizador ou normalizador de {z}.

Para finalizar esta seccion, veranse algunhas definiciéns que resultaran de utilidade no ultimo

capitulo.

Definicion 1.69. Sexa G un grupo e X un conxunto. Dise que unha acciéon de G en X ¢ fiel se
verifica que o tnico elemento de G con puntos fixos ¢ a identidade. E dicir, se se ten que para

x e X ege G, gr=ximplica que g é o elemento neutro de G.

Pola definicién de subgrupo de isotropia dun elemento z € X, nunha accién fiel de G en X,

o estabilizador de x é o subgrupo trivial de G. Vexamos un exemplo dunha accién deste tipo.
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Exemplo 1.70. Sexa X un conxunto con algunha estrutura. Sexa ademais Aut(X) o grupo de
permutacions de X conservando esa estrutura. Entén, a accion o« : Aut(X) x X — X dada por

a(o,x) = o(x) é fiel.

Definicion 1.71. Definese unha accién transitiva como unha accién dun grupo G sobre un

conxunto X tal que Va1,z9 € X dg € G de xeito que gr1 = x9.

Obsérvese que unha accién serd entén transitiva cando defina unha tinica 6rbita.
Exemplo 1.72. A accion a: G X G — G definida por a(x,y) = zy con G grupo ¢é transitiva.

Definiciéon 1.73. Se unha acciéon dun grupo G nun conxunto X é transitiva e fiel dise que é

regular.

Exemplo 1.74. Volvendo & accion do exemplo anterior (Exemplo [1.72)), tifiase que a accién é
transitiva. Ademais, é claro que se xy = y, enton = é 1, a identidade do grupo, polo que tamén

e fiel. Polo tanto, esta accién é tamén regular.

1.8. Xeradores e relaciéons. Grupos libres

Nesta ultima seccién, verase como caracterizar un grupo que vén dado de xeito abstracto, é
dicir, coa lista dos seus elementos e a tdboa multiplicativa. Non obstante, esta descricién do grupo
pode sintetizarse de xeito que en vez de tomar todos os seus elementos, tomarase un conxunto
de xeradores, e en vez de dar a taboa multiplicativa completa, darase un conxunto de produtos
dos que derivaran o resto. Asi, chamanse relacions que definen ao grupo a este conxunto de
ecuacions entre os xeradores, das que resulta a taboa multiplicativa completa. A descricién feita

as{ do grupo denominase a presentaciéon do grupo por xeradores e relacions.

Comézase definindo un grupo libre coma un grupo que verifica unha propiedade universal.

Definicion 1.75. Un grupo F dise libre con base X se X C F e ademais se verifica a se-
guinte propiedade universal: dada unha aplicacién f : X — G con G grupo, existe un dnico
homomorfismo h : F — G tal que hi = f, con i a inclusién de X en F. E dicir, existe un tinico

homomorfismo h que estende f e fai conmutativo o diagrama:

X <t F

[t

En primeiro lugar, verase que o grupo libre definido asf é tnico.
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Proposicion 1.76. Sexan F e F' grupos libres con base o conzunto X. Verificase que F e F’

son isomorfos.

Demostracion. Tomando na definicién anterior como grupo G o grupo F’ e como aplicacion f a
inclusion 7 de X en F”, por ser F libre de base X, existe un tinico homomorfismo h : F — F’

de xeito que hi = ¢, sendo i a inclusiéon de X en F.
)

Razoando de xeito anédlogo, tomase como grupo G o grupo F, e como aplicaciéon f a inclusion
i de X en F. De novo a propiedade universal do grupo libre F’ da a existencia dun tnico

homomorfismo A’ : F' — F tal que /i’ = i.

Enton, hi = 7' e h'i’ = i, polo que substituindo en ambas ecuacions tense hh'i’ = ' e h'hi = 1.

Asi, hh' e h'h son ambas a identidade, e enton h e h' son isomorfismos. O

A continuacién, farase unha construcién que proba a existencia de grupos libres. Comézanse

dando unha serie de definiciéns que resultaran de utilidade.

Ao longo desta seccion, X sera un conxunto, X ~! outro conxunto bixectivo con el e disxunto,

e {1} un conxunto unitario de xeito que {1} N (X U X 1) = 0.

Definicién 1.77. Unha sucesion (x1,2,...) con 2; € {1} U X U X! e de xeito que In € N tal
que x; = 1 para todo 7 > n denominase unha palabra en X. En particular, a palabra baleira
serd aquela formada pola sucesion constante (1,1,...) e denotarase por 1. Poden pensarse as
palabras da forma xi‘l ~oxp onde z; € X, A€ {l,-1,0}se 1l <n—1e\, €{l,—1}.
Obsérvese que esta ortografia dunha palabra é tnica, xa que duas series (a;) e (b;) son iguais

se 0 son termo a termo.

Definicion 1.78. Unha palabra dise que é reducida se é a palabra baleira ou é da forma

x? :vﬁr conz; € X, \;=*xlex;e :ci_l nunca son adxacentes.

Visualicemos estas duas definiciéns nun exemplo.

Exemplo 1.79. Se X = {z,y, 2}, ryx e 2~ 'yzz~ty 222 son palabras, das cales a primeira é

reducida e a segunda non. A palabra reducida desta é 2~ 'zz2.

Dias palabras u = xil g n

ev =y} -y poden multiplicarse definindo o produto de
ambas como uv = xi‘l -'-x;}b”yf '...y/". Pero hai un problema, e ¢ que esta multiplicacién non
define un produto como tal no conxunto das palabras reducidas sobre X, posto que o produto
de duas palabras reducidas non ten por que selo tamén. Para emendar isto definese unha nova
multiplicacién de palabras reducidas, o que se cofiece por xustaposiciéon, entendendo por tal

pegar duas palabras reducidas e facer a reducida da palabra resultante. Vexdmolo nun exemplo.
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1 1

Exemplo 1.80. Sexa X = {r,y,z}, e considérense as palabras zyz, 2 'yz 'z e 2z tay L.

1

Entén, terase que o produto da primeira e da segunda seria zyzz 'yxz~'z, que non é unha

palabra reducida, pero a xustaposiciéon desas dtas palabras serfa zyyz 'z, que si que é reducida.

A xustaposicion da segunda e da terceira serd, de xeito anilogo, 1.

Imos probar que o conxunto de palabras reducidas con esta operacion que se acaba de definir

¢ un grupo.

Teorema 1.81. Para cada conzunto X, existe un grupo libre F' de base X.

Demostracién. Dendtase por F' o conxunto das palabras reducidas sobre o conxunto e como

operacion en F' considérase a xustaposicion. A palabra baleira é a identidade para a xustaposicion,
A An ..

o -xf)‘l, que é tamén reducida, polo que

e a inversa dunha palabra reducida xi‘l - xy seria o,
s0 falta probar a asociatividade. Esta proba poderia facerse por inducién distinguindo casos como
fai o texto de Carstensen, Fine e Rosenberger [2]. Porén, resulta unha demostracion pesada, e

por iso se fard seguindo a idea de van der Waerden.

Sexa x € X arbitrario e (m?l, ,xf‘l") € F, é dicir, unha palabra reducida. Entén, témanse

as funcions |2*| : F — F, con A = %1 que se definen do seguinte xeito:
:c)‘xi\l cexn ) se o £ :cl_’\l
A A1 An) — n
’.I' |(':U1 7"'7xn ) - )\2 A by _)\1
n —_—
xH% - xpt, se x” = 1)
Observamos que |z| o |7 = |z o |z| = 1p, & dicir, son a identidade en F. Entén, |z| e

|z~ son permutaciéns de F' que ademais son inversas entre si. Consideremos o grupo simétrico
de F', Sp, e Fy o subgrupo de Sp xerado por {|z| : x € X}. Veremos que Fy é libre con base
{lz] -z € X}.

Tense unha bixeccion x : {|z] : x € X} — X dada por x(|z|) = . En primeiro lugar, un

elemento h € Fy arbitrario, con h # 1p, pode factorizarse da forma

A A An
g =z olz5?[ oo fzp”| (1.1)

A1, A2

cos elementos |z*| e |z7*/| nunca adxacentes e \; = £1. Como g(1) = z}'25? - )" e como a

ortografia dunha palabra reducida é tnica, esta factorizacion é tnica.

Agora, para ver que Fy é un grupo libre con base {|z| : = € X}, consideremos unha aplicacion
f:A{lz| : € X} = G con G grupo. Definese unha aplicacion h : Fy — G que vira dada por
2 o olzpr]) = f(lza )M -+ f(|#n])*. Pola unicidade de factorizacion dun elemento g € Fy
dada pola ecuacién a funcién h estd ben definida e estende f.

Tense entén o seguinte diagrama conmutativo.
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{l] :x € X} —— Fy

lr_~
G

Agora ben, como Fj estd xerado por {|z| : x € X}, é suficiente probar que h é un homo-
morfismo. A unicidade deducirase de que dous homomorfismos que coinciden nun conxunto de

xeradores son 0 mesmo.

Sexan, pois, u e v elementos de Fy, é dicir, palabras reducidas sobre {|z| : x € X}. Se uv é

reducida, ¢ claro que h(uv) = h(u)h(v). Se non, u e v son da forma u = u'ow e v = w~tov' con u/v/
reducida. Por ser u e v reducidas, h(u) = h(u')h(w) e h(v) = h(w™)h(v') = h(w) th(v'), e asi
h(u)h(v) = h(u')h(w)h(w) th(v') = h(u')h(v'). Agora ben, por ser v/v’ reducida, h(u')h(v') =

h(u'v") = h(uv). Enton chégase a que, efectivamente, h ¢ un homomorfismo.

Como se verifica a propiedade universal da Definicion [1.75] viuse que Fy é un grupo libre con

base {|z|: z € X}.
v - (] A2 An|) — A1 A2
Por outra banda, sexa x : Fy — F con x(|z]!|o|x5?|o--o|apn|) = a7 w52 -

e ademais y({|z| 1z € X}) = x({|z] : z € X}) = X.

-z, Y é bixectiva,

{\x|:x€X}(L>Fo

5 s

X ' L F

Sabese que se G é un grupo, X un conxunto e f : G — X unha bixeccién, existe unha tnica
operacion en X tal que X é grupo e f é un isomorfismo. Con este resultado tense que considerando
a xustaposiciéon en f e por definicién de x, ¥ é un isomorfismo. Entén, F' é un grupo isomorfo a
.

Ademais, F' é libre con base X: dado G grupo e f : X — G aplicacion, consideramos fy e
como Fy ¢ libre sobre {|z| : z € X}, existe un tunico homomorfismo h : Fy — G de xeito que
hi’ = fx, sendo i’ ainclusion de {|z| : x € X} en Fy. Enton, sexa hy : F — G con hy = hx ! Se i
! = fxxt
banda, se ho : F — G é tal que hoi = f, enton hoix = fx, e asi haxi’ = fx = hi. Agora ben, como

¢ ainclusion de X en F, tense que hii = f,xaque h1i = h ™ ‘i = hi'x~ = f. Por outra

h é o tinico homomorfismo que verifica hi’ = fy, entéon hoY = h = hy = hxY ' = h1 = hi = ho,
e polo tanto hy : I — G € o tinico homomorfismo de xeito que hii = f, e queda asi visto que F

é un grupo libre sobre X.

Por ultimo, cabe destacar que X xera F' xa que {|z|: z € X} xera Fj. O

Desta proposicién, séguese un importante resultado.
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Corolario 1.82. Un grupo G calquera € imaze homomdrfica dun grupo libre. Enton, G € cociente
dun grupo libre F', é dicir, G = F/N.

Demostracion. Sexa G un grupo, X un conxunto de xeradores de G e F o grupo libre sobre
o conxunto X. Dadas as inclusions j : X — F e ¢ — G, por ser F' libre existe un tnico
homomorfismo h : F — G de xeito que hj = i. Agora, como G = (G), tense que h é un
epimorfismo, xa que para g € G arbitrario, g = xi‘l g = (:pi‘l -z M), Asi, polo primeiro

teorema de isomorfia, G = F'/ ker h. O

Podemos agora ver dado un grupo arbitrario, que se entende por presentacién do grupo.

Definicién 1.83. Sexa X un conxunto e Y un conxunto de palabras reducidas en X. Dirase que
un grupo G esté definido polos xeradores X, e as relacions Y se G = F/R, sendo F' o grupo
libre xerado por X e R o subgrupo normal de F' xerado por Y. Unha presentacién de G é un
par da forma (X | Y).

Coas notacions do corolario anterior (Corolario [1.82)), tinase que G = F'/ ker h, sendo ker h =
{(a1,...,a,) | a1 --a, = 1} con a; ou a;l € X. Asi, ker h & o subgrupo de relaciéns, e a presenta-
cién de G serd da forma G = (X | ker h).

Vexamos algiins exemplos de presentacions de grupos.

Exemplo 1.84. Sexa a presentaciéon (a,b | b*a = b,ba’b = a) e probemos que é unha presen-
tacion do grupo trivial. Como b?a = b, multiplicando por b~! pola esquerda obtense ba = 1.
Substituindo na segunda ecuacion terase ba’b = a < (ba)(ab) = a = ab = a. Se agora se multi-
plica esta expresién por a~! pola esquerda, obterase b = 1, e como se tifa ba = 1, entén tamén

se deduce que a = 1, e asi o grupo obtido é, efectivamente, o trivial.

Tense, pois, que un grupo G esta determinado, salvo isomorfismos, por un sistema de xerado-
res e un conxunto de relaciéns. Inversamente, dado un conxunto X e un conxunto Y de palabras
reducidas sobre X, pode construirse un grupo que ten a X como conxunto de xeradores e no que

se satisfan t6dalas relacions de Y. A construcién é a seguinte:

Sexa X o conxunto dado, F' o grupo libre sobre X e N o subgrupo normal de F' xerado por
Y. Tense asi X — F — F/N = G. ldentificando X coa imaxe en F'//N, G estd xerado por X e

en G satisfanse todalas relacions.

Polo visto ata o de agora, o grupo definido por xeradores e relacions dados sempre existe. A

continuacién verase que é o grupo mais grande posible no seguinte senso.

Teorema 1.85. (Van Dyck) Sexa G un grupo definido polos zeradores dun conzunto X e as

relacions doutro conzunto Y de palabras reducidas de X . E dicir, G estd definido polos zeradores
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x € X e as relacions u = 1 para uw € Y. Enton, se H é un grupo tal que estd zerado por X e

verifica as relacions de Y, hai un epimorfismo G — H.

Demostracion. Sexa F' o grupo libre sobre X. Polo tanto, como H = (X), tense a inclusion de
X en H. Como F ¢ libre sobre X, pode estenderse cun homomorfismo sobrexectivo h : I — H.
Agora ben, tamén se ten que H verifica as relaciéns de Y, é dicir, se u € Y, tense u = 1, e enton
Y C ker h. Entén, o subgrupo normal N xerado por Y en F' esti contido en ker h. Como N < F',
1<Heh:F — H étal que h(N) = 1, existe un homomorfismo sobrexectivo h : F/N — H. Asi,
G = F/N — H é un epimorfismo. O

A continuacién, veranse algins exemplos de grupos definidos por xeradores e relacions que

serven para clarificar a clase de razoamentos usados para estudar unha presentacion.

Exemplo 1.86. Sexa G o grupo xerado polos elementos s,t verificando as relacions s? = 1,
3 =1, e stst =1.

O grupo diédrico D3 de orde 6, que xa se definiu no Exemplo estd xerado por dous ele-
mentos s, t satisfacendo estas relaciéns, e polo tanto polo teorema anterior existe un epimorfismo

¢ : G — Ds. Asi, é claro que |G| > | D3| = 6.

Agora sexa F o grupo libre sobre {s,t} e N o subgrupo normal xerado por {s?,3, stst}. Pode
verse que todo elemento de F/N é da forma st/ N con o < i < 1,0 < j < 2, polo que como
G = F/N, |G| =|F/N| <6. Entéon |G| =6 e ¢ ¢ un isomorfismo.

Polo tanto, o grupo definido por eses xeradores e esas relaciéns é isomorfo a Ds.

En xeral, a presentacion por xeradores e relaciéns do grupo diédrico D,, de orde 2n serd da

forma (s,t | t" = 5% = (ts)? = 1).

Razoemos de xeito andlogo para ver cal é a presentaciéon do grupo dos cuaternios de orde 8,
do que xa se falou anteriormente (Exemplo [1.9)).

2

Exemplo 1.87. Sexa o grupo G xerado por z e y coas relaciéns z¢ = 1, 22y 2 = le zyazy ' = 1.

Agora ben, coma os elementos que xeran (Jg satisfan estas relaciéns, polo teorema anterior,

existe un epimorfismo ¢ : G — Qg, e polo tanto tense que |G| > |Qg| = 8.

2, xyzy ).

Pode probarse que todo elemento de F/N sera da forma a’’ N con 0 <i <3 e 0 < j < 1. Deste
xeito, |G| = |F/N| < 8. Enton, |G| = 8 e ¢ é un isomorfismo.

Sexa F o grupo libre sobre {z,y} e N o subgrupo normal xerado por {z* x%y~

Polo tanto, o grupo definido por eses xeradores e esas relacions é isomorfo a Qg.
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Enton, o grupo dos cuaternios ten presentacion Qg = (x,y | zt = 1, y2 = :UQ,y:By_l = :B_1>.

Non obstante, pode verse que tamén ten presentacion (x,y | zyz = y, 2> = y?).

Exemplo 1.88. Zg ten presentacions Zg = (z | 25 = 1) = (v,y | 22 = 32 = a7y Loy = 1).
Obsérvese que, como se ve nestes exemplos, presentacions distintas poden dar lugar a grupos

isomorfos, o que se conece como presentaciéons isomorfas. Cabe destacar que o problema de

decidir cando duas presentaciéns son isomorfas pode ser moi complicado, e en xeral non serd

resoluble.






Capitulo 2
O grupo simétrico

Neste capitulo centrarémonos no grupo simétrico e nas stias caracteristicas principais, e mais
adiante veremos que ten unha gran relaciéon coa teorfa musical. Para comezar, estudarase o que
é unha permutacién, certos tipos de permutaciéons como son os ciclos e as transposiciéons e verase
o teorema de Cayley. Chegarase a resultados importantes, como que toda permutaciéon se pode
factorizar nun produto de transposiciéns, e que ainda que esta factorizacién non sexa dnica, a
paridade do nimero de transposiciéns non cambia. Asi, verase o que son as permutaciéns pares
e impares. Estudaranse as clases de conxugaciéon do grupo simétrico, e finalmente verase unha
presentacién deste grupo por xeradores e relaciéns. A bibliografia empregada ao longo deste
capitulo volve ser a dos textos de Rotman [12], Cohn [3] e Hungerford [§]. Tamén se empregaron

os textos de Dorronsoro [5], de Fraleigh [7], James [9] e Ledermann [10].

2.1. Permutacions

Definicién 2.1. Dado un conxunto X, unha permutaciéon en X é unha aplicacién bixectiva
f: X—>X.

Con esta informacién, pode definirse o grupo simétrico sobre un conxunto X como segue.
Definiciéon 2.2. Se X é un conxunto, enton Sy = {f : X — X | f é aplicacion bixectiva} coa

composicion é un grupo, o grupo simétrico (Sx, o).

Se na definicion anterior se ten X = {1,2,...,n}, entén o grupo simétrico dendtase por S, e

chiamase grupo simétrico de n elementos. Ademais se o € S, escribirase:

1 2 .. n
U_<0(1) o(2) .. a(n)> (2.1)

25
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O grupo S, ten orde n!.

Os elementos que quedan invariantes non adoitan escribirse. Por exemplo:

1 4 1 2 3 4
Exemplo 2.3. A permutacion o = <4 1) € 54 denota & permutacion (4 5 3 1) .

Introdtcese a continuacién a nocién de ciclo, un tipo de permutaciéon.

Definicion 2.4. Un ciclo ou permutacién circular de orde r é unha permutaciéon o € S,
con r elementos {ai,...,a,} non invariantes, e tal que o(a1) = az,0(a2) = as,...,o(a,) = a1. E

dicir, o(a;) = aj41 parai =1,...,r — 1l e o(a,) = a;.
Adoitan denotarse estes ciclos como o = (ay, ..., a,).

Cando a orde do ciclo é 2, a permutacién chamase transposicién; que non é maéis ca o inter-
cambio de dous elementos. Asi,
Definicion 2.5. Unha transposicién é un ciclo de orde 2.
Definicion 2.6. Duas permutaciéons o1, 09 dinse disxuntas se cada valor que unha deixa non
invariante a outra o deixa fixo.

E dicir, dados dous ciclos o1 = (a1, ...,a,) € 02 = (b1, ..., by,) dirase que son disxuntos se se
verifica que {a1,...,an} N {b1,...,0m} = 0.

En xeral, o grupo simétrico non é conmutativo, vexdmolo nun exemplo.

Exemplo 2.7. Sexan

1 23 45 6 7 8 9 10 11 12
o= € Si2
(3 51 4 7 9 12 11 8 2 6 10)

1234 5 6 7 8 9 10 11 12

V= € S12
7T 216 11 9 10 4 5 3 12 8

Tense que

(123456789101112)
ooy =

1253 9 6 8 2 4 7 1 10 11

1 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12
o0 =
7 1 11 7 6 10 5 8 12 4 2 9 3

Entoén, claramente, 0 oy # vy oo, e asi vese que Si3 non é conmutativo. Vexamos agora un

resultado xeral para S,
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Proposicion 2.8. S, non ¢ abeliano para n > 3.

Demostracion. Precisamos atopar duas permutacions «, 8 € S, tales que af # Sa. Considere-

1 2 3 4 5 .. 1 2 3 4 5 ..
o= "les, pB= ")es,
1 3 2 45 ... n 3 2 1 4 5 ... n

Tense entén que

mos pois:

Non obstante, cando os ciclos son disxuntos pode verse que estes si conmutan.

Proposicion 2.9. Se o1 e o9 son ciclos diszuntos de Sy, terase que estes conmutan. Isto é,

01009 =020071.

Demostracion. Denotemos os ciclos por o1 = (ai,...,an) € 03 = (b1, ...,by). Deste xeito, se
1 < j < n, tense que o3 0 01(aj) = o2(aj+1) = aj+1 € o1 002(a;) = o1(a;) = aj+1, debido a
que aj,ajy1 ¢ {b1,...,b;m}. Ademais, 03 0 01(a,) = o2(a1) = a1 e 01 0 0g2(an) = o1(an) = a1.
Razoando de xeito anélogo cos b;, chégase ao mesmo resultado. Agora ben, como o7 e o9 deixan

fixos aos elementos x tales que x ¢ {ay,...,a,} U {b1, ..., b} queda probado o resultado. O]

A existencia dunha accién dun grupo sobre un conxunto permitenos obter o resultado expre-

sado na proposicidon seguinte, da que o teorema de Cayley vai ser unha consecuencia importante.

Proposicion 2.10. Seza G un grupo que actia sobre un conzunto X. Eriste un homomorfismo

de grupos de G en Sx.

Demostracion. Para cada elemento de G, definese 0(g) como a aplicacién que a un x de X lle fai
corresponder 6(g)(z) = gx. Como x = g(¢~'x) para todo = € X, 0(g) é sobrexectiva. 6(g) tamén
é inxectiva: para z,y € X, terase que gr = gy, e polo tanto, x = ¢~ !(g92) = g~ '(gy) = y. Entoén,
6(g) é unha bixecciéon, ou o que é o mesmo, unha permutaciéon de X. Finalmente, a aplicacion

G — Sx que a cada g € G lle fai corresponder 6(g) é un homomorfismo de grupos debido a que

0(g192) = 6(g91)0(g2) para todos g1, g2 € G. O

Como consecuencia:
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Corolario 2.11. (de Cayley) Todo grupo G é isomorfo a un subgrupo dun grupo simétrico. En

particular, se G € finito, G € isomorfo a un subgrupo dun grupo simétrico de n elementos.

Agora, estudarase que toda permutacion pode escribirse como produto de ciclos.

Proposicion 2.12. Toda permutacion o de Sy, € ou ben un ciclo, ou ben pode descomponierse en
produto de ciclos diszuntos (de orde polo menos 2). Esta descomposicion é unica, salvo a orde

dos ciclos e o seu primeiro elemento.

Demostracion. Vexamos en primeiro lugar que pode descomponerse o en produto de ciclos.
Tomando de xeito recursivo 1 = ¢%(1), o(1), 0%(1) = o(a(1)),...,0"(1) = o(c™ (1)), téfiense
n+1 elementos, e como o € S, s6 hai n imaxes posibles. Enton, terase que hai polo menos unha
repeticion, é dicir 35,k € {0,...,n}, j # k (tomemos sen perda de xeneralidade k > j) de xeito
que o7 (1) = o*(1). Asi, 0¥ 77(1) =1, onde 0 < k — j < n, e entén tomando m; coma o menor

enteiro positivo verificando que 0™ (1) = 1, definese o1 = (1,0(1), ...,0™ ~1(1)).

Tomemos agora un elemento x € {1,....,n} de xeito que x ¢ {1,0(1),...,0™ 1}, Repitese
o procedemento anterior, atopando o menor enteiro positivo mg verificando que o"2(x) = =x.

Terase enton oo = (z,0(x), ..., 0™~ 1(x)).

Repetindo o procedemento ata rematar cos n elementos de {1, ...,n}, obtense unha cantidade

finita, r, de ciclos o1, ..., 0, de xeito que 0 = o, 0...001 = 7, - 071.

Os ciclos obtidos seguindo este procedemento son disxuntos, como se ve a continuacion.
Probemos que, por exemplo, o1 e oo son disxuntos. Se 07(1) = o°(z), terase que 077 %(1) = x, e
polo tanto x € {1,5(1),...,6™ ~1(1)}, o que é unha contradicién coa eleccion feita anteriormente.
Enton, os ciclos son disxuntos, e pola Proposicion conmutan. Deste xeito, a descomposicién

de o non se ve afectada pola orde dos ciclos.

Por dltimo, vexamos que a eleccién do primeiro elemento é arbitraria, ou o que é o mesmo,
non inflae na descomposicion en ciclos. E dicir, se y = o’(x) con 0 < j < mg, hai que ver que

o2 = (2,0(2),...,0™ " (z)) & igual a o2 = (y,0(y), ..., 0™ (y)).
Agora ben, da(y) = o(y) = o/t(x) = 02(0’(x)) = 02(y). En xeral Vs,1 < s < mg — 1,
G2(0°(y)) = o* (y) = o* M (2) = 02(0° (2)) = 02(0°(y))- O
Unha forma moi sinxela de visualizar este resultado é representar nun circulo os n elementos

{1,...,n} e ver como actia unha permutacion neste conxunto. Vexamolo nun exemplo.

Exemplo 2.13. Sexa a permutacion

123 45 6 7 8
g =
2 46 1 7 3 85
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E claro que o = (1,2,4)(3,6)(5,7,8), o que se representa do seguinte xeito:

Como resultado da proposicién anterior tense o seguinte corolario.

Corolario 2.14. A orde dunha permutacion o € Sy, € 0 minimo comin multiplo das ordes dos

seus ciclos diszuntos.

Demostracion. Sexa o = 01 -+ 0, a descomposicion de o en ciclos disxuntos. Agora ben, os ciclos
disxuntos conmutan, e polo tanto terase que 0° = o} --- 07 Vs € Z. Ademais, 0° = (1) & o] = (1)
Vi € {1,...,r}. Deste xeito, 0° = (1) < |oy| divide a s para cada i. Finalmente, como |o| é o

minimo de xeito que o/?l = (1) obtense o resultado. O

Xa se viu que toda permutacion se pode descompofier en produto de ciclos disxuntos (Propo-
sicion [2.12)). Non obstante, pode irse mais lonxe e probar que toda permutacion se pode escribir
coma, produto de transposiciéons. Para iso, s6 compre ver que todo ciclo se pode descomponer en

produto de transposicions.

Proposicion 2.15. Todo ciclo pode descomporierse nun produto de transposicions. En conclu-

siom, toda permutacion pode escribirse como produto de transposicions.

Demostracion. E sinxelo ver que (z1) = (x1,x2)(x1,x2), e deste xeito para r > 1 tense

(@1, 2, -y @) = (@1, 20 ) (@1, Tp—1) -+ (21, 23) (21, T2).- O
Outra posible descomposicion é (1, x2, T3, ..., Tn—1,Tn) = (T1,22)(x2,23) * (Tp_1,Ty). Ve-

xamos un exemplo dunha permutacién con méis dunha factorizacion.

Exemplo 2.16. (1,2,3) = (1,3)(1,2) = (2,3)(1,3) = (1,3)(4,2)(1,2)(1,4).
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Entoén, como acaba de verse, a factorizaciéon non é tnica. Non obstante, o nimero de trans-
posiciéns que aparece na factorizaciéon dunha permutaciéon é sempre o mesmo méodulo 2. E dicir,

dito ntimero é sempre par ou impar.

Ademais, as transposicions nas que se factoriza unha permutacion non tefien por que conmu-

tar. Vexamos un exemplo:

Exemplo 2.17. (1,2,3) = (1,3)(1,2) # (1,2)(1,3).

2.2. Permutaciéns pares e impares

Analizarase que a paridade dunha permutacién é sempre a mesma. Cabe destacar que a proba
deste resultado atopada en bastantes libros fai uso dunha construcion artificiosa, polo que resulta
bastante complicada. A demostracion que se veréd serd a que segue o libro de Fraleigh [7]. Para

iso, deben primeiro introducirse algunhas nociéns.

Sexa o € S,,. Enton, para cada i,j € {1,...,n} pode definirse unha relaciéon de equivalencia:

i~ j< dseZtal que j = 0o°(i).

Efectivamente, vexamos que a relacion que acaba de definirse ¢ de equivalencia. E reflexiva,
xa que i = id(i) = 0°(i), e polo tanto i ~ i. Tamén se verifica que é simétrica, pois se i ~ 7,
entén tense que s € Z tal que j = 0°(i), e polo tanto 3—s € Z tal que i = 0~ *(j), e entén j ~ i.
Finalmente, a relacion tamén é transitiva, pois se i ~ j e j ~ k, enton Is,r € Z tal que j = 0°(i)
e k = o"(j). Deste xeito, k = 0" (j) = 0" (0%(4)) = 0" (i), ou 0 que é o mesmo, Ir + s € Z tal

que k = 0" (i), e polo tanto, i ~ k.
Definense nesta relaciéon de equivalencia as sias clases.

Definicion 2.18. Sexa o € S,,. Denominamos érbitas de o as clases de equivalenciaen {1,...,n}

coa relacidén que acaba de verse.

Cabe destacar que este concepto de 6rbita coincide co que xa se mencionou en acciéns de
grupos (Definicion . As oOrbitas de o son as clases coa relaciéon i ~ j < dm € Z tal que
o™(i) = j. E dicir, [i] = {o"(i) | r € Z}. Enton, considerando a accién do grupo ciclico xerado
pola permutacion o, (o) sobre o conxunto {1,...,n}, que a un par (¢”,7) lle fai corresponder

0" (i), terase que as Orbita de o que se acaban de definir coinciden coas 6rbitas desta accion.

Observemos un exemplo de 6rbitas dunha permutacién particular.

Exemplo 2.19. A permutacion identidade en S,, é aquela que deixa fixos os n elementos, e polo

tanto terd n orbitas que consisten nos subconxuntos unitarios de {1,...,n}.
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Despois desta definiciéon, pode facerse unha revision do visto anteriormente. Deste xeito, pode
darse unha definicién alternativa de ciclo, que é unha permutacién que ten ao sumo unha érbita
con mais dun elemento. A orde dun ciclo é o maximo dos nimeros de elementos das stias érbitas.
Con respecto 4 factorizacion dunha permutacién en ciclos disxuntos, xa se viu que era Gnica
salvo a orde dos ciclos e o seu primeiro elemento. Isto ten sentido debido a que as érbitas dunha

permutacién son tinicas.

Vexamos agora un lema 1til para posteriormente ver que a paridade do nimero de transpo-

sicions dunha permutacién é sempre a mesma.

Lema 2.20. Sexan o € S, e T € S, unha transposicion. O nimero de drbitas de o difire do de

To nunha unidade.

Demostracion. Denotemos 7 = (i, 7). Esencialmente hai dous casos. Por unha banda, se i, j
pertencen a 6rbitas distintas de o, 7 crea unha especie de unién entre elas, de xeito que 7o tera
unha 6rbita menos ca o. Por outra banda, se i, j pertencen 4 mesma 6rbita de o, 7 vai separala
en daas orbitas en 7o, de xeito que tera unha orbita mais ca o. Ademais, a multiplicacién de o

por 7 deixard fixas as orbitas que non contefien nin a 4 nin a j.

Sexa en primeiro lugar o de xeito que ¢ e j estan en drbitas distintas. Factorizase ¢ nun

produto de r ciclos disxuntos:
0= (Ui @y 1y ey V) (T, ooy b, Jy ooy Y) O3 - O,

onde 01 = (u,...,a,i,...,v) e o9 = (x,...,b,7,...,y) son os ciclos contendo i e j. Tense enton
To102 = (1,7)(Uy ey @y 0y ooy 0) (T ooy b, 7y oy y) = (Uy oy @y Gy ooy Yy @, .., by 4), € asi a Orbita de i e a

de j Gnense nunha soa.

Por outra banda, se i e j estdn na mesma Orbita de o, terase outra vez a factorizaciéon de o

en produto de ciclos disxuntos:
0= (x,.,a,0y .0, b, J, e, y) O -+ O,

onde 01 = (z,...,a,i,...,b,7,...,y) € o ciclo que contén a i e a j. Neste caso tense polo tanto
que 701 = (i, 7)(x, .o, @y 4y ooy b, 4,y ooy y) = (24 oy @y 4y ooy y) (4, ..., b), € como consecuencia o queda

dividido en dous ciclos disxuntos, é dicir, en ddas érbitas.
Chégase asi ao resultado do lema. O
Teorema 2.21. As permutacidns en S, non poden expresarse simultaneamente coma o produto

dun numero par de transposicions e dun numero impar delas.

Demostracion. Suponiamos que o € 5, pode expresarse simultaneamente coma o produto dun nt-

mero impar de permutaciéns e coma o produto dun ntimero par delas, para asf tratar de chegar a
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unha contradicién. Deste xeito, como (a,b) ™! = (a, b), terase que o inverso dun produto de trans-
posiciéns é o produto das mesmas transposiciéns na orde inversa, é dicir, [(a,b)(c,d) - (z,y)] ™' =
(z,y) - (¢,d)(a,b). Enton, como o pode expresarse coma o produto dun ntimero par e dun niimero

impar de transposiciéns, o mesmo ocorrera con o L.

Tomemos o produto co~! = id, onde se expresou ¢ cun namero par de transposicions,

o~ ! cun namero impar delas, e id representa a permutacion identidade. Deste xeito, tense que
O2r41092r -+ 0201 = id, onde observamos que temos & permutacion identidade ¢d expresada coma o
produto dun niimero impar de transposiciéns. Multiplicando a parte da esquerda pola identidade,
terase que oo,1109, -+ 0201%d = id, onde como xa se dixo, as g; son transposiciéns. Estamos agora
en condiciéons de utilizar o lema anterior. Entén, aplicando o lema varias veces, obtense que o
numero de érbitas de id difire nun nimero impar co nimero de 6rbitas de ¢d. Como o niimero de
orbitas de i¢d é n, chégase enton a unha contradicion, que xorde ao suponer que se pode expresar

o coma o produto dun ntimero par e dun ntimero impar de transposicions. O

A partir deste resultado, pode introducirse unha definicién dependendo da descomposicion

en transposicions dunha permutacion.

Definiciéon 2.22. Dada unha permutacién o, o seu signo ou signatura ¢ sig(o) = (—1)",
(sendo n o ntimero de transposicions na factorizacion de o) e deste xeito, sig(c) € {£1}. Ademais,
cando sig(o) = 1, dise que o é par (ten un numero par de transposicions); mentres que cando

sig(o) = —1, o ¢ impar (ten un namero impar de transposicions).

A sta vez, a partir desta definicion podese introducir un subgrupo particular de S,,.

Definicion 2.23. O subgrupo alternado, que se denota por A,, é o subgrupo de S, definido
por A, :=={o €S, | sig(o) =1}.

Teorema 2.24. Para cada n > 2, o subgrupo alternado A, é un subgrupo normal de S,, de indice
2 e orde |Sy,|/2 =n!/2.

Demostracion. Denotese por C' o grupo multiplicativo C' = {1,—1}. Sexa f : S, — C a
aplicacion dada por f(o) = sig(o). Claramente f é un homomorfismo sobrexectivo de grupos
cuxo niicleo &€ A,,. Deste xeito, A, é normal en S, e ademais polo primeiro teorema de isomorfia,

Sp/An 2 C. Asi, (Sp: An) =2 e |Ap| = [Sn]/2 = nl/2. 0

Agora xa estamos en condicions de aclarar o comentario feito no capitulo anterior sobre o
reciproco do teorema de Lagrange. O grupo A4 ten orde 12 pero non ten ningun subgrupo de
orde 6. Se existise un subgrupo S < Ay de orde 6, o indice de S en Ay seria (A4 : S) =2, e entoén

para todo s € Ay terfase que s> € S. Agora ben, como A4 contén 8 ciclos de orde 3, teriase que
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se s ¢ un deses ciclos, s = s* = (52)? est4 en S, e polo tanto S teria 8 elementos, o cal é unha

contradicion.

2.3. Clases de conxugacién de S,

Previamente xa se falou da conxugaciéon nun grupo e da clase de conxugacién dun elemento

do grupo (Definicion [1.33)). Analizarase agora o caso particular de que o grupo sexa S,,. Enton, a

lor, onde

7 € S,,. Vexamos primeiro que se temos un ciclo o € S,,, entén para 7 € S, o conxugado 7~ loT

clase de conxugacion dun elemento o € S, estard formada por elementos da forma 7~

continnta a ser un ciclo.

Proposicion 2.25. Seza o € S, un ciclo de orde k con 0 = (i1,12,...,1) ¢ T € Sy,. Entdn,

7= Yo é tamén un ciclo de orde k e ademais T lor = (17 Vi, 77 Vg, ..., T i),
Demostracion. Sexa A = {iq,...,ix} e tomemos i, € A. Tense entén que (7 lo7)r li, =
rloi, = T_liT+1, ou 7Y no caso de que r = k.

Agora, para 1 <i <n, coni ¢ A, terase (t—lor)7 li =77 1oi = 77 1.

Chégase asi ao resultado 771(i1, ..., ix)7 = (77 iy, ..., 7~ Lig). O

Xa se viu que toda permutacién o se pode descomponer nun produto de ciclos disxuntos
o = 0109 0,, de xeito que os ciclos tefien ordes mq,ma, ..., m, respectivamente (Proposicion
2.12)). Para o estudo que se vai realizar, ¢ conveniente considerar tameén os ciclos de lonxitude 1,

e asi os n elementos de o estaran na descomposicion en ciclos.

Deste xeito, os enteiros mq, ms, ..., m, denominanse estrutura en ciclos de o. Entoén, t6-
dalas estruturas en ciclos de 5, estdn nunha correspondencia un a un cos conxuntos de enteiros

mi, Mo, ...,m, verificando 1 <m; <mo < ... <m,, mi +mg + ... + m, = n.

Alternativamente, se o ten e; ciclos de orde 1, es de orde 2,..., e, de orde n, a estrutura en

ciclos de o vén dada polos enteiros non negativos ey, es, ..., €,, de xeito que e; +2e2+...+ne, = n.

O seguinte resultado relaciona as clases de conxugacién de S, coa estrutura en ciclos.
Proposicion 2.26. Se 0 € S, a clase de conzugacion de o en S, estd formada por tédalas

permutacions de Sy, que tefien a mesma estrutura en ciclos ca o.

Demostracion. Consideremos unha permutaciéon o € 5, e a stia descomposicién en ciclos dis-

Xuntos o = 0109+ 0p = (L1, 22, - Ly ) (Y1, Y2, -y Ymy ) =+ (W1, Wa, ...y Wiy, ). Cada o; é de orde my;,
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verificando mi +mao +...+m, =nemg < mg < ... <m,. Sexa 7 € Sy,:

10'7' = Tﬁl(‘r17m27 -~$m1)7'7'71(3/17y27 "‘7ym2)7— Tﬁl(wth’ ""me')T -

1

-
= (t7 e, e, o e ) (T ey, T ey e T ) o (P oy, T g, T )

1

Entén é claro que o e 77 o7 tenen a mesma estrutura en ciclos.

Reciprocamente, sexan «, 8 € S,, diias permutacions coa mesma estrutura en ciclos:

@ = (21, Ty ) Y1y ooy Ymy ) = (W1, ey, ) € B = (2], ac;m)(y’17 ...,y;nZ) e (wh ...,w;nr).

Como son produto de ciclos disxuntos, existe un 7 € S,, de xeito que 7(z1) = 2, ..., 7(Tm, ) =

/

Ty o

S T(wr) = wi, ..., 7(W, ) = wy, . Asi, polo visto antes, chégase a que 77187 = @, ou 0 que

¢ 0 mesmo, a e 3 son conxugadas. O

Vexamos un exemplo disto.

Exemplo 2.27. As permutacions (2,3,1)(4,5)(6) e (5,6,2)(3,1)(4) son permutacions de Sg que

son conxugadas.

Entén, hai tantas clases de conxugacion en S, coma posibles estruturas en ciclos. E dicir, o
numero de clases de conxugaciéon en S, é igual ao nimero de particions de n en sumandos non
negativos. Mais adiante denotaremos a particién por 1¢12¢2..n°" (onde, lembremos, e; denota o
nimero de ciclos de orde 7). Ainda que non hai ningunha férmula que exprese o ntmero de clases
de conxugacién de S, coma unha funcién de n, o que si pode verse é cantos elementos hai en

cada clase.

Proposicion 2.28. Seza o € S, con estrutura en ciclos dada pola particion 1°12°2..n°". Enton

o nimero de permutacions que son conzugadas con o en Sy, € igual a

hy = n!
, =

1¢1eq!12%2e5!...nney! "

Demostracion. A estrutura en ciclos de o, denotada por 1¢12°2...nf" como xa se viu, pode verse

do seguinte xeito:

() ()
—_— —

Ténense exactamente n espazos, que completados con n obxectos de calquera xeito, dan un
elemento de S,, que por construcién terda a mesma estrutura en ciclos ca o. Sdbese que hai n!
formas de ordenar os n elementos. Non obstante, habera ordenaciéns que proporcionen o mesmo

elemento de S,.
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Centrémonos nos e; ciclos de orde ¢ (1 < i < n). Estes ciclos, poden permutarse de e;! formas,
de xeito que o resultado segue a ser o mesmo elemento de S,,. Ademais, cada ciclo (a1, ag, ..., a;)

pode escribirse de i formas distintas ((a1, ag, ..., a;) = (az2,as, ...,a;,a1) = ... = (a;,a1, ..., a;—1)).

Enton, cada elemento de S, foi contado e;!i% veces por cada ciclo de orde i. Polo tanto, cada
elemento da clase de conxugacion de o repitese 1°1e112%2es!..n%" e, ! veces, e asi chégase & formula

dada pola proposicién. O

No primeiro capitulo falouse de xeradores, relaciéns e presentacions de grupos. No seguinte
epigrafe identificaranse estes conceptos no caso particular do grupo simétrico de n elementos.

Para iso, utilizarase o texto de Dummit e Foote [6].

2.4. Presentacion de S,

En primeiro lugar estudaranse subconxuntos de S, que xeran a S,. Os mais sinxelos son as
transposicions da forma (i,7 + 1) = ¢; para 1 < i < n. Aos n — 1 elementos ¢; chamarémolos

transposicions simples de S,.

Teorema 2.29. I. O grupo simétrico Sy, estd zerado polas n — 1 transposicidns simples.
II. Sy, estd zerado polas transposicions (1,i), con 2 <i < n.
III. Paran >3, S, estd zerado pola transposicion (1,2) e o n—ciclo (1,2, ...,n).

IV. Paran >3, S, estd zerado pola transposicion (1,2) e o (n — 1)—ciclo (2,3,...,n).

Demostracion. I. Unha inclusién dase trivialmente, é dicir, (¢1,...,tp—1) < Sp. En primeiro
lugar, (i,m) = titi41 - tp—1 para todo 1 < i < n—1. Procedemos a probar o enunciado por

inducién en n. Para n = 1,2 non hai nada que probar.

Agora, supofiamos que o resultado se cumpre para n — 1, é dicir, S,_1 esta xerado polas
n—2 transposicions simples e vexamos que se cumpre para .S,. Consideremos a acciéon de Sy,
sobre o conxunto {1,...,n} e E o seu estabilizador. Tense que E = S,,_1, que por hipotese
de inducién estd xerado polas transposiciéons simples tq,...,t,—o de S,. Sexa o € S,. Por
unha banda, se 0 € E, entéon o € (t1,...,tn—2) C (t1,...,tn—2,tn—1). Por outra banda,
se 0 ¢ E, terase que o(n) = k # n. Consideremos agora 7 = (k,n) = tgtpr1 - tn_1.
Asi, 7 € (t1,....,tn—1), € entéon 7o(n) = 7(k) = n. Deste xeito, 70 € E, e polo tanto
7o € (t1,...,tn—1). Finalmente, que ¢ = 7(70) € (t1,...,tn—1) proba a outra inclusion
Sp C (t1y .y tn_1).
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I1. Denotemos por S = ((1,2),(1,3),...,(1,n)). Enton, t; = (i,i+1) = (1,9)(1,i + 1)(1,7) € S
con 1 <14¢ < n. Non obstante, S,, é o menor subgrupo contendo 4s transposiciéns t¢;, e polo

tanto S, < 5. Non obstante, pola definiciéon de S terase que S C Sy, e asi S = 5,.

111. Denotando o = (1,2, ...,n), tense que o(1) =i+ 1 para 1 <i < n — 1. Agora, aplicando a
Proposicion [2.25) ¢*~1(1,2)0~ 0D = (¢*1(1), 0" 1(2)) = (4,5 + 1) = t;.

Asi, para todo 1 <i <n—1, t; € ((1,2),0). Polo tanto, como S,, esta xerado polas n — 1
transposicions simples t;, S, < ((1,2),0). Non obstante, tamén se ten que (1,2),0 € S, e
polo tanto S, = ((1,2),(1,2,...,n)).

v. (1,2)(2,3,...,n) = (1,2,...,n), o que significa que (1,2,....,n) € ((1,2),(2,3,...,n)). Ade-
mais, (1,2) € ((1,2),(2,3,...,n)). Agora ben, polo punto anterior, S, = ((1,2),(1,2,...,n)),
e polo tanto S, < ((1,2),(2,3,...,n)). Como ((1,2),(2,3,...,n)) < S, trivialmente, entén
Sn=1((1,2),(2,3,...,n)).

As transposicions simples de S,,, que como se acaba de probar é un conxunto de xeradores de
)
Sy, verifican unhas relaciéns que se probarén a continuacién e con todo darase unha presentacion

de S,,.

Proposicion 2.30. As transposicions simples de S,, sempre que n > 2, verifican as relacions:

t? = 1, con 1 S ) § n — 1, titj = tjti, para |’L —]| >1le titiJrlti = ti+1titi+1.

Demostracion. Como as t; son transposiciéns, a relacion t? =1conl<4<n-—1~¢&inmediata.
Por outra banda, cando |i — j| > 1 tense que |i — j| > 2, e polo tanto t; e t; son disxuntos. Deste
xeito, pola Proposicion conmutan, e asi t;t; = t;t;. Finalmente, se se ten que 1 <7 <n —2
verificase que t;t;r1t; = (4,i+1)(i+1,i+2)(i,i+1) = (¢,i4+2) = (i+1,i+2)(¢,i+1)(i+1,i+2) =
tiv1titiva. O

A ultima destas relaciéns equivale a que (titi.}rl)g =lparal <i<n-—2.

A continuacion definese unha matriz simétrica M = (m;;) de orde n —1 x n —1 con entradas

en Z:
l,set=jel<i<n—-1

mi; = 2,se|i—j|>1

3,sej=1+1lel<i<n—2

Agora podemos reescribir as relacions da anterior proposicion do seguinte xeito: (t;t;)"9 = 1.
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Consideremos agora dous conxuntos. Un de xeradores X = {x1, ..., 2,1} e outro de relacions
R = ((zx;)™9 | 1 <4,j < n—1). Enton, tense que se F' é o grupo libre xerado por X e R,
Wy = (x1, ..., n—1 | (zjz;)™ con 1 < i,5 < n—1) serd da forma W,, = F//R. Ademais, como

1

x; = x;, os elementos w € W), poden expresarse do seguinte xeito: w = x;, 4, - x;,, para todo

1<i1<n—1conl<i,19,...,1 < n.

Lema 2.31. |W,| < n! cando n > 2.

Demostracion. Verase esta demostracién por inducién en n. Para o primeiro caso, n = 2, tense
que Wy = {1,t1}, polo que |Wy| =2 < 2.

Agora suponase o resultado certo para n, é dicir, |W,| < n!, e vexamos que se cumpre para
n + 1. Sexa V o subgrupo de W41 xerado por z1,...,2p—1, V = (21, ..., Tpn—1) < Wy41. Enton,
como V & subgrupo de W, 41, os x; cumpren as relaciéns (aciacj)miﬂ' =1l,conl <45 <n—1
Deste xeito, polo Teorema de van Dyck existe un epimorfismo W,, — V. Unindo isto coa
hipotese de inducion, terase que |V| < |W,| < nl.

Definense a continuacién os conxuntos Vy = x1x9 -2, V, V1 = 292,V ,..., Vo1 = x,V,

Vi, = V. Probemos que, para 1 <14,j <n,

‘/7;,1, Sei:j
;) V; = Vi,sej=1—1
Vi, seti#j,i—1

En primeiro lugar, se ¢ = j, ;V; = 2;V; = zx41 - 2,V = V1.
En segundo lugar, sexa j =¢ — 1. Asi, 2;V; = ;Vi1 = v22i41 - 2,V = 24q1 2,V =V,

Finalmente, consideremos o caso j # i,i — 1, que separaremos noutros dous: que j > i+ 1 ou

que 5 <1 — 2.

En primeiro lugar, estudaremos o caso j > i+ 1. Nese caso, Vj +1 <k <mn, |k—i > 1, e
enton z;xp = zpr;. Ademais, como j > i+ 1, tense que ¢ < n, o que implica que z; € V, e polo

tanto z;V = V. Deste xeito, z;V; = ;2117542 2,V = xj1 2V =211 -2,V = V.

Consideremos agora o caso j < ¢—2. Neste outro caso, V1 < k <1i—2, z;x, = xx; € ademais
verificase a terceira relaciéon da Proposicién ¢ dicir, z;x;—12; = ®i—12;Ti-1. Asi, 2;V; =
LiTj41T5+42 exy Vo= Lj1 = Lj—2X5L5—1L5L541 T,V = Tyl Lj—2T5—1L5L5—1T541 *** x,V. Para
todot+1 < k <n, xj12r = TxTi—1, € ademais como ¢ — 1 < n, x;_1T = TpTi—1 € entéom

TV = Tjqp1 - i1V = Tjp1 2,V = Vj.

Asi probouse que V1 < 4,j < n, 31 < k < n de xeito que z;V; = Vj. Por outra banda, xa

se dixera que para w € W), se ten que w = z;, --- ;,,. Entén, para algin j, wV = wV,, =V}, e
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polo tanto, Wy41/V = {Vy, V1, ..., V;,}. En principio, os V; non tefien por que ser disxuntos dous
a dous, polo que (Wy41 : V) <n+ 1. Asi, [Wyii| = Wypr - V)V < (n+1)n! = (n+ 1), co

que queda probada a proposicién. O

Deste xeito, estamos en condiciéons de ver cal é a presentaciéon de S,.

Teorema 2.32. O grupo simétrico S, ten presentacion S, = (t1,ta,...,tn—1 | (tit;)"™9 =1 con
1<i4,j<n-—1), sendon > 2.

Demostracion. Pola Proposicion 2.29] as n — 1 transposicions simples xeran Sy, e ademais ve-
rifican as relacions da Proposicion [2.30] que xa se dixo que se traducen en (¢;t;)"4 = 1 para
todo 1 < 4,5 < n — 1. Deste xeito, pode aplicarse o Teorema de van Dyck [1.83] e asi hai un

epimorfismo W,, — S, levando z; en ¢; para 1 < i < n — 1. Denotemos dito epimorfismo por f.

Enton, tense trivialmente que |[W,| > |S,| = n! Ademais, acaba de verse no lema anterior a
desigualdade oposta, ¢ dicir, |W,,| < n! para n > 2. Asi, terase que |W,,| = n!, e polo tanto como

f € sobrexectiva, tamén e inxectiva, chegando asf ao resultado do teorema. O



Capitulo 3

As matematicas e os acordes

Neste capitulo relacionarase o visto ata agora de teorfa de grupos coa teoria musical. En
concreto, estudaranse os acordes de tres notas. Con este propoésito, definiranse algunhas trans-
formaciéns de acordes, para posteriormente ver que estas transformacién forman un grupo. Para
iso, utilizaranse os textos de Agustin-Aquino, du Plessis, Lluis-Puebla e Montiel [I] e o de du
Plessis [11].

3.1. Nocidns musicais

Como sabemos, na escala diaténica hai exactamente sete notas musicais: Do, Re, Mi, Fa, Sol,
La e Si. Despois do Si volve repetirse o Do. O intervalo que hai entre dous Dos consecutivos,
e en xeral entre dias notas co mesmo nome consecutivas, denominase oitava. Outra forma de
definir unha oitava é coma o intervalo que hai entre diias notas que tefien a metade ou o dobre
de frecuencia unha da outra. A afinacién equitemperada consiste en dividir unha oitava en 12
intervalos iguais, de xeito que a frecuencia de cada ton resulta de multiplicar por ¥/2 a do
anterior. Tense entén que nunha oitava hai exactamente 12 notas, de maneira que a diferenza
de frecuencia que hai entre diias notas consecutivas se denomina semitén. A escala cromética é

entén o conxunto das seguintes doce notas separadas por un semitén entre elas:
Do, Dofl, Re, Ret, Mi, Fa, Faf, Sol, Solf, La, Laf, Si.

Denotaranse as notas con inicial maitascula. O simbolo diese § nunha nota enténdese como
subir esa mesma nota un semitén. Igualmente, o simbolo bemol b nunha nota enténdese como
esa mesma nota un semitén por debaixo. Asi, hai veces que dtas notas distintas representan un
mesmo son, feito que se cofiece coma equivalencia enharmonica. Por exemplo o Doff é a mesma

nota ca Reb.

39
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Como xa se dixo, a seguinte nota ao Si é de novo o Do, e polo tanto volve repetirse esta
secuencia. Isto pode lembrarnos a un grupo ciclico. Pola definicién de oitava, os multiplos dunha
certa frecuencia represéntanse coa mesma nota. E por isto que podemos asociar o noso conxunto
de doce notas co grupo ciclico de doce elementos Zj2. Deste xeito, adoitamos asociar a nota Do
co primeiro elemento de Z2, 0 0, Doff co 1 e asi sucesivamente. Esta correspondencia é a mais
usual, ainda que poderia ser calquera outra mentres conserve a orde pola disposicién ciclica das
notas. Por outra banda, en realidade o que estamos é a asociar clases de equivalencia, mais por
abuso de notacién cando se di que o Do é 0 0, o que se quere dicir ¢ que é o 0. Pode representarse

o conxunto das notas coma o grupo ciclico de 12 elementos do seguinte xeito.

Do
Si Dot
Laj Re
La Ref
Sol Mi
Sol Fa
Faf

Cabe destacar que unicamente estaremos interesados nos acordes, que son conxuntos de notas
que se tocan de forma simultianea. De xeito méis especifico, a nosa anélise xirara en torno aos
acordes de tres notas, denominados triades. Porén, non estudaremos todos os tipos de triades,
se non que nos centraremos nos acordes de tres notas maiores e menores, que se definen a
continuacién. Este estudo non é arbitrario, se non que se debe a que a harmonia bésica de moitas
canciéns e pezas musicais se basea neste tipo de triades. Como se dixo, cando falamos dunha nota
estamos a falar dunha clase de equivalencia, e polo tanto, cando falemos dun acorde pasara o

mesmo. Asi, cando nos refiramos a unha triade {z,y, z}, estaremos a referirnos & clase da triade,

Definiciéon 3.1. Un acorde {z,y, 2z} € P(Z12) dise maior se é daformay =z +4ez=ax+7.

A primeira nota do acorde, x na definicién, é a raiz do acorde. Denotaranse os acordes maiores
coa nota da raiz en maidsculas, para diferencialos das notas. Por exemplo, o acorde de Do maior,
DO = {0,4, 7}, vén dado na posicion fundamental. Non obstante, a orde dos elementos non inflie
no conxunto debido a que os acordes son conxuntos de notas que soan simultaneamente. E dicir,
para denotar este mesmo acorde podemos utilizar indistintamente o conxunto deses mesmos tres

nimeros en calquera orde.
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Analogamente, definense os acordes menores:

Definicién 3.2. Un acorde {z,y, 2z} € P(Z12) dise menor cando y =z +3 e z=x+T.

Denotaranse os acordes menores coa raiz en mindsculas e cun m minusculo ao lado, diferen-
ciandoos asi dos maiores e das notas. Por exemplo, o acorde de Do menor sera dom = {0, 3, 7}.
Analogamente ao que ocorre cos acordes maiores, cambiar a orde das notas no conxunto non

altera o acorde.

Ténense entéon 12 acordes maiores e outros tantos menores. Definese o conxunto dos 24

acordes maiores e menores.

Definiciéon 3.3. M = {{z,z+3,2+ 7} {X, X +4,X+7} | 2, X € Z12} € o conxunto de t6dolos

acordes maiores e menores.

Como se viu, as triades son en realidade clases de triades, e polo tanto os elementos de
M seréan tamén clases. Por exemplo, tomando dom = {0,3,7}, en realidade estamos a falar
do conxunto {...,{—12,-9,—-5},{0,3,7},{12,15,19},...}. Nétese que o conxunto M posie 24

elementos.

Pode representarse un acorde coma un tridngulo cuxos vértices representan as tres notas que

o forman. Por exemplo, para representar o acorde de Do maior, DO, terase:

Si Do Dot
La Re
La Reff
Sol Mi
Sol Fat Fa

Nas proximas seccions relacionaranse os conecementos dos capitulos anteriores sobre acciéns

de grupos, grupos libres, xeradores, relaciéns e grupo simétrico coa teoria musical.

3.2. Transformacions de acordes

Para levar a cabo o noso estudo, comezaranse introducindo unha serie de transformaciéns

sobre o conxunto dos acordes maiores e menores M.
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3.2.1. Transposiciéns e inversidns

Definiranse a continuaciéon duas transformacions sobre o conxunto dos acordes maiores e

menores. Consideraranse subgrupos do grupo de permutacions de M, Syy.

Definicién 3.4. Dado z € M, con x = {1, 29,23}, definese unha transposicién como unha

funcion T, : M — M con T, (z) = x +n={z1 + n,x9 + n,z3 +n}, e n € Z.

Musicalmente, pode interpretarse este concepto de transposicién que se acaba de definir como

a translacién dun acorde por un intervalo constante.

Cabe destacar que en realidade definindo T} pode obterse T, = (77)". Ademais, observamos
que se pode aplicar T}, aos 24 elementos de M unha cantidade, en principio infinita, de veces,
xa que n € Z. Porén, é facil darse conta de que despois de aplicar 17 12 veces se obtén a triade
inicial. Deste xeito, é suficiente con definir T}, para n € Zjo. Asi, T, € un subgrupo ciclico de Sy,
un ciclo, que esta xerado por 17, un ciclo de orde 12. Isto é debido a que é unha transformacién
bixectiva dentro do conxunto dos acordes maiores e menores. Por outra banda, observamos que

Ty acttia coma a funcion identidade en M.

Esta operacion esta ben definida, é dicir, tomando duas triades da mesma clase {Z,y,Zz}
con Z, Y, zZ € Z12, terase que a sta imaxe por T, é a mesma. Efectivamente, sexan {x1,y1,21} €
{z2,y2, 22} € M dous representantes de dita clase. Asi, T,,({z1,y1,21}) = {z1+n,y1+n, z1+n} =
{29+ n,y2 +n, 20 +n} = T,({x2,y2,22}), debido a que a €b=a+n € b+ n.

Pode observarse que aplicando sucesivamente 77 a un dos acordes maiores se obtefien os 12
que hai, e analogamente cos menores. Xa se dixo que se pode pensar un acorde coma un triangulo,
con cada un dos vértices representando unha nota. Polo tanto, as transposiciéns non seran maéis
ca rotacions do triangulo no sentido das agullas do reloxo de 27n/12 = n7/6 radians. Enton,
partindo por exemplo do acorde DO = {0,4, 7}, represéntase 77({0,4,7}) = {1,5,8} = DO{

como

Si Dot
La Re
La Reff
Sol Mi
Sol Fa Fa

Definiciéon 3.5. Definese unha inversion dun acorde z € M, con = = {x1,z2,23} como unha
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funcion I, : M — M definida como I,,(z) = —x+n = {—x1+n,—x2+n,—x3+n} econn € Z.

Mentres que as transposiciéons converten acordes maiores en maiores e 0 mesmo cos menores,
as inversions transforman acordes maiores en menores e viceversa. De novo, observamos que
se se lle aplica a unha triade I, con n € Z, non se tefien mais ca 12 inversiéns distintas. Se
ademais se lle aplica a mesma inversiéon I,, a unha triade ddias veces consecutivas, obtense a
triade incial. Asi, unha inversién non € méis ca unha transposicion dentro de Spq. Deste xeito,
xeometricamente vemos que aplicar a inversién Iy a unha triade, que como xa se dixo se representa
coma un tridngulo nun circulo, d4 como resultado a reflexién do tridngulo respecto ao eixo
que pasa polo 0 e o 6 no circulo. Partindo de novo do acorde de DO = {0,4,7}, vemos que
1y({0,4,7}) ={0,—4,-7} = {0,5,8} = {5,8,0} = fam, que se representa por

Do

Si Dot
La Re
La Reff
Sol Mi
Sol Fa Fa

Ademais, o resto de inversions T;, obtéfiense aplicando primeiro a inversion I e posteriormente

a transposicion T,,.

Esta operacion estd ben definida, é dicir, tomando duas triades da mesma clase {z,y,z}
con Z,y,zZ € Zig, terase que a sta imaxe por I, ¢ a mesma. Efectivamente, sexan {z1,y1, 21}
e {x9,y2, 22} € M dous representantes de dita clase. Deste xeito, terase que I,({z1,y1,21}) =
{=z1+n,—y1 +n,—z1 + n} = {—z2+n,—ya + n,—22 + n} = L,({x2,y2,22}), debido a que
—a€b=—a+necb+n.

Xa se dixo que basta definir tanto as transposiciéns T, coma as inversiéns I, para n € Zis.

Vexamos que isto efectivamente é certo.

Proposicion 3.6. Sezan n,m € Z de zeito que n = m(mdd 12). Entén verificase que T,, = T,
el,=1,,.

Demostracion. Que n = m(mo6d 12) implica que Ik € Z de xeito que n = m + 12k. Enton:

Por unha banda, T,, = Tt125 = T 0 Thor = T © (To)k =T, 0 (zd)k = Ty, onde id € a

transformacion identidade.
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Por outra banda sexa {x,y, 2z} € M. Enton,
In({z,y,2}) = I;y12e({2, y, 2}) = {—z + m + 12k, —y + m + 12k, —z + m + 12k} =
Tio({—2 +m,—y +m,—z+m}) = Tox(Im({z,y, 2})) = Trok o In({2, y, 2}) = In = Lny10k =
Tiok © Im. Asi, I, = Iyi1ox = Tiog 0 Iy = (to)F o I, = (id)¥ o I,,, = I,,, onde de novo id é a

transformacion identidade. O

Pode enton definirse o conxunto formado por tédalas transposicidéns e inversions.

Definicion 3.7. Definese T'I o conxunto de tédalas transposiciéns e inversiéons como 11 :=
{T,,I, | n=0,..,11}.

Vexamos algunhas propiedades que se verifican entre os elementos do conxunto T'I.

Lema 3.8. Os elementos do conzunto TI cumpren as sequintes propiedades:

Ty oTh =Tiyn(méd12)-
Tyoln = Iiyn(med12)-
L oTy =11 (moed12)-

Lol =T n(med12)-

Demostracion. Probaranse as igualdades unha a unha. Para iso, sexa {z,y,z} € M: Primeiro,
TioTh({z,y,2}) = Ti(To({z, v, 2})) = Ti({z +n,y+n,z+n}) = {z+n+ly+n+lz+n+l} =
{l’ + (l + n)a Y+ (l + n)7 z+ (l + n)} = T‘l-‘rn(m(')d 12)({.@, Y, Z})

En segundo lugar, T; o I,({z,y, 2}) = Ti(I.({z,y,2})) = Ti({—x +n,—y + n,—z + n}) =
{_$+n+l7 _y+n+l7 —Z—l—ﬂ-i-l} = {—x—l—(l—l—n), _y+(l+n)v _Z+(l+n)} = ,-rlJrn (mod 12)({357 Y, Z})

En terceiro lugar, tense I; o T,,({z,y, 2}) = L(T,({z,y,2})) = [({x + n,y + n,z + n}) =
{—ZIZ‘—TL—i—l, _y_n—i_la _Z_n+l} = {_$+(l_n)a —y—F(l—TL), _Z—I_(l_n)} = Il—n (mod 12)({$7 Y, Z})

Finalmente, terase I} o I,,({z,y,2}) = L(I,({z,y,2})) = [{—x +n,—y +n,—z + n}) =
{-(=z+n)+l,—(—y+n)+L,—(—2+n)+l} ={z+(l—-n),y+(l—n),z+ (1l —n)} =

T, (mod 12)({13,3/, Z}) O

Tomando calquera triade de M, e aplicindolle as funciéns do conxunto T'I de xeito sucesivo,
obtense todo o conxunto M. Estamos agora en condiciéns de ver que o conxunto T'I ten estrutura

de grupo.

Teorema 3.9. O conzunto TI ten estrutura de grupo coa composicion.
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Demostracion. O conxunto T'I é pechado baixo a composiciéon, pois tomando duas funciéns

calquera ¢, € M, polo Lema [3.8] a sta composicién ¢ o ¢ estd en T'1.

O elemento Ty é o elemento neutro para a composicion en T1. Efectivamente, de novo polo
Lema , TO OTn = T0+n = Tn, TO OIn = Io+n = In, Tn OTO = Tn+0 = Tn e In OTO = InfO = In

Vexamos agora que todo elemento no conxunto 7’1 ten inverso para a composiciéon. Observa-
mos en primeiro lugar que I, o I, = T,_,, = Tp, e entén I} = I,. En segundo lugar, para un
elemento T, tense que T, 0112, = Thi12—n = T12 = T e analogamente T1o_p 0T, = T2 nin =
Tio = Tp, e entén T;l = Tio_p. Asi chégase a que I;l =1I,e T,jl = Tis_n, e polo tanto todo

elemento de T'1 ten inverso.

Finalmente, a composicién de funciéns é asociativa, e polo tanto a composicién restrinxida

ao conxunto T é asociativa.

Queda asi probado que T'I é un grupo coa composicién. O

Recapitulando, T'T é un grupo xerado por unha transposicion (Iy) e un ciclo de orde 12 (77),

ambos permutacions do grupo Sy.

3.2.2. Triades paralelas e relativas. O intercambio de sétima

Vexamos outras tres transformaciéons do conxunto dos acordes maiores e menores M: a para-
lela (P), o intercambio de sétima ou leittonwechsel (L) e a relativa (R). Para as tres definicions
dendtanse x = {1, 22,23} e X = {X3, X2, X3} duas triades unha menor e outra maior respec-

tivamente.

Definicion 3.10. Definense as triades paralelas como unha parella de triades de paridade
oposta. E dicir, ambalas dtas triades teflen a mesma nota no nome, pero unha é menor e outra
maior. Enton, terase P(x) = P(x1,x9,23) = {1,292 + 1,23} e P(X) = P({X1, X2, X3}) =
{X1, X2 — 1, X3},

Exemplo 3.11. Un exemplo disto serian os acordes dom e DO.

Definicion 3.12. Definense as triades relativas como as parellas de triades que son de paridade

oposta e a raiz da que é menor estd tres semiténs por baixo da raiz da maior. Deste xeito,
R(l‘) = R({xl, T2, 333}) = {(L‘Q,xg, T — 2} e R(X) = R({Xl, XQ,Xg}) = {X3 + 2, X4, XQ}.
Exemplo 3.13. Por exemplo, partindo do acorde de DO = {0,4, 7}, a sta triade relativa sera

{9,0,4}, que se corresponde con lam.

Definicion 3.14. Definese o intercambio de sétima como a triade resultante ao intercambiar
a raiz da triade orixinal pola stua sétima. Asi, L(x) = L({z1,z2,z3}) = {xs+ 1,21, 22} e L(X) =
L({X17 X27 X3}) = {X27 X37 Xl - 1}
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Exemplo 3.15. Partindo de novo do acorde de DO = {0,4, 7}, o intercambio de sétima corres-

pondese co acorde {4,7,11}, que é mim.

Pode facerse unha representacion grafica conxunta destas tres transformacién nunha rede de

tridngulos denominada Tonnetz ou rede de tonos.

Faf Dot Solf

i
8

Laf Sol
st /ao\fam / OL\dom /RE\Olm /JA\rem /
Doff ——— Solt
/ LA\:’loﬁm Ml¥omn/ SIﬁ\e]ﬁm / FANajjm /)0\

Do ——— Solf
\am/DO\mlm/OI\Slm/RE\'aﬁm/LA\ioﬁn/

Os tridngulos representan acordes maiores e menores. Os nomes destes aparecen no centro e

as notas que os forman nos vértices. A reflexion do tridangulo con respecto a cada unha das tres
arestas corresponde con unha das transformaciéns P, L e R, de xeito que todas estas transfor-
maciéns conservan daas das notas da triade orixinal. Tomando un tridngulo cuxa base estea cara
abaixo (por exemplo DO), a reflexion con respecto a4 base corresponde coas triades paralelas.
Asi, o tridngulo superior serd o maior e o de abaixo o correspondente menor, correspondéndose
esta operaciéon con P. A reflexion respecto ao lado esquerdo representa as triades relativas, ope-
racion que se corresponde con R. Por ultimo, a reflexién respecto ao lado dereito representa o
intercambio de sétima, correspondéndose esta transformacion con L. Asi, vese que, como xa se

dixo, a paralela a DO é dom, a sda relativa é lam, e o seu intercambio de sétima é mim.

Cabe destacar que as tres transformacions P, L, e R estan ben definidas, é dicir, a imaxe
de daas trfades da mesma clase coincide. Vexdmolo para triades menores, sendo analogo para
as maiores. Sexa pois {Z,y,z} € M, con Z,y,z € Zj2, unha clase de triades e {x1,y1,21} e
{z2, Y2, 22} dous representantes de dita clase. Enton, tense P({z1,y1,21}) = {x1,y1 + 1,21} =
{z2,y2+ 1,20} = P({wa,y2,22}), debido a que y1,y2 € §y = y1 +1,y2+1 € y + 1. Deste xeito, P

estd ben definida. Cun razoamento equivalente, chégase a que tamén L e R estdn ben definidas.
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Probemos que estas tres transformaciéns son involutivas.

Lema 3.16. Verificase que P? = L? = R? = id, sendo id a transformacion identidade.

Demostracion. Demostrase para triades maiores, sendo a proba para triades menores totalmente

anéaloga. Sexa pois unha triade maior {X,Y, Z} € M. Enton:
P2({X,Y,Z}) = P(P{X,Y,Z})) = PUX,Y - 1,Z}) ={X,)Y -1+ 1,7} =id({X,Y, Z})
L*({X,Y,Z}) = L(L({X,Y,Z})) = L{Y,Z, X —1}) = {X -1+ 1,Y,Z} =id({X,Y, Z})

RX{X,Y,Z}) = RIR({X,Y, Z})) = R{Z+2,X,Y}) = {X,Y, Z+2-2} = id({X,Y,Z}) O

Cabe destacar que, como ocorria coas transformaciéons T e I, P, L, e R son transformacions
bixectivas de M en M. Asi, son permutacions de Sy, e como se acaba de ver que son involutivas,

seran transposicions.

A continuacién, verase que relaciéns hai entre as funciéons P, L, e R para tratar de ver que

estas tres transformacions forman tamén un grupo baixo a composicién.

Comézase observando que aplicdndolle sucesivamente primeiro R a unha triade de M e logo L
ao resultado, obtense unha sucesion ciclica de triades na que aparecen listados tédolos elementos
de M. Isto é facil de observar no Tonnetz. Tomando por exemplo DO, aplicar R é, como xa
se dixo, a reflexién do tridngulo 4 esquerda, lam, e aplicarlle a este L correspéndese tamén
coa reflexion cara a esquerda, que serda FA (por estar este tridangulo invertido). Se continuamos
movéndonos cara a esquerda sucesivamente, chégase de novo a DO. Vexamolo para unha triade

menor {z,y,z} € M, sendo a proba anéloga para triades maiores.

Proposicién 3.17. Verificase que (Lo R)'?> = (Lo R)? = id. Ademais, se n,k € Z de zeito que
n = m(mdd 12), enton (Lo R)" = (Lo R)"™ e Ro(LoR)" = Ro(LoR)™.

Demostracion. Sexa unha triade menor {z,y,z} € M. Enton, tense que (L o R)({x,y,z}) =
L(R({z,y,2})) = L{y,z,x —2}) = {z,2 — 2,y — 1}. Aplicando isto tres veces:

(Lo R)*({z,y,2}) = (Lo R)*((Lo R)({z,y,2}))) = (Lo R)*({z,2 — 2,y — 1}) =
=(LoR){y—1,z—2,2-3}) ={x—3,y— 3,z — 3}.

Utilizando esta igualdade catro veces, obtense

(Lo R)2({z,5,2}) = (Lo RP((L o RP*({a,y, 2}) = (Lo RY°({z — 3,y — 3,2 — 3}) =
= (LoR)*((LoR)*({z—3,y—3,2-3})) = (LoR ({fﬂ 6,y—6,2—6}) =
— (LoRP(LoRP({x—6,y—6,5—6})) = (LoR)*({z—9,5—9, 2—9}) =
={x—-12,y — 12,2 — 12} = {z,y, 2z} = id({=,y, 2}).
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Queda asi probado que (Lo R)'2 = (Lo R)" = id.

Por outra banda, (L o R)® = (L o R)'2**™ = (Lo R)!?**(Lo R)™ = ((L o R)°)*(Lo R)™ =
id*(L o R)™ = (Lo R)™, do que se deduce que Ro (Lo R)" = Ro (Lo R)™. O

Ténense asi os 24 elementos de M, que se obtefien partindo dunha triade calquera e aplicando
(LoR)"e Ro(LoR)", paran=0,...,11.

Vexamos que a partir destas duas funcions (Lo R)"™ e Ro(Lo R)™, se poden obter as funcions
LeP.

Lema 3.18. Ciumprese que P=Ro(LoR)> e L =Ro (Lo R).

Demostracion. Vexamos que se verifica para unha triade menor {z,y, 2z} € M, sendo a proba

para unha triade maior analoga.

Ro (Lo R)*({z,y,2}) = R((Lo R)’({z,y,2})) = R({z — 3,y — 3,2 — 3}) =
={y—-3,z—3,x—3-2}={y—3,2—3,2z —5}.

Agora ben, como a triade é menor, y = x+ 3, 2 = a+ 7 e z = y + 4, e deste xeito,
Ro(LoRP({a,y,2}) = {y—3.2—3,0~5} = {y—3,2= 3,247} = {e,y+1,2} = P({z,y,2}).

Por outra banda,

Ro(LoR)({,y,2}) = Ro(Lo R0 (Lo R ({z,4,2}) = Ro (Lo R)2({z —9,y— 9,2~ 9}) =
= RoLoRoLoR({z—9,y—9,2—9}) = RoLoRoL({y—9,2z—9,z—11}) =
=RoLoR({z—9,2—11,y—10}) = Ro L({z — 11,y — 10,z — 11}) =
= R({y—10,2z—11,2—12}) = R({y—10,2—11,2}) = {z—11,z,y—12} =

={z+1,z,y} = L({z,y, z}). O

Definese a continuacién o conxunto das funciéns paralela, relativa e intercambio de sétima.

Definicion 3.19. O conxunto PLR é o conxunto das transformacions paralela, relativa e inter-
cambio de sétima. Definese como PLR := {(Lo R)",Ro (Lo R)"|n € {0,1,...,11}}.

Observamos que na definicién do conxunto non aparecen de xeito explicito as transformacion
P e L. Non obstante, poden obterse en funcién das transformacions (Lo R)"™ e Ro (Lo R)™, como
se viu no Lema B.18

Ademais, se en lugar de aplicar primeiro R e logo L se fai ao revés, obtense a mesma sucesion
que antes se mencionou pero na orde inversa. De feito, as funcions Ro L e L o R, que de
agora en diante se denotardn por RL e LR respectivamente, relacionanse do xeito seguinte:
(LR)™ = (RL)'?™" con n € Z1a e Ro (LR)™ = Lo (RL)'™™, con m € Z1o
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Deste xeito, observamos que o conxunto PLR contén as funciéns P, L, R, e 4s composicions
RL e LR.

Vexamos agora que PLR é un grupo.

Teorema 3.20. O conzunto PLR ¢ un grupo coa composicion. Ademais, (R(LR)")~' = R(LR)"
e (LR)")™' = (LR)’, sendo j = —i(mdd 12).

Demostracion. Comezarase vendo que o conxunto PLR é pechado baixo a composicién. Como
se definiu o conxunto PLR = {(LoR)",Ro(LoR)"|n € {0,1,...,11}}, as posibles composiciéns
dentro del serdn da forma (LR)*o(LR)’, Ro(LR)'oRo(LR)’, (LR)'0cRo(LR)’ e Ro(LR)‘c(LR).

Comprobemos que todas estas composiciéns estan no conxunto PLR.

» Comecemos vendo que ocorre con Ro (LR)" o Ro (LR)?. E claro que se i = j = 0, tense
que Ro (LR) o Ro (LR)? = Roido Roid = R?> = id = (LR)". Agora vexamos que se
cumpre o caso xeral polo método de inducién. Suponamos, polo tanto, que se cumpre que
Ro(LR)'o Ro(LR)" = id e vexamos que se verifica que Ro (LR)"*! o Ro (LR)"™! = id,

e entén tamén estard en PLR.

Ro (LR)"'oRo(LR)"!' = Ro(LR)!oLoRoRo(LR)"" = Ro(LR) oLo(LR)™ =
Ro(LR)'oLoLoRo(LR) = Ro(LR)'oRo(LR)!, que é a identidade por hipttese de
inducion. Agora imos estudar que ocorre cando i # j

Se j >, entéon Ro (LR) o Ro (LR)) = (Ro(LR)o Ro(LR)") o (LR)I~" =ido(LR)’™" =
(LR)’ =" pertence a PLR.

Se j <, enton
Ro(LR)'oRo(LR)) = Ro(LR)" 7o (LR) oRo(LR) =
= Ro(LR)" 7 loLo(Ro(LR) oRo(LR)) = Ro(LR)"7~toLoid =
= Ro(LR)" 7 'oL = (RL)"7 = (LR)"(~9), que pertence a PLR.
A tltima igualdade débese a que (RL) = (LR)!''.

» Analiceemos o caso (LR)® o (LR)?. Pola Proposicion ctmprese que (LR)" o (LR) =
(LR)"™7 = (LR)"1(m5d12) " que est4 en PLR.

= Como consecuencia do caso (LR)" o (LR)’, a composicién Ro (LR)! o (LR)’ estd en PLR.

» Finalmente, estudemos que ocorre con (LR)’ o R o (LR)’. Utilizando o primeiro caso e
que L = Ro (LR)!!, concltiese que (LR)' o Ro (LR)) = Lo (Ro (LR)"'oRo(LR))) =
Ro(LR)" o (Ro(LR)"'oRo(LR)) tamén pertence a PLR.

Visto que o conxunto é pechado para a composiciéon, comprobemos que efectivamente é un grupo.

A composicién de funcions é asociativa, e polo tanto cumprese a asociatividade. Con respecto
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aos inversos, acédbase de ver que Ro (LR)' o Ro (LR)" = id, e asi (R(LR)")~! = R(LR)". Por
outra banda, ((LR)")~' = (LR)™" = (LR)~“m%d12) — (L R)J sendo j = —i(mod 12). O

3.2.3. O isomorfismo entre 7/ e PLR

A continuacién estudarase a relacién que hai entre os grupos T'I e PLR. Probarase que
hai un isomorfismo entre &mbolos dous grupos, e que os dous serdn tamén isomorfos ao grupo
diédrico de orde 24. Polo tanto, o grupo simétrico do poligono regular de 12 lados é isomorfo
a dous subgrupos de Suq, un formado a partir dun ciclo de orde 12 e unha transposicién, e
outro formado a partir de tres transposiciéns. Ademais, polo visto no Exemplo [I.86, D2 ten

presentacion libre da forma Dy = (z,y | 22 =1, y? = 1, zyay = 1).

Teorema 3.21. O grupo TI é isomorfo ao grupo diédrico de orde 24.

Demostracion. Tense que o grupo T estéa xerado polos elementos 71 e Iy. Ademais, verificase que
(T1)2 = (Iy)? = id. Vexamos que (T} olp)? = id. Sexa {x,y, 2} € M.Entoén, (T1olp)*({z,y,2}) =
Ti(Io(Ty(lo({7,y,2})))) = Tillo(Ti({—=,—y, —2}))) = Tillo({—2 + 1,—y + L=z + 1})) =
Ti({x—1Ly—1,2—1}) = {x,y, 2} = id({z,y, z}).

Entoén, polo Teorema de van Dyck [1.85] existe un epimorfismo D15 — T'I. Polo tanto, é claro
que |Dia| > |TI| = 24, dado que en T'I hai exactamente 24 funciéns distintas. Non obstante,
sabese que D1s ten orde 24 e deste xeito o epimorfismo é en realidade un isomorfismo, e asi T'1

¢é isomorfo a Dqs. O

E sinxelo visualizar este resultado, debido a que Dis se corresponde co grupo simétrico do
dodecagono, e xa se dixo que T}, se corresponden con rotacions, Iy coa reflexién con respecto
ao eixo vertical e o resto de reflexiéns I,, obténense facendo primeiro Iy e a continuacién T,,. O
grupo TI est4 xerado entén por Ty e Iy, verificando estes as relacions (T1)'2 = id, (Ip)? = id e
(Tl o 10)2.

Vexamos que o grupo PLR ten a mesma presentacion libre.

Teorema 3.22. O grupo PLR € isomorfo ao grupo diédrico D1o de orde 24.

Demostracion. O grupo PLR estd xerado polos elementos LR e R. Ademais, verificase que
(LR)'? = (R)? = id. Vexamos que (LR o R)? =id. Asi, (TLRo R)> = (Lo R*)? = (L)? =id.

Polo Teorema de van Dyck [1.85] existe un epimorfismo D15 — PLR. Polo tanto, como en
PLR hai exactamente 24 funcions distintas, é claro que |Dj2| > |PLR| = 24. Non obstante,

sabese que Do ten orde 24, e deste xeito o epimorfismo é en realidade un isomorfismo, e asi
PLR & isomorfo a D1s. O
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Asi, tense inmediatamente que os grupos 71 e PLR son isomorfos por ser ambos isomorfos
ao grupo diédrico D15 de orde 24. Deste xeito, o isomorfismo que se constrie serd o que leve os
xeradores dun grupo nos xeradores do outro respectando que se cumpran as relaciéns, ademais de
levar o elemento neutro dun grupo no do outro. Entén, o isomorfismo buscado serd ¢ : PLR — T'1
tal que Y(LR) = Ty, ¥(R) = Iy e ((LR)?) = Tp. Ademais, o resto das correspondencias mostran
unha especie de patrén entre os subindices das funcions T}, e I,, e as potencias de RL. E dicir,
Y((LR)") =T, e Y(Ro (LR)") = I19_y, sendo n € Zis.

Vexamos que, efectivamente, ¥ é un isomorfismo.

Teorema 3.23. Existe un isomorfismo ¢ : PLR — TI, cumprindo que Y((LR)") = T, e
Y(Ro (LR)") = I,, sendo m = —n(mdd 12).

Demostracion. A funcién definida asi é claramente bixectiva, xa que todo elemento do dominio
se leva a exactamente un elemento do codominio, e que tdédolos elementos do codominio tenen

unha preimaxe. Entén agora hai que ver que para calquera par de elementos f,g € PLRex € M

se ten que Y (f o g)(z) = ¥(f) (¥ (9)(x)).

= Sexar e M, f=LRe G=R.
Tense que ¥(f o g)(z) = P((LR) o R)(z) = ¢ (Lo R?)(x) = P(L)(x) = Y(Ro (LR)™)(z) =
Il(x)
Por outra banda, 4(f)(1/(g) () = (LR)(G(R)(x)) = T1 (Io(x)) = Lr4o(x) = L1 (x).

Asi, chégase 4 igualdade.

= Sexan agora f = Re g= LR.
En primeiro lugar, ¥(f o g)(z) = ¥(R o LR)(z) = I11(z).
Ademais, ¥(f)((g)(x)) = BRYW(LR)(2)) = Io(Ti(x) = Tor(a) = I-1(x) = In(a).
chegando de novo & igualdade.
= Tomemos agora f = LR e g = LR.
Por un lado, %(f 0 g)(x) = $((LR) o (LR))(x) = $((LR)?)(x) = To(x).
Polo outro lado, 9(f)(¥(9)(z)) = Y (LR)(Y(LR)(x)) = T1(T1(x)) = Ti41(z) = To(x).
= Por ultimo, consideremos f = Re g = R.
Por unha banda, ¥(g 0 g)(z) = (R o R)(2) = ¢(id)(x) = $((LR)°)(z) = To(x).
Polo outro lado, ¥(f) (1(g)(@)) = $(R)W(R) () = Io(Io(x)) = Toso(x) = T(a).

Queda entén probado que %(f o g)(x) = ¥(f)(¥(g)(x)) para & € M ¢ f.g € PLR, o
que implica que % é un homomorfismo. Como xa se dixo, 1 é bixectivo, e polo tanto é un

isomorfismo. 0
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3.3. Accibéns dos grupos 7'/ e PLR sobre M

Nesta secciéon verase que M é tanto un TI-conxunto coma un PLR-conxunto. Asi, estuda-
ranse os conceptos de acciéns de grupos nos casos particulares dos grupos T'1 e PLR actuando
sobre M.

3.3.1. O grupo 7'/

Comézase observando que o grupo T é un subgrupo do grupo simétrico xerado por M, Sy,
xa que os seus elementos son funcions bixectivas de M en M. Ademais, como xa se dixo, o grupo
T esta xerado por unha transposicién e un ciclo de orde 12 en M. Entén, tense unha acciéon de
T actuando sobre M, TI x M — M. Vexamolo.

Proposicion 3.24. O grupo T1 actia sobre o conzunto M, € dicir, M € un TI-conzunto.
Demostracion. Definese a accion o : T1 x M — M coma a avaliacién dunha funciéon de T'71
sobre un elemento z € M. Enton, a(g,z) = gxr = g(x).

En primeiro lugar, tense trivialmente que Tox = Tp(x) = x para todo x € M.

En segundo lugar, hai que probar que g(hz) = (gh)x para todos g,h € TI e x € M. Vexamos

os distintos casos.

Se g=T, e h =T, enton T,,(T1z) = T,,(T;(z)) = (T, o T7)(x) = (T, T7)(x).

Se g=1T, e h=1I;, enton T,,(L;z) = T,,(I;(x)) = (T), o I;)(x) = (T I;) ().

Se g =1, e h="T;, enton I,,(T1z) = I,(T;(x)) = (I, o T7)(x) = (I, T7)(x).

Se g=1I, e h=1,enton I,(L1z) = I,([;(z)) = (I, o I;)(x) = (In1))(x).

Queda asi probado que o grupo T'I actua sobre M. O

Dado x € M pode agora calcularse a siia 6rbita de x e o seu subgrupo de isotropia.

Proposicion 3.25. Se x € M, verificase que Tle = M e T, =Tj.

Demostracion. En primeiro lugar sexa x € M unha triade maior ou menor. Se é maior, aplicando
T7 12 veces obtéfiense o resto de trfades maiores. Por outra banda, aplicando Iy obtense unha
triade menor, 4 que se se lle aplica T 12 veces da como resultado o resto de triades menores.

Pode razoarse dun xeito andlogo se a triade inicial € menor. Asi, partindo dunha triade calquera
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de M, aplicando as funciéns de T obténense os 24 elementos de M. Deste xeito, a 6rbita de x

eTIe={Yz |y eTl} =M.

Por outra banda, utilizando a Proposicion [1.66] tense que |TIz| = (T1 : T1,) = |T1|/|T1,| =
|T1;| = |TI|/|TIz|. Agoraben, como en T'I hai 24 funciéns e TIx = M, enton |TI| = |T1x| = 24,
o que implica que |T'I,| = 1. Enton, idx = x, e polo tanto o tnico elemento de T'I, é a identidade,
¢ dicir, TI, = {¢ € TI[pz = 2} = id = T. O

A continuacion, probarase que esta accion é fiel e transitiva.

Proposicion 3.26. A accion do grupo T1 en M € regular.

Demostracion. En primeiro lugar, como se acaba de ver na proposicién anterior, T'I, = Ty, para

x € M, e polo tanto a accién é fiel.

Por outra banda, dado z € M, TIx = M. Entén, para todos y,z € M, existen ¢, € T1
tales que y = ¢x e z = Y. Asi, (¢) " (y) =x e (Yo Ny = (¢ (y)) = ¥z = 2, 0 que implica
que existe 1 o ¢! € TT de xeito que leva y en z. Finalmente, se existen ¢, € TI de xeito que
¢x = 1w, tense que (Y~ o ¢)xr = x. Non obstante, coma T, = Tp terase que ¥~ o ¢ = id, o

que implica que ¥ = ¢. Asi, a accién é transitiva.

Deste xeito, pola Definicion [I.73] a accién é regular. O

3.3.2. O grupo PLR

Analogamente ao feito co grupo T'I, é facil darse conta de que o grupo PLR é un subgrupo

do grupo simétrico xerado por M, S, cuxos elementos P, L e R son transposicions.

Proposicion 3.27. O grupo PLR actia sobre o conzunto M, ou o que € 0 mesmo, o conzunto
M é un PLR-conzunto.

Demostracion. Definese a accién o« : PLR X M — M coa avaliacién dunha funcién de PLR nun
elemento x € M. E dicir, para g € PLR, terase que a(g,z) = gx = g(z).
En primeiro lugar, tense trivialmente que (LR)’z = (LR)°(x) = z para todo x € M.

En segundo lugar, hai que probar que g(hz) = (gh)x para todos g,h € TI e x € M. Vexamos

os distintos casos.

» Seg=(LR)"eh = (LR)!, enton (LR)"((LR)'z) = (LR)"((LR)!(z)) = ((LR)"o(LR)")(x).

» Seg=Ro(LR)" e h = (LR)!, enton R o (LR)"((LR)'z) = Ro (LR)"((LR)!(z)) =
(Ro (LR)" o (LR)")(x).
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» Se g = (LR)" e h = Ro (LR)!, enton (LR)"(R o (LR)'z) = (LR)™(R o (LR)!(z)) =
(LR)" o Ro (LR)!)(x).

» Seg= Ro(LR)" e h = Ro(LR)!, entén Ro(LR)*(Ro(LR)!z) = Ro(LR)*(Ro(LR)!(z)) =
(Ro (LR)" o Ro (LR)")(z).

Queda asi probada a proposicion. O

Podense entén identificar as 6rbitas e os subgrupos de isotropia dun elemento x € M asocia-

dos a esta accion.

Proposicion 3.28. Se x € M, entén PLRx = M e PLR, = (LR)°.

Demostracion. Xa se dixo anteriormente que partindo dunha triade z € M se obtefien os 24
elementos de M aplicando (LR)" e Ro (LR)" con n = 0,...,11. Deste xeito, a érbita de = &
PLRx = {¢z | v € PLR} = M. Isto implica que |PLRz| = 24

Agora ben, utilizando a Proposicién tense |PLRxz| = (PLR : PLR,) = |PLR|/|PLR,]|,
o que implica que |PLR;| = |PLR|/|PLRz|. Deste xeito, como en PLR se tefien 24 funcions, e
|PLRx| = 24, terase que |PLR,| = 1. Unindo isto con que idx = z = (LR)%z, o tinico elemento
de PLR, ¢ a identidade, ¢ dicir, PLR, = {¢) € PLR|y)x = 2} = id = (LR)°. O

A continuacién verase que propiedades verifica esta accion.

Proposicion 3.29. A accion do grupo PLR en M ¢ regular.

Demostracion. En primeiro lugar, como se acaba de ver na proposicién anterior tense que, para
r €M, TI, = (LR)°, e polo tanto a accién é fiel.

Por outra banda, dado z € M, PLRx = M. Entén, para todos y, z € M tense que existen
¢4 € PLR tales que y = ¢z e 2 = yoa. Asi, ()" (y) = w e (Yo g~ )y = b(¢7(y)) = vow = z, 0
que implica que existe 1yo¢p~' € PLR de xeito que leva y en z. Finalmente, se existen ¢,1) € PLR
de xeito que ¢z = 9z, tense que (¢p ! o ¢)x = x. Non obstante, como PLR, = (LR)° terase que

Y1 o ¢ =id, o que implica que 1 = ¢. Asi, a accién é transitiva.

Logo, pola Definicién [1.73] tense que a accién é regular. O

3.4. Conmutatividade e dualidade

Dada unha accion dun grupo nun conxunto, xa se viu no primeiro capitulo o que é o centrali-

zador dun subgrupo dun grupo. A continuacion estudaranse os centralizadores de T/ e PLR en
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Sm. Verase que son subgrupos do grupo simétrico Sy isomorfos tales que un é o centralizador

do outro. Unindo isto ao estudado ata agora, veremos que os grupos son duais.

Lema 3.30. O elementos dos grupos T1 e PLR conmutan entre eles.

Demostracion. Bastara probar a conmutatividade entre os xeradores de cada grupo, polo que
se teran catro casos. Farase a proba para unha triade menor {x,y, 2} € M, sendo andloga para

triades maiores.

» Tyo(LR)=(LR)oTi:
T\(LR({z,y,2})) = Ti(L(R({z,y,2}))) = T1(L({y, 2,2 — 2})) = TWi({z,2 — 2,y — 1}) =
{z+ 1,z —-1,y}.
E por outra parte, LR(T1({z,y,2})) = L(R(T1({z,y,2}))) = L(R{x+ 1,y + 1,2+ 1})) =
L{y+1,z+1,2—-1}) ={z4+1,z—1,y}.

m TToR=RoTy:
Por un lado da igualdade, 1 (R({z,y,2})) =T1({y, 2z, —2}) ={y + 1,2+ 1,z — 1}.
Por outro lado, R(T1({z,y,2})) = R{z+ 1,y +1,2+1}) ={y+ 1,2+ 1,2 — 1}.

» [po(LR) = (LR)o Iy:
Por unha banda, tense In(LR({z,y,2})) = Io(L(R({z,y,2}))) = Io(L{y,z,z — 2})) =
Iy{z,z =2,y —1}) ={—2,—2x+2,—y + 1}.
Pola outra banda terase (LR(lo({z,y, 2}))) = L(R(Io({z,y, 2}))) = L(R{—=z,—y, —2})) =
L(R{-z,—2—-3,—2—T7})) = L(R({—2,—2+9, —x+5})) = L(R({—2+5,—z+9, —z})) =
L(R({—% —y,—x})) =L{-2+2,—2,—y}) ={-y+1,—x +2,—2}. Como xa se dixo, os
acordes son conxuntos non ordenados, entén chégase 4 igualdade.

s [poR=Roly:
Por un lado, In(R({z,y, 2})) = Io({y, z,x — 2}) = {—y, —z, —x + 2}.
Polo outro, R(Ip({z,y,2})) = R{—=z,—y,—2}) = Io({—=2,—y,—z}) = {—x + 2, —2z, —y}.

De novo, chegamos a que os conxuntos tefien os mesmos elementos, polo que son o mesmo.

O

A continuacion, visto este lema, veremos unha definicién que caracterizard posteriormente
aos grupos T1 e PLR.

Definicion 3.31. Sexa X un conxunto e Sx o grupo simétrico sobre X. Se H e K son dous
subgrupos de Sx tales que cada un define unha accién regular sobre X, e un é o centralizador

do outro en Sy, entén dise que H e K son duais.
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A continuacion, verase que 11 e PLR verifican as condiciéns da definicién anterior.

Teorema 3.32. Os grupos TI e PLR son duais.

Demostracion. Xa se dixo anteriormente que 11 e PLR son subgrupos do grupo simétrico de
M, xa que son transformacions de M en si mesmo. Ademais, xa se probou na Proposicién
e na Proposicién que as accions dos grupos T'I e PLR sobre M son regulares. Enton o que

falta por ver é que un é o centralizador do outro.

Consideremos o centralizador do grupo TI, C\p(T1) = {g € Sm | gp = pg Y € TT}. Polo
Lema tense que gy = pg para todo g € PLR e ¢ € T, polo que PLR C Cpq(T1).

Como se ten que Cy((T'I) € Spq, 0 que hai que ver é que en Cp(T'I) s6 hai as funcions de
PLR. Estudemos o subgrupo de isotropia de x en Cy(T'1), é dicir, (Cpm(T1))z = {g € Cm(TI) |
gr = x}. Enton, tomase f € Cp(T1) de xeito que f(x) = x esexa g € T1. Asi, g(f(z)) = g(x),
e como f € Cpm(T1), terase que f(g(z)) = g(x).

Pola Proposicion sdbese que a accién de T sobre M ¢é regular, e entéon para todo
elemento y € M tense que existe g € T'I tal que y = g(x).

Enton, f(g(x)) = f(y) = g(x) = y para todos z,y € M, e enton f(y) = y.

Como f é o tnico elemento en Ca(T'1) que deixa fixo calquera elemento en Ca (1), debe
ser a identidade (tnico elemento que deixa fixas todalas triades de M). Asi, (Cpq(T'1)), = {id}

é o grupo trivial.

Agora ben, a orbita de calquera elemento z € M ¢ M, polo que [(Cm(TI))z| = 24. Ade-
mais, como se acaba de ver que (Cy(T1)), = {id}, tense que [(Cpq(T'1)),| = 1. Utilizando a
Proposicion [1.66] [(Ca(T1))z| = [(Caa(TT))|/|(Cam(TT))z]. Polo tanto, |Caq(TT)| = 24.

Como PLR C Cpm(T1) e tefien o mesmo nimero de elementos, son iguais, é dicir, Ca(T1)

¢ exactamente o grupo PLR.

Cun razoamento totalmente anélogo, chégase ao resultado de que o centralizador de PLR,
Cm(PLR) e TI. O

Deste xeito, queda visto que os dous grupos de transformacions sobre o conxunto das triades
maiores e menores vistos, 71 e PLR, son duais. E dicir, ténense dous grupos isomorfos non
coincidentes de xeito que un é o centralizador do outro. Asi, ambos grupos expofien de formas

matematicas distintas a mesma simetria subxacente no conxunto das triades maiores e menores
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