
FACULTADE DE MATEMÁTICAS
UNIVERSIDADE DE SANTIAGO 
DE COMPOSTELA

Juan José
Nieto Roig

Tese de doutoramento

Problemas no lineales en 
resonancia

Santiago de Compostela, 1983

 Departamento de Ecuaciones Funcionales y Análisis Numérico



y 

1 SI 

JA 

DEPA.f<l NTO DE ECU/' l IJN S U 

ACULTAD DE MATEMATJ S UN!V ANTiAGD 





La presente r~enioria, para optar Grado 

Doctor, fué elaborada el 

de la 

de 

de1 Dr. D 

dP 

PRESIDENTE: 

Cat. Dr. D. Antonio VallP Sánchez. Universidad de Sevilla. 

VOCALES: 

Cat. Dr. D. Cerardo Rodriguez L6pez. l~iversidad de Santiago. 

Prof. Agreg. Dr. D. Pablo 

Prof. D. Pedro 

dad de Santiago. 

de 

. Dr. i' 





EL METODO DE LA ALTERNATIVA Y UL T1'.\DOS X S-

TENCIA ?ARA PR EMAS NO l N S N SONANC l A. , , 21 

UCTURA uc l s LA UA 

C l ON l U 

l. 3. DESIGUALDADES D ERE ALE 

1.4. EL METODO LAS SUBSOLUC ONE Y SOBR SOLUCIONES , 

IT O 2. u S DI:- Efl 

C I s 

2.1. UN RESULTADO X l 

2.2. LOS CASOS MONOTONOS 

2,3, GENERALJZACION DE LOS CASOS MONOTONOS , , , . , , , , , , , , 



2. f:¡ JU 

MA DI 

" u 

Xl TENCJA ON P R 

NANC I A , , 1 , i 1 11 1 1 ~ ¡ J i * , , ~ , 1 1 1 , , 11 t l 1 1 , 1 , 1 ª 1 ~ , ~ ~ l i 1 , 

UCTURA L CONJUN 

o 4. RI C l ES 

PAR 1~BOL I CO , , , . , , , , . 11 , •• , •• , , ••• , • , , , , , •••• , 99 

4, l, - EL PROBLEMA DE D l R l CHLET-PARABOL l CO , , , , , , , , , , , , , ,102 

4,2,- UNA GENERALJZAC!ON A PROBLEMAS CON PARTE NO LINEAL 

NO ,l\COTADA , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,105 

LJ. , ES UCTURA CONJU SOL.UC l : UN E,JEMPLO 110 

7 



p e 
,, 

' ( 

Si ~) 

' 

¡¡' (('¡, 

NOTACIONES PRINCI ES 

de íl. 

a 

d(x, ;Jf¡) > 
1 

l Ii 

po 

Sl 

1 ! ! l 
ji 

r( 1 
1 J 1 

íl 

l L/p 

11 11
00 

sup • 1f(X)1 

X 

f, E ,, í ) < ,g> 
' 

io 

¡¡ E: P¡ ) 

1 1 u l 1 
1 

1 ui iµ 
1 

'p ( I' 

,p(f¿) 1 l 

1 u li< L (:¡ ,, . 

p 

'• 
\ 1 
1 ' 



J ( 0,2n) 
( ! !;ii i T 11 '! i 

11u1 i 

íl) espacio func en 

( íl) k -espacj o de las funciones u E e ( íl l tal que , lsl k, 

son Holder continuas con exponente o. E (O, 1). 

Para o.E(0,1) y a,bEJR ,sea D ílx [a, b] , x E , t E [a, b] 

o./2 -
' (ílx [a, b]) espacio de las funciones u tal que 

Ju( 
Sup ~~~~~~~~~~-..,.~ 

[ 1 xl -x21 

con norma 

J Ju 11 o. o./ 2 _ 
e ' (ílx[ a, b l) 

Sup J u (X, t) 1 ;. 

(x,t)E: D 

(u) 

l+o. ,o./2(- [ l) e ílx a,b espacio de las funciones u tal que u , 

'1 {); 
!(' ' !J 

,ll 

X,'.J 

udo <1, 

( Dx IR) espacio u u pertenece a 

para todo a, E ll1 . 
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'
1

(ílx[a,b]) de las f~nciones u tal que u , y 

X. 
pertenecen a C( ,b ) . 

J 

A
21 

compleción del espacio 

uE-c"'((o,n)xll!) u(O,t)=u(n,t)=O , V. tEll! y u es 2n- periódica en t} 

dotado de la norma 
2 

! lul ! A 
21 

w2
'

1 
((O,n)x(0,2n)) 

p 
o de las í~nciones u tal que u , 

u 
X 

pertenecen ((O, n) x (O, :On)) • 

Ker L nucleo de L. 

Im L imagen de L. 

D(L) dominio de L. 

* L adjunto de L. 

Int (A) de conjunto A. 

clausura de A. 

F (A) frontera de A. 

gr (f,íl,p) grado topológico de f relativo a íl y p . 

gr-a(~,O) grado asintótico o. 

X) cohomologia r·educi de de espacio topológico 

con coeficientes enteros. 





INTRODUCCIOM 

() ión 

funcional cuyo 

p;ran 11 del 

po: 

( 1) 

y H 

normadns. 

L invertible, ( l) 

forma: 

( ) )u 

tipo clad 

de ta dos 

di en do -1 

es compacto, 

si puntos 

], permiten obtener 
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a de J¿¡s 

operéldor lj 

no 

tencia rte soluciones periódicas ecuaciones di 

o la existencia de soluciones problemas de frontera en 

diferenciales en los que aparece un autovalor correspondiente a un cier-

to operador diferencial. 

Otra situación importante en la que se presenta la no inver­

tibilidad de la parte lineal es en el estudio de sistemas físicos, qui-

micos, biológicos, te ... dependientes de un parámetro al cruzar éste 

ciertos valores críticos (autovalores) asociados a la parte lineal: se 

pueden presentar, entonces, fenómenos de bifurcación y de "resonancia" 

entre otros. 

Si se define el operador F 

es equivalente a la: 

(3) F(u) o 

L - N la ecuación ( l) es 

con lo que el problema original se reduce la busqueda los ceros de 

. Como 

[ 70] 

comportamiento de estados de 1i bri ci un f'l rotación 

y en los de Schmidt [73] sobre el estudio de la existenci de soluci 
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de ecuaciones integrales no lineales. 

Durante los años de 1940 a 1960, diversas modificaci,ones y 

extensiones del método de Lyapunov-Schrnidt fueron desarrolladas por 

[15], Cronin [23], Bartle [9] y Hal [3~] entre otros. No obstan-

, en todos estos trabajos, que el no 1 

11 pequeñoº Bn cU 

Fue Cesari 1964 [16] quien chos métodos 

en el operador N veri 

ción de puso ya de 

teoría y 

, han ido izadas 

métodos para ai'ron tar estudio que 

como usualmente se donomina 

Lineal es no tri 

todos 

1' [ l 

mé-

tiempo 

se ya conocidas 

) . 
11 la 



por Cesari [11] y colaboradores~ método detall 

en la sección 1 del de L:;¡_s 

ón 

'1 
! ! 

ta do teoref:ia leorema de 

Cesari [19], y que será de o de pro-

blemas con parte no lineal no acotada. 

En la segunda sección, se varios cesul tados rela-

ti vos a la estructura del conjunto de soluciones de ( 1). Así, se 

dan condiciones suficientes bCljo las cuales dicho conjunto de solucio-

nes es: i) compacto , ii) conexo y iii) acíclico . 

En la sección 3, se presentan algunos resultados de la teo-

ría de las desigualdades diferenciales mientras que en la sección 4, 

se expone el método de las subsoluciones y sobresoluciones para tres ti-

pos de problemas que se tratan en los capítulos siguientes. 

Todos estos resultados del primer cClpÍ tul o serán usados re-

petidamente a lo largo de esta memoria. 

En el se estudia el problema de la existencia de 

soluciones periódicas para ecuaciones diferencJ.ales primer orden, 

e] 
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po de Neumann [ 66] o periódicas [ 67] y en varios tipos de ecuaciones 

en derivadas parciales [52,Vol. II]. 

En el similar 

a la de las tres primeras secci.ones del anterior para problemas de 

tipo elíptico con condiciones de frontera bien del tipo de Dirichlet 

o Neumann. Más concretamente, en el teorema 3. 3 se da un resul tacto de 

existencia que al mismo tiempo pone de manifiesto que el resul tacto 

abstracto del teorema 1.3 es más general que algunos de los resultados 

(teoremas 3 .1 y 3. ) expuestos en [ 47] ; mediante un contraejemplo, se 

muestra la no equí valencia de ambos resulta dos. Asi 

teoremas 3.6 3.7 P1ejoran, en ferentes tos, 

tados en torno la temática desarrollada en [13] Por último, 

y en la sección 2, se prueba que, bajo ciertas condiciones, el conjunto 

de soluciones es compacto, conexo y acíclico ó bien cer-rado, conexo y 

no acotado. Asimismo, se muestra que si una de las hipótesis se elimina, 

puede perderse el carácter conexo del conjunto de soluciones. 

En el Capítulo 4 se trata el problema de Dirichlet-periódico 

para ecuaciones en derivadas parci.ales de tipo parabólico, presentando 

la teoría general para dicho problema ( § 1) y extendiendo en § 2 algunos 

de los re su 1 ta dos conocidos al caso en que la parte no 1 i.neal no es 

necesariamente acotada por medio del método de las subsoluciones y 

sobreso luciones. Concretamente, el teorema 4. 3 mejora los resultados 

de [ 14]. 

En la última sección de este capítulo, se estudia, de for­

ma similar a lo hecho en los dos capítulos anteriores, la estructura 

del conjunto de soluciones para el problema parabólico planteado. 
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CAPITULO l 

s y 

lo y 

con una mi 1ma 

1.1. EL METODO DE LA ALTERNATIVA R SULTADOS DE l STEf', 1\ 

PARA PROBLEMAS NO !NE ES EN R SONANC!A, 

como la 

ecuación 

( 1 ) = Nu 

donde l, ( L) C 

y 

ios 

de 'l) 11 imµoner 

a los dominios de ambos operaaores reql¡islto previo 

D(L)íl D(N) ~ 0 



Definición 

KerL {O} 

Se dice que el ( ) está en :zv1unwtou cuando 

operador L no invertible. 

Siguiendo las 

posible descomponer la ecuación 

del método 

) en un 

hipótesis muy generales sobre los operadores L y N. 

Teorema 1 : Supóngase que existen proyecciones 

P:E-~E y Q:F---+F 

y un operador lineal 

tal que 

i) 

i i ) 

iii) 

H: ( I-Q )y---+ ( I-P) 

H( I-Q)Lu (I-P)u , V u E D(L) 

QLu LPu , V u(;: D(L) 

LH(I-O)Nu (l-Q)Nu , V u E D(N) 

lo:-~ 

bajo 

Entonces, la ecuación ( ) es equivalen te al de 

ecuaciones 

u + 

)- ' '\ 

(I-Q)Lu = H(I-Q) 

de la que, usando i), resulta la ecuación (2). 

Reciprocamente, supóngase que uE E verifica ( 2) y ( 3) . 
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Aplicando L a la primera de las ecuaciones, se tiene: 

Lu = LPu + LH(I-Q)Nu 

expresión, que utilizando ii) y iii), es equivalente a la: 

Lu QLu = (J-Q)Nu . 

De esta i'orma y sin más que tener en cuento. ( J), u a 

Lu Nu O( - Nu) o 

y ahí que u solución de (l). 

Definición 2: La ecuación {?) se llamará 

En todo lo que igue, can l 

teorc0rna 

La s las proyecciones P 

espacios y pueden escribirse como las 

E y F = F 

donde: (I-P) 
o 

i{--'ndo entonce:s operador cuyo l y 

con ten 

la rnGyor parte 

, se ene que: 

~ KerL y 
l 

y 

[)( H) -

por lo CJLJP, salvo qt1e advierta lo con o, 

resultado ql1e se ión nom-

bre de An1/e71u (Xl!Z.C1.U{ d(., L que corrientemente se da lu ap ión H. 



Lema 1: aplicación B, inversa parcia} L ca 

a) V 

b! íl D( 

u 1 J () 

reduce a la ONu O. 

Demostración: Se probará en primer que la aplicación H: 

es inyectiva. Sean, para ello, en tales que 

Como vi E F l = Im L i 1 ' 2 se verifica que, 

v. 
l 

(I-Q)vi y, por otra, existen u
1 

y tales que v
1 

Basta con aplicar H a las dos igualdades (I-Q)Lu 

obtener que (I-P (I-P)u
2 

y de ahí que 

a) Si v E:F
1 

, se obtiene, por i), que: 

H(I-Q)LHv = (I-P)Hv Hv 

por 

i 

una parte, 

y Lt¿ . 

1,2 para 

ya que ImH Teniendo en cuenta el caracter inyectivo de H, resulta 

que (I-Q)LHv v y, como LHv E F 
1 

, se puede concluir que LHv v para 

todo v EF 
1

. 

b) Si u é:E/\ D(L) , es evidente que: 

HLu = H( )Lu ) ~ 

t p u 
o 

J' ( J) 

í . 

que ello suprn1ga r:ompJ ión por 

dim dim < +"' 
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Tambi.én se supondrá que existen aplicaciones continuas 

B:ExF'----+IR y J: tales que: 

(4) B es una aplicación bilineal y J es 

(5) E F 

todo 

(6) o 

( 7) B( 

(8) B( 

tiern° 
o 

y sólo si 

) ~ O para 

V 
o 

O si y sólo si 

0 si 

o . 

biyección. 

sólo t V ) 
'-.,) 

0 para 

(9) O si y lo 1) • 

(10) B( V 
o 

que (7) implica que B( > (J 

Rajo el conjunto 

ble formular 

( 1). 

operador T: 

Tu + JONu 

u es este; 

Pu + H( )Nu QNu º O . y, 

consecuencia, Tu = u. 

Reciprocamente, becho dP u sea un punto fijo de 



tPaducc en l igualdad, 

u -

ln~ 

y, d' u 

( ?) y (:'l); to , Lu Nu . 
# 

De este modo, siendo la obtención de los puntos fijos de T 

un camino para la resolución de ( 1), conviene analizar las condiciones 

que garantizen la existencia de dichos puntos fijos. 

Lema 3: Supóngase que el operador H es compacto y que el N es contínuo 

y aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados. Entonces, T es 

compacto. 

Demostración: Evidentemente, las hipótesis del lema implican la 

continuidad de T. 

Si MCE es un subconjunto acotado, N(M) es acotado 

y, por ser H compacto, H(I-Q)N(M) es relativamente compacto. De esto y 

del hecho de que PE y QE son de dimensión finita se sigue la compa­

cidad del operador T. 

# 

ln 

r 

i j ) H(o,as)c y H( A 'u) t u para todo (A' u) E [o' 1) X as 

Entonces, H(l ,•) tiene un punto fijo en S. 
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Demostración: Vease (60,pág. 70] 
# 

Supóngase que condiciones establee 

saber: hipótesis del teorema 1, KerL 1 ImH H 

un operador compacto, N es continuo y apl en con-

acotados y condiciones (4)-(101) se 

, supóngase que: 

Existe > O tal que 1 1 Nu J 1 todo u 

> O tal que B ( , QNu) :¿ O para todo ul 

que 1 1 11 e 

E 
\ 
I • 

Entonces, la ecuación (1) al 

Demostración: Sea h - 11 H(I-0) 11 y 

Claramente el conjunto 

s ' ! 1 11 ' 11 11 < 

acotado, cerrado,convexo contiene elemento O 

La aplicación H:[ü,l]xs-----+E dada por 

H(\ ,u) \Pu H( -Q) + 

una de u 

JI( o' u) - ( I-ü)Nu e 
l 

1 1 11( o, 1 1 ¿ l1"J < 
'F o o 

y, )C. 

St~ compruebél ahora )/,; \,u) ~ (A,uJE: lO,l)x 

que, i u e;;:. HS, 11 i 1 ó 11 u 11 
o 

Además, 

//(A, u) 

forzosamente ha de verificar que 

u ~ APu + AJQNu 
o 

u Hí )N( ) . 
o 



11 u 11 

l J 
l 1 11 

o 
¡ 1 í 1 

y de ahí la desigualdad, 

B((l-1')u ,J 
o 

dado que 1 < 1 y 1 1 1 1 

1 ~ ¡ ! 

o 

) B(JQN(u 
o 

+ ll 1 t ['1 
o 

u 

u ) 
o 1 

) ' > o 
o 

Por otra parte, teniendo en cuenta (10) y (12) se puede escribir 

B(JQN(u + u ) ,r1u ) < o 
o 1 o 

hecho que está en contradicción con la desigualdad obtenida con anterio-

ridad. Hay que concluir, pues, que H(l,u) ~u para todo (l,u)E [O,l)xaS 

y en virtud del teorema 2, H( 1, •) , es decir el operador T, tiene un 

punto fijo; en consecuencia, (1) admite al menos una solución. 
# 

Nótese que la condición ( 11) implica automaticamente la de 

que N aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados. De hecho, N (E) 

es acotado en F. 

y 

1 1 

~ {u 11-Q)N( u ) 
1 

al u con 
o 

es acotado. 
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(14) Existe > o tal que B(u 
o 

,QNu) < o 

,,.. (: tal 1 i 11 ,-

>.E:[0,1]. 

Entonces, la ecuación (1) tiene 

Demos > o tal ! 
1 

1 i 1 1 f·, 

del c. 

> y 

En homotopi li: [o, 

11 ().' ) ).Pu + Afl ( 

con que 1/(0,u) y, 

SiM:0[0,1) y uE son 

sib.ilídades: 

a) 11 

de r 
o 

b) 11 

Jo 

11 \H( I-())N( 

que 11 11 < Jo CURl 

11 , como en 

O < B( ( ) ~ 

( 1 ) ~ 

, //(A, u 

Bfu , 
o 

2, f/( , •) T 

F.s 

( 1?) y ( se 

para todo u 

y 

solución. 

r u 

L J como 

~ l.J()Nu 

//(O, )C 

llP,ul ~ u , 

y 11 11 , por ( 

ene 

, por 

# 

> () 

Basta tomar l1or:1otopía //:,1\ 1 u) + H( 1 ó 

/l(A' ) \Pu + 1 J )Nu - ) .. JQNu . 

) ' 

on 



. 2. ESTRUCTURA DEL CONJUNTO 

u Nu 

ficientes para la 

la 

de 

está en resonancia. En esta seccjón 

preceden+:c 

de 1 

además de garantí zar la stenci2 de solución 

ON 

Lu Nu 

resultados que, 

dicho problema, 

proporcionan información acerca de la estructura del conjunto de 

soluciones de la ecuación (1). 

A lo largo de esta sección, se supondrá que los operadores 

L y N verifican: 

(15) L es un operador continuo de Fredholm de índice cero. 

(16) N es un operador continuo y compacto. 

Con relación a la ecuación (1) se definen los siguientes conjuntos: 

(17) { u E E Lu Nu ) Conjunto de soluciones. 

(JB) ut: KerL t' ImL } 

(} A '. () ) } 

y 

U*E 

lema como ( 1) puede reducir 

a un problema de puntos fijos en el espacio E. Pues bien, también es po­

sible reducir ( 1) a un problema de puntos fijos en el espacio F y de 
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esta forma se obtiene el siguiente 

Teorema Supóngase que L fican (l~) y ( y ten 

conjunto r en 8pl 

: F----+lR que: 

( 21) nr 0 

122) (\ l 0 

(23) G(lll) , Ker 
l 

m 

(?4) gr ( ) ' o ) ;i o 

el conjunto de 

compacto. 

Demostración: Veasc [10] . 

Lu Nu , se 

que 

conexidad del probar 

el ente 

a N 

todo 

Vease ¡ 

objeto icar los 

, se a 

Dada : IR---+JR 

u1u1ló~ico (abreviado .a.) de h o 

gr ( h , (-r,r) , O ) esté bien definido y 

y 

# 

de 

exi 

l' 

# 

que 

d existe o que 

igual d para todo r > M. 



• :>1 de ti 

Corolctrio l 

Si son acotados y unto de sol 
o 

nes de ( 1) es no vacío y compacto. Además, si ex.i una sucesión de 

operadores N :E--..F continuos y compactos que convergen uniformemente a 
n 

N en conjuntos acotados de E y los conjuntos u*) , n > 1 , u* ES 
1 

son conexos, entonces s
1

es conexo. 

# 

En algunas situaciones que se presentarán, el conjunto de 

soluciones tiene adicionales propiedades topológicas y algebraicas. 

Definición 4: Se dice que un espacio topológico X es acicLi_co si para 

todo natural n > O se tiene que H (X) 
n 

O donde H representa la coho­
n 

mologia reducida de Cech del espacio X con coeficientes en z. 

Definición 5: El conjunto de soluciones s
1 

de (1) es acíclico si con la 

topología :Lnducida (como subconjunto de E) es acíclico en de 

l l 

Teorema 7: 
' 

(lb 

y son acotados y que (G
1

·N· ,0) o donde y 
o 

son como en 

el teorema 5 y satisfacen la condición (23). Si además existe 

p > O y una sucesión de operadores N : F---+F tal que verifican las tres 
n 

condiciones siguientes: 
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( 25) ('¡ f E i 1 u i [ < il } 

( 26) 1 1 1 u l ( u í 1 1 : 1 ¡,, 1 1 

H 1 (J ón 

i 1V11 

u, y li 

'~. DES UAL DI 

ul 

mente, pe-

ri de arder, 

(veas e ? ~ 5) • 

E: 1 [O, 21l J , ) f '!Un { 

' } 
U) ur 

6: 

( t '! i ) 1 l,J } 

t ,u) ll ) ) ~ 

se dice l,Lcud_(J (¡ V • 



Analogamenle, 

es la di!/1{ vada 

¡¡, 

( t) e 

(t) lim sup 
h-+ o 
h<O 

-34-

La función cxEC[0,2nJ es una JUb~w1-ucúin dt?bU para (28) 

si se verifica alguna de las dos condiciones siguientes: 

a) o.EC
1

[0,2n] ,cx'(t)< g(t,cx(t)) V tt'-[0,2n], cx(O) ~ cx(2n) 

b) D cx(t) < g(t,cx(t)J V tE(0,2n], D+cx(o)< g(O,cx(O)) + 1 + icx(OJI 

Asi, se tiene el siguiente resultado de comparación, debido 

a Shendge y Vatsala y que no es más que una generalización de un 

resultado del autor [66]. 

l\¡ 

í i j ) r ( t) ~ 

iv) ó o"m(O) ~ (O,ml )) 1 1 + /m(O)/ 

Entonces, m(t) < r(t) para todo tE[0,2rr] . 

Demostración: Sin más que tener en cuenta las hipótesis i) y iv), re-
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ta que es una subsolución débi de 123), por lo que el problema 

y 

I! 

ll m( 

ficado relatjvo a v te una 

t: [o, 

> u 1 { 

( t ) ) ' 
o 

) > ( ) 

> u1 

tiene 

demuestra que 

m( ) < u( t) 

plt,u(t)) = uft) , y 

ij ) para concluir 

m(-t) < u(t) < r( t) 

no ser 

veri 

m(t ) 
o 

¡,:; (0,211] 

( t) 

g( ,p( 'u( ) ) + 

> 

con i)~ 

- o iv) 

(O) + 

lo 

p( 

u. 

u 

( t) + L 

IO) 

(O)> ! ,m!Cl)) + 1 + ! (fl)j 

(O) :¿ u 1 (O) (O, (O)) + ( J, (O)) t (O) -+ 

lü,m(O)) + m(O) + 

f: > o 

< 



Teorema 9: >=e[ o, 

a) m (O) < m ( 2 TI) D m(t) < ( L)) V t E (0,?11 j 

b) B (O) > s ( 211) D B(t)> g(t,S(t)) V t 6(0, 

Entonces, cualquiera de las condiciones 

i) g es estrictamente decreciente en u para todo té[0,211] fijo. 

ii) Existe zé c1
[0,211] tal que z(t) >O V t E[0,211] , z(O) > z(211) 

y para >O se tiene que 

\z' > g(t,B+\z) - g(t,8) en [0,211] 

implica que m(t) < S(t) para todo tE-[0,211]. 

Demostración: Si se verifica i) y la tesis del teorema es falsa, exis-

ten t E [0,211] y E> O tales que: 
o 

(30) m ( m ( t) < S ( t) + E lJ. t E. [O, 2n] . 

y, debido 

lo 

Si t E (0,211] entonces D m(t ) > D 8( ) • De esta forma, 
o o 

g( ,m(t )) > D m( 
o 

> D S( 

caracter monótono decreciente de 

t ft 

f) 
) i V' 

, se puede concluir que 

(O) > ) > ( ?11) > (O) ~)e nuevo se 

ha llegado a una contradicción, que permite establecer validez de l 

tesis del teorema en el primer caso. 

Si ii) se verifica entonces existe t
1

E 0,211] tal que 



m ( 

tanto 

o 

S (O) + 

con 

.Y 
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S ( t
1

) en el caso en que la del teorema 

reo de Ja función - P, 0n [ r), 

( t) > i 
L ' 

( t) ¡ < 

). ? o 6(A.) < o ) . 

[O tal 

y íl\ 

'B ( ) ) + (t )+) . o 

falsa. Por 

positivo. 

sufi 

'.) y > 

L t [ü,hr] 

) ) -

+ O , rc(O) B (O) T (O) ) :> í O) ~ 

(O) Bf2r:) + z(2n). bien, ) ' puede 

m( ) ~ Bf ) + í2n) 

m( 11) 2 ir) 

( 31) 

caso é (O, ] . 
# 



TODO y 

es exponen una. e de 

condiciones s11ficientes para la existencia soluci¿n para ciertos 

problemas de frontera de ec11aciones diferenciales en resonancia. 

En esencia, y generalizando, el método es como sigue: Planteada la ecua­

ción abstracta (1), supóngase que existen w,vE E tal que: 

Lw < Nw y Lv > Nv 

donde las desigualdades han de ser entendidas en el sentido de un 

orden inducido por cierto cono del espacio F [ 6 ] 

Entonces, existe u E E solución de ( 1) verificando w < u < v. 

A continuación, se presenta el mencionado método para tres 

tipos de problemas de frontera concretos y que serán de utilidad en los 

capítulos siguientes. 

ECUACIONES DE PRIMER ORDEN.-

Considérese el problema de frontera periódico (28). 

dicce que a E íü, 

t E: [ 

f t ', 

X 

solución respectivamente ( <'8 )1 tal que [ 0,2n] Entonces, 

existe u solución de (28) tal que a(t) < u(t) ¿ S(), V tE:[0,2JT], 

Dcemostración: Vease [53) 

# 
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dOF! o 

P; l C() 

Au f'( ,11J 

Bu 

un operador 

y 

, e E 

supondrá f . Bu 

bjen del tipo U) 

U.11./. ,(¡ (;{/ { ( ) • l ste 

T1 n 
(-~ (X )f, f > 

l J i 
V 

n 

Se C(' 

Av; ,, 

De Vé 
+Cl 1 

({/( ! 

> f( 'v) 



,72 j 

# 

Sea íl como anteriormente y T > O. Se considerará el pro-

blema parabólico de frontera Dirichlet-periódico siguiente: 

u - Au 
t 

g(u) + h(x,t) en ílxlR 

(33) u(x,t) u(x,t+T) , (x, t)"' ílxJR 

u(x,t) o (x, t) E: altxJR 

A es un operador definido por: 

n 
Au I 

ijd 
a .. (x, t) 
lJ 

donde los coeficientes pertenecen a 

n 

+ I bi(x,tl 
i~l 

au 
ax. 

1 

+ c(x,t)u 

,a/2 (;:;xlR) . , . ,, y son per1od1cos en t 

con periodo T. Además, se que el operador - Au es un"-/_0.1-

x,t 
ll 

una fllnción t [o, ] J 

con > , tal que: 



y 
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- Aw < g(w) + h(x,t) 

w(x,O) < w(x,T) 

w(x, ) < O 

XE 

en Qx [O, 

Análogamente, una /JUD/le/Jo,luuón para (33) es una función v' 

verificando: 

vt - Av > g(v) + h(x,t) en ílx[O,T
1

] 

v(x,O) > v(x,T) xE íl 
y 

v(x,t) > o (x,t)1:-aílx[O, l 

See1n w,vf '
1

1 lo' ] ) y 

rx,O) < v(x,O) 1 V. xt 

'l ( Qx [O, ] ) 

tone es, (33) respectivamente y tal 

existe u E c2+ª 'l+a/2 ( QxJR) solución de (33) tal que W ¿ U <_ V en 

iix[O,T
1

]. 

Demostración: Vease [50,51] . 

# 





capí 

orden: 

( l) 1 
( t) r e( ) ul 

E r[o, ,lll) y e 

• J) E (O, 

u 1 t) -1 \, , u f e 

[ 0,2n 1 y 1' 

Nó (' í l 
J y 

es Lo ic 

' ( 

1 ~ i l l () 



a lo 

ficando: 

(2) f'(t,u).u > a(t) + b Julp+l 

(3) Jf(t,u) 1 <: c(t) + d Jul P 

2 
donde b,d son constantes positivas y a,c EL (0,2rr). 

Con estas hipótesis de crecimiento para f , y utilizando los 

resultados re la ti vos a la existencia de soluci.ones para ecuaciones del 

tipo Lu = Nu en resonancia ,a los que se ha hecho referencia en 

el Capítulo 1, se probará a continuación un resulta do de tal tipo para 

el problema periódico planteado. A tal objeto, se considerarán los espa-

cios de Banach 

F = 
2
(0,2rr) y F { uEH\0,2rr) : u(O) = u(2rr) 

el primero de ellos dotado del producto interior y norma nsuales, y 

e 1 segundo con 1 os induc í dos por los de H
1 

(O, ) • 

( l) 

Ker L { u"' u constante ¡ Im L ( )dsO) 

puede facilmente comprobarse que L es un operador de Fredhol de índice 

cero y ,por otra parte, el operador N es compacto ya que la inclusión de 

E en C[0,2n] es compacta. 
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Al objeto de comprobar la verificación de las hipótesis del 

teorema 1.5, se probará en primer ]ugo.r que los conjuntos y allí 

de fj dos son aco t. a dos. 

es acotado~ En erecto, V V 

[Nv] ( (t)-f(t.,v) pertenece 

[ e(t) t,v) ]dt = O 

de ahí: 

V. e!t) V·f( , )dt > a! t) dt 
o o o 

siendo y > O .De forma, 

ento, puede fácilmente concluirse que 

b) es acotndo. Sj_ u E , existe \ f !0,1) 

problema 

u'(t)+\f(t,u(t)) (t) , tE-lo, 

u(O) u( 

de ahí, teniendo en cuenta que < D ' U 1 > 

f(t,u(t) )u!t) (t)u t) 
(J o 

E eno E L (O, 

para rE[1, lo, 

!tl !t)dt i < 11 11 ·IHI 
r 

() 

Usando ahora la _hipótesi ~?), 

o 
dad C1lJP, comblnadd 

-11al1
1 

+ 11 11 
1 'p+l 

b ldt) 
() 

la obteni 

( b[ 1\j11 p - 11 
p+l 

la cual i.rnpl que existe una constante 

una 

L, 

1 1 p+l ¡V = 
o 

un 

acotado. 

r: 

que 

o ' 

2 
L ( 

p+l, 

1 

y además 

se 

+ B lp+l 

solución del 

que 

r 
E . (0,2n) 

:> - 1 1 i 1 + b! 1'¡u11 )p+l 
1 •• J , 'p+l 

anterioridad, conduce a 

I' , 1 r ) < () 

O tal i 1 11 < 
p+l 



todo u 

pél.r 

lu'(t)j < >.je(t)j + >.jf(t,u(t))j < >.je(t)j + >.jc(t)j + i.dj (tJIP 

c.p.d. en [0,2rr] 

la cual, tras sencillas consideraciones relativas a la teoria de los 

espacios muestra que existe K' 

iiu'ii < K' 1 

tal que: 

"J. u ES 
+ 

A partir de la representación: 

se deduce que: 

t 
u(t) u(O) + J u'(s)ds 

o 

21T f 211 21T t J ju(O)jdt < ju(t)jdt + J ( J lu'(s)jds) dt < llull
1 

+ 2nK' 
o o o o 

lo que implica: 

! u(O) 1 < ( l lul 1 •2n + 2rrK' ) ( + K' 

Fi la 

11 '' ' 1u1 1 ' ! i ! ! 1 

r( (0, 2TI) 

es un conjunto acotado; esto es, está o.cotado. 

'J' 

A continuación se verifica la hipótesis (L?4J del teorema~. 



-4?-

Para ello, sean G:JR---E y :f~-~fil definidas como: 

( ) ult)dt 

De forma~ que: 

• •r; (r) ( t) t, r) J 
o 

Ahora, r > O ~ entonces: 

G B(O,c)(J 

donde 

Por otra parte, condlción ( ) que 

f(t,c)dt :!-= 

y, por tantc: 

para E suficientemente grande. , se puede concluir que: 

timo hecho, con la acotación de conjuntos 

y , implica , por el corolario .1, que conjunto de soluc 

de ( 1) no vacio y compacto Por 0ltimo, como un o 

(O, c:ompacto en {0,2rr). 

# 

la (?) 

( ) f(t, ) •u (t) - bl 1p+1 

C> 

donde EL' ( CJ,21T) ,> o, oel 

la validez del siguiente resul 

Teorema 2: las condi ( l) ficnn, problPma 1 J ) 

tiene al menos una soluciór:º unto ones 

pacto en H
1 

(O, ) . 

# 



Sean 

con ti ón, 

oh 

n p(t) 
o<t<2·rr 

¿u 

y pi 
o<t<2n 

(;, 

Sl > O entonces f satisface las condiciones (2) y (3) sin m§s que 

tomar a = o ' b Po ' d = pl y p n . 

Por tanto, la ecuación u' (t) + p(t) (t) e(t) tiene al 

menos una solución verificando u(O) u ( 2n) para todo e E (0,2TI). 

Ejemplo 2: Si fes como en el ejemplo anterior, pero en vez de p
0 

> O 

se tiene que p 1 < O entonces la condición (4) se verifica y .en conse-

cuencia, la ecuación del ejemplo 1 admite al menos una solución verifi-

cando u(O) 
2 

u(2n) para todo eE:L (0,2n). 

Como los teoremas 1 y 2 dan la compacidad del conjunto de 

soluciones, se podria. pensar que dicho conjunto consta de un solo ele-

mento. El ejemplo que viene a continuación, muestra que, en general, las 

hjpótesis (2) y (3) no implican unicidad y que el conjunto de soluciones 

de ( una 

lo que ( l ! 

u'it)+f(t,u(t)) O 
(5) 

u(O) u( ?n) 
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Para aE: [O,l] , se define [0,2n] como 

es t, 

soluciones conti al 

é[ ,} J } 

f 

c1undo 

el en do ' ( 3) 

2.2.- CASOS MONOTONOS, 

ón 

pendiente , esto 

¿ v implca f(u) ¿ f( )) 6 monótona 

(7) l + ( ) ~ (()) 

f y 

f l10NOTONA 

f 

u) 

(pudi 

(8) ) ~ f( u) < 

probl (7) 

O y 2n se obtiene: 

( ) 

(¿) 

u( 

li 

V u lR 

() 

l 
,U.j 



y 

1 f ( ( t<)) 
Jo 

se tiene necesariamente que: 

(9) 

"' 
_L 
2n 

( t) t 

e(t)dt 

o 

w E.Im f 

donde Im f denota la clausura de la imagen de f. 

Esto demuestra que la condición (9) es necesaria para que el 

problema ( 7) tenga una solución. El siguiente resul tacto prueba que la 

condición 

(10) w E Int (Im f) 

donde Int (Im f) denota el interior de la imagen de f, es suficiente pa-

ra que el problema (7) admita una solución. 

Teorema 3: Sí ( O) se verifica, existen a,SE [0,2n] ,subsolución y so-

f ?) a< Ben l0,2:r) , en con-

Demostración: e' rE quP 

Entonces, el 

( 1l) 
1 + f ( r) u 

V 

( t) -H + v(t) r < l~ ( t ) v. t .:_ [ () 1 

Claramente, a(O) = a(?n) y B(O) ) . Ahora, tilizando que f 



creciente, se 

• (t) ( t) ( t) r) ", : t 

v' t) •::( t) r) 

lo 

el 

( ) y 

ciente para i !) , es 

que 

ta do una 

Teorema 4: 11¡ E ( m (7) y 

f( 

que w ~ ( Im f) . 

( l "l ) 

U ( t) +V { t) 

Así, ( 7). 

NECESIDAD Si (?) 

ul t)) 

o 

f( l < 

( ) i't)) 

o o 

lo cual una contradicción y prueba quP r~ lll f(r) 
# 



CASO lI: i10NOTONA 

1. 

~ () ' ff 

(u < v impl u) > f( v)), que a r 0,?n J en conse-

cuencia a~ Bes una solución de (7). 

Demostración: Utilizando la definición de subsolución y sobresolución, 

se obtiene: 

con lo cual 

f 
21T 

O< [f 1 B(t))-f(a(t))]dt 
o 

B(2n) - B(O) -a(2n) + a(O) 

r2n 
< j [ B' ( t )-a' ( t) J dt 

o 

< o 

211 

J [f(B(t))-f(a(t))]dt =O 
o 

lo que implica, por ser f estrictamente decreciente, que a =B en [0,2n]. 

# 

Si el problema (7), con f decreciente, tiene solL:.ción, la 

condición (9) se verifica. Este hecho y que el único autovalor del pro-

hlem3 

u 1 + Au o ( ()) e 

(! ' an5 

lo demuestra. 

E: t r T rn el 

••• '¡ 
1 11 ! f) ' ( /) sólo exste E lll tal 

que f(r) - w. 



Demostración: La j ) prueba como en el monótono oreoiente 

F 

de i 1 11 y 

11 1

2 
respectivamente~ (?) 

la ya í da 

proyecciones P: como: 

P ( u) u (O) y Qu 

que: 

L 

con que y 
o 

(I-P)F: íl F l • 

inversa parcial de L , H: 

llv u 1l V 

mente, puede verse que las condiciones i)-iii) .1 se 

verifican este caso. 

Tomando B:( ,v)E (u, v) 

identidad, las candi 

acotadas en F, 

do que ( es equivaler1te 

\ ( l¡H 

en cuenta qu<: u' 

<ui,u 1 >= <A(I-Q 

Por otz~a parte, si se tiene 

(J .4)-(1.10) 

L 

) ' 1 > 

cuenta 

EJR y J como 

l. 

,\.e{ 0, 1 J , da-

•> A<f( ),u'> 



l1 

<f ( ) 1 j > f(u( l) !U ¡ t 

]: 

y teniendo en cuenta que u
1

(ü) = O , se puede concluir que existe M > O 

(independiente de y A) tal que 

11u
1

11 * ;( M V. u 
1 

solución de ( 12) 

lo cual prueba la primera de las hipótesis del teoreme 1.4. 

Consecuentemente, dado e > O , se puede elegir R R (E) tal que: 

R - M ~ E y -R + M ;( -E 

Además, puesto que w E:. Int ( Im f) , existe e 1 > O tal que 

f(u) < w < f(v) siempre que u> c 1 y v < -E 1 

con lo cual, eligiendo R = R( 1 ) , se tiene que: 

(13) f( (t)) < w < (-R ( t)) 
o 

v. u 
1 

solución de ( ) y tE [ü,2n]. 

1 1 
'' 

l l y 
i 1 * ~l 1 

o 1 

+u ) 1 
(1)) 

ción de las l. 

que cuando w E Int f) , existe al oenos solución para (7) con f 

decreciente. 

Finalmente, la parte iii) se deoruestra como en el teorema 4. 
# 



Li) 

se 

de [4:3,:-.52 ] y 

parciales íptíco 

capítulos 3 y 4 esta 

2.3,- GENERAL!ZAC!ON DE 

la demostración 

carácter monótono 

condición (10) y las 

(14) 

Igualmente, en 

monótono 

f no es 

a val del 

el 

1a 

ico, y corno 

puede 

en 

-oo) V E:JR 

! Im l) , utiHzado el 

( f3) 

(15) u ' + uí ) u(?n l 

donde E ( 
' 

) E 

lirn ) = (.x.1) í = 

(8) (14) ver 

(15) admi solución, w E Im f 

ii) Si w4ié Int (Tm r), el probler:ia (15) (~ne soluci6ri 

en l 

usa la 

(14). 

ponen 



j y o r) w 

( l ) u 1 + f"t,u) 

donde fEC[[0,21T]xlll,lR], eEC[0,2n], fes ?n-periódica en t y es 2n-

periódica. 

Con es condiciones, cualquier solución de (16) verificando u(O) (2n) 

es periódica. 

Se define para todo a E lR 

( 17) ~(a) t,a)-e(t) ]dt 

y sean .':'.. Y e 

Los resultados que se probarán más adelante requerí rán la 

verificación, entre otras, de alguna de las condiciones que seguidamente 

se enuncian términos de las notaciones anteriores. 

l C' > o 

) ' 

_lir' 
[¡ f f ¡ t' (i. 

donde en ( ) y en ( son uniformes en t€ ro' 2n] ~ 

Así, los resultados de la sección precedente, se pueden ge-



neralizar en la siguiente forma: 

Teorema 7 veri 

una de (?O), ( 21). 

solución~ 

Demostración: y 

rema 5 y los operadores L í 

solucjón, divide la demostración en 

corolario .1. 

acotado: u E 

( Hl) ( 19) 

u' ( t) ,\e( t) fl 

Poniendo ( t) 

w( ) -- ( J JU 1 J ro 
)2. 

'! con lo \ ' 
j ( 

ca que u 1 { ) -- o que 

nula [o, J. 

Con deduce que 

implica que 

acotado, 

e) G: y 

G(a) = 

(t)J lJ tE(ü, 

ste 

es laro 

u( -=-- (j 

) ~ f( ,u( ) ) 

y 
¡?TI 

( U¡' -e } 1 --¡ 
)CJ 

con lo u). 

Ahora las 1 IS) ( 1 q) ~ 

e r J. ( ( l < 

( 18)' ( l ) 

de 

o, 

(O)=u(2n) 

E ( , 

( 2n) w' (O) 

impli-

ó 

( t) 

ti 



''(' 

1 : lim r( ,a) :Too ( ó +00
) ' uni te 

a---+ _±co 

el problema (16) admite al menos una solución periódica. 

Supóngase que existen constantes p > 1 , K > O y > o 

tal que una de las siguientes condiciones es válida: 

i) K•iulp < r(t,u)u V iul > M, tE.[0,2n] 

ii) -K· lulp > f(t,u)u V lul > M , t E [o, 

Entonces, el problema (16) tiene una solucion 2n-periodica. 

(u) 

do impar, 

el 7 

, donde P 
n 

u' 

un polinomio de gra-

{1 



2.4,- ESTRUCTURA DEL CON DE 

( 1). 

unicidad. 

estrictamente monótona, 

Sin embargo, como se verá 

darse incluso los 

4: está 

ciente ) y (7) 

ciones. 

No obstante, conjunto 

tura que se estudia 

Teorema 8: 

nes de ( 

b) Con 

pacto 

c), 

Así, se tiene: 

Con 

es compacto 

). 

prueba 

lugar, si uE ,u constante 

). 

lo 

soluc.ión~ 

puede dejar de 

1 ' de 

o. 

o + 

coro] o } . l. primer 



).¡f. 

r 

obtiene la acotación , } 

de E y A~(0,1 ). Ahora bien, usando el hecho de que w~Lnt (Im f) y 

que acotado, puede concluir que es acotado con lo que es 

acotado. 

Por ültimo, definiendo :r'----+Jli y G:~E como 

r21T 
(u) ? J u(t)dt 

1T jo 
y G(a) a 

entonces de modo similar la parte c) ele la demostración del teorema 7 

tiene que gr-a ( •G,0)/0 , ~1echo que en vista del corolario 1.1 

prueba que s
1 

es compacto en (0,;?n). 

, l 

tonces, (u) 11 
n y la 

mnmente a N en conjunlos 8cotados de 

r < 

!1} 

ón 

' ', 

uni:for-



Dado u*~ todo E: ) , se veri 

u) 

u¡ + ) + 
n 

u' + f( 

l 
f(u) + 

n 

f( u( 
n 

lf'.11· 1 

imagen de la parte no l f es JR, por lo 

f l otarnonte 

solución. Consecuentenente, conjunto 

un en 

es conexo~ 

Por 

l ! JN !u) ( ll ! 
n 

E:F, Jlu!l,~P 

Por parte, el 

al 

f ( ) + 1 
n 

COi:lü 

l1 = e + 

(22)' 

teorema ~?, 

(u) 

ente, 

(u) + l 
n 

f 

Lu (u) + V 

u( ) ~ u( 

ca 

probado que 

y (7) 

""F ! 

el 

monótona, w ~ F ( 

soluo de (7) 

del 

vE , j 

, con 1 o 

1' 
1 1 

puesto 

que 

es 

f(r) 

f(r)~w 

uno de los 



Si f(u) todo uE (7) V 

dado por 

r2n 
{ u E E u(t) a+ 1 [ ( )-w] , a E lR } 

Jo 

que es no acotado y homeomorfo a lR. 

Si existe u tal que f(u)<w, sean 

{u : f(u) w J y Min f:i • 

Claramente !:i es no vacío ya que rE !:i. 

A continuación se prueba que el conjunto de soluciones viene dado por 

s u EE u(t) a + [e(s)-w 
o 

, a E lR, u ( t) > \ lJ t E.[ O, 2 1T] 

Puesto f , f(u) pAra todo > \ e 

y '..J -l u) 

'¡( t)) 

u( '!-r 

verifica u' "-e-w y u t: . Por úl ~1or:ieonorfo 'ln 

del tipo [a,ro) y por tanto es conexo cerrado. Adec1ás evidente que 

s
1 

es no acotado. 

# 



Combinando lo 

que 

( ) 

a) 

b) es no acotado 

homeomorfo \ 
! • 

tarse si 

f por (8) ó o no 

f definida por 

si u < -3 

< 
f(u) si < -] 

si < () 

o si o 

f( )=O , f(-oo) lll () todo u E lR 

u' ' 
u(O) (?n) 

OE ( Im f(O) 

u es de ( L)) o . 

u( t E [o, 

Si todo 

t €: ro' ] y u una 

En ha legado 

nes dado por 



b 
f ! ~ ) 

para u ' ) f) ~ 

Dado a1'lR la ón 

u 1 +f(u) u(O)=a . 

Si -1 < a < O , existe > n tal que •(t)+f(u( ))=0 para 

todo t E: (O, ) . Como -1 < ·e-ten [O, se sigue que (t)= a ·e-t , 

solución que no satisface las condiciones periódicas. 

Ahora, dado que (t) para a:-? ó E[O,l] se tiene que: 

{ u ó u=b con b E (O, 1) l C S1 

hecho que, junto con lo observado anteriormente parci a E (-1,0) 

permite probar que s
1 

un conjunto no conexo" 

2. 

te; 

s desea extender los resul Lados Ler1ar-:; diferen-

ciales, o hien a ecu0ciones dj_ferencialP:_.; espac jos de Banach, se 

necesita modificar los métodos ya que las def;igualdades a •1tilizar no 



Hay¡ entoncef; ~ 

y 

por un cono ( ejemplo 'b5 ) ~ 

~') La las 

Aqu:í, método probar la 

con condiciones peri 

(25) ui h( ' ) (O) u( 

donde h E e ( [ o' 1 X ¡¡¡n 'lRn) • 

( ,u) 

fle:finic 

ón 

(t) 

l: 

, el problema 125) equi 

f(t,u) e1 caso en que e E [O, 

uE L [O, J' 
con ti u 1 E 

ui ( ) ( t ( 

D ( t ~u) 

flada E: 1: ( [ ()' 211 

una 

21 [. • L , O,?n 

)) 

+ 
,lR) 

cu.o -/une,; (Jn 

torlc \.; [ , se 

< G(t,V(t,u)) ( ' JE 

Además se pide que V sea localmente Lipchitziana en u. 

con 

~o' 

de 

sol u-

fun-

is-

¿ tc_1:nu ( 25) 



,u) jx 

Para M > O , sea fnnci nJda por 

l si o < s < M 

nM(s) -s+M+l si M < s < M+l 

o si s > M+l 

De esta forma, se define 

Así, se puede considerar el siguiente problema modificado correspon-

diente a (25): 

(27) u' u(O)=u(2n) 

en el que puede observarse que h es continua y acotada en [o, 

) ' 

tl 

11 11, 11 
r 

i---1 

! 11 11 ¡ 11 '112 ) 

respectivamente. 

Nótese que es isomorfo L ([0,2n], ). 

Sea L:r:-----+F el operador lineal definido por Lu y N:E-F de-



( ) J ( t ) ) 

(27) 

de 

L 

lr:i L EF u( ) 

o 

De esta forr:ia, se puede escribir 

Ker L 

Al igual que 

F 
l 

Irn L y 

Pu u(O) Qu 

La inversa 

Hv 

con lo 

se cur:iplen. Tonando 

B! , ) 

i 

J: 

secuencia, existe e > O 

i 1 11 

par A. 

! 1 11 

c 

)N( 

Nótese que c es independiente de é 

o } 

y F = 
1 

donde 

n L • 

Q cor:io 

V O) ~ u( n) o 

i) i ) teorema 

cu] 

11 ( ) 11 y, en 

) . 



( t ) 1 ) ., l ( t' 

o 

donde 
i 

, •••• ,hM ) • 

Pero, como usando la acotación de u
1 

se tiene que 

1 u +u
1 

( t) 1 > 1 u 1 - 1 
o o 

resulta que 

(tJi>R -c 
o 

(t) 1) o 

para todo t é[0,2n] . Esto muestra que 

B( ,N( ) ) o 

M+l 

y la condición ( .12) se verifica. En consecuencia, y por el teorema 1.3, 

el problema (27) tiene solución. 
# 

s 

cado que cota M > O. f:c>to 

sigue por medio de las cuasi-funciones de Lyapunov. 



. \ 
l; 

ii) 

gE ([O, rr J 

relati 

lim V(t 

problema 
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,JR) y 

maxJ (t) & 

ii 

ó) 

o 
Corno V u { 

Ll m( ) g( t, 

llU zando ahora 

Ji)' ii i l iv) que 

( t) r(t) 

Nótes0 

E ([O, 

\ 
1' 

t E[O 

f t, u) , (O) 

l ui 

o 

t)) 

t E [O, 

de M, y de esta f'orma, existe K tal que: 

) , (O) 

) ' 



prob lo 

ginal. 

Utilizando el teorema de comparación 1.9, 

un resultado similar al del teorema anteri 

# 

obtiene 

Teorema 13: Sea V una cuasi-función de Lyapunov relativa a g para (25) 

y supóngase que además de las hipótesis i) y iii) del teorema 12, se 

verifican las siguientes: 

v) 

vi) 

como 

Existe SEC[0,2n] tal que D S(t) > g(t,S(t)) V té[0,21T] 

y 8(0) > S(2n) • 

La g es en t f ij ~ 

J? 

p de 

lución para (25). 

11 



o, o ta do 

a E (O, 1) ) . 

operador 

( ) µ > 

j " i 

todo(S~ 
' 

JE 

(?) 
' 

ce j 'j donde O, } 

no 

De E que 

o sea positiva en 



Au 

Bu o 

es bien sabido que existe una sucesión 

autovalores tal que lim \ 
n 

1, 

'.1' 

,, < 
1 

< \ < 
3 

de 

Teniendo en cuenta la teoría de 

operadores positivos [ 49 l , se tiene que A
1 

es simple y la autofun-

ci6n es de signo constan te en íl. Por ello, se puede elegj r una corres-

pendiente autofunci6n <P tal que: 

<P(x) > O V xEíl 

Además de esta propiedad, se tienen los siguientes importantes hechos: 

(4) En dce candi de tiene que 

qi no el 

C, 

lo 

l: 

do u E , entonces existen constantes a y B que 

a<P(x) < u(x) < B<P(x) 



además 
(, \ \(_; supone 

(6) i' n i 

r el ( ) 

A AU íl 

(71 
() :rn 

* 

B. 

r 
1 ijJ( )<!J(x)dx 
) 

conocido dicha 

de <!>, es, > o (4) y (5). 

el 

L el 

L:uE: D( )C E 

D ( ( uf: 

al que el 



L 

* Im L 

< \[! > 

{ uf F' 
r 
J u(x)~(x)dx 

íl 

o } 

lo que muestra que L es un operador de F'redholm de índice cero. 

En lo que sigue, se estudiará el problema no lineal en reso-

nancia 

1 

Au - \Ju g(x,u) en íl 

(8) 

Bu o en a íl 

donde gE (fixJR) 

En que los 

el 

Ahora, basta con definir el operador N:~~~F mediante 



[N! u)] ( ) g(x, ( ) ) 

para Ja 

En esta N 

los tulo L tiene 

siguiente 

Lema 2: es y 

conjuntos 

regular [ J • 

(¡¡) 

( ) ---+ 

que 

Sea 

) ] ( 

Con y 

N 
2 

# 



y 
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3' l. - s DE 

p 

a continuación~ 

Condición A : Existe un número 
+ s 

+ 
y una función gE C(QxlR) 

+ 

que es acotarla, tal que si u es una función verificando 

u(x) > s (x) , xEit , entonces: 

g(x,u) < (x,u) y 
r 
1 (x,u(x))·~(x)dx <O . 
Jíl 

Condición A : Existe un número s y una función g_EC(íl xlll) que es 

acotada, tal que si u es una función verificando 

u(x) < s l)l(x) , XE:-'2 , entonces: 

'u) (x,u) 

Si (x, < O para todo 
X ffi prob.lema (8 1 

tiene una solución si y sólo si las condiciones A 
A se verifican. 

+ 
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A prueba 
+ 

y 

Teorema ]: A 

Lu Nu 

que, como 

* ; 
L Poniendo, L 

puede y 
1 

usuales dadas 

1 
P

1 
[ ! u( ) 4 ( )dx 4 E: 

Jíl 
P u E 

1 
Q:u E p [ 1 u(x)ij¡(x) E 

Jíl 

1 
y el 

2 
p y 

Q 

' H: () ( L) 

= o aíl y o . 

Con se 

otra , y 

acotados en conjuntos acotados. 



J 

Sea, como de costumbre, u~u 
o ' u 

de la ecuación 

(9) 

entonces, se verifica: 

o 

\(I-Q)[N(u +u )] 
o 1 

. 
o 

en 

en 

u so 

íl 

Utilizando las desigualdades de los espacios LP [2,3] se tiene que: 

) 1 / < 
' p 

c\k(Vol l"l)l/p 

siendo k una cota de en ílxlR , cuya existencia está asegurada al ser 

y 

! 1 i: 

ul 

es acotado en 

JÍ 

u es soluci.ón de (9) para algún u E:!': 
o o 

) ' 

) . Consecuentemente, 10 hipótesis ( 1. ) se cumple. 

Así, por el lemn 1, se pueden egir constantes a y B tales que: 

(10) aip (x) < (x) < 6$(x) lJ. xE. íl y u
1 

solución (9) 



Sea R > 

11 11 

con 

Por ser 

que: 

Por 

con 

r 

J ,R'1> ( ) (x) )ij!( )dx () 

B( 

uti 

lizar la 

lentes 1.4. 

o ~ (0,TI) y el 

el problema Di 

u ( o ) ·º u ( n l ~o 
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1 \ 
1 

t( 

,u) X + 

función en [O, J xJR • 

De esta forma, las soluciones de (9) son acotadas en ,TI] esto es, 

existe k > O tal que 

< k V u 
1 

solución de (9) . 

[0,1T l 
Sea ahora R tal que 

-R sen x < (x) < R sen x V xE(O,JT) y solución de (9) 

con lo cual, si (x) R sen x , se tiene que el signo de 

es el mismo que el de 

r1T 
J g(íl sen x + u

1
(x)) sen x dx 

o 

j\ 

pueden verificar. 

R senx • 

l+[R sen x + (x)) 

Supóngase que es erta sea a > y a > O . Entonces, 

p;+(x,a sen x) > g(x, sen x) V x E(O,n) 

con lo que 

sen x dx 



-81-

o 
o 

> o 
l + [a 

lo cual es • A 

empl no con 

no satisf'ace dicho 

establecer condiciones y de 

soluciones problema ). 

(l?) f( (u) < 

son veri 

cuyo u) 

) admi una u; 

r 
1 [ ( Au) 1 x 
j 

1 )~fl (x)) ]1)J(x)dx x)1)J(x) 

Como 1)! autofunci ón probl adjunto al auto-



r 
f ( - 00

) • J 1jJ (X) dx 
íl 

r 
< J h(x)w ( x) 

íl 

r 
¿ f ( 00 ) • 1 1jJ ( X ) dx 

'íl 

con lo cual, si (11) tiene solución, se puede escribir que: 

(13) w€ 

r 
J h(x)1JJ(x)dx 

iJ!(x)dx 

Por ello, las consideraciones anteriores sugieren un estudio de la re-

lación entre w, Im f y la 
soluciones para el problema 

) . ejernplo 1 el 
bajo 

Elnt ( f) 

Demostración: y N cor:io el teorema 3, donde nhora 

N toma la forma 

[N(u) ](x) = h(x) f( u( x)) 

Por ser f acotada, razonando como en la demostración de dicho teorema, 



(15) 

es 

Por tanto, 

a<j>( 

Como w¡;:lnt ( 

se 

f'( ) > 

Para 

Puesto <P > o 

tal 

Claramente, 

ello, es posi 

y 

r 
J f( 

íl 

r 
J h(x)'il(x)dx + 

¡¡ 

) 
' 

' u l 

> o 

f( ) < 

{ X E íl d( 

íl, r 

-a)<P(x) > )<P( 

íl 

r 
J J 

r r 
)-w] 

J J 

r r ( 

= l 4 J > 1 1 

r 
'il(x)dx + 61 wix)dx + 

J 

en vista de la elección de N. 

j, '1 J } 

i ) 

IC( -00 ) 'f ( 00 ) ) 

' 
y 

u < 

) ( 

) < V E 

N 

> o 

< o 

)ij;( )dx + 

r 
'i!(x) J h! )iJ;(x)dx , 



i n 

¡ 1 

En ambas situaciones, 

B( ,QN( 

tiene el mismo signo que el de 

r 
J [h(x)-f( (x) 

íl 

) ) 

(x)) )i¡i(x)dx 

expresión que, en vista de las desigualdades (15) y (16),es negativa. 

Por lo tanto, las hipótesis del teorema abstracto l. 4 se verifican y, 

en consecuencj , el problema = Nu , o su (11)' ene al 

11 f( u! 

por 

1 ' 

Teorema 5: Sea f acotada y verif'icando ( 7). Entonces, E Int ( Im f) 

el problema (11) tiene al menos una solución. 
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La hipótesis de acotación de f 

tri , puede 1 

l método de y 

ta do ese sentido~ 

A tal obj , se p E: lR 

i 
J f(R4'(x) )11;( )dx 

z(R) 
')! X dx 

Con a ene: 

Sea f ente~ 

coinciden respectivamente con f(=) f(- =). 

creciente. 

Demostración: primer lugar, nótese 

puesto 4' y w son positivas en y es 

Para todo R > O se tiene que 

cual que 

Para 

el 4. 

{R 
n 

i 

J 
4'(x) )'}( ldx 

z( < f'(=) • 

4'( x) > n V x E íl . 
n 

Entonces, 

r 
( R ) ) 'ill ) dx n , r f( 

íl J 

f(n)J 'l!(x)dx t f(O) 
Sl 

n 

n 

nqi ( ) ) ( x) dx + 

.¡; (x)dx 

n 

' 
res-

y 

función 

1 \ '. como 

o 

f( ( ) )ij;( ) 



y 

, X' \ X 

f(=J 

y, en consecuencia, z(=) ~ f(=) . 

La demostración de que z(-=) ~ f(- 00 ) es análoga. 
# 

Teorema 6: Sea f creciente. Si w €: Int ( Im f), existen 
2+a -

w, v E e ( íl) tal 

que W < V en íl, subsolución y sobresolución para (11) respectivamente. 

En consecuencia, existe u solución de (11) tal que w < u < v en íl. 

Demostración: Puesto que w E Int ( Im f) , teniendo en cuenta el lema 3, 

se ve que existe rE lR tal que z(r) w. 

Entonces, el problema lineal 

1 

Au -

Bu O 

h(x) - f(r<l>(x)) en 

en :rn 

tiene solución puesto que f [h(x 
íl 

r<l>(x))]w(x)dx ~O 

w y 

que: 

Aw 

+ R'P • Entonces, Aw - A. 

( 
1 

J 

1 

O , y por el caracter monótono de f, 

h - f(r$) < h - f(t-Rq,) h - f(w) 

() . 

puede conclui.r 

en íl 

Además, Bw O en aíl puesto que B$ O en 3íl • Esto prueba que w 

es una subsolución. 

Analogamente, 



-87-

Av - A v h-f(r<ti)> ) = - f(v) 

y Bv O en , lo 

Ahora, sin r ( 11) 

tiene una u 

, el valente en 

el caso en que f 

siguiente ejemplo, pueden 

Sea f(u) primeros 

autovalores de (3). Puesto dec:recient:c~ 

Sea ~ una autofunción del problema 

1 

A *u = 

Bu = O 3 íl 

el 

que, al ser ~ E Im ( ) , 

el 

que f es una 

caciones: 

w E Int ( f) => ( 1J) íón ~ 

A la vista de ello, 

El siguiente resultado da 
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nl rí 

r) 

Puesto que E: F ( Im que f ( 00) 

f(- 00 ) • Se suponrlrá que w = f( 00 ) ya el caso se trata 

análop,amente. 

a) Si (11) tiene solución, 

(18) J f(u(x))~(x)dx ~ f h(x)~(x)dx = wf ~(x)dx 
íl íl íl 

y, en el caso en que f(O) f w , necesariamente f(O) < w puesto que 

f es creciente. 

Como Bu ·=U=Ü en 3íl , el conjunto { xE íl f(u(x)) < w l es de medida 

positiva y, en consecuencia, 

( ( 

J f (u ( x) H ( x) dx < w J ~ ( x) dx 
íl íl 

lo que contradice las ip,ualdades anteriormente obtenidas en (18). 

te, f(O) w ) ' f(u) todo 

XJ 

() 

con legir > o en temen te tener que 

en íl • 

y de esta forma, la funcjón u(x) = ~(x) + R<l>(x) es una soluoión de 

( 11) puesto que 

Au - A h(x) - w h(x) - f(u) en fí2 y u O en aíl. 
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b) ) tiene solución, se (18). )< 

todo r'°lR, que 

r r 
i!J(x)dx 1 f(u( ))i!J( )dx < 1 tµ( 

íl Jíl ) íl 

lo que contradice (18). 

Recíprocamente, si r E: lR es tal 1 f( u) ~- u> 

Sea una solución del problema 

Au - (x) "' 

- o 

Como '1l >O íl , se puede elegir R > O tal ~ + Rcll > 

ta forma ~ F:,+R• es solución de ( 1) ya 

Au - Af, "A 1 F:, h(x) w (x) f( en y - o an 
\) 

# 

En el caso de condiciones Neurnann, 

admite solución si y sólo rJJ E: Im 

Demostracióo: (11) solución, ya ha 

Si w f' Int ( Im f) , claramente w E Im y por teorema 

anteri existe rElR tal f( f 

, si w é Im f E: 

caso problema ( 1) y en 

segundo por la parte b) del 

# 

En el caso de ones Dirichlet 

iene solución, w 'i: Im f 

Demostración: Si (11) solución, que G- Jm f Ahora 

bien, si w ~Im f se tiene que wG;,F ( f) y por a) del teorema 

7, f(O)~ w, hecho que está en contradicción con 





¡ , 

i ¡ 
~l 
1 

1 
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3,2 ,- ESTRUCTURA DEL CONJUNTO DE SOLUCIONES, 

Tras haber establecido en la sección precedente ciertas con-

diciones necesarias y suficientes para la existencia de soluciones del 

problema (11), esto es: 

1 

Au - AlU + f(u) 

Bu "' O 

h(x) en ¡¡ 

en 

se desarrollará ahora un estudio del conjunto de tales soluciones para 

dicho problema. 

Se supondrá que fes acotada y que verifica ( 12 ) . 

En primer lugar, se debe notar que el hecho de que f 

!lea acotada implica que existe K > O tal que si u 
1 

es una solución de 

(9), se tiene que: 

(19) 1 1 u 1 11 2+a _ < K 
e (ll) 

donde K es una constante que depende solamente de f y ll . 

Al objeto de aplicar los resulta dos abstractos obtenidos en 

§1.2, se definen las aplicaciones: 

co lo que ~ (r) 

G:rE Bt - G(r) r~ (x)E: E 

( 

J [f(v(x))-h(x)]~(x)dx 
¡¡ 

J ~(x)dx 
¡¡ 

z(r) - w • 

E Bt 

Lema 4: Si se verifican ( 12) y ( 14 ) , los conjuntos S 
0 

y S + corres pon-



dientes 

que 

(11) son acotados en 

u E 

r 
J f (a <P( x) H ( x) dx 
íl 
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(i'i) 

r 
J h(x)iJ!(x)dx 

íl 

gr-a ,O) / O . 

r 
w J 1J!(x)dx 

íl 

E 

Ahora ti.en, si no es acotado, o equivalentemente a no lo es, la ante-

rior igualdad estaría en contradicción con el resultado del lema 3. 

b) es acotado: Si uE S , verifica: 
+ 

1 

Au -

Bu O 

+ :\f(u) =Ah en 

en 

para algún A t (O, 1) • 

Sea u . Por ser f acotada, y teniendo en 

cuenta (19), se tiene que el conjunto 

es acotado en (ñ). Por tanto, para probar la acotación de es su-

ficiente que conjunto 

i. 

lu acp en 

lo que estaría en contradicción con el resultado del lema 3. 

Todo esto permite concluir que es acotado en (ñ). 

c) gr-a (~,O)IO Como z(:too) f(± 00
) y w E Int (Im f) , existe M > O 

tal que f(-r) < w < f(r) siempre que r > M. Ello permite af'irmar que 
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) < O si r > M , y, 

apl es válido, obliga 

los espacios y operadores 

ción abstracta que representa problema (11). 

adoptará por ello 

X ~ { uE: Bu o } y 

el primero con la norma por de 

habitual. 

Los operadores L: X~ Y N:X-~Y t.i 

Así, L es un operador de F'redholr~ de 

tj nuo, es compacto, cono puede verse razonando 

hecho en la sección 

De esta forma, se obtiene 

Teorem~: Bajo las condiciones (12) 

(11) compacto en 

c 

ema 

Si en vez de ( 12), f veri ( 17), 

val j si 

Teorema 9: Si ( 1 \ y ( veri j 

(11) es compacto en X. 

Con alguna condición 

descripción más precisa sobre la estructura 

ta do 

\ 
1, 

e 

( ,O) o . 

y 

con-

lo 

conjun 

de 

dar una 

conjunto de soluciones 
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de ( ) . 

Así, 

f (' 

soluciones es conexo y acíclico. 

Demostración: Sea f creciente. Se definen 

N :ue.x- (u) 
n 

Síu"t:s
1

yuESn(u"), 

y u verifica: 

Lu - N (u) 
n 

Lu + f(u) + 
1 

u 
n 

Lu 

Bu o 

N(u) _lu ~y 
n 

* N (u ) en 
n 

en 

c:l de 

íl 

a íl 

Como la parte no lineal de este problema tiene por imagen m, el problema 

admí te una única solución por ser la parte no lineal estrictamente ere-

ciente. 

Esto prueba que los conjuntos (u*) son conexos y la conexidad del con-

junto de soluciones, se sigue del corolario 1.1. 

Además, por definición de ti = o donde 
n 

(] 

(11 

En el caso en que f decreciente, con 

N (u) = N(u) -r l u 
n n 

y proceder de modo similar. 

# 



del 

sólo 

+ f( 

(O) u( ) 

donde f está por 

-1 

u 

f(u) o 
u-10 

Corno se tiene 

[ (e-

obviamente, contiene más 

Teorema 11: f 

w E. F ( 

r a~ 

Por tanto, s
1 

Supóngase 

para todo €. Jll, el conjunto 

Si existe u 

tal que 

que f(u) < 

Au - !, 

Bu ~ O 

r 
1 <i>(x)4'(x)dx 
!¡¡ 

h( 

o 

- (J 
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-1 

o 
10 

<P ] 

TI < 
? 

u 

u 

o 

y 

00) f(u) w 

horr1eor1orfo JR. 

;)íJ 
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ahora para \E lR 

Á ) 

a inf { (A) > O ) • 

Asi, el conjunto de soluciones de (11) viene dado por 

( <1>+\<P : \ > a } 

que es homeomorfo al semii ntervalo i.nfini to [a, 00 ) • Además, es evidente 

que el conjunto de soluciones, s
1

, es no acotado. 
# 

A modo de resumen, se enuncia el siguiente 

Si f es monótona y acotada, el conjunto de soluciones de 

(11) satisface una y sólo una de las siguientes condiciones: 

a) s
1 

es compacto, conexo y acíclico. 

b) es cerrado, conexo y no acotado. Además en este caso, es homeo-

morfo a uno de los intervalos indicados en el teorema 11. 

de los 

f; 

de 

+ u) e o en (O, ) 

u' (0) u' (11) ~ o 

donde f está definida por 
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-1 si u < -1 

u si -1 < u < o 
f(u) -u si o < u < 1 

u-2 si l < u < 2 

o si u > 2 

Si u es una solución del problema planteado, 

y, como f < O, se tiene que 

rTI 
J f (U ( X ) ) dx Ü 

o 

f(u(x)) o lJ x E (O,-rr) 

con lo cual 

u(x) O r x) 

Por continuidad se una ón, 

o ó u > ? 

Si u > , f(u) o es de 

-u 11 en (O, ' (0) ' ( 

esto es 

{u u ' e 

conjunto que no es conexo ni 

) o 

2 } 
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EN 

o, como ' ¡¡ o 

acotado , :Hl, de ( , 1). 

todo lo jo. 

f'( ' f(x, ) l 

E { u E 
,l 

(x, u( , t) ( 't)E; oílxlR 

definí 

11 11 
fo 
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para 

Se supondrá que 

( 1) 

con periódo T. 

( 2) L es wú_f_ol1fllem01te ¡xvwoó,/_i_co, esto es, existe µ > O tal que para 

todo ( x , t ) é: ii x IR y se tiene: 

(3) 

n 

I ªij(x,t)sisj 
iJ=l 

Si además de (1), se supone que 

ª·.e c2+a,a/2(iixlll) 
lJ 

' b. E c1+a,a/2(iix111) 
l 

.. 

y 

entonces, se puede definir el adjunto , L , de L mediante 

(4) u ) 

'j 

* (5) A u 7 

?x. 
( 't) 

iJ=l 
X. 

l J 

donde 

* 
n 

* 
n 

¿ l b. -b. + 2 y c - e -
l l 

j=l hl 
3x. 

l 

* ( 't) 

n 
" + L 

iJd 



De esta (3)' 

,g 

El 

e iones 

operadores y 

Teorema 1: Supóngase 

ces, existe 

<ll (x, ) > O 

ra 

forma, (L 

el problema 

Sí 

,, 
\L 

E (1 
\\, 

E r¡ - A ·1A 
J !I 

f 

1' 
l 
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e 

* <W, > l ~ 

1<'. ')( 

11 /Jd 

n lJ 

al 

de 1 

( J ) . 

( 't:) < o 

) De 

el 

fE ¡, 1 I) 
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Los siguientes hechos serán de utilidad m§s tarde. 

(6) u, E 'l ( 11( ) 1 
t t) o 

' 

V (X' )E 

* <Lu,v> <u, v> 

(7) Si ué E, existe una constante R R(u) > o tal que: 

R<P(x, t) + u(x,t) > o > -R<P(x, t) + u(x,t) v. (x,t)E QxJR 

4,1,- EL PROBLEMA DE DIRICHLET-PERIODICO, 

Se estudia ahora el problema llamado de Dirichlet-periodico 

siguiente: 

Lu - ,1
1

u + g(u) h(x,t) (x,t)E;; ílx[O,T] 

(8) u(x,t) u (X' t+ T) ' (X' t) E íl X lR 

( ' ) ~ o ( , t) E 3ílxlR • 

l j_ f1 

('J) 

Si (8) tiene una solución u , se 

* <Lu - + g(u)' <h,<P > 

y, utilizando (6), se puede escribir que 
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Ahora (x, ) > O (x, [0,T] ( ) 

a 

[ { 

o J 
(x, t) dx g( ) 

J o 
' • 1 

o de forma equivalen te, 

( 10) w 6. Im 

* [ ,9 > 
donde w y e 1 4' ( 

' dx dt 
o ) íl 

se el siguiente para 

(8). 

Teorema 2 Supóngase además de ( í' 

g(-oo) < ) < ( 00) V EJR 

Entonces, si wEint (Im g) 
' 

el problema ( ) sol u-

y como de 

se 

g( ) (u) < E 

y 

fu = - ), [N(u)j 't) 

se tiene el problema ( es la 



Lu Nu 

- { E 

* 
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<u, ;:p> j 
o 

{ f~ F <f,4' >= O}. Claramente, E 

Además, E
0 

= Ker (L - A1I) y Im (L - A
1
I) 

y 

* > y 

y por tanto, 

L - A
1
I: ~-~F1 es una aplicación lineal (biyectiva) acotada, y la in-

es continua por el teorema de la aplicación abierta. 

Sean P:E--+ E y Q:F--+F definidas por: 

rT r 
Pu P

1 
[ J 1 u(x,t)<P(x,t) dx dt] cp 

o ) íl 

rT r * * 
Qf P

2
[ J J f(x,t)q> (x,t) dx dt] $ 

o íl 

donde P
1 

y P
2 

se eligen a fin de que 

De esta forma H está definida por: 

Hf + (u) 

('\ 
j' 

p y 

en 

Q. 

[o, o . 

Il l r 

Esto muestra que los resultados abstractos del ccipítulo l son aplicables 

al problema de tipo parabólico planteado. 



4.2. UNA GE !ZACI A s 

NO 

Al 

requerida 

(R) ( 1 ) 

j 

De esta forma, 

Lema Los lim µ(oo) y µ(R) y 

µ ( 00) 

Demostración: la para 

caso 

Para N entero , se 

N N 

Puesto qi *>o [ü,T] , 

(R) ( ) 

y así 

Para •g( l ' 

i) (u) 1 K 

para todo o. N 

que 

( 11) 
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(12) 
rT r 

g ( oo) • 1 1 
) o ) 3 

(x,t) dx dt < 

(13) g( ) - g(u) < 
3c 

N 

Dado que <P > O en íl x[O,T) , se puede elegir M > O tal que M·<P(x,t) > N 
N 

para todo (x,t)E íl x[O,T) • Sea R > M. Entonces, 
N 

µ(R) g(R~(x, ))qi*(x,t) dx dt + 
rT r 
1 1 g(R<P(x,t))<P*(x,t) dx dt 

Como R<P > M<P > N en ílNx(O,T) 

µ(R) > (g( 00) -
€ 

rT 
g( 00 l · I 

Jo 

Por tanto, 

o equivalentemente 

Jo J íl-íl 
N 

se tiene 

rT r * 
1 1 <P 

Jo J íl 
N 

f <P * 
€ 

3 
íl 

N 

- µ (R) < 

usando 

3 

rT 

\jo 

2€ 
--3-, 

e• g( oo) ¡i(R) ;( 2c + g(oo) 

o 

lo ( 1 ;~) 

1 i ¡1 e" (en) 

T 

í r 
( 11!) 

Jo 
'-e > -

J 4 

( 1!'>) ( ( * > -€ 
K <P 

- Jo J 2 

(13) y (11): 

r * 
1 <P > 
Jíl-íl. 

N 



g( ) > 

ahora una constante 

(x,t) E: [o, ] 

Así, 

r 
µ(R) 

o J 
g(H4') 

* 4' + 
r 

o J 
g(Rdi )<ji* > 

este caso, lim ~(R) 
R --....¡..a) 
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c 

€ 
] 

Utilizando resultado de lema, 

para todo 

o J 

) . 

Entonces, existen w, v E , subsolución 

para (8), que w < en 

lución de (8) tal que w u < 

Demostración: Usando hecho E:Int 

rior, se ve E lll tal ( ) e (JJ. 

Considérese 

( l 7) Lu - A 

* < ) ~ q) 

( 17) tal 'cjl> o t1) 

V 4i + z r ip > 4' + 

en, 

Lv - - A h r<PJ 

Lw ;, Lz A h g(r<P) 

so-

y 

o E: E 

> o 

g( ) 



-108-

y puesto que w, v t E , las anteriores desigualdades muestran que w 

una subsolución para (8) y que v es una sobresolucj"ón para (8). Además, 

claramente w < v en ílx [O, T J. 

Usando el teorema 1. , se puede que u E , solución de 

(8) , tal que w < u < v en ílx[O,T] 

# 

Teorema 4: Si wE F (Im g) , el problema (8) tiene solución si y sólo 

si g(O) w • 

Demostración: Se supondrá que w g(oo) ya que el caso en que w 

se trata analogamente. 

Sea u solución de (8). Si g(O) < w, existe 6 >O tal que g(u) < w 

lul < 6. Puesto que u(x,t) O para (x,t)E astx[O,T] , se ve que 

g(u(x, t)) < w 

en un conjunto BCÜx[O,T] de medida positiva, con lo que 

w•c * <h,4> > 
rT r rT r 
1 1 g(u(x,t))4'*(x,t) dx dt < wl 1 q,*(x,t) dx dt 
) o J ¡¡ ) o J ¡¡ 

g(-oo) 

para 

w•c 

lo cual es una contradicción. En consecuencia, g(O) ~ w es una condición 

necesaria para (8) admita solución. 

O) (D ~ g(oo) • 

o 

el cual tiene ución puesto que 

dicho problema lineal tal que <z,~> 

mente grande, se obtiene que 

Rq,+z>o 

* 
U!' cp > o . solución 

O • Eligiendo R > O suficiente-

en ílx [O, T] 
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Facilmente, puede comprobarse u R4' + (8). 

El 

runción 

(8) 

i) Si el problema (8) 

ii) Si Eint (Im ) 
' 

( ) 

iii) Si wE (Im g) 

O) w 

# 

Desafortunadamente, V 

dio de las ecuaciones 

análogos a los expuestos tal 

' ) 

lores del 

Lu 

o 

1 (x, (O, ) 

O,t) u( ' ) 

vienen 

asociadas ,t) - sen nx ( l; 
i J ~ 

De esta forma, el problema (B) g( j ( 'l) , no 

puede tener solución. 
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4.3.- ESTRUCTURA DEL CONJUNTO DE SOLUCIONES: UN EJEMPLO. 

En primer que s g es tri 

la condición wE: Int (Im g) necesaria y suficiente para que (8) tenga 

solución. En ese caso, el problema admite una única solución. En efecto, 

si u
1 

y u
2 

son dos soluciones, 

¡T r * 
1 1 [ g (U (X, t) )-g (U 

2
( X, t) ) ] <!J (X, t) dx dt Ü 

) o ) íl 1 

* y teniendo en cuenta las propiedades de lj> y el carácter estrictamente 

monótono de g, se puede concluir que 

u 
1
(x, t) u 

2
(x, t) V. (x,t)E. ñx[O,T] 

Sin embargo, y aún siendo g creciente, no se da la unicidad 

de solución en general. 

Considérese el problema de Dirichlet-periódico siguiente: 

- uxx - u + g(u) o (x,t) E. (O,n)xlR 

(x, ( , ) E (O, )xlR 

(01 ' ) 

lj) 

1 

Entonces, las funciones 

(x, t) a sen x 1a1 < 1 

son soluciones del problema y, en consecuencia, hay un número infinito 

de soluciones. 
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En este caso, Im g [-1, J y úJ O por lo que (como se 

jo) el conjunto de soluciones es t conexo 

\ de Banach se ; ' 

A 

siguiente: 

u - u + g(u) -
XX 

( 18) 
u(x, t-<-2n) ( ) 

' 

u(O,t) u( 't) -- o 

donde E (ll'.,lR) es 

Como ya se visto, y <P(x, 

y, por ser éste autoadjunto, * 
<P ( x, 1 

, se supondrá que 

o 

objeto de 

( 18), se 

con 

l espacio es la 

r" 
J h(x, 
o 

{uE ((O,n)xlll) : u(O, ) - u( ,t) 

(x, ( 
' 

) 

(x, )E (O, ) xJR 

t E: lR 

y 

X, 

o 

por 11 11
2 

11 

O , V tE iR ll 

(O, 

más aba-

(en 

) 
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con respecto a la norma 11 11 X . (Para un estudio más de tal lado de los 

espacios y en particular del , puede verse [20]). 

Nótese que si u E Y , y además u es continua en 

[0,n ]x(0,2n J. 

Se definen ahora los operadores L:x---..y y N:X---+Y por 

Lu = u - u - u 
t XX 

Nu h - g(u) 

con lo que el problema (18) es equivalente a la ecuación abstracta 

(19) Lu Nu 

Teniendo en cuente el teorema 1, puede verse facilmente que 

Así, si X 
o 

Ker L = <sen x> 

Im L 

y 
o 

f €-Y 

Ker L , 

X 

Por tanto, L es un operador 

operador 

das por: 

G(a) a sen x 

con lo que 

r2n rn 
J J f(x,t) sen x dx dt 
o o 

o } 

(u) 
(TI 

Y
1 

íl X , se tiene que 

\ \ 
'! 

cero. Además, N 

J u(x, ¡ sen x dx dt 
o o 

un 

? 
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y, en consecuencia, 

(22) K ¡¡. + 

Ahora, usando (21), se ve que 

2n n 

r J g(u (x,t)+u
1
(x,t)) sen X dx dt Ü 

Jo o o 

Esta última igualdad prueba, en vista del lema 1 y de (22), que S+ es un 

subconjunto acotado de X. 

c) gr-a (s,O) ~O . Por el lema 1, se tiene que 

s ( a ) ·s ( -a ) < o 

para !al suficientemente grande y, consecuentemente, gr-a (s,O) ~O. 

# 

Ahora, ya se está en condiciones de probar el siguiente 

El conjunto de soluciones, s
1

, de (18) es compacto, conexo y 

acíclico (como subconjunto de X). 

Demos 

l. y del 

'u'; 

compaci.dad de s
1 

se sigue i.nmediatamente del corolario 

precedente. 

u 

·u) Í 

u ) ' 

- u - u + 
XX 

l I 

g(u) + 
1 

u 
n 

Lu* N (u*) 
n 

u E:-X 

problema que tiene una única solución y por tanto el conjunto s
1 

es conexo. 
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Por otra parte, se tiene que lim o donde r está de'finido como 
n 

en (1.26). Además, el problema 

Lu N (u) + v 
n 

tiene una única solución para cualquier v E: X y por el teorema 1. 7, s
1 

es 

acíclico. 

# 

A continuación se presenta un resul tacto, cuya demostración 

es totalmente análoga a la del teorema 3.11, sobre la estructura del 

conjunto de soluciones en el caso en que w E F ( Im g) . 

Teorema Si uiE ( Im g) (O) w , el conjunto de soluciones de 

(18) es cerrado, conexo y no acotado. Además, horneo-

morfo a uno de subconjuntos de la rec 

(-ro' b 

# 

Por ltimo, 

de Sobol tura 

logos y 7 para 
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Es muy amplio el conjunto de problemas cuya modelización 
matemática conduce a una ecuación diferencial o, en general, 
a una ecuación funcional cuyo estudio se aborda en el marco 
de unos convenientes espacios abstractos.
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