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INTRODUCCION

matemdtica conduce

se aborda en el

cidn funcional cuyo
espacios abstractos.

Asi, un gran namero de

! > 3 7 son dos operadores, el primero lineas y el
donde L N 1 dos radores, i 1i 1 s }

general, no lineal y continuo, sobre unos

0]

s

L es invertible, la ecuscidn

forma:

ecuacidn del tipo de Hammerstein para la gue

de resultados y métodos (vease |

diendo de la estructura del operador L "N

Sin embargo,

adecuados

jeneral, a una ecua-

convenientes

de  unos

del

segundo, en
espaclios normados.

(1) puede escribirse en la

exis pran cantidad

referencias citadas) depen-~

asi, por ejemplo, si LN

ado topolégico [59,65] vy,

1

los puntos fijos
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teoria de las ecuaciones diferenciales, se presenta el fendémeno de que

su nucleo es

el operador lineal L es no invertible o, eguivalenter

no trivial. Este es el caso si, por e nplo, se desea estudiar la exis-

tencia de soluciones periddicas para ecuaciones diferenciales ordinarias
o la existencia de soluciones para problemas de frontera en ecuaclones
diferenciales en los que aparece un autovalor correspondiente a un cier-
to operador diferencial.

Otra situacidn importante en la que se presenta la no inver-
tibilidad de la parte lineal es en el estudio de sistemas fisicos, qui-
micos, bioldgicos, etc... dependientes de un paréametro al cruzar éste
ciertos valores criticos {autovalores) asociados a la parte lineal: se
pueden presentar, entonces, fendémenos de bifurcacidén y de '‘resonancia’
entre otros.

Si se define el operador F = L - N , la ecuacidén (1) es

es equivalente a la:

(3)

!
i
it
j)

con lo que el problema original se reduce a la busqueda de los ceros de

un operador F. Como es blen sabido, si F es diferenciable y en algin

punto u  la diferencial F (u ] es un operador de Fr
o

un entorno de u
o

(3) se puede reducir,

de ecuacior

Poincaré
! O] sobre mecanica celeste, en los de Lyapunoy {61} sobre la existencia
y comportamiento de los estados de equilibrio de un fluido en rotacién

y en los de Schmidt [73] scbre el estudio de la existencia de soluciones
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de ecuaciones integrales no lineales.
Durante los afios de 1940 a 1960, diversas modificaciones y

extensiones del método de Lyapunov-Schmidt fueron desarrolladas por

A
1

Cesari [15], Cronin [23], Bartle [9] y Hale [37] entre otros. No obstan-

te, en todos estos trabajos, se reguiere gue el operador no lineal N sea
"peguetio” en diferentes sentidos.

Fue Cesari en 1964 {16] guien extendid dichos métodos al

casc en gue el operador N no necesariamente verifica la aludida condi-
cidén de ser 'peqguefio". Asimismo, puso ya de manifiesto que seria
posible un estudio global de la ecuacidén (1), estudio que en efecto
fue llevado a cabo por Mawhin en los afios setenta | 62,735,658 ] por medio
de la llamada teoria del grado de coincidencia. Al mismo tiempo y pos—
teriormente, han sido utilizadas otras téecnicas y desarrollados nuevos
métodos para afrontar el estudio de problemas en resonancia, que es
como usualmente se denomina a los del tipo (1) cuando el nucleo de la
parte lineal es no trivial,

La teoria de puntos fijos, métodos variacicnales, teoria de

operadores monétonos y valores criticos

todos més usuales, para cuyo estudio pueden verse, por ejemplo, 1191,
-1 [P o
iy in, respectivamente.

En los dltimos afios se han desarrollade nuevas ideas y mé-—
todos para estudiar tales problemas en resonancia y al mismo tiempo
se han extendido las técnicas ya conocidas a situaciones mds generales
{problemas no autoadjuntos, nucleo de L de dimensidn infinita, ecua-
ciones diferenciales estocdsticas, etc.... J. Uno de los més conocidos

es el llamado "método de la alternativa", desarrollade esencialmente



por Cesari [17] y sus colaboradores. Este método es expuesto con detalle

en la seccién 1 del Capitulo 1 de esta memoria, asi como algunas de las

més recientes contribuciones

o
bt
@
5
-

cistencia de solucldn para

problemas del tipo (1) gue estén en resonancia; en particular, el resul-

tado presentado en el teorema , que extiende un conocido teorema de

Cesari y Kannan [19], y que serd de gran utilidad en el estudio de pro-
blemas con parte no lineal no acotada.

En la segunda seccidn, se presentan varios resultados rela-
tivos a la estructura del conjunto de soluciones de (1). Asi, se
dan condiciones suficientes bajo las cuales dicho conjunto de solucio-
nes es: 1) compacto , ii) conexo y iii) aciclico .

En la seccidn 3, se presentan algunos resultados de la teo-
ria de las desigualdades diferenciales mientras que en la seccidén 4,
se expone el método de las subsoluciones y sobresocluciones para tres ti-
pos de problemas que se tratan en los capitulos siguientes.

Todos estos resultados del primer capitulo serdn usados re-

petidamente a lo largo de esta memoria.

En el Capitulo 2 se estudia el problema de la existencia de

soluciones periddicas para ecuaciones diferenciales de primer orden,

dando condiciones necesard v suficlentes para ello (

asi como

ress

del

nalme

axlstent

diferenciales de

cong

e jemp cclones  del
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tipo de Neumann {66] o periddicas [67] y en varios tipos de ecuaciones

en derivadas parciales [52,Vol. IIl.

En el Capitulo 3 ge estudia wuna problematica similar
a la de las tres primeras secciones del anterior para problemas de
tipo eliptico con condiciones de frontera bien del tipo de Dirichlet
o Neumann. Mas concretamente, en el teorema 3.3 se da un resultado de
existencia que al mismo tiempo pone de manifiesto que el resultado
abstracto del teorema 1.3 es més general que algunos de los resultados
(teoremas 3.1 y 3.2) expuestos en [47] ; mediante un contraejemplo, se
muestra la no equivalencia de ambos resultados. Asinmismo, en los
teoremas 3.6 y 3.7 se mejoran, en diferentes aspectos, clertos resul-
tados en torno a la temética desarrollada en [13] y 5Z’7J . Por dltimo,
y en la seccibén 2, se prueba que, bajo ciertas condiciones, el conjunto
de soluciones es compacto, conexo y aciclico 6 bien cerrado, conexo y
no acotado. Asimismo, se muestra gue si una de las hipdtesis se elimina,

puede perderse el cardcter conexo del conjunto de soluciones.

En el Capitulo 4 se trata el problema de Dirichlet-periddico
para ecuaciones en derivadas parciales de tipo parabdlico, presentando
la teoria general para dicho problema (§1) y extendiendo en § 2 algunos
de los resultados conocidos al caso en que la parte no lineal no es
necesariamente acotada por medio del método de las subsoluciones vy
sobresoluciones. Concretamente, el teorema 4.3 mejora los resultados
de [14].

En la Gltima seccidn de este capitulo, se estudia, de for—
ma similar a lo hecho en los dos capitulos anteriores, la estructura

del conjunto de soluciones para el problema parabdlico planteado.
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CAPITULO 1

PROBLEMAS NO LINEALES EN RESONANCIA: ALGUNOS RESULTADOS ABSTRACTOS

capitulo se reunen una serie de resultados de

andlisis funcional y de la teoria de ecuaciones diferenci
serdn utilizados a l1lo largo de la memoria y que permitirdn afrontar

su lectura con una minima autonomia.

1.1.- EL METODO DE LA ALTERNATIVA Y RESULTADOS DE EXISTENCIA

PARA PROBLEMAS NO LINEALES EN RESONANCIA,

Los problemas que se estudian en los sigulentes caepitulos,

como ya se adelantd en la introduccidn, pueden ser escritos generalmente

en la forma de una ecuacidn funcional del tipo

donde LD son un operador line

v un operador, en 1, no lineal

“tivamente y E y F sendos

espacios de Banach.
El deseo de resolver la ecuamcidn (1) nos lleva a imponer
a los dominios de ambos operadores el requisito previo de que

DIL)N DN # @



Definicién 1: Se dice que el preoblema (1) estd en aesonancda  cuando

Kerl # {0} .

1

Fs precisamente esta situacidn la que se presentard en los
casos qgue s8¢ estudiardn mas adelante en los que, como es obvio, el
operador L es no invertible.

Siguiendo las lineas del método de Lyapunov-3chmidt, es
posible descomponer la ecuacidn (1) en un sistema de dos ecuaciones bajo

hipdtesis muy generales sobre los operadores L y N.

Teorema 1: Supbngase gue existen proyecciones
PiE~——E y Q:F—F
y un operador lineal
Hi (I-Q)F—{1~P)E
tal que
i) H{I-Q)Lu = (I-P)u , ¥ u€D(L)
ii)  QLu = LPu , ¥ ue€D(L)
iii) LH{I-Q)Nu = (I-Q)Nu , ¥ ueD(N) .
ntonces, la ecuacidén (1) es equivalente al sistema de

ecuaciones

Adviértase,

aldad

H(I-Q)Lu = H(I-G)Nu

de la que, usando i), resulta la ecuacidén (2).

Reciprocamente, supdéngase que u€ E verifica (2) y (3).
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Aplicando L a la primera de las ecuaciones, se tiene:
Lu = LPu + LH(I-Q)Nu
expresién, que utilizando ii) y iii), es equivalente a la:
Lu - QLu = (I-Q)Nu .
De esta forma y sin més que tener en cuenta (3}, se llega a que:
Lu — Nu = Q(Lu - Nu) = O

y de ahi se concluye que u es solucidn de (1).

Definicién 2: La ecuacidn (2) se llamari la ecuacddn auxidian y la

(3) la ecuacion de bifuncacion,

En todo lo que sigue, se supondrd gue se verifican las hipd-
tesis del teorema 1.
Y o

La exigtencia de las proyecciones P y ( , asegura gue 108

espacios E y F pueden escribirse como las sumas directas

donde : E =PE , E = (I-P)E , F = QF y F._ = (I-Q)F

siendo entonces H un operador cuyo dominioc es Fl ¥y cuya imagen egtf

contenida en }‘121 .

En la mayor parte de los casos gue se presentan en la prac-

tica, se tiene que:

PAO = KerL N Fl = ImL
y
D(H) = F = ImL e TmH E‘,l

por lo que, salvo que se advierta lo contrario, ésta serd la situacidn
que consideraremos en el futuro.
El resultado gue se prueba a continuacidén justifica el nom-

bre de «nveasa parcial  de L que corrientemente S€ da a la aplicacidén

H.



Lema 1: La aplicacidn H, inversa parcial de 1, verifica:

2y

b) HLu = u Y oué F

Ademds, QLu = U , con lo que aeidén de bifurcacidn se
reduce a la OQNu = 0.
Demostracidén: Se probard en primer lugar que la aplicacidn H:Fi A O
es inyectiva. Sean, para ello, ViV, en Fl tales que Hvl = Hv2 .
Como viEF1 =ImL, i1=1,2 |, se ver*;'Lfica gue, por una parte,
v, o= (I--Q)vi y, por otra, existen Uy o, tales que v, = Lu1 Y V,= Llé .
Basta con aplicar H a las dos igualdades vi = {I-Q)Lu , 1 = 1,2 para
obtener que (I—P)u1 = (I—P)u2 y de ahi que Vo=V,

a) Si veF1 , se obtiene, por i), que:

H{I-Q)LHv = (I-P)Hv = Hv
ya que ImH = El . Teniendo en cuenta el caracter inyectivo de H, resulta
que (I-Q)LHv = v y, como LHvéFl , se puede concluir que LHv = v para

todo v&Fl.

b) ©Si uéElﬂ D{L) , es evidente gue:
HLu = H{I-Q)Lu = {I-P) = u .

Finalmente, puesto gue F_ = Iml y O es un proyector

clion puede  rec

que ello suponga wuna excesiva compli adicional, por la de

dim E = dim F_ < 4= |
o} o
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También se - supondrd que existen aplicaciones continuas
B:ExF—R v J:Foﬂ*“*EO tales gque:
(4) B es una aplicacibén bilineal y J es una biyeccidn.

(5) Si v £EF , se tiene que vo = 0 81y sb6lo si B{u<,v\) = O para
s} o 5o

todo u € E .
o s}

(6) Jv = 0 81y sblosi v =0 .
o o

(73 B{J S0 ara todo v F .
L7 { Vo’vo> RS © 06 [¢)
(8) B(JVO,VQ) = 0 siy sdlo si v, ® o .
-1 P P )
(9) Blu ,J u ) =0 s8iysdlosiu =0,
o o o

(10) Bl{u ,v ) = B{Jv ,Jmlu ) para todo u & E y v &F .
o’ o o o o o o o

Notese que {(7) implica que B(uo,J uo) 3 0 para todo uOE ¥

Bajo el conjunto de hipdtesis introducidas a lo largo de la
seccidn, es ya posible formular algunos resultados generales de existen—
cia de soluciones para (1). Se veré, concretamente, como dicho problema

se puede reducir a un problema de puntos

espacio E; necesi-

taremos para ello, los resultados que se establecen en los sigulentes

lemas y se supondré a partir de ahora que DI(N) = E .
Lema Z: Las soluciones de (1) coinciden con los puntos fijos del

operador T:E——E definido por:
Tu = Pu + H(I-Q)Nu + JONu

Demostracidn: 51 u es solucidn de {17,

can, esto

9

u = Pu + H{I-Q)Nu y QNu = 0 . Por (6} se tiene que

Oy, en
consecuencia, Tu = u.

Reciprocamente, el hecho de gue u sea un punto fijo de 7T se
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traduce en la igualdad,

u - Pu - H!{

cuyo primer miembro es un elemento

u - Pu - H(I~-0)Nu = O

u verifica

y, en vista de las propiedades de J, se puede conc

(2) v (3); esto es, Lu = Nu .

#
De este modo, siendo la obtencidn de los puntos fijos de T

un camino para la resolucién de (1), conviene analizar las condiciones

gque garantizen la existencia de dichos puntos fijos.

Lema 3: Supdngase que el operador H es compacto y gue el N es continuo
y aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados. Entonces, T es
compacto.
Demostracidn: Evidentemente, las hipdtesis del lema implican la
continuidad de T.

Si MCE es un subconjunto acotado, N{(M) es acotado
y, por ser H compacto, H{I-Q)N{(M) es relativamente compacto. De esto y
del hecho de que PE y QFE son de dimensidn finita se sigue la compa-

cidad del operador T.

hora, con estos preliminares, se pueds  probar urn

resultedo de existencia en el gue se uss

ultado de

la teoria de puntos fijos.

i) Para cada x€[0,1] , #{A,*) es una tre

formacidn compacta.
ii) H{0,38)c S N; Hlx,u) # u para todo (A,u)&[0,1)xas .

Entonces, #(1,*) tiene un punto fijo en S.
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Demostracién: Vease [60,péag. 70]
#
Teorema 3: Supbngase que las condiciones establecidas anteriormente

{a saber: hipbtegis del teorema 1, Kerl = EO, Iml = F_, ImH = El , H es

un operador compacto, N es continuo y aplica conjuntos acotados en con-
juntos acotados y condiciones (4)-{10)) se verifican.

Ademés, supdngase gue:

(11) Existe g, 0O tal que || Nbu §§F 2J_  para todo u€E.
(12) Existe RO > 0 tal que B(uQ,QNu) € 0 para todo U= our
ZE :E 2 P = Ry = H{I-GJN( ).
uo- Eo , ulii | tal que || uo ]]E PO y ul HIT Q}N‘un+ ul/

Entonces, la ecuacidn (1) tiene al menos una solucidn.
Demostracién: Sea h = || H(I-Q) || ¥y r > h'JO .
Claramente el conjunto

Clu TLER T 2

S = U+ u, o u €k u, &€ E
f [§) o’ 1 1 [ E o ' 1 E o

1 o
es acotado, cerrado convexo y contiene al elemento O en su interior.
La aplicacién #:{0,1]xS——E dada por

Hix,u) = xPu + H{I

Q)Nu + AJONu

es una homotopia de transformaciones compactas gue para todo ug 38 veri-
fica:

H(O,u) = HII-QINu&F

4L

[ #o,0) 112 ned <o
F e} o]

¥, en consecuencia, H(0,85)C S .
Se comprueba ahora que H{i,u) # u cuando {i,ul & [0,1)x38.
Notese que, sl u€sS, u=u+u  con [l u [l =R &6 || u Il =r
[¢] 1 o] e} ’ L o]
Ademés, si
Hix,u) = u_ + u
A [ 1

forzosamente se ha de verificar que

uoo= APu o+ AJQNu v u_ = H{I-Q)N{u +u )
I} 1 Ie]

i
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Supongamos, entonces, gue H(i,u) = u  para

[ u, i =r Be

LT
+ O
ro= 0w 1] i [FURD R B RN S
O I i O [«
Si J] u || =R, de la relacién u_ = aPu + 2JQNu se que:
o o I
(1-x)u = JON(u +u )
¢} ¢} 1
y de ahi la desigualdad,
N ~1 -1
B({1-x)Ju ,J7u ) = B(JQN(u + u_ ),J "u ) > 0O
o o o 1 o

dado que x <1 vy ]l u |l =R .

Por otra parte, teniendo en cuenta (10) y (12) se puede escribir

B(JON(u 4+ u ),d"tu )2 0
o 1 o
hecho que esté en contradiccidén con la desigualdad obtenida con anterio-
ridad. Hay que concluir, pues, que #{i,u) # u para todo {i,u)€[0,1)}x3S

y en virtud del teorema 2, #(1,+) , es decir el operador T, tiene un

punto fijo; en consecuencia, (1) admite al menos una solucidn.

Nétese gue la condicidén (11) implica automaticamente la de
gue N aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados. De hecho, N{(E)

es acotado en F.

A continuacidn se presenta otro resultado de existencia que

serd de utilidaed con posterioridad vy en el e la "acota-

cidn total" (hipdtesis {11)} de N,
4 que se verifican 1 teorema Iy
Lor
(13) 3
O cu o= AH{I-Q)N(u ) aras aled 2 e} Ty oy oW
C o= {u u = AH{ u ¢ u ) para algin A% (0,1] v u &« E con
o 1 o O
| Lo
u 1<
Hug e R

es acotado.



29—

(14} Existe RO > 0 tal gue B(uO,QNu) £ 0 para todoe u = u +u1 ,
(e} p
uo‘EEo R ulg;El tal que || vy = Po youy = )H<["C)N<uo+ ul)’

relo,1].

Entonces, la ecuacidn (1) tiene al menos una solucién.

. - oz o
Demostracidn: Sea r > 0 tal que || u [ € r para todo elemento u
i I

del conjunto C.

Sea r > r y considérese, como antes,
ol

En este caso, la homotopia A:l se define como

Hixi,u) = APu + AHII-Q)INu + 2JQNu

con lo gque #H(O,u) = O y, en consecuencia #{0,38)C 3,
S1i2€{0,1) y u&3sS son tales que H{i,u) = u , hay dos po-
sibilidades:
a = .Como = AH{I-Q)N{u -« ) I u Zr or (1c
) 11wy 1= r_Como uy = AH(I-ON(u s u) y ] u ] €A, por (13)
se tiene gue || vy 11 ¢ r 1o cual en cotradiceidn con la eleccion
de r .
o
by ] u Il = . Entonces, como en el teorema 3, se obtiene
0 < B{{1-2)u ,J "u ) = xB{QN(u + u_),u )
o ¢] o 1 o

lo que contradice (14},

Asi, en cualquier caso, #{i,u) # u ara to
s ,

el teorema 2, #{1,*) = T tiene un punto fijo.

Es importante observar

{1}, cuya existen-

cia estd gerantizada por los teore

pertenece sl conjunto 5.

Ademés, los teoremas 3 y 4 permanecen validos si la condi-

cién Blu ,QNu) £ ¢ de (12) vy (14) se reemplaza por S0 .
o
Basta con tomar la homotopia Hlx, = APu+ H{I-Q)Nu — 3JONu &

H({x,u) = xPu + AH{I-Q)Nu — 2JONu
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1.2.- ESTRUCTURA DEL CONJUNTO DE SOLUCIONES DE LA ECUACION

u T Nu

Los resultados de la seccidn precedente dan condiciones su-—
ficientes para la existencia de solucidn de la ecuacidn Lu = Nu cuando
estd en resonancia. En esta seccidn se presentan otros resultados que,
ademés de garantizar la existencia de solucidn para dicho problema,
proporcionan informacién acerca de la estructura del conjunto de
soluciones de la ecuacién {1).

A lo largo de esta seccidn, se supondrid que los operadores

L y N verifican:

(15) L es un operador continuo de Fredholm de iIndice cero.

(16) N es un operador continuo y compacto.

Con relacidén a la ecuacidén (1) se definen los siguientes conjuntos:

(17) S1 = { u€Ek : Lu = Nu} := Conjunto de soluciones.

(18) SO = { u¢ Kerl : Nu &ImL }

(19) S* = { u€E : Lu = MNu , para algin *& (0,1} .
51 8. es no wvacle vy existe

) s .

hﬂ , 2 1, continuos y compactos

formemente en conjuntos acotados de , Be

1

5. el conjunto:

S lur) = L uekE ;o Ly -

En el lema 2 se mostrd como la ecuacidn (1) se puede reducir
a un problema de puntos fijos en el espacio E. Pues bien, también es po—

sible reducir (1) a un problema de puntos fijos en el espacio F y de
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esta forma se obtiene el siguiente

Teorema 5: Supbngase que L y N verifican (15) y (16) y que existen un

1tinuas G B—— - B ¥

conjunto abierto I en E y aplicaciones lineales co

—B  tal que:

(p2) S S
(22} u+ﬂl 4]
(23) G(R) = =F, ¥y ImG = E .
(24)  gr ( G NG , G"‘(rﬂi«:@) , 0 ) 40
i

Entonces, el conjunto de soluciones, 5 , es no vactio ¥y
compacto.

Demostracién: Vease [10] .

Para probar la conexidad del conjunto de soluciones de

Lu = Nu , se usard el siguiente resultado:

Teorema 61 Si las hipdtesis del teorema 5 ¢ verifican y existe
una sucesidn de operadores N :E——F | n 3 1, continuos v compactos tal

de By los con—

converge uniformemente a N en conjuntos ac

) son conexos para todon 3 1 y u* £ 3 , entonces S es

CONEexXo.

Demostracidn: Vease |

Al objeto de aplicar los resultados precedentes a algunos
casos concretos, se define a continuacidn el grado asintdtico de una

funcidn continua,

Definicidn 3: Dada h:B——Ek wuna funcidén continua, se dice que el g,fzau’u
agunitdiico (abreviado g.a.) de h en 0 es d si existe M > 0O tal que

gr { h, {-r,rj , 0 ) estd bien definido y es igual a d para todo r 5 M.



-
)

v Gl verificando las hipdtesis del teorema 5.
Si SO y S+ son acotados y gr-a (G_}-NnG,O) £ 0 , el conjunto de solucio-
nes de (1) es no vacioc y compacto. Ademds, si existe una sucesidn de
operadores N :E-—F continuos y compactos que convergen uniformemente a
N en conjuntos acotados de E y los conjuntos Sn(u*) ,n3 1, ur € S1 ,
son conexos, entonces Sles conexo.

#

En algunas situaciones que se presentaran, el conjunto de

soluciones tiene adicionales propiedades topoldgicas y algebraicas.

Definicidén 4: Se dice gue un espacio topoldgico X es gclclico si para
todo natural n 3 O se tiene que H (X) = 0 donde H representa la coho-
n n

mologia reducida de Cech del espacio X con coeficientes en Z.

Definicién 5: El conjunto de soluciones Sl de (1) es aciclico si con la

topologia inducida {(como subconjunto de E) es aciclico en el sentido de

la definicidn anterior.

eorema 7. Supdngase gue

verifican,
5 vy 8 son acotados y gque gr-a (G]-N-G,O) # O donde G y Gl SO como en
el teorema 5 y satisfacen la condicidén (23). Si ademf@s existe
p > 0 y una sucesidn de operadores Nn:Ffw»S tal gue verifican las tres

condiciones siguientes:
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{25) S AS {uel o flull, <o

(28)

(27) una soluctdn para

entonces el conjunto de scoluciones es no

Demostracidn: Y [1o] .

1.7, DESIGUALDADES DIFERENCIALES,

En esta seccidn se presentan al

gunos resultados de la teoria

de las desigualdades diferenciales que tendrén su utilidad, fundamental-

mente, con vistas a la demostracidn de la existencia de solucicnes pe-
riddicas para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer order,

{vease §2.5) .

Dada geCl[0,27]xR,R) se conside el problema de fronterna

pendddico :

(28) 5!

El conter

los conc

tos y notaclones gue se oducen en las

e slguen.

Definicidn 6: Considerada la funcidn

,ul e |

se dice que es la modiflcada de g aelative o v
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“inicibn Dada m €C[O0,

< < , de 7 en t, L
D omlt) = lim in?
- =0
h<0O

Analogamente,

m(t+h)-m{t)

D+m(t) = lim sup -

b~ 0
h <0

es la derivada superion pon da derecha.

Definicién 8: La funcién o€ C[0,2n] es una subsolucidn débidl para (28)
si se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
a) aecl[o,zn] ,or ()2 gl(t,alt)) ¥ te[0,27] , a(0) = al27) .

b) D alt) < glt,al(t)) ¥ te(0,27] , pFa(0)? 2(0,0(0)) + 1 + Jalo)] .

Asi, se tiene el siguiente resultado de comparacién, debido
a Shendge y Vatsala [77] y que no es mé&s que una generalizacién de un

resultado del autor [66].

orema B: Sea m€C{0,2n! vy

una solucidn maximal p(t)

iv)  m(0) Emizn) 6 D'm(0) S glo,mlo)) + 1 s Im(0)]

Entonces, m(t) £ r(t) para todo te&[0,2r]

Demostracién: Sin més que tener en cuenta las hipbtesis i) y iv), re-
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sulta gue m es una subsolucidn débil de (28), por 1lo

modificado relativo a v = m admite una solucidn u.

31 se demuestra que

mit) 2 ult) ¥t

resulta que plt,ult)) = ult) , y entonces u es solu

(28) dado que en este casc ambos Basta entonc

coinciden.
cuenta la hipdtesis ii) para concluir gue
mlt) € uft) 2

wldad, existirian

De no ser cierta aguella

¢l0,27] verificando:

vt

(29} mit } o= ult J+ e , mlt)< ult) ¥ ten,2n]

situacidn que se analizard en los distintos SO8 que

Si ioe (0,21] se tendria

cult Jr-ult )
o o

(%
pLty

g B
1+ u (t )
o
que estaria en contradiccidn con i),
51t 0 y en iv) se verifica que m(0) 3 m(2n ),
o
m(2n) 3 ml0) = ul0) 4+ & = ¥y, por (29}, se obtiene que

lo cual, una contradice

COome

antes, supone

iv) se tiene

que
T = I Y PPN
D m(0) 3 g(0,m(0)) + 1 + {m{0O)1

se obtiene la desigualdad

mlOY—u (0 .
< w0} o= P "2L94~B;94“ € + m(0) +
1+ u o

g(0,m(0)) + m(0) + 1

i6n del probl

t5n.,

que el problema

pr@sentarse.

entonces

&3
=
il
ol



3 < gl S
Teorema 9: Sean m,f €C[0,27] tal que:

a)  m(0) S m(2n) , D m{t) € glt,m{t)) ¥ t&(0,2n]

LR

A4

b) B(0) B(2w) D_s(t)i g(t,8{t)) ¥ tel(0,2n]
Entonces, cualguiera de las condiciones
i) g es estrictamente decreciente en u para todo t&[0,27] fijo.
ii)  Existe ze CT[0,21] tal que z(t) > 0 ¥ t elo,en] , z(0) 3 z(2m)
y para A >0 se tiene que
Az' > g{t,B+rz) - g(t,B) en [0,27]
implica que m(t) % B(t) para todo t€&[0,2n].
Demostracidn: Si se verifica i) y la tesis del teorema es falsa, exis-

ten t0€{0,2n] y € >0 tales que:
(30) m(t ) = B(t ) + e y m(t) 2B(t) + e ¥ telo,on] .

Si toé (0,27] entonces D m(to) 5D B(to) . De esta forma,
n{t 3 > =) 3
g(to,m( o)) > D_m(to) D_B(ro) g(to,8<to))
vy, debido al caracter mondtono decreciente de g , se puede concluir que

8l 1% mlt )

lo cual implica que

D8{29) | v, como an iormente, gue

B(2m) 3 m(27) de manera que B(0) > B{(2n) 3 mipu) 3 m(0).

De nuevo sgse

ha llegado a una contradiccidn, que permite establecer la validez de la
tesis del teorema en el primer caso.

Si 1i) se verifica entonces existe tlé iO,?W] tal que
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m(tl) > B(t]} en el caso en que la tesis del teorema fuese falsa. Por

=3
1

w

@

- . e ~ 7 ] . .
tanto el maximo de la funcidn nl0,27] es estrictamente positivo.

Como z{t) > 0O para todo t £

, se puede encontrar * suficilente-

mente prande tal que:

(1) = P <0 .
Sea » = inf { X » 0 : 8(x) < 0 } . De esta forma, §(» ) = 0O y » > 0. En
: O o3 O
consecuencia, existe toe QO,??} tal que:
(31)  m{t ) = 8(t )+ xzlt ) vy mlty £ 8Ly » » z(t) ¥ telo,2n]
(o] [e] 8] o s}

Dmit ) 3D Bt )+ Az (t ) > glt 80t )y + glt Bt J+r zlt )) -
- O - O O o 8] o (8] O 8] (o]

+ ‘ ol alt )
g(“o’g\t@)> =g to,n(to))

lo gue contradice las propiledades de m .

Sit =0, m{0) = B{O) + 10240) v mi{2r) 3 m(0) =

B(C) + » z(0) 3 B(2%) + =zl(2r). Ahora bien, usando (31), se puede escri-

mizn) € 8(2r) + rz(2n)

con lo gu

1)

y se puede tomar t en (31) igual a 27 , lo cual conduce a2 una contra-
[S)

diccidn como en el caso en que t & (Q,?ﬂ};
o
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En esta seccidn se exponen una serie de resultados gue dan
condiciones suficientes para la existencia de solucidén para ciertos
problemas de frontera de ecuaciones diferenciales en resonancia.

En esencia, y generalizando, el método es como sigue: Planteada la ecua-
cién abstracta (1), supbngase que existen w,ve€ E tal que:

Lw < Nw y Lv > Nv
donde las desigualdades han de ser entendidas en el sentido de un

orden inducido por cierto cono del espacio F | 6] .

Entonces, existe u€E solucidén de (1) verificando w < u< v,

A continuacidn, se presenta el mencionado método para tres
tipos de problemas de frontera concretos y que serédn de utilidad en los

capitulos siguientes.

ECUACIONES DE PRIMER ORDEN.-

Considérese el problema de frontera periddico (28).

s s . 1. . R
Definicidén 9: Se dice que « € C [0,27] es una subsoducion para (28) si

al ey S glt,alty) ¥ t€[0,2x] v afo) £

Supdn

vy sobre-

solucidn respectivamente para (28) tal que a £ B8 en [0,27] . Entonces,
existe u solucién de (28) tal que a(t) < ult) £ g(t) , ¥ te [0,27].

Demostracidn: Vease |53]



FECUACTIONES ELIPTICAS.-

€ un dor io acot

Sea

tico

de

front

oon

I su flx,u) en §
(32)
Bu = O ern 30
donde A es un operador eliptico en 9 definido por
n 2 n
- s J T
Az~ | & R e - ) b -
1] IR IK PO §
i i
y tal que
O+, —
, b, , c & C ey .
i
. - TR A R 4 Lo
Ademéds se supondré que T&C (UxE) Bu representa l: condiciones

frontera, bien del tipo de Dirichlet

(Bu - O, donde v es la norma
gy
También se supondré gque A  es

O ta

1

o

gques

3,
N - 2
n 10: Se dice gue weéC
Aw < flx,w) en  f
De modo es una
en R

1

exterior

N

a

0) & del tipo de

cle

Ap
Qe




de

Demostracidn: Vease (25,72 .

ECUACIONES PARABOLICAS.-

Sea 2 como anteriormente y T > 0. Se considerard el pro-

blema parabdlico de frontera Dirichlet-periddico siguiente:

U = Au = glu) + hix,t) en QxR
(33) ulx,t) = ulx,t+T) , (x,t)e QxR
ulx,t) = 0 , (x,t)€’axRk

A es un operador definido por:

n
9 u Iy
- (
Au 'AZ aljxx, ) I ax +_Z b, (x,t) ol cl{x,t)u

i,i=1 i i=1
. .y a,0/2 = s
donde los coeficientes pertenecen a C (9xR) y son peri6dicos en t
con periodo T. Ademds, se supondrd que el operador u, = Au es unifor—

memenie paaabd

, (x,tie xR

vogue

. o 2,1, .
Definicién 11: Una subsodlucidn para (33) es una funcidn we C77 (52x[0,1]j)

con Tl > T, tal que:




-

W, - aw < glw) + hix,t) en 5X[O,T1]
wix,0) T wix,T) , x€ 0

y
wix,t) €0 . nwesexfoT ]

z -2 s 2,1, =
Andlogamente, una 40bzesolucion para (33) es una funcién vegC™’ (ax[o,Tl})

verificando:

vy - AV S g(v) + hix,t) en §X[O,Tl]
v(x,0) 5 v(x,T) , x&8
A
vix,t) 30, (x,t)ednx[0,T ]
2,1, = 1 C o : oz
Teorema 12: Sean w,vgC (QK[O,le) subsolucidn y sobresolucién para

{33) respectivamente y tal gue w(x,0) < v(x,0) , ¥ xg£ § . Entonces,

. 2+ ,14+0/2 - . . . . .
existe uecC™” 1+0/ (2xB) solucidn de (33) tal que w < <

§x[o,T1}.

Demostracién: Vease [50,51]






CAPITULO 2

SOLUCIONES  PERIODICAS DL ECUACIONES DI

!
7
pe)
rm
poid
[
[
&
]
]
o)
[

PRIMER ORDEN

En este capitulo se estudia el

de pri-

mer orden:

fkt
—

u'(t) + flt,ult)) = elt)

= u{2m)

donde fE€C({0,0n =k, E) vy

Definicidn 1: Una solucidn del problema (1) es una funcidn )
satisfaciendo casi ut ity et en

[0,27] v tal que

51 e es continua, u

Jn-periddica v es Z2r-periddicsa

esto es, u puede ser extendida a R por periodici

[}

idn  w'lt)+fit,ult)

En las secciones de

>, s estud

arédn  diversos

aspectos del problema planteado, cus

vy e werifican ciertas

pbtesis gue se especificarén en




2.1.~ UN RESULTADO DE EXISTENCIA,

Se osupondrad a lo ls

verificando:

p+1

(2) flt,u).u Salt) + b [u]

(3) [e(t,u)] ¢ clt) + d Jul®

donde b,d son constantes positivas y a,CELZ(O,Zn).

Con estas hip6tesis de crecimiento para f , y utilizando los
resultados relativos a la existencia de socluciones para ecuaciones del
tipo Lu = Nu en resonancia,a 1los gue se ha hecho referencia en
el Capitulo 1, se probard a continuacidén un resultado de tal tipo para
el problema periddico planteado. A tal objeto, se considerarén los espa-—
cios de Banach

F = L2(0,21r) y E = { uEHl(O,2vr) cu(l) = ul(2w) }
el primero de ellos dotado del producto interior y norma usuales, ¥y

. . 1 .
el segundo con los inducidos por los de H (0,27).

Teorema 1: E1 conjunto de soluciones del problema periddico (1) es no

vy compacto en

wostracidn: Definiendo el

L= ut B

are qgue el problems

Dado

o
Ker L = { u€E : u es constante } v Im L = { veF fo v{s)ds=0 1}

puede facilmente comprobarse gue L es un operador de Fredholm de indice

cerocy ,por otra parte, el operador N es compacto ya gue la inclusidén de

L en C[0,2n] es compacta.
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Al objeto de comprobar la verificacidn de las

hipbtesis del

teorema 1.5, se probard en primer lugar que los conjuntos S y S4 alli
o

definidos son acotados,.

a) 5  es acotado. En efecto, si vE 3 , v es una constante vy ademés
o 9

]

[nv](t)=e(t)~({t,v) pertenece a la imagen de L, por lo que se tiene:

0
y de ahi
{Jﬂ 27 2m [ -
vel elt)dt = { v-f(t,v)dt 3 f altydt +b Ivl777 =
‘0 ‘0 e s

mediante un senci

siendo & €8 3y B > 0 .De esta forma,
miento, puede fécilmente concluirse gue SO es acotado,
b) S+ es acotado. Si u ES+ , existe X €(0,1) tal que u es
problema
Put(t)+afit,u(t)) = relt) , t&{0,2n]
ul(0) = ul(2m)

y de ahi, teniendo en cuenta gue <u o, u 0, se 11

(2m 27
oflt,ult))ult)dt = | el{t)ult)dt .
‘0 ‘o
. . P+l 2
Como ue&kE, se tiene que ué P (0,27} vy, como e< L°(0,27)

p+1

!

A+ B |v]

llo razona-

solucidn del

ega a gue

r N
, e € L0 (0,21)

para re{1,2]. Por ello, si r es el conjugado de p+l, se tiene:

.
c2m
)

Floeleiuteydr | 2 Jlell =1lull .
)0 r D+l

/

Usando ahora la hipdtesis (2), se puede escribir:

am rem em 4
@J flt,ult)ultyar] 3 | alt)dt + b Jult) PP 3 -1lall
J M

0 0 e *

+ blljul]
p+1

desigualdad que, combinada con la obtenida con anterioridad, conduce a

. & | | .];’!} - el 2 n
lfl!ll + '}ulip+1 ( bj!u[‘p+l QJC!JF RG]

la cual implica gue existe una constante K 1 > 0 tal que
D+

| <k
Hull 5

+1
>p



para todo

donde

elemento ue vy,

Por otra parte, usando la hipdte

ene para u’

la estimacidn:

lur(ty] €

la cual,

espacios

se deduce

2m
[ iuco
6}

Melt) ] + dflt,ute))] € afe(t)]| + rle(t)] + rdlult)]®
c.p.d. en [0,2n] .
tras sencillas consideraciones relativas a la teoria de los

Lp , muestra que existe K' tal que:

{ Tk ¥ .
Ml ues,
A partir de la representacidn:

t
u(t) = u(0) + f u'(s)ds
o]

que:

27T 2m t .
dat < J fu(t)jdt + { { f Ju'(s)lds ) at < llu]]l + 27K
0 0 0

lo gue implica:

es un con

1

. Lo

lutoy] < Cljull em + 27k ) 2 K+ K' = X
2m 2 2 e}

Finalmente, teniendo en cuenta la acotacidn:

junto acotado; esto es, & estéd acotado.
+

A continuacién se verifica la hipétesis (1.24) del teorema




AT

Para ello, sean G:B——E vy GltF*““*E definidas como:

on
Glr) =r , G (u) = —%f- J ult)dn
1 27 o

De esta forma, se tiene que:

G *N*G (r) = J [ett)-f(t,r)]at

Ahora, sea € > 0 , entonces:

G T BlO,e)Ker L )

s
donde €'= e*(2%) ¢ .
Por otra parte, la condicidn (2) implica gue
2w

lim flt,e)dt = =

et ()
¥, por tanto:

GW‘N‘G (e} >0 > Gl'N‘G (~€)
para € suficientemente grande. Asi, se puede concluir que:

gr-a | Gl’N'G , 0) #0

Este Gltimo hecho, junto con la acotacidn de los conjuntos
SO y $ , implica , por el corolario 1.1, que el conjunto de soluciones

+

de (1) es no vacio y compacto en E. Por Gltimo, como E es un subespacio

1 . . R ) 1.
cerrado de H (0,27) , el conjunto de socluciones es compacto en H (0,27).

#

Si se reemplaza la hipbtesis (2) por la

(4) flt,u)eu € alt) - b

il
Z . L . . . .
donde a€ L7 (0,27) v b > 0, la demostracidn del teorema anterior muestra

la validez del siguiente resultado.

Teorema 2: $Si las condiciones {4) v (3) se verifican, el problema (1)
tiene al menos una solucidn., Ademés, el conjunto de soluciones es Come

1
pacto en H (0,271},




4 continuacién, se presentan varios ejemplos gue 1lustran

sdos obtenido

Si p > 0 entonces f satisface las condiciones (2) y (3) sin mds que
tomar a = ¢ =0, b=p ,d-= p,yp=mn.
n .
Por tantec, la ecuacién u'(t) + p{tlu (t) = e(t) tiene al

2
menos una solucidn verificando u{0) = u(2r) para todo e€ L7(0,27),.

Ejemplo 2: Si f es como en el ejemplo anterior, pero en vez de P, > 0
se tiene que Py < 0 entonces la condicibén (4) se verifica y >en conse-
cuencia, la ecuacidn del ejemplo 1 admite al menos una solucidn verifi-

2
cando u{0) = u(27m) para todo eel (0,2n).

Como los teoremas 1 y 2 dan la compacidad del conjunto de
soluciones, se podria pensar que dicho conjunto consta de un solo ele-
mento. El ejemplo que viene a continuacidén, muestra que, en general, las

hipbdtesis (2) y (3) no implican unicidad y gque el conjunto de soluciones

puede tener una estructura muy variadas.

(1) se escribe:

y ez0 , con lo gue el

.
f

u'lt)+f(t,ult)) = O

f
t ul0) = ulow) .




G

. . -~ [ 1 /. p , o - ] Lz
Para aé:[O,]} , se define u & c{o,27} como natt):a ¥ tEe [O,27). Asl,
a z

u es solucién de (5) puesto que f{t,u

Ademés, y .
mando p=3 , la condicidn se satisface con b=} N a=-J% J.Por otra

parte, eligiendo c¢=0 y d=1 , (3) se cumple.

Z2.2.,- LOS CASOS MONDTONOS.

& lo largo de esta seccidn gue f{t,u) es inde-

BUPO!

pendiente de t, esto es, f{t,u)=f{u) , y gue { es mond creciente

( u € v impleca f(u) € f({v)) 6 monétona decreciente ( u £ v implica

f(u) 3 f{v)). Ademés, se supondrd que e&C [0,27] .,

4

Debido a la diferente naturaleza del problemas
{77 u' o+ flu) = e , ul0) ulPn)

para f creclente y decreciente, se estudian z continuac

N

ambos Casos

separadamente.

I: T es MONOTONA CRECIENTE.
Por ser f creciente, los limites

1im flu) = £l=) vy lim flu} = fl{-=)

oo

existen {pudiendo tomar valores no fTinitos) vy

tiene que:

(8) Flew) £ Flu) £ flw) Y uekR

5i el problema (7) tiene una solucién u, integrando entre

0Oy 27 se obtiene:



27 (27
flulty)dt = | eltidt

S

r

Y en 8), se

Definiendo
N ;ZW
1 .

w =2 e(t)dt

2T jO

se tiene necesariamente que:

(9) w€&Im f

donde 1Im f denota la clausura de la imagen de f.
Esto demuestra que la condicién (9) es necesaria para que el
problema (7) tenga una solucién. E1 siguiente resultado prueba que la

condicién
(10) welInt {Im f)

donde Int (Im f) denota el interior de la imagen de f, es suficiente pa-

ra que el problema (7) admita una solucidn.

Teorema 3: Si (10) se verifica, existen &,BEACl[O,Zw],subsolucién Yy S0~

-

bresolucidn de (7) respectivamente, tales que a < B8 en fo,2n] y, en con-—

secuencia, existe u, solucidn de (7)

que a £ u £ B en
Demostracién: Puesto que (10) se cumple, existe r€E tal que f{r) = w

Entonces, el problema lineal

(11)

tiene solucidn.

giendo R

Claramente, a{0) = a{2n) y 8(0) = 2(2%) . Ahora, utilizando que £ es




creciente, se tiene:

Y

at(t) = vi(t) = elt) - flr) < elt) - flaly))
grit) = v it) = y - flr) B - FLE(E))

1o gue muestra que ¢ es una subsolucidn y & es una sobresolu

o1

para el

problema (7), de donde se sigue la tesis del teore

que aplicar

el resultado del teorema 1.10.

Puesto gue la condicidén (9) es necesaria y

ciente para la existencia de solucidn para (7), es natural el preguntar-

se gue sucede en el casc en gue
weEF(Im )

donde F{Im f) denota la frontera de la imagen de f. Bl siguiente resul-

tado da una respuesta completa a di

Teorema 4: Si WE€F(Im f) , el problema (7) tiene solucidn y sblo si

existe r& B tal que f/

Demostracidn: Nétese en primer lugar gue w =f(® ) {6 =

que w&F{Im f) . Se da la demostracidén sdlo en el caso en que w=f{(») vya

gue el razonamiento es totalmente anflogo si w=f{-=),

SUFICIENCIA: Si existe r€ R tal gue flrl=w el problema (11) tiene so-
g , It

:x p i < . o 3
lucién. Sea v una tal solucidn y eligase R > O tal que uli) R+vit) > p

Asi, f{u(t))=w=f(r) y u es una solucidn para (7).
NECESIDAD: Si (7) admite una solucién u , entonces se tiene:

o 2w

f f

| flule)iat = 1 el(x)dr .

s ‘o
Si f{r) < w para todo rg R , flult)) < & y se ten—
dria:

s

2w = } el{t)dt dt < 2uw

0]

lo cual es una contradiccidn y prueba gue existe re¢ B tal que f{r) = w .



{u < v implica f{u) > f(v)), se tiene que « =8 en [0,27] y, en conse-

cuencia @ = B es una solucidn de (7).
Demostracién: Utilizando la definicidén de subsolucién y sobresclucién,

se obtiene:

27 (2n

o< f [re8(t))-fla(t))]at < j [Br(t)-a'(t)]dt =
¢] O

8(271) — B(0) ~a(27) + a{0) 2 0

con lo cual

2n

f [£(B(t))-f(al(t))]dt = O
o]

lo que implica, por ser f estrictamente decreciente, que o =8 en [0,2n].

#

31 el problema (7), con f decreciente, tiene solucidn, la
condicién (9) se verifica. Este hecho y gque el (nico autovalor del pro-—
blema
u' o+ u = 0, u(0) = ul27)
es A = 0 , suglere gue resultados andlogos a los del caso mondtono cre-

ciente son vélidos. En efecto, el siguiente resultado as{ lo demuestra.

¢

Para el problema (7) con f decreciente, se tiene:

Teorema :

solucidn, entonc

1

w & Int {(Im ), el problema (7)

iii) Si wéF (Im £} , (7) tiene solucidn si y s6lo si exste r e B tal

que flr) = w.




Demostracidén: La parte 1) se prueba como en el caso mondtono-creciente.

Para demostrar ii) se usara el teorema 1.4, Sean E y F los
espacios de Banach introducidos en el teorema 1 con normas || ?;* N4
o respectivamente. Definiendo L ¥y N como en el citadc teorema, (7)

2
es equivalente a la ya conocida ecuacidn funcional
Lu = Nu .
definidas como:

51 se definen las proyecciones P:E—E

Plu) = u{0) y Qu =

claramente se tiene que:

con lo gue £ = E & FE y Foo= Fo o] FH donde F = B y B o=

(I-PJE = EQF, .
I-P)E ED }1

Agi, la inversa parcial de L , H:F1* *ﬁl , 8 puede definir mediante:

Hy = u 4l y #9040 o0 u' = v y u(0) = ul2n =0
Facilmente, puede verse que las condiciones i)-iiij del teorema 1.1 se

verifican en este caso.

2

r

Tomando B:{u,v)& ExF—B{u,v) = J ult)v{tidte® y J:F ""“*EO como
0O

la identidad, las condiciones (1.4)-(1.10) también se satisfacen.

, Se escribiré, como es habitual, u U+ U, uﬂE;EO N UIGLE}'

En primer lugar, se pruebs gue las solucior de la ecuacidn

(12) u o= AH(I-0)N{u +u_ )
[o] 1

son acotadas en F, independientemente de u &E oy 0, 1],
o

1

i n efecto, da-

do que {(12) es equivalente a

ul = ALI-QIN(u +u ) u,

1 o 1 ! 1

basta tener en cuenta gue u’ = uielm
<ui,u’>: <A(I—Q}N(u$u]),u‘> = Afe,u’> - A<f{u),u’>

Por otra parte, si se tiene en cuenta que



[N e ra e

Utilizando ahora

-
it
u (t) = u (0)+ | ulls)ds

] 1

0]
y teniendo en cuenta que ul(O) = 0 , se puede concluir que existe M > O
(independiente de ug A) tal que

im ¥ ulisolucién de (12) ,

1o cual prueba la primera de las hipétesis del teoreme 1.4.
Consecuentemente, dado € > O , se puede elegir R = R{e) tal gque:
R-M3e y -R+MZ< ¢
Ademas, puesto que w€&€Int (Im f) , existe €, > 0 tal gue
flu) < w < £{v) siempre que u > €; y Vv < -€,

con lo cual, eligiendo R = R{e,) , se tiene que:

(13) f(RO+u1(t)) 2w & f(-R +u1(t)) ¥ou solucidn de (12) y t€[0,2n].
o )

De esta forma, Dar

BiN{u +u
o 1 o

de este
cién de las hipétesis del tecrema 1.4. En consecuencia, se puede afirmar
que cuando w&Int (Im £) , existe al menos una solucidén para (7) con f

decreciente.

Finalmente, la parte 1ii) se demuestra como en el teorema 4.

#




Observacibn: El método utilizade en la demostracidn de la parte
ii) del tecremz 5 se puede usar para probar el teorema 2. Sin embargo,
se usd el método de las subsoluciones y sobrescluciones en el caso
creciente ya gue dicho método es aplicable 2 ecuaciones diferenciales
de segundo orden [43,52 ] y a ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales de tipo eliptico y parabdlico, tal y como se verf en los

capitulos 3 y 4 de esta memoria.

2.3.- GENERALIZACION DE LOS CASOS MONOTONOS,

En la demostracién del teorema 5, se puede observar que el
caracter mondtono de f no es decisivo, sino que, en esencia, se usa la

condicién {10) v las desigualdades
(14) flw) 2 flu) € flow) ¥ u&eR

Igualmente, en el caso en gue w&€ §F {Im f) , no es utilizado el carécter

monétono de { completamente, sino s6lo las desigualdades (8) & (14).
g

Estos hechos junto con la observacidn de la seccidn anterior ponen de

manifiesto la validez del siguiente resultado.
Teorema 6: Sea el problema de frontera periddico
(18) uts flu)y = e , ul0) = ul2n)

donde f€C(R,8) , e€CD,2v] y existen los i1imites

lim f£lu) = fi=) v 1im flu) = fl-m=) .
e Tt -
Si {8) 6 (14) se verifica, se tiene:

i) S1i (15) admite solucifn, w&Im f

ii) Si w€ Int (Im f), el problema (15) tiene solucidn



51 v s6lo g1 flr) . = w para

(18) ul ¥ fit,u) = e

donde f €C[[0,2r]xR,B] , e€ C[0,27] , f es 2u-periddica en t y e es 2w~—
periddica.
Con estas condiciones, cualquier solucién de (16) verificando ul0)=ul2n)
es periddica.
Se define para todo a€R
1 plm
(17) gla) = —?—;J [f(t,a)~e(t)]dt
0
y sean e =min { e(t) : 0%t22n } y & = Max { e(t) : 0%tfoy }
Los resultados que se probarin més adelante regueriran la
verificacién, entre otras, de alguna de las condiciones que seguidamente
se enuncian en términos de las notaciones anteriores.

8 Lim inf &la) >0 > lim sup Zla)

e o

A

teo
A

donde en (2 ¥ en |

[AN]
o

los limites son uniformes en tel0,2q].

Asi, los resultados de 1la seccibn precedente, se pueden ge-




neralizar en la sigulente forma:

Teorema 7: Supdéngase que se verifica una de las condiciones (18), (19)
v una de las {(20), {21). Entonces, el problema (16} tiene al menos una

solucidn.

introducidos en el teo—

Demostracidn: Sean E y F los espaclos de Banes
rema 5 y los operadores L y N alli definidos. Pars preobar la existencia

de solucidn, se divide la demostracidn en tres partes y se hard uso del

corolario 1.1.

al SO es acotado: Sea u € S ; entonces £(u) = 0 v cualquiera de
o] )

las condiciones (18) & (19) implica gue el conjunto es acotado.

s} S+ es acotado: Sea ué€ S+ ; entonces existe A(0,1) tal que:

ut{t) = relt)-afl(t,ult)) ¥ telo,2n] , uloj=ul(2n) .

Poniendo w(t) = uz(t) , trivialmente existe toéi[O,ZW} tal que
wit ) = (ljul] )2. Por otra parte, es claro que w(0)=w(27) v w'{0)=
o - 1
w'(2%) , con lo gue W’(tO? = ZU{tO)u’gtO? ; esta Gltima igualdad impli-
ca que u'{to) = 0 ya que si fuese u(to) = O , u seria identicamente

nula en [0,27].

Con esto se deduce gue e(tp} = f{t ,ult }) v la verificacidén de (20} &

(21) implica que

ull  : ue
© +

es un conjunto acotado, de donde se deduce gue § ez acotado en E.

) o T ey T B : an 14 i i Jafind
c;  Sean GiEF——E vy OI.P —E las aplicaciones lineales definidas por

con lo cual vl*N‘G(a) = Ela).

Ahora usando una de las condiciones (18) & (19), se tiene que



Como inmediatas consecuencias se tlenen los

Corolaric 1: Si  lim f{t,a) = *= (& ¥=) , uniformemente en t, entonces
g+t

el problema (16) admite al menos una solucién periddica.

Corolaric 2: Supdngase que existen constantes p > 1 , K> 0 y M > O

tal gue una de las siguientes condiciones es véalida:
i) ke lul® 2 rt,u)u ¥ ul M, telo,ar]

i1) =k ful® S ft,w)u ¥ Jul S M, telo,on]

Entonces, el problema (16) tiene una solucion 27-periodica.

Coroclario 3: La ecuacidén u'+P (u)=e , donde P es un polinomio de gra-
B n n
do impar, tiene una solucién 2rn-periddica.

n

Demostracidn:

el corol

el tecrema 7 generaliza los resultados de la seccidn |

Los




el

2.4,- ESTRUCTURA DEL CONJUNTO DE SOLUCIONES.

En las secciones anteriores de este cap ha probado

la existencia de soluciones, bajo diferentes condiciones, del problenma
(1), pero ninguno de los resultados obtenidos hace alusidn a la posible
unicidad. En este sentido, es bien conocido el hecho de gue, cuando T es
estrictamente mondtona, el problema (7) admite a 1o sumo una solucidn.

Sin embargo, como se verd a continuacidn, la unicidad puede dejar de

darse incluso en los casos mondtonos.

Ejemplo 4: Si f estd definida como en el ejemplo 3, f es mondtona cre-
ciente {pero no estrictamente) y {(7) tiene un nuamerc infinito de solu-

ciones.

No obstante, el conjunto de soluciones tiene cilerta estruc—
tura que se estudia a continuacidn.

Asi, se tiene:

Teorema 8: a) Con las hipdtesis del teorma 1, el conjunto de solucio—
1
nes de (1) es compacto en H (0,2x).

b) Con las hipbtesis del tecrema 6, el conjunto de soluciones de

1. | . -
es compacto en H (0,2¢) siempre que w & Int (Im ).
¢) Bajo las hipbtesis del tecrema 7, el conjunto de soluciones es com-
"t )
pacto en H {0,2x%).
Demostracién: La parte a) esté contenida en el teorema 1. Para la parte
c), el resultado se sigue del corolario 1.1 puesto gque S y 5 s0n aco-
o +
tados y gr-a (£,0) # O {veass la demostracidn del teorema 7).

Finalmente, se prueba la parte b} por medic del corolario 1.1. En primer

lugar, si uesS ,ues constante y ademés
o



Razonando ahora como en la d

del teorema 5 a partir de

(12)) se obtiene la acotacidn de u, para U«'—U()TU‘K{:: S, independientemente
o 1 +

de uoe EO y  2&(0,1). Ahora bien, usando el hecho de que w&€Int (Im ) vy

que u, es acotado, se puede concluir gue uo es acotado con lo gue o+ es

acotado.

Por Gltimo, definiendo Gl:}*""*‘*}ﬂ y GiB—E como

1 2w
G (u) = ~5—W—j! ult)dt  y  gla) = a
0]

entonces de modo similar a la parte c¢) de la demostracidén del tecrema 7

se tiene qgue gr-a (Gl' N*G,0)#0 , hecho que en vista del coroclario 1.1

- 1
prueba gue 5, es compacto en H (0,27).

#

mondtons conjunto  de

de ¥ felico.,
AY
I Ter,
u e Jee o oap & F Lo 1, n natural.

F oy la sucesidn Nn converge unifor-

memente a N en conjuntos acotados de B,




N . e
Dado u* &S,y n-l , para todo u éhp(u*) se verifica:
i H
- f 1 3 3 1 # ()
(22) u' o+ flu) + = u = u* o~ flu*r) - = u*r , ul0) =
’ n o}
& eguivalentemente
u' o+ flu) =v , u(0)= ul2n) .
~ 1 1
donde flu) = flu) + Tu oy vo= u*! o~ flu*) - - u* .
imagen de la parte no lineal f es R, por lo que (22) ti
y como f es estrictamente creciente, el problema (22} tien
solucidn. Consecuentemente, el conjunto S {(u¥®) es conexo
n
consta de un sdlo elemento., Esto en vista del teorema 1.6
S, es conexo.
3
Por dltimo, se prueba gue S es aciclico. Sea »p
L
s - T . < 1 <
ap ={uel : [lull,<e D QCUV%
Entonces,
r = Sup { W (u)-N{u)}! wel, fhl],=p1 = =p—0
n n ’ * s
Por otra parte, el problema Lu = N (u) + v con veEk, |lvl]
n
equivalente al
{ 1 . -
ut o+ f{u) o+ TuEe v, ulG) = ul2n)
y éste, como el (22), tiene una Gnica solucidn, con lo cua
del teorema 1.7, queda probado que §, es aciclico.
51 1" es decreciente, se obtiene el mismo resultado sin més

1
N {(u) = N{u} + =u .
n n
51 f es mondtona y (7) tiene solucibn, entonces
(caso estudiado més arriba) 6 weF (Im £) v existe re R tal

En esta Ultima situacidn se tiene el siguiente resultado:

Teorema 10: 5i f es mondtona, w&F (Im f) y existe r&€ B tal
entonces el conjunto de soluciones de (7) es homeomorfo a

ulzn)

ene solucidn
e una unica
puestoc que
prueba que
>0 tal que

cuando n T @ |

P
L, ST es

1, en vista
gue definir
#

w&Int(im £)

que f{r) = w

f

r‘):w

uno de 1los



subLoniun

de soluciones de (7) viene

2
S =1 uek : u(t) =a+ | [els)-wlds , a€R }
J

1

que es no acotado y homeomorfo a R.
Si existe u tal que f(u)<w, sean
A= {u: flu=w } y A= mind .
Claramente A es no vacio ya que re€Ab.
A continuacidén se prueba que el conjunto de scluciones viene dado por

2%

f

S ={ u€E : ult) = a + J lels)-wlds , a€ R, ult)> % ¥ t€[0,27] }
0

Puesto que f es creciente, flu)=w para todo u > A y entonces S C 5. Si

1
i8] ESA‘ , Bin més gue integrar entre se
tiene:
esta forma, ul 54 ¥y u&S . In consecuencila, se
verifica u'=e-w y ué€S5 . Por Gltimo, Sl es  homeomorfo a un intervalo
1

del tipo [a,=) y por tanto es conexo y cerrado. Ademds es evidente que

S} es no acotado.




Combinando 10 expuesto hasta ahora en esta seccidn, se tiene

el siguiente resultado que resume lo obtenido en el caso mon

Teorema 11: Si f es mondtona, entonces el conjunto de soluciones de

(7} satisface una, y s56lo una, de las sigulentes condicicnes:

a) Sl eg compacto, conexo y aciclico.

b) S1 es cerrado, conexo y no acotado. Ademss, en este caso, S es
; 1

homeomorfo a uno de los intervalos indicados en (23).

Teniendo & la vista los teoremas 8 y 9, uno podria pregun-—
tarse si la conexidad se conserva al reenplazar el caracter mondtonc de

f por {8) &6 {14). El siguiente ejemplo muestra gue no es asi.

Ejemplo 5: Sea [ definida por

-1 si u -3
u+2 si -3 22 u .2
f{u) = —u-2 st -2 < u -1
u si -1 2 u 2 0

{0 si u 30

En este caso f{=)=0 , f{-®)=-1 y -1 2 £{u)% © para todo u€ R .

Planteado el problema , ulO)=ul27r) , tiene sclucidn puesto

gque O&F (Im £) y £(0)=0,
2m
Si u es una de sus soluciones, integrando se ve que | flult))dt = O .
J
[¢]

7

para algin toé [0,27] entonces u{t)=-2 para

s SR IS - - - N
51 u(LO/E:;O,m) para algin toem,?ﬂ} entonces ult) > 0O para todo

ot
m
O
™
k=1

=
jot

es una soluclidén no negativa de

En resumen, se ha llegado a la conclusidn de que solucio-

nes viene dado por



(BB

para u 31 . Entonces, Im £
Dado a€R sea u_ la solucidn de
a

waflu)=0 , ul0)=a .

Si -1 < a < 0, existe ¢ > 0 tal que u verifica u' (t)+f{ult))=0 para
a

| . -t
todo t€ (0,8 ) . Como -1 < a*e en [0,27] se sigue que wu (t)=a ‘e ,
a
solucién que no satisface las condiciones periddicas.

Ahora, dado gue ua(t):a para a=-2 &6 a€[0,1] se tiene que:

{u: uz-2 6 usb con b€ [0,1] 1 C 5,
hecho que, junto con lo observado anteriormente para a € (-1,0) R

permite probar gue Sl es un conjunto no conexo.

2.5.,- SISTEMAS DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN,

dentes, el método de tiva

,43,44,5

3in embargo, si se desea extender los resultados a sistemas diferen-—

ciales, o bien a ecuaciones diferenciales en espacios de Banach, =se

necesita modificar los métodos ya que las desigualdades a utilizar no
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utilizando el

orden

son escalares.
Hay, entonces, dos métodos a utilizar; a
1) El método de las subsoluciones y sobresoluciones
inducido por un cono (vease por ejemplo [54,85] ) .
5
2) La teoria de las inecuaciones diferenciales junto con el uso de las

llamadas cuasi~funciones de Lyapunov,

Agui, se utilizard el segundo método pars probar la existencia

ciones de sistemas diferenciales con condiciones periddicas.

(25)

donde
lotese gue

hit,u) = =

7y
. ’ . n . _
Definicidén 1: ue:L‘({O,Jn},& } es una solucidn de (25

e . 2,
cidn absolutamente continua, u'é L ([O,?ﬂ

(26)

hec([0,2n]

Asi

u' = hit,u) ,
n
IxE7 LR ).

si n=1, el problema {(25)

t) - f{t,u) en el caso en

ut{t) =

Dada VEC([0,27]xE ,B")

nf
-

.

1im
&

<

nit,ult)) casi

zea e1 problema periddico:

w{0) = ul(2n)

es equivalente

que

0
e
ool

e,

i

se define

23

Y

Vitss,urshit,u))=vit,u)

5

de solu-

haciendo

una fun-—

u satig-

. . P P Lr 1 + s .
Definicidn 2: Dada g€C([0,27xE ,B) , se dice que V& C([0,2x]x8",8)
es una  cudsi~funcidn de [gapunov relaliva a g pana el problema {25} si
para todo ag [0,1] se tiene que

Ademés se

DV ) 2 glt,vit,u))

, ¥ (t,u) € [0,27]x"

pide que V sea localmente Lipchitziana en u.



e
B~

(t,u)kE (O,27 | xB .

Para M > 0 , sea ﬂMea(Ef,E+) la funcidén definida por

1 si 0< s ¥
nM(s) = | —s+M+l si M< s € Msl
o} si s > M+l

De esta forma, se define

- o { -
hM(t,u) = nM\|ul) hit,u)

Asi, se puede considerar el siguiente problema modificado correspon-

diente a (25):

(27) u' = hM(t,u) ,  uf{0)=ul(2n)

(27), se tiene el siguiente resu

tado de existe

absol

normas :
n
Jull fa | 3 flull, =7 ¢ woll o+ Hurd )
Plull, u oy el L M, o+ 5 )
1=4
respectivamente.
. , X 2, n,
Notese que F  es isomorfo a L7({0,27],8).

Sea L:E——F el operador lineal definido por Lu = un' y MN:E—F de-




finido como [m{u)]{t) = ’nwﬁ’ft,u{i;)) con 1o gue el estudio del problema
1
(27) es eguivalente al de la scuacibn Lu = Nu . El nucleo de L estad

constituido por las funciones constantes vy su imagen es el conjunto de

de funciones de ¥ con promedio O en [0,27]; esto es:

Ker L = { ueE : u es constante en [0,271] } = B
e
InL=1{uef : | uls)ds =0}
J
0
De esta forma, se puede escribir F = E & El y P o= E'C@ Fl donde
O >
= E = Ker L o= L= EfInm .
Foo= 8 er ,?1 ImL y B lim L

Al igual que en el caso escalar, se definen P:f——E y Q:F——F como

Pu = u{0) y Qu =
La inversa parcial de L , H:Flmwﬁl , s tal gue:
Hv = u 44 y 40do 4 u' = v y u{0) = ulln) =0

con lo que, facilmente se ve gue las condiciones 1)-1ii) del teorema 1.1

se cumplen. Tomando ahora BiExf—=R como
n
Blu,v) = ] <u,,v, >
b
v J:FO“‘-"*EO como la identidad, se puede comprobar, sin dificultad,

que las condiciones {1.4)-(1.10) se satisfacen,

Ademds, puesto que hy es acotada, también {1.11) se verifica.
i

Si u €8, es tal gque u. = H{I-0}N{u +u_ )} , entonces, puesto
1 1 1 o 1
que H es acotado, se tiene que Hulj ]F 2 HHI-0) | |- J, = ¢, ¥, en con-

secuencia, existe ¢ > 0O tal gue

para todo u, solucidn de u, =H(I-0)N(u +u]>«
4 O 3

Notese que ¢ es independiente de u € EO .
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1. Entonces, para u €%

i i

yeaae,h )

£ I N, h e 1
donde u tu U )y " (nM

M
Pero, como usando la acotacién de ul se tiene que
[uo+u1(t)| S lu ] - Ju ()] 3R~ c = Msl

s} 1 ¢}
regulta gue
( -
Ty \!uo+ul(t)l) 0
para todo t €[0,27] . Esto muestra que

Blu ,N{u +u_ }) = 0O
o o 1

y la condicién (1.12) se verifica. En consecuencia, y por el teorema 1.3,

e] problema (27) tiene solucidn.

esencial el buscar una cota "a priori" de las soluciones del problema
modificado (27) y que esta cota sea independiente de M > 0. Esto se con-

sigue por medio de las cuasi-funciones de Lyapunov.
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tea g €C([0,2n1x8 ,8) v VECI[0,27]xE,B ) una cuasi-
& N 2 i k2 N L

o

Teorema 12:

funcién de Lyapunov relativa & g para {(25). Supbdngase ademds gue:

i) lim V{t,u) = = uniformemente en t €[0,27)
b e
ii) : El problema periddico u'=glt,u) , a4 wo—

lucidén maximal r{t).

entonces, el problema modificade u =g{t,u) , ul0j=ul{2n}
tiene solucidn.
iv) Una de las condiciones siguientes se verifica:
|

a) S8Si u es una sclucidn de (27} entonces V(0,ul0)) < V{27,u(0))

b) DT(V(t,ul(t))),, . > g(0,v(0,ul0))+1+]v(0,u(0))]

Demostracidén: Sea u una solucidn de (27) la cual existe por el lema 1
{la eleccién de M > O para el problema modificado se especificard mas

adelante). Definiendo

mit) = V{it,ult))
se tiene, para & > 0 suficientemente peguefio, guse:
, ] 3

mit+8) - m(t) = V{t+s,ult)+shit,ult))+el8)) - Vit,ult))

donde

Tim 6 Te(&) = O
&= 0

Como V es localmente Lipchiciana en u {vease definicidn 2) se tiene que:

o

D m{t) € glt,m(t)) .

Utilizando ahora el teorema de comparacidén 1.8 y teniendo en cuenta
ii), iii} y iv) se puede concluir que

m(t) < r{t) ¥t € [0,on] .
Nétese gue aungue m depende de la eleccidn de M > O

, r es independiente

de M, y de esta forma, existe K tal gue:



Utilizando el teorema de comparacidén 1.9, se obtilene

un resultado similar al del teorema anterior.

Teorema 13: Sea V una cuasi-funcién de Lyapunov relativa a g para (25)
y supbngase que ademéds de las hipbtesis 1) y iii) del teorema 12, se

verifican las siguientes:

v) Existe 8 €C[0,27] tal que D 8{t) 5 gl{t,8(t)) ¥ te[0,2n]
y B(0) 3 g(2n) .

vi) La funcidén g es estrictamente decreciente en u para t fijo.

vii) Siu es

Demos tr:

H
r
g
@

tiene que teore—

lo gue 1

como en la demostracidn del teoremsa

lucidn para (25).

#




CAPITULD 3

i

r re oo j R COnAnrITAL T i [N S
ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES D TIPO CLIPTICO
En todo este capitulo, @ denotard un dominio acotado de
n . oz P
B con frontera 801 gue se supondréd que es suficientemente regular {(por
. c . 24+ § N R
ejemplo, es suficiente suponer gue 30 es de clase C donde a& (0,1) ).
Sea A el operador eliptico en § definido por
n 2 n -
4 o 3° o 3
Az -] a., —  ~ ] b, = -
. i3 8w, 3x, . i 8
Ij=1 i3 i=1
Se supondra gue
(1} & es wiifowmenmente eliptico, esto es, exite ¢ > 0 tal que
n
oA, .
.- 1] i
ig=1 h
U . £ e gt
para todol ,E,...,,q) B
. O = R I 3 £
(2} aij R bj , c&¢C (%) , 1 24,5 < n donde o€(0,1). Ademés,
no se plerde generalidad al suponer ;ai = éjj
: J ﬂ .
. 240 = O+, = N .
De esta forma, si u&l (T , BUEC (&) . Ademés, no se reguiere gue
¢ sea positiva en & .
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opera A
g AU = AU 211 Q
(3) |
| Bu = 0Q en 50
- . . .z z 2
es bien sabido gue existe una sucesidn Al <A, s Ag < e de
2 :
autovalores tal que lim A = . Teniendo en cuenta la teoria de
rye o n
operadores positivos [ 49 ] , se tiene que Al es simple y la autofun-

cidn es de signo constante en Q. Por ello, se puede elegir una corres-—
pondiente autofuncidn ¢ tal que:

¢({x) > 0 ¥ Xx€Qq

Ademés de esta propiedad, se tienen los siguientes importantes hechos:

(4) En el caso de condiciones de Dirichlet, se +tiene que

ya que  § no pueds

o de condicion de

e para

g RN

resul

b
.

es un subconiunto acotado de

Lema 1:

il para to-

do u & F/, entonces existen constantes a y 8

les gue

ad(x) < ulx) < B8¢{x) ¥ xgf, ugl




Si ademés de (2) se supone gue

4 oy P I+, =, P
(6) a, . &C (&) 1 <$€i,5<n , b &C () SRR
13 3

se puede definir el probdemu adjunic de {3) como

(7)
Bu = 0O en an

*
donde A es el operador adjunto del A con las condiciones de

ra B.

P la autofuncidén ascciada al problema adjunto
Au o= Alu en 9, Bu = 0O en 3%
verificando
!
j Plx)o(x)dx = 1

2
Fs conocido gue dicha sutofuncidn verifica alpunas propledades

a las de 9, esto es, ¥ > 0 enf y satisface (4) y (5).

dotades con la norma inducida por la primero con
J ¥

el segundo. De esta forma, £ v F son espacios de Banach,
Sea L el operador lineal definido por

Liue D(L)C E—> Lu=Au~ ) ue’F

donde

al gue se le puede asociar el

fronte—

de

andlogas

la

usual



A

Im {uer }
#*
Ker L = < 4 >
# I
ImL =1{ ue?¥ : J ulx)oi{x)dx = 0 }
194

1o que muestra gque L es un operador de Fredholm de indice cero.

En lo que sigue, se estudiard el problema no lineal en reso-

nancia

Au - X]u = g(x,u) en Q

Bu = 0 en 30

1
donde g€ C {QxR) .

En el caso en gue n=1 , basta la continuir

d de g para agegurar gque los

M+

[e R
x}(ﬁ

con 1o cu

obstante, por razon

upondra gque

gecl(ixr) .

Ahora, basta con definir el operador HN:E-——F mediante




[Nlw) Hx) = glx,ulx))

para que el problema sea equivalente a la ya conocida ecuacidn fun-

cional

En esta situacidn, el operador no lineal N satisface las condiciones de
los resultados abstractos del capitulo 1. En efecto, se tiene el

siguiente

Lema 2: N es un operador continuo vy compacto y, en consecuencie, aplica
conjuntos acotados en conjunitos acotados.

‘a . . . 1, =
Demostracidn: En primer lugar, nétese gue ( (Q)C

S O4tr —, o
§ C (8) por ser 3¢
regular [29] ., Ahora, considérense las siguientes inclusiones

i E —— R

que son, todas ellas, continuas y ademés 1_ es compacta.
]

Sea

el operador definido por
ey iy = glx,ulx))

que claramente es

conjuntos acotados en conjuntos
acotados.

Con ésto, la continuidad y compacidad de N

hecho de que

N o= i *Nei_ i .
3 ey
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3.1.- EXISTENCIA DE SOLUCION PARA EL PROBLEMA EN RESONANCIA,

tre otr

otras,

condiciones, gue habiendo sido

enuncilan a continuacién.

Condicién A+: Existe un numero s ¥y una funcidn 2 & ClaxRm) ,
+

que es acotada, tal que si u es una funcién verificando

ulx) > s ¢(x) , x€q , entonces:
+

f
glx,u) g (xu) oy J g, (x,ulx))v(x)ax ¢ o .

2
Condicidn A : Existe un nfimero s y una funcién g €C(Q xR) , Qque es
acotada, tal que si u es una funcidn verificando

ulx) < s ¢lx) , xen , entonces:

¢ L Y Y s (e ) 3 oA
VXSutx ) ) culix)dx > 0

se

Teorema 2: Si g (x,u) £ 0 para todo (x,u) € O xR » el problema (8)

tiene una solucidn si y

s6lo si las condiciones A y A4 ge verifican,
+
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A continuacidn se prueba gue si las condiclones A v
+

1

4 se cumplen, el problema {(8) satisface las hipStesis del teorema abs-
tracto 1.4. No obstante, como se mostrarid mediante un contraejemplo, la

implicacidn reciproca no es valida.

Teorema 3: 31 se dan las condiciones & y & , las hipdtesis del
Pacackisliicn - -

teorema 1.4 se verifican.

Demostracidén: BSea la ecuacidn abstracta

Lu = Nu

que, como se vio anteriormente, es eguivalente al problema (8).

#
Poniendo, E =FKer L s=<4¢ > , F = Ker L | Fls Im Ly
o el
se puede escribir E = ¥ @& F v FoefeoF .
o] 1 Ie] 1

Las usuales proyecciones vienen dadas en este caso por:

. P ) . . 2
donde pl y #, son constantes positivas elegidas a fin de que P = P y

2
2
Q =0 .
La inversa parcial de L , H:Ff--Elﬂ D(L) , estéd definida por:
Hv = u  ad y 2ddo ad Au-A u = v en @, Bu=0 enany Pu=0.

Con todo esto, facilme

se puede verificar gque para todo u €& E, se

tiene gue: H{I-Q)Lu = (I-PJu , QLu = LPu ¥ LH(I-Q)Nu = (I-Q}Nu .

Ad 2 e [T . . . P ?»u& S

Ademas, H es un operador compacto pues la inclusién de C (%) en
T4, -

C (2) es compacta.

Por otra parte, y teniendo en cuenta el lema 2, N aplica conjuntos

acotados en conjuntos acctados.



Definiendo para (u,v)& ExF

[ e — 3 R TR [P o P R T e e
¥y I F —= B ocome la identid a ooy J ose veri-

o

fican.

Sea, como de costumbre, u=u »ulﬁ E,uef , u E-Eq, 51 u_ es solucidn
O i

de la ecuacidn

(9) up = AH(I-QN(u su ), A€ [0,1]

entonces, se verifica:

- = - 1
Aul Xlul AT Q)[N(uo+u1)j en 9]

B =0 3
ul en
1P

Utilizando las desigualdades de los espacios [2,3] se tiene que:

-

< cf!Av—Alv}!p < cAl[(I—Q)N(uO+u1)£]p

Av

Hu |
T yBr Py

1
crk(Vol 0)'/P

siendo k una cota de g en OxB , cuya existencia estd asegurada al ser g
+

vy g acotadas.

Con ellec, liu |l fe u €0 .
* sk < o
2,1
Ahora, i p > n vy utilizandeo la inclusién de W '7{a) en C , se
tiene gue el conjunto
{u_ : u_es solucidén de (9) para algin u &L }
1 1 o) ¢
1+ - .. : -
es acotado en C (2) . Consecuentemente, la hipStesis {1.13) se cumple.

Asi, por el lema 1, se pueden elegir constantes o y 8 tales que:

(10) adlx) < ul(x) < Bp(x) ¥ x€&Q y uy solucidn de (9)




o TG

Sea R > max { s+«&,8~s } v R = RI|¢]] . &si, si u €F es tal gue

[lu 1l =R , se tiene que u_ = Rd & u_ =-R¢ ., Considérese azhora el
o o * :

primero de los casos, u = R$ v sea ul solucidn de }. Entonces,
I¢)

B(u_,ON(u_+ u ) g(x,Re () +u, ()b ) dx]vx) dx

r
= Rp_ | glx,BRo(x)+u_ (x)jvi{x)dx
2 o 1

con lo que el signo de B(u(,QN{uQ+u1)} depende solamente del de
5

f
} glx, 80 {x)+u, (x))¥(x)dx .
1
Q
Por ser Uy solucidn de (9) se tiene, usando (10) y la eleccidén de R,
que:
RO (%]} + uléx) > RO{x) + od(x) > s 0(x)

Por otra parte, de la condicidn 4 sge deduce gue

g(x,R@(x}+u]{x}) 2 g+(x,H¢(x)+u1(x}}
con lo gue

r r
J o{x,Re{x)+u, (x) ¥ {x)dx < J g (x,Re(x)+u_{x))¥(x)dx < O
= 1 + 1
9] Q
vy B(UO’QN(MO+UW)> 20 como se queria mostrar.

Andlogamente se procederia en el caso en gue u, = ~-R$  sin més gue uti-

lizar la condicién A& . Ello completa la demostracidn.

Como ya se adelantd, las condiciones & y & no son equiva-
+ -

lentes a las hipftesis del teorema 1.4,

Ejemplo 1: Considerados el dominio 0= (0,n) v el operador Au = -u'
el problema de Dirichlet

—u xwa o, ul0) = ulw) =0
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autovalor A = 1 y se puede t

T Ber X+

gque es una funcidn acotada en [0,7][xR .

1,
De esta forma, las soluciones de (9) son acotadas en C b,w} , esto es,

existe k » 0 tal que

-

i[xxll! Tk ¥ u]’solucién de (9) .

1
¢ f{o,n]
Sea ahora R tal que

-R sen x < ul<x) < R sen x ¥ xe€(0,n) ¥y uy solucién de (9)
con lo cual, si uo(x) = R sen x , se tiene que el signo de

B(uO,QN(uO+ ul))

es el mismo que el de

o7 (T R senx + ul(x)

J g(R sen x + u_(x)) sen x dx = }
0 1

]2

0 1+[R sen x + ul(x)

Ahora bien, esta Gltima expresidn es de signo positivo por ser

42
>
s

Ahora se veréa que,

las condiciones A ¥ oA
pueden verificar.

Supdngase que A es cierta y sea a > s y a > 0 . Entonces,
.
* +

g+(x,a sen x) > glx,a sen x) ¥ xe{0,n)

con lo que

sen x dx
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o R
. N
0 > J g (x,a sen x) sen x dx 5 J gl(x,a sen x) sen x dx >
2, £
0 0
7 — o
ol ~
} y sen x dx > O

O 1 + [a sen x}

lo cual es una contradiccidn. A anédlogo resultado se llega si se supone

que A se verifica.

Observacién: Noétese gue este ejemplo no contradice el teorema 2, ya gue

g no satisface la condicidn de dicho teorema,
u

Se veré ahora que cuando g es de un cierto tipo, es posible
establecer condiciones necesarias y suficientes para la existencia de

soluciones del problema (8).

Asi, sea el problema

Au -~ A_u + flu) = h{x) en Q
(11) -

donde se supondra gue existen

lim fu) = f(=) v lim flu) = fl-x)

g @ S R

vy ademés

(12) Fle=) £ flu) 2 fle) Y u&xr

Nétese que tales condiciones son verificadas cuando f es creciente, en

cuyo caso, gl{x,u) = hix}) - flu) es tal que g <0 .
=
Supdngase que (11) admite una solucidn u; entonces,

i r
}% %[(AU)(X}~>\1U(X)+f(u(x))]‘D(X)dx = | nix)wix)dx
7
93

b

Como ¥ es una autofuncién del problema adjunto correspondiente al auto-
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r I !

f(—w)*} Vix)ax < J hi{x)b(x)dx < £l=)"] vix)ax
Y1 ‘Q

con lo cual, si {11) tiene solucidn, se puede escribir gue:

(13) w€ Im f
f
J h{x)¥(x)dx
donde w = -*-Q—r————--—-——~ .
J V{x)dx

Q
Por ello, las consideraciones anteriores sugleren un estudio de la re-
lacidén entre w, Im £ y la existencia de soluciones para el problema
(11). Asi, por ejemplo, en el siguiente teorema, se vera que bajo cier-

tas condiciones R

Teorema 4:

welnt (Im £) |, el @ solu
Demostracién: Sean L ¥ N definidos como en el teorema 3, donde ahora
N toma la forma

N T (%) = hix) - flulx)) .

Por ser f acotada, razonando como en la demostracién de dicho teorema,




se ve gue el conjunto

1T, -
es acotado en C (o) .
Por tanto, existen constantes o,8 tal gue:

ap{x) < uj(x) < Belx) ¥ xXE0 vy solucidn de (9) .

Como welnt (Im f) , existe &> 0 tal que (w-d,wid} @ (f{-=),f(=}) , ¥y
se puede elegir M > 0 tal que:

flul > wed  miouw > M v flu) < w-6 s8i u < =M .
Para n natural suficientemente grande, se define

1
B

sz{\: { x&0 : dlx,3n) >
1

}

=y

Puesto que ¢ > 0O en @, se puede construir una sucesibn {R } (creciente)
n

tal que:

(R_-a)9(x) > ¥y [-R+B)0(x) < -¥ ¥oxeq

Claramente, la medida del conjunto Q—Qn tiende a 0 cuando ™ = , Por

ello, es posible elegir N tal gue para fodo n 5 N se tenga:

r r
[f{e)sw] ; Yix)dx + 5} Yi{x)idx > 0
G0

Y]
n n
y
. L f r
[flw) ] J $lx)dx - 81 ${x)dx < 0O .
Q-5 j@
I n
Asi, para n SN se tiene:
r r f r r
J FIR_$G)+u, (x))v(x)ax = |+ | > (we)Plx)dx + | Flee)P(x)dx =
a ‘o oo ) a9
(15) n I8} n 143

f ! ! !
J hix)¥(x)dx + ‘”j' Yix)dx + 8] vix)dx + ”"“’)J bix)rdx > | hix)v(x)dx .
0 -0 ‘a -9 a

en vista de la eleccidn de N.
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En ambas situaciones,

tiene el mismo signo gue el de

.
J [h(x)-f(uo(x)+ul(x))]W(x)dx
2

expresién que, en vista de las desigualdades (15) y (16),es negativa.
Por lo tanto, las hipdtesis del teorema abstracto 1.4 se verifican vy,
en consecuencia, el problema Lu = Nu , o su eguivalente (11), tiene al

menos una solucidn,

1a demosg-

tracidn puntoe por punto con las

Asi, se tiene:

Teorema 5: Sea [ acotada y verificando {17). Entonces, si w€ Int (Im f)

el problema (11} tiene al menos una solucién.
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La hipdétesis de la acotacidén de f, aparentemente muy res-—
trictiva, puede , en ciertas situaciones, ser suprimida. Asf, utilizando
el método de las subsoluciones y sobresoluciones, se probard un resul-—

tado en ese sentido.

& tal objeto, se define para RER

J[ RO (x) ¥ (x)dx

N
o}
~—
i
—

| $ix)dx
!

Con relacidn a esta funcidn, se tiene:

Lema 3: Sea f creciente. Entonces, existen 1lim z(R) vy 1lim z(R) , ¥y
R et

coinciden respectivamente con f£{®) y f{-=). Ademés, =z es una funcibn

creciente.

Demostracidén: En primer lugar, nbtese gue z es una funcidn creciente

puesto gue ¢ y ¥ son positivas en @ y { es creciente.

Para todo R > 0O se tiene gue

7 i

AR x) )V (x)dx < =¥ ${x)dx
iy I

9] Q

lo cual prueba gue
.
z( o) £ £l=)
ara probar la otra desipgualdad, esto es, f{=) < z{«}, sea COmo  en
n

el teorema 4. Puesto gque ¢ > 0 en 2, para cada n se puede elegir R > 0
n
PR L. A 4
tal gue (R J es una sucesidn creciente, lim = v
0 N o I
R #(x) >n ¥ x€0 .
n n
Entonces,
[ r \ ) [
z(Hn)J Y(x)dx = } IR O (x) )V ix)dx + ] R & (x))¥(x)dx >
Q 2 ' n-o U
n n

f(ﬂ)J Vix)dx + f(mj U {x)dx

94 -0
n n
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o}

lo gue imp

¥, en cons

La demostr

Teorema 6:

-

que w < v

En consecuencia,

Iimites cusndg n e se

lica gue
ecuencia, z(®) = f(=)
acidn de que z{-=) = f

obtiene

(~=) es andloga.

Sea f creciente. Si w€ Int (Im f), existen

w,v €C

24

Q{5) tal

en 2, subsolucidn y sobresolucién para (11) respectivamente.

Demostracidn: Puesto que w € Int

existe u solucién de (11) tal que w <

u < v

e

n 2.

(Im f) , teniendo en cuenta el lema 3,

se ve que existe ré€R tal que z(r) = w.
Entonces, el problema lineal
Au - llu = h(x) - f{ré¢(x)) en Q

Bu = 0

en an

tiene solucidn puesto que f Thix)=f{re(x))]¥v{x)dx = O

2
/
Sea ¢ la solucidn de dicho problema lineal tal que j Six)elx)dx = 0O
Puesto gue 2 £1, se pueds g >
I-Hg < re < 24RO en 4
Sea w = ¢ - R¢ y v =% + R¢ Entonces, Aw - A w = h - f{r¢) pues-
to que A¢ - Xl¢ = 0 , y por el caracter monbtono de f, se puede concluir
que:

Ademés, Bw

es una sub

Aw - Alw =h - f(r¢)

= 0 en 30 puesto gue

solucidn.

Analogamente,

S h - f(3-R¢) = h - flw)

en

2

B = B® = 0 en 30 . Esto prueba que w
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Av A v = h - £{re) 3 h -~ f(0+Re) = h —~ f{v) en O .

y Bv = 0 en 3%, lo que muestra que v es una sobresoclucidn.

Ahora, sin mwas gue utilizar el teore 1.11,se puede concluir que (11)

X <. ) P P
tiene una solucidn u tal gue w < u < v en U,

Desafortunadamente, el teorema © no tiene su egulvalente en
el caso en que f sea decreciente ya que en tal caso, como muestra el

siguiente ejemplo, pueden aparecer oltros autovalores.

Ejemplo 2: Sea f{u) = (X —Agju donde A, vy k? son los dos primeros

autovalores de (3). Puesto que kl < Ag , la funcidén f es decreciente.
Sea £ una autofuncidn del problema

Au = X2u en 19

Bu = O en afl

Entonces, el problema [11) con = £ se escribe:

Au - 2 u = £ en Q2
2
Bu = O en a8

*
que, al ser £ €Im (A —221) , no admite solucidn.

Efectuando un pequefio resumen de lo obtenido en el caso en

gue f es una funcidn creciente, se llega a

siguilente cadena de impli-

caciones:

w€Int (Im £) =% (11) tiene solucidén = & Im f

A la vista de ello, es natural preguntarse gué sucede cuando weF (Im ).

El siguiente resultado da una respuesta completa a esta cuestidn.

Teorema 7: Si wg€ F {Im f), se tiene:
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) de tipo de ichlet, el proble-
tiene solucidn si

by 5l iciones de

tiene solucidn si y

Demostracién: Puesto gue w&€F (Im f) , se tiene que v = fl=) & w =

f{—-=)} ., Se supondrd que w = f{®} ya gue el caso W= (o) se trata

anédlogamente.

a) Si (11) tiene solucién,

(18) [ flulx))v(x)dx = j h{x)¥{x)dx = wf v(x)dx
2 Q Q

v, en el caso en que {0} # w , necesariamente £(0) < w puesto que

f es creciente.
Como Bu =u=0 en 38 , el conjunto { x€ 9 : f(u(x)) <w } es de medida
positiva y, en consecuencia,

r
flulx))¥(x)dx < wJ Y {x)dx
Q

JI’

lo que contradice las igualdades anteriormente obtenidas en (18).

Q

Reciprocamente, si  f{0) = w = f{=} | se tiene gue flu) = w para todo

Basta entonces con elegir R > O suficientemente grande para tener que
&+ R¢>0 en £ .

y de esta forma, la funcidén u(x) = £(x) + Ro(x) es una solucidn de

{11} puesto gue

Au - Alu = AL -~ Xli = hi{x) - w = hix) - f(u) en &y u =0 en 3an,.
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») Si (11) tiene solucidn, se verifica (18). Entonces, si f{r)<uw para
todo ref, se tiene gue
{ r N [ N N
w)’ Vix)ydx = | flulx))¥(x)dx < w] ¥{x)dx
Q £ ‘q
1o gue contradice (18).

Reciprocamente, si r&R es tal que flr) = w , f(u} = w para todo u-r.

Sea £ una solucidn del problema

Au — "Alu = hix) - w en 2
fu =0 en 3
3v

Comc ¢ >0 en &, se puede elegir R > O tal que £ +R¢ > r en 2 y de es-—

ta forma u = £E+R$ es solucidn de (11) ya que

-]
o

Au—Alu:Aé——}xli:h(x}-w:h(x)—~f(u} en 1y = O en ’0 .

=¥
o

Corolario 1: En el caso de condiciones de Neumann, el problema (11)
admite solucidn si y sdlo si w€lIm £ .

Demostracidn: $Si {11) tiene solucidn, ya ha sido probado gue w&Iim f .
Si weInt {Im f) , claramente welm f y si weF (Im f) , por el teorema
anterior, existe re R tal que firj=w y w&Im { .

Reciprocamente, si welm £, w€lInt (Inm f) &6 w&F (Im £} . En el primer
caso el problema (11) tiene solucidn en vista del tecrema 6 y en el

segundo por la parte b) del teorema 7.

Corolario 2: En el caso de condiciones de Dirichlet si el problema {11)
tiene solucidn, w& Im £ .

Demostracién: Si (11) tiene solucidén, es conocido que & Im f . Ahora
bien, si wglIm f se tiene que w&F (Im f) y por la parte a) del teorema

7, f{0)= w, hecho que estd en contradiccidén con lo supuesia.

#
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Finalmente, ‘el ejemplo siguiente muestra que la condicidn
weIm f no es suficiente para que (11) con condiciones de frontera del
tipo de Dirichlet admita una solucidn.

Ejemplo 3: Considérese el problema de Dirichlet

—u" - u + f(u) =0 , u(0) = u(m)

donde f estd definida por

-1 si u<1
f(u) = u-2 si 13ud2
(o] si us o2

para el cual, siendo w =0 y wé&Im £ , no existe soluciébn.
En efecto, de existir una solucién u del problema, se tendria:
[
] f(u(x)) sen x dx = 0
0
como f(u) £ 0 para todo ueR , flu(x)) £ 0 para todo x €(0,w).
Pero al ser u(0) = 0 , existiria § > 0 tal que flulx)) < -% si
x €(0,8).
Por tanto:

(T [ i

f f
0 = J f(u{x)) sen x dx = J f(u(x)) sen x dx + J f(u(x)) sen x dx <
[o] [e) §
rG
- ZJ sen x dx < 0
o

lo cual es una contradiccién y, en consecuencia, el problema no puede

tener solucidn.
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3.2.- ESTRUCTURA DEL CONJUNTO DE SOLUCIONES.

Tras haber establecido en la seccidn precedente ciertas con-
diciones necesarias y suficientes para la existencia de soluciones del
problema (11), esto es:

Au - Alu + f(u) = h(x) en Q

Bu =0 en 30
se desarrollard ahora un estudio del conjunto de tales soluciones para
dicho problema.

Se supondrd que f es acotada y que verifica (12).

En primer lugar, se debe notar que el hecho de que f
Sea acotada implica que existe K > O tal que si u, es una solucidn de

(9), se tiene que:

-

(19) [Tu, |1 <K
1 C2+<!(5)

donde K es una constante que depende solamente de f y 2.
Al objeto de aplicar los resultados abstractos obtenidos en
§1.2, se definen las aplicaciones:

G:réR — G(r) = r¢(x)EE

p
J [£(v(x))=h(x)]¥(x)dx
Q

G :vEF — G_(v) = 7 € R
J V(x)dx
Q

co lo que E(r) = Gl'N'G(r) = z(r) - w .

Lema 4: Si se verifican (12) y (14), los conjuntos SO y S correspon—
e +
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o, ~ _ .
dientes a (11) son acotados en CZ+ () . Adem@s gr-a (£,00 # 0 .

Demostracidn:
@) S es acotado: Si u€ S , existe a€ R tal que uza$ y Hug Im L, por lo
o )

gue

r r r
J flad=))¥{x)dx = J hi{x)b{x)dx = wj Yi{x)dx .
Q 2 a

Ahora bien, si SO no es acotado, o equivalentemente a no lo es, la ante—

rior igualdad estaria en contradiccidén con el resultado del lema 3.

b) ’S+ es acotado: Si u€ S+, verifica:
Au - Alu+ Af(u) =Ah en Q
Bu = 0 en an
para algin A€ {(0,1).

Sea u=u_ +u, , u€E , u €FE . Por ser f acotada, y teniendo en
o 1 o ¢) 1 1

cuenta (19), se tiene que el conjunto

A
S+ {ul Tout ulé': S+ }
240 = i A
es acotado en C (). Por tanto, para probar la acotacidén de S+ es su-

ficiente mostrar gue el conjunto

fu +u | 2 ap en @

1o que estaria en contradiccidén con el resultado del lema 3.

240 =
Todo esto permite concluir gue S es acotado en Cda(ﬂ).
+

c) gr-a (£,0)#0 : Como z(zx) = f{Z=) y welnt (Im ) , existe M > O

tal que f(-r) < w < f(r) siempre que r > M. Ello permite afirmar que
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f{-r)*L(r) <0 sir >M , y, en consecuencia, gr-a (£,0) # 0 .

La situacidén en la cual el teorema abstracto gue va a ser
aplicado es valido, obliga a efectuar ciertos reajustes en la eleccidn
de los espacios y operadores a utilizar en el planteanmiento de la ecua-
cién abstracta que representa al problema (11).

Se adoptard por ello

240, = . L0400 =
X = {uecC () « Bu = 0 } y Y = C (0
R R . . X 240 o .
el primero ©Onla norma inducida por la de O () vy el segundo <con la
habitual.
Los operadores L:X—Y v N X——=Y tienen el significadc usual.

Asi, L es un operador de Fredholm de indice cerc y N ademis de ser con-
tinue, es compacto, como puede verse razonando de modo similar a 1o
hecho en la seccidn anterior.

be esta forma, se obtiene el sigulente resultado de estructura.

Teorema 8: Bajo las condiciones {12) v (14}, el conjunto de soluciones
de (11) es compacto en X.
Demostracidn: El resultado se sigue claramente del corolario 1.1 y el

jema 4.

Si en vez de (12), f verifica (17}, el teorema 5 pone de manifiesto la

validez del siguiente

o
4

Teorema 9: Si (17) y (14) se verifican, el conjunto de soluciones de

{11) es compactoc en X.

Con alguna condicién adicional sobre f, es posible dar una

descripeidn més precisa sobre la estructura del conjunto de soluciones
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de (11).

Asi, se tiene:

Teorema 10: 51 f as mondtona y se verifica (14) el conjunto

[o8
@D

soluciones es conexo y aciclico.

Demostracidn: Sea f creciente. Se definen

N tu€ X—N {(u) = N{u) -=u &Yy
n n n
Siu €S €s (u)
i u u s
v 1 s n
* 3*
Lu - Nrﬁu) =Lu - N (u)

¥y u verifica:
l ¥ *
Lu + f{u)y + =u=>Lu - N {(u) en Q
n n

Bu = O en I
Como la parte no lineal de este problema tiene por imagen R, el problema
admite una Gnica solucidn por ser la parte no lineal estrictamente cre-
ciente.
Esto prueba que los conjuntos Sn(u*) son conexos y la conexidad del con-
junto de soluciones, se sigue del corolario 1.1.

Ademés, por la definicidn de N , se tiene gue lim r = O, donde
n

T femmd] n

r  estd definido como en (1.26). Por otra parte, razonando como ante-
n

ricrmente, se ve

admite una Gnica

aciclico.
En el caso en gue f es decreciente, basta con definir
. 1
N {u) = N{u)+=u
n n

y proceder de modo similar.
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En el siguiente ejemplo, se muesira que, bajo las hipétesis
del teorema 10, el conjunto de soluciones no consta, en general, de un
s0lo elemento.

Ejemplo 4: BSea el problema de Dirichlet

-u" - u + flu) = cos t© , t&€{0,n)

ul0) = ul7) =0

donde f esté definida por

-1 s1 u < -1
u 51 ~1<uifo
flu) = 0 si g 2wl
u-10 51 16 € ufi
1 s1 11 24

Como se tiene gue

=

{ (c==) sent : =% c xS
:

52
et

obviamente, S1 contiene miAs de un elemento.

Teorema 11: Sea f mondtona. Si el problema (11) admite solucidn vy
w & F (Im £}, el conjunto de soluciones es homeomorfo a uno de los
tipo:

subconjuntos de la recta real del siguiente

la,») , (-=,b] & R .

Por tanto, 81 es cerrado y conexc. Ademés, Sl es no acotado.
Demostracidn: Supdngase que f es creciente v que w = f{=) ., Si flu) = w
para todo u€R, el conjunto de soluciones de (11}, es homeomorfo & R.
Si existe u tal gue f{u) < w, sea ¢ la solucidn del problema
Au -~ Alu - hi{x) - w en 9]
Bu = 0 ern ag
‘

tal que | #(x)p(x)dx = O .
J
Q



G

Considérese ahora para *e R

mii) = min {(®+x¢)

el

a = inf { A : mix) >0 1} .
Asi, el conjunto de soluciones de {11) viene dado por

5, = { ¢4ro: A3 a i}
que es homeomorfo al semiintervalo infinito [a,=) . Ademds, es evidente

es no acotado.

1’ #

gue el conjunto de soluciones, S

4 modo de resumen, se enuncia el siguiente

Teorema 12: S5i f es mondtona y acotada, el conjunto de soluciones S1 de
(11) satisface una y s6lo una de las siguientes condiciones:

a) S1 es compacto, conexo y aciclico.

b) S1 es cerrado, conexo vy no acotado. Ademés en este caso, es homeo-

morfo a uno de los intervalos indicados en el teorema 11.

En la obtencidn de los resultados de los teoremas 10 y 11

se requirid el caracter mondtonc de T3 come a

hipdtesis (1

25 Conexo y

5: Sea el problema de Neumann

—-u" o+ flu) =0 en  (0,7)

u'{0) = u'{n) =0

donde f estd definida por
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-1 si u -1
u si -1 < g <o
flu) = -u si o<ui
u-2 si 1< y<op
0 si u > 2

Si u es una solucidén del problema planteado,
rﬂ
J flu(x))dx = 0
0

y, como f < 0, se tiene que

flulx)) =0 ¥ x€{0,m)

con lo cual

v E 0 & u > 2
Siu 2, flu) =0 vy u es soclucidn de
-u" = 0 en (O,%) y w0y = utln)

esto es, u es constante. Consecuentemente,

conjunto que no es conexo ni aciclico.
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CAPITULO &4

ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES DE

En este capitulo,

acotado de B con frontera, 30,

En todo lo gue sigue T serd un nimero

a,a/

F =-{ f€&C 2(§xm) Flx,t+T) = flx,t
o 1 oo
E = {u EC5+Q’&*&/2(QXE) ulx,t+T) = ulx,t)

con normasg definidas por:

como en el anterior,

5y
de clase (7

T1P0 PARABOLICO

P

@ denotard un dominio

a o .
g para algin a€ (0,1).

positive fijo.

considerarén los siguientes espacios de Banach:

ulx,t)

e =
Eag
y
il o 4,
u = u -
P g tHull v, 1+ /2 -

C (o= 0,71
respectivamente., {Vease [14] y [30] para una discusifn més amplia de es-
tos espacios).

Sea L el operador parabdlice en o definido por
n L2 n N
s 5 u - . 8u
Lu = u,_ ~Au=u_ -] a (x,t) =i b (%, 1) e~ of
t L “ii 3%, 3% . L i( T Tk elx,t)u
=1 i ] i=1

O ¥ (x,t)€ 3nxR }
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2,1 ,=
para u €C77(OxR) .

Se supondréd que

. P N - ey s 2o
(1) Los coeficientes de L pertenecen a C 7 (0xB) vy son periodicos

con periddo T.

(2) L es wiilfowmemente parabilico, esto es, existe p > 0 tal que para

todo (x,t) € OxE y (£ ,....,8 )€ B se tiene:

1’

n

5oz
! ai,(x,t)iii‘ Sul &5
ig=1 *J J i=1
Si ademas de (1), se supone que
240,0/2 - - a,0/2 -
(3) a €PN 2@ma) | b e ma) y cec™ /2 (Bem)
i
*
entonces, se puede definir el adjunto ,L ,de L mediante
H k3 A
(4) Lou =~ { u_ o+ A u )
n 2 n
* _ ° { 3 9 Yo z tﬁ/ +3 w_i“_!w.. " \*( 1
(5) A oa .% aijxx,b) roarman NENY v c {x,t)u
ig=1 L i=1 1
donde 5
. n aaij . n Bbi n 3 a,
T
b1 = »bl + 2 Z e y C = c - z e + ] —S;fgg%~
j=1 3 i=1 i =1 i
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* k3 #*
De esta forma, por (3), los coeficientes de L , a, bj v o son
@,0/2 = .
elementos de C (GxBj.
- P 2 - 1 = -
Para f,ge L {0x[0,T]) , se define:
f,er o= J Tlx,tigix,t) dx db
PR
L b
El siguiente teorema resume algunos resultados relativos al
awtovalon principal }\1 del operador parabdlico L actuando sobre  fun-
ciones del espacio E, asi como caracteriza el nucleo y la imagen de los
#
operadores 1 -~ lll N Lo kli .
Teorema 1: Supdngase gue L satisface las condiciones (1) v (2). Enton-
ces, existe un nimero )\l y una funcidn ¢& E  tal gque L¢ = %1@ . Ademés
¢{x,t}) > 0 para todo (x,t)€ QxR vy si x€ 30 entonces — (x,t) < 0 pa-

ra todo t (v denota, como de costumbre, la normal exterior a 32).De est
forma, Ker (L - X}I} = S¢r y ?\3 es el nimero mis pequefio & para el cual
el problema Lu = Au , u€l tiene una solucidn no trivial.
. . . * L *
Si ademds {3) se verifica, existe ¢ &€F tal que L ¢ Ao,
A
* *
¢ (x,t) > 0 para todo {(x,t)e OxE v <¢,5 > 1.
Con todo esto, se tiene:
Iy . *
€ Im (L - kli} ALy aGLo sl SE, e > 8]
* . .
f€1m (1L ~ ‘»xlI,) sl 4 a0do sd <F,6> = O
P N #
v&Ker (L - )\13‘} A4y a0do sl <f v O ¥ feinm (L - 2 I)
A L
Demostracidn: Vease [14].
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Los siguientes hechos serdn de utilidad més tarde.

2,1

| - 2 = . ) N . .
(8) $i u,v€ C7' T (GxR) son T-periodicas v ulx,t) = ulx,t) = 0

¥ o{x,t)€ 30xB , integrando por partes, se ve gue;

Ed
<Lu,v> = <u,L v>

(7) Si u€E, existe una constante R = R{u) > 0 tal que:

RO (x,t) + ul(x,t) > 0 3 -Ré(x,t) + ulx,t) ¥ (x,t)€ OxE .

4,1,- EL PROBLEMA DE DIRICHLET-PERIODICO.

Se estudia ahora el problema llamado de Dirichlet-periodico

siguiente:

Lu - Au s g(u) = hix,t) , (x,t)eax[0,T]

(8) ulx,t) = ulx,t+T) , (x,t)€ axR

ulx,t) =0 , {x,t)€ saxRk

Si (8) tiene una solucidén u , se tiene:
#* *
<Lu - Alu + glu),e > = <h,p >

y, utilizando (6), se puede escribir que
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* *
<gflu),$>= <h,s >

*
Ahora bien, como ¢ (x,t) > O para todo {(x,tie ax[0,T] y ademds (9) s

®

verifica, se llega a que

) f~ r  » * T { * .
gl==)] | o 0,t) ax at 2 <ne > Sgle)e] | el (x,8) dx dt
‘o ’a ‘o 'a
o de forma equivalente,
(10) weln g
* rp
<h > 3 [ = R
donde w = ’i ¥ Cc o= J o (x,t) dx dt .
J

o8

En {14} se prueba el siguilente resultado de existencia para

(87,

Teorema 2: Supdngase que ademas de (89}, g verifica que

gl-o) < glu) < gl=) ¥ u€R

Entonces, si w&lnt (Im g) , el problema (8) tiene al menos una solu-—

cibn,

Tal y como se pone de manifiesto alli, el mismo resultado se
mantiene si, siendo g acotada, se tiene gue

g{=) < glu) < gl-=) ¥ ue® .

Ahora, definiendo los operadores [:F - > B y N:E-—— F

W(uw)] (x,t) = hix,t) - glulx,t))

lu = Lu - xfj R

se tiene que el problema (8) es equivalente a la ecuacidn abstracta
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Ly Nu
*
Sea E = <¢> , E_ = { u€r <u,$> = 0}, b [ N
o 1 o
*
F.= { feF : <f,¢ > 0} Claramente, E =E o E y F = F eF
1 o 1 o 1

Ademas, EO = Ker (L - All) y F1 = Im (L - Xll) y por tanto,

L - XlI:Ei~—->Fl es una aplicacién lineal (biyectiva) acotada, y la in-

versa H:Fl“——~->E1 es continua por el teorema de la aplicacién abierta.

Sean P:E——E y @Q:F—F definidas por:

T
f r
Pu = pl{J | ulx,t)e{x,t) dx at] ¢
0 'a
(T oy * *
Qf = 02[J J F{x,t)¢ (x,t) dx dt] ¢
0’0
donde P, ¥ p, se eligen a fin de que p° - p y 0 = Q.

De esta forma H estéd definida por:

Hf = u 44 y 400 L Lu - klu + glu) = £ en 2x[0,T] ¥ Pu =0

Py 4y

Facilmente, puede verse que las hipbtesis del teorema 1.1 se wverifican,

asi como las condiciones (1.4)-(1.10)

aque definir

Brlu,f

e

Esto muestra que los resultados abstractos del capitulo 1 son aplicables

al problema de tipo parabdlico planteado.
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4,2.- UNA GENERALIZACION A PROBLEMAS CON PARTE NO LINEAL

NO ACOTADA,.

A1 objeto de eliminar la hipdtesis de la

tacidn de g

requerida en el teorems 2, se define pars Re X

T X
wWlR) = [ ( g(Reix,ti)e (x,t) dx dt
o0’q

De esta forma, se tiene el siguiente resultado:

Lema 1: Los limites 1lim p(R) = u(e) v 1im p{B) = pl-w) existen y

H—* B~ o

plw) = coglw) , pl-w) = cogl-wm) .
Demostracidn: Se da la prueba sblo para el caso en gue R-—- = ya gue el
caso R-— - « ge trata de forma andloga.

Para N entero positivo, se define

0 o= x & n dix, s> =
AN { i s g .

*
Puesto que ¢ >0 en ax[0,T] , para todo R > O se tiene «

e
j
@

p(R) € gl=) (T

vy asi pl=) € cople).

Para probar gue ple) 5> cegle) , se distinguen dos casos:

i) gle=) es finito. Asi, en este caso, existe K tal que u)yl 2K
+ +

para todo u 3 O. Por otra parte, dado ¢ >0, es posible elegir N tal
que

fT ! * e

o {x,t) dx dt <

(11) j jt . e

o la-g ;
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(T r M )
N - €
(12) gl=)e] | o7t axat 2 2,
} J
0 ’e-2,
y
(13) gle) - glu) < — ¥ u SN
3¢

Dado que ¢ > O en QNx[O,T] , se puede elegir M > 0 tal que M¢{x,t) > N

para todo {(x,t)€ QNx[O,T] . Sea R > M. Entonces,

7 * fo *
) g{Re{x,t))o {x,t) dx dt + J | g(Re(x,t))¢ (x,t) dx dt

]
Q Q-8
0’e 0 N

(T
p(R) = |
i

Como R¢ > Mo > N en QNX[O,T] , se tiene usando (13) y (11):

€ { I * f [ % R
LU I I R
Q 2-8
0 N 0 N
T
f * € €
g(w)'} Jfb"g‘-‘é-
Q
0 N
Por tanto,
T f *
. 2
TSI I (PG DI L
‘o da 3
N
o equivalentemente
T, .
crgl=) - p(R) % %f vee [ [ e
‘0 Ja-a
N
lo gue muestra, teniendo en cuenta (12), que cegle) ~ u (R} ¢ para

R > M, Esto prueba que lim p(R)

b

i3 gl 8 K que ¥ £ 1) 0.l
€ U, se puede elegir N tal que

.
f I
(14) | 1T

0 'o-n 4

N

T

(15) K { ( P
- jO I alq 2
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(16) glu) 3 =€, para todo u > N,

Sea ahora M una constante positiva tal que Mo (3, t) 5o para todo

{x,t)éQNX[O,’Iﬂ] . Entonces, usando las desigualdades (14)-(16), se tiene

(T R ¢ { N
MR} = Jf J g(Re)o  + f g(Re)p 3
193 ( 0-~-8
0 N o N
!,T T { . T, ] (T if .
€ ¢ o+ | s (RO )& >€c—€{' @41/&} & > e,
iy Jsz Jojzz-sf ! Yo Yan o Y ~$
N N N N
Asi, en este caso, 1im p(R}) = » = cgle=) .
R = o

e

Utilizando el resultado de este lema, se puede probar el sigulente

Teorema 3: Supdngase que g es una funcidn creciente y gue welint (Im g)
Entonces, existen w,v€&E , subsolucidén y sobresolucidn respectivamente
para (8), tal que w 2 v en {x[0,T] . Consecuentemente, existe u so-
lucidén de (8) tal que w < u < v en x[0,T].

Demostracidén: Usando el hecho de que w&iInt {Im g) v el lema ante-

rior, se ve que existe r€R tal gue u{r) = cu.

Considérese ahora el problema lineal

(17) Lu - A]u =h - glre¢) , uel
. L *
el cual admite sclucidn ya gue <h -~ giré},o > = 0 . asi, sea z € E
la solucidn de (17) tal que <z,9> = 0O . Por (7}, existe R > 0 tal que
v=R¢a+z Srdo 3R +2z = w

Ahora bien,
Lv -~ A v = Lz - A,z = h - glre) > h - glv)

Lw~k1w:Lz—Alz:h-g(r¢) Tn o~ glw)
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y puesto que w,v€E , las anteriores desigualdades muestranqgue w es
una subsolucidn para (8) y que v es una sobresclucién para (8). Ademéas,
claramente w £ v en 0x[0,T].

Usando el teorema 1.12 , se puede concluir que existe u€ E

, solucidn de

(8) , tal que w<uZv en ax[0,T]

Teorema 4: Si wé€F (Im g) , el problema (8) tiene solucidén si y sélo
si g(0) =w

Demostracién: Se supondri que w = g(=) ya que el caso en que w = g{-=)
se trata analogamente.

Sea u solucibén de (8). Si g{0) < w, existe & >0 tal que glu) < w para

ju] < 8. Puesto que u(x,t) = O para (x,t)€ 30x[0,T] , se ve que

glu{x,t)) < w ,

en un conjunto BC Gx[0,T] de medida positiva, con lo que

. (T oy . T .
weec = <h,¢ > = | | glulx,t))e (x,t) dx dt < w| | ¢ (x,t) dx dt = wec
0 }SZ JO )Q

1o cual es una contradiccidn. En consecuencia, g(0) = w es una condicién
necesaria para que (8) admita solucidn.

Ahora, sea g{0) = w = g(=) . Como g es creciente, se tiene que glu) = w
para todo u 3 O.

Zea el problema lineal

. wE

e
el cual tiene solucidn puesioc gue <h - w,d > = 0 , Sea 2z la solucidn de

dicho problema lineal tal gque <z,¢> = 0 . Eligiendo R > 0 suficiente-
mente grande, se obtlene que

Ro+z 30 en §x[0,T]
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Facilmente, puede comprabarse gue u = R¢ + z es una solucidn de (8).

El siguiente teorema resume lo obtenido en el caso en que g es una

funcifén creciente.

Teorema 5: Con relacidn al problema (8) con g creciente, se tiene:
i) Si el problema (8) admite solucidn, w& Im g
ii) Si welnt (Im g) , el problema (8) tiene solucidn
iii) Si w€F {Im g) , el problema {(8) tiene solucidn si y sdlo si

g(O) S W,

Degafortunadamente, y de modo similar a lo visto en el estu-
dio de las ecuaciones elipticas, si g es decreciente, no hay resultados
andlogos a los expuestos tal y como pone de manifiesto el siguiente
Ejemplo 1: Sea @ = (0,7} v T = 27 . 81 Lu = u, - ou . los autova-
At . MK
lores del problema

Lu = du , u€&kl

o equivalentemente del

u, —u__ = iu 0 < x <7 tER
t XX ’ ’

ulx,t+27) =ulx,t) , (x,t)€ (0,7)xR

w{0,t) = uln,t) =0 , Lt€R

o
vienen dados por ?\1 = 1, i\,) < kn = n  con autofunciones
2
asociadas tbn(x,t) = sen nx (vease [211).
De esta forma, el problema (8) con gluj = -3u y hix,t) = sen 2x , no

puede tener solucidn.
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4,3,- ESTRUCTURA DEL CONJUNTG DE SOLUCIONES: UN EJEMPLO,

En primer lugar, nbdtese que si g es estrictamente creclente,
la condicidn w& Int (Im g) es necesaria y suficiente para que (8) tenga
solucidn. En ese caso, el problema admite una Unica solucidn. En efecto,
si u1 ¥y u2 son dos soluciones,

Ty *
| [glu (x,t))-glu (x,t))]¢ (x,t) dx dt = O

|
Io g 1 2

*
y teniendo en cuenta las propiedades de ¢ y el cardcter estrictamente

monétono de g, se puede concluir gue

ul(x,t) = uz(x,t) ¥ (x,t)€ Gx[0,T]

Sin embargo, y aln siendo g creciente, no se da la unicidad
de solucidén en general.
Ejemplo 2: Considérese el problema de Dirichlet-periddico siguiente:
u ~uxx—u+g(u) =90 , (x,t)E (0O,n)xE
i ulx,t+27) = ulx,%) , (x,t)E€(0,n)=R

.

es una funcidn creciente tal gue

py
1
.
W

Entonces, las funciones

ua(x,t) = asen x , la] <1

son soluciones del problema y, en consecuencia, hay un némero infinito

de soluciones.
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En este caso, Im g = [-1,1] y @ = O por lo que (como se verd mas aba~
jo) el conjunto de soluciones es compacto, conexo y aciclico (en el es~

pacio de Banach que se especificara).

& continuacidn, se estudia la estructura del problema

siguiente:

| Ugom U - U glu) = hix,t) , (x,t)e(0,7)=R

(18) ¢ ( ]
ulx,t+27) = ulx,t) , ({x,t)€ (0,7)xR

| ufo,t) =uln,t) =0 , te&Rr

1
donde g€ C (B,B) es una funcién creciente y acotada.

Como ya se ha visto, )‘1 =1 y ¢({x,t) = sen x para el problema

u, - u = Au ug B
t XX ! &

L *
Y, por ser é&ste autoadjunto, ¢ (x,t) = sen x
Ademés, se supondré que

re® g

J J hix,t) sen x dx dt = 0
6] o]

41 objeto de poder aplicar los resultados abstractos de §1.2

al problema (18), se introducen ahora los siguientes espacios de Banach.

2 PN N \
Y o= L7({0,n)x{0,27)) con la norma usual || ],
2 z . .
X = A, ~ con norma dada por Hu];x Hu H‘ + iiuxxﬂf?/ .
El espacio A21 es la complecidn del espacio

{u€C ((O,7)xB) : w(0,t) = uls,t) = 0 , ¥ t€ER y u es 2rn-periddica en t }



con respecto a la norma || ilx
espacios

Notese que si u

P4

UEA ,

21 7 Mg

[O,n]X[O,2ﬂ].
Se definen ahora los

lu =

Nu

con lo que el problema (18) es

Apm y en particular del

, u &Y , y ademds u
xX

(Para un estudio més detallado de los

A

o1 puede verse [20]).

es continua en

operadores L:X——=Y y N:X—Y por

Y

h - glu)

equivalente a la ecuacidn abstracta

(19) lu = Nu
Teniendo en cuente el teorema 1, puede verse facilmente que
Ker L = <sen x>
2
Im /L ={ fe&y f(x,t) sen x dx dt = 0 }
00
Asi i X =Y =Ker [l , Y = 1Im/i X. = Y NX , se tiene que
s S ° ° Y m y 1 1” qu
X=X @ X , Y=Y &Y
o 1 <] 1
Por tanto, [ es un operador de Fredholm de indice ceroc. Ademis, N es un
operador compacto, 1o gue puede verse razonando como en el lema 3.2 v
teniendo en cuenta el tecrema de Rellich-Kondrachov [1] vy que
)
Sean ahora GW:Y'“~"+E y G:B-——X lasg aplicaciones lineales defini-
das por:
{2W,w
Gla) = a sen x , G (u) = } ulx,t) sen x dx d%
" oo

con lo que
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120 T
E{a) = G, °N*G(a) = | | gla sen x) sen x dx dt
. o0

[te)
9
o
foc

Lema 2: Los conjuntos S y § correspondientes a {1 1 acotados y
——— ¢} +

gr-a (£,0) # 0 .

Demostracidn:

a) So es acotado: Si uf:'SO , ulx,t) = a2 sen x ¥y
,Zn(n
J jg(aseﬂx? sen x dx dt = 0 ,
00

lo cual, en vista del lema 1, muestra gue SO es acotado.

D) S+ es acotado: Si ueS8 , existe AE(0,1)  tal gue:

U -u - U= ahix,t) - aglu) , ué€x
Poniendo u = u_ 4+ u , u £ X, u & X, u verifica:
o) 1 [e] [¢] i 1
{20) w, = H{I-P)[ah - 2glu + u_}]
1 o] 1
(21) Pihwg(140+zgl)} = 0

Del hecho de que g es acotada, se sigue gue
Ah - g 1 |
Il an g(uo+ xl)iiy

estd acotado independientemente de (&(0,1) , nOe XO v uwé}(l R

En consecuencia, existe K tal guie
u g < K ¥ou o+ ou he
} * i % . u -+ 1 [

Ahora bien, para el espacio A es bien conocido [20, pdg.763] gue existe

> 0 tal gue:
}10 au
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y, en consecuencia,

( ¢ . - . q .
(22) |IulH < UOKl K ¥ou u, €S,

o

Ahora, usande (21), se ve gue
2m 7
[ stu o tisu (1)) sen x dx dt = 0
b [} 1
00
Esta Gltima igualdad prueba, en vista del lema 1 y de (22), gue S* es un

subconjunto acotado de X.

c) gr-a (£,0) # O . Por el lema 1, se tiene que

E(a)% (-a)< ©

para |a| suficientemente grande y, consecuentemente, gr-a (£,0) # O .
#

Ahora, ya se estd en condiciones de probar el siguiente

Teorema 6: El conjunto de soluciones, S_, de (18) es compacto, conexo y

1
aciclico (como subconjunto de X).
Demostracién: La compacidad de Sl se sigue inmediatamente del corolario

1.1 y del lema precedente,.

Para probar la conexidad de 5 definanse los operadores

N sueX— N (u} = Nlu) -~ = u&y

n rn n

Plul y HN_ converge a N uniformemente en
kS *
Sea u €8,. Si ué&s (u ),
1 n
(u) L N
u, —u__ ~u+ glu) +=u=~72u -N {(u) ueX
t XX n ’ €

problema que tiene una Gnica solucibn y por tanto el conjunto S, es conexo
1 .
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Por otra parte, se tiene que limr = 0O donde T estéd definido como

n o

en (1.26). Ademds, el problema
Llu = N (u) + v
n

tiene una Unica solucidn para cualquier vé&€X y por el teorema 1.7, S1 es

aciclico.

#
A continuacién se presenta un resultado, cuya demostracibn
es totalmente andloga a la del teorema 3.11, sobre 1la estructura del

conjunto de soluciones en el caso en que WE€F (Im g) .

Teorema 7: Si weF {(Im g) vy g(0) =w , el conjunto de socluciones de
(18) es cerrado, conexo y no acotado. Ademds, en este caso, S] es homeo—
morfo a uno de los subconjuntos de la recta real del signiente tipo:

la,») , (==,p] , B .

Por Gltimo, cabe seflalar gue utilizando los espacios
de Sobolev apropiados, es posible probar resultados de estructura ané—

logos a los teoremas 6 y 7 para el problema (8).
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a una ecuacioén funcional cuyo estudio se aborda en el marco
de unos convenientes espacios abstractos.
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