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Resumen

En este trabajo, se estudiaré la existencia de soluciones periddicas de la ecuaciéon de Mathieu,
un caso particular de la ecuaciéon de Hill. Para introducir esta ecuacion, se presentara brevemente
como esta modela el comportamiento de un haz de electrones guiado por un campo magnético
periddico axialmente simétrico, un fendémeno relevante en diversos dispositivos electronicos. A
continuacion, se abordaré el concepto de la ecuacion de Hill, estudiando el comportamiento de sus
soluciones en funcién del potencial periddico que la define, y se introducira la funciéon de Green
asociada. Posteriormente, aplicando condiciones de contorno periédicas, se obtendran resultados
que permitan analizar el signo de la funcion de Green en base al potencial asociado. Finalmente, se

demostrara la existencia de soluciones periddicas de signo constante para la ecuaciéon de Mathieu.

Abstract

In this work, the existence of periodic solutions of the Mathieu equation, a particular case of
the Hill equation, will be studied. To introduce this equation, it will be briefly presented how it
models the behavior of an electron beam guided by an axially symmetric periodic magnetic field,
a phenomenon relevant in various electronic devices. Next, the concept of the Hill equation will
be addressed, studying the behavior of its solutions based on the periodic potential that defines
it, moreover the related Green’s function will be introduced. Subsequently, by applying periodic
boundary conditions, some results will be obtained that allow to analyze the sign of the Green’s
function based on the associated potential. Finally, the existence of periodic solutions of constant

sign for the Mathieu equation will be proved.
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Introduccion

La pistola electréonica es un mecanismo utilizado para generar haces de electrones en apli-
caciones cientificas, industriales y domésticas. Este se encuentra presente en dispositivos como
tubos de rayos catédicos, de microondas o de rayos X. Por tanto, estudio es relevante en campos

como la fisica, la ingenierfa y la medicina.

El siguiente trabajo se divide en 4 capitulos. En el primero, se modelara el comportamiento
de un haz de electrones guiado por un campo magnético peridédico axialmente simétrico. Para
ello, haciendo uso de resultados clasicos de fisica como las ecuaciones de Maxwell, el teorema
de Busch, el principio de Maupertuis o el principio de minima accién, se obtendrd una ecuacién
diferencial de segundo orden que describira la dindmica del haz de electrones. Esta ecuacion es

conocida como la ecuacién de Mathieu y es un caso particular de la ecuacién de Hill.

Una vez modelado el problema, se tratard de buscar bajo qué condiciones la ecuacién de
Mathieu tiene soluciones periddicas. Para ello, se comenzara introduciendo el operador de Hill,
un operador lineal de segundo orden con un coeficiente periédico que viene dado por una funcion
a : R — R, conocida como potencial. En funcién de este potencial, se estudiara el comportamiento
de las soluciones de la ecuacion de Hill mediante la teoria oscilatoria de Sturm y las propiedades

espectrales la ecuacién homogénea de Hill.

En el tercer capitulo se introducira el concepto de funciéon de Green asociada a la ecuacion
de Hill. Esta es una herramienta fundamental para el estudio de la mencionada ecuacién, ya que
proporciona un método para representar las soluciones en términos de integrales. Se impondran
condiciones de contorno periddicas y se estudiaréd el comportamiento del signo de la funciéon de

Green en funcion del potencial asociado.

Finalmente, en el ultimo capitulo se pasara a trabajar con el problema no homogéneo de
Hill. El objetivo serda determinar las condiciones bajo las cuales este tipo de ecuaciones tienen
soluciones periddicas de signo constante, lo cual se podra aplicar al problema modelado en el
primer capitulo. Para ello, se impondran diferentes condiciones sobre los parametros que definen
el problema. Entre ellos destaca el signo de la funciéon de Green, por lo que los resultados del

Capitulo [3| seran de especial relevancia.
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Capitulo 1

Modelado del problema

En este capitulo introduciremos el problema que queremos resolver. Comenzaremos mode-
lando el comportamiento de un haz de electrones guiado por un campo magnético periédico y
con simetria axial siguiendo [7, [6]. Para ello, presentaremos una serie de conceptos mateméticos,
como son los funcionales de primer orden y las ecuaciones de Euler-Lagrange que nos permitiran
plantear la ecuacién de Mathieu. A continuacién, trabajaremos con los conceptos de lagrangiano
y el principio de minima accién, que nos permitiran obtener la ecuacién de movimiento de un
electron a lo largo del haz, apoyédndonos en otros resultados la fisica clasica como las ecuaciones

de Maxwell, el teorema de Busch y la conservacion de la energia en campos estaticos.

1.1. Descripciéon del problema

Para introducir la ecuaciéon de Mathieu comenzaremos modelando el comportamiento de un
haz de electrones guiado por un campo magnético periédico y con simetria axial. Es decir, el
campo mantiene simetria alrededor de un eje central y las propiedades magnéticas se repiten

regularmente a lo largo de este.

Este tipo de mecanismos se conocen como canon de electrones o vdlvula de microondas. En
estos sistemas un citodo produce un haz de electrones, el cual tiende a dispersarse a lo largo del
medio. Para contrarrestar este efecto se colocan una serie de imanes, alternando su polaridad,
de forma periédica. Esto permite crear un campo magnético peridédico y con simetria axial, que
evita la dispersion del haz de electrones. Al trabajar con simetria axial podremos expresar el

modelo en coordenadas cilindricas (r, 6).

Comenzaremos introduciendo una serie de conceptos mateméticos que nos servirdn como

herramienta para modelar la ecuacién del movimiento de un electrén a lo largo del haz.



2 1. Modelado del problema

Cathode
magnetic field

Periodic magnetic array
N S S N
~

ELECTRON BEAM

Cathode

<~

N,

\
Magnetic shield

Figura 1.1: Seccién longitudinal del haz de electrones, emitido por un citodo y expuesto a un

campo magnético axialmente simétrico y periodico. (Imagen extraida de [6]).

1.2. Funcionales y ecuacién de Euler-Lagrange

Los funcionales son una generalizaciéon de las funciones. Mientras que las funciones asignan
un namero real a un punto, los funcionales asignan un nimero real a una funcién. En este
caso, trabajaremos con funcionales de primer orden, los cuales asignan un ntmero real a una
funcién de clase uno. Para poder trabajar con ellos necesitaremos definir una serie de conceptos
matematicos, basandonos en [4] para los conceptos relacionados con funcionales y en [5] para la

ecuacion de Euler-Lagrange.

Definicién 1.1 (Funcional de primer orden). Sean [tg,t1] C Ry C([t1,t2],R™), el espacio de
funciones continuamente diferenciables de [tg,#;] en R”. Se dice que ¢ : C!([t1,t2], R") — R es
un funcional de primer orden. Es decir, ¢ es una aplicacién que asigna un numero real a una

funcién de clase uno X.

A partir de ahora necesitaremos que C!([t1, %], R") sea un espacio normado. Es por ello que

definimos la norma || - ||; como:

Ix[[1 := max [|x(t)]|oo + méx ||X'(¢)]0o VXECI([tl,tQ],R").
tE[t1,t2} tE[tth]

Esto nos permite definir una bola abierta centrada en X y con radio d como:
Bg(f() = {X € C1<[t1,t2],Rn) : HX — f(”l < (5}
Al igual que con las funciones, se puede definir la continuidad y diferenciabilidad de los
funcionales. En este caso, la diferenciabilidad se define a través de la diferencial de Fréchet.

Definicién 1.2 (Funcional continuo). Diremos que un funcional ¢ : Cl([t1,ts],R?) — R es

continuo en X si para todo £ > 0, existe § > 0 tal que si ||x — X||; < 0 entonces

6(x) — ¢(X)| <e.
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Definicién 1.3 (Funcional Fréchet diferenciable). Sea ¢ : Cl([t1,t2],R*) — R un funcional
continuo. Diremos que ¢ es Fréchet diferenciable en X si existe una aplicaciéon lineal Fj; €
L(CY([t1,t2],R™),R) tal que:

X+ h) = ¢(&) — Fxh = e(h),

donde ||€t(1}|L|)1 — 0 cuando ||h||; — 0. Esta definiciéon de diferencial se conoce como diferencial de
Fréchet.

Definicién 1.4 (Extremo relativo de un funcional). Sea ¢ : C!([t1,t2], R") — R un funcional y
% € CY([t1, 2], R™). Diremos que X es un extremo relativo de ¢ si existe ¢ > 0 tal que Vx € B(X)
se cumple que ¢(x) > ¢(X) o bien que ¢(X) > ¢(x). En el primer caso diremos que X es un

minimo y en el segundo que X es un maximo.

Teorema 1.5 (Condicién necesaria para un extremo relativo). Sea ¢ : C1([t1,t2],R") — R un

funcional diferenciable. Si ¢ tiene un extremo relativo en X € C1([t1,ts], R™) entonces:

Fg(h) =0 Vhe Cl([tl, tQ],Rn).

A continuacién definiremos un tipo de funcional concreto. Sea x € C!([t1, t2], R") una funcién
con condiciones de contorno x(t1) = xi1, x(t2) = x2 y L : [t1,t2] x R™ x R™ tal que L €
C?([t1,t2] x R™ x R™, R). Definimos nuestro funcional ¢ : C*([t1, 2], R") — R como:

6(x) = /t "Lt (), % (1)) dt. (1.1)

1
Esto nos permitird enunciar el siguiente teorema, el cual nos da una condicién necesaria para

que ¢ tenga un extremo relativo.
Teorema 1.6 (Ecuaciones de Euler-Lagrange). Para L € C%([t1,t2] x R® x R, R), se tiene que
para todo x € C'([t1,t2], R™) que es un extremo relativo de la integral

/t ® Lt x(t), (1)) dt

1

se cumplen las ecuaciones de Fuler-Lagrange, es decir, para cada t =1, ...,n:

OL d (0L
o () =0 (12)

1.3. Lagrangianos y principio de minima accién

Las funciones lagrangianas son funciones escalares de gran importancia en la fisica. A partir
de ellas se pueden obtener la evolucion temporal, las leyes de la conservaciéon y otras propiedades

importantes de un sistema dindmico. Es por ello que introducimos la siguiente definicién:
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Definicién 1.7 (Lagrangiano). Un lagrangiano es una funciéon escalar L € C?([t1,t2] x R™ x
R™, R) que describe el estado de un sistema dindmico en funcion de la posicion, velocidad y

tiempo, y que es igual a la diferencia entre la energia cinética y potencial del sistema.

A partir de ahora trabajaremos con la notacion usada en la mecénica clasica. Identificaremos
x con q, vector al que llamaremos vector de coordenadas generalizadas. Su derivada ¢ := q’ se

llamaré vector de velocidades generalizadas. L seré el lagrangiano y S = ¢, definido en (|1.1)) , sera

oL oL 97L)
Bgr0 0 0G0 g )

la accion. Por tltimo, llamaremos vector de momentos generalizados a p := (

Esta notacion nos permite dar una nueva definicion.

Definiciéon 1.8. (Coordenada ciclica) Diremos que una coordenada generalizada g; es ciclica si

el lagrangiano no depende explicitamente de ella, es decir, si:

oL
— =0.
0q;
En nuestro caso, para modelar el problema, trabajaremos en tres dimensiones (n = 3).

Ademés, utilizaremos el lagrangiano de un electréon sometido a un campo electromagnético, el

cual tiene la siguiente forma:

L =—myc*\/1— 2 —egA - v + epp, (1.3)

donde A es el potencial magnético; ey, la carga de un electrén; mg, la masa en reposo del electron;
v, la velocidad del electron; 8 = 7, la velocidad relativa; ¢, la velocidad de la luz y o, el potencial
eléctrico. Cabe decir que con v nos referimos al modulo del vector velocidad del electréon v. De

forma que podemos reescribir el lagrangiano como:

L:—mocall—%—eoA-v—f—eo(p.

Por lo que el momento generalizado vendria dado por:

oL 9 1 —2v A mov A A
v i e T e TR

siendo p = moyv el momento lineal, con v = ﬁ el factor de Lorentz. Y asi:

2 1— 2.2

L% 132 oA vt epp = — VLS
V1- 32

2

:—ch(l—%)—eoA-v—l—eogpz(mv—eoA)-V—m62+eg¢:P-v—w,
c

(1—52)—60A-v+eog0

2

donde w = mc” —egp es la energia total del electron y m = ymyg, la masa relativista del electron.

Para extraer la trayectoria de un electréon a partir del lagragiano necesitamos utilizar el

siguiente teorema, conocido como el principio de minima accion:
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Teorema 1.9 (Principio de minima accion). El principio de minima accion nos dice que la
trayectoria que sigue un sistema dindmico es aquella que minimiza la accion. Es decir, si q(t) es
la trayectoria que sigue el sistema, cumpliendo que q(t1) = q1, q(t2) = qz2, entonces la accion S
es minima st y solo si:

05 =0.

En particular, por las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.6)), la trayectoria que sigue el sistema es

aquella que satisface:
doL 0L

dtov  dq

1.4. Campos axialmente simétricos y trayectorias paraxiales

Para simplificar el problema asumiremos que el campo electromagnético es axialmente si-
métrico y que las trayectorias son paraxiales. Esto significara que los electrones no se alejaran
mucho de un eje central de simetria, lo cual nos permitira trabajar con coordenadas cilindricas
y simplificar las ecuaciones de la trayectoria. Por un lado, definimos campo axialmente simétrico

de la siguiente forma:
Definicién 1.10. (Campo axialmente simétrico) Diremos que un campo es azialmente simétrico

si es invariante bajo rotaciones alrededor de un eje central.

Cabe decir que a partir de ahora mediante los subindices 6,7y z nos referiremos a las com-

ponentes angular, radial y axial de un vector, respectivamente.

Si trabajamos con coordendas cilindricas (r, 0, z) (Figura |1.2)), se cumple que para campos
axialmente simétricos, la coordenada angular 6 es una coordenada ciclica. Esto quiere decir que

tanto ¢ como A son independientes de 6:

¥ = go(q(r, Z))? A= A(q(T‘, Z))

En este caso consideraremos la coordenada axial z como coordenada independiente. Asi:
a(z) = (r(z) cos(0(2)),r(2)sen(6(2)), 2).

A continuacion, definimos lo que entendemos por trayectoria paraxial como sigue.

Definicién 1.11. (Trayectoria paraxial) Diremos que una trayectoria es parazial cuando las
desviaciones con respecto al eje de simetria son insignificantes en comparaciéon con la longitud

recorrida a lo largo del mismo eje.
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v.

Figura 1.2: Coordendas cilindricas. (Imagen extraida de [7])
Esto implica dos condiciones:

1. Velocidades transversales pequenas:

ﬁ<<%:>r’—ﬁ<<1 rﬁ<<%:>7“6’—rﬁ<<1
dt dt Cdz T dt dt Cdz '

COIHO consecuencia:
V1477247207 =~ 1. (1.4)

2. Pequenas desviaciones al eje z: Esto significa que las trayectorias no se desvian del eje z

més que la distancia donde el potencial es igual al valor en el eje, de forma que:

p(r,2) = ¢(0,2) = p:(2).

Esto, usando que E = —V, también es aplicable a las compomentes axiales de los campos:
op(r, z dp(0, z
R CEAS)

0z dz
B.(r,z) = B;(0, z) = B,(z).

(1.5)

Ademas, en la aproximacion paraxial también es comdn asumir que la densidad de carga p

es cero, ya que nos encontramos en el vacio.

Una vez que tenemos claros los conceptos de campo axialmente simétrico y de trayectoria
paraxial podemos tratar de obtener las ecuaciones de trayectoria. Pero antes deduciremos algunas

relaciones y principios clasicos de la fisica.

1.5. Ecuaciones de Maxwell y energia en campos estaticos

Las ecuaciones de Maxwell describen céomo interactiian los campos eléctricos y magnéticos en el
vacio:

1 OE
divE = ﬁ, rotB = poj +

— tA =B 1.6
o C2 8'[: ) ro ) ( )
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donde j es la densidad de corriente; p, la densidad de carga y €9 = 1/(poc?), la permitividad en
el vacio.
Partiendo de la tercera relacién, llegamos a que:

0A, 0A,
Bo = 0z  or’

y, COmMo en una aproximacion paraxial se tiene que A, < A,:

0A,
or

—B,.

Ahora consideramos I,, como la corriente que pasa por una circunferencia perpendicular al

eje z y de radio r, denotada por S. Si tomamos la segunda relacién y tenemos en cuenta un

campo estatico (‘?9—];3 = 0):

,uOIr:/Moj-dS:/rotB~dS:7{B-dl.
S S C

Y tomando el cambio de variable 1(0) = (r cos(), r sin(#), z):

%B-dlz%B-regdez%rng.
C C

0A, _ ol
or  2mr’

Es decir, llegamos a que:

(1.7)

El flujo magnético ¥ que pasa a través de una circunferencia de radio r y es perpendicular

al eje z se calcula de la siguiente forma:

W:/B~dS.
s

Si volvemos a tomar la tercera relacion y aplicamos las mismas cuentas que antes, obtenemos:

v
rdp = —. (1.8)
27

Por dltimo, tomaremos la primera relacién. La divergencia en coordenadas cilindricas es la

siguiente:
) 10(rE,) 10Ey OE,
E=- — .
div r or + r 00 + 0z

Por trabajar con un campo axialmente simétrico la segunda componente es nula. Y por tomar
una aproximacion paraxial podemos tomar F, Gnicamente en funcion de z y p = 0. Asi, de (1.6))

deducimos que:
19(rE,) dE.(0,z2) : o(rEy) TdEz(O,z)

r Or dz or dz
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De manera que, integrando con respecto a r:

E, = —gE;(z) + fiz) (1.9)

Si f(z) # 0, significa que hay una singularidad en el eje, lo cual implicaria que hay una carga
puntual en el eje. En nuestro caso, como p =0, f(z) = 0. Ast:

,
E, = 5@’;, (1.10)

donde dE,/dz = —¢"(0,2) = —¢".

Para simplificar el modelado del problema, asumiremos que el campo electromagnético es

estatico, es decir, que no depende directamente del tiempo:

¢ =), A=A(q), E=E(q());
donde E es el campo eléctrico.

En los campos estaticos se cumple que la energia de un electrén en movimiento sometido al
campo es constante. Es decir:

w=mc? — egp = cte

Esta puede descomponerse en una parte potencial wg = egp = mpc? y una parte cinética
wi = mc?. Ast:

wy, = w — wg = (m —mp)c® = moc*(y — 1).

Si egp. es la energia cinética inicial del electréon en el catodo. Entonces, de acuerdo con la

conservacion de energia:

me? = moc® + egpe + o, (1.11)
donde m y ¢ son la masa y potencial de un electréon en un punto arbitrario q. Definiendo la
energia reducida en reposo del electréon como g := m%og:

2 _ *
me” = eopo + eope + eop = eo(po + ), (1.12)

siendo ©* = ¢, + @ el potencial efectivo.

Si dividimos la ecuaciéon (I.11)) por mqc?, tenemos que:

m e + egp* *
7:7:14_0«07;00):14_%:14—@—_ (1.13)
mo moc moc ¥0
Tomando la relacion v = \/11_? y despejando S llegamos a:
* 2 *
5= P (200 + %) (1.14)

wo + ©*
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1.6. Teorema de Busch y principio de Maupertuis

De manera similar a la forma en que la independencia de campo del tiempo conduce a una
conservacion de energia, cualquier simetria de campos (es decir, independencia del lagrangiano
con respecto a alguna de las variables) conduce a la conservaciéon de los momentos correspon-
dientes. Si asumimos que una coordenada generalizada ¢; es ciclica, entonces por las ecuaciones
de Euler-Lagrange (|1.6)):

d 0L oL
—— =0= — = cte = P, = cte.
dt 9g; 0q;
Este razonamiento nos servird para llegar al teorema de Busch, que establece que la velocidad

angular del electron depende, inicamente, de la diferencia de flujo magnético entre el punto inicial

y el punto a considerar. Reescribimos el lagrangiano en coordenadas cilindricas:

L =—moc*\/1— 2 —egA - v+ epp

1 . .
= —moc2\/1 - (1’"2 + 7202 + 22> —eq (7'“A,n +7r0Ay + ZAZ> + epyp
c

Por trabajar con campos axialmente simétricos la coordenada 6 es ciclica. De forma que el

momento angular generalizado Py es constante. Es decir, siguiendo la notacién establecida:

OL 2 29 : : v
Py=— = e 7 eorAg = mr20 — egrAg = mr?0 — eg— = cte. (1.15)

a0 \/1—1)2/02072 27

Esto se conoce como la conservacion del momento angular. Ahora supongamos que el electron

sale del catodo a una distancia r? del eje de simetria con una velocidad angular 6.. Entonces:

. v, . 4
mcrgﬁc — eoi = mr20 — 60%.

Llegando asi al teorema de Busch:

2

mery €o

0 =

(W_g,c):k(ﬁ)29‘+ T w—w,), (1.16)

mr2 ¢ 2mrmr? v \r 0 2myr2

donde vy (: mﬂo) Y Ye (z z;) son los factores de Lorentz en un punto arbitrario y en el catodo,

respectivamente. La constante n = % se conoce carga especifica del electron.

En este punto disponemos de todas las herramientas para llegar al principio de Maupertuis,

el cual nos ayudard a deducir las ecuaciones de la trayectoria del electrén.

Aplicamos el principio de Hamilton (1.9)) al lagrangiano (|1.3]):

to to
Smm:/ Ldt:/ (P-v—w) dt.
t t

1 1
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Como la energia es constante:

to
szn:/ P'th—w(tg—tl).
t

1
Dado que el segundo término sera igual para cualquier trayectoria q, podremos omitirlo. Ademas,
tanto P como v dependen del tiempo tinicamente a través de las coordenadas de posicién.

Podemos aplicar el cambio de variable 1(t) = (q1(t), g2(t), g3(t)), llegando a:

a2 a2
Sy = P-dl:/ (p —eoA) - dl. (1.17)
a1 a

Esto se conoce como principio de Maupertuis y nos dice que de todas las trayectorias con energia
constante que conectan los puntos q; v qq, la que sigue el electron es aquella que minimiza la

integral de linea Sjy.

1.7. Ecuaciones diferenciales de trayectoria

El siguiente paso serd aplicar las ecuaciones de Lagrange a Sp;. Para ello trataremos de
mo 202

V1-p62’

el médulo del momento lineal p = myyv. De manera que:

se puede llegar a p?> =m

reescribir la integral. Partiendo de m = — m%cz, donde p es

9 5 o [(M2c? m2c?
p° = mge 55 — 1| =p=mocy|—-5 — 1.
mac? mac?
0 0

eo(po + ©*))?2 moc )
p = moc M—lz — Ve (" +2p0) = — 2,
(eoo) ®o c

donde @ = \/*(¢* + 2¢0).

Por ultimo, asumiremos que una de las coordenadas, z, es independiente y que podemos

escribir las demas, g1 y go, a partir de la primera. Es decir:

1(2) = (q1(2), g2(2), 2)-

Aplicando este cambio de variable a ((1.17)):

z2

Sy = | (pla(z)) —eoA(q(2))) - d'(z) dz

= [ a1+ ) + ) - conalz) - d(2) d:

-/ (%(q(w L+ qP(2) + ¢2(=) — coA(q(2)) - q'(z)> =
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Finalmente, teniendo en cuenta las ecuaciones de Euler-Lagrange, llegamos a las ecuaciones

diferenciales de trayectoria:

d (ON ON

— =] ——=—=0. 1.18
(aqll) oq (1.18)

d (ON ON

i () 50" o

con Nqa.dhdb2) = CB(a(2)y/1+ a2(2) + (=) — eoA(a(z) - o(2),  (1.20)

donde N se conoce como indice reducido de refraccion.

El siguiente paso sera aplicar estas ecuaciones a las que hemos llegado a nuestro caso parti-

cular, en el cual trabajaremos con un campo con simetria axial.

Como q(z) = (r(z) cos(0(z)),r(z)sen(0(z)), z), tenemos que:

q'(2) = (r'(2) cos(0(2)) — r(z)sen(0(2))0' (2),7"(2)sen(6(2)) + r(2) cos(6(2))0'(2), 1)
=r'(2)er +1(2)0' (2)eg + e,

De forma que:
A(q(z)) - d'(2) = Ag(a(2))r(2)0'(2) + Ar(a(2))r'(2) + Az (a(2)).

Gracias a la aproximacion paraxial podemos obviar el término radial y sustituir @ por
®,. Teniendo en cuenta esto junto con y ), llegamos a:

b, v
N = ¢ < V1472 41207 — Agro — ) = e < V1412 4202 — 29’—Az> )
C T

Como 0 = ¢o es una coordenada ciclica, la ecuacion (|1.19]) se reduce a:

d (oN —0:>a—N—cte:>e Pt 9'—g = cte
dz\ 90" ) — 00" ‘Nevir2 202 27)

Al trabajar con trayectorias paraxiales, por (|1.4)) podemos eliminar las raices presentes en
la ecuacién anterior. Sustituyendo todas las magnitudes en el catodo, indicandolo mediante el

indice ¢, llegamos a:

— 09/ = ==°¢
c c et 2 c &,

P2  Por? v -y, 0 P, (rc)Q (121)

donde @ = (P.)p—0 = \/@c(pe + 2¢0).
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Si ahora hacemos lo mismo con r = ¢, obtenemos:

d <0N> ON d (e b1’
dz \ Or or dz \ ¢ /142 + r202
/2 /
60<8¢Z 14772 4 720" + el >+8( M>+8(Az)=o
c

or \/1 —{—7‘/2 —|—1"29’2 or 60%

d .1/ 00 10" 0A
:>< 2 > 8z 1+77° 47207 — 2’ +erB.0 + c—— =0,
T

dz \ \/1+r” + 1207 V14?4207 or
(1.22)
donde hemos usando que los flujos magnéticos en la aproximaciéon paraxial son:
U =nr’B,(2), W.=mr’B.(0). (1.23)

Al igual que antes podemos eliminar las raices presentes en ([1.22)) y usando (|1.7) podemos
cambiar 0A,/Or por pol,/(27r). Aplicando esto a las ecuaciones de trayectoria (1.21) y (1.22),

llegamos a:

— QT—ngB() (1.24)
2P, | U2 2| '
d 0P, 2 ,U'O-[?"
—(P,r") — — &, rd B, ! =0. 1.2
dz( r') o r0" + crB,(2)0" + ¢ Sy 0 (1.25)
donde:
2 /
Q = E@cec - B2(0)7 (126)
N ¢
D, = Vi(ps 4+ 2p00) = B2(; + ¢o) = Bvwo = /BZ’V; = b (1.27)

Por un lado, si tomamos z = zp como el plano donde 6 =0:

4

29
re

Q=-
siendo ¥ el flujo en el plano z = zj.

Aplicando la férmula para el momento angular generalizado ((1.15)) llegamos a la siguiente

igualdad:
2R

eor?’

(1.28)

Por otro lado, derivando @, con respecto a r y utilizando (1.14)):

8@2 0 CP* + ©o 8902 ET
=D (Vo) = e B
or or ( 210 SOO)) ©0* (o + 2¢0) or 08,
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Y tomando la ecuacion ((1.10):

0P, ro
= — . 1.29
or 25;’0 ( )
Introduciendo las ecuaciones ([1.24]) y (1.29) en la ecuacion (1.25), llegamos a:
2
d c c r? ol
— (D, -, B, B — < +B " =0.
5, (P1) + 2@ r [2<p <Q + B.(z ))} +crB,(2) [2% (Qr2 + Z(z))} +og
Operando y utilizando (|1.27)):
(e + ol + Sl - QM + B +20'55.()
B. i 203, 4@2 r2
N c rB ( )Q r2  crB,(z)? cMOIT _
20, 2mr
Reagrupando, obtenemos que:
I " 2 2 202 4
* 22 Pz C BZ(’Z) C Q Te IUOIT
p + po)r” + + [ + r— < +ec =0.
AP T 98 T B en)) | BB e0) 0 C2mr
Multiplicando ahora por (,:
2 " 2 2 292 4
B I
w* + ¥0 2 4(@,2 + SOU) 4(90z + 900) 27TT
Si reescribimos @ utilizando la expresion ((1.28)), llegamos a:
727- +80 7~ + |:<‘0/Z/ C2BZ(2)2 :| - CZQ% i CUOIT —0
©* + o - 2 A+ o) Apr+po)rd T 2w T
donde Q1 = 2Fy/ey.
Podemos simplificar el dltimo término de la siguiente formas:
polr _ Ir 200
2mr Iy r
donde Iy = dmeoc® o5 a corriente relativista.
Sustituyendo en la expresiéon anterior, obtenemos:
By {w” 2B, (2)? }r_ R 1 L
w0+ o - 2 A+ o) Az + o) 13 o
Multiplicando por %g% y utilizando las expresiones (1.27)) y (1.13):
e Qe gy | 2 +< nB )2 Ko (P‘) )2 L o (1.30)
r r - - 3= Y% :
53% 2/82’72 2.cv. r Bzcy2mg 3
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donde: o]
K, =— r 1.31
IOBZ'YZ ( )

Asumiendo que el campo magnético en el catodo es uniforme y que la velocidad angular en el
catodo es nula (6, = 0), tenemos que el momento angular generalizado (T.15) toma la siguiente

expresion :

2
€0 607‘C
2r ¢ 2

Si ademas trabajamos con un campo externo nulo, la componente z de la velocidad no se va

B..
afectada. Es decir, v, = v = cte, y llegamos a:

B, \?) K 20B.\° 1
+ r— =T _ — =0 1.32
o nNbHz r renbe

26,2@70 r QBZC'YO r3

El altimo paso sera expresar el campo magnético de alguna forma. Para nuestro caso se puede

demostrar que la distribucién que toma el campo magnético axialmente simétrico es la siguiente:

2
B, = By, cos (;:Z) , (1.33)

siendo L la longitud del solenoide (Figura vy B, € R una constante.

Figura 1.3: Solenoide. (Imagen extraida de [7])

De esta forma la ecuacion ((1.32) se convierte en:

B \?2 2 K 2B \? 1
P4 NHm r cos2 2mzy B (TP — =0. (1.34)
26,cv0 L r 2B.cv0 rs

Finalmente, si realizamos el siguiente cambio de variable:
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llegamos a la siguiente expresion:

d’R 2aKp 3
@ -+ Ck(l + COS(QZ))R — R3 — ﬁ = O,
donde:
1 ( nBn,L \?
o= = Nom= es una constante dada por el campo magnético, (1.35)
2 \4mB.cv0
B2
Kp = B2c es una constante que depende del aislamiento del catodo, (1.36)
m
K.L*
8= viene dada por la suma de cargas. (1.37)
47212

Si asumimos que el citodo esté totalmente aislado, tenemos que B. = 0. De esta forma,

llegamos a la ecuacion que estabamos buscando, la ecuacion de Mathieu:

d*R B
7 + a(l +cos(2Z))R — B= 0. (1.38)
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Capitulo 2
Ecuacion de Hill homogénea

La teoria de las ecuaciones diferenciales homogéneas es fundamental en el anélisis matematico
y tiene diversas aplicaciones, destacando el modelado de distintos fenémenos fisicos, como el que
se detalla en el anterior capitulo. En concreto, introduciremos el concepto de operador de Hill,
el cual nos permitira definir una ecuaciéon diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
periddicos. A partir de ahi, exploraremos algunas propiedades de este tipo de ecuaciones homo-
géneas, como la teoria de oscilacién o las propiedades espectrales. La referencia utilizada para la

redaccion de este capitulo ha sido [2].

2.1. Operador de Hill

A partir de ahora denotaremos por I := [0,7] y por W21(I) al conjunto de funciones
u € CY(I) cuyas derivadas son absolutamente continuas en I, lo cual garantiza que la segunda

derivada pertenezca a L'(I). Ademas, X sera el espacio de Banach, dado por:
1 . . . .
X = {uwe WD) : Ui(w) = S (@lu(0) + Sud(T) =0, i=12},  (21)
j=0
donde o, 3% € R para todo j € {0,1} e i € {1,2}.

Un caso concreto con el que trabajaremos seré el espacio de las funciones con condiciones

periddicas en la frontera del intervalo:
Xp = {u e W>Y(I) : u(0) = u(T), v'(0) = u'(T)}.

En este tipo de espacios se puede definir el operador de Hill, el cual es un operador diferencial

lineal de orden dos que estd presente en multiples problemas que modelan fenémenos fisicos,

17



18 2. Ecuacién de Hill homogénea

como el tratado en el capitulo anterior, y que ha sido ampliamente estudiado en la teoria de las

ecuaciones diferenciales. Este puede definirse de la siguiente forma:

Definiciéon 2.1 (Operador de Hill). Dada una funcién a : R — R, a € LP(I), p > 1y a(t) =
a(t +T), ct.p.t € I, se define el operador de Hill, L[a] : W21(I) — L(I), como el siguiente

operador lineal de orden dos:
Lialu(t) = u"(t) + a(t)u(t), ctp.tel. (2.2)
Uno de los objetivos a la hora de estudiar el operador L]a] es comprobar como se comporta
en los espacios definidos anteriormente. En especial, introducimos las siguientes definiciones.

Definiciéon 2.2 (Principio del méximo y antiméximo). Sea X el espacio de Banach definido en

([2.1). Por un lado, decimos que Lla] verifica el principio del méximo (MP) en X si y solo si:
u€ X, Llaju>0enl =u=0enl o u<O0en (0,7).

Por otro lado, decimos que Lla] verifica el principio del antiméximo (AMP) en X si y solo si:
ueX,Llaju>0enl =u=0enl o u>0en (0,7).

Definiciéon 2.3 (Operador no resonante). Decimos que el operador L]a] es no resonante en X

si y solo si el problema homogéneo asociado
Lla]u(t) =0, tel,uelX, (2.3)
admite inicamente la solucion trivial.

Observacion 2.4. Es obvio que si L[a] admite el principio del maximo o del antiméximo, entonces
es no resonante. Por ejemplo, supongamos que L[a] admite el principio del antiméximo y sea
u € X tal que L[a]lu = 0. Por un lado, L[alu > 0 y por (AMP), u > 0. Por otro lado, L[a](u) <
0= Lla](—u) > 0y por (AMP), —u > 0. Por tanto, u <0 y asi,

u<0<u=u=0.
Finalmente, introduciremos algo de notacién que nos sera de utilidad en las siguientes sec-

ciones y capitulos.

» Diremos que una funciéon f : I — R verifica f > 0 en I siy solo si f(z) > 0 para todo
zely [, f(x)dx>0.

= Para 1 < a < 0o, denotamos por a* al conjugado de Hélder de «, es decir, é + % =1.5i

a = 1, tomamos a* = oo y viceversa.



2.2. Teoria de oscilacion de Sturm 19

» Definimos K (a,T') como la mejor constante de Sobolev para la desigualdad
Cllullz < W3, Yu € Ho(I),

dada explicitamente por

2r (2)13 r(
K(a,T) = { ar'¥a \7te r(z+3)

(2.4)
%, a =00
2.2. Teoria de oscilaciéon de Sturm
En esta seccién nos interesaré ver como se comporta la ecuaciéon homogénea
u'(t) +a(t)u(t) =0, teR, (2.5)

en funcién de a : R — R, la cual afectard a la distribucion de los ceros de las soluciones del
problema homogéneo. Esto sera de vital importancia en la teoria espectral que trataremos en la

altima seccién de este capitulo.

Comenzamos introduciendo el siguiente teorema:

Teorema 2.5. Sia < 0 en R, toda solucion no trivial del problema (2.5) tiene, a lo sumo, un

cero en R.

Demostracion. Supongamos que a(t) < 0 para todo ¢t € R y sea u una solucion no trivial del
problema homogéneo (2.5)). Si ¢ty es un cero de u, entonces, como u es una soluciéon no trivial,

por unicidad de la solucién de una EDO lineal homogénea, necesariamente u/(to) # 0.

Supongamos que u/(tp) > 0. En este caso u toma valores positivos en un intervalo a la derecha
de tp. Como consecuencia, u”(t) = —a(t)u(t) > 0 en ese intervalo. Asi, u/(t) es creciente a la
derecha de tg, lo que implica que v no puede tener mas ceros a la derecha de tg. De la misma

forma, se puede concluir que no hay ceros a la izquierda de tg.

En el caso de que u/(tg) < 0, el razonamiento es analogo. O

Por otro lado, el siguiente teorema nos proporciona una condicién suficiente que asegura la

oscilacion de las soluciones de la ecuacion ([2.5).

Teorema 2.6. Sea u una solucion no trivial del problema (2.5), con a € L*(R). Supongamos
que existe t € R tal que a(t) >0 parat >ty

/tooa(t)dt:oo.

Entonces u tiene un nimero infinito de ceros mayores que t.
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Demostracion. Supongamos que u se anula en un ntimero finito de puntos en (¢, c0). Esto implica
la existencia de un punto ty > t tal que u(t) # 0 para todo t > tg. Asumamos que u(t) > 0 para

todo t > tg. Definimos la funcion

o(t) = — t > to.

para la cual
u (H)u(t) — o (t)?
(1)

Asi, integrando entre tg y t, con t > tg, obtenemos

o(t) — v(to) = /ta(s) ds + /tt v2(s) ds.

to 0

V(t) = — = a(t) + v*(t).

De forma que, como por hipotesis ffoo a(t) dt = oo, para t suficientemente grande, v(t) > 0. Por
tanto, para esos valores de t, u(t) y v/(t) tienen signo opuesto. En este caso, u'(t) serfa negativo.
Ademas, u”(t) = —a(t)u(t) < 0 para t € (tg,00). En resumen, u es concava y decreciente para
t > to suficientemente grande (Figura . Esto quiere decir que u(t) se anula en un punto

t1 > to, lo que contradice la hipotesis inicial.

En el caso de u(t) < 0 para t > tg, el procedimiento seria analogo.

u(t)

Figura 2.1: Ejemplo de funcién céncava y decreciente.

El anterior teorema prueba que, bajo ciertas condiciones, la soluciéon oscila de manera infinita
en un intervalo no acotado. Sin embargo, si consideramos un intervalo compacto, la solucién no

puede oscilar de manera infinita.

Teorema 2.7. Sea u una solucion no trivial del problema (2.5) en el intervalo [c,d], con a €

L>([e,d]). Entonces u tiene, a lo sumo, un nimero finito de ceros en [c,d].
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Demostracion. Supongamos que u tiene un ntimero infinito de ceros en el intervalo [c, d]. De esta
forma, existird un punto ¢y € [¢,d] y una sucesion de ceros de u, {tn}nen C [c,d], con t, — to

cuando n — co. Asf, como u € C*([e, d)):

d(t0) = g M) Zulbo) _ g 0
0 tn—to tn — 1o tn—to t,, — Lo

0.

Por lo tanto, u(ty) = u/(t9) = 0. Por unicidad de solucion para el problema de valor inicial,

u =0 en [c,d], lo que supone una contradiccion con el hecho de que u sea una solucién no trivial.

O

Finalmente, introducimos el siguiente resultado que nos proporciona una relaciéon entre el

potencial a y la velocidad de oscilacion.

Teorema 2.8 (Comparacion de Sturm). Sean u,v soluciones no triviales de las ecuaciones

W (t) + q(t)u(t) =0, teR (2.6)

V() +r(tu(t) =0, teR, (2.7)

respectivamente, con q,r € L*(R) tal que ¢ > r en R. Entonces u se anula al menos una vez

entre dos ceros de v.

Demostracion. Sean t; < ty dos ceros consecutivos de v. Supongamos que u no se anula en
(t1,t2). Entonces, v y v tienen signo constante a lo largo del intervalo (¢1,t2). Sin pérdida de

generalidad, supongamos que u(t) > 0y v(t) > 0 para t € (t1,t2). Definimos el Wronskiano:

W (u,v)(t) = u(t)v'(t) — ' (t)v(t).

Entonces
W (u,v)(t) = o' ()0 (t) + u()v" (t) — u" (t)v(t) — o' (#)V' () = w(t)v” (t) — v (t)v(t)
= u(t)(=r(@)v(t)) — v(t)(—q(t)u(t)) = (q(t) — rt))u(t)v(t) > 0,

en el intervalo (f1,t2). Por tanto, W(u,v)(t) es estrictamente creciente en (1,%2) y, entonces,
W(U, U)(tQ) > W(U,’U)(t1>

Por otro lado, como v(t1) = v(t2) = 0y v(t) > 0 en (t1,t2), se tiene que v'(t1) > 0y
v'(t2) < 0. De forma que,
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Esto tltimo contradice que W (u,v)(t2) > W (u,v)(t1). Por tanto, u se anula al menos una

vez en (t1,t2). O

Observacion 2.9. Del anterior resultado podemos deducir que, cuando a(t) > k? > 0 para todo
t € R, toda solucion de ([2.5) debe tener un cero entre cualquier par de ceros consecutivos de la

solucion u(t) = sen(kt) de la ecuacion
u"(t) + K*u(t) =0, teR. (2.8)

Es decir, debe tener un cero en todo intervalo de longitud 7.

2.3. Propiedades espectrales

En la seccion anterior hemos estudiado como se comporta la ecuacion homogénea ([2.5) en
funcion del signo del potencial a. Es por ello que modificaremos la formulacién del problema
anterior, introduciendo un pardmetro A que permitird modificar el signo del potencial. Asi, para

a € L>(I), definimos el siguiente problema homogéneo
u’(t) + (a(t) + Nu(t) =0, tel, (2.9)
que depende de un parametro A € R.
Definicion 2.10. Bajo estas condiciones, el problema con las condiciones iniciales:
U 1,
uw(0) =0, 4'(0)=

tiene solucién tnica en cada caso considerado. Con el objetivo de enfatizar la dependencia de A,

denotamos a estas soluciones por ui(-, A) y ua(-, A), respectivamente.

Si extendemos de forma periddica la funcién a a R, podemos encontrar un A € R lo suficien-

temente grande, tal que a(t) + A > 0 para todot € Ry

/Oo(a(t) + ) dt = 0.
0

Como consecuencia del Teorema toda solucién de la ecuacion ([2.9) tiene un nimero infinito

de ceros en el semieje positivo.

Para esos valores de A consideremos la solucion ua(-, A) de (2.9)),(2.11). Denotamos por to(\)
al primer cero positivo de uz(-, \), cuya existencia esta garantizada por los teoremas y .

Y, como consecuencia del Teorema cuanto mayor sea A, menor serd to(\).
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En particular, por la Observacion sabemos que si A es tal que (’%’T)2 < a(t) + X\ para
casi todo punto t € I, entonces toda soluciéon del problema se anula en un intervalo de
longitud %, es decir, se anula por lo menos k veces en el intervalo [0,7]. Por tanto, tomando A
lo suficientemente grande, podemos hacer que la soluciones us(-, A) tengan un namero finito de
ceros en [0,7] tan grande como queramos. Ademas, todos los ceros deben ser simples ya que de

lo contrario, por unicidad de la solucion, us(-, A) = 0, lo que supondria una contradiccion.

Observacion 2.11. Si A verifica que

2 2
1
<k;> <a(t)+A< (W) , para casi todo t € I,

entonces us(-, A) tiene exactamente k ceros en [0, 7.

Al problema ([2.9) le podemos asociar condiciones de tipo Dirichlet:
u(0) = u(T) = 0. (2.12)

Asi, el problema tiene soluciones no triviales si y solo si existe algin A para el cual uy(T,\) = 0,
u2(-,\) Z 0 en I. Denotamos a ese conjunto por S. Por el Teorema sabemos que si A es tal
que a(t) + A < 0 para casi todo punto ¢ € I, entonces el problema ([2.9)),(2.12)) no tiene soluciones

no triviales. Es decir, S estd acotado inferiormente.

Como to(A) decrece respecto a A y converge a cero cuando A tiende a infinito, por continuidad,
deducimos que existe un \}[a] para el que to(\)[a]) = T. Por tanto, \J[a] = min S, ya que la

solucién tiene que anularse necesariamente en 7.

Aplicando un argumento similar podemos seguir aumentando A hasta que us(-,\) tenga

exactamente tres ceros en [0, 7]. De nuevo, por continuidad, podemos deducir la existencia de:
MPla] = min{\ > A\[a];u2(-, \) tiene exactamente tres ceros en [0, T7}.
Necesariamente ug (7T, )\{3 ) =0y, por continuidad,

Ar'la) = min{X € S\ {\§'[a]}}.

Podemos repetir este proceso de forma indefinida, deduciendo la existencia de una sucesion
infinita de valores
Mla) < \Pla] < MP[a] < ... < AP[a] < ...

para la que el problema ([2.9)),(2.12) tiene soluciones no triviales usa(, )\kD [a]) con exactamente k

ceros en (0,7).

Es mas, la sucesion anterior no esté acotada. De lo contrario, existiria ng € N tal que a(t) +

2
MPla] < (M) para casi todo t € I 'y k = 0,1,2,.... Por tanto, uz(-, AP [a]) tendria a lo
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sumo ng ceros en [0, T]. Pero, entonces, como consecuencia del Teorema todas las soluciones
del problema (2.9),(2.12), con A = )\kD [a] para k = 0,1,2,..., tendrian como mucho ng ceros en
(0,T). Lo cual contradice que ua(-, AP) tenga exactamente k ceros en (0,T) para k > ng. Por lo
tanto,

MPla] — oo cuando k — oo.

Partiendo de esta base, podemos introducir el siguiente resultado clasico, demostrado en [2].

Teorema 2.12 (Oscilacion de Sturm). Ewisten dos sucesiones crecientes de numeros reales

RV T P I

tales que la ecuacion (2.9) tiene una solucion periddica de periodo T (u € Xp) si y solo si
A= APla], n=0,1,2,..., y una solucidn antiperiodica (u(0) = —u(T), u'(0) = —u'(T)) si y solo
siA=Ma], n=0,1,2,....

Finalizamos este capitulo con el siguiente resultado, también demostrado en [2], relativo a

las soluciones periodicas, que nos serd de gran utilidad a lo largo del Capitulo [3|

Teorema 2.13. Si ukP denota la funcion propia correspondiente al valor propio /\kP[a] del pro-

blema periddico, entonces

1. La funcion propia ul no tiene ceros en [0,T);

2. Ambas ub | yub tienen ervactamente 2n ceros en [0,T) para n > 1.



Capitulo 3
Funcion de Green

La funcién de Green es un concepto de vital importancia en la teoria de las ecuaciones
diferenciales lineales, siendo ampliamente utilizada para resolver problemas con condiciones de
frontera. Nombrada en honor al matematico George Green, esta funcién proporciona un método

para representar las soluciones en términos de integrales, determinados por un niicleo integral.

Asi, a lo largo del siguiente capitulo definiremos formalmente el concepto de funcion de
Green, introduciendo diferentes propiedades de la misma, centrandonos especialmente en el caso
periddico y, en concreto, en su signo. Ademaés, analizaremos como se comporta la funciéon de
Green en el caso del problema modelado en el Capitulo [I} La referencia principal seguida a
lo largo de este capitulo ha sido [2], apoyandonos también en otros resultados mas concretos

obtenidos de [1, 3, 8, 9].

3.1. Definicién y propiedades

Partiendo del problema homogéneo definido en (2.3)), es bien sabido ([I]) que si L[a] es no
resonante en el espacio X, definido en (2.1]), entonces para todo o € L!(I) el problema:

Lialu(t) =o(t), enctp.tel, uelX, (3.1)

tiene una tnica solucién v € X y existe una tnica funcién continua, caracterizada por propiedades

que veremos mas adelante,
Gla]: I x I — R,

tal que .
u(t) _/0 Glal(t,s)o(s)ds, Vtel.

La funcion G[a] se conoce como la funcion de Green del operador L[a].

25



26 3. Funcién de Green

El siguiente teorema establece una equivalencia entre la naturaleza del operador y la simetria
de la funcién de Green, proporcionando una valiosa herramienta para el analisis de las ecuaciones

diferenciales lineales.

Teorema 3.1. El operador L[a] es no resonante y autoadjunto en X si y solo si su funcion de

Green Gla| existe y es simétrica respecto a la diagonal de su cuadrado de definicion, es decir:

Glal(t,s) = Gla](s,t), Vt,sel.

Obviamente todo esto no seria muy 1til si no tuviéramos una forma de calcular la funcién de

Green. Esta puede introducirse haciendo uso de la funcion delta de Dirac.

Definicién 3.2 (Funcién delta de Dirac). Definimos la funcién delta de Dirac §s: Q@ C R — R
para s € €2 como una funcién que cumple:
1) / So(t)dt =1,
Q
2.) 0s(s) = o0,
0

3.) 0s(t)=0, VteQ, talque t#s.

Podemos justificar de forma empirica la validez de esta definicion mediante la siguiente sucesion

funcional en Q = R:
1

O, t<8—ﬁ,
On(t) = 2os—lct<s+d
0, t>s+%,

para la que se cumple que:

00 s+%
(i) / 5n(t)dtzg/ dt=1, ¥n>0,

1
n

(i5) On(s) = g — o0,

(1ii) On(t) — 0, VteR, talque t¢#s.

Ademaés, supongamos que F' es la primitiva de una funcion f € L(2) integrable. Entonces:

[swsa=g [ swa=g[r (s 1) <r (s 3)] vezo

1
A medida que n — oo, la dltima expresion se aproxima a F'(s) = f(s). Esto nos permite

introducir una propiedad muy importante de la funcién delta de Dirac.

Proposicion 3.3. Sea f € L(Q) una funcion integrable en Q). Entonces, se tiene que:

/Qf(t)és(t) dt = f(s), VsecQ.



3.1. Definicién y propiedades 27

Podemos pensar la funcién de Green como una funciéon que nos da la respuesta del sistema
(3.1) ante una perturbacion en el tiempo dada por d5(t), la funcion delta de Dirac localizada en

el punto s € I, lo cual significa:
Glal(t,s) = Lla] " (8;)(), t,s €

De esta forma:
T T T
Lalu(t) = Lfa] /0 Glal(t, 5)o(s) ds /0 LlalGlal(t, 5)o(s) ds — /0 54(t)o(s) ds = o(t).

[lustraremos este concepto con un ejemplo:
Ejemplo 3.4. Consideremos el problema de frontera:
u"'(t) =o(t), te€l0,1], u(0)=u(l)=0.
La funcion de Green G[0](t, s) asociada a este problema seria:
u” =65(t), te€0,1],u(0)=u(l)=0,

y por integracién obtenemos:

Y por tanto, usando que u(0) = 0:

c(s)t, t<s,
u(t) =
c(s)t+(t—s), t>s,
Finalmente, teniendo en cuenta que u(1) = 0, llegamos a que ¢(s) = s — 1. Por lo que la funcién

de Green toma la siguiente expresion:

GlO](t, 5) = (s—=1t, t<s,
(t—1)s, t>s.

De forma que la solucién del problema vendria dada por:

1
u(t) = /0 G[0](t,s)o(s)ds, Vte[0,1]

Por construccion, la funcion G[0] cumple la ecuacién homogénea excepto en t = s,
0?G|0]
ot?

junto con las condiciones de frontera:

(t,s) =0, Vt#s,

G[0)(0, s) = G[0](1, s) = 0.

Ademas, G[0](t, s) es continua y 8f;—t[m(t, s) tiene una discontinuidad de salto igual a 1 en ¢t = s.
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0.00 T

Figura 3.1: Grafica de la funcion de Green para el Ejemplo [3.4]

Estas propiedades que hemos obtenido de forma empirica a partir del ejemplo son, de hecho,

propiedades clave que permiten caracterizar la funcién de Green.

Definicion 3.5 (Funcion de Green). Decimos que G[a] es una funcidn de Green para el problema

(2.3]) si satisface las siguientes propiedades:

(G1) GJa] es continua en el cuadrado I x I.

2
(G2) Tanto %ia} y 9 ;;,[a] existen y son continuas en los triangulos 0 < s <t < Ty

0<t<s<T.

(G3) Para cada t € (0,T) existen los limites laterales y son reales:

oGla] ., 0Glal,, _
ot (t,t7) vy ot (t,t7).
Ademas se tiene que:
oGla] , . 9G] . _
5t (tT,t) 5t (t™,t) =1.

(G4) Para cada s € (0,7), la funcién t — Glal(t, s) es una solucién de la ecuacion dife-

rencial Lialu(t) =0ent € [0,s) y t € (s,T]. Es decir:

0°Gla)
ot?

(t,s) + a(t)Gla](t,s) =0,

en ambos intervalos.
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(G5) Para cada s € (0,T), se tiene que la funcion ¢t — GJ[a](t,s) cumple las condiciones
de frontera dadas por U;(G[a](-,s)) =0, i = 1,2, es decir:

>:0, i=1,2
t=T

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [3].

o + /8] @G(t, S)

t=

Teorema 3.6. Consideremos que el problema homogéneo (2.3|) tiene solo la solucion trivial.

Entonces existe una inica funcion de Green, Gla|, asociada al problema.
Es mds, para cada funcion o € L'(I), la tnica solucion del problema (3.1)) viene dada por la
expresion:

T
u(t) = /0 Glal(t, s)o(s)ds, € [0,T]

En la Figura podemos observar como la funciéon de Green G[0] es menor o igual que cero
en el cuadrado [0,1] x [0, 1] y tnicamente se anula en la frontera de este. Este ejemplo nos permite

introducir una propiedad necesaria que debe cumplir la funciéon de Green para el operador La].

Proposicion 3.7. Asumamos que el operador L]a] es no resonante y autoadjunto en X, es decir,
la funcion de Green existe y es simétrica. St esta no cambia de signo en el cuadrado I X I y se
anula en algin punto (to, so) de este, entonces o bien (to, so) pertenece a la diagonal del cuadrado
o bien (to, so) estd en la frontera del cuadrado. Es decir, solo se cumple una de las tres siguientes

propiedades:
1. tg=s0€1,
2. t() =0o0 t(] =T

3. S[):OOSO:T.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que la funcion de Green G[a] se anula en un punto
(to, so) que no pertenece a la diagonal ni a la frontera del cuadrado. Es decir, G[a](to, sp) = 0 para
algan punto (o, so) € (0,7) x (0,T) tal que ty # so. Por simetria de la funcion G[a] podemos

asumir que tg > Sq.
Por definicion de la funcién de Green, sabemos que la funcion
x(t) = Gla|(t,s0), tel,

es solucion de la ecuacién

2"(t) + a(t)z(t) =0, te€ (so,T).
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Ademas, como GJa] se anula en (tg,sp) y es de signo constante, necesariamente z(tg) =
z'(tp) = 0. Por unicidad de la solucion de una EDO lineal homogénea, tenemos que Glal(t, so) = 0

para todo t € (sg,T]. Por simétrica, se tiene que G|al(so,s) = 0 para todo s € (so, T

Ahora, fijemos un punto s € (sp, 7). Razonando de la misma manera que antes, se tiene que
la funcién:
y(t) = Gla](t,s), tel,

es solucion de la ecuacidon

y'(t) +at)y(t) =0, te0,s), ylso) =1y (s0) =0.

Asi que Glal(t,s) = 0 para todo s € (s, T] y para todo t € [0, s). Es decir:

0G|a]
ot

(t=,t) =0, Vte (so,T).

Por simetria G[a](t, s) = 0 para todo ¢ € (so,T] y para todo s € [0,t). Es decir:

0G|a]
ot

(tT,t) =0, Vte& (s,T).

Combinando estas dos ultimas igualdades llegamos a:

oGl . 9Gll, . _
W(t 7t)— 875 (t 7t)—0, VtG (SO7T],
lo cual contradice la condicion (G3) de la definicion de la funcion de Green. O

Para acabar esta seccién obtendremos un resultado, relacionado con el signo de la funcién de

Green, que permite deducir el signo de las soluciones en ciertos casos.
Lema 3.8. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Gla](t,s) >0 (<0)enIxI

(2) Siue X y LlaJu > 0 en I, entonces u > 0(< 0) en (0,7).

Demostracion. Supongamos (1). La relacion LiaJu > 0 es equivalente a la existencia de una

funcién o € L'(I) tal que o = 0 en I para la que se cumple la ecuacion (3.1)), es decir,
LlaJu(t) =0o(t), uweX, tel.

Por el Teorema [3.6] se tiene que:

T
u(t) = /0 Gla](t, s)o(s)ds, ¢ € [0,T]
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Como o > 0 tenemos que o(s) > 0 para todo s € I y existe un conjunto A C I de medida
de Lebesgue no nula tal que o(s) > 0 para todo s € A. Dado que Gla|(t,s) >0 (< 0) en I x 1,
tenemos que u(t) > 0 para todo t € I.

Ademaés, por la Proposicion la funcion de Green Gla] solo se puede anular en conjunto
de medida nula. Asi que necesariamente v > 0 en (0,7"). La demostracion para el caso en el que

la funcion de Green es negativa es analoga.

Ahora supongamos (2) y que la funcién de Green G[a] cambia de signo en I x I. La idea sera
demostrar la existencia de un punto tg € I y u1, us € X, de forma que L[aJu; > 0, Lla]Juz = 0
enly ul(to)UQ(to) < 0.

En primer lugar, probaremos que existe to € (0,T), s1,s2 € I tal que Gla](to,s1) > 0y
Gla](to, s2) < 0. De lo contrario, si la funcién G[a](t, -) tiene signo constante para todo ¢t € (0,7,
entonces, por el cambio de signo y la continuidad de G[a], existe ¢t; € I tal que Glal(t1,-) = 0.

Por simetria, G[a](,¢1) = 0, lo cual contradice

la condicion (G3) de la definicion de la funcion de Green. Por tanto, tenemos garantizada la

existencia de tg.

Asi, existe un entorno de s1, A; C I, en el que G[a](to, -) es positiva. Si escogemos una funcion
f1, que sea positiva en A; y que se anule en I'\ A;, deducimos la existencia de una funcion u; € X
tal que L[aJuy = f1i =0y

uy(to) = . Glal(to, s) f1(s)ds > 0.

Analogamente, podemos deducir la existencia de un entorno de sy, Ay C I, en el que G|a](to, -)
es negativa. Tomando una funciéon fy, que sea positiva en As y que se anule en I\ Ag, tenemos

que existe una funcion ug € X tal que Llajus = fo =0y

us(to) = ; Gla(to, s) fa(s)ds < 0.

Llegando a una contradiccion con (2). O
El resultado anterior se puede aplicar, en el caso particular del espacio Xp a través del
siguiente lema, denotando por Gp a la funciéon de Green correspondiente en este espacio.

Lema 3.9. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Gpla](t,s) >0 (<0)en I xI

(2) Siue Xp y Llalu>=0 en I, entonces u > 0(<0) en (0,7T).



32 3. Funcién de Green

3.2. Propiedades de la funciéon de Green periédica

Hasta el momento hemos analizado la ecuacion de Hill teniendo en cuenta tinicamente fun-

ciones definidas en el intervalo [0, T, verificando condiciones de frontera en dos puntos:

1
(a?u(j)(()) + Béu(j)(T)) =0, 1=12,
7=0

con 04;-,5;'. e R.

A partir de ahora, nos centraremos en el caso de las funciones definidas en Xp y las extende-
remos a todo R de forma periodica: u(s) = u(s+T), Vs € R. Esto hara que la funcion de Green

sea periddica en la primera componente y que, por simetria, también lo sea en la segunda.

Sea s € I. De la definicion de la funcién de Green, usando la periodicidad de la funcién a, y

denotando por
Us() = GP[GK'a 5)7 (32)
no es dificil verificar que us € W1(I¥), donde
I = (s + kT,s + (k+1)T), keZ,
y satisface la ecuacion

u!(t) + a(t)us(t) = 0,t € IF, (3.3)

Antes de continuar, vamos a presentar un ejemplo que nos permitira ir introduciendo distintas

propiedades que deduciremos de la funcién de Green en el caso de condiciones periodicas.

Ejemplo 3.10. Consideremos el caso periddico con a(t) = (%)2 Usando [3], obtenemos:

Gplal(t.s) T sin(@), 0<s<t<T,
plal(t,s) = —
2 sin(%), 0<t<s<T.

Podemos observar que, en este caso, la funciéon de Green solo se anula en la diagonal y en los
puntos (0,7") y (T,0) (Figura|3.10). Esto nos permite introducir el siguiente resultado.

Lema 3.11. Supongamos que la funcion de Green Gpla] asociada al problema periédico no

cambia de signo en el intervalo I x I y que se anula en algin punto (to,to) € I x I. Entonces,
to = s0, (to,s0) = (0,T) o (to,s0) = (T,0).

Demostracion. Por la Proposicion sabemos que la funciéon de Green solo se puede anular en

la diagonal o en la frontera de I x I.
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Figura 3.2: Grafica de la funcion de Green para el Ejemplo [3.10 con T = 5.

Supongamos que G p|a](0, sg) = 0 para un sp € (0,7") dado. Por (3.2]), sabemos que la funcion

us, (t) = Gplal(t, so), t € R, resuelve la ecuacion

ull(t) + a(t)us(t) = 0,t € (so — T, s0) = I;)l.

Dado que Gpla](t,s) > 0, V¥(t,s) € I x I, tenemos que u alcanza un minimo en ¢t = 0. Es
decir,
ug (t) + a(t)us(t) = 0, € (so — T, 50), us(0) = ug(0) = 0.

Por unicidad de la solucién de una EDO lineal homogénea, tenemos que u(t) = 0, Vt €
(so — T, sp). Pero esto significaria que la extension periddica de G p|a] verifica que G plal(t, sp) =

0, Vt € (so — T, s9). Pero esto implicaria que

9 _ d
&GP[CL](SO 380) - aGp[a](sa_, 50) = 0’

lo cual contradice la condicion (G3) de la definicion de la funcién de Green. Asi, por periodicidad

y simetria de la funciéon de Green se prueba que Gp[a] solo puede anularse en la diagonal o en

los puntos (0,7") y (7,0). O
Asimismo llegamos al siguiente resultado:

Lema 3.12. Las siguientes cuatro igualdades son equivalentes:

1. Gp[a](T,O) =0.
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2. Gpla](0,T) = 0.
3. Gpla)(T,T) = 0.
4. Gpla](0,0) = 0.

Demostracion. La demostracion es directa a partir del anterior lema, la simetria de la funcién

de Green y su periodicidad. O

Todos estos resultados nos permiten deducir la siguiente propiedad relativa a las funciones

de Green menores o iguales que cero en I x [I.

Lema 3.13. Si Gplal(t,s) <0 enIxI, entonces Gpla](t,s) <0 enIxI. Es decir, si la funcion
de Green del problema periddico es menor o igual que cero en I X I, entonces es estrictamente

negativa en I x I.

Demostracion. Supongamos que la funcion de Green Gpla] es menor o igual que cero y que se

anula en un punto. De los lemas [3.11] y [3.12] llegamos a dos posibilidades distintas.

1. La funcion de Green se anula en un punto de la diagonal. Es decir, existe ty € (0,7 tal

que Gpla|(to,to) = 0. Al ser Gpla] < 0 en I x I, necesariamente ¢y es un maximo de la funcién

Gpla](-,tg). Como consecuencia acai[a] (ty,to) > 0. Pero por la condicion (G3) de la definicién

de la funcion de Green:

B 0G pla]
ot

(5 to) (ty,to) +1>1

Lo cual indica que G'p[a] es estrictamente positiva en un entorno a la derecha tg, llegando a una

contradiccion.

2. La funcién se anula en alguna esquina del cuadrado I x I. Gracias al lema podemos
partir de Gp[a](0,0) = 0.

De nuevo, por la la condiciéon (G3) de la definicion de la funciéon de Green y de la periodicidad
de la funcion ug definida en (3.2), tenemos que:

up(0T) = up(07) + 1 = un(T7) + 1,

es particular,
up(0F) > u((T7).

Al ser ug < 0 en I, necesariamente u alcanza un méximo en ¢ = 0 y, como consecuencia,
/ / — !/ — !/
up(07) <0 < up(07) = up(T™) < up(07F),

lo cual supone otra contradiccion. O
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El siguiente lema extiende esta propiedad al mostrar la relacion entre el signo constante de
la funcién de Green en I x I y la existencia de soluciones no triviales y de signo constante para

el problema con condiciones de frontera correspondiente.

Lema 3.14. Supongamos la funcion de Green Gpla] no cambia de signo en I x I. Entonces es

mayor o igual que cero en I x I y se anula en algin punto (to,to) € I X I si y solo si la ecuacion
u(t) +a(t)u(t) =0, te (to,to+T) =1, ulte)=u(T+ty)=0

tiene una solucion no trivial y de signo constante.

Demostracion. La condicion suficiente se deduce a partir de (3.3)) tomando uy, (t) = Gpla](t,to)
como soluciéon de
u(t) +a(t)u(t) =0, teE (to,to+T) =1
Ademas como Gypla| se anula en (tg,tp) y es periodica, tenemos que wuy, (to) = ut, (T + to) = 0.
Para comprobar la condicién necesaria, supongamos que la ecuacién
() +at)u(t) =0, te(toto+T)=1, ulte)=uT +t)=0

tiene una solucion no trivial y de signo constante. Sabemos que u, (t) = Gplal(t,to) es solucion
de la ecuacion. Por la condicion u(ty) = u(T + tp) = 0, tenemos que Gp[a] se anula en (to, o).
Por el lema si G)pla] fuera menor o igual que cero, entonces no se podria anular. Por tanto,

por ser de signo constante, es necesariamente estrictamente positiva en (tg,to + 7). O

Definiendo ahora la funcion
as(t) =a(t+s), s,tel,
llegamos al siguiente resultado.

Lema 3.15. Para todo t,s € R, tenemos que Gplal(t,s) = Gplas](t — s,0).

Demostracion. Por la periodicidad de Gpla] y la condicion (G3) de la definicion de la funcion

de Green, tenemos que us(-) := Gpla](-, s) es solucion de la ecuacion

ul(t) +a(t)us(t) =0, te(s,s+T),
us(s) =us(s+T), u(sT)=ul(s)+1=ul((s+T))+1

De forma que, si definimos ys(t) := us(t + s), tenemos que ys es solucion de la ecuacion
ys (1) +a(t + s)ys(t) = 0, t€(0,T),
Ys(0) = us(T), we(07) =9(07) +1 =y (T7) + L.

Como consecuencia, us(s +t) = Gplas](t,0). Es decir, Gpla](t,s) = Gplas](t — s,0). O
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Observacion 3.16. Este tltimo lema nos permite obtener una propiedad en el caso de que el
potencial a sea constante. En ese caso a = as para todo s € I, con lo cual Gpla](t,s) =
Gplal(t — s,0). Por lo tanto, la funcion de Green Gp|a] es constante en las rectas de pendiente

1 cuando la funcion a es constante. Esto es lo que ocurre en el Ejemplo [3.10]

Finalmente, usando el Lema [3.15] permite reescribir el Lema [3.14] de la siguiente forma:

Corolario 3.17. Supongamos la funcion de Green Gpla] no cambia de signo en I x I. Entonces

es positiva en I x I y se anula en algin punto (to,tg) € I x I si y solo si la ecuacion
u(t) +a,(u) =0, tel, u0)=u(T)=0

tiene una solucion no trivial y de signo constante en (0,T).

3.3. Signo constante de la funcién de Green

A lo largo de esta seccion utilizaremos el analisis de las propiedades espectrales de la ecuacion
homogénea en el espacio Xp, que se ha desarrollado en la Seccién . Esto nos permitira
describir el signo constante de la funcién de Green a partir de las propiedades oscilatorias del
operador de Hill L[a].

Sea Al’[a] el menor valor propio de la ecuacién periodica:
u’(t) + (a(t) + Nu(t) =0, ctp.tel, u0)=u(T), u(0)=1u(T). (3.4)
y )\64 [a] el menor valor propio de la ecuacion antiperiodica:

u’(t) + (a(t) + Nu(t) =0, ctp.tel, u0)=—u(T), d(0)=—-u(T). (3.5)

Gracias al Teorema del Capitulo [2| se tiene que A\f'[a] < A{'[a]. En [8], M. Zhang obtuvo

el siguiente resultado:
Lema 3.18. [8, Theorem 1.1] Supongamos que a € L'(I), entonces:
1. L[a] verifica MP en Xp si y solo si \'[a] > 0.
2. Lla] verifica AMP en Xp siy solo si \[a] < 0 < \'[a]
Lema 3.19. Supongamos que a € L*(I), entonces:

(i) \§ < —% fOT a(s)ds y la igualdad se da si y solo si a es constante.

(ii) Nj[a] = min{\P[as], s € R}, donde \D[as] es el primer valor propio de la ecuacion de
Dirichlet:
u”(t) + (as(t) + Nu(t) =0, ctp. tel, u(0)=u(T)=0.
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(iii) Si |lat|la < K(2a%,T), entonces \j'[a] > (%)2 (1— KH(ZXD,QTJ > 0, siendo K la
constante definida en (2.4)).

Demostracion. (i) Sea u una solucién T-periédica y no trivial asociada a A", Es decir,
W () + (a(t) + Aa]) u(t) =0, tel, u(0)=u(T), ' (0)=u(T).

Por el Teorema?2.13|del Capitulo [2| sabemos que u no se anula. Entonces, podemos definir h(t) =

%7 que satisface h(0) = h(T) y

u(Hu — (' 2
e = OO 0+ at0) - 1200

Integrando en el intervalo [0, T:

/oT W (s)ds = =X [a]T — /OT a(s) ds — /OT h2(s) ds

T T
— (T — h(0) = —A{f[a]T—/O als) ds —/0 B2(s) ds
T T
= \la] + ;/0 a(s)ds = —;/0 h(s) ds.

Como el término de la derecha es negativo, \)'[a] < —% fOT a(s) ds. Ademas, se tiene la
igualdad si y solo si h = 0. Esto ultimo es equivalente a que u sea una soluciéon constante, es

decir, a es constante. De esta manera, a + /\OP =0.
(ii) Ver [9).
(iii) Por la caracterizacion variacional de los valores propios es bien sabido que

Mlal = min_g(u), ue H)(D),

flull=1
donde . .
q(u):/o (u')?(s) als—/0 a(s)u?(s) ds.

Entonces, siu € H}(I) con ||ull, = 1, por la desigualdad de Hélder y la definicion de la constante
de Sobolev K, introducida en (2.4, tenemos

afw) = 1~ Nlow?ll 2 o1~ sl 2 113 ~ s oo = 1413 = s Nl
Jacla Y iz
> (1 %l
> (1= oy ) I

> <1_f<'|(’§;_*|‘|,aT)> K(2,T)|ul? = <1_ I%) (%>2 > 0.
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El dltimo término es positivo gracias a la condicion |lay||o < K(2a*,T). Por tanto, A} [a] >

(1 = %) (%)2 > 0. Ahora, teniendo en cuenta (i) y que [[(as)+|la = ||a+]|la, para todo

s € I, concluimos que
2
Mgl > (1= lla+la <§> >
O[a]—< A

Gracias a los lemas [3.18y [3:19 y el Corolario [3.17] podemos llegar al siguiente teorema:

Teorema 3.20. Sea R el infimo de la distancia entre dos ceros consecutivos de una solucion de

la ecuacion homogénea Lialu = 0. Entonces se tiene que:
(i) Gpla] cambia de signo en I x I siy solo si R <T.
(i) Gpla] es positiva y se anula en algunos puntos en I x I si y solo si R="T.

(111) Gpla] no se anula en ningin punto de I x I si y solo si R > T.

Demostracion. (i) Si R < T, sabemos que existe un s € I (trasladamos los ceros al intervalo)
para el que, al menos, una solucion de la ecuacion u”(t) + as(t)u(t) = 0 tiene al menos un cero
en el intervalo (0,7"). Ahora bien, por las propiedades espectrales estudiadas en la Seccion

deducimos que )\OD [as], el primer autovalor del problema de Dirichlet
Llaslu =0 en I,u(0) = u(T) = 0,
es estrictamente negativo. De lo contrario, por el Teorema [2.8] toda solucién del problema
L [as + )\OD[as]] u=0en I,u(0) =u(T) =0,
tendria un cero en (0,7"), incumpliendo su definicion.

De acuerdo con el Lema apartado (ii), se tiene que \j'[a] < 0. Aplicando el Lema
concluimos que G pla] no satisface ni el Principio del méaximo (MP) ni el del antiméaximo(AMP).

Finalmente, gracias el Lema , sabemos que G pla] cambia de signo en I x I.

(ii) Cuando R = T, si seguimos el mismo argumento que antes, llegamos a que )\6‘[@] =0.
Por el Lema Gpla] satisface el Principio del antiméximo. Por tanto, gracias el Lema [3.9]
G pla] es mayor o igual que cero en I x I. Ahora, por el Lema apartado (ii), sabemos que

existe s € I tal que A\}[as] = 0. De esta forma, el problema
u'(t) +ast)u(t) =0, tel, u(0)=u(T)=0

tiene una solucién no trivial, que es de signo constante gracias al principio del antimaximo.
Finalmente, por el Corolario [3.17, G pla] se anula en algtin punto de I x I.
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(iii) Veamos que G'p[a] no se anula en ningtn punto de I x I si R > T'. Por continuidad, esto

indicara que Gpla] tiene signo estrictamente constante en I x I.

Por reduccioén al absurdo, supongamos que G pla](to, so) = 0 para (tg, so) € I x I. En primer

lugar, asumamos que to # 0,7 y fijemos sg € (0, 7).

Supongamos tg > sg. Por , la funcion wus, es solucion de la ecuacion L[alu = 0 en el
intervalo I9 = [so,so + T]. Ademés, verifica que ugy(to) = 0. Como R > T, uz no puede
volver a anularse en Igo. Es decir, tp es un maximo o minimo de ug, en Igo. Ademas, us,(sg) =
sy (50 +T) # 0, ya que si no, R < T. Como consecuencia, uj, (tg) = 0. Por unicidad de soluciéon
del problema de valor inicial, us, = 0 en IQ. Esto tltimo contradice la condicién (G3) de la

definicion de la funcion de Green:

9G]
o -

9G]a]
at

(t,t)=1, Vtel.

El caso tg < sg es analogo, pero considerando la funcion ug, en el intervalo [ 5_01 =[so—T, so|.

Ahora, supongamos sg = 0 0 s = T'. De esta forma ug, es una solucion en I donde ug,(0) =
us, (T) y con ug,(tg) = 0. Aplicando el mismo argumento que antes, podemos llegar a la misma

contradicciéon. El caso tg = 0 o tg = T se tiene por simetria. O

Finalmente, como consecuencia de los lemas [3.18] [3.19] y el teorema anterior, deducimos el

siguiente criterio para el caso de la funcion de Green estrictamente positiva:

Lema 3.21. Supongamos que fOT a(t)dt > 0,a #0, y que ademds
lasll < K(20%,7).

Entonces la funcion de Green asociada Gpla] es estrictamente positiva en I x I.

Demostracion. En primer lugar, demostraremos que la distancia entre dos ceros de una solucién

no trivial del problema L[a]u = 0 es estrictamente mayor que 7.

Supongamos que no es asi y que, por tanto, existe una solucién u no trivial del problema de
Dirichlet

u"(t)+a(t)u(t) =0, tel, u(ty)=u(t:) =0, (3.6)
donde 0 < to —t; < Ty a es la restriccion de a al intervalo [t1, t2].

Claramente, de la expresion ([2.4)), deducimos que K («a, T') es decreciente con respecto a T > 0.

Por lo tanto,

la+lla < flatlla < K (20", T) < K (207, by — t1).
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Asi, por el Lema (ii) y (iii), podemos concluir que AP[@] > 0, lo cual supone una contra-

diccion con que la ecuacion (3.6) tenga una solucion no trivial.

Como la distancia entre dos ceros de una solucion no trivial del problema LlaJu = 0 es estric-
tamente mayor que T, por el Teorema la funcion de Green Gpla] tiene signo estrictamente

constante en I. Para ver cudl es, consideramos el problema periédico

u"(t) +alt)u(t) =1, tel, u(0)=u(T), u'(0)="1d(T).
Claramente, su unica solucién viene dada por la expresion

T
u(t):/o Gplal(t, s) ds.

Evidentemente u tiene el mismo signo Gpla] y no se anula. Asi que, dividiendo por u(t) en

la ecuacién e integrando en I, se tiene
/OTu‘é’;) _ /OT o dt+/OTa(t)dt - /OT (‘;g))) dt+/0T (“'53)2 dt+/0Ta(t)dt
- [ ]Z y /OT (o > e /OT““) "= /OT (s ) e /OT““) w=0

Es decir, u(t) > 0 en I, lo que implica Gpla] >0 en I x I. O]

e

~—

3.3.1. Funcion de Green para la ecuacion de dispersion del haz de electrones

Esta seccion estard centrada en demostrar la positividad estricta de la funcién de Green en
el caso particular de la ecuacion de dispersion del haz de electrones (1.38]). Para ello, antes de
nada, necesitaremos introducir una serie de conceptos relacionados con el calculo de integrales a

través de la funcion Gamma.

Definicion 3.22. Sea Cgp~o = {z € C | Re(z) > 0}. La funcion Gamma, I" : Cp~o — C, se

define como:

I'(z) = /000 t*“le7tdt, Re(z) > 0. (3.7)

A partir de la funcion Gamma, podemos definir la funcién Beta.

Definicién 3.23. Para z,y € Cg~g, la funciéon Beta se define como:

I'()T'(y)

Blz.y) = [(z +y)

(3.8)

Esta tltima funcion es de gran utilidad para el calculo de integrales, tal y como se demuestra

a través de la siguiente proposiciéon:
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Proposicion 3.24. Para m,n € N, se cumple que:

w/2
Bm+1,n+1)= 2/ cos®™*1(0) sin?"T1(6)db.
0

Demostracion. Consideremos el producto de los factoriales de m y n,

o0 o0
min! =T(m+1)I'(n+1) = / e“umdu/ e “v"dv.
0 0

Aplicando el cambio de variable u = 22 y v = 32, obtenemos:

mlnl — 4/00 et p2m+1 g, /OO y? Y2ty = / / (z*+y?) 2220 g gy,
0 0

Y utilizando coordenadas polares, con x = rcos(f) e y = rsin(f), llegamos a:
m!n! = 4/ / —r2p2mtl 2t cos?™ L (9) sin®" T (0)rdrdf
w/2
= / e 2m+2”+3dr/ cos®T1(6) sin®" 1 (0)do
0 0

00 /2
=2 / e Ppmtntlap / cos®™*1(6) sin?" 1 (0)dh
0 0
w/2
=2T'(m +n+ 2) / cos®™1(6) sin®" 1 (6)d#.
0

Llegando asi a la igualdad buscada. O

Esta tltima relacién seréd una herramienta esencial para llegar al resultado deseado. Por el
Lema la funciéon de Green G|a] tendréa signo estrictamente positivo si su potencial asociado,
a, cumple la siguiente condicion:

latllp < K(2p%,T),

donde K es la constante de Sobolev definida en (2.4).

Para el caso de la ecuacion ([1.38]), el potencial viene dado por a(t) = a(1 + cos(2t)). Asi,

asumiendo p € N,

/O " a(t) dt = /0 " P (1 + cos(20))P dt = o? /O "1+ cos(20)Pdt = o? /0 'y <z> cos"(2t) dt

k=0

p s p 2
1
=aP E <i>/0 cos”™(2t) dt = aP E <i>2/0 cos”(u) du,
k=0 k=0

tomando el cambio de variable u = 2t en la tltima igualdad. En concreto, para k impar, la

integral anterior es cero. Por tanto, suponemos k par y

2 & ng+y N
/ cos™ (u) du = / cos”(u)du, Vn € Z.
0 ng

™
2
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Asi, de la Proposicion [3.24] deducimos:

1 [ 2 11\ T
/ Cosk(u)alu:Q/2 cos®(u)du = B (]H_,) = - =
2 Jo 0 2 72 r(&+1) I (

Y de esta forma,

—~

ol

M‘Jr

_

SN—

—
—~
N[
SN—

5

—
1\7‘3‘/\
ol

+ o
I —

latllp = lalH(p), ¥peN, p>1,

donde

[p/2] 1 P
_ p\T (k+3)
Hp) = ﬁ;ﬂ(%)r(kﬁ)

Por tanto, la funcion de Green Gla] sera estrictamente positiva en I x I si se cumple que || <

’

A
méxA(p), con

K(2p*,T)
H(p)

Observacion 3.25. En la Figura [3.3] se pueden ver como varfan los valores admisibles obtenidos

Alp) =

en funcion de p, con p € N, p > 1. Por ejemplo si p = 2, se tiene que A(p) = 0,65676. De forma
que si |a] < 0,65676, se cumplira que la funcion de Green G[a] asociada a la ecuacion ([1.38)) tiene

signo estrictamente positivo.

% * Alp)

0.6 ‘\ o -A(p)

0.4 1

0.2 1

0.0 1

alpha

~0.2 1

~0.4

—0.6 .;/

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300

Figura 3.3: Valores admisibles de a para distintos valores de p.



Capitulo 4

Problemas con dependencia

parametrica

A lo largo de este capitulo trabajaremos con el siguiente problema:
u”(t) +a(t)u(t) = A\g(t) f(u(t)) +c(t), tel (4.1)
w(0) = u(T), ' (0) = (T), (4.2)
donde A > 0 es un parametroy g, cy f son funciones a las cuales impondremos ciertas condiciones
a lo largo de este capitulo. En particular, permitiremos que la funcién f tenga una singularidad

en r = 0. Ademas, asumiremos que la funcién de Green asociada es mayor o igual que cero en
I x I, por lo que los resultados del Capitulo [3] son de vital importancia.

Observacion 4.1. Notese que la ecuaciéon de dispersion del haz de electrones , obtenida a
lo largo del Capitulo [I], se corresponde con:

a(t) = a(l + cos(2t)),
1
gt)=1, f(x)= - c(t)=0, X=p5,
con «, 3 > 0 tal y como se definen en (|1.37). Por lo tanto, los resultados que se obtengan para
el problema (4.1)-(4.2]) seran aplicables al problema de Mathieu siempre que se asegure que la

funcién de Green asociada es mayor o igual que cero en I x I.

A lo largo de este capitulo usaremos como referencia los resultados presentes en [2].

4.1. Preliminares y notacién

El objetivo de este capitulo serda demostrar la existencia de soluciones positivas para el pro-
blema (4.1])-(4.2]). Para ello, necesitamos introducir una serie de definiciones y resultados previos.

43
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En primer lugar, nuestro espacio de soluciones seré un cono, el cual definimos a continuacion.

Definiciéon 4.2 (Cono). Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto K C X es un cono si es
cerrado, K + K C K, A\K C K paratodo A >0y KN (—K) = {0}.

En este contexto, los operadores compactos son esenciales, fundamentales en el analisis fun-

cional y en la teoria de las ecuaciones diferenciales.

Definicién 4.3 (Operador compacto). Sean E y F' dos espacios normados, y M C E. Entonces

se dice que el operador T : M — F es compacto siy solo si cumple las dos siguientes condiciones:
1. T es continua.

2. T lleva conjuntos acotados de M en conjuntos relativamente compactos de F'.

Para entender mejor esta definicion, es crucial comprender el concepto de conjunto relativa-

mente compacto.

Definicién 4.4 (Conjunto relativamente compacto). Sea X un espacio de Banach. Un conjunto

K C X es un conjunto relativamente compacto si su clausura es compacta.

A la hora de comprobar si un conjunto es relativamente compacto, es esencial el teorema de
Arzela-Ascoli, que establece una condicién necesaria y suficiente para ello. Antes de enunciarlo,

definimos el concepto de equicontinuidad.

Definicion 4.5 (Equicontinuidad). Una familia de funciones F definida en un espacio métrico
(X,dx) que toma valores en otro espacio métrico (Y, dy) es equicontinua si, para cada € > 0,

existe un § > 0 tal que Vf € F y para todos los puntos =,y € X que satisfacen dx(x,y) < 0, se
cumple que dy (f(z), £(y)) < e.

Teorema 4.6 (Arzela-Ascoli). Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces, un subcon-

Junto A C C(X) es relativamente compacto si y solo si es equicontinuo y puntualmente acotado.

Para demostrar muchos de los resultados presentes en este capitulo, necesitaremos el famoso

Teorema del punto fijo en un cono de Krasnoselskii.

Teorema 4.7 (Teorema del punto fijo en un cono de Krasnoselskii). Sea X un espacio de
Banach y K C X un cono en X. Sean Q1 y Qo dos subconjuntos abiertos y acotados de X, con
e CcU CQyseaT: KN (ﬁg \ Ql) — K un operador compacto (véase en la Definicion
, el cual satisface alguna de las dos siguientes propiedades:

(i) | Tu| < |lull, Vvu e KNoQy y || Tul| > |jul, Yu € K N Q.
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() | Tu|| > |lul|, Vu € KNoQy y || Tull < Jull, Vu € K NoQs.
Entonces T tiene un punto fijo en K N (ﬁg \ Ql).

Los conos con los que trabajaremos seran de la forma:
K={ueC),u>0enl:pu)>olul},
donde 0 < o < 1 es una constante fijada y y ¢ > 0 es un funcional definido en el conjunto
X ={uecC(I), u> 0}, que cumple:
= o(z +y) = ¢(z) +¢(y), para todo z,y € X.

» p(Az) = Ap(x), para todo x € X y A > 0.

Esta dos tltimas condiciones nos aseguran que el conjunto K es un cono.

El potencial a se toma de tal modo que el problema homogéneo ({2.3|) asociado sea no resonante
(Definicion [2.3)). De esta manera, tenemos asegurada la existencia de la funcion de Green asociada

Gpla] y, para cada A\ > 0, podemos definir el operador:
Tr:D(Ty) ={uelC(),u>0} —-C() (4.3)

dado por
T T
Tou(t) = A /0 Grlal(t, $)g(s)F(u(s)) ds + /0 Golal(t, s)e(s)ds, tel.  (4.4)

Como consecuencia, u > 0 es una solucion del problema (4.1)) si y solo si v es un punto fijo

del operador Ty, es decir, si y solo si Thu = u.

A lo largo del capitulo usaremos la siguiente notacion:

T
0= [ Grlaltt et as. (45)
m —E;IEI}_GP[Q](t, s), M= gfé}](Gp[a](t, s), (4.6)
y
fo= lim @, foo = lim f@)
x—0t+ X T—00 I

Ademas, para una funcién esencialmente acotada h, definimos:
hye = ess ilnfh(t) =sup{M € R : h(t) > M para casi todo t € I},
€

h* = esssuph(t) = inf {M € R : h(t) < M para casi todo t € I}.
tel
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4.2. Existencia y multiplicidad de solucién

En esta seccion, trabajaremos asumiendo distintas condiciones. Entre ellas que la funcién de

Green sea estrictamente positiva. Como aproximaciéon al problema, supondremos que:

(HO) v« >0o0¢(t) =0

(H1) a € LP(I), p > 1 y de manera que el problema es no resonante y la funcion de Green

es estrictamente positiva en I x I.
(H2) g € LY(I), g(t) > 0 en casi todo punto t € I y fOTg(s) ds > 0.
(H3) f:(0,00) — (0,00) es continua.

(H4) c € LY(I).

Observacion 4.8. La condicion (H3) permite que la funcion f pueda tener una singularidad en
el punto z = 0. Esto hace que el problema tratado en la Observacion [4.1| cumpla todas las
condiciones impuestas de forma trivial, exceptuando la condicién (H1), que por la Observacion
de la Seccion sabemos que se cumple para |a| < 0,65676.

Como consecuencia de la condicion (H1), se tiene que m > 0 y, por tanto, definimos el cono:
K = {u e C(I), Igll}lu(t) > O'H’LLHOO} ,
€

donde ||ulloo = méaxyer [u(t)| y

a:min{z\ﬂ;,zi} si >0 o G:% si ¢(t) = 0.

En ambos casos 0 < o < 1y para 0 < r < R definimos

Kpp = {u€ K, r<|ulo <R}

Teniendo en cuenta todo esto podemos enunciar el siguiente teorema que aporta una condicién

suficiente para la existencia de soluciones del problema (4.1))-(4.2)).

Teorema 4.9. Asumamos que se cumplen las condiciones (H0), (H1), (H2), (H3) y (H4). En-
tonces, para cada X > 0 y 0 < r < R, el operador Ty : K, p = K definido en (4.4) estd bien

definido y es compacto. Ademds, si bien

(i) [ Thulloo < lulloc, Yu € K con [lulloc =7y [[Tatllec > [[ullso, Vu € K con |ulls = R,
o bien

(i) | Tatlloo 2 [[tfloc, Vu € K con [Julloc =7y [Thtfloo < l|ulloo, Vu € K con [lufloo = R,
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entonces Ty tiene un punto fijo en K, g, lo que significa que el problema (4.1} - tiene al

menos una solucion en K, g.

Demostracion. En primer lugar, si u € K, r, entonces 0 < or < u(t) < R, para todo t € I.
De esta manera, K, p C D(7,) y, por tanto, Ty : K, g — C(I) esta bien definido. Veamos que
TA(D(Ty)) C K. Para ello, tomamos u € D(T,) y distinguimos dos casos:

min (Tu) = mm( / Gt )9(5)(ul)) ds ) = ) /Ong(S)f(U(S))ds

-2 / My(s)(u) ) = om " plal(t $)9(5)(u(s) s )

=0Tl = Thu € K.
- >0
min (Tru) = mm< / Gpla](t, s)g(s)f(u(s)) ds + A / " Grlal(t, 5)els) ds>
>)\/ mg(s)f (u(s)) ds + 7 = )\/ Ma(s)(uls)) ds + 22°

>0A/ Mg(s)f(u(s)) ds + o~ —0</ Mg(s f(u(s))ds—i—v*)

> o (i ( /D Grlats)o(e)(u(s)) ds ) + )

> o méx ( / " Gplal(t, $)g(s) flu(s)) ds + / " Gl s>c<s>)

— | Tt = Thu € K.

Por lo tanto, T,(D(T,)) C K

Con el objetivo de aplicar el Teorema de Krasnoselskii, veamos que el operador 7 es com-

pacto.
= T, es continuo:

Consideremos una sucesion de funciones {u,}nen C K, r que converge a una funcion u €
K, R, es decir, [Ju, — u|lcc — 0 cuando n — oo, y veamos que la sucesion {7 up nen converge
a Thu. Para ello, nos centraremos inicamente en el primer término de 7y, ya que el segundo es

una constante. Para todo n € N, se tiene que

0<or<u,(t)<R, Vtel,
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y, por lo tanto,
O<or<u(t) <R, Vtel.

Esto tltimo nos permite aplicar la continuidad de f en (0, 00) para llegar a que

lfm fun(t)) = f(u(t)), Vtel

n—oo
Ahora, por continuidad de Gp[a] en I x I, se tiene que

Gplal(t,s)g(s)f(un(s)) — Gplal(t,s)g(s)f(u(s)) enct.p. s€ Iy Vtel.

Ademas, al ser f € C([or, R]), tenemos que existe C; > 0 tal que 0 < f(u,(s)) < Cy, para
todo s € I. Asi, tomando M como se define en (4.6), tenemos que |Gpla](t, s)g(s)f(un(s))| <
MCig(s) € LY(I).

Por lo tanto, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
Tyun, — Thu cuando n — oo, Vt e I.
Y, como MC1g(s) es independiente de ¢, se tiene que

| Taun — Thtl||oo — 0 cuando n — oo.

= 7, lleva conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos:

Sea B C K, p C C(I) un conjunto acotado. Entonces, existe Ry > 0 tal que ||u|l < Ry, para

todo u € B. Como 0 < or < wu(t) < R, se tiene que existe Cy > 0 tal que 0 < f(u(t)) < Cs, para
todou € Bytel. Asi,

T T T
| Tat]| 0o < )\/ Mg(s)f(u(s))ds +~* < /\MC’Q/ g(s)ds +~* = )\MCQ/ g(s)ds +~v*=C
0 0 0
Es decir, T)(B) esta acotado.

Como T)(B) C C(I), por el Teorema de Arzela-Ascoli, basta ver que T)(B) es equicontinuo

para demostrar que es compacto. Para ello, sean u € B y t1 < tg, t1,t3 € [0,T]. Entonces,
T
u(ty) — u(t2) ZA/ (Gplal(t1, s) — Gplal(t2, s)) g(s) f (u(s)) ds
0

T
+/ (Gplal(t1,s) — Gplal(te, s)) c(s) ds.
0

Como Gpla] es continua en el compacto I x I, se tiene que G'p[a] es uniformemente continua
en I x I. Asi,

Ve >0, 30 > 0 tal que si [t; — t2| < 0 = |Gpla|(t1,s) — Gpla](t2,s)| < e, Vs € 1.
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Y, por tanto,

ult) — u(ts)] < AeCh /OTg(S) ds—i—e/OTc(s) ds = ¢ <A02 /OTg(s) ds—l—/OTc(s) ds> _

Coémo, J y C no dependen de u, se tiene que T(B) es equicontinuo y, por tanto, compacto.

De esta forma, el operador 7, es compacto y podemos aplicar el Teorema de Krasnoselskii

(4.7). Para ello tomamos los siguiente conjuntos:
QY ={ueK : ||uloo<r}, Q={ueK: ||ul|lo<R},

de forma que 0 € Q; C Q1 C Qg y que K N (Qg \ Ql) = K, r. Y se tiene que T, tiene un punto
fijo en K, g, lo que significa que el problema (4.1] . tiene al menos una solucién en K, g. U

Para probar la existencia de soluciones para el problema (4.1} . haciendo uso del anterior
teorema, necesitaremos una serie de lemas auxiliares que demostraremos a continuacién. Estos

nos permitiran deducir condiciones suficientes para aplicar el teorema.

Lema 4.10. Supongamos que las condiciones (HO0), (H1), (H2), (H3) y (H4) se cumplen. En-
tonces, para cada R > ~* existe \g(R) > 0 de forma que, para todo 0 < A < A\o(R), se tiene

1Tau]| oo < ||tt|loo, Yu € K con ||u|leo = R.

Demostracion. Fijemos R > ~v* y sea u € K con |lu]c = R. De esta forma

u € K = minu(t) > o||ul|oc = oR
tel — wu(t) € [oR,R], Vtel.
lu|loo = R = I?gxu(t) =R

Ahora, definiendo
R—9"

M
E%x ]f u) [y g

Mo(R) =
y tomando 0 < A < A\g(R), se tiene que, para todo t € I,

Tault) = A / Gplal(t, $)g(s)f (u(s)) ds + (1)

T
<X [ Mgy ; d — \M ds 4+ ~*
/ uen[ge;gR]f (u)ds 4~ uer[%%%XR]f (u) /0 g(s)ds 4+~

T
< M(R)M mix f() [ gls)ds+9" = B =l
u€[oR,R] 0

Como consecuencia, || Txt|oo < ||co- O
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Lema 4.11. Supongamos que las condiciones (HO0), (H1), (H2), (H3) y (H4) se cumplen. En-

tonces, para cada r > 0 existe \o(r) > 0 de forma que, para todo X > A\o(r), se tiene

[Txulloo > l[ulloo, Yu € K con [Jufloc = 7.

Demostracion. Fijemos r > 0y sea u € K con ||u|lcc = 7. Razonando como antes, sabemos que

u(t) € [or, r] para todo t € I. Definiendo

Ao(r) == r > 0,

m min f(u) fOTg(s) ds

u€lor,r)

y tomando A > A\o(r), se tiene que, para todo t € I,
T
Tault) = [ Glal(t.s)g(6s)f(us)) ds +(0)
0

T T
> )\/ mg(s) min f(u)ds+ v« = Am min f(u)/ g(s)ds + v«
0 0

u€lor,r] u€lor,r]

T
> o(r)m min f(u) /0 g(s)ds +7e > 7 = [lufloe.

u€lor,r]
Como consecuencia, || Txt|loo > ||co- O

Lema 4.12. Supongamos que las condiciones (H1), (H2), (H3) y (H4) se cumplen y que c(t) = 0.
Entonces, si fo =0, eziste ro(\) > 0 de forma que, para todo 0 < r < ro()), se tiene

I Tatlloo < ||tt|lcos Yu € K con ||u]loo = 7.

Demostracion. Como fo = 0, para ¢ = £(\) > 0, existe ro(A) > 0 tal que @ <e

_ 1
M fOT g(s)ds
para todo 0 < u < 79(A). O lo que es lo mismo, f(u) < eu para todo 0 < u < 79(A).

Fijando 0 < r < ro(A\) y tomando u € K con ||u||sc = r, para todo t € I se tiene que
T
Tou®) = [ Grlal(t,9)g()f (u(s)) ds
0
T
< )\/ Mg(s)eu(s)ds
0
T T
< )\M/O Mg(s)e||u)|oo ds = )‘M5Hu||00/0 g9(s)ds = ||u|oo-

Como consecuencia, || Txt|loo < ||co- O

Lema 4.13. Supongamos que las condiciones (HO0), (H1), (H2), (H3) y (H4) se cumplen. En-

tonces, si fo = oo, existe ro(N\) > 0 de forma que, para todo 0 < r < r9(\), se verifica

I Tatlloo = ||tt||lcos Yu € K con ||u]loo = 7.
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Demostracion. Razonando como antes, ya que fo = oo, para L = L(\) = —21—— > 0,
Amo [ g(s)ds
existe ro(A) > 0 tal que f(u) > Lu para todo 0 < u < ro(\).
Fijando 0 < r < r9(\) y tomando u € K con ||u||s = 7, para todo ¢t € I se tiene que
T
Tou(®) = [ Grlalt )g()f(uls) ds + (1)
0
T
> )\/ mg(s)Lu(s)ds + v«
0
T
>l [ g(s)olfulds -+ .
0
T
> amLofule [ g(s)ds = .
0
Como consecuencia, || T t|loo > ||co- O

Lema 4.14. Supongamos que las condiciones (HO0), (H1), (H2), (H3) y (H4) se cumplen. En-
tonces, si foo = 0, emiste Ro(\) > 0 de forma que, para todo R > Ro(\), se tiene

I Tat]loo < ||t|loo, Yu € K con ||u]lso = R.

Demostracion. Como foo = 0, para e = g()\) = W > 0, existe Ry(A) tal que f(u) <eu
0

para todo u > R;(A) > 0. Finalmente definimos Ry(A) := max{RlT(A), 2v*}.

Ahora, fijando R > Ry(\) y tomando u € K con ||ul|~ = R, para todo t € I se tiene que

Thult) /Gp I(t,)9(5) F (u(s)) ds + (1)

<)\/ Mg(s)eu(s)ds +~*

T
< )\M/ (s)el|ulloo ds + 7" = AM&HUHOO/ g(s)ds +~*
0
R
N e
Como consecuencia, || Tat|loo < ||co- O

Lema 4.15. Supongamos que las condiciones (HO0), (H1), (H2), (H3) y (H4) se cumplen. En-
tonces, si foo = 00, existe Ro(\) > 0 de forma que, para todo R > Ro()\), se verifica

[Txulloo 2= [[t]lo, Yu € K con |lufloc = R.

Demostracion. En este caso, como fso, = 00, para L = L(\) = m > 0, existe R1(A) >0
RO
e

tal que f(u) > Lu para todo u > Ri(\). Definimos Ry(\) :=
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Fijando R > Ry(A) y tomando u € K con ||ul]|c = R, para todo t € I se tiene que
T
Tou(®) =X [ Grlal(t.s)g(s)f(us)) ds + (0
0
T
> )\/ mg(s)Lu(s) ds + 7«
0
T
>l [ g(s)ofulcds + 7.
0

T
> AmLoullso /0 o(s) ds = [[ulloe-

Como consecuencia, || Tat|loo > ||t co- O

Combinando los lemas anteriores, podemos llegar a los siguientes resultados que permitiran
demostrar la existencia de soluciones para el problema — en el caso de la que funcién de
Green sea estrictamente positiva. Necesitaremos distinguir dos casos, dependiendo de si v, > 0
oc(t)=0.

Teorema 4.16. Supongamos que las condiciones (H1), (H2), (H3) y (H4) se cumplen y que

v« > 0. Entonces se tiene:

1. Eziste Ao de forma que para todo 0 < X\ < Ao, el problema (4.1)-(4.2) tiene una solucion

positiva.
2. Si foo =0, el problema ([A.1)-(4.2) tiene una solucion positiva para todo X > 0.
3. Si foo = 00, existe \g de forma que para todo 0 < X < \g, el problema ([&.1)-([4.2) tiene dos

soluciones positivas.

4. Si fo >0y foo >0, emiste \g de forma que para todo A > Xg, el problema ([&.1))-([#.2) no
tiene soluciones positivas.

Demostracion. Fijando 0 < r < 7., tenemos que, para todo A > 0y u € K con ||ul/c =,

T
[Txulloo = Tau(t) = A/O Gplal(t, s)g(s) f(u(s)) ds +(t) > 1 > 7 = ||ulloo,

donde para la segunda igualdad hemos usado que todas las funciones implicadas son positivas
gracias a (H1), (H2) y (H3). Partiendo de esto, separaremos la demostracion en los distintos

Casos:

Parte 1. Fijando R > v* > v, > r, por el Lema existe A\o(R) > 0 tal que, para todo
0 < A < Ao(R), se tiene

| Tatl|oo < ||tt]|cos Yu € K con ||ulleo = R.
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De forma que, por el Teorema[1.9] el problema (4.1))-([4.2) tiene una solucién positiva.

Parte 2. Como fo, = 0, podemos tomar Rg(A\) > 0 dado por el Lema De esta forma se tiene
que, para R > max{Ro(\),r},

[Tulloo < fulloc, Vu € K con [[ufjec = R.

Y, por el Teorema el problema (4.1)-(4.2) tiene una solucioén positiva.

Parte 3. Fijamos Ry > Ry > v* > 7, > r. De acuerdo con el Lema [4.10, existen A\o(R1) > 0y
Ao(R2) > 0 tales que, al tomar Ao = min{\o(R1), A\o(R2)}, para todo 0 < A < Ag, se cumple que

[Tulloo < l[ullos, Yu € K con [[ulloo = Ry [[Thulloc < [Julloo, Vu € K con [|uflsc = Ro.

Fijando 0 < A < Ao, como fs = 00, gracias al Lema existe Ro(A) > 0 tal que, para
todo R > Rp(\), se tiene

| Tat]| oo = ||tt|loo, Vu € K con ||t = R.

Asi, tomando R > max{Ro()\), Ra}, se tiene que, por el Teorema existen dos soluciones
positivas uj, ug € K para el problema (4.1)-(4.2)), tales que

r < utlloe < R1 < Ra < [lusl|s < R.

Parte 4. Por (H3) sabemos que la funcién f es estrictamente positiva. Esto junto con fo > 0
¥ foo > 0, nos permite deducir la existencia de L > 0 tal que f(u) > Lu para todo u > 0.

Definimos
1

Ao = .
mo L fOT g(s)ds

Por reducciéon al absurdo, supongamos que para A > Ag existe una solucién positiva u del

problema ([4.1)-(4.2). Entonces u € D(T3) y Ta(u) = u. Asi,
T
[ulloo = [ITxulloo = Txu(t) = A/O Gplal(t, s)g(s)f (u(s)) ds +~(t)

T

> /\/ mg(s)Lu(s) ds + v«
0
T T

> )\/ mg(s)Lo||ullco ds + 74 = /\mLUHuHOO/ g(s)ds + v«
0 0

T
> MomLalulo [ g(s)ds + 7 =l
0
y llegamos a una contradiccion. O

Teorema 4.17. Supongamos que las condiciones (H1), (H2), (H3) y (H4) se cumplen y que

c(t) = 0. Entonces se tiene:
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1. Si fo = 00 0 foo = 00, entonces existe A\g > 0 tal que para todo 0 < X < Ao, el problema
(4.1)-(4.2)) tiene una solucion positiva.
2. Si foo = 0, entonces existe \g > 0 tal que para todo X > Ny, el problema ([A.1)-[.2) tiene

una solucion positiva.

3. Si fo =00y foo =0, entonces el problema (4.1))-(4.2)) tiene una solucion positiva para todo
A>0.

4. Si fo = 00 y foo = 00, entonces existe Ao tal que para todo 0 < X < )Xo, el problema

(4.1)-(4.2) tiene dos soluciones positivas.

5. Si fo =01y fo = 00, entonces el problema ([4.1))-(4.2)) tiene una solucion positiva para todo
A>0.

6. Si fo =01y foo =0, entonces existe \g > 0 tal que para todo X > Ao, el problema (&.1))-(4.2)

tiene dos soluciones positivas.

7. Si fo >0y foo > 0, entonces existe \g > 0 tal que para todo X\ > o, el problema ([4.1])-(4.2)

no tiene soluciones positivas.
Demostracion. Parte 1. Fijamos R > v* = 0. Por el Lema existe A\g = Ag(R) > 0 tal que,
para todo 0 < A < A\o(R), se tiene
[T ulloo < [lullos, Yu € K con [|ulloc = R.

Fijado 0 < A < \g, podemos distinguir dos casos:

(i) fo = oo: Por el Lema existe ro(A) > 0 tal que, para todo 0 < r < ro(A), se tiene
I Tatt]loo > ||t|loo, Yu € K con ||ullec = 7

Por lo tanto, tomando r < min{R,ro(\)}, por el Teorema se tiene que el problema

(4.1)-(4.2) tiene una solucion positiva.
(ii) foo = 00: Por el Lema existe Ry(A\) > 0 tal que, para todo R' > Ry()), se tiene
[Tatlloo > [[ulloo, Vu € K con [|ullec = R

Asi, tomando r > max{R, Ro(\)}, por el Teorema se tiene que el problema (4.1))-(4.2))

tiene una solucién positiva.

En ambos casos, se tiene que el problema (4.1)-(4.2)) tiene una soluciéon positiva.

Parte 2. Fijamos r > 0 y por el Lema [4.11] existe A\g = Ao(r) > 0 tal que, para todo A > \o(r),

se tiene

I Tatllco = ||t|loo, Yu € K con |Julloc =7
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Fijando A > \g, como f, = 0, por el Lema existe Rp(A) > 0 tal que, para todo R > Ry(\),
se tiene

| Tat]|oo < ||tt]|cos Yu € K con |[ullec = R.

De manera que, fijando R > méx{Ry()),r}, por el Teorema se tiene que el problema (4.1])-
(4.2)) tiene una solucion positiva.

Parte 3. Sea A > 0. Como fy = oo, por el Lema existe r9(A) > 0 tal que, para todo
0 <7 <rp(A), se tiene
[Txulloo 2 flulloo, Y € K con [Juf|oe = 7.

Fijado 0 < r < ro()\), como foo = 0, por el Lema |4.14] existe Ro(A\) > 0 tal que, para todo
R > Ro()), se tiene
[Txulloo < [[t]loc, Yu € K con |ull = R.

Tomando R > max{r, Ry(\)}, por el Teorema se tiene que el problema (4.1))-(4.2)) tiene una

solucién positiva.

Parte 4. Fijamos Ry > R; > v* = 0. De acuerdo con el Lema existen A\g(R1) > 0y
Ao(R2) > 0 tales que, al tomar Ao = min{\g(R1), Ao(R2)}, para todo 0 < A < g, se cumple que

[Ttlloo < llullo, Vu € K con [[ulleo = Ry [[Thulloo < [Julloo, Vu € K con [|ulloc = Ro.

Fijando 0 < A < \g, como fy = 0o, gracias al Lema existe ro(A) > 0 tal que, para todo
0 < r <mrg(N), se tiene
I Tatllco = ||t|loo, Yu € K con ||ul|oc =T

Fijamos 0 < r < min{Ry,70(\)}. Por otro lado, como fs, = oo, por el Lema existe
Ry(A) > 0 tal que, para todo R > Ry(\), se tiene

[Tulloo = [ulloe, Yu € K con [[uflec = R.

Finalmente, fijamos R > max{Ry(\), Ra}. Asi, por el Teorema se tiene que el problema
(4.1))-(4.2) tiene dos soluciones positivas uj,us € K tales que

r < JJutllso < R1 < Ro < |lugljs < R.

Parte 5. Sea A > 0. Como fo = 0, por el Lema existe ro(\) > 0 tal que, para todo
0 < r <r(A), se tiene
[Tulloe < ltfloc, Yu € K con |ufloc = 7.

Fijamos 0 < 7 < 79()\). Como fs = 00, por el Lema existe Ro(A\) > 0 tal que, para todo
R > Ro()), se tiene
[T ulloo = [Jullos, Yu € K con [|ullec = R.
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Asi, tomando R > méx{r, Ro(\)}, por el Teorema se tiene que el problema (4.1))-(4.2) tiene

una solucién positiva.

Parte 6. Fijamos rg > r; > 0. De acuerdo con el Lema existen Ag(r1) > 0y Ao(r2) > 0
tales que, al tomar Ao = max{Ao(r1), Ao(r2)}, para todo A > Xg, se cumple que

[Taulloo = [Jullos, Yu € K con [lulloc =71y [|Taulloc 2 [ltfloc, Vu € K con [ufloe = 72
Fijando A > Ag, como fy = 0, por el Lema existe 7o(A) > 0 tal que, para todo 0 < r <

ro(A), se tiene

[Txulloo < flulloo, Yu € K con [Juflog = 7.

Tomamos r < min{ry,ro(\)}. Por otro lado, como fs = 0, por el Lema existe Ro(\) > 0
tal que, para todo R > Ry()\), se tiene

[T ulloo < [ulloc, Yu € K con [[uljoc = R.

Finalmente, tomamos R > méx{r, Rg(\)}. Asi, por el Teorema , se tiene que el problema
(4.1))-(4.2) tiene dos soluciones positivas uj,us € K tales que

r < utlloo <71 <72 < U)o < R.

Parte 7. Mismo argumento que en la Parte 4 de la demostracion del Teorema [£.16] O

Observacion 4.18. Notese que la ecuacion de Hill tratada en la Observacion [4.1] verifica:

e fl@) 1

fO acir(()l+ T :ELIOH+ 2 e

_ 1

foo = lim @: lim —- =0
r—00 I T—00 T

Ademas ¢(t) = 0. Por lo tanto, si o > 0,65676 (Observacion [3.25)), se cumple (H1) y podemos
aplicar la Parte 3 del Teorema concluyendo que el problema modelado en el Ejemplo

tiene una solucién positiva para todo A > 0.
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