ESTRUCTURA DE UNA APLICACION LINEAL

MARIA J. VALE GONSALVES

1. Introducciéon

Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensién n y f un endomorfismo cuyo polinomio caracteristico
tiene sus n raices en K. En este trabajo se prueba el teorema de Jordan que afirma que f tiene una forma
canoénica de Jordan y en particular que f es diagonalizable si, y solo si, la multiplicidad de cada autovalor de f
coincide con la dimension del subespacio de vectores propios asociado a ese autovalor. Se prueba el teorema de
Cayley-Hamilton, segtin el cual todo endomorfismo es raiz de su polinomio caracteristico. Se define el concepto
de endomorfismo nilpotente y se prueba el teorema de descomposicion de Jordan-Chevalley que dice que todo
endomorfismo de V' tiene una tnica expresiéon como suma de un endomorfismo nilpotente y un endomorfismo
diagonalizable que conmutan. A partir de este teorema se pueden calcular las potencias de f cuando se conocen
sus autovalores.

2. Forma canodnica de Jordan

Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K de dimensiéon n > 1.
Definicién 2.1. Una combinacion lineal de los elementos v1,...,v, € V es una suma
-
Z)\ivi, )\iEK, 1=1,...,7.
i=1

Si S es un subconjunto finito de V| se llama subespacio generado por S, y se denota por (S), al conjunto de
todas las combinaciones lineales de los elementos de S.

Un subconjunto ordenado B = {v1,...,v,} de V es una base de V si el conjunto {vy,...,v,} genera V; en
particular, los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes.
i)
Denotaremos por C = {ey,...,en}, i =(0,...,1,...,0), i =1,...,n, la base candnica de K.

Si S es un subconjunto de V', entonces (S) es el menor subespacio de V' que contiene a S.

Definicién 2.2. Un endomorfismo f de V' es una aplicacién lineal f: V — V.

Denotaremos por Endg (V) el conjunto de endomorfismos de V. Endg (V) es una K-algebra, es decir un
espacio vectorial sobre K y un anillo con las operaciones dadas por

(f+9)w) =fw)+g(v), AN))=Af(v), (g0f)v)=g(f(v)),

y tales que
(Aglof=go(Af)=A(fog),
para todo f,g € Endg(V), \e KyveV.



Definicién 2.3. Sean B = {vy,...,v,} y B’ = {v],...,v),} bases de V' y f es un endomorfismo de V. Si

la matriz

fBB =
an1 .. Qpp

se llama matriz asociada a f respecto a las bases By B’. Si B = B’ denotaremos por fg la matriz fgg.

Definicién 2.4. Sean B = (vy,...,v,) y B’ = (v],...,v],) bases de un espacio vectorial V' y sea

n

/ .

Ui:E aj;vi, t=1,...,n.
j=1

La matriz
ailr ... Qin

idB/B ==
se llama matriz de cambio de base de B’ a B.

Definicién 2.5. Se dice que las matrices A, B € M, (K) son semejantes si existe una matriz regular P € M,,(K)
tal que P~'AP = B.

La relacion “semejantes” es una relacion de equivalencia en el conjunto M, (K).

Ejemplo 2.6. Si f: V — V es una aplicacion lineal y B y B’ son bases de V, entonces las matrices fg y fp
son semejantes. En efecto, fgr = idpp’ fpidp/B.

Definicién 2.7. Sea f un endomorfismo de V. Se dice que un escalar A € K es un autovalor o valor propio de
f si existe un vector v € V, v # 0, tal que f(v) = Av. Un vector v € V, v # 0, tal que f(v) = Av se llama
autovector o vector propio de f asociado a .

Definicién 2.8. Se llama polinomio caracteristico de A al polinomio P4 (X) = det(4A — X1I).
Proposicion 2.9. Matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion. Si A,B € M,(K) son semejantes, entonces existe una matriz regular P € M, (K) tal que
P~'AP = B, y entonces
Pp(X) =det(B — XI) = det(P~*AP — XI) = det(P"'AP — XP~'IP)
=det(P~*AP — P~YXI)P) = det(P~'(A - XI)P)
:det(P_l) det(A — XI) det(P) = det(A — XI) = P4(X). O

Definicién 2.10. Si f es un endomorfismo de V, se llama polinomio caracteristico de f al polinomio Py(X) =
P, (X), siendo fp la matriz asociada a f respecto a una base B de V.

Observacion 2.11. El polinomio caracteristico de f no depende de la base de V' considerada. En efecto, si B y B’
son bases de V', entonces las matrices fp y fp son semejantes. Por la proposicion 2.9, Py, (X) = Py, (X).

Proposicion 2.12. Si f es un endomorfismo de V, entonces A es un autovalor de f si y solo si \ es una raiz
del polinomio caracteristico de f.



Demostracion. Si A es un autovalor de f existe v € V. v # 0, tal que f(v) = Av, es decir (f — Aidy)(v) = 0.

Sea B = (v1,...,v,) una base de V'y v = z1v1 + ... + x,v,. Se tiene
T 0
A autovalor de f < (fp — AI) = < P (\) =det(fp — \) = 0. |
Tp 0

Definicién 2.13. Se dice que la matriz A € M,,(K) es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal, es
decir, si existe una matriz regular P € M, (K) tal que

A0 ... 0

1 0 X ... O
P AP = . . .
0 0 ... X\

Se dice que un endomorfismo f es diagonalizable si existe una base B de V tal que la matriz asociada a f
respecto a B es una matriz diagonal; es decir si existe una base B formada por vectores propios de f.

Definicion 2.14. Se llama bloque elemental de Jordan de orden r asociado al escalar A € K a la siguiente
matriz triangular superior:

A1 0 ... 0
0O X1 ... 0
K= i 0 | eM(K)
0 0 0 1
0 0 0 A
Ejemplo 2.15.
v 1 A1 0
B=n =0 4) #=(0
0 0 X
Definicién 2.16. Una matriz de Jordan es una matriz triangular superior de la forma:
JP0 .0
0o Jz2 ... 0
0 0o ... J;
donde las matrices J;:i, son bloques elementales de Jordan de orden r;, parai = 1,...,s. Si f es un endomorfismo

de V' y B es una base de V respecto a la cual la matriz asociada a f es la matriz de Jordan J se dice que B es
una base de Jordan para f 'y que J es una forma candnica de Jordan o también una forma de Jordan para f.

Lema 2.17. Sea f un endomorfismo de V. La aplicacion ®;: K[X] — End (V') dada por
Di(amX™+...+ag) =anf"+...+aoidy,

es un homomorfismo de K-dlgebras, es decir, es una aplicacion lineal y verifica que @ (q(X) h(X)) = @;(g(X))o
O ((h(X)), para cualesquiera ¢(X), h(X) € K[X]. Denotaremos ®;(q(X)) por q(f).

Demostracion. La demostracion es inmediata. O

Observacion 2.18. Obsérvese que de la conmutatividad del producto de polinomios de K[X] se deduce que dos
endomorfismos de la imagen de ®; siempre conmutan, es decir

qa(f) o h(f) = h(f) o q(f)-



Lema 2.19. ([1, Lema 1, p. 319]) Sea f un endomorfismo de V., A un autovalor de f.

(1) Se tiene la siguiente cadena creciente de subespacios de V:

0 C Nuc(f — Aidy) € Nuc(f — Aidy)? C ... C Nuc(f — Aidy)? C ...

(2) FEziste g € N tal que Nuc(f — Midy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > q.

Demostracion. (2) Dado que V tiene dimensién finita, existe ¢ € N tal que Nuc(f —Aidy )? = Nuc(f — Aidy )7+,
Veamos que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy )™, para todo m > ¢. Pongamos m = ¢ + r, r > 1. Razonemos
por induccién sobre r. Para r = 1 el resultado es cierto. Supongamos el resultado cierto para r —1 > 1y
veamos que es cierto para r. Si v € Nuc(f — Aidy )9, entonces (f — Midy )77 (v) = 0, de donde se sigue que
(f — Aidy)9T "= f — Xidy)(v) = 0, es decir (f — Aidy)(v) € Nuc(f — Aidy )?t"~L. Por hipétesis de induccion,
Nuc(f — Midy )27 =1 = Nuc(f — Nidy)?. Asi, v € Nuc(f — Nidy )9 = Nuc(f — Xidy)9. O

Lema 2.20. Sea f un endomorfismo de V, A\ un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal que
Nuc(f — Aidy))? = Nuc(f — Aidy))™, para todo m > q. Consideremos la cadena creciente de subespacios de V

0 C Nuc(f — Nidy) € Nuc(f — Mdy)? € ... € Nuc(f — Nidy)?.
Sea F;, 2 < i < q, un subespacio suplementario de Nuc(f — Nidy)*~1 en Nuc(f — Aidy)?,
Nuc(f — Midy)? = F; @ Nuc(f — Nidy)"™ !,
y sea B; = {v1,...,v.}, una base de F;. Se tiene
(1) El conjunto
(f = Nidv)(B;) = {(f — Aidv)(v1), ..., (f — Aidv)(v,)} C Nue(f — Aidy)" ™,
es linealmente independiente.
(2) {((f = Aidy)(B:)) N Nuc(f — Aidy)™? = {0}, para 3 <i <q.
Demostracion. (1) Supongamos que
iaj(f —Aidy)(v;) =0, a; €K, j=1,...,1
j=1
equivalentemente

(f = Aidvy) (Z ajv;) = 0.

J=1

Entonces, para i > 2

> " ajv; € Nuce(f — Xidy) N F; € Nue(f — Xidy)' ™' N F; = {0},

j=1
luego aj =0 para j=1,...,7.
(2) Sea
v=">_a;(f— Aidy)(v;) € Nuc(f — Aidy )",
j=1
Se tiene

(f = Xdy) (> a;(f = Nidv)(v;)) = 0.

J=1



Asi,

> ajv; € Nue(f — Xidy) ™' N F; = {0},
j=1

de donde se sigue que a; =0, para j = 1,...,r, y por tanto v = 0. O]

Definicion 2.21. Sean Uy, ..., U, subespacios de V. Se dice que la suma Uy + ...+ U, es directa y se denota
por Ui @ ...® U si verifica

uin()_Uj) ={0}, i=1,...,s.
J#i
Lema 2.22. Sean Uy,...,Us subespacios de V tales que Uy + ...+ Us, =U; B ... Us. Si B; es una base de
U;,1=1,...,s, entonces Ule B; es una base de Uy + ...+ Us.

Demostracion. Pongamos B; = {v;1,...,0i, }, @ = 1,...,s. El conjunto Ule B; es un conjunto de generadores
de Uy + ...+ U,. Veamos que es linealmente independiente. Si

T1 Ts
E a15V14 + ...+ E UsjVsj = 0,
Jj=1 Jj=1

entonces

T
Zaijvij € Uiﬂ(ZUj), i=1,...,s.
Jj=1 J#i

Puesto que la suma es directa
T
E al—jvij:O, iil,...,S,
Jj=1

y por ser B;, ¢ =1,...,s, linealmente independiente,

Asi, a;; =0, paratodo j=1,...,7m,i=1,...,s. O

Proposicion 2.23. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal
que Nuc(f — Nidy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > q. Se tiene

Ff(Nuc(f — Aidy)?) € Nuc(f — Aidy)4.
Demostracion. (1) Si v € Nuc(f — Aidy )9, entonces (f — Aidy)?2f(v) = f(f — Nidy)?(v) = 0. O
Denotaremos por fy el endomorfismo restriccion de f a Nuc(f — Aidy)?

fa: Nue(f — Aidy)? — Nuc(f — Aidy)?
v— f(v)

Teorema 2.24. Sea f un endomorfismo de V- y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal que
Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > q. Eziste una base By de Nuc(f — Aidy)? tal que la matriz
asociada a fy respecto a By es una matriz de Jordan.

Demostracion. Consideremos la cadena de subespacios de V
{0} € Nuc(f — Nidy) € Nuc(f — Nidy)? € ... € Nuc(f — MNidy )4

Sea F, un subespacio suplementario de Nuc(f — Aidy)?~* en Nuc(f — Xidy )9 y sea By = {vq1,...,Vgm, } una
base de F,. Pongamos g = f — Aidy. Por el lema 2.20, el conjunto g(B,) es un subconjunto de Nuc(f — Aidy )9~ *



linealmente independiente y (g(B,)) N Nuc(f — Aidy)?~2 = 0. Completamos g(B,) a una base B,_; de un
subespacio Fy,_1 suplementario de Nuc(f — Xidy)?972 en Nuc(f — Aidy)?7!. Se tiene

By1={vg-11,- s Vg-1my_r}, 9(Vgi) =vq-14, i=1,...,my.

Siguiendo asi, sucesivamente se obtiene una base By = {va1,...,v2m,} de un subespacio Fs, suplementario de
Nuc(f — Aidy) en Nuc(f — Aidy)?, y completando g(Bs) obtenemos una base By de Nuc(f — Aidy ) tal que

By ={vi1,.-sV1m, }, ¢g(ve;)=wv14 t=1,...,ma.

Se tiene:
Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Nidy)? ' @ F, = Nuc(f — Nidy)? 2@ F,_, ® F,
=...=Nuc(f-Aidy)B F@...8 F,.

Por el lema 2.22, los m; + ...+ m, vectores asi construidos forman una base de Nuc(f — Aidy)9.
El cuadro 1.1 esquematiza la construccion de esta base de Nuc(f — Aidy )2

By |vqa | Vgmg

Bg-1|9(vq1) - 19(vgmg) Vg—1mg+1 ~|Yg—1mg_y

By 9" 200a) |- [0 amg) |9 (atmgi) |- |9 (Va—tmgs) |- [v2mars |- |vomg

B g7 T (va)]... gq_l(vqmq) gq_Q(’Uq—1mq+1) gq_Q(Uq—1mq,1) 1 9W2ms11) || 9(Wamy) [Vimot1 |- - [ Vimg

Cuadro 1: Base de Nuc(f — Aidy)?

Escribiendo estos vectores por columnas y empezando la tltima fila del cuadro 1.1 obtenemos la siguiente base
de Nuc(f — Aidy)%:

B)\ :{gq_l(vq 1)7 e ag(vql)avq 1}U na U {gq_l(vqmq)v cee vg(vqmq)7vqmq}u

U{gq*2(vq_1mq+1), . 7Uq—1mq+1} U...uU
U{gq_z(’l}q,1 mq71)’ T 7Uq71mq,1} U...U
U{'Ulm2+17 e ,Ulml}.

Denotemos por Jy la matriz asociada a f) respecto a B). Las m, primeras columnas del cuadro 1.1 dan cada
una un bloque elemental de Jordan de orden g. En efecto, para j = 1,...,mg, se tiene

F(g7 (vgy)) = (f = Midv) (97 H(vg)) + g™ H(vgs) = Ag™*(vg5),
F(g° 7 (0g3) = (f = Xidv) (9 (vgy)) + Ag? 2 (vg5) = g7 (vg5) + Ag® 2 (vgy),

f(vgg) = (f — Aidv)(vgs) + Avgy = g(vg;) + Avg;.

Por tanto hay m, bloques elementales de Jordan colocados en la diagonal de J). Anélogamente, dado que
cada una de las siguientes my_; — my columnas define un bloque elemental de Jordan de orden ¢ — 1, tenemos
mg—1 — Mg bloques elementales de Jordan de orden ¢ — 1 en la diagonal de Jy. Siguiendo este proceso llegamos
a las my; — mg tltimas columnas del cuadro 1.1 que proporcionan m; — me matrices de Jordan de orden 1 en la
diagonal de Jy. La matriz Jy es una matriz de Jordan y dim Nuc(f — Aidy) = m; es el namero total de bloques
elementales de Jordan que hay en J). O]



Definicién 2.25. Se dice que A € K es una raiz de multiplicidad r del polinomio ¢(X) € K[X] si g(A) =0y
q(X) = (X =) e(X),  ¢(A) #0.

Proposicion 2.26. Sea f un endomorfismo de V' y A un autovalor de f de multiplicidad r. Si q es el menor
entero positivo tal que Nuc(f —Aidy)? = Nuc(f —Xidy)™, para todo m > q, entonces dimy Nuc(f—Aidy)? =r.

Demostracion. Supongamos que dimp Nuc(f — Aidy)? = s. Queremos probar que s = r. Si B’ = {v1,...,vs}
es una base de Nuc(f — Aidy)? y B = {v1,...,v,} es una base de V', entonces
aiq o Qs A1s+1 a1n
a1 ... Qisg
fB _ Qg1 ... Qgg Agss41 ce Qgn (f)\)B/ _
0 ce 0 As4+1s4+1 -+ Qs41n ’
. . A1 <o Qss
0O ... 0 Ons+1 cee Gpn
Pongamos B” = {vs41,...,0,}, L = (B"”) y consideremos el endomorfismo h: L — L cuya matriz asociada

respecto a la base B” es la matriz
As41s+1 -+ Qs41n
hB// =
Aps+1 cee Apn
Por la demostracion del teorema 2.24, Py, (X) = (—1)°(X — A)°. Luego
Py(X) = det(fa — X1) = Pp, (X) Pa(X) = (~1)*(X — N)*Py(X).
Veamos que Py (\) # 0. Supongamos que Pj,(\) = 0, es decir, que A es un autovalor de h. Existe un vector

v = Z wiv; € L, v #0,

Jj=s+1

tal que h(v) = Av. Se tiene
(f = Mdy)(8) =f(®) ~ Ao = f(0) — h(v) =

= Z Ngf(“j)_ Z Mjh(vj)
j=s+1 j=s+1

n n n

= D mQ ) = Y (Y arjue)
k=1

Jj=s+1 j=s+1 k=s+1
n n n n
=D (D0 miawoe— Y (D pjan;)vk
k=1 j=s+1 k=s+1 j=s+1
S n
=>» ( Z piak;) v € Nuc(f — Xidy )9,
k=1 j=s+1

Asi, v € Nuc(f — Aidy )7 = Nuc(f — Nidy)?. Por tanto v € Nuc(f — Aidy)? N L = {0}, lo cual es una
contradicciéon. Por tanto s = r. O

Corolario 2.27. Sea f un endomorfismo de V', A un autovalor de f de multiplicidad r y q el menor entero
positivo tal que Nuc(f — Nidy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > q. Se tiene que Nuc(f — Aidy)? =
Nuc(f — Aidy)".



Demostracion. Dado que dimg Nuc(f — Nidy)? = r, se tiene que ¢ < 7. O

Lema 2.28. (|2, Lema 6.7.2]) Sea f un endomorfismo de V. Si p1(X),...,ps(X) € K[X] son tales que
m.c.d. (p;(X),px(X)) =1, para j # k, entonces

Nucp;(f) N (Y Nuepr(f)) ={0}, j=1,...,s.
k#j

Demostracion. Se tiene

ZNUCPk(f) - NUC(HPk(f))~ (1)

k#£j k#j

Dado que los polinomios p;(X) y [, oy pr(X) son primos entre si, por el teorema de Bezout existen polinomios
a(X),b(X) € K[X] tales que

a(X) p;(X) +0(X) [ or(x) = 1.
k]

Por tanto

a(f)pi(£)+(f) []por(f) =idy.
k#j

Si v € Nucp;(f) N Nuc ([[,; pr(f)), entonces
v=a(f)p;(F))+b(f) [[pe(Hw)=0+0=0.
k#j
Luego Nucp;(f) N Nuc(Hk# pi(f)) = {0} y el resultado se sigue de (1). O

Proposicion 2.29. Sea f un endomorfismo de V y sea Pr(X) = (—=1)"(X — A)™ .. (X =A™, N € K,
Xi # Nj, sii # j. Sea q; el menor entero positivo tal que Nuc(f — Njidy)% = Nuc(f — A;idy)™, para todo
m; > q;, 1 =1,...,5. Se tiene

V = Nuc(f — Midy)? & ... & Nuc(f — Asidy)%.

Demostracion. Dado que m.c.d. (X — \;)%, (X — \;)¥) = 1, para i # j, se tiene que
Nuc(f — Midy)® + ... + Nuc(f — Asidy )% = Nue(f — Aidy)? @ ... & Nuc(f — Agidy)%.
Por la proposicion 2.26, dimg Nuc(f — A;idy)% = r;, luego
S S
dimg V=n =grad P;(X)= Z r; :Z dim g Nuc(f—X;idy )% = dimg(Nue(f—Aidy )1 @. . . BNuc(f—Asidy )%,
i=1 i=1

por el lema 2.22. O
Corolario 2.30. Sea f un endomorfismo de V y sea Pp(X) = (=1)"(X —X1)™ ... (X = X)), \s € K, \i # )\
si i # j. Se tiene

V =Nuc(f — Midy)™ @ ... & Nuc(f — Agidy)"™.
Demostracion. Se sigue del corolario 2.27 y del teorema 2.29. O
Teorema 2.31. (Teorema de Jordan) Sea f un endomorfismo de V. Si

Pf(X) = (—1)n(X — )\1)T1 Ce (X — )\S)TS7 NEK, N\ 75 >‘j si 1 #]

entonces existe una base B de V tal que la matriz asociada a f respecto a esta base es una matriz de Jordan.



Demostracion. Por el teorema 2.24, existe una base By, = {v;1,...,0ir, } de Nuc(f — Nidy )%, i =1,...,s, tal

que la matriz asociada a fy,: Nuc(f — \;idy )% — Nuc(f — \;idy)% respecto a By,, i = 1,...,s, es una matriz
de Jordan. Por la proposicion 2.29 y el lema 2.22, B = {v11,...,01r;,.--,Vs1,---,VUsr, } €8 base de V. La matriz
asociada a f respecto a B es
Jy .. O
fB = )
0 ... J.
que es una matriz de Jordan. O

La forma de Jordan de f estd determinada por las dimensiones de los subespacios Nuc(f — \;idy )7, j > 1,
para los distintos autovalores A\; de f, por tanto es tnica salvo el orden de los bloques elementales de Jordan.

Corolario 2.32. Si A es una matriz de M, (K) y el polinomio caracteristico de A es de la forma
PA(X) = (—1)"(X — )\1)7,1 e (X — )\8)7“57 )\1 (S K, )\z 75 )\j sit 7éj s
entonces A es semejante a una matriz de Jordan.

Demostracion. Sea f: K™ — K™ el endomorfismo cuya matriz asociada respecto a la base canénica es A. Dado
que P;(X) = P4s(X), por el teorema de Jordan existe una base B de K™ tal que la matriz fp asociada a f
respecto a B es una matriz de Jordan. Asi, A y fp son matrices semejantes. O

Teorema 2.33. (Teorema de diagonalizacion) Sea f un endomorfismo de V.
(1) Si A es un autovalor de f de multilicidad 7, entonces dimg Nuc(f — Aidy) <.

(2) f es diagonalizable si, y solo si, Py(X) = (=1)"(X = A)™" ... (X = A)™, M€K, \i #Xj, sii#jy
dimg Nuc(f — N;jidy) =74, parai=1,...,s.

Demostracion. (1) Se sigue de la proposicion 2.26.
(2) Si f es diagonalizable, entonces existe una base B de V' tal que fp es una matriz diagonal. Si Aq,..., A
son los elementos de la diagonal principal de fg, entonces

Pr(X) = Pry(X) = (—1)"(X =A™ .o (X =A™, A £ Ay, sii# .

Ademas,
dimg Nue(f — \jidy) =n —rango(fp —MI)=n—(n—r;)=r;, i=1,...,s.

El reciproco se sigue de los teoremas 2.24 y 2.31. O
Corolario 2.34. La matriz A € M, (K) es diagonalizable si, y solo si, verifica las siguientes condiciones:
(1) Po(X)=(-1D)™"(X = M) ... (X = Xs)™, donde \; € K, para i =1,...,s, y \y # \; para todo i # j.

(2) Si f: K™ — K" es la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica es A, entonces
dimg Nue(f — N\jidgn) =14, parai=1,...,s.

Teorema 2.35. Sea f un endomorfismo de V y sea Pr(X) = (—=1)"(X — A1) ... (X = Xs)™, i € K, \i # )\
si i # j. Entonces Pr(f) = (=1)"(f — Midy)™ ... (f — Asidy)™ = 0.

Demostracion. Por el corolario 2.30,
V = Nuc(f — \idy)™ @ ... ® Nuc(f — Agidy)"™.
Si v € V, existen vectores v; € Nuc(f — Nidy)™, ¢ = 1,...,s, tales que v = v; + ... + vs. Dado que

(f —Xidy)"i(v;)) =0,i=1,...,s, se tiene

(Pr(M@) = (=1)"(f = Aidy)™ oo (f = Asidy)™ (0) = D (=1)"(f = Aidy)™ oo (f = Asidy) ™ (v) = 0. O
=1



Corolario 2.36. Si A € M,,(K) y Pa(X) = (=1)"X" + a,_1 X" ' 4+ ... + ag es su polinomio caracteristico,
entonces Pa(A) = (=1)"A" + a1 A" P+ ... +ag I =0.

Demostracion. Dado que existe un cuerpo K D K donde todo polinomio de K[X] tiene sus raices (K se llama
la clausura algebraica de K), se tiene que Pa(X) = (=1)"(X — A1) ... (X = A)"™, M € K A\ # A, sii # j.
Sea f: K™ — K™ el endomorfismo cuya matriz asociada respecto a la base canoénica es A. Dado que

Pr(X)=(—1)"(X = X)) .. (X = Ag)",
por el teorema 2.37, P;(f) = 0. Luego Py(A) =0. O

Teorema 2.37. (Teorema de Cayley-Hamilton) Sea f un endomorfismo de V y sea Py(X) = (—1)"X" +
an—1 X" 1+ ...+ ag su polinomio caracteristico. Entonces Py(f) = (=1)"f" + ap-1f"" 1+ ...+ apidy = 0.

Demostracion. Por el corolario 2.36, si B es una basede V'y A = fp, se tiene que P4(A4) = 0. Asi, Py(f) =0. O

Ejemplo 2.38. Consideremos la aplicacién R-lineal f: R* — R* dada por
flz,y,2,t) = (y — 42,52 — 92,2z + y — 62, —2t).

Se tiene que Pp(X) = (X + 2)%. La matriz asociada a f respecto a la base canénica C = {ey, €2, €3,€e4} es

01 -4 0
50 -9 0
fe=121 6 o |
0 0 0 -2
luego
21 -4 0
. . 5 2 -9 0
dimg Nuc(f + 2idge) = 4 — rango(fc + 2 1) = 4 — rango 9 1 —4 0 =4-2=2
00 00

Por tanto, una forma de Jordan de f tiene dos bloques elementales de Jordan asociados al autovalor —2. Dado
que

1 0 0-1 36

2 0 -2 36 :
(fC+2[)2: 1 0 1 0 s (fc+21)5:07

0 0 0 O

una forma de Jordan para f tiene un bloque elemental de Jordan de orden 3 y un bloque elemental de Jordan
de orden 1. Vamos a construir una base de Jordan para f. Consideremos la cadena de subespacios

. : 2 : 3 _ w4
= R = - - .
{0} € Nuc(f + 2idgs) € Nuc(f + 2idgs)* € Nuc(f + 2idgs)° =R

Se tiene
2 1 -4 0 x 0
: 52 -9 0 y 0
Nuc(f +2idgs) = {(z,9,2,t) €RY [ [ 5 7 =1 o |} =1(1000),(01,00).
00 00 t 0

Anélogamente,
Nuc(f 4 2idgs)? = ((1,0, 1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)).

Una base de un subespacio Fj suplementario de Nuc(f + 2idgs+)? en R* es B3 = {(0,0,1,0)}. Dado que
(f + 2idg4))(0,0,1,0) = (—4,—9,—4,0), una base de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f + 2idgs) en

10



Nuc(f + 2idgrs)? es By = {(—4, -9, —4,0)}. Una base de Nuc(f + 2idgs) es By = {(—1,-2,-1,0),(0,0,0,1)},
donde (—1,-2,—1,0) = (f + 2idg1))?(0,0,1,0). Una base de Jordan para f es

B={(-1,-2,-1,0),(—-4,-9,-4,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

y una forma de Jordan para f es

-2 1 0 0
0 -2 1 0
JB = 0 0 -2 0
o 0 0 -2
Ejemplo 2.39. Consideremos la matriz real
11 -2 2
4 3 -8 0
A= 11 -2 1
-1 0 1 2

Se tiene que P4, (X) = (X — 1)%.
Si f: R* — R* es la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es A;, entonces

01 -2 2 T 0
. 4 2 -8 0 0

Nue(f —ides) = {(wy,z) R | [ 7 ] 5 Y=o | =2 n0.a,-2,00).
-1 0 11 t 0

Puesto que dimg Nuc(f — idge) = 2, una forma de Jordan para A; tiene dos bloques elementales de Jordan
asociados al autovalor 1y como (A; — I)? = 0, los dos bloques elementales de Jordan son de orden 2. Vamos a
construir una base de Jordan para f. Se tiene la cadena de subespacios

{0} € Nuc(f — idps) € Nuc(f — idgs)? = R*.
Una base de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f —idgs) en R* es By = {(0,0,1,0), (0,0,0,1)}. Dado que
(f —idgs)(0,0,1,0) = (—2,—8,-3,1), (f —idgs+)(0,0,0,1) = (2,0,1,1),
una base de Nuc(f —idgs) es By = {(—2,—8,-3,1),(2,0,1,1)}. Una base de Jordan para f es
{(-2,-8,-3,1),(0,0,1,0),(2,0,1,1),(0,0,0,1)}.

Si tomamos

-2 0 2 0 1100
-8 0 0 0 01 0 0
P=1 g3 110 2=l 001 1]
1 01 1 000 1

la matriz Ja, es una forma de Jordan para A; y se tiene (P1) 1 A1 Py = Ja,.

Ejemplo 2.40. Consideremos la matriz real

-8 10 10 O

0 2 0 O
-5 5 7 0
-5 10 10 -3

Ay =

Se tiene que Pa,(X) = (X —2)%(X +3)2. Si f: R* — R* es la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto
a la base canoénica es Ay, entonces

Nuc(f — 2idga) = ((1,1,0,1),(1,0,1,1)), Nuc(f + 3idgs) = {(2,0,1,0), (0,0,0,1)).
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Por el teorema de diagonalizacion, A, es diagonalizable. Una base de Jordan para f es
{(la la 0) 1)7 (1a 07 17 1)7 (2a Oa 17 0)7 (Oa 07 07 1)}
Si tomamos

1 2

0 0
Py = 11
10

oo o
co N o
\

o wo o
w o oo

1 1
1 0
0 0 |0 T =
1 1

la matriz Ja, es una forma de Jordan para Ay y (Py) 1 AoPy = Ja,.

Ejemplo 2.41. Consideremos la matriz compleja

244 1 =2 2
0 i 0 0
Az = 0 —1 1+ 0

-1 -2 2 —1+1

Se tiene que P4 (X) = (i — X)?(1 +i — X)2. Si f: C* — C* es la aplicacién C-lineal cuya matriz asociada
respecto a la base candnica es As, entonces

Nuc(f —iides) = ((1,0,0,—-1)), Nuc(f — (1 +4)ides) = ((2,0,1,0),(—2,0,0,1))

Por tanto, una forma de Jordan de As tiene un bloque elemental de Jordan de orden 2 para el autovalor i y dos
bloques elementales de orden 1 Jordan para el autovalor 1+ 4. Se tiene

2 0 -2 2
P 0 0 0 0
(A3 —il)" = 0 -1 1 0
1 -1 2 -1

Luego
Nuc(f —dides)? = ((1,0,0,—1),(1,1,1,0)).

Una base B de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f —iidcs) en Nuc(f —iidea)? es Bo = {(1,1,1,0)},
y dado que (f —¢id¢ce)(1,1,1,0) = (1,0,0, —1), una base de Jordan para f es

{(1707 Oa _1)7 (1a 17 170)7 (2a 0) 170)? (_2707Oa 1)}

Si tomamos

11 2 -2 i1 0 0
01 0 0 0 i 0 0

Ps = 011 o AT 0 0 144 K
-1 0 0 1 0 0 0 1+

la matriz Ja, es una forma de Jordan para Asz y se tiene que (P3) 1A3P3 = Ja,.

3. Diagonalizacién simultanea de dos endomorfismos diagonalizables
que conmutan

Lema 3.1. Sean Uy,...,Us subespacios de V. SiV =U1 ®...®Us y fi; € Endg(U;), i =1,...,s, entonces la
aplicacion f1®...® fs: V =V dada por

(f1€9€9f5)(u1++u5) :fl(u1)+...+fs(us),

es un endomorfismo de V.
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Demostracion. Es inmediata. O

Teorema 3.2. ([4, Ejercicio 15-13|) Sean f y g dos endomorfismos de V' diagonalizables tales que fog = go f.
Existe una base de V' formada por vectores propios de f y g simultdneamente.

Demostracion. Sea Pp(X) = (—=1)™(X — A)™ ... (X = A)™, A € K, \; # Aj sit # j. Dado que f es
diagonalizable
V = Nuc(f — )\ﬂdv) D...D NU.C(f — )\Sidv).

Veamos que g(Nuc(f — A;idy) € (Nuc(f — A idy ). Puesto que
flg(v)) =g(f(v)) = g(A\iv) = Aig(v),

si v € Nuc(f — A;idy), entonces g(v) € Nuc(f — A;idy ).
Si gy, : Nuc(f—A;idy) — Nuc(f—A; idy ) es la restriccion de g a Nuc(f — A;idy ), parai = 1,..., s, entonces

g=gx ... DGy,

Sea B una base de vectores propios para f. La matriz asociada a g respecto a B es una matriz diagonal por

bloques
Ay ... 0

gB = s 14,‘6]\47.1,’([()7 izl,...,S.
0 ... A

Veamos que cada endomorfismo gy, es diagonalizable. Dado que g es diagonalizable,

P‘J(X) = (_1)n(X - Ml)tl ce (X - /J’m)tmv Mg € K, i 7é Mg si i 7&]?

y Pf(X) = Pa,(X)...Pa (X), el polinomio P, (X) = P4,(X) tiene sus r; raices en K. Luego, g), tiene una
forma de Jordan. Si Bﬁ\i es una base de Jordan para gy,, ¢ =1,..., s, entonces

B = U B,
=1

es una base de Jordan de g y dado que g es diagonalizable, B’ es una base de vectores propios de g. Por tanto

cada B’Ai7 i=1,...,s, es una base de vectores propios para gy,. Ademés, dado v € B’ existe i € {1,..., s} tal
que v € B}y como B\ C Nuc(f — \;idy), se tiene que f(v) = \;v, Asi, B’ es también una base de vectores
propios de f. O

Corolario 3.3. Sean Aj, Ay € M, (K) matrices diagonalizables tales que Ay Ay = Ag Ay. Existe una matriz
reqular P € M, (K) tal que P~Y Ay P y P~ Ay P son matrices diagonales.

Demostracion. Sean fy g los endomorfismos de K™ cuya matrices asociadas en la base canonica son A; y A,
respectivamente. Dado que A; As = Ay Ay, se tiene que fog = go f. Por la proposicion anterior existe una base
B de vectores propios para f y g. Si P = idgc, entonces las matrices P! A; Py P~! A, P son diagonales. [

Ejemplo 3.4. Consideremos los endomorfismos f y g de R* cuyas matrices asociadas respecto a la base canénica
son:

31 -1 -1 0 -1 1 1
B 02 0 0 | -8 -5 4 4
fe = 8 5 -3 —2 | 9T —10 -8 7 6

6 5 -3 -2 0 00 1

Se tiene que f o g = go f. Los endomorfismos f y g son diagonalizables puesto que

Pr(X) = (1= X)(2 = X)2(-1 = X), Py(X)=(2—X)(~1—X)(1 - X)2.
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dimg (Nuc(f —idgs) =1, dimg(Nuc(f — 2idrs) =2, dimg(Nuc(f + idgs) =1,
dimg(Nuc(g — 2idge) = 1, dimg(Nuc(g + idgs) =1, dimg(Nuc(f — idgs) = 2.
Vamos a buscar una base de vectores propios de f y g, simultaneamente. Dado que
Nuc(f —idgs) = {(1,0,2,0)), Nuc(f — 2idge) = ((1,0,2,-1),(0,1,1,0)), Nuc(f + idrs) = ((0,0,1, —1)),
una base de vectores propios de f es
B = {(13 0,2, 0)7 (1a 0,2, *1)a (0’ 1,1, 0)7 (07 0,1, 71)}’

y la matriz asociada a f respecto a B es

100 O
0 2 0 0
TB=1902 o
0 00 -1
La matriz asociada a g en B es la matriz diagonal por bloques
2 0 00
o 1 00
IB=1 0 -4 -1 0
0o 0 01

Sean
g1: Nuc(f —idgs) = Nuc(f —idgs), go: Nuc(f — 2idgs) — Nuc(f — 2idgs,

g—1: Nuc(f +idgs) = Nuc(f + idga),

las restricciones de g a Nuc(f — idgs), Nuc(f — 2idgs) y Nuc(f + idg4), respectivamente. Se tiene
Pu(X)=2-X, Pu(X)=(1-X)(-1-X), P, (X)=1-X.

El conjunto Bf = {(1,0,2,0)} es una base de vectores propios de g1 y B’ ; = {(0,0,1,—1)} es una base de
vectores propios de g_; Dado que

. 0 0

NUC(QQ _ldNuc(f72idR4)) :{x1<170a2a_1) +$L’2(0,1,1,0) ‘ ( —4 -2 > ( o ) = (

Nuc(gs + id idy) ={#1(1,0,2,-1) + 22(0,1,1,0) | 2 0
uc(gz 1 NuC(f—QldR4) =121, Y, 2, r2(U, 1,1, 4 0

una base de vectores propios de g es B, = {(0,1,1,0),(1,—2,0,—1)}. Se tiene

(9)p;=(2), (92)m; = ( _(1) (1) ), (9-1)p =1

La base
B’ =1{(1,0,2,0),(0,1,1,0),(1,-2,0,-1),(0,0,1, —1)}

es una base de vectores propios de g y de f simultaneamente, fg = fg y

9B =

O O O N
SO = O
O = OO
= o o o
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Poniendo

10 1 0
. 01 -2 0
P=idpe=149 1 ¢ 1 |

00 -1 -1

se tiene
Pl foP=fg, P lgcP=gp.

4. Nilpotencia. Potencias de endomorfismos y de matrices

Definicién 4.1. Se dice que el endomorfismo g de V' es nilpotente si existe un entero s > 1 tal que g° = 0. Si
g # 0 es un endomorfismo nilpotente, se llama indice de nilpotencia de g al menor entero ¢ > 2 tal que g¢=~! # 0

y g?=0.
Se dice que la matriz A € M,,(K) es nilpotente si existe un entero s > 1 tal que A°* = 0. Si A # 0 es una
matriz nilpotente, se llama indice de nilpotencia de A al menor entero ¢ > 2 tal que A9~! £ 0y A9 =0.

Proposicion 4.2. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal
que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Nidy )™, para todo m > q . Se tiene

(1) El endomorfismo
f,\ — idNuc(ffz\idv) : NU.C(f — )\idv)q — Nuc(f — )\idv)q

v— f(v) — Av
es nilpotente de indice q.

(2) La matriz de Jordan asociada a fx — idNuc(f—AidV) respecto a By es nilpotente de indice q.

Demostracion. (1) Veamos que (fy — MdNuc(f—,\idV)q)q = 0. En efecto, para todo v € Nuc(f — Aidy )Y,
(f>\ - A 1Nuc(f,,\idv)q)q<v) = (f - )‘ldV)q<v> =0.

Ademés, se tiene que (fy — )\idNuc(f—)\idv)q)q_l # 0, puesto que si (fx — )‘idNuc(ff,\idv)q)q_l(v) = 0, para
todo v € Nuc(f — Aidy )9, entonces Nuc(f — Nidy )9 C Nuc(f — Aidy )7L
(2) Es trivial. O

Teorema 4.3. ( Teorema de descomposicion de Jordan-Chevalley) Sea f un endomorfismo de' V' cuyo polinomio
caracteristico tiene sus n raices en K. FExiste un tunico endomorfismo nilpotente y un tnico endomorfismo
diagonalizable que conmutan y tales que su suma es f.

Demostracion. (1) Sea Py(X) = (—=1)"(X — A1) ... (X —Xs)™, A € K, \i # A}, si i # j, y ¢; el menor entero
positivo tal que Nuc(f — A;idy )% = Nuce(f — A; idy )™, para todo m; > ¢;, i = 1,...,s. Se tiene

V = Nuc(f — Miidy)™ @ ... @ Nuc(f — Asidy)"™,

yI=/H®...0 [y, siendo fy,: Nuc(f — N\;idy)% — Nuc(f — N;idy)%, i = 1,...,s, la restricciéon de f a
Nuc(f — A;idy)%. La aplicacion f, es suma de una aplicacion nilpotente y una aplicacion diagonalizable. En
efecto,

fA’L = (f>‘1 - )\Z idNuC(ffo idv)ql ) + )\’L idNuC(ff)\L ].dv)qf )

donde fy,—\; idNuc(f—X idy s €8 Un endomorfismo nilpotente de indice ¢; y A idNuC(f_)\, idy e €5 U endomorfismo
diagonalizable. El endomorfismo

9= (fA1 - )\1 idNuC(ff/\lidv)ql) ®...0 (fA'r' - )\5 idNuc(ff)\sidv)qS>
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es nilpotente y su indice de nilpotencia es el minimo comun multiplo de ¢y, ..., gs. El endomorfismo

h = Ay ronidyyn @ @ Asidyyepoalidy e
es diagonalizable. Ademas
f=g+h.
Dado que
(fxi = A e r—aidy) a;) 0 Aiidy, (F=nidyya = A idnue(r—aiidy yas © (Fxi = Xildyeronidyye ) 1= 10008,
se tiene

goh=hogy,

Veamos la unicidad del endomorfismo nilpotente y el endomorfismo diagonalizable en la descomposicion de f.

Si f=g¢ + h' donde ¢’ es un endomorfismo nilpotente, h’ es un endomorfismo diagonalizable y g’ o h/ = h' o ¢,

entonces / / / !/ / / !/ !/ !/ / I / !/ ! / !/
gof=golg+h)=g'og+goh=g'of +Nog =(g+h)og =fog,
h’Of:h/O(g/+h’):hlogl-i-hloh/:g/Oh/-l-h/Oh/:(g/-f—hl)oh’:fohl.

Asi, ¢’ y b/ conmutan con expresion polinomica en f y en particular con (f — A;idy)% y con \;idy, para
1=1,...,s.

Se tiene que g’ (Nuc(f — A;idy)9) C Nue(f — A;idy )% y B/ (Nue(f — X;idy)%) C Nue(f — N\;idy )% . En efecto,
si v € Nuc(f — A;idy )%, entonces

(f = Aiidv)®(g'(v)) = ¢'(f = Niidy)¥(v) = 0, (f — Aiidv)* (R (v)) = ' (f — Aiidv)% (v) = 0.

Sean g\ .: Nuc(f —A;idy )% — Nuc(f — A;idy)% y h) : Nuc(f — Aiidy)? — Nuc(f — A;idy )% las aplicaciones
restriccion de ¢’ y b’ a Nuc(f — A\;idy )%, para i = 1,...,s. Se tiene

9 =95, ®...00\, W=h & .. @k, frn=0g9, +h, i=1..5s

Dado que g’ y A’ conmutan con cualquier polinomio en f, entonces g}y b/, conmutan con cualquier polinomio
en fy,, parat=1,...,s, luego

gog =((fr, —Ni idyue(f—ay idyyn ) © gh) @@ ((fa - idNuc(s—a. idy e ) © 95.)
:(9:\1 o(fa — A1 idNuc(f—,\1 idy)a )) ©...® (9/\5 °© (fAs — A ldNuc(f—AS idv)qs)) =g og.
Analogamente se prueba que ho h’ = h/ o h. We have
g—9g =h —h.

Puesto que g y ¢’ son nilpotentes y conmutan, g — ¢’ es nilpotente. En efecto, si el indice de nilpotencia de g es
m y el indice de nilpotencia de g’ es n, entonces por el teorema del binomio, (g — ¢g/)™*"~! = 0.

Dado que h y k' son diagonalizables y conmutan, por el teorema 3.2, entonces existe una base B de V' formada
por vectores propios para h y para h’ simultdneamente, y por tanto, para h’ — h. Asi, ' — h es diagonalizable. Si
B ={v1,...,v,}, entonces (b —h)(v;) = p; v;, paraalgin p; € K, i =1,...,nysit > 1estal que (g—g')! =0,
entonces (' — h)'(v;) = ptv; = 0. Asi, y; =0 parai=1,...,n,luegoh’ —h=0y g—g =0. O

Ejemplo 4.4. Consideremos el endomorfismo f de R? dado por
f(x,:% Z) = (—23} +y, -z, - - 2y + 22)

Vamos a calcular f™, para n > 1. La matriz asociada a f en la base canonica C' = {ej, e2,€e3} es

10
fo=| -1 0 0
2 2



Se tiene que Pp(X) = (2 — X)(X + 1)2. Consideremos la cadena de subespacios
{0} € Nuc(f + idgs) € Nuc(f + idgs ).

siendo Nuc(f +idgs) = ((1,1,1)) y Nuc(f + idgs)? = {(1,0,0), (0,1,1)). Ademas, Nuc(f — 2idgs) = ((0,0, 1)).

Una forma de Jordan de f tiene un bloque elemental de Jordan para el autovalor 2 y dos bloques elementales
de Jordan para el autovalor —1. Una base de un subespacio F, suplementario de Nuc(f+ idgz) en Nuc(f+ idg2)?
es By = {(1,0,0)}. Dado que (f +idg3))(1,0,0) = (—1,—1,—1), una base de Jordan para f es

{(-1,-1,-1),(1,0,0),(0,0,1)}.

Una forma de Jordan para f es

-1 10
Jr = 0 -1 0
0o 0 2
Si tomamos
-1 1 0
P={ -1 0 0 ],
-1 0 1
entonces P~ fo P = Js. Se tiene
Jr=D+ N,
donde
-1 0 0 010
D= 0 -1 0], N=|000
0O 0 2 0 0 0
Dado que indice de nilpotencia de N es 2 y las matrices N y D conmutan, por el teorema del binomio
o= (o (o
(=) 0 0 (—1)nt 0 0 01 0
= 0 (=)™ 0 +n 0 (=1t 0 0 0 0
0 0 2n 0 0 2nt 0 0 0
(=" (=H"'n 0
= 0 (=™ 0
0 0o 27
Se tiene
-1 1 0 (- (=) n 0 0 -1 0
(fe)" =P (Jp)" P! -1 0 0 0 (-~ 0 1 -1
-1 0 1 0 0 2m 0 -1 1
(=™ + (=1)" (=1)""'n 0
(=D"n ()" + ()" 0
(—1)”7’1 (_l)n + (_1)n—1n_ an - 9n
Ejemplo 4.5. Consideremos la matriz
0 2 -1
Mi={( -1 2 0
-1 1 1



Vamos a calcular (M;)", para n > 1. Se tiene que Py, (X) = (1 — X)3. Si f: R® — R3 es la aplicacién R-lineal
cuya matriz asociada respecto a la base canénica es M7, entonces

{0} € Nuc(f —idgs) € Nuc(f — idgs)? € Nuc(f — idgs)® = R3.

Se tiene
Nuc(f —idgs) = ((1,1,1)), Nuc(f —idgs)? = ((1,0,0), (0,1,1)).

Una forma de Jordan de M; tiene un dnico bloque elemental de Jordan, el correspondiente al autovalor 1. Una
base de un subespacio F3 suplementario de Nuc(f — idgs)? en R? es {(0,0,1)}. Dado que (f — idgs)(0,0,1) =
(—1,0,0), una base de un subespacio F, suplementario de Nuc(f — idg2) en Nuc(f —idgs)? es By = {(—1,0,0)}.
Dado que (f — idgs)?(0,0,1) = (1,1, 1), una base de Jordan para M; es

B={(1,1,1),(-1,0,0),(0,0,1)}.
Si tomamos

P = y o Jun =

I

-1
0
0

o O
|
OO =

1 0
11,
0 1

la matriz Jys, es una forma de Jordan para M; y (Pl)_lMlPl = Jur, - Se tiene

J]yh:I—‘rN
donde
01 0
N = 0 0 O
0 0 O

Dado que el indice de nilpotencia de N es 3, por el teorema del binomio

(Jag,)" =(I + N)" = <”> "+ (”) "IN (Z) " 2N?

0 1
n(n—1)
, 0 n O n(n—1) 0 0 1 B 1 n —
=I4+| 0 0 n |+ 3 0 0 O = 0 1 n
0 0 O 0 0 O 0 0 1
Se tiene
1 -1 0 n ”("2_1) 0 10
n __ -1 _
(Ml)L_PlJ}\}l(Pl) = 1 0 0 0 1 - -1 1 0
1 0 1 0 0 1 0 -1 1
5n — n? n? —3n
1—n
2 2
_ B -n?2+4+3n+2 nn-1)
2 2
. 3n — n? n?—n+2
2 2
Ejemplo 4.6. Consideremos matriz real
2 1 0 0
02 -1 0
Ma=1t 1 o 21
01 0 2
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Vamos a calcular (Mz)", para n > 1. Se tiene que Py, (X) = (2 — X)*, Una forma de Jordan Jy, de My y una
matriz regular P tal que Py MyPy =g M, Son

2 1 0 0 10 0 1 00 0 1
o210 o1 00 4 (o1 0o o
JM2_0021’P2_00—10’(P2)_00—10
000 2 10 00 10 0 -1
Se tiene

010 0

001 0

Jwy=20+N, N=| o o o i

00 0 0

Dado que el indice de nilpotencia de N es 4 y las matrices 21 y N conmutan, por el teorema del binomio

(Jar,)" =21 + N)" < ) ( ) @)" N+ <Z)(2I)"2N2+ <’;) (21)"3N?
010 0 0010 00 0 1
o w1, | 0 0 10 non(n—1)1 0 0 0 1 negnn—1(Mn-2)1 0 0 0 0
=21 +2 000 1 |12 2 0000 |2 000 0
000 0 000 0 0000
on on—lp  9n=dp(p 1) 2"—3W
N () 2n 2n1n 2" 3 n(n —1)
0 0 on g1,
0 0 on
Luego,
2n4,2n74f§f;:}293§;22 on—ly  _2n3p(n 1) 72n74[ﬁf;:}2Q1;;22
3
23 n(n —1) 2" —2n—1p —2n=3n(n —1)
M) = Py (J2, (Py) ™) =
(M2) 2 (J3z, (P2) Cogn1y 0 on on—1,

on—1, _on—3 TL(TL _ 1) on _ gn—4 ’I’L(’I’L — 1)(n — 2)
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