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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Estadistica e Investigacion Operativa

Titulo: El test de la T de Student, ;s6lo en poblaciones nor-

males?

Breve descripcion del contenido

El test de la T de Student es el procedimiento més habitual para rea-
lizar un contraste de hipotesis sobre la media. Tiene la ventaja de que
la distribucién del estadistico de contraste es una T de Student cuan-
do los datos proceden de una poblacién con distribucién normal. Sin
embargo, cuando los datos no proceden de una distribucién normal, la
distribucién del estadistico no es una T de Student ni resulta facil de
determinar de manera exacta, lo cual puede repercutir en las propie-
dades del contraste. En este trabajo estudiaremos las propiedades del
test de la T' de Student, cuando los datos no proceden de la normal, y
lo compararemos con otros tests, paramétricos y no paramétricos, que
permiten resolver el problema del contraste de manera alternativa. Lo

haremos mediante simulaciones, y lo ilustraremos también con datos

reales.
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Resumen

El test de la T de Student sirve para estimar la media de una poblacién normalmente
distribuida cuando el tamano muestral es pequefio y la varianza es desconocida. Cuando
los datos no son normales la potencia del test de la T de Student puede ser inferior a
otros tests, ya sean paramétricos o no paramétricos. En este trabajo estudiaremos en qué
contrastes, tanto en una poblacién como en dos, la prueba T se ve superada o no por
otros tests alternativos. Para ello, nos apoyaremos en ejemplos, donde se aportaran las
representaciones de las funciones de potencia para dichos tests. En algunos casos sera
un problema complejo saber la distribuciéon que seguiré el estadistico, pudiendo ser éste
también dificil de calcular. Por este motivo, para realizar buenas aproximaciones de las

funciones de potencia nos ayudaremos con simulaciones realizadas en R.

Abstract

The Student’s T test is used to estimate the mean of a normally distributed population
when the sample size is small and the variance is unknown. When the data are not normal,
the power of the Student’s T test may be lower than in other tests, whether parametric
or non-parametric. In this project we will study in which contrasts, whether in one or
two populations, the T test is surpassed or not by other alternative tests. To do this, we
will rely on examples, where the representations of the power functions of these tests will
be provided. Occasionally it will be a complex problem to know which distribution the
statistic will follow, and it may also be difficult to calculate. Therefore, we will simulate in

R to achieve an approximate representation of the power functions.
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Introduccion

A lo largo de la historia de la estadistica un problema muy frecuente ha sido el de
estudiar las caracteristicas que posee una determinada poblacién, para lo que es necesario
hacer inferencia sobre ciertos parametros de dicha poblacién. Como ejemplo, una de estas
caracteristicas puede ser la media, que ofrece una gran cantidad de informacion ademas de
poseer ciertas propiedades muy ttiles.

El problema de hacer inferencia sobre la media cuando los datos proceden de una
distribucién normal con variabilidad conocida es sencillo, pero, ; qué ocurre si dicha varianza
es desconocida? Pues bien, en 1908 William Sealy Gosset dio la solucién a este problema al
introducir la distribucién T de Student. Esta distribucién servira para estimar la media de
una poblacién normalmente distribuida cuando el tamano muestral es pequeno, ya que para
tamanos grandes la aproximacién por la normal ofrece practicamente el mismo resultado.

Ahora bien, en problemas aplicables en el mundo real se van a dar pocas situaciones
en las que los datos de la muestra provengan de una distribucién normal y ademés la
varianza sea conocida. Entonces, podrian darse dos casos: que los datos provengan de
una distribucién conocida sin ser normales (caso paramétrico), o bien que no se sepa la
distribucion de partida (caso no paramétrico).

En este trabajo se abordaréd el problema de estimar la media en los casos descritos
anteriormente, tanto en una como en dos poblaciones. Ademas, estudiaremos en qué si-
tuaciones el test T' es realmente eficiente, comparandolo con otros tests, paramétricos y no
paramétricos, lo que puede ser un problema bastante dificil ya que a veces no podremos
saber que distribucién seguiré el estadistico ni resultaré facil de calcular.

Por lo tanto, para realizar estas comparaciones entre los tests sugeridos introduciremos
algunos conceptos, como los tipos de errores que se pueden cometer o la potencia de un
test. Por otro lado, se expondra el Lema de Neyman-Pearson y algtin que otro resultado
muy utiles para saber cudl es el test uniformemente més potente y en qué situaciones
existira dicho test.

De todos modos, como ya hemos comentado anteriormente, calcular el estadistico o

saber qué distribucién sigue no sera nada facil. Por ello, en determinados casos recurriremos
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XIT INTRODUCCION

a las simulaciones mediante el progrma informatico R, especialmente para simular las
funciones de potencia de los tests estudiados. Estas representaciones, debido al elevado
nimero de simulaciones, nos dardn una idea bastante aproximada a la realidad, siendo
posible ver a simple vista cuando la potencia de un test supera a la de otro.

La estructura de este trabajo estd constituida por cuatro capitulos: en el primero se
expondra el test de la T de Student; en el segundo se probard que el test descrito en
el capitulo primero es el més potente, y ademés, estudiaremos la optimalidad mediante
el Lema de Neyman-Pearson en los casos particulares de una distribucién exponencial y
otra uniforme; en el tercero particularizaremos el contraste para situaciones en las que la
distribucion sea simétrica, como la doble exponencial (Laplace), dado que en estos casos el
contraste sobre la media serd equivalente a realizar un contraste sobre la mediana; y por
ultimo, en el cuarto capitulo se hara frente al problema de comparaciéon de dos poblaciones.
Tanto en el tercer capitulo como en el cuarto se describiran dos tests no paramétricos, y
estudiaremos como se comportan estos tests frente al test de la T de Student.

Asimismo, cabe mencionar que en este trabajo también se aportaran ejemplos de pro-
blemas que pueden darse en el mundo real, donde se plantearéan contrastes sobre hipotesis
(caso unilateral y bilateral) y se vera qué test es el 6ptimo y mas recomendado, aportando

la representacion de la funcion de potencia de dicho test y la de otros tests alternativos.



Capitulo 1

Test de la T de Student

1.1. La T de Student

Actualmente se conoce a la distribuciéon T de Student como la distribucién usada para
hacer inferencia sobre la media de una poblacién normalmente distribuida cuando el ta-
mafio muestral es pequeno. Esta distribucién fue formalmente introducida por el quimico
William Sealy Gosset (1876-1937) en el afio 1908. Este trabajaba para la famosa marca
de cerveza Guinnes (de Dublin) con el fin de lograr avances para el proceso industrial y la
comercializacion de la marca. El articulo donde se introducia al mundo esta distribucién
fue publicado en la revista inglesa Biometrika en el ano 1908. Gosset firmé con un pseudo-
nimo, Student, para que asi se mantuvieran en secreto los procesos y avances industriales

de la cervecera.

Antes de introducir el concepto de distribucion de la T de student, comenzaremos ha-
blando sobre los grados de libertad. Los grados de libertad son el grado de informacién
dada por el conjunto de observaciones de la muestra que se emplean en estimar los valo-
res de parametros desconocidos o en estimar la variabilidad de los tests. Se determinan
dependiendo del niimero de parametros del modelo y del ntimero de observaciones.

Por un lado, es obvio que si aumenta el namero de observaciones, aumenta la cantidad
de informacién, lo que se traduce como un incremento del ntimero de los grados de libertad.

Por otra parte, si anadimos pardmetros al modelo estamos “gastando” informacion, lo
que reducira el nimero de los grados de libertad.

Se calculan mediante la formula (n — r) donde n es el tamano de la muestra y r el

nimero parametros que es necesario estimar.

Definiciéon 1.1. Decimos que una variable aleatoria X continua se distribuye segin el

modelo de probabilidad ¢t o T' de Student con k grados de libertad (k entero positivo)

1



2 CAPITULO 1. TEST DE LA T DE STUDENT

si tiene como funcion de densidad:

_D(EY s
fx(z) = \/ﬁr(g)(“r k)

para x € R, donde I'(p) = fooo e 2P~ 1 dx es la funciéon gamma. Escribiremos X ~ ¢} o
X ~ t(k).

La gréfica de la funcion de densidad es simétrica respecto del eje de ordenadas (in-

dependientemente del valor de k), y se asemeja bastante a la de una normal estandar:
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Figura 1.1: Funcién de densidad de la T de student con k grados de libertad
Ademas, la distribucién T' de student con k grados de libertad se puede definir como
la distribucién de la variable aleatoria

Z
T:=——~1;
/X
k
donde

= 7 es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal estéandar, es decir,

Z ~ N(0,1).

» X ~ xi. Esto es, X es una variable aleatoria que tiene distribucién Chi-cuadrado

con k grados de libertad.

= X y Z son variables aleatorias independientes.
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1.1.1. Caracterizacién y propiedades

Si X es una variable aleatoria tal que X ~ t; se satisface:

INE==3) 2\ _k+l

00 00 T 1
» E[X] :u:f_ooxfx(m)da::f_oow\/alf %)(1—{—7) 2 dr=0 para k = 2,3, ...

y para k = 1, la variable X no tiene media pues E [|X|] = 4o0.

= La mediana y la moda toman el valor 0 para cualquier grado de libertad.

= Para k > 2, la varianza toma el valor:

mientras que para k = 1,2, E[X?] = o0

Es obvio que las gréaficas de la distribucion T' de student y la normal estdndar son
muy parecidas: ambas alcanzan el valor maximo en cero, son unimodales, simétricas y con
forma de campana. La diferencia notoria estd en que la T tiene las colas més amplias
que la normal. De todos modos, a medida que k aumenta, la dispersion de la curva de la
distribucién T' disminuye, y esto da lugar a que, cuando k — oo, el limite de la distribucién

T coincide con la distribucién normal estandar.

1.2. El test de la T de Student en poblaciones normales

El estimar o hacer inferencia sobre la media de una poblacion siempre ha sido objeto de
estudio de la Estadistica. En la practica, si partimos de una poblaciéon normal, 1o mas seguro
es que se desconozca cudl es su varianza. Por ello, para realizar contrastes de hipdtesis y
hallar intervalos de confianza seré necesario el uso de otra prueba que no sea la normal. A
esta prueba se le llamara test de la T" de Student, donde usaremos la cuasivarianza, que es

un estimador insesgado de la varianza.

Definicién 1.2. Dada una muestra aleatoria simple X1,..., X, € N(u,02), se define la

cuasivarianza muestral como:

S2 = h Xiny (Xi = X)?

En esta seccién nuestro objetivo sera ver que, partiendo de poblaciones normales, a

partir del teorema de Fisher seremos capaces de hallar intervalos de confianza y de realizar
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contrastes de hipotesis relativas a la media cuando la varianza es desconocida. A partir de

ahora y en lo que resta de seccién supondremos que las poblaciones son normales.

Teorema 1.3 (Teorema de Fisher). Sean X1,..., X, € N(u,c?) independientes. Consi-
deremos la media muestral, X = %Z?:l X, y la varianza y cuasi-varianza muestrales,
S2 =151 (Xi—X)? yS? =57 (X, — X)? respectivamente. Entonces se verifi-

ca.
- XeNp,%)

nS2 _ (n—1)S2

2
u o2 o2 € Xn—l

= X yS?% (0S?) son independientes

1.2.1. Intervalos de confianza y contrastes de hipoétesis para la media

sobre una poblacién normal

Para hallar un intervalo de confianza para la media (con varianza desconocida) susti-
tuiremos la varianza poblacional por la cuasivarianza muestral. Surge entonces el problema
de que el pivote (X — u)/(S./y/n) deja de seguir una distribucién normal estandar. Con
ayuda del Teorema de Fisher podremos ver que este pivote sigue una distribucion 1" de
student con (n — 1) grados de libertad.

En efecto, el Teorema de Fisher prueba que:

X —p (n—1)87 2
e N(0,1 <€ Xn
U/\/ﬁ ( ) y 2 Xn—1
y son independientes entre si. Por lo tanto
X —pu _ X —pu 1

Se/vn  o/vn \/((n—1)S2/0%)/(n—1)
Se puede deducir, a partir del pivote, el intervalo de confianza para la media cuando la

varianza es desconocida: g g
v C v C
<X — ta/2ﬁ7 X —i—toé/z\/ﬁ) (1.2)
Por tanto, suponiendo que Xi,..., X, € N(u,c?) independientes, si se quisiera realizar
un contraste de hipdtesis sobre la media con varianza desconocida siendo Hj cierta,
entonces el contraste unilateral sera:

. X—po
St S vn

Rechazar Hy : p > pg > 1y

y en el caso de un contraste bilateral:
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.| X—
Rechazar Hy : p = ug si ‘SC/\‘/L%' >ta,

donde t, y ¢

respectivamente, en una distribucion 7;,_1.

a,, son las abscisas que dejan a la derecha una probabilidad de a y «/2,

1.2.2. Comparacion de dos medias en muestras emparejadas

Consideremos dos variables aleatorias X e Y suponiendo que X € N (M1,G%) eY €
N (uz,03) que se miden simultaneamente en cada individuo de una muestra de n individuos
independientes. En este momento se podria realizar un contraste bilateral (ver si las medias
son iguales) o unilateral (ver si una media es mayor que la otra). El objetivo sera contrastar
si la diferencia de las medias (i1 — p2) es cero o si es mayor/menor que cero. Si S? =
ﬁ S (Di— D)% con D; = X; —Y;, i €1,...,n, aplicando el Teorema de Fisher,

S € T

por lo que siendo t,/5 la abscisa que deja una probabilidad de a/2 a la derecha de la
distribuciéon T, 1, rechazaremos Hy : 1 = po a favor de Hy : 1 # peo si

IX-Y]

Soivm = lay2

1.2.3. Comparacion de dos medias en muestras independientes

Suponemos dos poblaciones normales con respectivas medias y varianzas: N(uq,0%),
N (p2, U%)

Se extrae de manera independiente una muestra aleatoria simple de cada poblacidn,
y se obtienen los estimadores muestrales de la media y la varianza para cada una de las

muestras. Los estimadores para p; y p2 son

> X11+...+Xy . Xo1+..+X2
Xl = 7’”1 sl XQ == 7712 r2

y para 0% y 03 estardn dados por

Sh = oy ity (X — X1)? 5o = 1 g (Xoj — Xo)?

Caso de varianzas conocidas

En el caso en el que las varianzas fueran conocidas, el contraste de igualdad de
medias (Hp : 1 = pg cierta) seria muy sencillo ya que el estadistico de contraste seria de

la forma

X=X ¢ N(0,1)
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Por lo tanto, siendo z,/; la abscisa que deja una probabilidad de « /2 a la derecha (en la

distribucién normal), rechazaremos Hy : 11 = p2 a favor de Hy : uy # po si

| X1 — Xo
‘71 ‘7%
Var T

pero, si las varianzas son desconocidas, el problema de contrastar la igualdad de medias se

> Za)2

complica bastante.

Caso varianzas desconocidas pero iguales

Suponiendo que las varianzas son desconocidas pero iguales podremos obtener un

estadistico de contraste que seguird una T de Student con (n1 + ng —2) grados de libertad.

Como consideramos 0% = 03, entonces tomamos un estimador comiin para la varianza

S (- 1)521+(n2 1)5
P ni1+n2—2

siendo éste una media de las dos cuasivarianzas muestrales, ponderadas por sus grados de
libertad. Ahora bien, gracias al Teorema de Fisher tenemos que

(n1— 1) b (n2— 1) e
o2 : = an_ o2 . € X’n2 1

y por ser las muestras independientes éstos también lo seran. Sumandolos

(nz I)S (n1+n2—2)S§
2

(n1—1)S? S

o2 o
que seguird una distribucién X’%Ll 4ny_o donde Sf) es independiente de X; — X5, lo que
permite estandarizar la diferencia de medias. Por lo tanto el estadistico de contraste sera

X1-X
———=2_ c T 2
s, /7?‘*‘* ni+nz—

v la regla de decisién consistiré en rechazar Hy : up = peo si

|X1—Xo|
Spy/ 2+

np  n2

> ta/2

siendo ¢,/ la abscisa que deja a su derecha una probabilidad de « /2 en una distribucion

Tny+no—2-

Caso de varianzas desconocidas y distintas

Cuando las varianzas se suponen desconocidas y distintas encontrar la distribuciéon
exacta del estadistico bajo Hg es un problema dificil. Este problema se conoce como pro-
blema de Behrens-Fisher, y hoy en dia todavia no se conoce solucién éptima. De todos

modos, si hay diversas soluciones aproximadas.
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Una solucién comtunmente utilizada es el test de Welch, que describiremos a continua-

cion.
Denotando v como el entero méas proximo al calculo de

(S&/n1 + Sc22/”2)2

(Szl/"l)Q (532/”2>2
ni—1 no—1

_l’_

entonces la regla de decision seré rechazar Hy : p1 = pg si

| X1 — Xo
2 2 > ta/Q

Scl Sc2

ni + no

siendo /7 la abscisa que deja a la derecha una probabilidad de « /2 en la distribucion T'
de Student con ~ grados de libertad.
En el caso de muestras grandes se utiliza la aproximaciéon por la normal, es decir, se

rechazard Hg : 1 = po si

| X1 — Xo|
2 2 > Fa/2

Scl SCQ

ni ng

con Z, /9 €l cuantil que deja a su derecha una probabilidad de « /2 en la distribucion normal

estandar.

1.3. El test de la T de Student en poblaciones no normales

El siguiente teorema, al que se le conoce como Teorema Central del Limite, refleja

esta situacion:

Teorema 1.4 (Lindeberg-Lévy). Sea {X,}nen una sucesion de variables aleatorias in-

dependientes e idénticamente distribuidas a X, con p = E[X] y 0?> = Var[X]. Sea

X, = %Z?:l X; la media de las n primeras variables. Entonces, se verifica:

n
a?/n

=

4 N(0,1)

;

Como consecuencia de este teorema podemos interpretar lo siguiente:

X,—pudo (sucesion estocéstica)
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0 n—+oo ., ..
—= —— 0 (sucesién determinista),

NG

que nos indica la velocidad de convergencia a la normal estandar.

En otras palabras, el teorema central del limite (TCL) establece que, dada una muestra
aleatoria lo suficientemente grande (usualmente se considera n > 30), la distribucion de las
medias muestrales seguird una distribucién normal. Esto se cumplird independientemente
de la forma de la distribucién con la que trabajemos, con el tnico requisito de que tenga
media y varianza. Adn asi, cuando X tenga una distribucién mas parecida a la normal, la
aproximacion por el TCL se alcanzara con un menor valor de n. En conclusiéon, el TCL

permitird hacer inferencia de la media poblacional a partir de la media muestral.

Entonces, como ya sabemos, si X € N(u,0?), donde la varianza es desconocida, el
estadistico de contraste seguird una distribucion T de Student con n — 1 grados de
libertad. Por lo tanto, gracias a este resultado, si X no es normal y n > 30, el estadistico
de contraste también seguira, de forma aproximada, una 7;,_1. Ademas, si X no difiere

apenas de la normal, también podra ser aproximada por una 7;,_1.



Capitulo 2

Contrastes parameétricos sobre la

media

Los contrastes paramétricos son aquellos en los que se conoce la forma de la distribucién
salvo unos pardmetros sobre los que se plantean las hip6tesis de inferencia. En este capitulo
el objetivo sera ver qué test es el 6ptimo para realizar un contraste sobre la media de una
determinada poblacién.

Cuando se realiza un contraste de hipétesis lo que se estudia es si aceptar o no la
hipotesis nula, pero serd también de gran interés el saber cuales son las alternativas a
la hipoétesis propuesta, lo cual esté relacionado con el concepto de potencia del test. En
este capitulo nos apoyaremos sobre todo en el lema de Neyman-Pearson, que sera de gran
ayuda a la hora de decidir qué test conviene usar para maximizar la eficacia del contraste,
en términos de la potencia del test en cuestion.

Previamente a enunciar el Lema de Neyman-Pearson sera necesario el introducir varios

conceptos y definiciones.

2.1. Conceptos generales de contrastes de hipotesis

Recordemos que en todo contraste de hipotesis se plantea una hipotesis nula (Hp),
que se supone cierta de partida, y una alternativa (Hj), que reemplaza a la hipotesis nula

cuando ésta es rechazada.

Definiciéon 2.1. Sea Xj,..., X,, una muestra aleatoria simple extraida de una variable

poblacional cuya distribucién depende de un pardametro 6§ € ©. Un test de hipdtesis puro

9



10 CAPITULO 2. CONTRASTES PARAMETRICOS SOBRE LA MEDIA

para contrastar Hy frente a H; se puede pensar como una funciéon ¢ definida como:

1, sizeC

0, en otro caso

donde C' es la region critica (o de rechazo) del test. Por lo tanto, ¢(x) representa la

probabilidad de rechazar la hipoétesis nula, si se obtiene el resultado muestral X.

Definicion 2.2. Un test aleatorizado es una funcion del espacio muestral en [0, 1] donde

©(X) representa la probabilidad de rechazar cuando se observa la muestra X.

A la probabilidad de rechazar Hy se le denomina funcion de potencia, siendo ésta

una funciéon de 6 definida como
Be(0) = Eglp(X)], VO€O

Definicion 2.3. Al realizar el contraste de hipotesis existen dos opciones: aceptar Hy o
bien rechazar Hy. En el momento de tomar la decisién podriamos cometer dos tipos de

errores:

» Error de tipo 1: rechazar Hy siendo Hyj cierta (muy peligroso). Siendo Hj cierta,

hay riesgo de que la muestra caiga en la regién de rechazo. Para 0 € ©g:

P(Error tipo 1) = P(rechazar Hy/Hy cierta) = P(X € C/Hy cierta) = Eg[p(X)]

» Error de tipo 2: aceptar Hy siendo Hj falsa (no tan peligroso). Para 6 € O;:

P(Error tipo 2) =1 — P(X € C/Hy falsa) = 1 — Ep[p(X)]

Observacion 2.4. Notese que si Op tiene un tnico punto (Og = {fy}), en cuyo caso estamos
ante una hipotesis nula simple, entonces Py(Error tipo 1) tomara un tnico valor. Si esto
no fuera asi estariamos ante una hipotesis nula compuesta, y la P(Error tipo 1) seria
una funcién de 6 € ©¢. Andlogamente podemos pensar que ocurre lo mismo con la hipotesis

alternativa y P(Error tipo 2).

Definicion 2.5. Se define el tamano de un test ¢ como el valor

sup {f,(0) : 0 € Op}
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Definiciéon 2.6. Un test de hipétesis que contrasta Hy € O frente a H1 € O , se dice

que tiene un nivel de significacion « € [0, 1] si su tamano es menor o igual que a:
Eplo(X)] <a, VOe€©

Definicion 2.7. Dados dos test ¢ y go/ de nivel de significacion «, se dice que ¢ es

. » / .
uniformemente mds potente que ¢ si:

BLP(Q) > ng’ (0)7 0 €6

Por otra parte, un test ¢ se dice que es uniformemente de mdxima potencia (UMP)
dentro de una familia de test de nivel de significacién «, si es uniformemente més potente

que cualquier test de la familia.

2.2. Optimalidad del test de la T de Student en poblaciones

normales

2.2.1. Hipétesis nula simple contra alternativa simple

En esta seccion el objetivo es construir el test mas potente de nivel a que contraste
una hipétesis nula simple contra una alternativa simple. Para ello nos apoyaremos en el

siguiente resultado:

Teorema 2.8 (Lema de Neyman-Pearson). Supongamos que Hy : 0 = 60y y Hy : 6 = 64,

ambas simples.
1. Cualquier test de la forma:

1, si fo,(X1,.... Xn) > kfo, (X1, ..., Xpn)
O( X1,y Xn) = V(X1 oo X)), 80 foy (X1y ey X)) = kfoy (X1, o0y Xi)
0, si fo,(X1,...,Xpn) < Ekfo,(X1,..., Xpn)
conk >0, v€(0,1], es UMP dentro de los test con nivel de significacion igual a su
tamano para contrastar Hy : 0 = 6y contra Hy : 0 = 6.

Si k = oo, el test de la forma:

1, si fo, (X1, Xp) =0
(X1, ..., Xp) = o "
0, si fo,(X1,...,Xn) >0

es el mds potente con o = 0 para contrastar Hy : 0 = 6y contra Hq : 60 = 0.
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2. (Existencia). Para cualquier oo € [0,1], existe un test ¢ de la forma anterior de

tamano a (Eg,[p(x)] = a).

3. (Unicidad). Cualquier test UMP es de la forma descrita en a), salvo en un conjunto

de medida nula bajo Hy y bajo Hy.

Veamos entonces qué test es UMP en el caso de realizar un test de hipétesis sobre
la media en poblaciones normales, en el caso de hipétesis nula simple frente a hipotesis

alternativa simple:

Problema 2.9. Sea X1i,..., X, una muestra aleatoria simple de X € N(u,c?). Se pide
calcular el test UMP de nivel « para contrastar Hy : p = po frente a Hy © p = py (con
po < pa)-
Solucion. Lo haremos suponiendo que o es conocida para poder aplicar el Lema de Neymann-
Pearson.

Recordemos que para un g y o cualquiera, la funcién de densidad deseada es de la
forma:

Ti—HN2
’LU )

- - 1 1
X e -) = _5(
f,u,a( 15 vXn) lel f,u,a(Xz) I | |: 271-0-26

i=1 (2.1)

= (QWUQ)_“/Q@_ﬁ Y (wi—p)?

si X1, ..., X,, independientes.
Segin el lema de Neyman-Pearson, y sabiendo que X es absolutamente continua, el test

UMP es de la forma
1, st M(X) >k
(p(Xl,...,Xn) = )
0, si M(X) <k
donde k es la constante que hay que determinar para que el test tenga el nivel «, i.e.,
E09(X) = a, y siendo A el cociente:

e‘ﬁ 2?21 (mi—,ul)2

A(X) =

o~ 307 izt (i—po)?
Entonces el test UMP consiste en rechazar Hyg : pu = po a favor de Hy @ pp = pq si

e*ﬁ iy (@i—pm)?
AX) =27 >k (2.2)

?:1 (i —po)?

e 202
y aplicando logaritmos se traduce en
1| < "
252 Z (i — po)® — Z (z; — )| > logk (2.3)

i=1 =1
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Por lo tanto, el test UMP rechaza Hy : p = pg a favor de H, : = pq si el estadistico

n n

(@i — p0)® =Y (i — p)? (2.4)

1 =1

7

es grande, y para ello necesitamos obtener la distribucién del mismo teniendo en cuenta
el nivel . Ademas, se puede ver que este estadistico no depende del valor de o,
interviniendo tnicamente los valores de la muestra, po y p1. Para simplificar el estadistico

tenemos en cuenta que la media muestral es T = %Z?:l x; , por lo que para cualquier u

=Y (@—2)?+) (@-p)?+2) (wi—7)(T—p) (2.5)
i=1 i i=1

= Z (2 — )% + n(z — p)?
=1

yaque (Z—p) >0 (2, —Z) = (—p) (X ;, i —nZ) = 0. Entonces el estadistico quedaria
en funcién de

Z (w; — H0)2 - Z (z; — M1)2 = Z (x; — i)z +n(x — ug)2
i=1 i=1 i=1
- Z (zi —2)* —n(z — p)* = n [(2 — po)® — (& — )]

i=1

(2.6)

Por lo que el objetivo serd ver cuando (T — pg)? — (Z — p1)? es grande. Definimos R(Z) =
(T — po)? — (T — p1)? con derivada R'(Z) = 2(Z — o) — 2(Z — 1) = 2(1 — po). Tenemos
que R/'(Z) > 0 para todo valor real si u; —pp >0y R'(Z) < 0si p1 — po < 0.

Por lo tanto, si p1 > po el test UMP consiste en rechazar Hy : p = po a favor de

H, :p=py si X es grande. En el otro caso, si p; < po, el test rechaza si X es pequefio.

Ahora, estandarizando, en el caso de que o sea conocida, se tiene que
X — o
o/v/n

En el caso de que o sea desconocida, debemos sustituir o por la cuasidesviacion tipica, S,.

€ N(0,1) (2.7)

Para que se cumpla el nivel fijado o, X sera grande si é(;\’;% > tq ya que

X
P(rechazar Ho : p = po/p = 1) = P <SC/\/M£ >ta/p= m) =«

por ser % €Tn_1.
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Entonces la solucién de Neyman-Pearson es:

S
1, si &> pg+to——
p(X1,.., Xp) = Vin (2.8)

0, en otro caso

Es necesario comentar que el test con varianza conocida es mas potente que el test de la
T de Student, pero si no se conoce la varianza, el test de la T de Student es la

mejor opcién posible.

2.2.2. Contrastes unilaterales y bilaterales

Supongamos ahora que estamos interesados en contrastar la hipdtesis Hy @ p < po
contra Hy : o > po (o bien Hy : pu > po contra Hy : p < po ) para algan valor de pp,
es decir, contrastes de una sola cola. En este caso, por lo general, no existe un test UMP.
De todos modos, si existira para las familias de verosimilitudes que poseen la siguiente

propiedad:

Definiciéon 2.10 (Propiedad de razén monétona (MLR)). La familia de verosimi-
litudes fy(X), con # € © se dice que tiene la propiedad de razén monédtona (MLR) en
el estadistico T'(X) si para cualquier § < ¢ siendo fp(X) y for(X) distintas, el cociente
fo(X)/for(X) es una funciéon creciente de T'(X).

En el caso de querer realizar un contraste de una cola como el dicho anteriormente, si
no se verifica la propiedad MLR ya no tendra que existir un test UMP con nivel «, para
un « dado. Aun asi serd de gran interés encontrar el test UMP en un entorno del punto
1o, siendo éste el que mejor rechaza Hg cuando p > po v @ esté cerca de pg. Esto hace que

sea necesario introducir el siguiente concepto:

Definiciéon 2.11. Se dice que un test ¢ para el problema (a,©g,01) es centrado si

V0 € ©1 y se cumple que
Epp(X) > «

El caracter centrado serd entonces necesario para obtener la optimalidad en los tests
bilaterales.

En conclusiéon, podemos decir que aunque a veces no exista el test UMP de nivel « si
existira el test UMP entre los centrados de nivel a. Por ende, en los contrastes unilaterales
y bilaterales estaremos ante el caso que acabamos de mencionar, es decir, los test seran

UMP entre los centrados.
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Ejemplo 2.12. Supongamos que se quiere realizar el contraste de Hg : u < po frente a
Hy : p > po cuando una muestra de tamafio n = 20 proviene de una normal N(u,o?)
con p1 'y o desconocidas. Entonces la funciéon de potencia cuando pp = 0 es la dada en
la Figura calculada mediante simulaciones (en este caso con o = 1 y 20000 muestras
simuladas). En esta figura se puede ver que cuando # = 0 la funciéon de potencia toma

el valor a. Ademés, es creciente en todo su dominio, siendo ya muy proxima a 1 cuando

=1

0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 2.1: Funcién de potencia simulada del test de la T de Student para distintos valores

de p

Nota: para dibujar la funcién de potencia del test de la t de student se han realizado
simulaciones ya que calcular la distribucién del estadistico cuando los datos provienen de
una distribuciéon normal es un problema dificil (los comandos utilizados para la simulacion

en R se encuentran en el anexo).

Problema 2.13. Supongamos que ahora el objetivo es realizar el contraste de Hy : = pyg

rente a Hi : o cuando X € N(p,02) con u € R y 02 desconocida.
o [ peERy

Solucion. Procediendo andlogamente a los contrastes unilaterales, se llega a que el test que
rechaza Ho : = po si [T — pol/(Sc/y/n) > t,_1,4/2 tiene un nivel de significacion o si
B = Ho-
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Se pueden resumir los resultados obtenidos en el siguiente teorema:

Teorema 2.14. Dada una muestra aleatoria simple X € N(p,0?) con varianza descono-
cida, si se desea estudiar la media, el test para contrastar Hy contra Hy, con un nivel a,

obtiene las siguientes regiones criticas:

w Hy:p<pg frente a Hy 1> po - T>th—1.a
w Hy:p>po frente a Hy - p < pg - T <th—1.1-a
» Hy:p=pg frente a Hy : pu # o - IT| > th—1;0/2

stendo T el estadistico:

2.3. Optimalidad en poblaciones no normales

En la seccién anterior hemos visto cuéales son los tests 6ptimos para contrastar hipotesis
cuando los datos provienen de una normal, pero, ;qué ocurrird cuando no haya normalidad?
El objetivo ahora seréd estudiar aquellos casos en los que sabemos que los datos proceden
de una distribucién continua conocida (exponencial y uniforme) y comparar estos casos

con el test de la t de student.

2.3.1. Caso exponencial

Problema 2.15. Sea X1, ..., X;, una muestra aleatoria simple, donde la funcion de densidad

es:
o) = 517 T () (2.10)

es decir, que siguen una exponencial de media 0. Encontrar el test UMP para el contraste

Hy:0 =0 frente a Hy : 0 = 01 con 01 > 0y para el nivel de significacion a.

Solucion. En primer lugar, la funcion de densidad para X1, ..., X, es de la forma.

1

a _lswm oy 1 _15n x
fe(X17 _”7Xn) = er(XZ) ene 0 21,:1 XZ . I{XZEO} = e—ne 4 Z1=1 X’L . I{X(l)ZO} (211)
1=1

Sea ¢ un punto arbitrario en (6, c0), pasamos a considerar el test Hy : § = 6y (simple)

frente a Hy : @ = 0; (simple). Por el lema de Neyman-Pearson, el test més potente a nivel
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a (UMP) es:

1, si f@l(le ,Xn) > kng(Xl, ...,Xn)
O(X1, .., Xn) = Qs st fo, (X1, e, Xin) = K fo, (X1, .0y Xin)
0, 8i fo, (X1, Xp) < K foo (X1s s Xn)
donde a = Ejp,(X). Por lo tanto, rechazamos Hy : § = 0y si fp, (X1, ..., Xpn) > kfo, (X1, ..., Xn)

para algin k£ > 0 (0 < k < 1). Observemos que tanto si la muestra procede de Hy : 0 = 6y
como si procede de Hj : 6 = 60y, se tiene que X; > 0 Vi € {1,...,n}, por lo tanto:

fo,(X1,..., X7) NN f%?eiézyzl - Iix )20 ok
oo (X, s Xo) 9%?67%2?21& x>0y
(Z;) '6_91 i1 Xi | g L X >k
& <z‘l)> ela ) S Xy, (2.12)
y como 0 < (g—?)n < 1, se debe cumplir
e<%7%> DX (g;) = ¢ para algtin ¢ > 1

Aplicando logaritmos

]_ 1 - / 2 /
= = X; > c paraalgin ¢ >0
i=1

6o 61
L_L).o
6o 01

c
ZXi > TN ¢’ para algtn ¢’ > 0

y como 6y < #; entonces

Luego

Procedamos ahora a estudiar la distribucion de > , X :
Bajo Hj las variables aleatorias (X7, ..., X,,) estan idénticamente distribuidas tal que
X~ Ea:p(%), entonces
1

n
Xit o+ Xn=> X NF(n,%)
=1
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y ademas, si X ~ I'(a,p) se cumple que para cualquier m > 0
mX ~T(a, 2)
m

Luego, para el 6 de la distribucién de los X; se tiene que

GZX eT(n QZX € X3, (2.13)

Asi, obtenemos el valor de ¢”:

a = Py, {Rechazar Hy/0 = 0y} = Py, {Z X; > c"}

i=1

2 - 2 " 2 2 " 2.14
PQO{H[);Xi>9()C}:P€0{X2n>9()C ( )

2
=1— PQO {X%n < 96”}
0

2
2 o - X5
=2 =3, ed=—"1
90 ’ 2

siendo X%n, ., el cuantil que deja a su derecha una probabilidad « en la distrubucién x3,,.

Entonces el test UMP es:

1, si ZX o X2na

(X1, Xn) = (2.15)
00 X2na
0, si ZX

Con esto se podria ver que para cualquier eleccion de 01 € (6, 00) el valor encontrado
para ¢’ serfa siempre el mismo, lo que significa que el test es el més potente independien-

temente del valor de 6, € (6, 00).
Por ello, para 6 € (0,00), sabiendo que X; € Exp(1/0) y %2?21 X; € x3,, la funcion
de potencia sera:

Bw(e) EO‘P {ZX > }_Pg{zzn:Xi>Zc//}

2 0 n,x
—P{X2n> o X2 } (2.16)

_1—P9{ 0X2na
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Problema 2.16. En las hipdtesis del problema anterior, pero suponiendo que Hy es com-
puesta, Hy : 0 < 0y, para cualquier valor 6y € (0,00] se puede encontrar también un test

uniformemente mds potente de Hy : 0 = éo frente a Hy : 0 > 0.

Solucion. Para resolver este problema bastaria con aplicar el razonamiento de verosimilitud

monoétona de los tests unilaterales, o simplemente emplear que el test no depende de 6.

Ejemplo 2.17. Sea el caso anterior, donde se quiere contrastar Hg : 6 < 6 frente a Hj :
6 > 6y, tomando n = 15, o = 0,05 y fy = 2, y mirando en la tabla de la distribucion x?
obtenemos que
, 43,773 -2
=——
2
Por lo tanto, el test UMP rechazaria Hy: 0 <2 si X7 + X9+ ... + X15 > 43,773, o bien si
7> 2,918.
En este caso, fijandonos en ([2.14)):

o= sup PQ{ZX»,;>C”} = Py, {ZXi>c"} (2.17)
i=1

0€(0,00) i=1

= ' = 43,773

(la misma que para el caso en el que Hy : 6 = ) luego la funcion de potencia del test UMP
es la representada en la Figura [2.2] En ella se puede ver que cuando § = 6 la potencia
toma el valor «, que era nuestro requisito para que el test fuera UMP. Ademés, se puede
apreciar que a medida que crece el valor de 6 la potencia se va acercando a 1, lo que quiere
decir que segtn crece # la probabilidad de rechazar la hipo6tesis nula también crece.
Ahora bien, si la idea es comparar el test de la T de student con el anterior, solo
tendriamos que comparar ambas funciones de potencia y ver cual es mejor. En este caso,
como lo que queremos contrastar es la media, se tomard Hg : pug <2y Hy : > 2.
Mediante simulaciones podemos aproximar la funcién de potencia para el test de la T
de student si los datos proviniesen de la distribucién exponencial. En la Figura [2.2] se ve
reflejada esta situaciéon. En primer lugar, se puede apreciar que la funcion de potencia dada
por el test de la T de student (TS, en rojo) no respeta el nivel «, por lo que ya hay indicios
de que el test no es el correcto. Ademas, la funciéon de potencia del test T se encuentra
siempre por debajo de la del test de Neymann-Pearson. Esto puede ser debido a que las

funciones de densidad de la exponencial y de la normal difieren mucho (véase la Figura

23).
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Figura 2.2: Funcién de potencia del test de Neyman-Pearson frente a la funciénde potencia

simulada del test de la T de Student cuando la muestra sigue una distribucion Exp(6).

o -
o™
o |
— (=]
= o = N
= 2 8=1/2 =
= / = §=2
o _| @
e T T T T T T e T T T T T T T 1
1 0 1 2 3 4 1 0 1 2 3 4 5 6
X *
3 6=3 S g=5
= 7 = N
= o= = = |
(=] (=]
C’._L = D_Abg
(=] (=]

Figura 2.3: Funciones de densidad de Exp(f) (azul) y N(u = 6,0% = 1) (rojo) para

distintos valores de 6.

Por ello, podemos decir que el test de la T de student es pésimo para hacer contrastes
de hipoétesis sobre la media cuando los datos provienen de una distribucién exponencial,

con un tamano muestral de n = 15.
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2.3.2. Caso uniforme

21

Problema 2.18. Sea X wuna muestra aleatoria simple con X; independientes entre si si-

guiendo una distribucion uniforme en el intervalo (0,60) donde 0 es desconocida. Encontrar

el test mds potente para contrastar Hy : 0 = 0y frente a Hy : 0 = 01 con 61 > 0.

Solucion. Por el Lema de Neyman-Pearson, el test ¢ mas potente a un nivel a para el

problema planteado deberéa ser de la forma:

1, si fgl(Xl, ,Xn) > k‘f@O(Xl, ,Xn)
SO(X17 "'7X’ﬂ) = v si f91(X1> 7Xn) = kf@g(Xl) >Xn)
0, si fo, (X1, ..., X»n) < kfo,(X1,.... Xy)

y cumplir que
Epyp(X1, ... Xpn) =

Ahora, Vi € {1,...,n} la funcion de densidad es

1/0, six; € (0,0
fo(xi) = [0, st e (0.0

0, en otro caso

y por ser Xq, ..., X, independientes

n n 1
foo (X1, X)) = [ ] foo (i) = Hi Tiaic0,00)}

n n 1
f91<X17-~-7Xn):Hf91(xz Hei I{xz 091}
=1 =1

Luego, considerando X1y = min(X7, ..., X;,) y X(p,) = max (X7, ...

, 510 < Xy < X,
foo (X1, ..., Xy) = (Bo)™ 1) (n)

0, en otro caso

1
—— 810 < Xy < Xy,
fo, (X1, .., Xp) = (61)" (1) (n)

0, en otro caso

Se pueden dar entonces cuatro casos:

L X(l) <0= fo,(X) =0y fo,(X)=0

LX) 20y Xny < b0 = foo(X) = oy v for(X) = g

. Xy 20y 6o < Xy < = fo,(X) =0y fp,(X) = (gll)n

» Xn)

< 0o

<0

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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Iv. X(l) >0 yX(n) > 601 > 69 :>f90(X) =0y f@l(X) =0

Ahora veamos para qué valores de k se cumple fp, (X) > kfo,(X), fo,(X) = kfp,(X)

o bien fy, (X) < kfp,(X) segin nos encontremos en los casos 1), ii), iii) o iv):

Caso || fo,(X) > K fy,(X) Jo (X) = kfy,(X) Jo (X) < kfo,(X)
i) Nunca Siempre Nunca

ii) sik < (6p/61)" si k= (60p/61)" stk > (60/61)"
iii) Siempre Nunca Nunca

iv) Nunca Siempre Nunca

Para satisfacer mirando en la tabla anterior y separando por casos:

En el caso iii) tenemos que ¢(X) = 1 independientemete del valor escogido
para k, es decir, que rechaza siempre. En los casos i) y iv) podemos escoger
©(X) =16 ¢(X) =0 sea cual sea el valor de k, ya que estos casos se encuentran
fuera de los soportes. Por ello, nos limitaremos a partir de ahora a estudiar Gnicamente

los casos ii) y iii). En el caso ii) separaremos en tres subcasos:
1. k< (6p/601)" = p(X) =1
2. k= (00/01)" = p(X) =106p(X)=0
3. k> (00/01)" = o(X)=0

Ahora bien, bajo Hy:

Py, [Caso iii)] = 0 (2.22)

Por lo tanto, aunque rechazdsemos una observacién que cayese en el caso iii), el nivel
siempre seria 0. Luego, un rechazo en el caso ii) a nivel « deberia ser posible. Como
k > (6p/01)" no lo permite y k < (6p/601)" siempre rechaza, entonces necesitaremos que
k = (60/601)" para obtener algin « con (0 < a < 1), es decir, aleatorizaremos el caso

ii) con probabilidad « de rechazo.

Veamos entonces que valor toma ¢ en el caso ii) para verificar
E00 SO(X ) =
Un modo de proceder es tomar ¢(X) = 7 para todos los X1, ..., X, en el caso ii):

Egyp(X) = - Py, [Caso ii)] + 1 - Py, [Caso i), Caso iii), Caso iv)] =y + 0=~ (2.23)
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Se toma entonces v = a.
Asi, el test méas potente con nivel o para contrastar Hy : § = 6y frente a Hy : § = 64

esta dado por:

1, si X,y = max(Xq,..., X,) > 0
(X1, s Xyp) = W ( ) (2.24)
7, Sl X(n) < 6y
La funcién de potencia del test se calcula de la siguiente manera:

para 0 < 0 < 6y

Eg(p(X):Oz-Pg [X(n) Seo] +1-PF [X(n) S (0>90)]
=a-1+41-0=«

y para 0 > 6,

Por lo que

to

Eap(X)=a v Ene(t)=1-(1-a)(7) (2.25)

Ademas, el Lema de Neyman-Pearson asegura que cualquier otro test ¢* con Ep,¢*(X) = «
tiene potencia

Ep,¢*(X) < Ep,0(X)

Ejemplo 2.19. Supongamos que se quiere encontrar el test més potente a un nivel o = 0,05
para contrastar Hp : = 1 frente a Hy : € = 3/2, donde el tamafio de la muestra es n = 5.
Entonces la funciéon de potencia para los distintos valores de 6 tendra la forma que se
muestra en la Figura 2.4

En efecto se puede ver que V8 € ©1 la potencia del test de la T de student (TS, en verde)
es menor que la potencia para el test de Neyman-Pearson (en rojo). Esto era esperable ya
que el de Neyman-Pearson es el mas potente al nivel « fijado. Ademaés, la potencia de este
test crece muy rapido, lo que quiere decir que con alejarse un poco de 0y, enseguida el test
rechazara la hipétesis nula. Por ejemplo, fijandonos en la figura, si 6 toma un valor cercano
a 3/2 el test mas potente rechazara con una probabilidad proxima a 1, sin embargo, el test

de la T de student rechazara con menos de un 50 % de posibilidades.
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Figura 2.4: Funciones de potencia. En rojo, la del test de Neymann-Pearson, y en verde,

la del test T' (realizada mediante simulaciones).

Observacion 2.20. Recordemos que si X ~ Unif(a,b) se tiene que E[X] = 2t En el
ejemplo se esta considerando que X ~ Unif(0,0p = 1), con lo cual E[X]| = 1/2. Por lo
tanto se realizara el contraste Hp : p < 1/2 frente a Hy : p > 1/2 (el codigo de R para la
realizacion de la Figura[2.4] se encuentra en el anexo, donde se ha considerado una cantidad

de 10000 muestras simuladas con un tamafnio n = 5).

Supongamos ahora que el tamafno muestral es mayor, considerandon = 15 y n = 50. En
la Figura[2.5se muestra cémo la potencia del test de la T de Student mejora notablemente
segiin aumenta el tamano muestral, pero aun asi seguira siendo peor que la del test de
Neymann-Pearson, ya que a medida que se mejore el tamafio muestral, también lo hara su

funcién de potencia, superando con creces la potencia del test T.

Como conclusion se puede decir que, a diferencia del caso exponencial, el test de la
T de student no funciona tan mal para hacer contraste de medias sobre una distribucién

uniforme en el intervalo (0,6). Aun asi, esta lejos de ser el test d6ptimo.
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1—o
3f2p

Figura 2.5: Comparativa del test de Neymann-Pearson (en rojo) frente al test de la T de
Student (en verde) para el caso de una poblacién uniforme en el intervalo (0, 6) donde los

tamanos muestrales son n = 15 (izquierda) y n = 50 (derecha).
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Capitulo 3

Contrastes sobre medidas de posicion

central

En capitulos anteriores hemos visto algunos test para realizar contrastes sobre la media
de una poblacién. Es de interés el preguntarse si podemos realizar contrastes sobre alguna

otra medida de posicién central y ver qué relacién tiene con la media.

Las medidas de posicién nos facilitan informacion sobre los datos que estamos ana-
lizando. Si nos encontrasemos en un contexto no paramétrico, donde la poblaciéon de la
que provienen los datos es desconocida, el hacer contrastes sobre la media serfa un pro-
blema complicado. Entre los test no paramétricos, uno de gran importancia es el test de
la mediana, ya que la mediana es una medida con propiedades més universales que la

media.

En este capitulo estudiaremos primeramente si en poblaciones simétricas, en las cuales
la mediana coincide con la media, hay alguna relacién entre el test de la mediana y el test

de la T de Student al realizar contrastes sobre la media.

En segundo lugar se expondra el test de Wilcoxon de rangos con signos (RSW)
y, para terminar, se estudiarédn las funciones de potencia de dichos tests comparandolas

con la del test T'.

27
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3.1. Test de la Mediana

3.1.1. Presentacion del test

Supongamos que una muestra aleatoria simple procede de una distribucién continua
desconocida. El objetivo es ver si la mediana de esa distribucion (m) toma un valor my.

Se tratara entonces de contrastar la hipotesis nula
H() M =my (31)

Si mg fuera la mediana de esta distribucién teoérica, en una muestra procedente de esta
poblacion, la mitad de las observaciones se encontrarian por encima de la mediana y la otra
mitad por debajo, salvo una pequena desviacion aleatoria. Entonces, si la divisién que my
induce en la muestra deja porcentajes de elementos por encima y por debajo muy distintos

al 50 %, habria evidencias significativas para rechazar Hy. Con ayuda del estadistico
T = n? de observaciones muestrales menores que mg (3.2)

el test consistira en rechazar Hy : m = mg si T es muy diferente de n/2. Ahora bien,
para saber cuidndo T difiere mucho nos fijaremos que bajo Hy su distribuciéon es una
Binomial(n,1/2). Luego el problema se resuelve como el contraste de una proporcion,
ya que la hipotesis nula es equivalente a Hy : p = 1/2 con p = P(X < my), siendo la
proporcion muestral p = T'/n. Por lo tanto, si n es pequeno se resolveréa con las tablas de

la binomial y si n es grande se recurrird a la aproximacién normal:

T/n—1/2

1/2(1-1/2)

~ N(0,1)

3.1.2. Extension a otros cuantiles

El siguiente teorema muestra que la idea del test de la mediana se puede extender a
cualquier cuantil, y dependiendo del tipo de hipoétesis el test sera UMP o UMP entre los

centrados.

Definicién 3.1. Dada una constante k, se define a la variable aleatoria S;(X) como el

namero de elementos de {X; — k, ..., X;, — k} que son positivos, es decir:
SH(X) = T e0)(Xi) (3.3)
i=1

Teorema 3.2. Sea una poblacion absolutamente continua, cuyo cuantil de orden p es cp.
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Si se desea contrastar Hy : ¢, < k frente a Hy : ¢, > k, el test
1, si SF(X)>c
O( X1, Xn) =<7, si ST(X)=c (3.4)
0, si ST(X)<e
es UMP, donde las constantes v € R y ¢ € N se hallan mediante la ecuacion siguiente, que

refleja que el nivel del test ha de ser a.

i <Z> (1=p)p"" + 7<Z> (1=p)P" " =a (3.5)

r=c+1
Por otro lado, si se quiere contrastar Hy : ¢, = k contra Hy : ¢, # k, el test
1, si SH(X)<ecp 6SHX)> e
o(X1, ..., Xn) =i, s S;H(X) =ci con (i =1,2) (3.6)
0, sici < SH(X)<e

es UMP entre los centrados, donde c;,y; son constantes determinadas a partir de las ecua-

ciones:
co—1 n 2 n
Z < >(1 —p)'p" "+ Z (1-— %)( > (1—p)p" % =1-a (3.7)
r=c1+1 " i=1 Ci
el /m-1 2 n—1
1—p)pt—T" 11—y 1 — p)Cipn~C — 1 — )
E;I(T_l)< U MIELII G (R o (39
r=C1 1=

Nota: Para muestras de tamano grande se puede utilizar la aprorimacion por la distribu-

cion normal.

Observacion 3.3. Notese que en el teorema anterior se supone que la probabilidad de que
X; — k = 0 para algtn ¢ es nula, ya que la poblaciéon es absolutamente continua. Nos
podemos preguntar entonces qué ocurre para aquellas observaciones las cuales verifican
; — k = 0. La solucion seria realizar el test dos veces: una incluyendo en os X; =
X; — k=0. La sol 1 1 test d 1 d Stlos X; =k
y en la otra sin incluirlos. Si no hay apenas diferencias en las areas de las colas de ambos
la solucion seré casi la misma. Por el contrario, si las diferencias son notorias, el test no es

fiable.

El teorema [3.2|es aplicable a cualquier cuantil, por lo que también podra ser usado para
la prueba de la mediana. A continuacién se mostrardn dos ejemplos: el primero, sobre la
mediana, donde el tamano muestral sera 10 (moderado, no se podra usar la aproximacion
normal); y el segundo, también sobre la mediana, pero esta vez con un tamano muestral

de 80, dénde si se aplicara la aproximacién normal.
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Ejemplo 3.4. Supongamos que en una auditoria la mediana de las cuentas financieras
que cada trabajador es capaz de supervisar a la semana estd establecida en 6 cuentas.
En la auditoria se hace un experimento con el fin de mejorar la eficacia de las horas tra-
bajadas, consistente en introducir mejoras de software en el sistema informatico. Estas
nuevas mejoras se aplican al software de 10 trabajadores, y se obtiene que estos trabaja-
dores supervisaron 4,5,7,7,8,9,11,12,13,15 cuentas respectivamente. Se quiere contrastar la

hipotesis Hy de que Cp5 < 6 contra Hy : Cp5 > 6, a un nivel o = 0,1.
Solucion. Aplicando el teorema la igualdad (3.5) da lugar a :

£ -G E 00 e

10
1 1
=) (0>2—10+7< O>2—10:0,10
r C

r=c+1
obteniéndose las constantes ¢ = 7y v = 0,39. Como S, (z) = 8, se rechaza la hipétesis nula
a favor de la alternativa, a un nivel @ = 0,1, de que la mediana es mayor al implementar el
nuevo software. Es, decir, en términos de la mediana, el nuevo software mejora la efectividad

de las horas trabajadas.

Ejemplo 3.5. En un gimnasio la mediana del nimero de veces que cada socio va al
gimnasio (mg) esta establecida en 3. El objetivo de los duenios es determinar si la mediana
es superior a 3, y para ello se le pregunta a 80 socios, de los cuales 50 van més de 3 veces
al gimnasio. ;Se puede afirmar con pruebas significativas que la mediana es superior a 3 a

un nivel a = 0,057

Solucion. En este caso, como el tamano muestral es bastante grande (n = 80), utilizaremos
la aproximaciéon normal.
Sera equivalente a contrastar Hy : p < 1/2 contra Hy : p > 1/2, siendo p = P(X > my).
El estadistico de contraste es
50/80 — 1/2

1/2(1-1/2))
80

= 2,2361

y se cumple que
3,35 > 1,6448 = 2z,

Ademas, el nivel critico es 0.0127, luego hay pruebas significativas para rechazar la hipotesis
nula y concluir que la mediana es mayor que 3 a un nivel @ = 0,05 (a un nivel @ = 0,01 ya

no se podria rechazar Hy).
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3.2. Test de la mediana vs. test de la t de Student en pobla-

ciones simétricas

Una vez que se ha explicado el test de la mediana para el contexto no paramétrico,
podriamos pensar que en una poblacién desconocida la mediana podria estar muy cerca
de la media real de dicha poblacién, pero esto sélo ocurriria en determinados tipos de
poblaciones. Un requisito que garantiza que la media y la mediana coincide es que las

funciones de densidad sean simétricas.

3.2.1. La distribucién de Laplace

Definicién 3.6. Una variable aleatoria X posee una distribucion de Laplace(u, A) si tiene

como funcién de densidad:

1 _p—
1 e ¢ X ,siz<pu
fun@) =55 T =42 (39)
ﬁe*T, six>pu

donde g es un parametro de localizacion y A > 0 un paradmetro de escala. Por ser esta
distribucion simétrica, las medidas de posicion central (media, mediana y moda) toman el

mismo valor, p.

Funcién de probabilidad

10

— u=0,1=05
wu=0 =1
— wu=01r=2

06 08
! !

densidad

04

00 02
! !

Figura 3.1: Funcién de probabilidad de la distribucién de Laplace para p = 0 y distintos
valores A = 0.5,1, 2.
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Ejemplo 3.7. Se considera que la muestra X de tamafio n = 30 sigue una distribucién de
Laplace de parametros p desconocido y A = 1, y se quiere realizar el contraste Hy : p < ug
frente a Hy : pu > po con pog = 0. Entonces, podriamos entender que realizar un contraste

sobre la media seria equivalente a hacer el mismo contraste sobre la mediana.

Realizando simulaciones obtenemos que las funciones de potencia de ambos test son las
representadas en la Figura[3.2] Se puede apreciar que en efecto ambas funciones de potencia
son muy semejantes y que respetan muy bien el nivel o cuando p = pg. Ademas, por la
forma de las funciones, parece que ambos test no son nada malos a la hora de realizar el
contraste. Por ejemplo, si u = 1, ambos rechazarfan casi con toda probabilidad la hipotesis

nula.

Potencia

Figura 3.2: Funcion de potencia para el test de la t de student (TS, en verde) y para el
test de la mediana (TM, en rojo) cuando X € Laplace(0,1)

Por otro lado, es curioso ver que a pesar de que ambos test realizan decentemente el
contraste, el test de la mediana es algo mas potente (aunque se hayan realizado simulaciones
para su representacion, ésta no va a variar apenas de la funcién real, ya que estamos
hablando de un ntimero de simulaciones muy elevado, 10000). Por ello, en este caso, el test

recomendado para realizar el contraste seria el de la mediana.
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3.2.2. Caso normal

Ya hemos visto en el ejemplo anterior que cuando las observaciones provienen de una
poblacién simétrica, realizar un contraste sobre la mediana es equivalente a realizar un
contraste sobre la media. Ademas, el test de la mediana se comporta muy bien en estas
situaciones, pero, ;qué ocurre si los datos proviniesen de una normal, que también es
simétrica? Pues bien, en el capitulo anterior se ha probado que el test de la T de Student
es el 6ptimo para esta situcion, lo que se traduce en que la funcién de potencia es mejor
en el caso de la prueba T de Student. Adn asi, es de interés ver qué diferencia hay entre
estos tests.

Consideremos el ejemplo anterior, pero ahora suponiendo que los X; siguen una distri-
bucién normal. En este caso las funciones de potencia para dichos test aparecen represen-

tadas en la Figura|3.3

Potencia
Potencia

Figura 3.3: Funciones de potencia (simuladas) para el test de la T de student (TS, en
verde) y para el test de la mediana (TM, en rojo) cuando X € N(u,1). A la izquierda,

tamafnio muestral n = 30 y a la derecha, n = 100.

A diferencia del caso en que los datos provenian de una distribucién de Laplace, ahora
se puede ver como el test de la mediana sigue siendo bastante bueno, aunque sobrepasado
por el test de la T de student. Ademas, si aumentara el tamano muestral (en la figura, con
n = 100), la diferencia seguiria siendo perceptible. Evidentemente, si el tamano muestral

fuera muy grande, la diferencia entre ambos tests seria minima, en términos absolutos (si
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dilatasemos el eje de p el aspecto cambia).

Por otra parte es necesario anadir que este caso no es como el anterior. El test de la
mediana siempre respetara el nivel, sin embargo, el test de la T de Student respetara el
nivel cuando la distribucién sea normal; cuando no es normal podria no respetar dicho

nivel.

3.3. Contraste de Wilcoxon de rangos con signos (RSW)

El test de la mediana descrito anteriormente considera si las observaciones muestrales
estan por encima o por debajo de un valor de referencia, sin tener en cuenta las diferencias
de las observaciones a dicho valor, lo que ocasiona una pérdida de informacion. El test de
Wilcoxon de rangos con signos salva esa limitacién, ya que provee un test de localizaciéon
(y simetria) alternativo que tiene en cuenta las magnitudes de estas diferencias.

Sean X7i, ..., X, independientes e idénticamente distribuidas siguiendo una distribuciéon
continua F', simétrica respecto de la mediana m. El problema trata de contrastar Hy :
m = my frente a las hipotesis alternativas usuales (unilaterales y bilaterales). Sin pérdida
de generalidad, se asume que mg = 0, luego F(—z) = 1 — F(z) Yz € R. Para contrastar
Hy: F(0) =1/2 6 Hp: m =0, en primer lugar ordenamos | X1|,|Xas], ..., | X,| en un orden
de magnitud creciente, asignando rangos. Por ejemplo, si n =3 y | Xa| < [ X;| < | X3/, los

rangos asignados seran: |X1| es 2, | X3| es 1 y |X3| es 3. Definimos
» T = suma de los rangos procedentes de X;’s positivos.
= T~ = suma de los rangos procedentes de X;’s negativos.
Por lo tanto, bajo Hy se puede esperar que T y T~ sean iguales. Notemos que

n
_ . n(n+1)
T+ T = § =" 7 3.10
" i=1 Z 2 ’ ( )

luego ofreceran un criterio equivalente.

El estadistico Tt (o T7) es conocido como el estadistico de Wilcoron. Un valor
elevado de T senalard que las mayores diferencias poseen un signo positivo, haciendo
creer que la poblacién no es simétrica respecto a m, estando ésta desplazada hacia la
derecha, por lo que rechazariamos Hy : m < 0 en favor de la alternativa Hy : m > 0. Un
valor pequeno de T~ indicaria que las mayores diferencias tienen lugar por debajo de m,
sugiriendo que esta desplazada hacia la izquierda. Un analisis similar se aplica a las otras

dos hipétesis alternativas:
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» Hy:m <0, H :m >0 : el test rechaza Hy si T > ¢1
» Hy:m >0, H :m <0 : el test rechaza Hy si TT < ¢y
s Hy:m =0, H :m # 0 : el test rechaza Hysi T <c3 6T > ¢4

El estadistico T' de Wilcoxon consiste en la suma de todos los rangos, una vez asignado
a cada uno de ellos el signo de la diferencia X; —m. Denotando 7(|X;|) = r; como el rango
de | X;| (i=1,...,n)ya
1, si X; >0
Zi = (3.11)
0, si X;<0

escribiremos Tt =" riZ; y T~ =>1", (1 — Z;)r;. Con esto,
n n
T=T"-T == r+2) riZ
i=1 i=1
- n(n+1)
= 22;’FZZZ — 72 .
1=

Por légica, bajo la hipotesis nula de simetria respecto a m, la mitad de los rangos

(3.12)

provendrian de diferencias de signo positivo y la otra mitad de signo negativo. Ademas,

la probabilidad de ser positivo o negativo deberia ser de 1/2. Por ello, el rango i-ésimo

tomara valores ¢ y —i con probabilidad 1/2, por lo que tendra esperanza 0, y lo mismo le

pasara al estadistico T'. La varianza de T coincidira con la suma de los cuadrados de los n

primeros nameros naturales:

n(n+1)(2n+1)
24

Ahora bien, existen dos formas de realizar la prueba de Wilcoxon. La primera consiste

Var(T) = (3.13)

en utilizar la aproximacion normal del estadistico T, ya que, para un n grande se satiface
la condicién de Lindeberg y se tiene que
Tt — Ep, T .
VIn(n+1)(2n + 1)]/24

Este estadistico utiliza solo los rangos de las diferencias positivas (X; —m), luego su suma

N(0,1) (3.14)

seré igual (en promedio) a la mitad de la suma de los n primeros niimeros naturales:
1)
By, (TT) = Zz = L (3.15)

y su varianza es igual a la cuarta parte de la del estadistico T":

n(n+1)(2n+1)

Var(TT) = o1

(3.16)
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Ademaés, para resolver el contraste existen unas tablas que poseen los valores criticos. Si
el estadistico muestral de Wilcoxon estuviera por debajo del valor critico de dichas tablas,
se rechazaria la hipotesis nula de simetria respecto de mg. De todos modos, para tamanos
muestrales elevados conviene realizar la aproximacién del estadistico por la normal, ya que
se simplificarfan mucho los célculos y el resultado seria practicamente el mismo.

Por otra parte, el contraste también podria resolverse utilizando el estadistico T', con

la aproximacion normal a su distribucion, de media nula y varianza la descrita en ((3.13]).

En conclusioén, la prueba consistente en el estadistico T rechaza Hy : m < 0 a favor
de Hy : m > 0 para un « € (0,1) fijado, cuando T > k. El valor de k se puede determinar

sabiendo la distribucion del estadistico T para tamanos muestrales pequeiios tal que

Py, (Tt > k)=« (3.17)

Observacion 3.8. El test de Wilcoxon también puede ser usado para contrastar la simetria
de una poblacién respecto de un punto dado. Sea X1, ..., X;, una muestra aleatoria donde
X; son independientes e idénticamente distribuidas siguiendo una distribucién continua F'.

Podemos definir la hip6tesis nula mediante
Hy : m =mg y F simétrica respecto de mg (3.18)

y la alternativa como
Hy:m # mg , o F asimétrica (3.19)

Ejemplo 3.9. Se consideran los resultados que han sacado en un examen un grupo de 18
alumnos. Se quiere contrastar que dichas calificaciones proceden de una poblacién simétrica

con una mediana igual a 60.

Notas del examen

Calificaciones 65 52 72 61 57 59 62 70 62 64 62 71 55 62 53 57 67 62
Diferencias 5-8121-3-121024211-52-7-372

X, —m

Rangos 11,5-15171,5-8,5-1,6 5155105 16 -11,5 5-13,5 -85 13,5 5

A la hora de asignar rangos, cuando una magnitud esta repetida para la diferencia X; —
m, se asigna a cada una el promedio de los rangos que le corresponden a las observaciones.

En este caso, la menor diferencia observada es 1, que aparece dos veces, a las que les
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corresponderian los rangos 1 y 2. El promedio de ellas es 1’5, que asignamos a cada una de
las dos observaciones. La siguiente menor diferencia es 2, que aparece en cinco ocasiones,
cuyo promedio es 5, luego asignamos 5 a estas cinco observaciones. Asi sucesivamente hasta
hallar todos los rangos.

El estadistico T" es igual a
TH=11,5+17+1,5+5+15+5+10+5+16+5+13,5+5=109,5 (3.20)

Mirando en la tabla, Hy es rechazada a un nivel a = 0,05 si T > 124. Como 109, 5 < 124,
aceptamos Hgy : m = 60 y F es simétrica respecto de 60.
Veamos que si aproximamos por la normal el estadistico T' también llegariamos al

mismo resultado:
T~ =-15-8,5—-1,5—-11,5—-13,5—-8,5= —58,5 (3.21)

Entonces T'=T" — T~ = 109,5 — 58,5 = 51, con esperanza cero y varianza :

18(18 +1)(2- 18 + 1)

Var(T) = 5

= 2109 (3.22)

Utilizamos el estadistico T tipificado (que sigue una normal estandar en muestras grandes):

T—E(T) 51-0
VVar(T) /2109

=1,111 (3.23)
y vemos que no aporta un nivel critico menor del 5 %.

En conclusiéon, no se rechza la hipotesis nula de que la mediana es superior a 60, y
ademaés tampoco se rechaza la hipotesis de que la distribucién sea simétrica alrededor de

esta mediana.

3.4. Test RSW vs. test de la T de Student bajo distribuciones

simétricas

En esta seccion nuestro objetivo serd ver qué ocurriria si comparisemos el test de la
T de Student contra una aproximacién del test de Wilcoxon de rangos con signos, que se
describira a continuacion, en el caso de poblaciones simétricas. Para ello reutilizaremos el
Ejemplo de la seccion 3.2.

Es importante senalar que la funcién de potencia exacta de la prueba del test de
Wilcoxon no se puede obtener ya que la distribucion exacta del estadistico Tt no se puede

escribir, bajo la hipoOtesis alternativa, de forma explicita. Por otra parte, serd también
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inviable realizar una aproximaciéon por el Teorema del Limite Central dado que bajo Hi,
T* no se puede representar como suma de variables aleatorias independientes. De todos
modos, la potencia de este test puede ser aproximada para valores de m préximos a cero

de la siguiente manera (Hettmansperger, 1984, pp. 59-62):

B(m) = P(Rechazar Hy/H; cierta)

=P(T" > k)
B k— By (TT)
=1-¢ (VarH1 (T+)> (3.24)
n(n—1)m [ f*(x)dz +nmf(0)
~1—¢ | 24 —
n(n+12)£2n+1)

con m > 0. Ahora bien, si los datos siguieran una distribucién N (0, 0?) es facil ver que

1

2ro

f(0) =

(3.25)

Y quedaria asi
o (s ViR ([ i i) 20

siendo ésta la funcion de potencia asintética local del test RSW.

3.4.1. Caso doble exponencial (Laplace)

Como ya habifamos visto anteriormente en este capitulo, el test de la mediana se com-
porta muy bien cuando se trata con poblaciones simétricas, y es de esperar que el test

RSW se comporte igual o incluso mejor.

Trabajando con el Ejemplo [3.7| podremos ver en la Figura que forma adquiere
la funcién de potencia para el test de RSW aproximada por la féormula , cuando
trabajamos con una distribucién de Laplace de pardmetros 4 = 0 y A = 1. En primera
instancia hay que decir que la funcién de potencia aproximada para el test RSW se asemeja
bastante a la real, por trabajar con valores cercanos a cero, ya que de no ser asf la formula
propuesta en (|3.24)) seria erronea.

En la Figura se puede apreciar como el test de Wilcoxon se parece bastante al de la
mediana, siendo ambos mejores que la prueba T de Student. Ademaés, es de interés ver que
a medida que crece el tamano de la muestra, mas se parecen las funciones de potencia para

ambos tests.
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P
P

Potencia
Potencia

-02 00 02 04 06 08 10

m m

Figura 3.4: Funciones de potencia simuladas para el test de la T de student (TS, en verde),
para el test de la mediana (TM, en rojo), y funciéon de potencia para el test RSW (en
negro) calculada mediante la formula cuando X € Laplace(u = 0,\ = 1). Tamanos

muestrales n = 30 y n = 100.

3.4.2. Caso Normal

Al igual que en el test de la mediana, supondremos ahora que se sigue una distribucion
normal, y veremos cémo funciona el test RSW comparado con el test de la T de Student.

Para ello, nos apoyaremos de nuevo en el Ejemplo

Se puede ver ahora en la Figura [3.5] que en efecto el test de la T de Student es el
6ptimo en cuanto a poblaciones normales se refiere. Por otro lado, al contrario que en el
caso anterior, ahora el test RSW se ve superado por el test de la mediana. Ademas, el
test de RSW se ve ahora muy afectado por el tamano muestral, siendo la mejora notable

cuando pasamos de un tamano muestral de 30 a 100.

Observacion 3.10. En la Figura para la realizacion de la funcion de potencia del
test RSW (en amarillo), se ha utilizado la aproximacion dada en . En negro se ha
representado la aproximacién mediante la formula , como hemos hecho en el caso
de la distribucion de Laplace. Asimismo, como se puede ver en el grafico, con n = 30 las

funciones son casi iguales, y con n = 100 estan préacticamente superpuestas.
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=p
=p

Potencia
Potencla

Figura 3.5: Funciones de potencia (simuladas) para el test de la T de student (TS, en
verde), para el test de la mediana (TM, en rojo), y funciones de potencia aproximadas
para el test RSW, en amarillo y en negro, calculadas mediante las formulas y ,
respectivamente, cuando X € N(u = 0,02 = 1). A la izquierda, tamafo muestral n = 30

y a la derecha, n = 100.

Como conclusion se puede decir que bajo distribuciones normales el test T' es mas
potente que los test no paramétricos de la mediana y RSW. Por otra parte, es necesario
reiterar que a pesar de utilizar poca informacién, estos tests son capaces de ser bastante
potentes bajo hipotesis de distribuciones simétricas, y en ciertas ocasiones superar al test
T.

Sin embargo, si el objetivo es el estudio en distribuciones no simétricas, estos tests
podrian remarcar la no simetria de dichas distribuciones, pero sin obtener resultados fiables

sobre la media, algo que si ocurre cuando hay simetria.



Capitulo 4
Comparacion de dos poblaciones

En este capitulo abordaremos el problema de contrastar si dos poblaciones poseen
caracteristicas similares, viendo si es posible sacar conclusiones sin que haya un grado de
duda severo. Para ello, dividiremos en dos casos: paramétricos y no paramétricos.

En primer lugar estudiaremos el caso normal, separando en casos dependiendo de si
tienen igual o distinta variabilidad, y de si las muestras son emparejadas o independientes.
La solucién a este problema ya se dio en el capitulo 1, por lo que recordaremos los tests de
tipo T de Student resultantes de manera breve.

En segundo lugar introduciremos dos pruebas para situaciones no paramétricas: el test

de los signos y el test de Wilcoxon-Mann-Whitney.

4.1. Situaciones paramétricas. El caso normal.

Las siguientes tablas recogen las diferentes situaciones que se describieron en el primer

capitulo, para el caso de dos poblaciones:

Muestras emparejadas

Consideremos dos variables aleatorias X e Y suponiendo que X € N(u1,09) e Y €
N (ug, ag) con o1 y oy desconocidas, que se miden simultaneamente en cada individuo de

una muestra de n individuos independientes.

Hipoétesis Hipotesis Estadistico Region
nula alternativa de contraste critica
Ho:py = po Hy g # po o ltol > tas2
Hy:pyp < po Hy:py > po tozgj/_\}% to > ta
Ho @ py > o Hy :py < g to < to

41
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Muestras independientes

Suponemos dos poblaciones normales con respectivas medias y varianzas: N(u1,0?),

N(p2,03). Se extrae de manera independiente una muestra aleatoria simple de cada po-

blacion.
01 = o9 desconocidas
Hipoétesis Hipotesis Estadistico Region
nula alternativa de contraste critica

Ho : py — p2 = do
Hy : pyp — p2 < oo
Ho : py — p2 > do

Hy: i — pa # do
Hy 2y — pa > do
Hy:py — pg < do

to = X1 —X5—-4o

1,1
Sey/nr g

’to’ > tn1+n272,a/2
tO > tn1+n272,a

tO < tn1+n2—2,a

o1 # o2 desconocidas (Behrens-Fisher)

Hipétesis Hipétesis Estadistico Region
nula alternativa de contraste critica
Ho:py—po =200 | Hy:py—po # do o — Xi-Xady [to| > ty.0/2
Ho:py —po <o | Hy:pn — p2 > 0 50/ 50 4 5B to > ty.a
ny n
Hy:pp —pg > 00 | Hy:pp — p2 < dg to < tya

Denotando v como el entero méas proximo al calculo de

(82 /n1 + 8% /n2)?
(Sgl/”l)Q (532/"2)2

ni—1 no—1

_l’_

4.2. Test de los signos

Un test usado frecuentemente es el test de los signos. Este test es muy 1til para juzgar
la efectividad de diversos tratamientos. Supongamos que en un grupo de n individuos
se le efecttia a cada uno la medicién de dos variables variables aleatorias, en diferentes
condiciones. Por ejemplo, antes y despiies del tratamiento con un tipo de farmaco en
diversos pacientes para reducir la presencia de células cancerigenas. Una pregunta obvia
es si hubo alguna mejora en los pacientes después del tratamiento, es decir, si la segunda

variable que se ha medido es de algin modo més pequena que la primera.
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A la hora de tomar una decisién nos apoyaremos en las observaciones de los n individuos

independientes, recogidas como una muestra aleatoria simple de la forma
(leyl)a"'7(Xn>Yn) (41)

Para la comparaciéon de los resultados de la variable X con los de Y se procede realizando

el siguiente recuento:

T = Numero de veces que X es mayor que Y (4.2)
luego
n
T=2 Iixsv) (4.3)
i=1

El estadistico T se puede ver como el nimero de signos positivos en las diferencias X —
Y1, ..., X, — Yy,. Si ambas variables X e Y fueran muy parecidas seria logico que P(X >
Y) = 1/2, valiendo T aproximadamente n/2. De no ser asi, una variable serfa mayor que

la otra.

Por lo tanto, se puede plantear un problema de contraste de hipotesis de la forma
Hy:P(X>Y)=1/2 (4.4)

que se resuelve por el procedimiento binomial visto para el test de la mediana en el tercer

capitulo.

Ejemplo 4.1. En una empresa automovilistica se estid experimentando con un nuevo tipo
de aceite para mejorar el rendimiento de los motores de sus coches. Con el objetivo de
evaluar el rendimiento de los coches se han realizado dos pruebas en un circuito: una con el
aceite estdndar y otra con la nueva féormula de aceite, obteniéndose los siguientes tiempos

minimos de vuelta en circuito (en segundos):

Coche Aceite estandar  Aceite experimental
1 305 297
2 301 295
3 292 293
4 291 286
5 308 305
6 303 290
7 307 299
8 288 289
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;.Se puede decir que la nueva féormula de aceite mejora el rendimiento de los motores?

Solucion. Suponiendo que los X; son los tiempos de los coches con aceite estandar y los Y;

los tiempos con el aceite experimental, el problema se plantea definiendo las hipo6tesis
Hy:P(Y >X)>1/2 H :PY>X)<1/2

pues queremos probar que el tiempo con el aceite experimental es menor.
Haciendo el recuento, .
T=> Iix>y) =6
i=1
En este caso rechazaremos Hy : P(Y > X) > 1/2 si T es mucho mayor que n - 0'5. Como
n = 8, se puede ver que T'= 6 > n/2 = 4, luego hay indicios de que Hy podria ser falsa.

Mediante el siguiente co6digo en R

n=8
exitos=6

binom.test(exitos,n,p=0.5,alternative="greater")

podremos obtener el valor critico. En este caso se arroja un valor critico de 0.1445, por
lo que a los niveles usuales de significacion (0.01, 0.05, 0.10) no podremos rechazar la
hipétesis nula de que con el aceite experimental los tiempos de vuelta minimos en circuito

sean mayores que con el aceite estandar.

4.3. Test de Wilcoxon-Mann-Whitney

Ahora el objetivo sera la comparacién de dos variables aleatorias independientes entre
si. Al contrario que la situacién anterior, nos encontramos ante dos muestras Xy, ..., X;n €
Yi,....Y,.

En 1945 Wilcoxon propuso el siguiente procedimiento:
1. Crear la muestra combinada juntando las dos muestras y ordenada de menor a mayor.
2. Hallar los rangos correspondientes.

3. Determinar la suma W de los rangos R; de los Y} en la muestra combinada para

73 =1,...,n, esto es

W= Zn: R; (4.5)
j=1
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A W se le conoce como estadistico de Wilcoxon.

Posteriormente en 1947 Mann y Whitney publicaron otro trabajo que da solucién a este
mismo problema, y aunque se tratase otro diferente al de Wilcoxon, los tests resultantes
son equivalentes. Por ello a dia de hoy se le conoce como test de Wilcoxon-Mann-Whitney.

El estadistico de Mann-Whitney se define de la siguiente forma:

m n .
U:ZZEJ con Tj; = bost ¥y > (4.6)
=1 j—1 0, en otro caso
Como se puede ver, este estadistico consiste en un recuento de todos los pares X;,Y; (notese
que hay m - n posibles) en los que Y es mayor que Xj.

Asi pues, consideraremos que las dos variables son semejantes si el estadistico de Mann-
Whitney toma un valor moderado, y por el contrario, que Y tiende a ser mayor que X si
el estadistico tomase un valor elevado, o bien que Y es por lo general menor que X si este
esadistico tomara un valor reducido.

Con esto, la hipotesis nula que vamos a contrastar sera la misma que para el test de
los signos:

Hy:P(Y >X)=1/2 (4.7)

siendo en este caso X e Y variables independientes, a diferencia del caso anterior en el que

estaban emparejadas.

Ahora bien, para realizar el contraste en base al estadistico de Mann-Whitney sera
necesario conocer su distribuciéon bajo Hy. Esa distribucién es conocida y se dispone de
una tabla especifica para tamanos muestrales reducidos. Esta tabla contiene los valores que

dan lugar a rechazar en un contraste unilateral del tipo “rechazar si U es grande”.

En el resto de casos recurriremos a las siguientes propiedades del estadistico de Mann-
Whitney:
Propiedad 1: Denotando Up,p = 32101 3771 Iiyysx,y ¥ a Ungm = D000 D001 Iix,>v;) se

cumplira (salvo empates) la siguiente igualdad:

Unpn +Upm = mn (4.8)

Propiedad 2: Bajo la hipoétesis nula de que X e Y poseen la misma distribucion, el

estadistico de Mann-Whitney tiene distribucion simétrica en torno a “§*. En particular,

P(Upn=k)=PUnn=mn—k) VYke{0,1,...,mn} (4.9)
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Propiedad 3: Bajo la hipotesis nula de que X e Y tienen la misma distribuciéon, Uy, y

U,m tienen la misma distribucion, lo cual es consecuencia de las propiedades 1 y 2.

Por otro lado, se puede comprobar facilmente que se cumple la igualdad; que relaciona

los estadisticos de Wilcoxon y de Mann-Whitney:

n(n+1)
2

U=W - (4.10)

Ejemplo 4.2. Supongamos que se tienen los datos diagnosticos de 9 pacientes, de los
cuales 5 (= n) son mujeres y 4 (= m) son hombres. Todos ellos fueron diagnosticados con
una determinada enfermedad. El objetivo es estudiar si existen diferencias entre las mujeres
y los hombres que padecen dicha enfermedad, en términos de la edad. Las muestras son

las siguientes:

Mujeres (X): 21,19,17, 28,25
Hombres (Y) :20,12,18,13

Se definen las hipotesis:
Hy:P(X>Y)<1/2

Hi :P(X>Y)>1)/2

Ordenando las edades

Edad: 12 13 17 18 19 20 21 25 28
Grupo: 'Y Y X Y X Y X X X
Rango: 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Con estos datos se obtiene que

n
W= Rj=3+5+T7+8+9=32
j=1

luego
n(n+1)
2

La prueba U de Mann-Whitney esté disponible en R mediante la funcién wilcozon.test:

U=w - =32-15=17

> x=c(21,19,17,28,25)
> y=c(20,12,18,13)
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> wilcox.test(x,y,alternative="greater")
Wilcoxon rank sum exact test

data: x and y
W = 17, p-value = 0.05556

alternative hypothesis: true location shift is greater than O

que efectivamente ofrece un valor de 17 para el estadistico de Mann-Whitney (en R se
denota por W), como ya habiamos visto. Ademas, se obtiene un nivel critico de 0.05556,
por lo que a un nivel de significacion del 0.10 se puede rechazar la hipotesis nula (pero no
al 0.05).

En el caso de que los tamanos muestrales m y n sean grandes, se podra efectuar
la aproximacioén por la distribucién normal:
U—mn/2

Jmn(m +n+ /12 N 1) (4.11)

En consecuecia es equivalente usar un estadistico o el otro para el contraste. De todos
modos, el estadistico de Wilcoxon es mas sencillo de calcular que el de Mann-Whitney.
Por este motivo es recomendable introducir en el algoritmo el célculo del estadistico de
Wilcoxon, hallar el estadistico de Mann-Whitney, y posteriormente valorar si es significativo

para el contraste deseado.

4.3.1. Funcién de potencia para la prueba basada en el estadistico W

Supongamos dos variables aleatorias independientes entre si definidas como en la seccién
anterior provenientes de distribuciones F'(x) y G(y) = F(y — 6) continuas.

Bajo la hipotesis nula Hy : 8 = 0, la esperanza y la varianza para el estadistico W

seran:
1 1
Bow) = limtn) 1] +2”) Uy = M [(m;; n)+1 (4.12)
y bajo la hipdtesis alternativa H; : 8 > 0, la esperanza y la media para el estadistico W
resultan: .
E(W)=mnp; + n(n;—) (4.13)
Var(W) = mn(p; — p3) + mn(n — 1)(p2 — p3) + mn(m — 1)(p3 — p?) (4.14)
siendo

p=PY > X) = / F(y)g(y) dy = / (1 - G()) f(X) du (4.15)
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pr=P(Yi > X1, Y2 > X)) = / (1 - G(2))f () da (4.16)

b= P> X1%1> X) = [ (FO)Pot0)dy (1.17)

Ademas, el estadistico estandarizado tiene una distribucién aproximada normal estandar:
W — E(W

# — N(0,1) (4.18)
Var(W)

Asi pues, con los elementos anteriores, la funciéon de potencia basada en el estadistico de
Wilcoxon W se puede aproximar (al igual que el de Mann-Whitney, visto anteriormente)

por la distribucién normal, y su expresiéon puede escribirse como:

12mn
m-—+n

Bw(0) = Py(W > c) ~ ¢ ( f(0)0 — Za) (4.19)

donde « es el nivel de significacion, z, es la abscisa que cumple ¢(z,) = 1 — a, c es tal que

Puy(W >c¢)=ay -
£7(0) = / f2(x) da (4.20)

Ejemplo 4.3. Consideremos dos muestras que provienen de poblaciones normales y que
sean independientes, de tamano muestral n = 30. La funcién de potencia para contrastar
la hipotesis Hy : P(X <Y) > 1/2 frente a H; : P(X >Y) > 1/2 a un nivel a = 0,05 esté
representada en la Figura (para el caso de la normal estandar). Como se puede observar,
la potencia del test WMW es bastante buena, rechazando Hy casi con toda probabilidad

cuando # = 1, y ademés respetando el nivel o cuando § = 0.

la=p

WMW

=005

Potencia
00 02 04 08 08 10 12

02 00 02 04 06 08 10

Figura 4.1: Funcién de potencia aproximada por la féormula (4.19) para el test WMW
cuando X € N(u = 0,02 =1) y n = 30 (muestras emparejadas).
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4.3.2. Test T vs. Wilcoxon-Mann-Whitney

A diferencia de los test paramétricos, la potencia en los test no paramétricos es dificil
de obtener, como ocurre en los test mencionados anteriormente.

Segin (Dudewicz, Mishra, 1988, pp. 667-668), la eficiencia del test de Wilcoxon-Mann-
Whitney relativa al test 7' para alternativas normales es en el caso asintotico de 3/7m ~
0,96 y para el resto de casos es > 0,864. Ademas, en el caso normal (donde deberiamos
usar el test T'), si usdramos el test de Wilcoxon-Mann-Whitney, estariamos descartando
aproximadamente un 4 % de la informacion de la muestra; y para algunas alternativas no
normales, podriamos descartar facilmente un 14 % de la informacion. De todos modos, para
otro tipo de alternativas el test de Wilcoxon-Mann-Whitney puede ser realmente mejor que
el test T'.

Por ello, la recomendacion seria la siguiente: si se tuviera una distribucién normal
(u otra distribucion especifica) para los datos, se deberia usar un procedimiento
paramétrico; y en caso de duda significativa, utilizar procedimientos no paramé-
tricos. Aun asi, hay que remarcar que discernir entre estos dos casos es una cuestién para

nada trivial, que sigue siendo objeto de estudio e investigacion en la comunidad cientifica.



50

CAPITULO 4. COMPARACION DE DOS POBLACIONES



Codigo de R

Capitulo 1

Figura : Funcién de densidad de la T de Student con k grados de libertad.

x=seq(-5,5,by=0.05) # rejilla de valores

y_1=dt(x,1)

y_2=dt(x,2)

y_3=dt (x,5)

y_4=dt(x,10)

y_5=dt (x,1000)

y_6=dnorm(x)

plot(x,y_1,type="1",ylim=c(0,0.5),ylab=(expression(paste(f(x)))),
xlab="x",col="yellow",lwd=2)

lines(x,y_2,type="1",col="orange",lwd=2)

lines(x,y_3,type="1",col="red",1lwd=2)

lines(x,y_4,type="1",col="violet",lwd=2)

lines(x,y_5,type="1",col="blue",1lwd=2)

legend(2, 0.4, expression(paste(k==1),
paste(k==2), paste(k==5),paste(k==10) ,paste(k==Inf)),
lty=c(1,1,1,1,1),bty="n",

col=c("yellow","orange","red","violet","blue"),cex=1)

# como se puede ver, cuando k tiende a infinito,
# la t de Student tiene #la misma forma que la normal

lines(x,y_6,type="1",col="green",1lwd=2)
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Capitulo 2

Figura : Funcién de potencia simulada del test T' cuando la muestra procede

de una distribucién normal con ¢ = 1 para distintos valores de pu.

# H_0: mu<=0 Hipdtesis nula

# H_a: mu>0 Hipétesis alternativa
n=20 # Tamafio muestral
ns=20000 # Numero de simulaciones

vmedia=seq(-1/2,1,by=0.05)
vpotencia=c()
for (imedia in 1:length(vmedia)){
nct=c()
ncm=c ()
for (is in 1:ns){

x=rnorm(n,mean=vmedia[imedial)

# Test de la T de Student
t=t.test(x,mu=0,alternative="greater")

nct[is]=t$p.value

}
sum(nct<0.05)/ns # Proporcidén de rechazos (T-Student)
vpotencial[imedial=sum(nct<0.05)/ns
cat(’vmedia’,vmedial[imedia],’potencia’,vpotencialimedial,"\n")
}
plot(vmedia,vpotencia,ylim=c(0,1),type="1",
xlab=expression(paste(mu)) ,ylab=expression(paste(beta)),
1lwd=2)
abline(h=0.05,1ty=2,col="blue")
abline(h=1,1ty=2,col="red")
text(0.5,0.1,expression(paste(alpha==0.05)),cex=1.5,col="blue")
text(-0.1,0.95,expression(paste(beta==1)),cex=1.5,col="red")
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Figura : Funcion de potencia del test de Neyman-Pearson frente a la funcion
de potencia simulada del test de la T de Student cuando la muestra sigue una
distribucion Exzp(6).

# Representacién de la funcidén de potencia del

# test UMP de Neymann-Pearson

theta_0=2

n=15

theta=seq(0,6.5,length=1000)

alfa=0.05

chi=qchisq(1-alfa,df=2*n)

chi

potencia=1-pchisq(chi*theta_0/theta,df=2*n)

plot(theta,potencia,ylim=c(0,1.25),x1im=c(0,7),
xlab=expression(theta),ylab=expression(beta) ,type="1")

abline(h=alfa,lty=2,col="blue")

abline(h=1,1ty=2)

text(6,alfa+0.1,expression(paste(beta==alpha)),cex=1, col="blue")
text (x=1, y=1.1, expression(paste(beta==1)))
text (x=2.5, y=0.6, expression(paste(beta(theta)==alpha)))

# funcién de potencia para el test de la T de student

set.seed(123456)

# H_O: mu<=2
# H_a: mu>2

n=15
ns=20000

vmedia=seq(0,6.5,by=0.2)
#vmedia=c(1,2,3)

vpotencia=c()
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for (imedia in 1:length(vmedia)){
nct=c()
ncm=c ()
for (is in 1:ns){

x=rexp(n,rate=1/vmedialimedial)

# Test de la T de Student
t=t.test(x,mu=2,alternative="greater")

nct[is]=t$p.value

}
sum(nct<0.05)/ns # Proporcién de rechazos (T-Student)
vpotencial[imedial=sum(nct<0.05) /ns
cat(’vmedia’,vmedial[imedia],’potencia’,vpotencial[imedial,"\n")
}
lines(vmedia,vpotencia,type="1",col="red")

text(5,0.6,expression(paste(TS)), col="red")

Figura : distribuciéon Exp(theta=1/2,2,3,5) frente a N((mu=1/2,2,3,5),1)

# Rejilla de valores para el eje X
x <- seq(-1, 10, 0.05)
par (mfrow = c(2, 2))

# theta=1/2
plot(x, dnorm(x, mean = 1/2, sd = 1), type = "1",
ylim = c(0, 2),Xlim=c(—1,4),ylab = "f(x)", 1lwd = 2, lty=1, col = "red")

lines(x, dexp(x,rate = 2), col = "blue", 1ty = 1, 1lwd = 2)
text(3,1,expression(paste(theta==1/2)),cex=1)

# theta=2
plot(x, dnorm(x, mean = 2, sd = 1), type = "1",

ylim = ¢(0, 1),xlim=c(-1,6),ylab = "f(x)", lwd = 2, lty=1, col = "red")

lines(x, dexp(x,rate = 1/2), col = "blue", 1ty = 1, lwd = 2)
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text(5,0.4,expression(paste(theta==2)),cex=1)

# theta=3
plot(x, dnorm(x, mean = 3, sd = 1), type = "1",
ylim = c(0, 1),xlim=c(-1,5), ylab = "f(x)", lwd = 2, lty=1, col = "red")

lines(x, dexp(x,rate = 1/3), col = "blue", 1ty = 1, lwd = 2)

text(4,0.8,expression(paste(theta==3)),cex=1)

# theta=b
plot(x, dnorm(x, mean = 5, sd = 1), type = "1",
ylim = c(0, 1),xlim=c(-1,10), ylab = "f(x)", lwd = 2, lty=1, col = "red")

lines(x, dexp(x,rate = 1/5), col = "blue", 1ty = 1, lwd = 2)

text(8,0.8,expression(paste(theta==5)),cex=1)

Figura : Funciéon de potencia del test de Neymann-Pearson y del test T

(simulada) para cuando la muestra sigue una distribucion Unif(0,0))

#Funcidén de potencia para el test de Neymann-Pearson

alpha=0.05

n=5

theta_0=1
theta_1=1.5

f1 <- function(x) alpha+0*x
£3 <- function(x) 1-((1-alpha)/x"n)

curve (expr=£3, from=theta_0, to=3,type="1",
col=’red’,lwd=2 ,xlab = expression(theta),ylab="",

xlim=c(0, 2.5),ylim=c(0,1.3),xaxt = "n",yaxt = "n")

curve(expr=f1, from=0, to=theta_0, type="1",
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col="red", lwd=2,add=TRUE)

grid() # Aflade guias en el fondo

segments(-1, 1, 3, 1, 1lty="dashed")

segments (-1, 1-((1-alpha)/theta_1"n), theta_1,
1-((1-alpha)/theta_1"n) , lty="dashed")

segments (theta_1, -1, theta_1, 1-((1-alpha)/theta_1"n) ,
1ty="dashed")

text(2,1.1, (expression(paste(beta==1-frac(l-alpha,theta™n)))),
cex=0.8, col="red")

text(x=1, y=1.1, expression(paste(beta==1)))

text (x=1/2, y=0.1, expression(paste(beta==alpha)),col="red")

axis(1,at=theta_1,labels=c(expression(paste(theta==3/2))))
axis(1,at=theta_0,labels=c(expression(paste(theta==1))))
axis(1,at=0,labels=c(expression(paste(theta==0))))
axis(2,at=0,labels=c(0),cex.axis=0.8)
axis(2,at=1-((1-alpha)/theta_1"n),
labels=c(expression(paste(beta==1-frac(l-alpha, (3/2)°n)))),

cex.axis=0.8)
# funcidén de potencia para el test de la T de student
set.seed(123456)
# H_0: mu<=1/2
# H_a: mu>1/2
n=5

ns=10000
theta_0=1

vmedia=seq(0,3,by=0.05)

vpotencia=c()
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for (imedia in 1:length(vmedia)){
nct=c()
ncm=c ()
for (is in 1:mns){

x=runif(n,0,vmedial[imedia]) # datos normales

# Test de la T de Student
t=t.test(x,mu=theta_0/2,alternative="greater")

# la media de la uniforme es (theta_0=1)/2
nct[is]=t$p.value

}
sum(nct<0.05)/ns # Proporcién de rechazos (T-Student)
vpotencial[imedial=sum(nct<0.05) /ns
cat(’vmedia’,vmedial[imedia],’potencia’,vpotencial[imedial,"\n")
}
lines(vmedia,vpotencia,type="1",col="green")
#abline (h=1,1ty=2)
text(1.8,0.5,expression(paste(TS)), col="green")

Figura [2.5} Exactamente lo mismo que en la figura anterior sélo que

cambiando el tamano muestral por n = 15 y n = 50.

Capitulo 3

Figura : Funcién de densidad para la distribuciéon de Laplace para u =0y
distintos valores A =1/2,1,2

library(LaplacesDemon)
# DENSIDAD DE LAPLACE

x <- seq(from=-5, to=5, by=0.1)

plot(x, dlaplace(x,0,0.5), ylim=c(0,1), type="1",
main="Funcién de probabilidad",
ylab="densidad", col="red")

lines(x, dlaplace(x,0,1), type="1", col="green")
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lines(x, dlaplace(x,0,2), type="1", col="blue")

legend(2, 0.9, expression(paste(mu==0, ", ", lambda==0.5),
paste(mu==0, ", ", lambda==1), paste(mu==0, ", ", lambda==2)),
lty=c(1,1,1),bty="n", col=c("red","green","blue"),cex=1.2)

Figura : Funciones de potencia simuladas para el test de la T de student
y para el test de la mediana cuando X € Laplace(0, 1)

set.seed(123456)

# H_O: mu<=0

# H_a: mu>0

n=30
ns=10000
mu_0=0

alfa=0.05

vmedia=seq(-0.5,1.5,by=0.05)
vpotencia_t=c()
vpotencia_m=c()
for (imedia in 1:length(vmedia)){
nct=c()
ncm=c ()
for (is in 1:ns){

x=rlaplace(n,vmedia[imedial,1)

# Test de la T de Student
t=t.test(x,mu=mu_0,alternative="greater")

# la media de la uniforme es (theta_0=1)/2

nct[is]=t$p.value
# Test de la mediana
est=sum(x>0)

ncm[is]=1-pbinom(est-1,n,prob=0.5)



59

sum(nct<alfa)/ns # Proporcién de rechazos (T-Student)
vpotencia_t[imedia]=sum(nct<alfa)/ns

cat(’vmedia’,vmedia[imedia]l,’potencia’,vpotencia_t[imedial,"\n")

sum(nct<alfa)/ns # Proporcién de rechazos (Mediana)
vpotencia_m[imedial=sum(ncm<alfa)/ns
cat(’vmedia’,vmedial[imedia],’potencia’,vpotencia_m[imedia],"\n")
}
plot(vmedia,vpotencia_t,type="1",col="green",
ylab = "Potencia",xlab=expression(paste(mu)))
abline(h=1,1ty=2)
abline(h=0,1ty=2)
abline(h=alfa,lty=2,col="blue")
text(1,0.1,expression(paste(alpha==0.05)),cex=1.5,col="blue")
text(0.7,0.6,expression(paste(TS)), col="green",cex=1.8)

lines(vmedia,vpotencia_m,type="1",col="red")

text(0.2,0.6,expression(paste(TM)), col="red",cex=1.8)

Figura : Funciones de potencia (simuladas) para el test de la T de student
y para el test de la mediana cuando X € N(u,1). Tamanos muestrales n = 30 y
n = 100.

set.seed(123456)

par (mfrow = c(1, 2))
# H_O0: mu<=0

# H_a: mu>0

n=30 # 6 n=100
ns=10000

mu_0=0

alfa=0.05

vmedia=seq(-0.5,1.5,by=0.05)

vpotencia_t=c()

vpotencia_m=c()

for (imedia in 1:length(vmedia)){
nct=c()
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ncm=c ()
for (is in 1:ns){

x=rnorm(n,mean=vmedia[imedia])

# Test de la T de Student
t=t.test(x,mu=mu_0,alternative="greater")

nct[is]=t$p.value

# Test de la mediana

est=sum(x>0)

ncm[is]=1-pbinom(est-1,n,prob=0.5)
}
sum(nct<alfa)/ns # Proporcidén de rechazos (T-Student)
vpotencia_t[imedia]=sum(nct<alfa)/ns

cat(’vmedia’,vmedia[imedial,’potencia’,vpotencia_t[imedial,"\n")

sum(nct<alfa)/ns # Proporcién de rechazos (Mediana)
vpotencia_m[imedial =sum(ncm<alfa)/ns
cat(’vmedia’,vmedia[imedia]l,’potencia’,vpotencia_m[imedial,"\n")
}
plot(vmedia,vpotencia_t,type="1",col="green",
ylab = "Potencia",xlab=expression(paste(mu)))
abline(h=1,1ty=2)
abline (h=0,1ty=2)
abline(h=alfa,lty=2,col="blue")
text(1,0.1,expression(paste(alpha==0.05)),cex=1.5,col="blue")
text(-0.2,0.8,expression(paste(TS)), col="green",cex=1.8)

lines(vmedia,vpotencia_m,type="1",col="red")

text(0.55,0.6,expression(paste(TM)), col="red",cex=1.8)
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Figura : Funciones de potencia simuladas para el test de la T de student,
test de la mediana y funcién de potencia para el test RSW (en negro) calculada
mediante la formula cuando X € Laplace(pn = 0, A = 1). Tamanos muestrales
n =30 y n = 100.

library(LaplacesDemon)
# funcidén de potencia para el test de RSW :

n=100

theta=seq(-0.25,0.6,length=200) # hasta 1 en n=30
alpha=0.05

zeta_alpha=gnorm(1-alpha)

#en la normal estandar deja probabilidad de alpha a la derecha
integrand <- function(x) {(1/2)*exp(-2*x)} # laplace(mu=0,lambda=1)

# multiplicamos por 2 por ser par respecto de O.
int=integrate(integrand, lower=0,upper = Inf)
integral=int$value

# utilizamos $value para que nos de el valor estimado,

# sino devuelve un valor no numérico.

denominador=sqrt ((n*(n+1)*(2xn+1))/(24))
potencia=1-pnorm(zeta_alpha-(n*(n-1)*theta*integral

+n*theta*dlaplace(0,0,1))/denominador)

plot(theta,potencia,ylim=c(0,1.25),type="1",1lwd=2,xlab="m",

ylab=expression(paste("Potencia"==beta)))

text (0,0.82,expression(paste (RSW)),cex=1.2)
abline(h=0.05,1ty=2,col="blue")

abline(h=1,1ty=2,col="blue")
text(0.5,0.1,expression(paste(alpha==0.05)),cex=1,col="blue")
text(-0.1,1.1,expression(paste(beta==1)),cex=1,col="blue")
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# Funcién de potencia para el test de la T de student y el test
# de la mediana en el caso en que los datos siguieran una

# Laplace(mu=0,scale=1)

set.seed(123456)
# H_0: mu<=0

# H_a: mu>0
n=100

ns=20000
mu_0=0
alfa=0.05

vmedia=seq(-0.25,0.6,by=0.05)
vpotencia_t=c()
vpotencia_m=c()
for (imedia in 1:length(vmedia)){
nct=c()
ncm=c ()
for (is in 1:mns){
x=rlaplace(n,vmedia[imedial,1)
# Test de la T de Student
t=t.test(x,mu=mu_0,alternative="greater")
nct[is]=t$p.value
# Test de la mediana
est=sum(x>0)
ncm[is]=1-pbinom(est-1,n,prob=0.5)
}
sum(nct<alfa)/ns # Proporcién de rechazos (T-Student)
vpotencia_t[imedia]=sum(nct<alfa)/ns

cat(’vmedia’,vmedia[imedial,’potencia’,vpotencia_t[imedial,"\n")

sum(nct<alfa)/ns # Proporcién de rechazos (Mediana)
vpotencia_m[imedial =sum(ncm<alfa)/ns

cat(’vmedia’,vmedial[imedial,’potencia’,vpotencia_m[imedial,"\n")
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lines(vmedia,vpotencia_t,type="1",col="green",lwd=2)

text(0.4,0.35,expression(paste(TS)), col="green",cex=1.2)

lines(vmedia,vpotencia_m,type="1",1wd=2,col="red")

text(0,0.4,expression(paste(TM)), col="red",cex=1.2)

### Andlogo para el caso en el que n=30 ###

Figura : Funciones de potencia (simuladas) para el test de la T de student
(TS, en verde), test de la mediana (TM, en rojo) y test RSW (aproximada
mediante la férmula (3.26))) (en amarillo) cuando X € N(u = 0,0 = 1). Tamaiio
muestral n = 30 y n = 100.

### Hacemos lo mismo que en caso anterior pero para cuando los datos

provienen de una N(O,1) ###

## Funcidén de potencia del test RSW por la férmula (caso normal):

n=100 # 6 n=30
theta=seq(-0.25,1,1length=200)
alpha=0.05

zeta_alpha=qnorm(1-alpha)
integrand <- function(x) {dnorm(x)~2}

int=integrate(integrand,lower=0,upper = Inf)

integral=int$value
denominador=sqrt ((n* (n+1)*(2%n+1))/(24))
potencia=1-pnorm(zeta_alpha-(n*(n-1)*theta*integral

+n*xtheta*dnorm(0))/denominador)

potencia_2=1-pnorm(zeta_alpha-sqrt(12)*integral*theta*sqrt(n))

plot(theta,potencia,ylim=c(0,1.25),type="1",1lwd=2,xlab="m",
ylab=expression(paste("Potencia"==beta)))

lines(theta,potencia_2,type="1",col="yellow",6lwd=2)
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text(0.6,0.4,expression(paste(RSW)),cex=1.2,col="yellow")

abline(h=0.05,1ty=2,col="blue")
abline(h=1,1ty=2,col="blue")

text (0.5,0.1,expression(paste(alpha==0.05)),cex=1,col="blue")
text(-0.1,1.1,expression(paste(beta==1)),cex=1,col="blue")

# funcién de potencia para el test de la T de student y el
# test de la mediana en el caso en que los datos siguieran

# una laplace(mu=0,scale=1)

set.seed(123456)

# H_O0: mu<=0

# H_a: mu>0

#n=100
ns=20000
mu_0=0
alfa=0.05

vmedia=seq(-0.25,1,by=0.05)  #hasta 0.6 en n=100 y hasta 1 en n=30
vpotencia_t=c()
vpotencia_m=c()
for (imedia in 1:length(vmedia)){
nct=c()
ncm=c ()
for (is in 1:mns){
x=rnorm(n,mean=vmedia[imedia])
# Test de la T de Student
t=t.test(x,mu=mu_0,alternative="greater")
nct[is]=t$p.value
# Test de la mediana

est=sum(x>0)



65

ncm[is]=1-pbinom(est-1,n,prob=0.5)
}
sum(nct<alfa)/ns # Proporcién de rechazos (T-Student)
vpotencia_t[imedial=sum(nct<alfa)/ns

cat(’vmedia’,vmedia[imedial,’potencia’,vpotencia_t[imedial,"\n")

sum(nct<alfa)/ns # Proporcién de rechazos (Mediana)
vpotencia_m[imedial=sum(ncm<alfa)/ns
cat(’vmedia’,vmedial[imedia],’potencia’,vpotencia_m[imedia],"\n")
}
lines(vmedia,vpotencia_t,type="1",col="green",lwd=2)

text(0,0.6,expression(paste(TS)), col="green",cex=1.2)

lines(vmedia,vpotencia_m,type="1",1lwd=2,col="red")

text(0.6,1.1,expression(paste(TM)), col="red",cex=1.2)

Capitulo 4

Figura : Funcion de potencia aproximada por la formula (4.19) para el test
WMW cuando X € N(u= 0,02 =1) y n = 30 (muestras emparejadas).

n=30
m=30

theta=seq(-0.25,1,1length=200)

alpha=0.05

zeta_alpha=gnorm(l-alpha) # en la normal esténdar deja probabilidad de
# alpha a la derecha

integrand <- function(x) {dnorm(x)~2}

int=integrate(integrand, lower=-Inf ,upper = Inf)

integral=int$value
potencia=pnorm(-zeta_alpha+sqrt ((12*m+*n)/(m+n))*integral*theta)

plot(theta,potencia,ylim=c(0,1.25),type="1",1wd=2,
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xlab=expression(paste(theta)),ylab=expression(paste("Potencia"==beta)))

text (0.8,0.65,expression(paste (WMW)) ,cex=1.2)

abline(h=0.05,1ty=2,col="blue")
abline(h=1,1ty=2,col="blue")

text(0.5,0.1,expression(paste(alpha==0.05)),cex=1,col="blue")
text(-0.1,1.05,expression(paste(beta==1)),cex=1,col="blue")
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