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Traballo proposto

Area de Coniecemento: Estatistica e Investigaciéon Operativa

Titulo: Unha introduciéon 4 Regresiéon Modal

Breve descricién do contido

Nun contexto clasico, a funciéon de regresion definese como o valor
esperado da variable resposta condicionada ao valor da variable ex-
plicativa. Asemade, o tratamento inferencial dos modelos de regresiéon
adoitase facer baixo unha perspectiva paramétrica, xeralmente lineal.
Non obstante, a media condicionada pode non resultar sempre axei-
tada para resumir a relacién entre as variables, por exemplo cando a
distribucién da variable resposta condicionada & explicativa é asimé-
trica ou multimodal. Porén, nestes casos o estudo da moda ou modas
condicionais pode suponer unha mellor alternativa para modelar a re-
lacion entre as variables. Ainda que no escenario da regresiéon modal
tanto o enfoque paramétrico como o non paramétrico son posibles, o
modelado non paramétrico aparece de xeito méais natural, dado que
a estimaciéon da regresiéon modal se pode abordar mediante a maxi-
mizacion dun estimador flexible da densidade condicional, como pode
ser o estimador tipo nucleo. Neste TFG presentarase unha introdu-
cibn aos modelos de regresiéon modal non paramétricos, para o que
resulta necesaria unha revisiéon previa da estimaciéon non paramétrica

da densidade.
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Resumo

A regresion modal xorde como alternativa & regresiéon en media para tratar de modelar
relacions entre variables nos casos nos que esta poida non ser adecuada, dado que a media
condicional non é sempre unha medida resumo que representa fielmente a relacién entre as
mesmas. Este traballo ten como obxectivo presentar a regresiéon modal non paramétrica.

Comezamos mostrando varias simulaciéns e un caso real onde a regresion en media
paramétrica non é adecuada, para abordar asi a estimaciéon da densidade non paramé-
trica. Co fin de contextualizar a metodoloxia da regresiéon modal, farase unha anélise da
estimacién tipo nicleo da densidade e da densidade condicional, destacando a forma de
seleccionar unha fiestra de suavizado adecuada. Para isto, introduciranse varios criterios
de erro e diferentes métodos de seleccion.

Para concluir, desenvolverase a estimacién modal non paramétrica. Para introducir a
regresion modal, farase unha breve alusiéon ao modelo linear unimodal. Posteriormente,
ilustrarase o principal algoritmo para a construcién do modelo non paramétrico multimo-
dal, o mean-shift. A continuacién, describiranse varias medidas de erro, as cales deben
definirse para conxuntos no canto de puntos, coa idea de poder facer unha seleccién ade-
cuada das fiestras. Mostraranse dous métodos de seleccion do ancho de banda cuxa idea
xeral coincide co da estimacioén tipo nicleo. Finalmente, ilustrarase a regresiéon modal non
paramétrica sobre os exemplos, simulados e real, onde a regresién en media paramétrica

non era adecuada.

Abstract

Modal regression appears as an alternative to mean regression in order to try to model
relationships between variables in cases where mean regression may not be adequate, since
the conditional mean is not always a summary measure that faithfully represents the

relationship between them. The aim of this work is to introduce nonparametric modal
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regression.

We start showing several simulations and a real case where the mean parametric re-
gression is not adequate, to address the estimation of non-parametric density. In order to
contextualize the modal regression methodology, an analysis of the kernel density estima-
tion and kernel conditional density estimation will be made, highlighting how to select an
adequate bandwidth. For this, various error criteria and different selection methods will be
introduced.

To conclude, non-parametric regression estimation will be developed. To introduce mo-
dal regression, a brief recall of the unimodal linear model will be made. Then, the main
algorithm for the construction of the multimodal non-parametric model, the mean-shift al-
gorithm, will be illustrated. Next, several error measures will be described, which must be
defined for sets instead of points, with the idea of being able to make a proper bandwith
selection. Two bandwidth selection methods will be shown whose general idea matches
that of the kernel estimation approach. Finally, the non-parametric modal regression will
be illustrated on the examples, simulated and real, where the mean parametric regression

was not adequate.



Prefacio

A Estatistica é unha disciplina que ten como un dos seus obxectivos a descricién de re-
lacions entre varias variables. A dia de hoxe, o seu emprego é unha ferramenta fundamental
de campos tan diversos como a fisica, a economia ou a informaéatica.

Asi, dado un conxunto de observacions de varias variables, é importante sermos capaces
de describir o comportamento dunha delas, a variable resposta, en relaciéon 4s outras, as
variables explicativas. Isto da lugar & creacién de modelos de regresion, os cales se comezan
a explicar na materia de 3° do Grao de Matemaéticas Inferencia Estatistica, profundizando
neles na materia de 4° do Grao de Mateméticas Modelos de Regresion e Andlise Multiva-
riante.

Os primeiros modelos de regresion que se desenvolveron, e os mais habituais, son aqueles
que realizan unha estimaciéon da media da variable resposta. Estes modelos intentan predicir
o valor que lle corresponderia & variable resposta segundo os valores concretos das variables
explicativas empregando a media. Ademais, se a funciéon ten forma linear, diremos que é
un modelo linear. Este caso foi o primeiro en estudarse e por iso recibe o nome de clésico.
Por outro lado, se a funcién non ten unha expresiéon paramétrica sinxela e facilmente
interpretable, para facer a estimacion consideraremos modelos non paramétricos.

Porén, para realizar inferencia sobre os modelos estudados, estes requiren de supofier a
veracidade de distintas hip6teses como a normalidade dos erros, é dicir, que os erros seguen
unha distribucién normal. Este feito d4 como resultado que, en casos onde non se verifiquen
as hipoteses necesarias, estes non sexan idéneos para captar as relacidons existentes entre
as distintas variables. Debido a esta eiva, é necesario desenvolver alternativas que nos
permitan facer estimacions apropiadas. Un exemplo é a regresiéon modal non paramétrica.

A regresion modal non paramétrica baséase na procura da moda global, se é unimodal,
ou das modas locais, se € multimodal, da funciéon de densidade condicional. Para buscar
estes méximos, é necesario estimar esta funcién mediante un método de regresiéon en media
non paramétrica, concretamente, por medio de estimadores tipo ntcleo. A forma de cons-
truir este modelo permitenos relaxar as hipoteses, facéndoo moi versatil. Por un lado, ao

ser regresion non paramétrica, poden relaxarse aquelas referentes & forma da regresion. Por
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outro lado, ao ser modal, e dado que a moda non ten por que ser unha caracteristica tinica
dunha distribucién, entén permite non sé ter funciéns senén tamén funciéns multivaluadas.

Ademais da sta gran versatilidade, con aplicaciéns tan variadas como a prediciéon do
deterioro cognitivo provocado polo Alzheimer, a analise do consumo eléctrico ou os patréns
dos incendios forestais, este tipo de regresion ten outras virtudes. Entre elas, cabe resaltar
a sia validez para construir modelos onde as observaciéns estean divididas en grupos, pero
sen saber a que grupo pertence cada observacién. Este tipo de regresiéon tamén é 1til se os
erros do modelo presentan unha distribucién altamente asimétrica e que a transformaciéon
dos datos non reporta resultados adecuados.

Unha introducién histérica xunto coa descricién do modelo de regresiéon en media pa-
ramétrico preséntase no Capitulo 1. Esta introduciéon acompanase das hipoteses requiridas
para que se poida realizar inferencia sobre el. A continuacién, méstranse varios exemplos,
tres simulados e un real, onde non se verifican as hipoteses requiridas e o modelo construido
non é adecuado. Asi, motivase a necesidade de alternativas, como a regresion modal.

Baseandose principalmente en [Wand e Jones, 1995|, no Capitulo 2 definese a estima-
cion tipo niicleo da densidade e da densidade condicional, que sera un elemento fundamental
na exposicion da regresion modal. Ademais, méstranse varios criterios de erro para a es-
timaciéon en media non paramétrica co fin de introducir varios métodos de seleccién da
fiestra de suavizado para este tipo de estimacion.

No Capitulo 3, comézase facendo unha breve alusién & regresiéon unimodal paramé-
trica. De seguido, introdiicese o algoritmo mean-shift e os criterios de erro definidos en
[Chen et al., 2016] que se poden aplicar para escoller as fiestras adecuadas na estimacion
multimodal. Para isto, introdtucense dous métodos diferentes de seleccién de fiestra, reco-
llidos en [Zhou e Huang, 2019], sendo un deles de validacion cruzada e outro baseado na
remostraxe. Na seguinte seccién analizanse os resultados dun estudo de simulacién, reali-
zado polo autor, de cincocentas simulaciéns dos tres modelos no programa R. Nel recéllense
os erros puntuais cometidos ao realizar unha estimacién modal non paramétrica en tres
puntos, empregando como criterio de seleccién de validacién cruzada, obténdose asi que
este é adecuado para dous dos tres casos. Ademais, mostrase a estimacién modal para a
primeira simulacién de cada modelo. Finalmente, no tltimo apartado faise unha estimacion
modal do caso real empregando ambos os criterios e comparanse as bondades e defectos

de cada un.



Capitulo 1

Introducién: contexto da regresion

modal

Neste capitulo preténdese introducir o modelo de regresiéon en media como método es-
tatistico. Mostrarase a stia posible clasificacion, segundo se é linear ou non, e describirase
algunha das propiedades que verifica baixo certas hipéteses concretas. Finalmente, ilustra-
ranse con exemplos, simulados e reais, posibles casos onde o modelo de regresién en media
obtido non verifica as hipdteses requiridas para aplicar os resultados clésicos da Inferencia
Estatistica.

Para isto, dividimos o capitulo en varias secciéns. Na primeira faremos unha breve
contextualizacion historica e definiremos diferentes modelos de regresiéon en media. Na se-
gunda seccién mostraremos tres exemplos simulados e estimaremos un modelo de regresion
paramétrico asociado. Ademais, comprobaremos que este modelo estimado non é adecua-
do. Finalmente, na seguinte seccién, realizaremos o mesmo procedemento para datos reais

mediante un exemplo obtido de [Einbeck e Tutz, 2006].

1.1. Introducién aos modelos de regresiéon en media

Os modelos de regresion pretenden establecer relaciéns entre unha ou varias variables
explicativas, que denotaremos por X, e unha variable resposta, que denotaremos por Y.
Para isto, a analise da regresion estima o valor que toma a variable resposta segundo os
posibles valores das variables explicativas.

O termo regresion, acuniado por Francis Galton (1822-1911), fai referencia ao campo da
bioloxia, concretamente ao feito de que a altura dos descendentes de individuos notable-
mente altos tende a regresar aos valores promedio da poboaciéon. O seu nacemento asociase

4 aparicién da teoria de minimos cadrados en Francia durante a Revolucién Francesa. Es-



2 CAPITULO 1. INTRODUCION: CONTEXTO DA REGRESION MODAL

ta reconéceselle a Adrien-Marie Legendre (1752-1833), publicandose a stia demostracion
formal por primeira vez na obra Théorie analytique de Laplace, tal e como se recolle en
[Boyer, 1987]. Ainda asi, é de xustiza mencionar que Gauss xa inventara e xustificara o
método de minimos cadrados con anterioridade.

A regresiéon en media trata de predicir o valor da variable resposta, asumindo que este
é o valor da media condicionada, para cada valor do conxunto de variables explicativas,
onde cada valor concreto é da forma x € D, sendo D o soporte de X. Isto pode expresarse
matematicamente como m(z) = E(Y|x=,) Vz € D. Asi, podemos identificar o modelo
como Y = m(X) + ¢, onde € é o termo do erro. Cabe destacar que, para poder apli-
car os resultados de inferencia clasicos, a esperanza condicional do erro ten que ser cero,
E(e|x=z) = 0, e os erros deben verificar as hipoteses de homocedasticidade, normalidade e
independencia. Ademais, se o modelo construido verifica a hipotese de linearidade, diremos
que é un modelo de regresion linear. Noutro caso, falaremos dun modelo de regresiéon non
linear.

O modelo de regresion en media linear clasico, un caso concreto de modelo paramétrico,
¢ da forma Y; = By + f1.X1i + ... + Bp—1Xp—1i + €4, onde i € {1, ..., n} indica o individuo
concreto. O modelo de regresién en media non linear paramétrico baséase nas mesmas
hipoteses, salvo a linearidade da funcion m(z).

Procedemos agora a describir algunha das propiedades do estimador por minimos ca-
drados do modelo de regresion en media linear. Unha demostracion e analise méis detallada
destas propiedades poden verse en |Cristobal, 1992]. Asi, baixo estas hipoteses, temos que
o estimador dos parametros da pendente coincide co de maxima verosimilitude!, aquel
que fai mais “verosimil” as observaciéons realizadas. Isto débese a que as hipdteses de in-
dependencia e normalidade dos erros implican que os valores que maximizan o logaritmo
da verosimilitude, coincidentes cos que maximizan a verosimilitude, son os mesmos que
minimizan a suma por minimos cadrados.

Ademais, no modelo de regresiéon en media linear, e de verificarense as hipoteses men-
cionadas anteriormente, concretamente a relativa 4 normalidade dos erros, temos que os
estimadores son insesgados. Un estimador dise insesgado cando a stia esperanza matemaéti-
ca coincide co valor do parametro a estimar. Neste caso, xa que, se B é un estimador para

o vector de parametros 3, tense:
E(8) = 8 = Nesgo =E(8) —3=0.

Por outro lado, se engadimos a hipétese de non existir colinearidade entre as variables

explicativas, temos que o estimador por minimos cadrados é consistente, é dicir, que o seu

1Este concepto estidase en profundidade na materia obrigatoria de Inferencia Fstatistica de 3° curso.



1.1. INTRODUCION AOS MODELOS DE REGRESION EN MEDIA 3

nesgo tende a cero se o tamano da mostra tende a infinito.

Se denotamos por X a matriz de deseno do modelo, é dicir, aquela que verifica a ecua-
cion Y = XB+¢, e 02 a varianza dos erros, tense que a matriz de varianzas-covarianzas do
estimador é Cov (8, 5) = 02(X'X)™!, onde Cov(Y,Y) = 021, sendo I, a matriz identidade
n x n. Deste xeito, o teorema de Gauss-Markov? afirma que, baixo estas hipoteses, para
un modelo linear, o estimador obtido por minimos cadrados ten, e é o tinico que ten, a

varianza minima para estimadores lineares sen nesgo.

Teorema 1.1 (de Gauss-Markov). Verifiquense as sequintes hipdteses:

a) Os valores da variable resposta estan zerados polo modelo linear Y = X + €.

b) Os erros son incorrelados.

¢) Os erros son homoceddsticos.

d) Os erros son independentes das variables explicativas.

e) As observacions non se obtiveron con erros de medida.

f) Consideramos estimadores centrados lineares.

g) Consideramos como estimador dptimo aquel que é centrado e ten minima varianza.

Enton, o estimador obtido polo método de minimos cadrados € dptimo.

Demostracion. Suponiamos cofiecido que os estimadores obtidos polo método de minimos
cadrados son centrados e lineares, vexamos que son 6ptimos. E dicir, probemos que te-
nen varianza minima dentro do conxunto de estimadores lineares para unha observaciéon
arbitraria.

Denotando por C' a matriz (X'X)~!X’, temos que 3 = CY. Consideremos outro esti-
mador linear centrado arbitrario, b = BY, e comparemos as varianzas de ambos. Temos
que E(b) =E(BY) = E(BXS + Be) = BX 3, xa que E(¢) = 0.

Sexa A = B — C, como consideramos un estimador centrado, BX = Id,_1, tense que
Id, 1 =BX =(A4+O0)X=AX+CX =AX + (X'X)"IX'X = AX + Id,—1.

Logo, AX =0.
Por outro lado, tense que
Var(b) = E((b— B)(b— B)) = E(BXB + B — B)) = E(Be - 'B)

(1.1)
= 0?BB' = 6*(A+ C)(A+C) = 0*(AA + CA' + AC' + CC').

Ademais, verificase
CC, — (X/X)—IX/X(X/X)—l — (X/X)—l

2Este resultado forma parte do contido da materia optativa de 4° curso Modelos de Regresion e Andlise

Multivariante.
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CA = (X'X)'X'A = (X'X)"1(AX) = 0= AC".
Aplicando estas duas igualdades na ecuacion (1.1), temos que
Var(b) = 02(X'X) ™' + 02AA" = Var(B) + 02 AA’.

Como os elementos da diagonal de AA’ son positivos, ao ser a suma dos cadrados dos
elementos de cada fila, verificase que a varianza do estimador b considerado é estritamente
maior que a do estimador de minimos cadrados. Enton, o estimador obtido polo método

de minimos cadrados é 6ptimo. O

Fronte aos modelos paramétricos, que requiren de hipéteses relativamente fortes, en-
coOntrase o modelo de regresién non paramétrico. Neste caso, as tnicas hipoteses que se
teflen que cumprir son a suavidade da funcién m, que se traduce na siia continuidade e na

sta diferenciabilidade, e que a media condicional do erro sexa nula,
Y=m(X)+e, E(e|lx=z)=0.

Notese que este relaxamento de hipéteses lévanos a poder tratar un maior ntimero de
situacions, pero perdemos a posibilidade de empregar métodos tan eficientes como os da

regresion paramétrica.

1.2. Algtns exemplos ilustrativos

Procedemos a mostrar tres exemplos de simulacions, recollidas en [Zhou e Huang, 2019,
onde un modelo de regresiéon en media non ten por que ser o adecuado para mostrar as

relaciéns entre as variables explicativas e a variable resposta.

Modelo C1:

Este caso correspéndese co modelo:
Y=X+X2-1+¢e, con e~T(a,p), (1.2)

onde o erro non ¢é simétrico. Simularonse, co programa R, cincocentos datos do intervalo
[—2, 2] seguindo unha distribucion X ~ U(—2,2) e tomando como pardmetros a = 3 e
B = 2. Represéntanse tanto a densidade dos erros como o conxunto de datos simulados na

Figura 1.1.
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Estimacion | Erro estandar | Valor ¢ | Pr(>[t])

Intercepto 0,4935 0,0594 8,31 9.10"16
x 1,0205 0,0353 28,88 | <2-10716
z2 1,0032 0,0343 2926 | <2-10716

Cadro 1.1: Estimaciéns dos coeficientes, erro estandar, estatistico de contraste para Hy:
B = 0 e p-valor asociado ao contraste do modelo polinémico de grao 2 de regresion en

media para a simulacion recollida na ecuacion (1.2).

0.4

0.3

0.2
I

0.1

Figura 1.1: Grafica da funcién de densidade dos erros do modelo recollido na ecuacién
(1.2) e nube de puntos dos datos da simulaciéon e modelo paramétrico axustado asociado
do Cadro 1.1.

Visualmente, observando a Figura 1.1, parece que o modelo axustado, de regresiéon en
media polinémico de grao 2, encaixa axeitadamente nos nosos datos. Ademais, a proporciéon
da varianza explicada do modelo, o R? — azustado, é 0,788, o cal xeralmente seria bastante
elevado. Non obstante, ao ser un modelo simulado, e tomar como modelo o baseado na nosa
simulacién, podemos considerar que non é o adecuado. Para comprobar isto, realizamos un

test de normalidade aos residuos obtidos.
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Figura 1.2: Histograma dos residuos do modelo recollido no Cadro 1.1 e normalidade dos

residuos do modelo recollido no Cadro 1.1.

Como se pode ver na Figura 1.2, os residuos do modelo non verifican a hipdtese de
normalidade, é dicir, non tefien unha distribucién normal. Cabe destacar que no histograma
se intte a forma asimétrica positiva da distribucion Gamma, lembremos que a stia funcién
de densidade asociada é f(z) = %:)e*)‘m para x > 0. Isto corrobérase ao aplicarlle un
test Shapiro-Wilk? aos residuos do modelo axustado. O p-valor obtido ¢ de 3,593 - 10715,
o cal implica que os residuos do modelo non seguen unha distribucién normal a calquera
nivel de significaciéon dos empregados habitualmente.

Relacionado co anterior, o p-valor de todos os coeficientes é o suficientemente pequeno
para o contraste de significacion, da orde de 10716 ou inferior, como para poder afirmar
que a un nivel de significacién dos considerados habitualmente, todos os coeficientes serian
significativos. Isto lévanos 4 conclusién de que si hai unha relaciéon entre as variables, pero
o modelo § = 0,4935 + 1,0205 = + 1,0032 22, recollido no Cadro 1.1, non ten por que ser
o adecuado. Cabe destacar o elevado valor do intercepto en comparaciéon co verdadeiro, o

cal tifia valor —1.

Modelo C2:

O modelo empregado neste caso é:

Y=X+X%+e con e~0,5-N(0,1)+0,5- N(—6,1). (1.3)

3Este test estudase na materia obrigatoria de 3° curso de Inferencia Estatistica.
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0.20
I

0.15
I

0.10
I
Y

0.05
I

0.00
I
o

Figura 1.3: Grafica da funcién de densidade dos erros do modelo recollido na ecuacién
(1.3) e nube de puntos dos datos da simulacién e modelo paramétrico axustado asociado
do Cadro 1.2.

A diferenza da simulacion anterior, o erro si é simétrico. Porén, ¢ multimodal. A simu-
lacion realizouse nas mesmas condiciéons que no modelo anterior, cincocentos datos obtidos
dunha distribucion X ~ U(—2,2). Ao igual que no caso anterior, axustouse un modelo

polinémico de orde 2. Os resultados do axuste poden verse no Cadro 1.2.

Estimacion | Erro estandar | Valor ¢t | Pr(>|t|)
Intercepto | —3,0680 0,2129 —1441 | <2-10716
x 0,8911 0,1254 711 | 4,13-10712
x? 1,1305 0,1221 9,26 | <2-10716

Cadro 1.2: Estimaciéns dos coeficientes, erro estandar, estatistico de contraste para Hy:
B = 0 e p-valor asociado ao contraste do modelo de regresiéon en media para a simulacién

recollida na ecuacion (1.3).

Observando a Figura 1.3, podemos suponer que o modelo de regresién en media obtido,
7 = —3,0680 + 0,8911 = + 1,1305 2, non se adectia axeitadamente aos nosos datos. Isto
podémolo corroborar neste caso co pequeno valor do R? — azustado, 0,2136. Cabe destacar
que, visualmente, pola forma na que se distribiien os datos, pode intuirse que unha tnica

curva non se amoldara axeitadamente a estes.
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Figura 1.4: Histograma dos residuos do modelo recollido no Cadro 1.2 e normalidade dos

residuos do modelo recollido no Cadro 1.2.

Na Figura 1.4 podemos ver que os residuos do modelo non verifican a hipotese de
normalidade. Noétese que no histograma dos residuos se poden intuir as didas modas, asi

como a distribucion formada pola mestura de normais recollidas na ecuacion (1.3).

Ao igual que no exemplo anterior, o p-valor de todos os coeficientes, recollido no Cadro
1.2, permitenos afirmar que, cun nivel de significacién habitual, todos os coeficientes son
significativos. A pesar disto, o feito de que non é unha distribucién normal corrobérase ao
realizar un test Shapiro-Wilk sobre os residuos estandarizados do modelo asociado, obten-
do un p-valor inferior a 2,2-10716. En consecuencia, a distribucién dos residuos do modelo

non é normal e non podemos aplicar os resultados habituais de inferencia sobre o modelo.

Modelo C4:

Este modelo é unha extensiéon do caso anterior & situacién onde o erro esté xerado coa

mestura de tres normais e con pesos diferentes. Asi, o modelo empregado é:

Y=X4+X*+¢e con e~0,5-(0,0,5%)4+0,3-N(=3,0,5%) +0,2- N(—6,0,5%). (1.4)
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Figura 1.5: Gréafica da funcién de densidade dos erros do modelo recollido na ecuacién
(1.4) e nube de puntos dos datos da simulaciéon e modelo paramétrico axustado asociado

do Cadro 1.3.

Unha vez feita a simulacién, ao igual que nos outros dous modelos, de cincocentos
datos dunha distribucion X ~ U(—2,2), obtemos os resultados mostrados no Cadro 1.3 ao

axustar un modelo polinémico de orde 2.

Estimacion | Erro estandar | Valor ¢t | Pr(>|t)
Intercepto | —1,9767 0,1512 —13,07 | <2-10716
x 0,9793 0,0860 11,38 | <2-10716
z? 0,9594 0,0832 11,54 | <2-10716

Cadro 1.3: Estimaciéns dos coeficientes, erro estandar, estatistico de contraste para Hy:
B = 0 e p-valor asociado ao contraste do modelo de regresiéon en media para a simulacién

recollida na ecuacion (1.4).

Ao seguir a mesma estrutura que o modelo C2, vemos que a anélise que podemos
facer do modelo é semellante. A estimacion da regresion en media, recollida no Cadro
1.3, mediante o modelo § = 1,9767 + 0,9793 « + 0,9594 22 non é adecuada, como se mos-
tra visualmente na Figura 1.5. Isto vese confirmado polo baixo valor do R? — azustado,
0,3415. En consecuencia, podemos concluir que o modelo non explica a meirande parte das

observacions simuladas.
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Figura 1.6: Histograma dos residuos do modelo recollido no Cadro 1.3 e normalidade dos

residuos do modelo recollido no Cadro 1.3.

Ademais de non explicar a maior parte das observaciéns, e ao igual que sucedia nos
dous modelos considerados anteriormente, os residuos non tefien unha distribucién normal,
como se pode comprobar na Figura 1.6. Ao observar o histograma dos residuos, nétase que
este ten certo parecido coa mestura de normais correspondente & ecuacion (1.4) asi como
a sta representacion grafica, recollida na Figura 1.5. Neste caso, e a diferenza do modelo
C2, o feito de que na mestura das normais non se lle outorgue o mesmo peso a cada unha
delas tradicese nunha significativa diferenza de alturas das modas no histograma.

Para corroborar o intuido de forma visual, podemos realizar un test Shapiro-Wilk sobre
os residuos do modelo. Neste caso, obtemos un p-valor inferior a 2,2 - 10716, polo que se
corrobora que os residuos do modelo non verifican a hipdtese de normalidade a ningin
nivel de significaciéon dos habituais. En consecuencia, ao igual que no modelo anterior, non

podemos considerar validos os resultados habituais de inferencia sobre este modelo.

1.3. Tlustracion con datos reais

Procedemos a mostrar, de forma similar ao realizado cos modelos das simulaciéns, un
exemplo con datos reais onde a regresiéon en media non é unha opcién adecuada. Para
isto, empregamos os datos de velocidade e fluxo de vehiculos dun carril dunha autoestrada
californiana, mostrados en [Einbeck e Tutz, 2006].

Os diagramas de velocidade e fluxo son empregados habitualmente na enxenaria de
trafico. Neste caso concreto, mediuse a velocidade, en millas por hora, e o fluxo, en vehiculos

por carril e hora, en intervalos de trinta segundos. Asi, a cuestion de interese é ser capaz de
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explicar o diagrama de velocidade e fluxo destas observacions. Na Figura 1.7 pode intuirse
que, cando o fluxo é baixo, non hai signo de asociacién. Porén, un aumento do fluxo parece

implicar unha diminucién da velocidade.

Neste caso, como non cofiecemos unha posible forma do modelo, e co fin de facer unha
exploracién maior sobre as observaciéns, comparamos distintos modelos polinémicos de
grao 1, 2 e 3, onde a variable resposta é a velocidade e a variable explicativa é o fluxo de
trafico. Comparando estes modelos, mediante o Criterio de Informacion de Akaike (AIC),
obtemos que o modelo de regresion linear simple é o que ten un menor AIC, entén é o mais
adecuado dos tres empregados. A continuacién, procedemos a ilustrar este modelo, cuxos

valores se recollen no Cadro 1.4.

Estimacion | Erro estandar | Valor ¢ | Pr(>|t])
Intercepto 57,3565 0,8061 71,15 | <2-10716
T —0,0015 0,0005 —2,88 0,0040

Cadro 1.4: Valores do modelo de regresiéon en media para o modelo asociado & velocidade

e fluxo.

Velocidade

500 1000 1500 2000 2500

Fluxo

Figura 1.7: Nube de puntos dos datos da velocidade e fluxo cos posibles modelos polino-

micos de grao 1 en vermello, de grao 2 en azul, e de grao 3 en verde.



12 CAPITULO 1. INTRODUCION: CONTEXTO DA REGRESION MODAL

Neste caso, tal e como se recolle no Cadro 1.4, o modelo paramétrico de regresién en
media correspéndese con y = 57,3565 — 0,0015 2. Todos os estimadores son significativos
e o R? — azustado é 0,005526. Debido a isto, podemos afirmar que este modelo explica
menos do un por cento da varianza. O valor baixo do R? — axustado podia ser intuido
visualmente, observando a Figura 1.7. Ademais, se realizamos un test Shapiro-Wilk sobre
os residuos estandarizados, obtemos un p-valor inferior a 2,2 - 10716, Isto implica que os
residuos non seguen unha distribucién normal e os resultados habituais de inferencia non
poden ser aplicados, xa que non se verifica a hipotese de normalidade dos residuos do

modelo.

1.4. Conclusion e motivacion do TFG

Deste capitulo, podemos concluir que a regresiéon en media non é sempre unha opcién
adecuada. Isto pode deberse a varios motivos, entre eles, como se mostra no modelo simu-
lado C1, porque o erro do modelo sexa asimétrico, ou porque o erro non sexa normal, como
pode ser o modelo simulado C2 ou o modelo C4. Ademais, esta falta de validez non sucede
exclusivamente no plano teérico, senén que tamén se pode encontrar en datos recollidos na
realidade, o cal mostramos cos datos de velocidade e fluxo de vehiculos nunha autopista
californiana na Seccién 1.3.

Este feito 1évanos a valorar a posibilidade de construir outros modelos, onde a medi-
da empregada non sexa a media. Isto motiva a aparicién, entre outras posibilidades, da

regresion modal, que emprega a moda no canto da media para facer estimacions.



Capitulo 2
Revisiéon da estimaciéon tipo niicleo

Unha vez vistos varios exemplos onde a regresiéon en media non ten por que ser unha
opcién axeitada, cabe preguntarse se hai outros métodos que poidamos empregar para
facer estimacions. En concreto, faremos uso da estimacion tipo nicleo da densidade (con-
dicional) para introducir a regresion modal non paramétrica no seguinte capitulo. No que
segue, presentaremos algins conceptos béasicos da estimacién tipo nicleo da densidade e

da densidade condicional que faciliten a comprension do terceiro capitulo.

2.1. Estimacién tipo nitcleo da densidade

Os contidos desta seccion estan baseados en [Wand e Jones, 1995|. Comezamos consi-
derando unha variable aleatoria X e unha mostra aleatoria simple X1, ..., X,. Daquela,

podemos definir o estimador tipo nicleo da densidade como unha funcién da forma

ooty = T K= X0/ o)

onde h € R é o ancho de banda e K é unha funcién, denominada funcién ntucleo, que verifica

J K(z)dz = 1. Notese que a construcion do estimador da forma expresada na ecuacion
(2.1) permite estimar densidades que non pertencen a unha familia paramétrica. Ademais,
o valor de h, o cal determina a escala do niicleo, decidira a suavidade do estimador.
Ainda que a expresion mais habitual sexa a referida na ecuacion (2.1), definindo a
funcion de nucleo reescalada, Kp(z) = %, podemos expresar o estimador tipo ntcleo

da densidade da seguinte maneira:

fulz, h) = 2 ic1 K]:z(x - Xi)'

Cabe destacar que, xeralmente, a funcién niicleo é unha funcién densidade de probabi-

lidade e é simétrica con respecto ao cero. Neste caso, se K é a densidade dunha variable

13
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aleatoria Z, a funcién K é a densidade da variable h Z. Como exemplos de funciéns
niicleo habituais podemos mencionar a Gaussiana, K (x) = (2r)~1/2 exp(—22/2), a Trian-
gular, K (z) = (1—|z|)I(Jz| < 1), ou a Epanechnikov, K (z) = 2(1—2?)I(|z| < 1). Ademais,
tense que o estimador resultante herdara as propiedades da funcién ntcleo de densidade
empregada na stia obtencion.

No caso da estimacion da densidade tipo ntcleo, os criterios de erro empregados para
analizar o comportamento do estimador poden medir o erro nun tnico punto, os criterios
de erro puntuais, ou medir o erro cometido na estimacion ao longo de toda a funcién fn,
os criterios de erro globais. Un exemplo de criterio de erro puntual para un punto x é o

erro cadratico medio, ECM, que se define como

ECM(fn('xa h)) = E(fn(xv h) - f(qj)z)’ (2‘2)

e un exemplo de criterio de erro global é o erro cadratico integrado, ECI, definido como
BCIfu(+) = [ (Falah) = 1(2)da 23

A partir do erro cadratico integrado’, o cal coincide con || f,, — f||3, onde ||-||2 ¢ a norma

asociado ao espazo £2, podemos definir o erro cadratico medio integrado como
ECMI(f(-, h)) = E(ECI(fu(-, h)))- (2.4)

Ademais, ao combinarmos as ecuacions (2.2) e (2.4), verificase a seguinte relacion entre

o erro cadratico medio e o erro cadratico medio integrado:

ECMI(f, (- h)) =E </(fn(x, h)— f(x))%x) 2.5)

:/]E(fn(az,h)—f(:c))2dx:/ECM(fn(x,h))daz.

Fixando un x, obtemos que o valor esperado do estimador tipo niicleo da densidade é

da forma
/K (v — hu)du = (Kp, * f)(z)?. (2.6)

Repérese que na ecuacion (2.6) se introduce a convolucion, denotada por *. Dadas duas

funcions f,g : R — R, definimos a stia convolucién como

(f * 9)a (/f

!Estas nociéns estidanse de forma introdutoria na materia obrigatoria de Series de Fourier e Introducién

ds Ecuacidns en Derivadas Parciais de 3° curso e de forma mais extensa na materia optativa de Andlise

Funcional en Espazos de Hilbert de 4° curso.
20 concepto de convolucion foi definido e estudado na materia de Andlise Funcional en Espazos de

Hilbert.
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Notese que (f * g)(x) = (g * f)(x), ao aplicar na definicién de convolucién o cambio de
variable z = x — y. Ademais, de ser derivable f, e existiren as funciéns f x g e f/ * g,
temos que f x g é derivable e (f * g)) = f'* g. Asi, no noso caso concreto, temos que
(Kp* f) = K * f. Esta propiedade, a cal é aplicable a derivadas de orde arbitraria, recolle
a idea intuitiva da regularidade que poden acadar as estimaciéns tipo nticleo da densidade.

Co fin de facilitar a comprension, procederemos a introducir varias notacioéns. Para
unha funcion cadrado-integrable, g, denotamos R(g) = [ g(u . Para unha funcion K,
denotamos ug(K) = fuzK (u) du.

Empregando o Teorema de Taylor e suponiendo que a funcién f que pretendemos estimar

é o suficientemente regular, duas veces diferenciable, obtemos a seguinte igualdade:
1
Fla = hu) = f(2) = huf'(2) + 5 () () + o). (2.7)
De verificarse que pa(K) < oo, e se K é unha funcion de densidade simétrica con
respecto ao cero, podemos aplicar a igualdade recollida na ecuaciéon (2.7) na integral da
ecuacion (2.6). Asi, baixo estas hipoteses, como [ uK (u)du = 0, obtemos que se verifica a
igualdade )
B(fu2)) = f(@) + 5h%u(K) " (2) + ofh?).
Logo, tense que:
p 1
h =0 = E(fa(2)) = f(2) = Sh*ua(K) " (2) + o(h?). (2.8)

No caso da varianza, temos que se se verifica nh — oo, entén

Var(f,(z)) = lVal”(Kh(fL‘ - X1))

/Khx— dy—(/Khx— )dy>2]
:nlh/KQ(u) Fz — hu) u—</K x—hu)du>2

— nlh/KQ(U) z+o(1)) du — ﬁ(f( z)+o0(1))* = %R(K) F(@) + o((nh)™h).
(2.9)

Se nos fixamos nas ecuacions (2.8) e (2.9), podemos intuir que o nesgo aumentara
canto mais grande sexa h e a variabilidade aumentara canto mais pequeno sexa h. Este
feito implica que a eleccién dun h adecuado sexa crucial para reducir o posible erro. Asi,

para certo x e h fixados, temos que o erro cadratico medio se corresponde con

ECM(fu(x,h)) = Var(fu(z, h)) + (E(fa(z, h)) = f(2))

1

2 (2.10)
= L) f(o) + (;h%(mf"(x)) T o((nh) ! + hY).
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Desta maneira, aplicando a relacién entre o erro cadratico medio e o erro cadratico me-
dio integrado, recollida na ecuacion (2.5), podemos obter o erro cadratico medio integrado

ao integrar na ecuacion (2.10),

BOMI(fo(, 1) = - R(K) + {h (K R(F") + of(nh) ™" + 1Y),

Asi, e se obviamos na ecuacion anterior a parte relativa 4 orde, podemos definir o erro

cadratico medio integrado asintético como

ECMIA(fo (- ) = —R(K) + (h*pa( KRS (2.11)

A partir destes resultados, podemos definir o ECMIA como unha funcién dependente
de h, ECMIA = ¢(h) e, ao resolver a ecuacion ¢’'(h) = 0, obtemos unha fiestra 6ptima
para o erro cadratico medio integrado asintotico. Ademais, podemos garantir a existencia

da solucién ao ter que

1 1 1
If h) = lim —R(K)+ -h*us(K)’R(f") = lim —R(K) =
g V) = g U g (ROPRUT) = g ) = e

lim ¢ (h) = lim ihR(K) + ih”‘ug(K)QR(f”) = lim ih‘lm(K)zR(f”) = +00.

h—o0 h—oo N h—o00

Esta fiestra é da seguinte forma:

RK 1/5
hecmia = (;Q(K)gR()f”)n> . (2.12)

Procedamos a ilustrar a importancia do ancho de banda escollido baseandonos nas
simulacions recollidas na Seccion 1.3. Para isto, vexamos varias estimacions tipo nicleo da

densidade dos erros dos modelos C2 e C4, variando a fiestra empregada.
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(a) Densidade dos erros do modelo asociado 4 (b) Densidade dos erros do modelo asociado &

ecuacion (1.3) ecuacion (1.4)

Figura 2.1: Densidade real dos erros, en negro, e estimaciéns tipo ntcleo con A = 0,05 en

maxenta, h = 0,2 en azul, e h = 0,6 en vermello.

Como podemos ver na Figura 2.1, o ancho de banda escollido é crucial para obter unha
boa aproximacion, o cal se pode observar de forma especialmente clara na grafica dos erros
do modelo C4. A estimacion realizada con ancho de banda h = 0,2, en azul, aproximase
bastante méais 4 curva real que a estimacién realizada con ancho de banda h = 0,6, en
vermello. Asi e todo, temos que a relativa ao ancho de banda A = 0,05, en maxenta, é
moito méis variable, axustdndose de forma méis irregular ao modelo ideal. Por outro lado,
na grafica correspondente 4 simulacién C2, pédese intuir o maior parecido da funcién real
por parte da estimacién con ancho de banda h = 0,6, en vermello. Non obstante, tamén é
moito menos suave e ten unha maior variabilidade que a estimacién con ancho de banda
h = 0,2, en azul. Neste caso, a estimacion realizada con ancho de banda h = 0,05, en

maxenta, ao igual que no modelo C4, ten unha variabilidade moito maior.

Unha posible explicacién da relacion entre o tamano da fiestra empregada coa suavidade
da estimacién e co seu axuste & curva real pode ser a relaciéon do parametro h e as expresions
do nesgo e da varianza . O nesgo aumenta cando aumenta o tamano da fiestra. Debido a isto,
valores de h mais pequenos dan estimacions mais centradas. Pero, como unha diminucién
no valor de h implica un aumento da varianza, ao pretender ter estimaciéons mais centradas,

obtemos que estas tenen unha variabilidade maior.

Por outro lado, podemos preguntarnos se é posible aplicar esta estimaciéon da densi-

dade para dimensiéns maiores, mediante vectores aleatorios. Se X é un vector aleatorio
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d-dimensional e X1, ..., X,, unha mostra aleatoria simple, de tal forma que D C R¢ é un

vector aleatorio de dimensién d, podemos definir o estimador tipo ntcleo como
; 1/2 A
fn7K7H( ’H’1/2 ZKd Xl))? (213>

onde H € Myy4(R) é unha matriz de fiestras, H —1/2 3 inversa da matriz asociada &
descomposiciéon de Cholesky de H e K unha funcién niicleo. Neste caso, K pode obterse
como unha densidade d-dimensional ou como produto de densidades unidimensionais en
cada comportiente. Notese que podemos realizar a descomposicién de Cholesky de H por
ser esta matriz hermitiana e definida positiva.

Cabe resaltar a gran similitude desta definicién coa do caso unidimensional, recollida
na ecuacion (2.1), xa que basta substituir h por |H|/? e (z — X) por (z — X;). Ao igual
que no caso 1-dimensional, adoita considerarse a funcién K; como unha funcién densidade
d-dimensional, ou ben obterse como produto de densidades unidimensionais en cada com-

d(d;_ 1) elementos

ponente. De todas as maneiras, o feito de que a matriz de fiestras H tenia
distintos dificulta enormemente o calculo da matriz de fiestras 6ptima conforme engadimos
dimensiéns, 4 vez que se precisan mais datos para obter unha precisiéon semellante &4 do

caso unidimensional, fenémeno que se conece como a maldicién da dimensionalidade.

2.2. Estimacioén tipo nicleo da densidade condicional

Se temos duas variables aleatorias X e Y, podemos definir a densidade marxinal da

variable X a partir da densidade conxunta de (X,Y’) como a funciéon

o0
fM(ﬂf) = flx,y)dy con z € D.
Ademais, se S é o soporte da variable Y, podemos definir a densidade condicional da

variable Y condicionada a x € D como

= f con

Estas definicions poden xeneralizarse ao caso multivariante. Asi, de termos un vector
aleatorio X = (X7, ..., Xy4) de variables aleatorias, podemos definir, dado = € (X7, ..., X;,)

con m < d, a funcién densidade marxinal como

M +o0 +o0
f (xl,...,xm):/ / f(@1, oy T, Tt 1y - 5 T4) H dx;
oo oo ,
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E unha vez definida a funcién densidade marxinal, a partir da ecuacion (2.14), podemos

definir a funcion densidade condicional de varias variables como

F(@1, o Ton| Tty o ) = fﬂf(f,iﬂ ’f‘dld). (2.15)

A ecuacion (2.14) garda certo parecido coa definicion de probabilidade condicionada,

pois non deixa de ser a sta xeneralizacién para funciéns de densidade. Neste caso, temos

unha igualdade analoga 4 proporcionada polo teorema de Bayes®:

Fule) = [ (ly) M ()
M ()

Vexamos agora como poderiamos construir estimadores tipo niicleo para a densidade
condicional, suponendo que queremos conecer a densidade da variable aleatoria Y, definida
en R condicionada a X = z, onde X é unha variable aleatoria definida en R?. Para isto,
basearémonos nas propostas recollidas en [Hyndman et al, 1996].

Sexa f(x,y) a densidade conxunta das nosas variables e f*(z) a densidade marxinal
de X, se substituimos na ecuacién (2.14), a densidade condicional que pretendemos estimar

verifica a igualdade

_ f(zy)

Co fin de facilitar a comprension, consideremos o caso univariante, ainda que se pode

xeneralizar ao caso multivariante, intercambiando h~! por H~/2. Se temos unha mostra
aleatoria simple {(X1, Y1), ..., (X,, Y, )}, cuxas observacions suponiemos independentes, de-
finimos a media condicional como m(z) = E(Y|X = z), aplicando a igualdade anterior,

temos que un posible estimador é

Fulylz) = Jm (2.16)

Neste caso, podemos aplicar a estimacion tipo nicleo definida na ecuacion (2.13) para obter

o denominador da fraccién do segundo membro da ecuacion (2.16).
. 1 & r— X,
M J
= — K .
fa'(@) = - ]Z:; ( " )

Igualmente, podemos considerar como estimador ntcleo multivariante o nicleo produto,

da seguinte maneira:

A 1 & T — X y—Yj

3Este teorema forma parte dos contidos da materia de formacion basica de 1° curso Elementos de
Probabilidade e Estatistica.
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onde h, e hy serfan as fiestras correspondentes para as variables X e Y, respectivamente,
é dicir, controlan a suavidade da estimacion.

Se substituimos na ecuacion (2.16), obtemos que o estimador que construimos é

Fulylz) = ij <y Y), (2.17)

?J

onde

K (52)

wj(z) = , J=1,...,n.

n z—X;
S K (5)

Vexamos agora as propiedades asintéticas deste estimador. Para isto, supofieremos que

hy — 0, hy — 0 e n — oco. Ademais, consideremos que as funcions f(y|z), fM(z) sexan
funciéns £2 e o suficientemente regulares. Se a funciéon m(z) tamén é o suficientemente
regular, tal e como se recolle en [Hyndman et al, 1996, podemos expresar o nesgo mediante

a igualdade

E(fu(yle)) — f(ylz) =

5 +

haoic (UM (@) 0f(yle) | flyle) |y 021 (yl)
fM(:c) oz Ox? hZ  0y? (2.18)

4 4 272 1
+O(hY) + O(hl) + O(h2h2) + 0 <nhx :

e a varianza mediante a igualdade

V(o)) = g B (80 = by sk 0 (1) +0 (24 )40 () - 219

Logo, se sumamos o cadrado da ecuacion (2.18) e a ecuacion (2.19), obtemos unha nova

medida do erro, o erro cadratico medio asintético. Este definese da seguinte maneira:

R hi o4 My b 92 B2 52 2
ECMA(fu(yle)) = “22% <2<J;M>(g> o), 210, 5 g;%'x>)

REVGl) oy o (1) (B
e )~ i) o (1) +o ()

B 1
+0 (hyn) +O(hS) + O(hY) + O(h2hy) + O(hyhl) + O <nhx> ,

+

o cal é consistente se as hipoteses mencionadas anteriormente se lles engade que, cando
n — oo, se verifique nh;h, — oo. Podemos mencionar que, ao igual que na estimacion tipo
nicleo da densidade, canto mais grande sexa a fiestra seleccionada, o nesgo é mais grande

e a varianza mais pequena.
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2.3. Seleccion da fiestra de suavizado

Na Seccién 2.1 mostramos diferentes criterios de erro para a estimacion tipo niicleo.
Ademais, ilustramos a importancia de escoller un ancho de banda éptimo e chegamos a un
ancho de banda 6ptimo, de forma teérica, para o ECMIA:

hecmia = (R(K)> 1/5-
p2(K)2R(f")n
Porén, na practica non podemos calculalo, xa que precisariamos cofiecer a segunda deri-
vada da propia funcién que pretendemos estimar. Polo tanto, é necesario empregar outros
métodos que, dependendo do criterio de erro empregado, nos dardn un bo ancho de banda

co cal facer estimacién tipo niicleo. Procedemos a introducir varios destes métodos.

Métodos de tipo Plug-In:
Na expresion da fiestra optima para o ECMIA o que se desconece é R(f”). Enton,
cotiecendo este termo, ou unha aproximacién del, poderemos obter o ECMIA, ou unha
aproximacion deste. Estes métodos baséanse en asumir que e R(f”) é dunha forma concreta,
para obter o h 6ptimo nese caso. Deste tipo, introducimos a regra do polgar e a regra de
Sheather e Jones, recollidas en [Wand e Jones, 1995].
A regra do polgar, ou de Silverman, baséase en substituir a integral descofiecida pola
integral correspondente dunha densidade N (0, o). Asi, temos que
3
R(f ”) = ﬁg 57

e o ancho de banda correspéndese con:

8y/7TR(K) ) 175 5
3p2(K)*n ’

hpcMmia = <
onde 6 é unha estimacién de o. Destacamos que este método tende a sobresuavizar a
funcién que pretendemos estimar.

A regra de Sheather e Jones é un método iterativo que consiste en estimar de forma non
paramétrica R(f”). Se denotamos por W, = E(f("(X)), integrando por partes obtemos
que R(f"”) = ¥4. De suponermos que a funciéon que pretendemos estimar é normal con
desviacion tipica o, podemos asumir que

—1)7/2p!
U, = (=1) .
(20) 1 (r/2)V/m

Mediante un proceso iterativo backward, estimando da seguinte maneira:

o 1= ¢
fa(Xs) = EzLé)(Xi - X;),
j=1
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onde h é unha fiestra que pode ser estimada ao cofniecer un posible estimador de ¥, o e
L é unha funcién ntcleo. Cabe mencionar que, pese & suposiciéon da normalidade de f,
necesaria para estimar U,,, e da regularidade de f, na practica este método da resultados

xeralmente satisfactorios.

Aproximaciéon de erros:

Este tipo de métodos fundaméntanse en facer aproximacions para seleccionar fiestras
6ptimas, no canto de basearse en posibles estimacions das expresions de fiestras éptimas.
Destacamos o método de validacién cruzada.

O método de validacién cruzada consiste en aproximar as medidas do erro a partir
dunha mostra, calculando os erros cometidos para cada dato ao facer a estimacién sobre a
mostra considerada obviando ese dato concreto. Asi, a partir do erro integrado, expresado

na ecuacion (2.3), e para un h fixado, obtemos a seguinte igualdade:
ECI(h) = /fg(x) dz — 2/]2(3;) f(x)dz +/f2(a:) dx
) ) (2.20)
= R(f)~2 [ fu(o) fla)do -+ ROP).

Notese que na ecuacion (2.20), R(f) é independente do h seleccionado. Logo, ao intentar

obter a fiestra 6ptima, podemos omitilo. Desta maneira, a fiestra 6ptima é:

hecr = arg min, <R(fn) - Q/fn(ﬁf) f(@) dl") - (2.:21)
Notese que temos as seguintes igualdades:
R(fn) = n;thK*K (X;XJ) (2.22)
e
[ @) #(a) da =Bl (a)) (223)
Ao non disponermos doutra mostra Xl, ,X’m, independente de X4, ..., X,, que nos

permita aproximar a cantidade da ecuacién (2.23) por
1 m
m“
=1
podemos estimar o valor de f(X;) empregando a mostra sen o dato i-ésimo. Asi, se f; ¢ de-
nota o estimador nticleo obtido a partir da mostra salvo o dato i-ésimo, tense que podemos

realizar a estimacién

A ~

E(fula) = - > (X,
=1
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Desta maneira, obtemos a funcién

CV(h) = nZhZK K(X X) %Z ' (2.24)

Entoén, a fiestra 6ptima para este método é o h que minimiza a funcién C'V. Cabe mencio-
nar que as probleméaticas das fiestras obtidas por este método son unha alta variabilidade

e unha tendencia a infrasuavizar a funcién a estimar.

Finalmente, compre lembrar que tanto os criterios de erro como os selectores da fiestra
mostrados non son os tnicos existentes. Por exemplo, outro posible criterio de erro é o
erro absoluto medio, que se define como E(|f(x, h) — f(z)|), e outro método de seleccion
de fiestra é o Bootstrap, baseado en técnicas de remostraxe. Asi e todo, os descritos nesta

seccion son varios dos principais e méis empregados.
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Capitulo 3
Regresion modal non paramétrica

Como vimos no primeiro capitulo, a regresién en media non é sempre unha boa opcién
para o modelado da relacién entre dias variables, xa que require de hipéteses que non
sempre se verifican. Porén, existen métodos alternativos ao da regresiéon en media, por
exemplo, a regresiéon modal. Neste capitulo, introduciremos este concepto e profundizare-

mos no algoritmo mean-shift, un método de estimaciéon baseado na regresién en moda.

3.1. Introduciéon A regresion modal

A moda dunha distribucién é o valor ou valores nos cales a funcién densidade de
probabilidade acada un méximo local. Desta maneira, suponamos que queremos estudar a
relacion entre unha variable resposta Y e unha variable explicativa X mediante regresiéon
modal. A diferenza doutras medidas de tendencia central, como poden ser a media ou a
mediana, pode suceder que a moda non tome un dnico valor. A causa disto, é necesario
diferenciar entre buscar unha tnica moda condicional global, o que recibe o nome de
regresion unimodal, ou buscar as modas locais condicionais, o que se conece como regresiéon
multimodal.

Se f(x,y) é a densidade conxunta das nosas variables e esta ¢ o suficientemente regular,
dias veces continuamente diferenciable, podemos definir as modas condicionais locais nun

punto x como
0 0?
M(x) = {y; oy W) =0, 55/ (gl) < o} . (3.1)

Notemos que, a diferenza dos métodos de regresiéon considerados anteriormente, neste
caso M : D — P(Y), onde D é o soporte de X e P(Y) denota partes de Y. Asi, o rango
da funcién son subconxuntos de Y, polo que podemos ter, para certo z dado, méis dun

elemento de Y contido na sitia imaxe. O feito de considerar que Y pode ser unimodal ou

25
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multimodal xogara un papel crucial na estimaciéon que realicemos.
Por outro lado, ainda que na definicion dada na ecuacion (3.1) empreguemos a densi-
dade condicional de Y para o x dado, podemos ter unha expresion equivalente empregando

xz y? yJ l7y D) y J 5[7y U ° '2

Cabe destacar que, tal e como se recolle en [Chen, 2018]|, as estimacions unimodais e
multimodais tefien vantaxes e desvantaxes diferentes. Por un lado, o estimador construido
no caso unimodal adoita ter unha expresiéon mais simple e facilmente interpretable. Por
outro lado, a regresiéon multimodal detecta mellor as relaciéns entre a variable explicativa
e a variable resposta. Isto nétase especialmente cando hai varias modas, como poden ser
os modelos C2 e C4 do capitulo inicial, ou cando a relacién entre a variable explicativa e
a resposta ten unha expresién complicada. Desta maneira, na estimaciéon multimodal, ao
considerar modas locais, as rexions de predicién tenden a ser considerablemente menores,
a cambio de ter funciéns mais dificilmente interpretables e de caradcter méis complexo.

Unha vez introducidos estes conceptos, procedamos a construir o modelo linear da
regresion modal. Este modelo é un caso concreto de regresiéon unimodal, é dicir, asumimos
que s6 existe unha tnica moda. Tanto o modelo como as siias propiedades vefien recollidas
en [Lee, 1989).

Supofiamos que o soporte de Y sexa real, S C R, e que a nosa variable explicativa X
ten soporte compacto D C R. Deste xeito, e analogamente ao correspondente da regresion

en media, o noso modelo pode construirse como
Moda(Y'|X = z) = fp + Bz, (3.3)

onde 5y € R e 5 € R son os parametros a estimar e Moda(Y|X = z) denota a moda global
de Y para un certo z dado.
Sen entrar en detalle, pédese mencionar que este modelo se pode xeneralizar para mais

dunha variable explicativa con soporte compacto D’ C R®. Para isto, considérase o modelo
Moda(Y|X =) = o + 8z, conz e D,

onde X denota o conxunto de variables explicativas.

Con todo, e ao igual que para a regresiéon en media, o modelo paramétrico é excesiva-
mente rixido e non sempre é unha opcién axeitada. Por exemplo, pédese intuir que no caso
do modelo C2 simulado, recollido na ecuacion (1.3), non sera adecuado. Ainda que existan

estimadores non paramétricos para a regresion unimodal, os cales nos permitirian relaxar
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algunha hipotese, continuariamos asumindo a existencia dunha tinica moda. Co fin de non
asumir esta hipétese, centrarémonos no problema da regresiéon multimodal.

Para intentar dar unha solucién axeitada a este problema, podemos definir un modelo
de regresion modal non paramétrico considerando os estimadores tipo niicleo. Asi, substi-
tuindo a densidade conxunta mediante un estimador tipo niicleo na ecuacion (3.2), obtemos

o seguinte modelo:

2
W0 = {5 5l =0, 3 sl <0 (3.4

Definido desta maneira, pode darse o caso, mencionado anteriormente, de que J\/Zn (x)
contena mais dun elemento da variable resposta. Os estimadores que tenen esta propiedade
coniécense como estimadores de avaliacion multiple. Ademais, como indicamos no capitulo
anterior, as diferentes fn son funciéns regulares. Deste xeito, o estimador recollido na
ecuacion (3.4) é de avaliacion multiple e regular. Estas propiedades resultan en que o modelo
de regresiéon modal non paramétrica sexa maéis versatil que os considerados anteriormente.

Se a variable explicativa ten soporte en D C R, un posible estimador é o obtido a partir
da aplicacién do estimador unidimensional produto de estimadores tipo nucleo. Asi, neste

caso concreto,

: 1 ¢ z—X; y-Yi
n\<, = K K. P
o) = o 1< » ) 2( - )

T

onde K e K3 son funciéns nicleo radialmente simétricas e h,,h, > 0 son as fiestras

consideradas, respectivamente.

3.2. Estimacion mediante o algoritmo mean-shift

Pese a que a regresiéon multimodal tena propiedades boas, como a stia versatilida-
de, a obtencién do estimador ]\/In(az) pode non ser sinxelo, xa que require do calculo de
méximos locais dunha estimacién mediante unha funcién ntcleo multivariante. Isto difi-
ciltase, principalmente, porque a ecuacién a resolver non ten solucién explicita. Debido a
isto desenvolvéronse, e desenvolvense, algoritmos asociados a métodos numéricos co fin de
aproximar as estimaciéns. Un exemplo é o algoritmo mean-shift, que procedemos a mostrar
a continuacion.

Suponamos que X e Y tefien soporte real e f(x,y) é a sia funcion densidade conxunta.
Suponamos, ademais, que temos unha mostra (Xi,Y7), ..., (X,,Y,) de vectores aleatorios
independentes e identicamente distribuidos. Consideraremos funciéns niicleo radialmente
simétricas Ko, é dicir,

Ks(z) = ex K (||2]*), vz € D,
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con ¢ constante positiva. Denominaremos & funcion K : [0,00) — R perfil de Ko.

Un posible exemplo ilustrativo de funcién ntucleo radialmente simétrica é a funciéon
Gaussiana, neste caso teriamos Ko(z) = (27)~'/2exp(—2/2). Logo, a constante positiva
seria ¢, = (2m)"1/2 e o perfil de Ky seria K (x) = exp(—x/2). Outro exemplo de funcion
ntcleo radialmente simétrica ¢ a funcién Epanechnikov, Ko(z) = 3(1 — 2?)[(|z| < 1) =
3(1—a?)I(2? < 1).

A partir da ecuacion (2.14), tal e como vén recollido en [Einbeck e Tutz, 2006, podemos

estimar a densidade condicional no caso univariante como

fuey) S () B ()
f”( ) hy 3 iy K1 (xﬁj(z) |

onde K7 e K5 son os nucleos asociados aos estimadores de X e Y, respectivamente.

Falyle) =

(3.5)

Da ecuacion (3.5), dediicese a expresion

Fulyle) = sz (<y ;sz->2>7

onde p; é unha funciéon de peso non dependente da variable resposta.

Ademais, considerando a primeira das condicions recollidas na ecuacion (3.1), temos

: ) =
She) _ 2o pz’(;v)K'<<y;sz> )(y—m:o.

Y i=1

que

Logo, temos que a ecuaciéon anterior é equivalente 4 seguinte, a cal ten como primeiro

membro o estimador modal buscado,

S ((555)°)

Ym(x) = N (3.6)
S ((22)°)
Se denotamos ym = ym(r), g = —K' e G(y) = c49(y*), con ¢, constante positiva, podemos
expresar a ecuacion (3.6), con w(ym) = Ym COMO

YK (xﬁfj) G (y;ij) Y (3.7)
sk () 6 () |

A funcion w asi definida é unha ponderacién das observaciéons onde os pesos varian

w(y) =

segundo a proximidade ao punto avaliado. Porén, a ecuacion w(ym,) = ym non pode resol-
verse analiticamente. Por mor disto, aplicase un proceso iterativo calculando medias locais

mediante o algoritmo mean-shift.
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Para poder aplicar o algoritmo, definimos a funcién mean-shift como

w(y) —y-

Neste caso, un méximo local da funciéon densidade condicionada é un cero desta funcion.
Logo, basta aplicar un proceso iterativo! da forma g1 = w(y;), I € N.

Cabe resaltar o feito de que, xeralmente, a funciéon densidade f non é concava. A causa
disto, non podemos asegurar a converxencia ao maximo global deste método gradiente. Isto
débese a que se f é concava, entéon —f é convexa e o algoritmo mean-shift é equivalente a
aplicar un método gradiente de descenso a — f. Pero ao non poder asegurarmos que —f é
convexa, non se tenen por que verificar as condiciéns dos resultados de converxencia para o
método gradiente de descenso®. Desta maneira, temos que este método ten caracter local.
Cada moda local ten unha rexiéon de atraccion, é dicir, unha vecinanza na cal, se o punto
inicial considerado pertence a ela, o método converxera a esa moda local.

Para o caso multimodal, ao pretender obter méis dunha moda nun x concreto, e como
cada punto inicial do algoritmo converxe a unha tnica posible estimacién modal, temos que

considerar diferentes yo(z) . Consideraremos y(()l) (2), ... ,y(()p ) (x) puntos de inicio, verificando

que yél)(x) < < yép)(:z:). Asi, para cada t € {1,...,p}, faremos iteracions y(t)l(:p) =

I+
t . . . .
w(yl( )(x)), con | = 1,2,... ata que se verifique o criterio de converxencia considerado.

(1) (p)

. (1 .
Deste xeito, obteremos g, ... ,

multimodal para o punto x como

estimacions e poderemos estimar a funcién de regresion

Mo(z) = {g{D (), ..., 5% (2)}.

Claramente, ten que verificarse que p sexa o suficientemente grande para que tenamos
alomenos un punto inicial no cal haxa converxencia a cada moda local. Notemos, ademais,
que pode darse que para varios puntos iniciais distintos converxamos 4 mesma moda local,
obviando asi outras posibles estimacioéns, dependendo de en que rexiéns de atraccion de
cada moda local se encontre cada punto inicial.

O caso multimodal mais simple é no cal s6 consideramos dias modas locais. Neste caso,
basta considerar un punto inicial como o valor superior da distribucién da nosa mostra e
outro como o valor inferior, xa que converxeran & moda local de maior valor e & moda
local de menor valor, respectivamente. Emporiso, de considerarmos mais de dtas modas

locais, non temos unha forma refinada de obtelas mais al6 de considerar un gran ntimero

!Este & un algoritmo de iteracién funcional para puntos fixos, estudado na materia obrigatoria de Cdlculo

Numérico nunha Variable de 2° curso.
20s resultados de converxencia do método gradiente de descenso son contidos da materia obrigatoria

de 3° curso Métodos Numéricos en Optimizacion e Ecuacions Diferenciais.
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de puntos iniciais®, tal e como se recolle en [Einbeck e Tutz, 2006].

Vexamos agora as propiedades xeométricas da regresiéon modal, para o que nos basea-
remos en [Chen et al., 2016]. Definimos a coleccion de variedades modais como a unién de
todos os M (z), é dicir,

S={(z,y); v €D,y € M(z)}.

Ao termos que o soporte da variable explicativa esta contido en R, polo teorema da
funcion implicita, temos asegurado que a dimension de S é 1. Supornieremos que S pode
expresarse como a unién de [ variedades onde cada unha delas é unha variedade conexa

admitindo unha parametrizaciéon do seguinte xeito:
S; = {(x,m;j(x)): = € Aj},

onde m; é unha funcion e A; é un aberto. Asi, temos que {41, ..., 4;} é unha cobertura
por abertos do compacto D. Deste xeito, denotaremos mj(z) =0sex ¢ A; Vj e {1,...,1}.
Logo, podemos expresar a funcion M como M (x) = {m1(z),...,my(z)} Yz € D. Tal e como
describimos a funciéon M, cabe resaltar que é unha multifuncién, téndose que o ntimero de
modas locais non ten por que ser constante. De feito, pode aumentar ou diminuir o niimero
de modas locais cando varia x, sen ter que darse en puntos onde coincidan dias variedades
modais. Por exemplo, pode aparecer unha moda nova nun x concreto sen que haxa unha
moda préxima a esta en ningin z € D, con z < .

Supofiamos que os m; son funcions diferenciables. Denotemos, por simplicidade, fy(z,y)
g—g(x, y). Se consideramos que f é dias veces diferenciable e que a coleccion de variedades

modais, S, se pode factorizar, entén tense que, para cada x € A;,

_ Jya(z,mj(2))

fyy(x’mj(x)),

onde fy.(z,y) = Vma%f(w,y) ¢ o gradiente sobre x de f,(x,y). Esta propiedade, de ser

Vmj(z) =

certa, darfanos unha relacién entre a suavidade da funcién modal e a suavidade da funcién
conxunta. Vexamos que se verifica.
Como z € Aj, temos que f,(z,m;(x)) = 0 por definicion de moda local. Enton, to-

mando o gradiente sobre x, tense que

0= Vafy(x,mj(x)) = fya(z,m;(@)) + fyy(z,mj(x))Vm;(z).

Despexando na igualdade anterior, e dado que fyy(x,mj(x)) # 0 por definicion de

moda local, temos que Vm;(z) = —}E;Eifm

3A idea intuitiva pode considerarse analoga ao caso de aplicar o método de dicotomia, estudado na

materia de 2° curso Cdlculo Numérico nunha Variable, onde haxa mais dun cero.
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Antes de enunciar algin resultado sobre a suavidade de M, definamos a distancia
Hausdorff. O feito de non empregar a distancia usual vén motivado porque, para cada x,
consideramos o conxunto de modas locais en x, é dicir, traballamos con conxuntos no canto
de puntos.

Dados dous conxuntos non baleiros A4, B C R%, a distancia Hausdorff definese como

Haus(A, B) = méax {sup d(z, B),sup d(x, A)} ,
€A Tz€EB
onde d(z, A) = inf,cal|lz — 2|| é a distancia? do punto x ao conxunto A. Empregamos o
supremo das distancias e non o maximo porque cabe a posibilidade de que os conxuntos
teflan infinitos puntos. Por outro lado, ao considerar soamente dous conxuntos, temos
unicamente dous supremos e podemos afirmar a existencia do méximo de ambos. A nocién
desta distancia é que é pequena cando cada elemento de cada un dos dous conxuntos é
préoximo a, polo menos, un elemento do outro conxunto. Desta maneira, evitamos que o

erro tefia en conta a distancia entre as modas locais.

Teorema 3.1 (Suavidade da coleccién de variedades modais, de [Chen et al., 2016]). Su-
poriamos que f € dias veces diferenciable, S pode factorizarse, todas as derivadas parciais
de f estdn limitadas e existe Ay > 0 tal que fyy(x,y) < —A2 para todo y € M(x), x € D.
Enton, tense que

. Haus(M (z), M (z + €))

le|—0 le] = j=1,..,K A2

C
< méx [[Vm;(a)] < + < oo,

onde C' € unha cota do conzunto de derivadas parciais de f.

Demostracion. Por ser f duaas veces diferenciable, e como fy,(x,m;j(z)) < —A2 < 0, ao
termos a igualdade Vm(x) = —%, Vj e {l,...,K}, Vmj(x) estda ben definida
para todo x. Ademais, ao terse ||fy.(x,m;(z))|| < C, verificase a segunda desigualdade.

Para obter a primeira desigualdade, basta aplicar a definicién de distancia Hausdorff. [

Deste xeito, podemos estimar &, como S=5U..U SZ’ sendo [ a estimacion do
numero de variedades e sendo cada S*j unha variedade conexa. Asi, podemos considerar
(@), Vj € {1} e My(z) = {iin (), .., ()}

4A distancia dun punto a un conxunto foi introducida na materia de formacién basica Topolozia dos
espazos euclidianos de 1° curso, ainda que a distancia entre conxuntos definida nesa materia fose outra
distinta da Hausdorff.
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3.3. Efecto dos parametros de suavizado

Unha vez construido un método para obter estimacions, o algoritmo mean-shift, pode-
mos ver na ecuacion (3.7) que este depende de duas fiestras h; e hy. No caso da regresion en
media non paramétrica, a elecciéon de fiestras 6ptimas era crucial para poder obter estima-
cions axeitadas. Ilustremos, mediante os exemplos da Seccién 1.3, como varian as posibles
estimacions para a regresion modal non paramétrica segundo se modifiquen os parametros,
hz e hy.

Noétese que o pardmetro h, é aplicado na estimacion niicleo da variable explicativa, polo
que afecta 4 suavidade das modas dun xeito similar & forma que afectaba o ancho de banda
na estimacion en media da densidade non paramétrica. Analogamente, o parametro h, con-
trola a suavidade da estimacién nicleo da variable Y. Debido a isto, este tiltimo pardmetro
afectard o nimero de variedades modais estimadas consideradas na nosa estimaciéon. Este
efecto pode verse claramente se empregamos unha funciéon nicleo Epanechnikov, onde para
cada y non ten en conta o valor da variable resposta nas observacions cuxo valor diste méis
de hy de y.

Co fin de mostrar a importancia da escolla dunha fiestra adecuada, vexamos varias
estimacions feitas a partir dun mesmo conxunto de cincocentas observaciéons do modelo

C2, recollido na ecuacion (1.3). Para isto, variaremos unicamente h,.
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Figura 3.1: Simulaciéns e estimacions multimodais do modelo C2 con anchos de banda
hy=1e hy, =0,01 en (a), hy =0,2 en (b) e hy =3 en (c).

Como se observa na Figura 3.1, ao manter fixo h, o nimero de modas en cada x non
varia. Pero vemos claramente o efecto de variar h,,, similar ao ancho de banda na estimacién
en media non paramétrica. Se este é excesivamente pequeno, obtemos unha variabilidade

e unha irregularidade maiores. Por outro lado, se h, é excesivamente grande, como na
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terceira grafica, temos que as duas ramas tenden a ser paralelas ao eixo horizontal.

Figura 3.2: Simulaciéns e estimacions multimodais do modelo C2 con anchos de banda
hy =02ehy,=02en (a), hy=1en (b) e hy =5 en (c).

Na Figura 3.2 vese o efecto de mudar o parametro h, e a sia relaciéon co nimero de
modas locais. Se este é moi pequeno, como no primeiro caso, chegaremos & conclusion
errénea de que o nimero de modas locais é superior ao real. Por outro lado, se escollemos
un h, excesivamente grande estimaremos que hai unha tinica moda, obtendo un modelo
que non se adectia as nosas observacions. Cabe destacar que, visualmente, o terceiro caso
garda certo parecido coa estimacién mediante regresiéon en media paramétrica, recollida
na Figura 1.3. Isto débese ao feito de que, ao fixar unha funcion nticleo K5, un maior h,
reduce o efecto da distancia entre os posibles valores da variable resposta, parecéndose a

estimacion & obtida mediante regresién en media.

3.4. Medidas de erro

Unha vez vista a importancia da seleccion adecuada dos pardmetros h, e h,, cabe
preguntarse se existe algiin método para facer unha selecciéon 6ptima destes. Para isto, é
necesario establecer criterios de erro que nos permitan avaliar a bondade dunha estimacion
concreta. A diferenza doutros modelos de regresién considerados anteriormente, como o
modelo de regresion en media, ao estar ante unha multifuncién no canto dunha funcién
univaluada, traballamos con distancias entre conxuntos e non entre puntos. Isto lévanos
obrigatoriamente a descartar os criterios de erro descritos no Capitulo 2 e definir outros
novos.

Cabe destacar que as nomenclaturas para as medidas de erro empregadas non tefien

por que estar unificadas en toda a literatura. Un exemplo disto podemos velo na definicién
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do erro cadratico medio integrado, concepto que explicaremos posteriormente. Mentres en
[Chen, 2018]| se considera como ECMI a integral do erro puntual, en [Zhou e Huang, 2019|
emprégase unha ponderacién no interior da integral. No exposto a continuaciéon, basearé-
monos no recollido en [Chen et al., 2016].

Unha vez definida a distancia Hausdorff e vistas varias das propiedades xeométricas,
supoiniendo as condiciéns descritas para que se verifiquen, vexamos o caso puntual. Asi,

definimos o erro puntual cometido pola estimacion M no punto x como
A(z) = Haus (M(m), J\Y(x)) . (3.8)

Procedamos agora a profundizar na analise asintotica do erro. Supofiamos que temos unha
estimacion M da coleccion de variedades modais M. No dominio considerado das variables
explicativa e resposta, denotaremos por BCF (C) o conxunto de funcions k veces conti-
nuamente diferenciables e cuxas derivadas parciais estdn limitadas en valor absoluto pola
constante real C € RT.

Suponamos que a densidade conxunta verifica as seguintes propiedades:
(A1): f € BC*(Cy) para certa Cy > 0.

(A2): S pode ser factorizado como S = Sy U ...U S, onde Vj € {1,...,l}, S; é unha
curva conexa que admite unha parametrizacion da forma {(z,m;(z)): = € A;} con

{Aq, ..., AKs]-} cobertura por abertos de D, o cal suponiamos compacto.
(A3): 3Xy > 0 tal que V(z,y) € D x S verificando fy,(x,y) = 0 se ten |fy,(x,y)| > Ao.

Noétese que estas propiedades implican que se cumpran as hipoteses do teorema da
suavidade da coleccion de variedades modais. Concretamente, a condicion (A1) permitenos
afirmar que o nesgo da segunda derivada esta limitado. Ademais, (A2) aseguranos que a
coleccién formada polas modas locais pode representarse como unién finita de variedades.
Por outro lado, (A3) permitenos afirmar que non existen casos onde as variedades converxan
ou se separen.

Antes de introducir outras propiedades que debe verificar a propiedade nucleo co fin de
probar outros resultados, introduzamos os conceptos de e-cobertura dun espazo métrico e
de clase de Vapnik-Chervonenkis.

Consideremos un espazo métrico (7', g), o nimero da e-cobertura ¢ o ntimero minimo
de bolas esféricas de radio £ necesarias para cubrilo, podendo ter varias delas interseccién
non baleira.

Cabe mencionar que esta definicién tamén é valida para espazos semimétricos, é di-
cir, espazos onde g verifica as condiciéns de ser distancia salvo a relativa 4 desigualdade

triangular, a cal non se ten por que dar sempre.
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Sexa S un conxunto, K unha coleccién de subconxuntos de S e F' un subconxunto finito
de S. Enton, K pulveriza a F' se para cada subconxunto A de F' se ten un subconxunto de
K, C, tal que A = C'NF. Se existe un k, de tal xeito que K pulveriza alomenos un conxunto
de cardinal k, e non existe k' > k verificando esta propiedade, dise que K é da clase de
Vapnik-Chervonenkis, ou VC. Ademais, dise que a sta dimension Vapnik-Chervonenkis é
S(K) = k.

Procedamos agora a enunciar as propiedades que debe verificar a funcién niicleo para

que se poidan afirmar os seguintes resultados.
(K1): K € BC?(Ck) para certo Cx > 0 e verifique
o o
/ (K“N2(u)du < oo e / WK (u)du < 0o a € {0,1,2},
—0o0 —0o
onde K(® indica a derivada de orde a de K.

(K2): A coleccion K = {v K@) (%) cu€R, h>0,aa=0,1,2} é de clase VC. Entén

verifica que existen A, v > 0 tales que Ve € (0,1), se ten
A v
sup MUK, 12(@),Cce) < (2]
Q
onde M(T, g,e) é o nimero da e-cobertura para o espazo semiparamétrico (T, g) e
() é unha medida de probabilidade.

A consecuencia de ser de clase VC recollida na condicion (K2) pode obterse como
resultado do exposto en [Haussler, 1995].

Vexamos agora un resultado que nos d& unha taxa do erro puntual, recollido en
[Chen et al., 2016], e que non demostraremos. Para isto, empregamos as seguintes nota-

cions:
1 = FIL) = Sup 1falz,y) = (2 9)],
1= FISD = Sup 1 fyn (. y) = fy (29l
1o = fI) = Sup 1 fyyn (@ y) = Fyy(z,9)l,

1 — FIIS = max{|| fu — FIQ, N fw — UL, N1 — I,

Consideraremos un proceso estocéstico, unha coleccién de variables aleatorias orde-
nadas {X;; i € T}, e denotaremos por Op(1) cando a secuencia de variables aleatorias
estea limitada en probabilidade. Analogamente, op(1) indicara converxencia en probabi-

lidade a cero, é dicir, lim P(|X;| > ¢) = 0 para calquera ¢ > 0 arbitrario. Ademais,
1—00
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tense que Op(R;) quere dicir que X; = Y;R; verifica que a secuencia {Y;; t € T} esta
limitada en probabilidade e op(R;) indica que {Y;; i € T'} converxe en probabilidade a
cero. Tanto estas definiciéns, como unha anélise das stas propiedades, venien recollidas en
[Van der Vaart, 1998|.

Para enunciar e demostrar os seguintes resultados suponeremos que podemos esco-
ller unha fiestra de tal xeito que h := h, = hy. Esta suposicién, tal e como se afirma
en [Zhou e Huang, 2019], resulta en estimaciéns modais peores. Seguindo o traballo de
[Chen et al., 2016, vexamos como podemos asegurar a existencia de certas cotas do erro

teodricas.

Teorema 3.2 (Taxa do erro puntual, de [Chen et al., 2016]). De verificarse as condicidns
previas, (A1), (A2), (A3), (K1) e (K2), se definimos o proceso estocdstico

Ay (z) = Ay | Bn(@) = mixenro) {1 fyy! (@, 2)], fyn(z, 2) [}, se An(@) >0,
0, se Ap(z) =0.

Daquela, se || fn — f||((:;)2 ¢ o suficientemente pequeno, tense que sup,cp An(z) = Op(|| fn —

fHC()%)) Ademais, fixado x € D, se % — 00 eh—0, Ap(x) = O(h?) + Op (\/#)-

A partir da expresion do erro puntual recollida na ecuaciéon (3.8), se o soporte da

variable explicativa é D, podemos considerar o erro cadratico integrado como
ECI = / A?(z) dz.
D

Logo, definindo o erro uniforme, Ag, como Ag = sup,cp A(x) tense o seguinte resultado.

h

Teorema 3.3 (Taxa do erro uniforme, de [Chen et al., 2016|). Se se ten que l’ggi — 00 e

h — 0, baizo as condicions (A1), (A2), (AS3), (K1) e (K2), enton

logn
_ 2 /
AS—O(h)+O1p< nh4>'

Para a stia demostracion, empregaremos o seguinte resultado, que non demostraremos,
recollido en [Giné e Guillou, 2002].

Teorema 3.4. Asumindo (K1), que a secuencia de bandas requlares {h,; n € N} verifica

_nhp | log hn| - . .
hn, — 0, Mogha] — O Toglogn — 0% hn < chay, para algin ¢ > 0, e que f € unha funcion

densidade limitada en R?, tense que

nhy,

lim su
n~>oop og h;l

onde C? < r2c||f|loo || K || para unha constante r dependente da caracteristica VC do espazo

de funcions considerado.
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Demostracion. (do teorema da taxa do erro uniforme, de [Chen et al., 2015]) Suponamos
que se verifica o teorema da taxa do erro puntual. Sexa n o ntimero de observaciéns con-

sideradas, z € D un punto fixado e y; unha moda local estimada como §;. Enton,
Ap(r) = mj‘fix{lfgﬁ,l(x, Yl Fyn(,y5)1} + op(1)
= mjéxﬂfy_yl(x, yj)|’(fy,n($, yj) - E(fy,n(.%', yj))’ + B(xv yj))} + OIP’(l):

onde B(z,y;) = [E(fyn(w,y;)) = fy(x,y;)] = O(h?) denota o nesgo e Op(|| fu— 5 280 (x))
implica op(1).
Se fyy(z,y;)~ ! esta limitado, enton |fyy(z,y;) " |B(z,y;) = O(h?) e tense a igualdade

An(r) = mfx{!fﬂ (@, 9| Fyn (2, 95) = E(fyn(2,97)} + O(h?) + 0p(1),

onde O(h?) indica o nesgo e ¢ independente do punto z. Asi, se consideramos o supremo

sobre x € D, e denotando

Z = ilelg m]f.ix{’fyy(x7yj)71‘|fy,n(w= Yj) — E(fy,n(xvyj))‘}7

tense que

A, = Z + O(h?*) + op(1). (3.9)

Designemos o espazo de funcions

Fo= {(u,v) = Gay(u,0) = [, (@,y) - K (”xh“”> KW <yh”> Ly e Mz),z € R} :

e sexa 0 proceso empirico

Gnlg) = \/15 <Z 9(Z;) — E(Q(Z’))) ;9 € Fo.
i=1

Entoén,
1

. 1 F P
Z = sup m;tx{\fyy(x,yj) [ fyn (@, 95) — E(fyn(z,y;))|} = Wf&lﬁ) Gn(g)l-

2

Como se ten (Al), (K1) e (K2), Fy é de clase VC con constante %(

En consecuencia, polo teorema previo,

R X I
Z = sup méx{|fyy(a:,yj)_1||fy,n(x,yj) —E(fyn(z,y5))|} = Op (\/ 0%4?) :
D J n

e

Aplicando isto & ecuacion (3.9), tense

An = O(h?) + Op (,/IZ%’) ,

tal e como queriamos demostrar. O
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De xeito analogo ao caso da estimaciéon non paramétrica da densidade, podemos definir

o erro cadratico medio integrado como

ECMI(M) =E ( / AQ(x)dx> :
€D
Ademais, verificase o seguinte resultado.

Teorema 3.5 (Taxa do ECMI, de [Chen et al., 2016]). Nas condicions (A1), (A2), (A3),
(K1), e (K2), e se se verifica nh® oo e h — 0, tense que

logn

ECMI(NT) = O(h%) + O (nlh4> |

Demostracion. Polo teorema da taxa do erro puntual, tense que

E(AZ(z)) = O(h*) + O <nlh4> = Nesgo?(z) + Var(z).

Poédese demostrar que, ao igual que na regresién en media non paramétrica, o nesgo e a

varianza tefien a mesma taxa de converxencia. O

Enunciemos agora, sen demostracién, un corolario destes resultados para a estima-
cion da densidade conxunta suavizada, f(z,y) = E( fn(a?, y)). Neste caso, consideraremos
M(z) = E(My,(z)), Ap(z) = Haus(M(z), M, (x)), A, = SUP,cp A, (x) e ECMI(M,,) =

E (szD A%(w)dw)

Corolario 3.6 (Taxas de erro para modas condicionais suavizadas, de [Chen et al., 2016]).

Nas condicions do teorema da taxa do ECMI, tense que:

Vnht sup

zeD z€M(x)

An(z) — méx {f,}(z,2) fy,n(x,z)}‘ = Op(ena2),

onde

€n,2 = SUup ‘fyy,n(x7y) - fyy($7y)|'
m7y

Deste xeito, se consideramos as estimacions suavizadas obtemos taxas de converxencia

mellores.
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3.5. Seleccion de fiestras de suavizado

Unha vez definidas as medidas de erro, vexamos como podemos facer unha seleccién
adecuada de h = (hy, hy) para estas medidas de erro. En primeiro lugar, mostraremos un
método de validaciéon cruzada, recollido en [Zhou e Huang, 2019]. Notemos que o esquema
bésico do método é igual ao andlogo empregado para a estimacién da densidade condicional
descrito no Capitulo 2.

Suponamos que temos (X1, Y1), ..., (X, Yy, ) observacions independentes e identicamen-
te distribuidas. Daquela, escollemos a fiestra que minimiza a funcién

L= oor 2
CV(h) = - Zd (M_i(X5), Vi) NZ;(Xi)p(Xs), (3.10)
i=1
onde M _i(X;) é a estimacion obtida ao aplicar o algoritmo mean-shift sobre a mostra sen o
valor i-ésimo con parametro de suavizado h, N_;(X;) é o namero de elementos de M_;(X;)
e p é unha funcién de peso non dependente da variable resposta.

Logo, o valor de h = (hg, hy) que minimice a funcion recollida na ecuacion (3.10)
daranos unhas posibles fiestras adecuadas.

Este método, tal e como se mostra en [Zhou e Huang, 2019|, de momento, non ten unha
xustificacién tedrica que avale a stia consistencia. De feito, no modelo simulado, recollido
na ecuacion (1.2), non semella consistente para o ECI. Asi, haberia aberta unha lina de
investigacién consistente en probar a consistencia, ou inconsistencia, de CV ou atopar un
criterio de validacién cruzada mellor.

Ante o feito de que este método poida non ser adecuado en certas ocasions, procedemos
a mostrar outro posible selector de ancho de banda empregando un método Bootstrap. A
idea xeral deste selector é aproximar un criterio de erro global mediante remostraxe, o
que lle d4 nome ao método, e buscar a fiestra que minimiza esta aproximacion. De todos
os xeitos, como se menciona en [Alonso-Pena, 2020|, este método é computacionalmente
lento.

Para a stia explicacién, consideraremos un criterio de erro baseado no erro puntual e
similar ao erro cadrético integrado. Este erro, que denominaremos erro cadratico integrado

ponderado, definese como

ECIp(h):/DAZ(x)f(w)p(az) dx, (3.11)

onde h é unha fiestra concreta e p unha funcién de peso. A diferenza do ECI, introducimos
na definicién deste criterio de erro a funciéon de densidade co fin de darlle unha importancia

maior ao erro puntual cometido onde a funciéon de densidade sexa maior.
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Suponamos que temos (X1, Y7), ..., (X,, Y,) observacions independentes e identicamen-
te distribuidas. Sexa h o ancho de banda considerado, entén, podemos obter unha es-
timacién M(z) de M(z) mediante mean-shift considerando como fiestra h. Deste xeito,

definimos a funciéon

A(h; X, Y, M, M) = iZ A(X)2p(X0). (3.12)
i=1

Pero, ao igual que na estimacién non paramétrica da regresion en media, desconecemos
os M(X;). Para solventar isto, consideramos 6 mostras obtidas mediante remostraxe,
{(X,Y®);i=1,...,0}. Cabe mencionar que, sen ser a tnica posibilidade, a forma empre-
gada é unha estimacion en media paramétrica da densidade condicional. Asi, unha posible

estimacion de A é

~

0
A(h) = 23 A X, YO, MW M),
=1

=

onde M denota a estimacion modal da i-ésima mostra obtida mediante remostraxe e
M™* denota a estimacién modal obtida ao considerar as modas da estimacion da densidade

condicional.

3.6. Estudo de simulacion

Para ilustrar a idea do erro puntual e como varia segundo o tamaiio da mostra, vexamos
o erro local cometido na estimacion para z € {0, 1,5, —1,5}, empregando o algoritmo mean-
shift.

Para isto, en cada un dos modelos descritos no primeiro capitulo, C1, C2 e C4, realiza-
ronse cincocentas simulaciéns con n = 100, n = 250 e n = 500. Vexamos agora a evolucién
do erro puntual segundo aumenta o tamafio da mostra para cada modelo. Co fin de escoller
anchos de banda adecuados, empregouse en cada simulacién en R a funcién moderegbw do
paquete lpme, de [Zhou e Huang, 2019]. Esta funcion selecciona a fiestra 6ptima a partir
dunha grella delas empregando o método de validacién cruzada visto na seccién anterior,

e recollido na ecuacion (3.10).

Erro puntual para o modelo C1:

Neste caso, na Figura 3.3, podemos observar que para o modelo C1, recollido na ecua-
cion (1.2), existen similitudes entre os erros puntuais para x = —1,5, z = 0 e z = 1,5.
Comparando os diagramas de caixa para os distintos x, parece observarse que unha maior
cantidade de observaciéns non se traduce necesariamente nun erro puntual menor, pois,

para os tres puntos, a mediana dos erros non se aproxima a cero cando aumenta n. Non
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obstante, tense que os erros puntuais se concentran nun intervalo menor. Isto resulta en
que o posible erro maximo cometido nunha estimaciéon sexa cada vez menor. Este feito
noétase especialmente no caso de x = —1,5, onde, para n = 100, chegamos a ter estimacions
onde o erro puntual é superior a 2. Non obstante, para n = 500, e xt = —1,5, o erro puntual
non chega a ser superior a 1, o cal indica unha reducién notable do erro puntual maximo

cando aumenta n.

ui
|
|
|
H
|
e
|
|

100 250 500 100 250 500 100 250 500

Figura 3.3: Diagramas de caixa dos erros puntuais cometidos aplicando o algoritmo mean-

shift para 500 simulaciéns do modelo C1 en x = —1,5, x = 0 e x = 1,5 respectivamente.

Unha posible explicacion deste fenémeno é que estamos ante un caso unimodal e o
hy empregado ¢ excesivamente grande. Deste xeito, como explicabamos ao falarmos da
importancia da seleccidén dos parametros, isto 1évanos a que a estimacién modal se aproxima
a unha estimacion en media. Neste caso, e ainda que a moda do erro sexa cero, este non
esta centrado. Isto pode verse xa que a media da distribucion I'(3,2) é % = 1,5, e como o
erro considerado na ecuacion (1.2) é I'(3,2) — 1, a stia media é un medio. Por outro lado,
a moda da distribucion I'(3,2) é un, e tense que a moda do erro do modelo é cero. En

consecuencia, asume que o modelo a estimar é

Y=05+X+X*+e. (3.13)

Cabe resaltar que, de ser certa a explicacion deste feito, teriamos un exemplo onde o
criterio de validacién cruzada non é axeitado para seleccionar unha fiestra adecuada neste
caso. Pois, como mencionamos ao introducilo, ao non termos unha xustificaciéon teérica que

o apoie, non podemos afirmar que funcione correctamente en todos os casos.
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(a) Estimacion tipo nticleo da (b) Estimaciéon tipo ntcleo da (c¢) Estimacion tipo nicleo da
densidade dos erros puntuais densidade dos erros puntuais densidade dos erros puntuais

para x = —1,5 para x =0 para x = 1,5

Figura 3.4: Estimacion tipo ntucleo para 500 simulaciéons do modelo C1 do erro puntual.

En azul, para n = 100, en vermello para n = 250 e en verde para n = 500 .

n|lr=—-15|x=0|x=15
100 0,48 | 0,52 0,47
250 0,50 | 0,51 0,48
500 0,50 | 0,50 0,49

Cadro 3.1: Medias dos erros puntuais para cada punto e tamano mostral.

Aplicando a funciéon density de R, a cal nos proporciona unha estimacion tipo niucleo
da densidade dos erros, obtemos para os tres puntos as gréficas recollidas na Figura 3.4.
Podemos observar que a nosa intuicién de que habia unha concentracién maior dos erros
puntuais nunha mesma franxa cando aumenta n, pero sen ter unha mellora dos erros pun-
tuais cometidos, parece ser a correcta. De feito, observando o Cadro 3.1, temos que nos
casos de x = 1,5 e x = —1,5 incluso se produce un pequeno, pero non significante, aumento

das medias.

Erro puntual para o modelo C2:

No modelo C2, recollido na ecuacion (1.3), temos que para os tres valores de x consi-
derados hai unha clara reducién do erro puntual cometido conforme aumentamos o valor
de n. Isto obsérvase na Figura 3.5 e para os tres casos, ao ser menor a mediana conforme
aumenta o tamano da mostra. Ademais, o aumento da mostra tamén parece reducir o

nimero de casos, puntuais, onde o erro pode ser considerado atipicamente grande.
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Figura 3.5: Diagramas de caixa dos erros puntuais cometidos aplicando o algoritmo mean-

shift para 500 simulaciéns do modelo C2 en x = —1,5, x = 0 e x = 1,5 respectivamente.

(a) Estimacion tipo nticleo da (b) Estimaciéon tipo ntcleo da (c) Estimacion tipo nicleo da
densidade dos erros puntuais densidade dos erros puntuais densidade dos erros puntuais

para x = —1,5 para x =0 para x = 1,5

Figura 3.6: Estimacion tipo ntcleo para 500 simulaciéons do modelo C2 do erro puntual.

En azul para n = 100, en vermello para n = 250 e en verde para n = 500 .

nlr=—-15x=0|xz=15
100 0,56 | 0,48 0,92
250 0,34 | 0,29 0,45
500 0,24 | 0,22 0,31

Cadro 3.2: Medias dos erros puntuais para cada punto e tamano mostral.

Tanto a Figura 3.6 como o Cadro 3.2 confirman o observado no diagrama de caixas.
Tense que o aumento do tamano mostral implica un descenso significativo da media dos

erros puntuais en cada un dos tres puntos considerados.
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Erro puntual para o modelo C4:

Do mesmo xeito que no modelo C2, observando os diagramas de caixas dos erros chega-
mos 4 conclusién de que hai unha diminuciéon dos erros ao aumentar o tamano da mostra.
Isto corrobodrase ao observar o Cadro 3.3. Esta similitude pode deberse a que os dous
modelos son mesturas de normais, a diferenza do modelo C1, no cal se empregou unha
distribuciéon Gamma. Con todo, neste caso si que contintia habendo estimaciéns cuxo erro
puntual se afasta de forma atipica cando aumenta o tamafo mostral, de forma mais des-

tacada no punto z = 1,5.
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Figura 3.7: Diagramas de caixa dos erros puntuais cometidos aplicando o algoritmo mean-

shift para 500 simulaciéns do modelo C4 en x = —1,5, © = 0 e x = 1,5 respectivamente.

(a) Estimacion tipo nticleo da (b) Estimaciéon tipo ntcleo da (c) Estimacion tipo nicleo da
densidade dos erros puntuais densidade dos erros puntuais densidade dos erros puntuais

para x = —1,5 para x =0 para x = 1,5

Figura 3.8: Estimacion tipo ntucleo para 500 simulaciéons do modelo C4 do erro puntual.

En azul para n = 100, en vermello para n = 250 e en verde para n = 500.
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nlr=—-15x=0|xz=15
100 1,21 1,02 1,61
250 0,63 | 0,50 1,00
500 0,39 | 0,38 0,68

Cadro 3.3: Medias dos erros puntuais para cada punto e tamano mostral.

Vexamos agora cal serfa a estimacién modal para as tres simulaciéns realizadas, as cales
compararemos coas nosas observaciéons e coas modas teéricas. Para isto, empregaremos as
fiestras obtidas no caso puntual e aplicarémolas ao conxunto de datos de cada unha das
tres simulacions. Cabe lembrar que o selector empregado para a obtencién do ancho de

banda é o de validacién cruzada.

Estimacion modal para o modelo C1:

Como adiantabamos ao valorar o erro puntual, a estimacién modal obtida con este
método para este caso non é moi adecuada. Esta afirmacion pode apoiarse visualmente ao
observar a Figura 3.9, onde a estimacién modal para o modelo se asemella moito méis 4
estimacion en media do modelo recollido na ecuacion (3.13). Noutras palabras, recolle a

estimacion en media do modelo (1.2) asumindo que os erros deste estan centrados.

Figura 3.9: Moda tedrica, en azul para a ecuacion (1.2), en verde media do modelo reco-
llido na ecuacion (3.13), estimacién modal, en vermello, e nube de puntos dos datos da

simulacion.

Estimaciéon modal para o modelo C2:
Fronte ao modelo paramétrico da regresion en media, recollido na Figura 1.3, a es-

timacion modal da Figura 3.10 adaptase de forma mais axeitada 4s nosas observacions,
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asi como 4 moda real. Asi, para un valor da variable explicativa concreto, teriamos unha

mellor estimaciéon do valor que pode tomar a variable resposta.

Figura 3.10: Moda tedrica, en azul para a ecuacion (1.3), estimacion modal, en vermello, e

nube de puntos dos datos da simulacién.

Estimaciéon modal para o modelo C4:
Como se observa na Figura 3.11, e ao igual que no modelo C2, neste caso temos unha
estimacion do modelo recollido na ecuaciéon (1.4) moito méais adecuada que a feita no

modelo linear da regresion en media asociado, recollida na Figura 1.5.

Figura 3.11: Moda tedrica, en azul para a ecuacion (1.4), estimacion modal, en vermello, e

nube de puntos dos datos da simulacién.

Cabe mencionar unha problematica asociada a este tipo de estimacién, e que se pode

observar claramente na Figura 3.11, o feito de non distinguir nunha mesma estimaciéon
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que modas locais son maiores e cales son menores. Ainda que sexa capaz de captar as
modas locais, cada estimacion é capaz de detectar, pero non de distinguir, unhas certas
modas. Asi, non nos indica se, entre elas, estas son maiores ou menores. Por exemplo,
neste caso concreto, a moda correspondente a m(X) = X + X2, a superior das tres, a cal
englobaria a metade das observaciéns aproximadamente, non se distingue das outras duas,
correspondentes 4s ecuacions m(X) = -3+ X + X% e m(X) = —6 + X + X2, englobando
aproximadamente tres décimos e un quinto das observacions, respectivamente. Este defecto

vén causado polo caracter local da estimacion multimodal.

3.7. Ilustracion con datos reais

Vexamos agora un exemplo de aplicaciéon a datos reais de estimacion da regresion
multimodal. Para isto, empregaremos os datos de velocidade e fluxo de vehiculos da Seccién
1.3, onde vimos que o modelo de regresiéon paramétrica en media non era axeitado, ao non

verificarse a normalidade dos residuos do modelo.
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Figura 3.12: Estimacions modais da velocidade segundo o fluxo empregando como selector

de fiestra validacion cruzada, en a), e o método bootstrap con 500 interaccions, en b).

Comparando a estimacion representada na Figura 1.7 coas estimacions da Figura 3.12,
chegamos & conclusion de que a simulaciéon modal recolle de forma mais adecuada a po-
sibilidade de que os vehiculos vaian lentos cando o fluxo é baixo. Ademais, neste caso si

se verifican todas as hipoteses requiridas, polo que, ainda que requira empregar un mé-
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todo méis complexo e custoso computacionalmente, esta estimaciéon é mais acaida para o
conxunto de datos.

Unha vez feita a avaliacién da estimacién modal en comparaciéon coa regresion en media
para a velocidade e o fluxo, procedamos a valorar se hai diferenzas entre a fiestra obtida
con cada un dos selectores de fiestra vistos e o custo computacional de facer a estimacién

modal empregando ese selector.

Estimacion Validacion cuzada Bootstrap
Fiestra (69,508, 7,018) (208,505, 1,76105)
Tempo de execuciéon 920,17 s 73365,27 s

Cadro 3.4: Fiestra e tempo de execucion para o célculo da fiestra e a estimacién modal en

R para os datos de fluxo e velocidade segundo o selector.

Observando a Figura 3.12, vemos pequenas diferenzas nas estimaciéns modais obtidas.
Entre elas, tal e como se recolle no Cadro 3.4, o h, empregado no algoritmo mean-shift
¢ maior no caso do selector Bootstrap, mentres o h, ¢ menor. Isto resulta en que no caso
do selector de validaciéon cruzada haxa unha maior regularidade nas estimaciéns e tenda a
considerar un menor nimero de modas locais. Isto pode verse na Figura 3.12, pois en b)
hai practicamente dias modas locais para case todo valor do fluxo, mentres en a), para
valores do fluxo maiores que 1500 s6 considera unha tnica moda local.

Por outro lado, o tempo de execucion necesario é bastante menor empregando validaciéon
cruzada, como se indica no Cadro 3.4. Esta eiva do selector Bootstrap xa fora mencionada
na seccién referente 4 seleccion de fiestras adecuadas, e fai que poida ser preferible o selector
de validacién cruzada. Pero, cabe recordar que este é un selector sen sustento teérico que
nos garanta a sda converxencia, polo que non podemos asegurar o seu funcionamento

adecuado en todos os casos.

3.8. Conclusions

En conclusion, temos que os modelos construidos mediante a regresion en media, tanto
paramétrica como non paramétrica, non son sempre os idéneos para captar relaciéns entre
variables por diversos motivos. Entre estes, podemos mencionar o feito de que non se
verifique a normalidade dos erros, ou que estes sigan unha distribuciéon multimodal, como,
por exemplo, unha formada pola mestura de normais ou calquera outro patron que dea lugar
a “distintas” nubes de puntos. Debido a isto, os modelos de regresiéon modal non paramétrica

son capaces de detectar, e modelar axeitadamente, moitas das relaciéns que non se poden
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obter por medio dos métodos de regresién convencionais. Esta gran versatilidade fai da
regresion modal non paramétrica unha alternativa ttil.

Este tipo de modelos poden construirse empregando o algoritmo mean-shift, un método
iterativo de gradiente. Pese a isto, a necesidade de seleccionar un ancho de banda para obter
resultados satisfactorios implica basearse en métodos de seleccién sen un sustento tedrico
amplo, debido a que é relativamente recente, o cal resulta en que, ainda que habitualmente
o seu uso sexa o idéneo, non temos un resultado teérico que nolo asegure. Isto é a causa
de que poida darse o caso de que a fiestra obtida mediante estes métodos de selecciéon non
sexa a acaida, como podia verse na Seccién 3.5, no erro puntual ou na estimacién modal
do modelo C1.

Finalmente, o feito de que a regresiéon multimodal non paramétrica comezase a ser
investigada recentemente resulta en que haxa moitas, e diversas, linas de investigaciéon
abertas teoricamente e practicamente. A nivel tedrico, por exemplo, non hai unha resposta
contundente sobre a idoneidade da distancia Hausdorff para este contexto. A nivel practico,
podemos mencionar o desenvolvemento dun selector de fiestra que se adecie a todas as

posibilidades que se poidan dar.
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Apéndice A

O algoritmo mean-shift como método

de gradiente

Un método gradiente! é un método de caracter iterativo que se aproxima a un maximo,
se é ascendente, ou minimo, se é descendente, dunha funciéon obxectivo. Para isto, en
cada iteraciéon obtense un punto a partir do calculo do gradiente, ou vector de maximo
crecemento, do punto anterior, o sentido variara se é ascendente ou descendente.

Procedamos agora a mostrar que a version clasica do algoritmo mean-shift, para estimar
as modas dunha funcién de densidade, é un método gradiente de ascenso aplicado & funcién
densidade. Baseandonos en [Comaniciu e Meer, 2002|, vexamos que en cada iteracion a stia
direccién e sentido coinciden co gradiente da funcién densidade estimada e é proporcional
a esta.

Consideremos n observacions independentes e identicamente distribuidas, entén temos
que, para unha funcién niticleo radialmente simétrica da forma K(x) = ¢, K (||z]|?), sendo

¢, > 0 constante, podemos facer a estimacién tipo nucleo, cun ancho de banda axeitado,

o) = o ()

Polas propiedades que caracterizan a esta funcién tipo nicleo tense

A C 2
falz) = 2

" nh 4
=1

xr —X;

h

En consecuencia, se a funcion perfil, K, ¢ derivable en [0,00), xa que ao provir dunha

funcién nicleo radialmente simétrica, podemos restrinxir o seu dominio aos reais non ne-

1O concepto de método gradiente pertence ao contido da materia obrigatoria de 3° curso Métodos

Numéricos en Optimizacion e Ecuacions Diferenciais.
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gativos, podemos expresar a estimaciéon do gradiente como

v g 2¢x, - ’ T — X 2
Deste xeito, se definimos a funcion g(x) = —K'(z), podemos definir unha funcion tipo

niicleo radialmente simétrico do xeito G(z) = cyg(||z||?), onde ¢, é unha constante nor-
r — Xy

h

n
malizadora. Asi, substituindo na ecuacion (A.1), e supofiendo que Zg (
estritamente positivo, temos que

%)

Tr — Iy r — I

h h

2
>é
=1
2cg 2 2 "
R e (s R

2)] [ZL zig (|| =5
2 g(l =
Aplicando a ecuacion (3.7) neste caso concreto, temos que

Vi) = ok [&( )] i) — a].

Para concluir, se denotamos por f, a estimacién tipo niicleo da densidade f mediante a

%)

T —x;

funcién tipo nicleo G, temos que

A 2cg

Vf(z) = fg(x)thg(w($) — ),

e queda probado que é un método gradiente.
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