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Traballo proposto

Area de Coniecemento: Estadistica e Investigacion Operativa

Titulo: Predicion electoral mediante promedios de enquisas

Breve descricién do contido

Nos tltimos anos os intentos por predicir os resultados electorais incrementéronse
e cada vez hai méis empresas se dedican & predicién electoral. Isto explica a
gran cantidade de enquisas que hai actualmente, que sen embargo difiren nos
seus resultados, xa que empregan mostras distintos, e axustan os datos a través
de modelos diferentes, non necesariamente idénticos. Cabe destacar que, a pesar
da stia discrepancia, a informacién que contenen é moi relevante, xa que estén
baseadas en distintas mostras. Agregar a informacién que contenen dunha forma
consistente, permitiria incorporar toda esa informacién mostral nun tnico indice,

que deberia ser méis preciso, que as estimacions individuais.

O obxectivo deste traballo é estudar como se pode predicir un resultado electoral
a partir desta variedade de enquisas. Estudarase como facer unha boa predicion
mediante unha media local ponderada na que se lle asignard a cada unha das
enquisas distintos pesos dependendo de diversos factores que serdn estudados
neste traballo tales como o tamafno da enquisa, a data na que se realizaron cada

unha delas, a fiabilidade da empresa que fai a enquisa.

Revisaranse os métodos empregados conecidas e aplicaranse a un conxunto de

datos reais.
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Resumo

Ante un escenario electoral xorde o interese de anticipar quen ganara e como serd o
reparto de votos resultante. Nas semanas e meses previos véniense facendo sondaxes por
parte de diferentes casas de enquisas. Neste contexto, aparece a idea de agregar enquisas,
isto é, considerar un conxunto amplo de enquisas feitas ata ese momento e usalas para facer
un promedio que prediga o resultado o dia das elecciéns. Este seréd un promedio local que
priorice as enquisas mais proximas 6 dia do que se quere facer a predicion sobre aquelas

que estean mais afastadas deste dia.

Para este promedio local empregaremos un modelo estadistico de regresiéon non para-
métrica que recibe o nome de regresion lineal local. Asi, durante os tres primeiros capitulos
farase un desenvolvemento teérico detallado deste modelo cubrindo os seus aspectos fun-
damentais, como poden ser o calculo dos estimadores ou a eleccién do pardmetro ventana
que serd o que determine como de local ser4 o modelo. Finalmente, aplicarase todo este
desenvolvemento tedrico 6 caso real das eleccidéns presidenciais estadounidenses do 3 de
novembro do 2020.

Abstract

In the presence of an electoral scenario, an interest arises in anticipating who will win
and how the resulting vote distribution will be. In the previous weeks and months, polls
have been carried out by different survey companies. In this context, the idea of aggrega-
ting polls appears, that is, considering a broad set of polls completed up to that point and
using them to obtain an average that predicts the result on election day. This will be a
local average that prioritizes the polls closest to the day for which you want to make the

prediction over those that are further away from this day.
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For this local average, we will use a nonparametric regression statistical model that is
called local linear regression. Thus, during the first three chapters a detailed theoretical
development of this model will be made, covering its fundamental aspects, such as the
calculation of the estimators or the choice of the window parameter that will determine
how local the model will be. Finally, all of this theoretical development will be applied to
the real case of the US presidential elections of the third of November 2020.



Introducion

Historicamente, o ser humano sempre intentou anticiparse 6s acontecementos e pre-
dicilos para poder garantirse o éxito. No contexto social, unha das principais formas de
conseguilo é conecer a opinién que ten a poboacién sobre certos ambitos, xa que permite
conxecturar en que direcciéon vai avanzar a sociedade. Un propésito que non fixo mais ca
aumentar debido as cada vez maiores ansias de conseguir o éxito e saber en que sentido

fixar decisiéns estratéxicas.

Anticipar e conecer o que o conxunto da poboaciéon pensa é o que vefien a ofrecer as
enquisas, unha ferramenta clave e eficaz para pescudar a opinién de case calquera tipo de
poboacién sobre practicamente calquera ambito da realidade social, econémica, politica,...
Partindo dunha mostra considerablemente menor ca poboaciéon da que se quere saber a

opinidn, as sondaxes obtenen grandes éxitos na predicién de sucesos e na anticipacion a eles.

Este crecente afan de adiantarse 6s acontecementos deriva nun gran aumento da de-
manda destes servizos e nun constante perfeccionamento, convertendo as enquisas nunha
ferramenta cada vez mais fidedigna. Isto explica o seu auxe no ambito politico e tamén, no
empresarial, onde conseguen chegar mellor 6 cliente mellorando o servizo e a atencién que

recibe o consumidor, desembocando nunha maior produtividade, eficacia e competitividade.

O uso das enquisas esténdese a un amplo ntimero de &mbitos, destacando nitidamente
no eido da politica, onde se explotan ata ser consideradas habitualmente como un indice
real da aceptacién que van tendo os partidos e as figuras politicas. Por exemplo, fora de
épocas electorais para saber como son valoradas as estratexias de diferentes formacions
politicas. Porén, é evidente que o momento no que maéis se emprega este recurso é nos

periodos electorais, que é precisamente o contexto no que se desenvolve este traballo.

Motivados por cotiecer de antemén os resultados electorais, xorde a idea de axustar un

modelo que sexa capaz de dar ca intenciéon real de voto empregando as sondaxes publicadas.

XI



XII INTRODUCION

As diferentes enquisas difiren nos seus resultados, xa que son axustadas de maneiras
diferentes e contenen mostras distintas. Precisamente, este ultimo motivo fai que a in-
formacion de cada unha de estas enquisas sexa relevante, xa que agregando as diferentes
mostras conseguimos empregar o conecemento disponible de xeito eficiente, corrixindo asi
os posibles nesgos que cada enquisa de xeito individual poida ter. Asi, perfeccionamos a
estimaciéon mediante un promedio que involucre a varias sondaxes, pois tense visto que os
promedios de varias enquisas se achegan mais 4 realidade de voto que cada unha delas
individualmente, 6 estar baseados en informacién provinte de varias mostras. Isto anali-
zase en Graefe (2015), onde se concliie que a agregacion de enquisas consegue pronosticos

electorais méis precisos ca outros métodos de prediciéon electoral.

O noso obxectivo é estimar a partir das enquisas disponibles, a porcentaxe de votos
para certo candidato; concretamente, orientaremos este traballo de cara a estimar a por-
centaxe de votos para Biden nas eleccions presidenciais estadounidenses do 2020. A razén
desta escolla é que foron os comicios que se celebraron nos primeiros meses de elaboracién
deste traballo. Non obstante, poderiase aplicar a mesma metodoloxia en calquera outro

proceso electoral con mais forzas politicas.

Con este fin, plantexarei un modelo de regresion lineal local despois de ter vistas as limi-
tacions que nos levan a apartarnos do modelo lineal simple e farei un analise profundo dos
estimadores lineais locais e da relacion que gardan ca regresion lineal simple. Asi mesmo,
abordarei o tema da eleccién do parametro ventana, que controlard cantas observacions
intervenien nos promedios locais e presentarei unha forma de escribir o modelo lineal local

dun xeito computacionalmente mais eficiente, reducindo os tempos de execucion.

Finalmente facendo uso do software estadistico “R (R Core Team, 2021), concretamente
a version 4.0.4 subida o dia 15 de febreiro do 2021, aplicarei todo o desenvolvemento teérico
as eleccions de EEUU, en concreto a varios estados que eran decisivos 6 non ter clara a in-
tencion de voto en ditos comicios. Asi, partindo dunha ampla cantidade de sondaxes levadas

a cabo en distintas datas preelectorais, estimaremos a intencién de voto o dia das elecciéns.

En canto 4 estrutura do traballo, no Capitulo 1 revisaremos as nociéns maéis importan-
tes da regresion lineal simple, especialmente a expresion do estimador, asi como as stuas
limitaciéns. Estas tultimas levarannos a plantexarnos no Capitulo 2 un modelo lineal local,
do que faremos un estudo exhaustivo (pardmetro ventana, funcion kernel, axustes, predi-
cion,...). No Capitulo 3 afondaremos sobre o transcendental papel do parametro ventana
na regresion lineal local analizando con detalle a sta influencia sobre o nesgo e a varian-
za. Por ultimo, no Capitulo 4 aplicaremos o modelo lineal local desenvolvido 6 longo do

traballo ¢ caso real das eleccions presidenciais de EEUU do 2020 empregando “R .



Capitulo 1
Regresion Lineal Simple

A analise de regresion é unha ferramenta estadistica que permite estudar a depen-
dencia entre distintas variables, é dicir como inflien unhas variables que reciben o nome
de variables explicativas noutra variable que chamaremos variable resposta. O propdsito
de axustar un modelo de regresion pode ser conecer a dependencia ou influencia que tefien
as variables explicativas sobre a variable resposta ou ben, obter prediciéns da variable res-

posta para novos valores das variables explicativas.

A regresion estadistica ten duas vertentes, a regresion paramétrica, que engloba os
modelos nos que a funciéon de regresiéon toma unha forma determinada e a regresién non
paramétrica, onde pola contra, a funciéon de regresiéon do modelo non ten unha forma
predefinida, senén que se constriie a partir dos datos partindo soamente de hipoteses de

suavidade (no sentido de continuidade e diferenciabilidade).

Ademais, interesarémosnos en concreto pola regresién univariante, é dicir queremos
explicar unha variable resposta Y a partir dunha tnica variable explicativa X. Empeza-
rei presentando o modelo de regresion lineal simple (que é un modelo paramétrico) para
posteriormente comparalo ca regresion lineal local (que se enmarca na estadistica non pa-

ramétrica) e facer un estudo profundo deste segundo modelo.

No contexto da regresiéon univariante, pretendemos axustar:
Y = m(z) + ¢,

onde m é unha funcién real de variable real desconecida que recibe o nome de funcién de
regresion, que é a que queremos estimar, e onde denotamos o erro por €, que vén sendo
a variabilidade da variable resposta Y que o modelo non é capaz de explicar a partir da

variable explicativa X. Asumiremos que este erro ten media cero.



2 CAPITULO 1. REGRESION LINEAL SIMPLE

A funcién de regresiéon m non é maéis c6 valor esperado da variable Y para certo valor

da covariable X = x; é dicir, a esperanza de Y condicionada a X = x:

m(z) = E[Y|X = z].

Polo tanto, dado un conxunto de n observacions das variables explicativa e resposta,

{(zi,Y;)};,, o modelo de regresiéon que queremos axustar ¢ o seguinte:
Yi = m(zi) + &, 1=1,..,n,

onde x; e Y; son as i-ésimas observacions da variables explicativa e resposta respectiva-

mente e ; denota o erro asociado 4 observacién i-ésima.

No caso que nos ocupa, o de estudar a pocentaxe de voto para Biden en certos estados
nas eleccions de EEUU, para cada observacion i € {1,...,n}, o valor da variable explicati-
va x; fard referencia & data na que se publicou a enquisa, en concreto sera, como explicarei
no ultimo capitulo, o namero de dias que pasaron dende o dia no que se fixo a primeira
enquisa dese estado, considerando a este como o dia 1. Por outro lado, o valor da variable

resposta Y; seréd a estimacion da porcentaxe de votos que dita enquisa lle outorga a Biden.

Empezamos plantexando un modelo de regresion lineal simple.

1.1. Formulaciéon da regresioén lineal simple

Comezamosnos interesando por un modelo de regresion lineal simple, xa que 6 ter unha
estrutura determinada, neste caso unha recta, restultanos atractivo para manternos nunha

complexidade o mais baixa posible e cunha interpretaciéon dos resultados moi clara.

Ainda que s6 trataremos alguins contidos basicos da regresion lineal simple, para afon-

dar neste tema podese consultar o Capitulo 5 de Penia (2002).

Na regresion lineal simple, asimese que a funcién de regresién toma a forma:
m(x) = Bo+ b -, (1.1)
polo tanto, o modelo de regresiéon lineal simple consiste en axustar do seguinte xeito:
5/7; - B0+ﬁl'xi+5i) ’LE{].,,TL},

onde By, f1 € R son os parametros descomniecidos a estimar, que reciben o nome de inter-
cepto e¢ pendente respectivamente. Como xa indiquei anteriormente, €; representa o erro

asociado & observacién i-ésima.
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Deste xeito, é evidente que para poder aplicar un modelo lineal simple se ten que cum-
prir a hipotese de linealidade, é dicir, o modelo debe ter a forma especificada en (1.1). Non
obstante, en moitos casos isto non é asi, e polo tanto teremos que recorrer a outro tipo de
modelos. Nese suposto, pdédese considerar un modelo lineal local, xa que ofrece unha maior

flexibilidade e vaise adaptando localmente 6s datos, como veremos no Capitulo 2.

En todo caso, o axuste lineal local, que é a nosa finalidade, pretendera mellorar o
axuste lineal simple polo que é conveniente revisar os conceptos basicos desta metodoloxia,

especialmente no tocante 4 estimaciéon dos pardmetros por minimos cadrados.

1.2. Estimacién dos parametros da regresion lineal simple

Para estimar os parametros intercepto e pendente, habitualmente emprégase o método
de minimos cadrados, que consiste en minimizar a suma de residuos 6 cadrado (RSS,
segundo as suas siglas en inglés: Residual Sum Squares), que venen sendo os cadrados das

diferenzas entre os valores da resposta e as predicions:

n

RSS = zn:e? = zn:(Yi_Yi)Q = > (Yi—a-b-x)
=1 =1

i=1

sendo Y; = a+b-x;. Os estimadores 3y e 51 son os que resolven o problema de minimizacion:
n

n
min RSS = min g e = min (Y; —a—b-x;)% (1.2)
a,beR a,beR 4 I a,beR <4 i

1= 1=

Entoén, a nosa finalidade é minimizar a funcién obxectivo:
$: R? — R,
n
(a,b) ~ ¢(a,b) := Z(YZ —a—b-z)%.

i=1

(1.3)

Os estimadores da regresion lineal simple seran precisamente os minimos da funcién

obxectivo. No seguinte teorema expono a stia expresion analitica.

Teorema 1.1. Os estimadores da regresion lineal simple By e By terien as sequintes expre-

sions que se corresponden co minimo absoluto da funcion obxectivo ¢ dada en (1.3):

_ A S.Z’Y
*Z, 61 = 57%7

=1 n N VA | n - . . . . .
sendo™ = - > L xpeY = -3 " Y; as medias mostrais das variables explicativa e respos-

ta respectivamente, Syy = %Z?:l (x; — T) (YTL — ?) a covarianza entre as variables r eY

e 5'923 = % Z?Zl (z; — E)Q a varianza da variable explicativa x.



4 CAPITULO 1. REGRESION LINEAL SIMPLE

Proba. Como os parametros By e 81 son os que minimizan a funcién obxectivo ¢ dada

n (1.3), calculamos as derivadas parciais da mesma:

L) -

5q @0 = —2';(3/%—@_17'1’2’)’
8 n
8%5(@,5) = -2) (Yi—a—b-a) a

i=1

Para obter os estimadores de minimos cadrados debemos resolver o sistema resultante

de igualar ambas ecuaciéns a cero, coniecidas como ecuaciéns normais da regresion:

zn:YZ- =n-a+b- le,
i=1
in-Y;:a Zmz—i-b Za:

i=1

Se dividimos ambas ecuaciéons entre o namero de datos n, poderemos reescribir algins

n
., . A oo
termos en funcién das medias mostrais, T = % y = zio¥i =1 % , chegando asf 6 sistema:
Y = a+b-7,
n no .2 (1.4)
Y, . v x
Zz_l :a_m+b_zz_1 [
n n

Se agora consideramos agora a diferenza da segunda ecuacién menos a primeira multi-

plicada pola media mostral de x, T, chegamos a seguinte expresion:

"or Y — o2
iV oo b-(Z’“TZ —x2>. (1.5)

n n

O termo da esquerda da igualdade correspéndese ca covarianza entre x e Y, Sy

1 — — 1 — — —

S I*E i—x)- (s =Y Z*E i Yi—x; Y -2 Y, +7T-Y

v 2 (x; — ) - ( ) Z‘:1(56 x T +z-Y)
Z’I’lel 1/1 . (1.6)

1< — — _ T LY
= (in-}/i)—x-Y—x-Yer-Y = &=l L7y,
nizl n
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Por outro lado, o termo que multiplica a b en (1.5) é a varianza de x, S%:

2 RS —\2 1¢ 2 — - (1 - 2 -2 | =2

S = =) (z;—7)° = fZ(xifQ-xi-x+x) nz;xl —2.-T°4+7
1=

n n

i=1 i=1 (1.7)

Deste xeito, tendo en conta (1.6) e (1.7), reescribimos a expresion (1.5) como segue:

e asi, obtense a expresion do estimador [:

R Sw
By = s;

Se agora despexamos a na primeira ecuacion de (1.4) obtemos a seguinte expresion:
a =Y —-b-7,
que nos permite obter a expresion para Sy:

R _ S,
Bo =Y — S;/

x

- .

Asi temos que (ﬁo, ﬁ1> ¢ un punto critico da funcién obxectivo ¢. Queremos comprobar
que é un minimo, para o cal recorremos &s segundas derivadas e & matriz hessiana:

n

2
@(a,b) = —2:> (-1) = 2:n,

0a? :
=1
2 n n
gbi)(a,b) = —Q-Z—x? = Q‘Zx?,
i=1 i=1
026 92%¢ &
—(a,b) = b) = 2- i =2-n-T.
2000\ = Fpa @) z} . nee
Polo tanto a matriz hessiana é:
0% )
0% ) 2.n-7 250" 22 .
_ =1 "1
ha (a,b) 502 (a,b)

Tense que ambos os dous menores principais son estritamente positivos, xa que por

unha parte, |2n| > 0 e por outra |#H| > 0 como comprobaremos nas vindeiras lifias.
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Asi, o determinante da matriz hessiana é:

2-n 2-n-7x
2:m-7 2-Y0 a?

Pero, o termo entre parénteses correspéndese ca varianza mostral de z, S2, como vimos

H| =

n

n n 2
_ i—1 L5 _
:47’1/5 x34n2x2:4n2<2211m2)
i=1

en (1.7), polo que o determinante da matriz hessiana é estritamente positivo:

|H| = 4-n%-S2 > 0.

. . —\2 . . .
Efectivamente, a varianza mostral de z, 52 = L 3" | (2; — 7)”, ¢ estritamente positiva
por ser suma de termos ¢ cadrado (non negativos) e non todos nulos, xa que nese caso
todos os valores da variable explicativa serfan identicamente iguais, o cal non ocorre en

ningin conxunto de datos que interese estudar.

Como os dous menores principais da matriz H son estritamente positivos, en virtude

do criterio de Sylvester, a funcién obxectivo ¢ alcanza un minimo relativo en <ﬁ0, 51>.

E o tinico minimo relativo e ademais cando algtin dos pardmetros tende a +00, ¢ tende

a 00; co cal, efectivamente (Bo, Bl) ¢ un minimo absoluto da funcién obxectivo ¢. ]

A continuacién veremos que ainda que a regresion lineal simple conta con grandes
vantaxes en modelos nos que procede (como por exemplo unha expresion e interpretacion

sinxela), hai outros moitos modelos que non é capaz de axustar.

1.3. Fortalezas e debilidades da regresion lineal simple

Como acabo de adiantar, a regresion lineal simple é incapaz de axustar un amplo ntime-
ro de modelos. Nesta seccién empezarei presentando un exemplo no que a regresiéon lineal
simple axusta moi ben a relacién entre as variables para posteriormente expofier outro que

no que non € asi, pero que pola contra, a regresion lineal local si o fai sen ningin problema.

Comezaremos traballando co conxunto de datos trees, do paquete datasets, que ven
cargado por defecto en “R (R Core Team, 2021) e que contén observacions sobre o didametro
(en polgadas), altura (en pés) e o volume (en pés cubicos) do tronco de distintas cereixeiras.
Proponémosnos saber o volume do tronco a partir do seu didmetro; asi que axustamos un
modelo lineal simple co comando 1m e que representamos ca axuda de plot e abline,

obtendo a recta axustada da Figura 1.1.
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Figura 1.1: Axuste lineal dos datos de trees explicando Volume (eixo y) en funciéon de Didmetro

(eixo x).

Apreciamos na Figura 1.1 que a regresion lineal simple axusta perfectamente este mo-
delo. De feito, o coeficiente de determinacién, que é unha medida da bondade do axuste,
vale 0,935 sobre un maximo de 1. Neste caso, quere dicir que o modelo é capaz de explicar

nun 93,5 % a variabilidade da variable resposta a partir da explicativa, o cal est4 moi ben.

Facendo uso do comando coefficients de “R obteno os coeficientes do modelo de

regresion, que quedaria escrito como segue:

Volume = — 36,94 4 5,07 -Diémetro.

A interpretaciéon do intercepto non procede, xa que se corresponderia con arbores de
nulo didmetro de tronco. Porén, o valor da pendente interprétase como segue: por ca-
da unidade que “aumenta” o didmetro do tronco, o seu volume faino en 5,07 unidades,
o que explica a pendente positiva que apreciamos na Figura 1.1. Esta sinxela expresion,
que permite unha interpretacién directa e clara, é unha das vantaxes da regresiéon lineal

simple, que ademais non precisa dunha gran cantidade de datos para realizar un bo axuste.

Non obstante, hai modelos que a regresiéon lineal simple é incapaz de axustar. Ilustra-
reino co conxunto de datos economics da libraria ggplot2 (Wickham, 2016), que contén
variables de caracter econémico para os meses entre xullo de 1967 e abril do 2015. Intere-
samosnos por explicar a evolucién temporal mensual da stia variable uempmed, que nos da
a duracion media (en semanas) do desemprego en cada mes. Para que se vexa con mais
claridade s6 considerarei as 120 primeiras observaciéns. Con un modelo lineal simple, o
axuste que obtemos para uempmed en funciéon da data é o que represento na Figura 1.2,

que como vemos € pésimo.
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desemprego medio

1968 1970 1972 1974 1976

data
Figura 1.2: Axuste lineal simple dos datos de economics explicando uempmed (eixo y) en funcion

de data (eixo x).

Neste caso o modelo non ¢ lineal e iso explica que a regresiéon lineal simple non sexa
capaz de axustalo, pois non é posible aproximar cunha tinica recta este modelo. Non obs-
tante, acudindo & regresion lineal local obtemos un bo axuste que si se adapta 6s datos,

tal e como se aprecia na Figura 1.3, na que ilustro este axuste lineal local.
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Figura 1.3: Axuste lineal local dos datos de economics explicando uempmed (eixo y) en funcion

de data (eixo x).

A razoén pola cal este tltimo axuste ilustrado na Figura 1.3 si é bo vai dada no seu nome:
é un axuste local. O modelo lineal local non conta cunha estrutura determinada, senén que
se adapta 6s datos, acomodandose en cada valor da variable explicativa & informaciéon que

localmente ten, é dicir, 4s observacions méis proximas, como podemos apreciar nesta figura.

En conclusién, o modelo lineal simple, cando procede, é unha moi boa elecciéon debido
4 sta baixa complexidade e a sia facil comprension e interpretacion. Non obstante, non é
capaz de axustar modelos mais complexos que si se poden axustar cun modelo lineal local,

polo feito de non partir dunha forma especifica. Vexamos entéon a regresion lineal local.



Capitulo 2
Regresion Lineal Local

Para o plantexamento deste modelo baseeime nos libros de Fan e Gibels (1996) e Wand

e Jones (1995) nos que se trata este modelo con gran detalle.

Recordemos que a nosa finalidade é estimar a funcion de regresiéon m tal que:

Y = m(x) + e (2.1)

Mentres que, como acabamos de ver, a regresion lineal consiste en atopar un par de
parametros [y, f1 € R tales que m(x) = 5y + f1 -z, na regresion lineal local non suporemos
ningunha forma especial 4 funcién de regresiéon, simplemente nos limitaremos a traballar
baixo a hipdtese de que a funcion de regresién m é suave no sentido que precisaremos mais

adiante e axustando localmente esta funcién de regresion de xeito que:
m(z) = E[Y]X =a],
de onde se segue que o erro que aparece (2.1) ten esperanza cero, E [¢] = 0.
Non obstante, na préactica o que estaremos estimando non seré exactamente m(z) senén
un promedio local dos m(x;), pero isto seré ilustrado con suficiente detalle méais adiante.
Asi, unha vez fixado xg, asumiremos que a funcién de regresion localmente é da forma:

m(z) = Po(zo) + Pi(zo) -z +e, para z nunha vecinanza de xy,

sendo e un residuo que, como veremos, non ten esperanza nula.

Para conseguir este axuste faremos un promedio local ponderado no que consideraremos
s0 os datos mais proximos 6 punto de interese x, restrinxindo o promedio a unha vecinianza
cuxo tamano vira determinado polo parametro ventana h. Este promedio local seréa ademais
ponderado, é dicir priorizaremos as observaciéns méis proximas ¢ dato zg, facendo uso

dunha funcién kernel que sera a encargada de facer esas asignacions de pesos.

9
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2.1. Significado dos parametros 5y(zg) e 51(xo)

Nesta seccion abordarase a interpretacion dos parametros Bo(zg) e 51(zo), asi como a

stia relacién ca aproximaciéon lineal que se considera localmente con este modelo.

Se asumimos que m ¢ suave nunha veciianza de xo (que xa fixamos na péxina anterior),

podemos considerar a aproximacion de Taylor de grao 1 6 redor do punto xg:
m(z) ~ m(zo) + m/'(x0) - (x — x0). (2.2)

Agora, se desenvolvemos o produto obtemos o seguinte:

m(x) ~ m(xg) —m/(zo) w0 + m'(x0) . (2.3)
~——
Bo(zo) B1(zo)

Entén pretendemos obter o noso estimador localmente como:

() = Bolwo) + Bi(xo) - . (2.4)
Como vemos o termo constante de (2.3) correspéndese con [y(z¢) mentres que S1(zo)

ven sendo a derivada da funcién de regresién no punto xg:

Bo(xo) = m(xzo) —m'(z0) - o,

61 ($0) = m'(:]:o).

O valor de [y(xg) correspondese ca estimacion da variable resposta para o valor da
explicativa nulo, o cal non tera interpretacién no noso caso, xa que para nos a variable x
fara referencia 4 data das enquisas, e sera estritamente positiva. Pola contra, o pardme-
tro 1(xg) si que ten unha interpretacion, pois é a derivada da funciéon de regresion no
punto xg, co cal permitira saber a tendencia crecente ou decrecente da funcién de regresiéon

en g e cuantificar esa tendencia.

Agora ben, debemos ser conscientes de que ainda que a funcién de regresion m si se
pode aproximar localmente como se mostra en (2.2), dende o momento no que aceptamos
o estimador m dado en (2.4), estamos renunciando a ser capaces de explicar certa variabi-

lidade, xa que pretendemos aproximar localmente m por un polinomio de grao 1.

Isto tera como consecuencia que non estaremos estimando a propia funcién de regresion,
senén un promedio local da mesma avaliada nos valores observados da variable explicativa,

m(z;), como veremos no Capitulo 3.
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Reflexionando un pouco méis nesta direcciéon, damosnos de conta de que o erro que
estamos cometendo na aproximacion de Taylor de grao 1 presentada en (2.2) é precisamente
o dado polo Teorema de Taylor:

m”(£)

5 (x — xo)Z,

onde £ é un punto que se atopa entre x e xy. Notese entéon que estamos suponiendo que m

suave significa diias veces derivable.

Neste erro aparece a segunda derivada, que provocaré que o estimador lineal local tena
dificultades para modelar rexiéns cunha curvatura pronunciada, en particular nos maximos

e minimos. Ilustrarei este feito con detalle na Secciéon 3.2.

Asi, teremos este erro debido 4 aproximacion lineal que consideramos en (2.2) e tamén
o erro asociado & propia observaciéon dos datos mostrais que viiamos denotando por ¢.

Englobamos ambos baixo un residuo que denotaremos por e.

Polo tanto, partindo dun conxunto de observacions {x;,Y;} |, o axuste que faremos

nunha vecinanza de xq sera:
Y; = Bo(xo) + Pi(xo) - x; + €5, se x; estd nunha vecifianza de xg, (2.5)

onde e; xa non é o erro de esperanza cero que denotabamos por ¢;, senén un residuo que
deixa de ter esperanza nula, pois como acabo de indicar, ademais deste erro de observa-
cién g; tamén estd involucrado o correspondente a asumir en (2.2) a aproximacion lineal

dunha funcién que non o é.

A aproximacion (2.2) serda mellor canto mais cerca estea x de zg. Isto lévanos a plan-
texarnos o papel do parametro ventana, que regula o tamano da vecinanza, sendo asi

determinante na regresion lineal local, polo que trataremos este tema na seguinte seccion.

De cara a aplicar no Capitulo 4 o modelo 6 caso real das elecciéns estadounidenses do
2020, recordo que para nos a variable explicativa X fara referencia 4 data da enquisa, é
dicir, na expresion (2.5), x; serd o dia no que se fai a enquisa i. Do mesmo xeito, como a
variable Y se refire 4 porcentaxe de votos de certo candidato (en concreto tomaremos o de
Biden), os termos Y; de (2.5) denotaran a porcentaxe de votos que este candidato recibiria

de acordo ca enquisa i-ésima.
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2.2. Papel do pardmetro ventana

Aqui entramos a tratar unha cuestion de gran importancia nun modelo lineal local, o
parametro ventana, ou parametro ancho de banda, h. A sta funcién é controlar a ampli-

tude do intervalo que estamos considerando para a regresion lineal local.

O modelo lineal local tal e como indica o seu nome baséase nun axuste local, é di-
cir, un axuste no que consideramos as observacions dunha vecinnanza do punto para o que
queremos obter a estimaciéon. Xorden asi unha cuestiéns de maxima importancia: como de

grande queremos a veciianza? cantos datos queremos empregar para o noso promedio local?

Pois ben, o parametro ventana vén a precisar estas cuestions, xa que a sua funcién sera
determinar a extensiéon da vecinanza na que consideramos as observacions. Deste xeito,

proponémosnos estimar nunha vecinanza de xy do seguinte xeito:

A~

m(z) = Bolzo) + Bi(xo) - x € (xg — h,xo + h), con h > 0.

Enton, reescribimos o axuste (2.5) como segue:

Y = Po(xo) + Pi(xo) - x; + €4, para todo i tal que x; € (xg — h,zo + h). (2.6)

Asi, neste modelo estamos a considerar s6 as observacions tales que x; € (zg—h, zo+h),
que podemos reescribir como aquelas para as que o cociente da sta distancia a xg entre a
ventana h sexa menor cé unidade en valor absoluto:

|z; — w0

xie(.%'o—h,xo-f—h) <~ ]mi—x0\<h 5 h

<1 (2.7)

Deste xeito s6 estariamos considerando as observaciéns cuxa variable explicativa caia
dentro do intervalo (zg — h,zo + h). Isto implica que se unha observacion ten o seu valor
da explicativa fora dese intervalo non se tera en conta, ignorarase para a prediciéon en xg.
Tamén no caso de que o valor da explicativa estea moi cerca de caer dentro do intervalo

pero non o faga.

Decatémosnos ademais de que o parametro ventana h estd intimamente relacionado ca
aproximacion de Taylor, pois como controla a amplitude do intervalo, se toma un valor
moi grande a aproximacion de Taylor de m sera deficitaria, pero se toma un valor menor
do debido, quédanos un modelo moi inestable, xa que a estimacién en z( estard baseada en
moi poucos datos, incrementando a variabilidade da aproximacion, tal e como veremos. Isto
levaranos a unha busca do pardmetro parametro ventana 6ptimo que consiga un equilibrio

entre ambas as dias situacions, cuestién que abordemos en detalle no seguinte capitulo.
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Asi, para axustar o modelo (2.6), e tendo en conta a condicion (2.7) para os puntos que
estamos a considerar, formalizamos o seguinte problema de minimos cadrados:

n

;)%2% (E—a—b-xi)2-ﬂ[w<l], (2.8)

onde I[-] toma valor 1 se se cumpre a condicion entre corchetes e 0 noutro caso.

Non obstante, estamos considerando todos os puntos do entorno (zg — h, g + h) igual
de importantes e isto é claramente mellorable, pois m para os puntos méis proximos a xg

tendera a parecerse mais a m(xg) cos puntos mais afastados.

Para o caso que nos ocupa, o das enquisas das eleccions estadounidenses (as que aplica-
remos todo o desenvolvemento teorico no Capitulo 4), como a variable x recolle os dias nos
que se fai cada enquisa, a ventana h serd a que determine a distancia para coller ou non
as observaciéns, determinando o rango de dias considerados. Asi, no problema de mini-
mos cadrados que acabamos de plantexar en (2.8), entrarian as observacions que verifican

x; € (xo — hyxo + h), e dicir as enquisas feitas os anteriores h dias e os posteriores h dias.

2.3. A funcion kernel

Queda clara a substancial importancia do pardmetro ventana h, que non é outra ca
controlar as observacions que caen no intervalo que consideramos para facer a regresion
lineal local, restrinxindonos a esa vecinanza. Pero ademais, non ten demasiado sentido con-
siderar todos eses puntos por igual, senén que os puntos mais proximos terdn unha maior
similitude 6 punto no que queremos estimar que os puntos mais afastados. Isto 1évanos a
asignarlles tanto mais peso canto mais cerca estean do punto xg. Para iso, faremos uso das

coniecidas como funcions kernel K, que explicarei nesta seccién.

Unha funcién kernel K é unha funcién real de variable real non negativa e integrable,
que asigna pesos as diferentes observaciéns dunha mostra. Son frecuentemente empregadas

en estadistica non paramétrica. Nos usaremos kernels simétricos respecto & orixe.

Na préactica non son mais ca funciéns de densidade simétricas unimodais no 0, pois

integran a unidade:

/K(u) du = 1  (Normalizacion).

Ben, presentada a funcién kernel, prosigamos ca formulaciéon do modelo.
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Lembremos que na regresion lineal simple para obter os pardmetros recorriamos 6 pro-
blema de minimos cadrados (1.2). Pois ben, agora seguimos interesados en minimizar os
erros, pero a diferenza do caso lineal simple e tal e como veno explicando, nin queremos
ter en conta todas as observaciéns, nin tampouco pretendemos ponderalas igual. Para
conseguir esta ponderacién que premia 6s puntos mais proximos, faremos uso dunha fun-

cion kernel, K, que asinara pesos as observacions de acordo ca stia proximidade 6 punto xzg.

Retomando a expresion (2.6), despexamos o residuo asociado & observacion i-ésima:

ei = Y; — Po(zo) — Pi(wo) - i, z; € (zog — h, 0 + h). (2.9)

Pero como veno comentando, ademais de restrinxirnos sé as observaciéns tales que x; €
(o — h, o + h), tamén queremos priorizar aquelas observacions cuxo valor da explicativa
estea mais preto de xg. Asi, reformulamos o problema de minimizacion plantexado en (2.8)
pero agora multiplicando o cadrado do residuo e; pola ponderacion que lle outorga a funcién

kernel. Quédanos entén o seguinte problema de minimos cadrados ponderados:

n
f Y; —a—b-x;}? Kp(z; — x0), 2.10
;%16%{ ZZ;{ i~ a i} n(@i — o) ( )
onde a funcién Kj, que se soe usar para maior comodidade, definese do seguinte xeito:
Ky() = K (ﬁ) h> 0.

O uso de K} responde a unha escritura méis limpa, pois asi, o peso para a observa-

cion 4 ven dado por Kj(x; —x9), que tamén se poderia escribir sen usar Kj como K (tho)

A modo de observacién, nétese que K non é unha funcion de densidade, pero %K n Si

que o ¢, como se pode apreciar facendo uso do cambio de variable v = 3, dv = %“ :

/;Kh(u) du = /21{ (3) du = /K(v) dv = 1.

Insisto en que dentro do sumatorio (2.10), o termo que vai entre chaves elevado 6 ca-
drado seria o residuo asociado & observacion i-ésima, que sinalei en (2.9), cuxo valor non
podemos saber, xa que Sy(zg) e 51(zp) son desconecidos. A continuacion vai a ponderacion
mediante a funcion kernel, e asi conseguimos que as observacions mais proximas tefian maéis

importancia ca aquelas que estidn mais afastadas.

A continuacion farei un repaso das funciéns kernel mais habituais. Indicarei as stas

formulas e dominios xunto con unha representacion gréfica.
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En primeiro lugar, temos o kernel de Gauss (que ven dado pola funcién de densidade
dunha normal estandar), o kernel de Epanechnikov (que é 6ptimo no sentido do erro cadré-
tico medio no problema de estimacion da densidade) e o kernel uniforme (que asina igual
peso a todas as observacions do intervalo (zg — h, xg + h)). Notese que empregar o kernel
uniforme lévanos a resolver localmente un problema de minimos cadrados (sen ponderar),
tal e como se sinalaba en (2.8). A continuacién mostro as expresions destes tres kernels

xunto ca sia representacion grafica na Figura 2.1.

Kernel de Gauss Kernel de Epanechnikov Kernel uniforme
K(u):\/;-e_%,ueR K(u):%-(l—qﬂ),ue[—l,l] K(u):%,ue[—l,l]
s

T T T T T T T
2 1 o 1 2 2 1

0 1 2 -2 -1 o

Figura 2.1: Kernels de Gauss, de Epanechnikov e uniforme.

Estes son os tres kernels da Figura 2.1 mais convencionais, ainda que particularmente
o kernel uniforme non nos acaba de convencer pois 6 ponderar por igual a todas as ob-
servacions do intervalo (zg — h,xg + h) perde a esencia da ponderaciéon como xa indiquei.
Ademais pasar dun peso % a 0 implicard unha perda de suavidade de m. Finalmente, tamén

convén mencionar o biweight e o triweight que presento na Figura 2.2:

Kernel biweight Kernel triweight
15 35
K=o (1-u)* ue[-11] K@= (1-uw)’ uel-11

Figura 2.2: Kernels biweight e triweight.
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O kernel de Gauss é o tnico, de entre os que expuxen, cuxo soporte é todo R, co cal
estritamente non nos estaremos restrinxindo 6 intervalo (zg — h,xo + h), senén que con-
sideraremos todas as observacions. Porén, como féra do intervalo (zg — 3h,xo + 3h) este

kernel asigna pesos menores 4 centésima, na practica serd como se os estivemos ignorando.

Non obstante, usar un kernel ou outro apenas sup6n cambios na estimaciéon de m. Por
iso, ainda que que as funcién kernel son importantes no marco da regresion lineal local,

elixir unha ou outra non inflie demasiado. Comprobaremos isto méis adiante.

Para entender mellor o comportamento da funciéon K} propono fixarse na Figura 2.3,
na que represento K (z —x) para distintos valores de z( e h. Exemplificoo tomando como
kernel K o kernel de Gauss. En cor negra considero g = 0 e h = 1, en cor vermella zy = 1

e h=0,5¢een corazul ro = —1e h =0,25.

0.4

0.2

0.1

0.0

I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.3: Funciéon K}, (z; — zp) para distintos valores de zp e h. En negro zo =0 e h =1, en

vermello g =1 e h =0,5 en azul xg = —1 e h = 0,25.

Pois ben, efectivamente, 6 reducir o valor de h dende h = 0,5 na curva vermella a
h = 0,25 na curva azul, o que estamos facendo é achatar o intervalo no que collemos os
valores para o axuste lineal local; e ocorre o contrario cando pasamos da curva vermella
con h = 0,5 & curva negra con h = 1. Por outra parte, o termo x( representa o centro
de magnitude de datos e polo tanto o valor no que a ponderacién é maior. A medida que
nos afastamos deste valor de xy a ponderaciéon vaise reducindo. Efectivamente, na curva
vermella que considera xzg = 1, o axuste priorizara as observaciéns proximas a 1, mentres

que a curva azul aquelas preto de —1 e a negra as proximas a 0.
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2.4. Estimador lineal local

Nesta seccion amosarei a expresion do estimador da regresion lineal local.

Recordemos que tiiamos plantexado o seguinte problema de minimos cadrados ponde-
rados, no cal lle dabamos mais peso 6s datos mais proximos:
n
(ffégﬁ Z;{Yg—a—b-xi}Q'Kh(xi—xo). (2.11)
1=

Co cal, unha vez estimados os valores que minimizan dita expresiéon, que denotaremos

por Bo(xo) e B (x0), o valor do estimador lineal local para x sera:

m(z0) = Polzo) + Bu(wo) - zo. (2.12)

Como xa sinalei, ainda que Bo(xo) non é interpretable, B (z9) si o é, e correspondese

co crecemento/decrecemento da funcion de regresion. Asi, se Bl (x0) € positivo indicaranos
que a variable resposta esta crecendo. No noso caso, o das eleccions de EEUU, significaria
que a porcentaxe de votos estimados para Biden crece 6 redor dese dia. Analogamente, se
Bl (zp) toma un valor negativo pois significara que eses dias a estimacion da porcentaxe de

votos sofre unha baixada.

Para resolver o problema de minimos cadrados ponderados (2.11) é conveniente re-
escribilo en notacién matricial, como unha forma cadratica que terd por matriz unha
matriz diagonal, W € R™*™ que contén os pesos das observacions, estes son as pondera-
cions Kp(x; — xg). Por outra banda, o erro e; que tamén aparecia elevado 6 cadrado en
(2.11), reexprésase como un vector, Y — X3, que multiplica matricialmente & matriz W a

ambos os lados e actuando trasposto cando o fai pola esquerda.

En notacion matricial, o problema de minimizaciéon (2.11) quedaria como segue:

min (Y- X8)" W (Y- Xpg), (2.13)
BER?
onde:
Y 1 =
Y= cR", X-= crr2, g P@0) ) g
B1(zo
Yo 1z (2.14)
Kp(z1 —x0) O 0
W = diag {Kn(2; — z0) iy = 0 0 € R™™.
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Como vemos, Y é o vector dos valores da variable resposta observados. A matriz X ten
tantas filas como observaciéns e ddas columnas, a primeira estd formada por 1s pois sera
multiplicada polo parametro [5y(zg) que recorda 6 intercepto da regresion lineal simple e a

segunda columna contén os valores observados da variable explicativa, z;.

Temos tamén o vector 3 que depende do punto xy no que esteamos interesados. E un
vector de duas entradas, que son precisamente as que queriamos estimar en (2.11) e polo

tanto acudindo a notacién matricial obteremos a estimacién dos dous mediante un vector 3.

Finalmente, a matriz cadrada diagonal W recolle os pesos que recibe cada observacion.

Esta matriz depende por un lado do punto xy e tamén depende do parametro ventana h.

Pois ben, a funcién obxectivo que queremos minimizar é:
$: R? — R,

’ (2.15)
B~ ¢(B) = (Y=-XB) W(Y-Xp).

E importante recalcar que a pesar de que na funcién obxectivo ¢ intervenen matrices
e vectores, non deixa de ser unha funcion real (precisamente responde & estrutura dunha

unha forma cadratica). Os estimadores da regresion lineal local seran os que a minimicen.

Teorema 2.1. (Expresion do estimador da regresion lineal local)
Sexa un xg € R un punto para o que queremos obter unha predicion empregando regre-
sion lineal local (que tamén pode ser algin dos puntos observados, xg = x;) € sexa un h

que determina a vecinanza que queremos empregar para obter dita predicion.

Enton, se a matriz XTW X ten inversa, o estimador de minimos cadrados ponderados

de regresion lineal local ten por expresion:
B = (XTwx)' X"wy,

que € o minimo absoluto da funcion obzectivo (2.15) asociada ¢ problema de minimos ca-
drados ponderados (2.11).

Observacién 2.2. No Teorema 2.4 analizaremos a existencia da inversa (XTW X)~1,

Proba do Teorema. A demostracion é elemental usando as propiedades usuais de deri-

vacién vectorial e matricial.
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Primeiramente, para unha funcion real de variable vectorial, ¢ : v € R" — ¢(v) € R,
definese o seu gradiente, Vi (v), ou derivada respecto a variable vectorial v como o vector
formado polas derivadas usuais de 1) con respecto 4 cada unha das componientes de v:

Vo) = o) = (GEh g 5E0)).

Por outro lado, para unha funcién vectorial de variable vectorial, ¥ : v € R" —
(V1(v), ..., (V) € R™, definese a sia derivada con respecto a variable v como unha ma-
triz, chamada xacobiana, Jy, cuxas filas son os gradientes das compofientes de 1, funciéns

reais 1; : v € R" — 1);(v) € R. Asi, a entrada (4, j) ¢ a derivada de 9; con respecto a v;:

8’(/]1 awl a"/)l

87111(”) aT)j(v) E(U)
3 . o .

Tolw) = L) = | By i) e
8¢:m 8";m 87/):m

. () - B, (W) - o (v)

Proposicion 2.3. (Propiedades para a derivacion vectorial e matricial)

1. Produto dunha matriz polo vector respecto ¢ que se deriva: Sexan unha matriz A €

R™*™ ¢ q) : R™ — R™ wunha funcion vectorial de variable vectorial dada por:

Y(v) = Av,
enton a sia derivada con respecto a v € a matriz A:

o

—(v) = A

5y ()

2. Forma cadrdtica: Se temos unha matriz simétrica A € R™™™ e unha funcion real de

variable vectorial ¢ : R™ — R, definida como unha forma cadrdtica:
Y(v) == vl Av,

enton a sta derivada con respecto a v ou gradiente ven dado por:

Vip(v) = %(U) = 2T A

3. Regra da cadea: Se 1 : R™ — R € unha funcion real de variable vectorial que se pode

expresar como a composicion de dias funcions, f :R™ - R e g: R® — R™:

P(v) = (fog)(v),
entén a derivada de v con respecto a v ou gradiente pddese obter como seque:

Vo) = 20w = (o) P,
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A primeira propiedade dedicese das propiedades usuais da derivada e podese consultar
na péaxina 383 de Trench (2013), e a terceira na péaxina 388 xunto ca sia proba. A segunda

deducese das outras duas.

Unha vez formalizada a derivacion vectorial e matricial e dadas as propiedades de deri-
vacién, procedemos a derivar ¢ con respecto a (3 para obter os seus puntos criticos. Como ¢

é unha funcién real de variable vectorial, 6 derivala obteremos o seu gradiente.

Podemos reescribir a nosa funcién obxectivo como a seguinte composiciéon de funcions:

$(B) = (fo9)(B),
sendo f: R" — R dada por: f(v) :== v/ Wwe g:R? = R" dada por: g(8) :== Y — Xp.

Asi, pola terceira propiedade de derivacién da Proposicion 2.3, a da regra da cadea:

9 of g
B B B

En primeiro lugar, como a funciéon f é unha forma cadratica; en virtude da segunda

VoB) = 2(8) = 55 (9(8)) 5(8). (2.16)

propiedade de derivaciéon dada na Proposicion 2.3 para estas, teremos:

of

—=(v) = 20'W,
e como g(B) = Y — X[3, terase: v
GL0B) = 2Y-XB)W
Por outro lado, como ¢g(3) = Y — X, en virtude da primeira propiedade temos:
o8) = -X.

Asi, substituindo en (2.16), obtemos a expresion do gradiente da funciéon obxectivo

tendo en conta que W é simétrica (W = WT):

99

Vo(B) = %(ﬂ) = —2Y-Xx8)TwWlx = —2(Yy-Xp)TWwX. (2.17)

Asi, igualando o gradiente a cero para obter os puntos criticos chegamos a:

S (B) = 0= —2AY-XPTWX = 0 = YIWX = (XpTWX TR

— XTwy = XTwxg.

Polo tanto, como por hipotese X7 W X ¢é invertible, podemos despexar B como:

B = (XTWXx)'XTWy. (2.18)
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Tense asi que 3 é un punto critico da funcién obxectivo. Agora comprobamos que é un

minimo acudindo & matriz hessiana, que a obtemos derivando o gradiente con respecto a 3.

Retomando a expresion do gradiente de ¢ que sinalei en (2.17), vemos que 3 s6 aparece
multiplicando matricialmente a X, polo que para derivalo, basta con aplicar a primeira

propiedade para a derivacion exposta na Proposicion 2.3, e asi obtemos a matriz hessiana:

P 5 _ O (00 R
0 = 55 (g5 @) = 2xTwx.

E unha matriz definida positiva, xa que para calquera vector v € R?, v # {0} se ten:

H((B) =

vV XTWXv > 0.

Vexamos que efectivamente é estritamente positivo (> 0) vendo que é non negativo (> 0)
e non nulo (# 0). Por unha parte, agrupando os termos Xv quédanos unha forma cadratica
sobre a matriz W, que como é semidefinida positiva (por ser diagonal con todos os elementos

non negativos) tense que o produto matricial serd maior ou igual ca cero:
VXTWXv = (Xo)TW(Xv) > 0.

Por outro lado, notemos que non se pode dar a igualdade, pois nese v' (X7 W X)v = 0,
o cal contradiria a hipotese de que X7W X ¢ invertible (que o estamos supofiendo por
hipotese). Polo tanto, verificase a desigualdade estrita en (2.4), co cal X7 W X ¢é definida
positiva. Tense enton que a matriz hessiana H(¢(3)) é definida positiva, e en consecuencia,

o estimador B obtido en (2.18) efectivamente ¢ un minimo.

Igual ca ocorria co estimador da regresiéon lineal simple, é un minimo absoluto da
funciéon obxectivo ¢, xa que é o Gnico minimo relativo e é facil observar que a funcién

obxectivo ¢ tende 6 infinito cando tomamos valores de 3 que se escapan cara o oo [

Neste teorema asumiase de xeito explicito a existencia da inversa de X7W.X. Non
obstante, isto non se verifica automaticamente. No seguinte teorema, que é de elaboracién
propia, dou a condicién baixo a cal para un punto zy queda garantida a existencia de
dita inversa. Basicamente, esa inversa existird se collemos un parametro ventana h que
englobe “suficientes observacions” como para que se poida facer regresion lineal local. Esta
condicién, que se formaliza no Teorema 2.4, esixe a existencia de polo menos dous datos
na vecinanza (zg — h,xo + h) e correspondentes a dias diferentes para que X TW X sexa
invertible empregando un kernel con soporte [—1, 1]. Para un kernel definido en R, como o

de Gauss, as condicions redtcense a unha como veremos nunha observacion posterior.
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Teorema 2.4. (Sobre a existencia da inversa de XTW X )

Sexa un o € R un punto para o que queremos obter unha predicion empregando re-
gresion lineal local (que tamén pode ser algin dos puntos observados, xo = x;) e sexa un

h > 0 que determina a vecinanza que queremos empregar para obter dita predicion.

Enton, se traballamos cun kernel cuzo soporte é [—1,1] (epanechnikov, uniforme, biwei-
ght, triweight,...), a inversa (XTW X)™! que inchie a expresion do estimadorB no Teorema

2.1 sobre a expresion do estimador lineal local existe se e so se:

di,je{l,...,n} coni#j tales que: x; #xj e z;,x; € (xg — h,x0+ h).
Proba. Se facemos o produto matricial, resulta a matriz cadrada 2 x 2 seguinte:

Ky(z1 —19) O 0 1 x4
x"wx = (1 ! . Do 2.19
=\, ) 0 . 0 P (2.19)
Lo m,
0 0 Kh((l)n - ZIIO) 1 Tn
. . Kp(r1 —x0) z1- Kp(r1 — o)
_ (1, } ) (2.20)
Lo
Kh(xn - xO) Tn - Kh(xn - xO)

iy Ko —x0) D00, @i - Kp(w; — 20)
Sy @i Ky —x0) Yoy a? - Kp(x — o)

(2.21)

Unha matriz cadrada é invertible se e s6 se o seu determinante é non nulo. Vexamos
que isto ocorre baixo as condiciéons do enunciado. En vista do produto da matriz X7 WX

que acabo de desenvolver, temos que o seu determinante é:
n n n 2
’XTWX‘ = (Z Kp(x; — x0)> : (Z a2 Ky (z; — xo)> - <Z x; - Kp(x; — $0)> .
i=1 i=1 i=1

Se reescribimos isto con sumatorios con indices distintos para posteriormente xuntalo

todo no mesmo sumatorio dobre, temos:
n n n n

’XTWX‘ = ZKh(mi—xo)-Z:sz-Kh(:vj—mo)—in-Kh(:ni—xo)-ij-Kh(mj—xo)
i=1 j=1 i=1 j=1

= Z :z:? . Kh(xi — x()) . Kh(a:j — $0) — Z ZT; - :z:j . Kh(a:i — l’o) . Kh(xj — .17())
i,j=1 i,j=1

n
= Z (a:? — Xy l’j) . Kh(-ri — .%'0) . Kh(acj — x()).
1,j=1
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De onde, sacando factor comtun chegamos a:
n
T
‘X WX‘ = Z €+ (.Tj — 1‘1) . Kh(wi - :L'()) . Kh(:cj — .CC[)).
ij=1
Decatémosnos de que os termos correspondentes a eleccions de i e j iguais (i = j)

resultaran ser nulos, pois nese caso (z; — ;) = 0. Polo tanto, podemos separar este dobre

sumatorio en dous: un que considere os ¢ < j e outro os ¢ > j:

n n
Z l‘j'(l’j—:L'i)'Kh(l'i—l’o)'Kh(:Ej—:L‘o) + Z l‘j'(l‘j—l’i)-Kh(IL‘i—l‘o)'Kh(l'j—$0).
i,j=1, i<j 1,j=1, i>j

Non obstante, renomeando os indices do segundo sumatorio chegamos a un sumatorio

que se move nos mesmos indices e ca mesma condicién que no primeiro (i < j):

n n
Z l’j-(:Ej—l'i)'Kh(l’i—{L‘o)'Kh(l'j—l‘o) + Z l‘l(SL'l — IL‘J’) 'Kh(l‘i—l'o)'Kh(l‘j—l'o).
1,7=1, i<j 1,J=1, j>i )

—(zj—zs)

Polo tanto, podemos combinalo todo nun tnico sumatorio do seguinte xeito:

n

> (@ —w) - (w5 — w) - Knlw: — x0) - Kn(x; — x0),
ij=1, i<j

quedando entén o determinante da matriz X7 W X como segue:

n
T 2
‘X WX| = Z (l‘j—l‘i) 'Kh(IL‘i—:EQ)'Kh($j—l'0).
6,j=1, i<j
Efectivamente, como os sumandos son non negativos (pois temos un cadrado e o kernel,

que é non negativo), teremos garantido que o determinante sera tamén non negativo:

X"wx| > o.

Por outra parte, ¢ ser todos os sumandos non negativos (> 0), para que o determi-
nante sexa estritamente positivo abondard con que haxa un sumando non nulo. E dicir,
o determinante seré distinto de cero se e s6 se existen un par de indices cuxo sumando

correspondente sexa estritamente positivo:

XTWX| #0 <= Jije{l,.,n}: (xj—2:)* Kp(x;—30) - Kp(zj—20) > 0. (2.22)

Para que isto ocorra, os indices han de ter asociado un valor da variable explicativa
distinto z; # x; e ademais, a funcion Kj, avaliada nas stas diferenzas respecto 6 punto de
interese xg ha de ser non nula. Como neste teorema estamos considerando os kernels que

fora de (—1,1) son nulos, esta segunda condicion é equivalente a que os valores da variable
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explicativa estean na vecinianza (xg — h,zo + h). Polo tanto, baixo estas condiciéns o

determinante sera distinto de cero (concretamente, positivo), co cal a matriz sera invertible.

Pola contra, se non se cumprisen estas diias condiciéns, todos os sumandos serian nulos e

polo tanto o determinante tamén (e non seria invertible). E dicir, tense a equivalencia:
XTW Xé invertible T, # xj,

. < dJi,j€{l,...,n} verificando
(|X WX‘ #* 0) :L‘i,ij(xg—h,xo—i-h).

) . . .. . . -1
Como queriamos probar, estas condiciéns equivalen 4 existencia da inversa (X Twx ) .

0

Enton, este resultado interprétase do xeito seguinte, X7 W X sera invertible se e s6
se arredor do punto xg no que queremos obter a predicién hai polo menos dias observa-
ciéns 4, j con valores distintos da variable explicativa (x; # z;) que estan a unha distancia
de zg menor ca h. Notemos que neste teorema empreguei un xg xenérico, pero poderia ser

un valor observado da variable resposta, e dicir, poderia ser g = z; para certoi € {1,...,n}.

Con respecto 4 aplicar este teorema 6 noso caso de datos reais, o das elecciéns es-
tadounidenses de 2020, a primeira condicién esté clara, precisamos duas enquisas que se
correspondan a dfas diferentes (z; # x;). A segunda condicion tradicese en que esas en-

quisas estean a unha distancia menor a h dias do dia xy no que queremos facer a predicion.

Este teorema trata o caso de kernels que fora do intervalo (—1,1) se anulan, como son
o de epanechnikov, o uniforme o biweight ou o triweight entre outros. Se empregamos un
kernel que tome valores non nulos en todo R (como o de Gauss) basta con que haxa polo
menos duas observaciéns con valores distintos na variable explicativa para a existencia

tedrica da inversa, como explico na seguinte observaciéon, tamén de elaboracién propia.

Observacién 2.5. (Sobre a existencia da inversa (XTWX)~! co kernel de Gauss)

Se empregamos un kernel non nulo en todo R, como o de Gauss, as funcions Ky, serdn
non nulas sempre, polo que para o cumprimento da condicion (2.22) bastard a existencia de
diias observacions con valores distintos na siua variable explicativa (x; # x;), consequindo

ast que o determinante sexa non nulo, o que equivale d existencia da tnversa (XTWX)*l.

Non obstante e ainda tendo maéis observaciéns, se estas se atopan moi afastadas e em-
pregamos un h pequeno, a calidade do axuste é malo. Por iso, non estd de mais que se

cumpra a condicién do Teorema 2.4 tamén para o kernel de Gauss.

Damos por concluido o relativo & expresién do estimador 3 e procedemos entén a

calcular os axustes, Y; = m(x;) e a predicion nun punto, Yy = m(z).
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2.5. Predicion e axustes

Recuperando a notacién inicial, o 3 obtido no Teorema 2.1 ten por coeficientes os

Bo(zo) e Bi(xo) da expresion (2.12) que resolvian o problema de minimizacion (2.10):

~ [ Bolxo)
o= < Bi (o) ) .

Deste xeito, se reescribimos a expresion (2.12) en notaciéon matricial temos:

(o) = folwo) + rlo) w0 = (1 xo)@o(xo)) — (1 w)8

B1(zo)
Substituindo o estimador ,@ obtido en (2.18), obtemos a prediciéon para xy como:
Yo = riu(zo) = ( 1 2 ) (xXTwx) " XTwy. (2.23)
Para maior comodidade, denotaremos por X o vector fila:

Yo = (1m0 ). (221

e deste xeito podemos escribir a prediciéon Yy como segue:

Yo = mfw) = Xo (XTWX) ' XTWY. (2.25)

Esta expresion depende de h e da funcion kernel que van incorporados na matriz diago-
nal W como vimos en (2.14). No fondo, a predicién non é mais ca un promedio dos valores

observados Y; que premia a aqueles cuxa variable explicativa x; estd méis preto de xzg.

Enton, a partir da expresion (2.23) obtemos o axuste para a observacion i-ésima:
Vi = mz) = X, (XTWX) " XTwy, ie{l,..,n. (2.26)

Notese a diferenza entre xg e Xg = ( 1 =z ) e entre x; e X; = ( 1 z ) Mentres
os primeiros denotan un valor (escalar) da variable explicativa, os segundos denotan un

vector fila que ten por entradas un 1 e o valor da variable explicativa.

Recordando a definicion de X dada en (2.14), vemos que X; é precisamente a fila i da

matrix X, polo que podemos reescribir X; = e,LTX , quedando o axuste i-ésimo como:
Yi = (z) = f X (XTWX) T XTWY, ie{l,..,n. (2.27)

Esta expresion non se pode xeneralizar para un vector de axustes pois a matriz W, defi-

nida en (2.14), depende do punto zp no que se quere facer a predicion (neste caso xg = x;).
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2.6. Aspectos computacionais

En todo proceso computacional ainda que son importantes a precisiéon e na medida
do posible a simplicidade, é fundamental prestar especial atencion & eficacia. Movido po-
la intencion de alixeirar os procesos (calculo do parametro ventana 6ptimo, obtencion de
predicions,...) xorde a reformulacion que explicarei nesta seccion, que reduce os tempos
de execucidn. Posteriormente empregarei as expresions explicitas que obteremos para

relacionar a regresion lineal simple ca regresiéon lineal simple.

Chegaremos a expresions para B e m(xp) que suporan unha reducion de tempo signi-
ficativa. Para desenvolver esta seccion partin da idea que se prop6n na paxina 95 de Fan
e Gibels (1996) para este mesmo fin. Non obstante, ainda que a idea de base é a mesma,

para o desenvolvemento desta seccién non seguin exactamente a mesma formulacion.

Recordemos que a expresion de B que deducimos en (2.18) vina dada por:

B = (XTwx) ' XxTWy.

Pois ben, reescribiremos 3 como o produto matricial da inversa dunha matriz simétrica

Sy, € R?*2 por un vector T, € R?:
B = S;T,. (2.28)
De xeito evidente, S,, e T}, correspéndense con cada unha das seguintes expresions:
S, = XTwXx, (2.29)
T, = XTWy. (2.30)

Vexamos como podemos reescribir ambas matrices. A matriz S, = XWX, xa foi

obtida na demostracion do Teorema 2.4 nos pasos (2.19), (2.20) e (2.21) como:

Sy Kn(wi — o) Y0y @i Kyl — 930)) .

Sn = XTWX = - —
Yoy i Kp(wg —wo) DL, w7 - Kp(2i — 20)

Como vemos é unha matriz simétrica que escribiremos como:

Sn,O Sn,l
Sn = )
Sn,l Sn,?
e cuxas componentes se poden obter de modo xenérico como:

n
Sng =Y _ ] - Kp(zi — x9), j€{0,1,2}. (2.31)
=1
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ail a2

Para unha matriz 2 x 2 simétrica, A = ( ) , a inversa é facil de obter:

a12 Q22

AL 1 a2  —ai2
" apcaxp—al '
11 - G422 12 \ —0a12 ail

Enton, como S, estd nesas condicions (matriz 2 x 2 simétrica), a sta inversa é:

5_1 _ 1 Sn,2 —Pn,l
" Sn,0'5n72_5%,1 ~Su1 Sno )’

onde o denominador é o determinante de S,,.

Por outra parte, reescribimos tamén a expresion que indiquei en (2.30) para T),:

1 1 Kh(xl —.’L‘O) 0 0 Y1

T, = X'Wy = :
Co Sl

0 0 Kh(a:n—aro) Yn

Y1 - Kp(x1 — xo)

_ (1 1) : :< S LY Ky (@ — o)
Ty e Ty ' S ai - Y Ky(w —x0) )
Yy - Kp(2n — o) '

Co cal, T, é un vector de R? que escribiremos como:
Tn,O
Tn = ’
Tn,l
cuxas componentes tenen como expresion xenérica:

n
T,; = Zmz Y - Kp(x; — xo), j€{0,1}. (2.32)
=1

Por conseguinte, se retomamos a expresion de 3 dada en (2.28) e temos en conta o

visto ata agora, podemos reescribir este estimador do seguinte xeito:

B = 5T, = 2 ) ! ).
Sp0 - Sn2 =521 \=Sn1 Sno T

que, unha vez efectuamos o produto matricial, queda expresado como segue:

B o 1 Sn,Q : Tn,O - Sn,l : Tn,l
Sm() ’ 57%2 - S’?L,l Sn,O : Tn,l - Sn,l : Tn,O '

(2.33)



28 CAPITULO 2. REGRESION LINEAL LOCAL

Asi mesmo, conseguimos expresar a predicion para xg en funciéon das cinco comportientes

da matriz e vector e do valor da variable explicativa:

1 . (1 x ) Sn2 - Tno = Sna-Tna
n,0* Sn2 — S2 ‘ Sn,O : Tn,l - Sn,l : Tn,O

) ) TL,l

Facendo o produto matricial chégase 4 seguinte expresién para o célculo da predicién

para xg que s6 depende das cinco componentes da matriz e do vector:

YO _ Sn,2 . Tn,O - Sn,l : Tn,l + o - (572170 ) anl - Sn,l : Tn,O) , (234)
Sn,[) . Sn,Q - Sn,l

onde as componentes de S, e de T, tenen por expresiéns xenéricas as que sinalamos
en (2.31) e en (2.32).

Deste xeito, poderemos obter a ventana 6ptima h e calcular a prediciéon dunha forma
maéis eficiente e rapida. O inconveniente desta reescritura é que non se ve con tanta cla-
ridade o que hai detras dos pasos que se van efectuando, pero pola sta contra obtemos

tempos de execuciéon moito mais competitivos como veremos no dltimo capitulo.

Cabe preguntase que relaciéon garda a expresion do estimador de minimos cadrados para
a regresion lineal local, (2.18), cos da regresion lineal simple. Pois ben, estan intimamente
relacionados xa que os estimadores da regresion lineal local venien sendo os estimadores da
regresion lineal simple cando a matriz de pesos é a identidade. Isto débese a que con W = I,
estanse a ter en conta todas as observacions e todas co mesmo peso, co cal estariamos co-
llendo unha vecifianza que contén a todas os valores da variable explicativa e asignandolle
a todas as observacions o peso unidade. A comprobacién é inmediata empregando esta
iltima notacion de S, e T, como mostro na seguinte observacion, na que partindo dun
parametro ventana h que abarque todas as observacions e un kernel uniforme vemos que

efectivamente estamos facendo regresion lineal simple:

Observacion 2.6. (Regresion lineal simple) Tomando un h suficientemente grande, que
abarque todas as observacions e un kernel que asigne peso 1 a todas elas, estamos baizo
regresion lineal simple, € dicir a expresion dada para 3 usando regresion lineal local recollida

no Teorema 2.1, coincide ca dada para regresion lineal simple dada no Teorema 1.1.
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Proba. Efectivamente, cun h que abarque todas as observacions e cun kernel que lles
asigne a todas peso 1, teremos que Kp(z; —x¢) = 1 paratodoi € {1,...,n}, polo tanto as

componentes de S,, e T, dadas en (2.31) e (2.32) quedarian expresadas do seguinte xeito:

n n

J _ J
E :xi’ Tn,j—E :szZ
i=1 i=1

Polo tanto temos:
n n n n
2
Sn,O =n, Sn,l = § Ty Sn,2 = § Ty, Tn,O = § Y;, Tn,l = § x; - Y;.
i=1 i=1 i=1 i=1

Logo, retomando a expresiéon para ,3 dada en (2.33) que empregaba S,, e T}, e substi-

tuindo as expresions de Sy, 0,5n,1,91,2,1n,0 € Ty,1 que acabo de presentar, chégase a:

(Siia?) - (ZaYi) - <z?1xi>-<2?1wi-m>‘

n 1
ney = (i xi)2 ( n- (i wi-Y) — Qo m) - (i Vi)

(2.35)
Asi, obtemos o estimador Bo como:

By = (Ciief) (T YY) — (@) - (T2 Yh) '
ne el — (@)

Dividindo o numerador e o denominador entre o cadrado do niimero de datos, obtemos:

(i =?) - (2 ) B i @) - (i i Ys)
5 n? n?
o= > i %2 _ <ZZL1 mi>2

n n

E nesta expresién hai termos que se corresponden cas medias mostrais da variable
explicativa, T = %Z?:l x; e da variable resposta, Y = %Z?Zl Y;. Tendo isto en conta,

reescribimos a expresion anterior como segue:

2 __
. DR Y — 7. i1 ziYi
BO = L n 2 T
i1 T _ 52

n

Restamos e sumamos o termo Z2 - Y para simplificar:

X s Y _ 2.7 4+ 2.7 - 5.2 mY B 2.V - 3. 2= Y
mn n n
50 = : =Y +
Z?:lx? _ 32 Z:’lzlx? _ =2
n
_ T.z;;%xm 2. Y
- v - - .
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Agora sacando factor comun Z do numerador do cociente obtemos:

P et A0
0o = — - ZI.
Z?:l :E? _ TZ

n
Que, en efecto, coincide ca expresion dada para o estimador lineal simple no Teorema 1.1,

. . "z, — <7
xa que o numerador correspondese ca covarianza entre x e Y': Sgy = % —T-Y;eode-

. . R . .
nominador ca varianza de x: S2 = %—aﬁ como vimos en (1.6) e (1.7) respectivamente.

Polo tanto, efectivamente chegamos & mesma expresién que tifiamos no Teorema 1.1:

- = Suy
= ; —
fo S%

Analogamente, comprobamos que o estimador ; coincide co dado no Teorema 1.1.

Recuperando a segunda componente en (2.35) que se corresponde co estimador de /3’1:

B = iz i - Vi) = (i zi) - (i, Vi)
n-yi = (0 ;)2

2

Dividimos novamente no numerador e no denominador entre n® e volvemos a expresalo

en funcion das medias mostrais:
S v Y (ol i) (il Vi) 21 i Y R
~ 2

B = n n n

Sra? <z> D S T

n n n

Igual ca vimos para Sy, o numerador 31 correspéndese ca covarianza entre x e Y e o
numerador ca varianza de x, polo tanto, efectivamente nos queda a mesma expresion que
obtiiamos para a regresion lineal simple no Teorema 1.1:

A S.Z‘Y

T

A consecuencia inmediata e previsible disto é que a que comentaba antes: a regresion
lineal local con matriz de pesos W = I é precisamente a regresion lineal simple. Que a
matriz de pesos sexa a identidade reflexa que para todas as observacions, a avaliacién do
kernel é a unidade: Kp(z; —z¢) = 1. Asi, estamos considerando que todas as observacions
da explicativa, z; estan no intervalo x; € (z¢p — h,zo + h) e ademais que o kernel que
empregamos considera a todas as observacidons co mesmo peso, 1; o cal é xustamente
regresion lineal simple, ca que se perde toda a esencia e todo o atractivo da regresion lineal

local que premiaba aqueles puntos mais préximos na medida da sta proximidade.



Capitulo 3
Eleccion do parametro ventana

Neste capitulo abordarei o importante papel do parametro ventana no modelo lineal
local, que determina a amplitude dos intervalos nos que se fai a regresion lineal local con-
trolando cantas observaciéns intervenen no promedio local. Este pardmetro é o que se
emprega no problema de minimizaciéon (2.10), ou dado matricialmente (2.13) mediante a

matriz diagonal W que incorpora o h na diagonal ponderando as observacions.

En primeiro lugar, introducirei os conceptos de nesgo e varianza na Seccién 3.1, que
formalizaremos na Seccién 3.2, onde tamén veremos stias expresions exactas, que non se-
remos capaces de aplicar para seleccionar o h a partir da mostra posto que dependeran de
cantidades poboacionais desconecidas. Isto levaranos a traballar con aproximaciéns asinté-
ticas que permiten unha analise teérica mais sinxela. O mesmo tempo tratarei un concepto
de gran importancia a nivel estadistico, como é o erro cadratico medio, dando ademais
a expresion do pardmetro ventana que o minimiza. Finalmente, presentarei unha técnica
moi socorrida para o calculo de estimacions de parametros, que é o método de validacién
cruzada, que a partir dunha mostra escolle como ventana 6ptima aquela que mellor axusta

os datos da mostra asumindo que cada dato non intervén na sitia propia predicion.

3.1. Nesgo e Varianza

Nun modelo non paramétrico é moi importante ter en conta como de preto han de estar
as observacions para consideralas. Isto débese a que, como amosarei 6 largo desta seccién e
da seguinte, reducir moito o intervalo que estamos a considerar conleva unha reducién do
nesgo, pero a costa dun aumento da variabilidade da estimacién, mentres que se o amplia-
mos conseguimos reducir a varianza, pero teremos que asumir un nesgo maior. Veremos

como a elecciéon do pardametro ventana resulta decisiva 4 hora de obter un equilibrio en-

31
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tre o nesgo e a varianza. Nesta seccidn, ilustrarei estas realidades facendo uso do conxunto

de datos economics da libraria ggplot2 (Wickham, 2016), que xa empreguei na Seccion 1.3.

En primeiro lugar, o nesgo dun estimador é unha medida da diferenza do valor esperado
do estimador con respecto 6 valor real do parametro que se estd a estimar, mentres que a
varianza cuantifica a dispersién que poste o estimador con respecto 6 valor esperado. Non

obstante, definireinos rigorosamente na seguinte seccién.

Na procura de resultados innesgados (aqueles cuxo valor esperado coincide co que se
pretende estimar), un pode facilmente intuir que, reducindo o valor do parametro ventana
alcanzamos o noso obxectivo. E asi é, pero tamén debemos ter en conta é que estaremos
asumindo unha variabilidade maior. Ademais, deste xeito quédanos un modelo moi sen-
sible a calquera ruido local nos datos, xa que 6 reducir o intervalo no que consideramos
as observacions para facer os nosos promedios, estamos usando moitas menos observacions
e polo tanto se algunha fose non representativa ou contase con moito ruido estariamos
modelando tamén ese ruido, cando a nosa pretensiéon é simplemente modelar os valores
esperados. Esta situacion recibe o nome de sobreaxuste e ten como consecuencia modelos

con moita variabilidade e moi sensibles as pequenas flutuaciéns no conxunto de datos.

Ilustro este feito na Figura 3.1, na cal escollin unha ventana moi pequena para explicar

o desemprego medio en funciéon do mes, concretamente unha ventana de dous meses.
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Figura 3.1: Axuste lineal local con unha ventana de 2 meses explicando uempmed (eixo y) en

funcion de data (eixo z) do conxunto de datos economics.

Como vemos na grafica da Figura 3.1, a curva de axuste oscila moito e iso débese a que
o axuste é demasiado “local” xa que estamos restrinxindo mais do debido o intervalo de
datos que consideramos. Asi, e tal como veremos nos célculos teoricos posteriores, se ben
é certo que conseguimos unha mellora en termos de nesgo, isto é a costa de pagar unha

variabilidade moi elevada como se pode intuir ¢ observar a figura.
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Outro posible enfoque consiste en aumentar o valor do parametro ventana, ensanchando
asi o intervalo no que consideramos as observaciéns pois deste xeito conseguimos un axus-
te que conta cunha variabilidade moito menor. E a consecuencia é previsible, estaremos
afrontando un nesgo maior xa que, 6 ser o valor de h elevado, o modelo estaré considerando
en cada punto moitas mais observacions, incluso aquelas mais afastadas que non tefien que
ver co modelo no punto, desembocando asi nun desaxuste. Deste xeito prodiicese un efecto
de “sobresuavizado” sobre a curva de regresiéon uniformizando mais o modelo e levandonos

a un modelo mais simple e incapaz de captar regularidades importantes.

Na Figura 3.2 mostro o que obtemos con un h elevado (concretamente dun ano e medio):
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Figura 3.2: Axuste lineal local con unha ventana de 1 ano e medio explicando uempmed (eixo y)

en funcién de data (eixo x).

Apreciamos que as observacions afastadas conseguen facer certo efecto panca provo-
cando un suavizado excesivo da curva de regresion, e deste xeito menor varianza. Porén,

podemos intuir que a curva esta claramente sufrindo en termos de nesgo.

Como vemos, atopamosnos cun dilema entre minimizar o nesgo e minimizar a varianza.
Ante este panorama no que non é posible reducir ambos simultaneamente preséntasenos
unha solucién moi atractiva a este conflito, a minimizacién do erro cadratico medio que
ten en conta tanto o nesgo como a varianza, e permite en consecuencia reducir o erro xeral

levindonos asi a un modelo que consigue un equilibrio entre ambos.

E importante sinalar que o visto ata agora no relativo 6 nesgo e 4 varianza nas sucesivas
graficas simplemente nos permite intuir a existencia destes conceptos, pero realmente sé
se ven cambiando de mostra e considerando axustes distintos para analizar o seu compor-
tamento. Iso serd o que fagamos na primeira parte da seguinte seccién recorrendo a un
exemplo de simulacion. Ainda asi, pareceume interesante introducir estes conceptos con un

exemplo real, antes de facelo con un simulado como veremos a continuacion.
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3.2. FErro Cadratico Medio

Como adiantei na seccién anterior, a idea que presento nesta secciéon para obter o pa-
rametro h é moi facil de comprender, propono tomar como h 6ptimo aquel que minimice

o erro cadratico medio do estimador da funcion de regresion, m(zg).

Primeiramente introducirei un exemplo de simulacién que afondaré nos conceptos de
nesgo e a varianza, que posteriormente definirei con rigor. A continuacion, faremos un
analise exhaustivo dos mesmos, para os que darei tanto expresions tedricas como tamén
aproximacioéns asintoticas. Chegados a ese punto, tomarei como h éptimo aquel que alcance

o menor valor para o erro cadratico medio, que denotarei por hgoa.

Todos os exemplos que irei presentando nesta seccién seran relativos a unha funcién
de regresion que tomara unha forma por todos conecida, a funcién seno. Concretamente
tomarei como funcion de regresion a estimar a funcion m(x) = sen(27z) no intervalo [0, 1].
Isto axudaré 6 lector a visualizar mellor o nesgo e a varianza. En particular, comproba-
remos que O facer regresion lineal local realmente non estamos estimando a funcién de
regresion m, senén que estamos estimando un promedio local dos valores de dita funcién
de regresion nos valores observados da variable explicativa. Neste feito interverien o nesgo

e a varianza e seré ilustrado con claridade nas vindeiras paxinas.

Colleremos n puntos equiespaciados do intervalo [0, 1] e xeraremos as observacions cun
erro de media nula e certa varianza. E dicir, xeraremos Y; = sen(27z;)+¢;, onde os erros ¢;

son independentes e normais con media E[e;] = 0 e varianza Var(e;) = 0%, N'(u = 0,02?).

Concretamente, tomamos 50 puntos equiespaciados do intervalo [0, 1] que daran valor &
variable explicativa, x; = /49, i € {0, ...,49} e deixaremos fixos eses valores durante todo
o exemplo. A continuacién, xero os valores da variable resposta tal como expliquei antes,
sumandolles un erro de media cero e varianza o? = 0,1 ca axuda de rnorm , que é un co-

mando de “R que devolve erros dunha distribucién normal con certa media e certa varianza.

Pois ben, interesdmosnos por saber a que se aproximan os axustes lineais locais. Para
isto xeraremos M = 1000 conxuntos de observaciéns da variable resposta que denotaremos
por YO, Y@ VM sumandolle a cada un deles un erro de media 0 e varianza 0,1 de
modo totalmente independente, de xeito que para cada j € {1,...,1000}, Y () ¢ un conxunto
de 50 observacions da variable resposta Y (para cada un dos 50 puntos equidistantes da

variable x), Yy = {Yl(j ), s Y5(g )}, xerados tal e como especifiquei anteriormente.
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Repetindo ese proceso 1000 veces o que pretendo é para cada un deses conxuntos de
valores da variable resposta, YU, ... V() . Yy (1000) axustar o modelo lineal local para
h = 0,25, obtendo 1000 curvas de axuste diferentes. Non obstante, s6 represento as vinte-

cinco primeiras en cor cian na Figura 3.3 para facernos unha idea.

A continuaciéon fago un promedio desas 1000 curvas para aproximar E [ (x)], e final-
mente como estamos traballando sobre un modelo conecido, podemos calcular o promedio
lineal local da propia funcion de regresion, m(x) = sen(27wz) (insisto en que esta funcion
en xeral é desconecida, pero neste caso estamos probando sobre o caso coniecido do seno).
Entén fago o promedio lineal local tal e como se fai para os Y; pero agora para os autén-
ticos valores da funcion de regresion sobre os puntos x; (estes son m(x;) = sen(27mx;)) e
represéntoa en cor vermello na Figura 3.3. A curva que obtemos é efectivamente 4 que se
aproximan as curvas de axuste, representadas en cian na mesma figura. En conclusion, en
regresion lineal local non estamos aproximando a propia funcién m, senén o seu promedio

avaliado sobre os valores mostrais da variable explicativa, os x;.
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Figura 3.3: Axuste lineal local para 25 calculos de valores de Y; a partir de sen(27z;) cun erro
normal N (1 = 0,02 = 0,1) (en cian) e o promedio local los valores reais de m(z;) (en vermello)

empregando unha ventana h = 0,25.

Efectivamente, como apreciamos na Figura 3.3, non se estd a aproximar a funcién de
regresion (representada en verde), sendn que se esta a aproximar outra curva que é precisa-
mente a curva de promedios dos valores da funcion de regresion nos puntos da mostra (que
é a curva que debuxo en vermello). E dicir, a regresién lineal local aproxima un promedio

local dos m(z;) = sen(27mx;).
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Ademais, tamén chama a atencion algo que xa se adiantara cando formalizabamos a re-
gresion lineal local e é o feito de que 6 estimador ciuistalle captar os méximos e os minimos,
xa que tal e como se pode apreciar na Figura 3.3, non chega ben 6s picos e vales nos mé-

ximos e minimos, algo que se agudiza conforme aumentamos o valor do parametro ventana.

Por outro lado, nesta mesma Figura 3.3 podemos apreciar un efecto fronteira, pois
como vemos nos puntos proximos 6 0 e 6 1, as curvas de estimacién dispérsanse mais,

contrastando ca maior concentraciéon que atopamos nos puntos centrais.

Na Figura 3.3 estase a empregar un parametro ventana h = 0,25 e vemos que a regresion
lineal local ten dificultades para achegarse ¢ valor real da funciéon de regresion. Isto débese
a un alto nesgo, que xa viamos na secciéon anterior e que definirei posteriormente de forma
rigorosa. Para paliar este alto valor do nesgo, podemos reducir o valor do parametro, por
exemplo ata un h = 0,08, e repetir o proceso de xerar as 1000 curvas para ver como se

comportan agora o nesgo e a varianza e obtemos a Figura 3.4:
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Figura 3.4: Axuste lineal local para 25 célculos de valores de Y; a partir de sen(27x;) cun erro
normal NV (z = 0,02 = 0,1) (en cian) e o promedio local los valores reais de m(z;) (en vermello)

empregando unha ventana h = 0,08.

Como se pode ver, reducir o parametro ventana h consegue, como pretendiamos, unha
reducion importante do nesgo (xa que as curvas de axuste oscilan maéis cerca da funciéon do
seno), mentres que aumentando o h incorremos nun incremento do nesgo, que se agudiza
nos puntos extremos (maximos e minimos) nos que o axuste ten dificultades. Non obstante,
reducir a ventana tamén ten inconvenientes, pois conleva un aumento da variabilidade que
se percibe no engrosamento da nube de curvas en cian, dun xeito bastante moderado pero si

se produce este engrosamento. E dicir, reducir o h aumenta a variabilidade das estimaciéns.
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E aqui onde aparece o dilema de escoller un parametro ventana ou outro, pois escoller
un pardmetro ventana baixo reduciré o nesgo, pero aumentara a varianza. Analogamente,
considerar un h elevado reducira a varianza, pero provocara un incremento no nesgo. De-

beremos entén escoller entén un h que consiga un equilibrio entre o nesgo e a varianza.

Por outro lado, as dificultades para axustar os méximos e os minimos que se poden
apreciar nas Figuras 3.3 e 3.4 débense a que son puntos onde a curvatura toma valores moi
elevados, e polo tanto a segunda derivada alcanza valores mais extremos. Asi, tal e como
expliquei na Seccién 2.1, a aproximacion lineal que se considera no modelo lineal local
implica un erro en termos da derivada segunda, polo que captard ben a monotonia pero
non a curvatura. De feito, nétese que no noso caso concreto estamos intentando axustar
localmente a funcion seno (que non é para nada lineal) empregando un polinomio de Taylor

de grado 1, e por iso se ten ese alto valor do nesgo nos puntos extremos.

A vista da Figura 3.4, volvo a facer fincapé no feito de que non estamos estimando a
funcién m, senén un promedio da mesma na veciianza, ponderando as observaciéns se-
gundo a stia proximidade de acordo co pardametro ventana escollido. Nesta figura ainda
que é certo que a curva & que se aproximan (a de promedios dos puntos m(z;)) esta mais
cerca da verdadeira curva do seno, segue sen coincidir co valor da verdadeira funcién de
regresion. O feito de que estea méis preto da curva real do seno débese exclusivamente a

que o nesgo é menor, precisamente por estar tomando un h menor.

Como vinamos dicindo, debemos buscar un equilibrio entre o nesgo e a varianza, para
conseguir un axuste que se aproxime 4 funcién de regresiéon, pero 6 mesmo tempo, que non
conte con moita variabilidade. Para iso, na seguinte seccién recorreremos ¢ erro cadratico
medio que é unha medida conxunta do nesgo e da varianza, e poderemos tomar como h

6ptimo aquel que o minimiza.

Como acabamos de ver ca axuda das sucesivas figuras, o nesgo e a varianza condicio-
nan a calidade do axuste lineal local, polo que convén prestar especial atencion a ambos. A
continuacion farei unha exposiciéon das definicions e tamén das expresions tedricas destes
conceptos, que non poderemos empregar na practica por depender de cantidades poboa-
cionais descomiecidas e tampouco nos ofreceran unha interpretacion clara. Isto levaranos a
considerar expresions asintoticas, que si seran interpretables e servirannos ademais para

obter o h que minimiza o erro cadratico medio asintético e que denotaremos por hgoa.
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Definicién 3.1. O erro cadratico medio, ECM (MSE segundo as suas siglas en inglés:
Mean Squares Error) definese como a esperanza do cadrado do erro. Asi, o erro cadratico

medio dun estimador 6 dun parametro poboacional desconecido 6 queda definido por:

ECM (4) = E [(9 - 9)2] , (3.1)

onde o operador E[-] denota a esperanza matematica, que ven sendo o valor esperado dunha
variable aleatoria. Recordemos que a esperanza dunha variable aleatoria continua Z con

funcion de densidade fz(z) ven dada por:

E[Z] = /z fz(z) dz.

Non obstante, nos faremos uso dunha reescritura e propiedades que nos facilitaran as

contas para o calculo do erro cadratico medio do noso estimador 7 (zp).

Primeiramente, podemos reescribir a expresion do erro cadratico medio dada en (3.1),
empregando os conceptos de nesgo e varianza que estiven ilustrando (e que definirei con

rigor a continuacion):
A A\ 2 A
ECM <0> = <Nesgo (0)) + Var (0) (3.2)
A comprobacién da veracidade desta reescritura é sinxela e pédese ver na Subsec-

cion 7.5.3 de Pena (2005). Formalicemos enton os conceptos de nesgo e varianza.

Definiciéon 3.2. O nesgo dun estimador # dun parametro 6 é a diferenza entre a sta

esperanza matematica e o valor do parametro que se estd a estimar:

Nesgo (é) — E [é} —0.

Definicién 3.3. A varianza dun estimador 6 é unha medida da dispersion que este posiie
con respecto 6 seu valor esperado. Formalmente, calciilase como a esperanza do cadrado

da diferenza do estimador con respecto 6 seu valor esperado:
. . AN 2
var (6) = &|(6-2(9))’].

Ainda que m(xg) é un estimador escalar, como na expresiéon que obtivemos en (2.23)
intervenen vectores e matrices debemos formalizar a esperanza e a varianza de cantidades
vectoriais, asi como algunhas propiedades dos mesmos que seran ttiles para obter o nesgo

e varianza de m(zg), que é o que perseguimos.
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Consideramos agora un vector aleatorio Z = (7, ...., Zm)T. A esperanza deste vector
aleatorio sera un vector E[Z] cuxas entradas son as esperanzas de cada unha das stuas
compornientes, mentres que para medir a dispersién xa non teremos unha varianza escalar,
senén unha matriz cadrada Cov (Z) € R™*™ que recibe o nome de matriz de varianzas-
covarianzas e que terd na diagonal cada unha das varianzas das componentes do vector

aleatorio, mentres que o resto son as covarianzas entre cada par de componentes.

E [Z ] Var (Zl) Cov (Zl7 ZQ) -+ Cov (Zl, Zm)
! Cov(Zs, Zy)  Var(Zs) -+ Cov(Zs, Zm)
E(z]=| ,  Cov(z)= . . , . ,
B (Zn] Cov (Zm, Z1) Cov(Zm,Zs) ---  Var(Zp)

onde Cov (Z;, Z;) denota a covarianza entre os estimadores escalares Z; e Z;, que ven sendo

a variacion conxunta dos dous con respecto s stias medias:

Cov(Z;, Z;) = E((Z; —E[Z]) (Z; —E[Z;])] .

A continuacion procedo a presentar as formulas exactas para o nesgo e para a varian-
za do estimador da funcion de regresion m(zg). Posteriormente teremos que recorrer a
aproximacions asintéticas, xa que as expresiéons analiticas exactas involucran cantidades

desconecidas que dependen de h dun xeito complicado de analizar.

Recordemos a expresion do estimador 7 (zg) & que chegaramos en (2.23)
m(ze) = Xo(XTWX) ' XTWYy, (3.3)

onde X denotaba a matriz fila de dtias compofientes Xy = (1 xo).

Para poder empregar esta expresion no célculo do nesgo e da varianza de m(zg) nece-

sitaremos aplicar as propiedades que presento na seguinte proposicion.

Proposicion 3.4. (Propiedades da esperanza e varianza) Sexan Z un vector aleatorio de

dimension m e unha matriz A € RPX™ enton:

1. Para a esperanza: E[AZ] = AE[Z],

2. Para a matriz de varianzas-covarianzas: Cov(AZ) = ACov(Z)AT.

Estas propiedades podense consultar na paxina 238 de Pena (2005). A sta demostracion

é consecuencia directa das propiedades da esperanza e varianza univariante.
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Recalco que ainda que m(xg) é un estimador escalar, para deducir o seu nesgo e va-
rianza empregando a expresion (3.3) deberemos traballar co vector de esperanzas e matriz
de varianzas-covarianzas de magnitudes vectoriais; en concreto cas do vector de valores

observados da variable resposta Y = (Y1, ..., Y,)".

Empezamos calculando o nesgo do estimador m(xg), para o que debemos calcular antes
a sia esperanza, que ¢ facil de obter tendo en conta que estamos baixo deseno fixo (isto &,

os z; venien dados de antemén), polo que podemos aplicar a Proposicion 3.4 chegando a:
E[m(zo)] = Xo(XTWX)IXTWE[Y] = Xo(XTWX) ' XTWm, (3.4)

sendo m o vector dos valores reais da funcién de regresién nos puntos observados da varia-
ble explicativa, m = (m(z1), ..., m(z,))", e polo tanto unha cantidade descofiecida. Vemos
na expresion (3.4) que E [m(zg)] ¢ efectivamente o promedio local que define o estimador

pero aplicado a m en vez de a Y, confirmando o que viiamos intuindo nas Figuras 3.3 e 3.4.

. . T
Denotando agora por e 06 vector de residuos nos valores observados, e = (ey, ..., ey)

(de novo, unha cantidade desconecida), temos a relacion:
m = X3 +e,

e polo tanto, podemos reexpresar a esperanza de m(zg) que obtivemos en (3.4) como:

E[m(zo)] = Xo(XTWX)'XTW (XB+e) = XoB+ Xo(XTWX)1XTWe. (3.5)

Finalmente, como para o punto zg no que queremos obter a predicién se ten que:

m(zo) = XoB + e(zo),

sendo e(xg) o erro de predicion cometido no punto xg. Despexando Xo3 nesta expresion

chegamos a Xo8 = m(xzg) —e(xg), co cal a esperanza de m(xg) dada en (3.5) queda como:
E [ (zo)] = m(zo) — e(z0) + Xo(XTWX) ' XTWe.

Co cal, vemos que é un estimador nesgado cuxo nesgo é:

Nesgo(ri(zo)) = E[m(zo)] — m(zg) = Xo(XTWX) ' XTWe — e(x). (3.6)

Como vemos, ambos os dous sumandos son escalares (ainda que o primeiro involucre
produtos matriciais). Ademais é importante notar tamén a diferenza entre e e e(xp), men-
tres o primeiro é un vector que recolle os erros nos puntos da mostra x;, o segundo é un

escalar que se corresponde co erro no punto xg no que queremos facer a predicion.
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Para calcular a varianza do estimador 7 (zo) traballaremos de novo con expresions
vectoriais e matriciais. Tendo en conta a expresion de m(z) que recordei en (3.3), podemos
escribir a stia varianza como a matriz de covarianzas da expresion Xo(XTWX) ' XTWY

para asi poder aplicar a segunda propiedade da Proposicién 3.4 que nos leva a:
Var ((z9)) = Cov (Xo(XTWX)'XTWY)
= Xo(XTWX)'XTW Cov(Y)WTX (XTWX)") " x7.

Recordando que W é unha matriz diagonal, temos por unha parte W’ = W e por

outra que ((XTWX )T)fl = (XTWX)~!, quedando a varianza expresada como segue:
Var (m(z9)) = Xo(XTWX)'XTW Cov(Y)WX(XTWX)'x{.

Como estamos supoiniendo que as observacions se toman de xeito independente, non
estaran relacionadas unhas cas outras, polo que a matriz de varianzas-covarianzas de Y
sera diagonal, ¢ dicir, Cov (Y ) = diag {02(172-)}?:1.

Polo tanto, denotando por & = W Cov(Y ) W = diag{o?(z;) - Kp(z; — 0)?}.

=1’
obtemos a varianza de m(xg) como:

Var (m(zo)) = Xo(XTWX)'XTox(xTwx)-1x{. (3.7)

Unha vez obtidos o nesgo en (3.6) e a varianza en (3.7), e tendo en conta (3.2), podemos

expresar o erro cadratico medio para m(xp) como a sia suma:
ECM(m(z0)) = Xo(XTWX) ' XTWe—e(xy) + Xo(XTWX) ' xTox(xTwx)1xT.

Pero estas expresions dependen de cantidades descomniecidas como o vector e que recolle
os erros exactos nos puntos da mostra, o escalar e(xg) que recolle o erro no punto xy ou a
matriz diagonal ¥ que depende da varianza nos puntos da mostra, o(x). Isto impidenos
interpretar con facilidade estas expresiéns, polo que nos vemos na obriga de recorrer a
aproximacions asintoticas do nesgo e da varianza de cara a poder empregar o erro cadra-
tico medio para obter un A 6ptimo que o minimice e analizar a influencia de h sobre estas

medidas estadisticas.

A continuacion mostro un resultado que se extrae do libro de Fan e Gijbels (1996), no
que se proporcionan aproximacions asintoticas do nesgo e varianza de m(zg), s que se
chega na péxina 66 deste libro. De acordo ca notacién deste resultado, denotaremos por
02(x0) & varianza condicional de Y dado zq e por f(-) 4 densidade de datos en dito punto.
Este resultado tense baixo deseno aleatorio (isto ¢, os x; non venien fixados, senén que son

aleatorios).
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Proposiciéon 3.5. Nun modelo de regresion lineal local con m suave no que f(-) e o2(-)
son continuas nunha vecinanza de xo e f(xg) > 0 se se verifica que h — 0 en-h — oo

teremos as sequintes erpresions Para 0 Nesgo e Varianza asintoticos:

Nesgo ((zq)) = ;( / 2 K(t) dt) -m"(x0) - h* + op(h?),
Var (m(z0)) = (/K%) dt) m + op (nlh>

onde suponiemos que ambas integrais son finitas e onde op (-) denota unha variable aleato-

ria tal que op (h?) = h?- op (1) e op (:5) = -4 - op (1), veficindose op (1) 0.

A vista destas aproximacions asintoticas, confirmamos o que vifiamos dicindo, redu-
cir h reduce o nesgo, pero aumenta a varianza e viceversa. Ademais, notemos que o nesgo
tamén depende do valor de m”(x(), que serd minimo nos puntos de maxima curvatura.
Finalmente, se nunha rexion hai poucos datos (f(zg) pequeno) entén a varianza asintotica
do esimador incrementarase. Veremos despois con mais detalle o efecto destes termos sobre

o h que minimiza o erro cadratico medio.

Como o erro cadratico medio é a suma do nesgo 6 cadrado e a varianza tal como sina-
lamos en (3.2), en virtude da Proposicion 3.5, temos a seguinte aproximacion asintotica:
ECM (ino(z0)) ~ ~ /t2 K(t) dt 2 (m" (20))2-h*+ /K%) at). 2@ g
mo(x ~ — -(m"(x0))"- — . (3.
00 4 0 flxo)-n-h
Proponiémosnos achar o parametro ventana h que minimiza o erro cadratico medio

aproveitando esta aproximacion asintotica que acabamos de obter en (3.8). En primeiro

lugar derivamos e igualamos a cero para obter o minimo:

4- {i (/t2 K(t) dt>2-(m”(xo))2}-h3—{(/K2(t) dt) M}; =0 <
2

2 .o (o)
B — (J£70) di) f(zo) - n

(f#2 K(t) dt)* - (m"(x0))?

Polo tanto, a expresiéon da ventana que minimiza o erro cadratico medio é:

(J K2(2) dt) - 0*(xo)
h = 5 . 3.9
e (J 2 K(t) dt)> - (m"(20))? - f(x0) - 39)

Para comprobar que efectivamente é un minimo recorremos & segunda derivada.
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A segunda derivada do erro cadratico medio é:

3. (/tQK(t)dt>2~(m”(m0))2 . {(/K?(t) dt)-m}~};>0.

ectivamente, todos os termos son non negativos xa que hai termos 6 cadrado, inte-

Efect te, tod t t hai t drado, int

grais de termos positivos e a funcién f que 6 ser unha funcién de densidade é non negativa.

Polo tanto, a segunda derivada é non negativa. Pero ademais é estritamente positiva xa
)

que no segundo sumando temos o2 (zp) > 0 e unha integral do cadrado da funcion kernel,

que non é identicamente nula, co cal, tomara un valor estritamente positivo tamén. Polo

tanto, o estimador (3.9) efectivamente é o que minimiza o erro cadratico medio.

Notemos que a expresion que di o h que minimiza o erro cadratico medio asintoti-

, (3.9), depende de cantidades desconecidas como son a varianza, a funcion de densidade

e a segunda derivada da funcién de regresion. Isto fard que na préactica non o poidamos
empregar para seleccionar h a partir dos datos. Non obstante, a expresion é de gran interese

para ver a influencia que estes tres factores sobre o hgcopyr 6ptimo que obtenamos:

Empecemos vendo a influencia da varianza. Decatémosnos de que canto maior se-
xa a varianza o2(z(), maior serd tamén a ventana hpcas que teremos que escoller para
minimizar o erro cadratico medio. Isto era esperable pois se temos uns datos con moita va-
rianza, deberemos acudir a un modelo mais suavizado, é dicir un no que abarquemos unha

vecinanza maior compensando asi a maior variabilidade mostral 4 que nos enfrontamos.

En segundo lugar, estudemos a influencia da funciéon de densidade no punto, f(zo).
Un valor pequeno de f(zg) significara que hai poucos datos nesa vecinanza (de feito o nti-
mero esperado de datos é n - h - f(zg)), o cal deriva nun aumento da variabilidade, xa
que estaremos axustando usando poucos datos mostrais. Para compensar isto, habera que
ensanchar a vecinanza, englobando mais datos, ¢ dicir aumentar h. Por esa razon f(xg) vai

no denominador na expresion (3.9), pois asi queda expresada esa dependencia inversa.

Finalmente, ¢ especialmente interesante analizar o efecto de m” () na expresion (3.9).
Recordemos que como xa expliquei, a funcién ten dificultades para alcanzar os méaximos e
minimos, especialmente a medida que h aumenta, pois imos englobando mais observacions,
agudizando asi o efecto panca que os puntos proximos tefien sobre o axuste. Isto refléxase
nesta expresion do hgoas pois en puntos nos que a curvatura é elevada, é dicir, o valor de
m” (o) é grande, o hpcp que minimiza o erro cadratico medio sera menor, restrinxindonos

asi a unha vecinanza mais pequena, na cal ese punto extremo se captara mellor.
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Por outro lado, a expresion (3.9) tamén nos permite comprobar que a eleccién do
kernel apenas supdn cambios na estimaciéon da funcion de regresion. Para velo, agru-

pamos os termos que dependen da funciéon kernel baixo unha constante C:

\/ [ K2(t) dt
C = p 2 )
(ft? K(t) dt)

quedando enton a expresion de hpopr que presentabamos en (3.9) como segue:

hgcy = C- \E’/ 7" (o) (3.10)
(m”(x0))* - f(xo) -1~ '

Esa constante C inflie directamente no hgcops, ainda que s6 implica un cambio de
escala pois na estimacion de m(xg) apenas se nota a diferenza. Hai tdboas que nos dan os

valores desta constante C' como a que se mostra na paxina 67 de Fan e Gibels (1996).

Como acabo de indicar, esta influencia de C' non produce un gran cambio na estimacién
de m(xp), pois se collemos esta expresion de hpcpy dada en (3.10) e a substituimos na
expresion do erro cadréatico medio que vimos en (3.8) despois de simplificar obtemos a

seguinte expresion asintética para o erro cadratico medio asociado a h = hgoar:

ECM (ri(x0)) =~ i.§/</K2(t) dt)4. </t2.K(t) dt)Q-i/ "8(”‘3;’2(;’;"2?))2 (3.11)

onde, como vemos a efectos de erro cadratico medio, a funcién kernel s6 intervén a través
da constante \°/(f K2(t) dt)4 (2K (¢) dt)z. Calculei o valor de dita constante para os

cinco kernels que se presentaron na Seccion 2.3 e recolloos na Taboa 3.1 redondeados a

tres decimais.

Taboa 3.1: Valores da constante i’/(f K2(t) dt)4 (f2K(t) dt)2 para varios kernels.

Gauss Epanechnikov Uniforme Biweight Triweight
0.363 0.349 0.370 0.351 0.353

Como podemos apreciar na Taboa 3.1, a constante \/(f K2(t) dt)4 (2K (¢) dt)2 ape-
nas varia dun kernel a outro, polo tanto a diferenza de escoller un ou outro kernel seré
mindscula en termos de erro cadratico medio. En definitiva, elixir un ou outro kernel apenas

provocara diferenzas na estimacion de m(xg).
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3.3. Validacion Cruzada

Na préctica, o pardmetro ventana que minimiza o erro cadratico medio hgcoas non se
pode calcular, xa que depende de cantidades desconecidas. Nesta secciéon propono unha
alternativa que si se pode usar na practica: a validacidén cruzada, que se pode consultar
na Subseccion 4.10.2 de Fan e Gibels (1996). Tamén hai outros métodos para seleccionar
o parametro ventana (pero que non se trataran neste traballo) tales como a minimizacion
do erro cadratico medio integral, o método “plug-in”, a validacién cruzada nesgada ou a

validacion cruzada suavizada que se poden consultar no Capitulo 3 de Wand e Jones (1995).

Propomiemos para obter o parametro ventana h 6ptimo recorrer 6 método de validacién
cruzada, que é unha técnica moi empregada en estadistica que ten como idea fundamental

ver cal é o h que consegue adaptarse mellor as observacions que xa temos.

Baséase en partir dun conxunto hs de pardmetros ventana e ver cal ten asociado o menor
erro de validacion cruzada, que mediré a discrepancia dos valores da resposta con respecto

6s axustes dados por un modelo no que cada observacién non intervén no seu propio axuste.

Formalmente, para cada pardmetro do conxunto de parametros ventana, h € hs, cal-

culamos a predicion para cada dato i € {1,...,n}, sen telo en conta. E dicir, tendo en
conta soamente os valores da explicativa x1,...,2;—1, Tij+1, ... , Ty COs seus correspondentes
valores na variable resposta, Y1,...,Y;_1,Yit1,..., Y, obteremos a prediciéon para z; que

denotaremos por YZ.}(Li), que é, como veno comentando, a prediciéon para o dato ¢-ésimo sen

telo en conta e para ese valor de h.

Asi, definiremos o erro de validacion cruzada asociado & ventana h, CV (h) (segundo as
stas siglas do termo en inglés, Cross Validation) como o promedio dos erros de predicion:
1 o h\2
CV(h) = =3 (Y - Yi(i)> . (3.12)
i=1

Deste modo, partindo dun conxunto de posibles pardmetros ventana hs consideramos

o problema de minimizacién asociado a este erro de validaciéon cruzada:

, RS h )2
pin OV = in 37 (- ¥G)

Co cal, o parametro ventana 6ptimo segundo o método de validaciéon cruzada, que

denotaremos por hoy, é aquel que minimiza este erro:

hovy = arglrlrél;gCV(h).

Vexamos pois como dar con este h 6ptimo.
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Recordemos a expresion obtida en (2.26) para o axuste i-ésimo:

%= X (XTwx) T XTwy, i€ {l,..n}
sendo X; = (1 x5 ).

Observemos entén que o axuste para o dato i-ésimo sen telo en conta é:

1
? Ti Tii ,
Vi = X (XTWX)  XTW Y, i€{l,..,n},

onde, para cada i € {1,...,n}, W(i) ¢ a matriz diagonal W € R™*™ definida no capitulo

anterior pero co i-ésimo valor da diagonal nulo, impedindo asi que intervena o dato i-ésimo.

Pero razoemos con rigor que escollendo esas matrices W(;) efectivamente conseguimos

anular o efecto de cada dato i-ésimo:

Por unha parte, como a matriz W é diagonal, a matriz W(i) tera a fila ¢ e a columna ¢

nulas. Na matriz X7, a observacion i-ésima correspondese ca columna i:

T _ 1 - 1 e 1

Como 6 facer o produto matricial X TW@, os elementos da columna i de X7 se estan
multiplicando polos elementos da fila ¢ de W(,-), que é nula. Polo tanto, a observacién ¢ na
préactica non esta participando nese produto matricial X TVV@. Ademais, como a columna

1 de V~V(Z-) é nula, a columna ¢ do produto X TW(Z-) serd tamén nula.

Por outro lado, na matriz X, a observaciéon i-ésima correspéndese ca fila i:

1 I
X = 1 x
1 z,

Entéon, no produto matricial XTW@)X , os elementos da fila ¢ de X estanse multi-
plicando polos elementos da columna ¢ de X TW(i); que como acabo de indicar, é nula,
logo a observaciéon ¢, de novo, non intervén no produto X TW(Z-)X . Analogamente, como

a columna ¢ de X TW(i) é nula, 6 facer X TW@ Y, o termo Y; tampouco estaré participando.

- -1 -
En definitiva, nos sucesivos produtos matriciais de (X TW(Z-)X ) X TW(l-) Y, a observa-
cion i-ésima non esta intervindo. Por esa razén, 6 multiplicar matricialmente pola esquerda
pola matriz fila X;, estarase obtendo a predicién para a observacién i-ésima sen tela en

4 o h
conta, que é o que se denota como Yi(i).
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Unha vez obtidas todas as prediciéons Yl.}(li), procedemos a calcular o erro de validaciéon
cruzada C'V(h) como a suma dos cadrados das diferenzas das prediciéns de validacion
cruzada YZZ) con respecto 6s valores reais da explicativa Y;, tal e como indiquei en (3.12).

Escolleremos como parametro ventana 6ptimo hcy aquel que minimice dito erro.

En resumo, o proceso de validaciéon cruzada consiste en calcular para cada h do con-
xunto de parametros ventanas hs, a diferenza entre a prediciéon obtida para cada dato sen
telo en conta, Y;(;) e o valor observado da variable resposta Y; e toma como h 6ptimo aquel

parametro ventana para o que a suma desas diferenzas 6 cadrado sexa menor.

Deste xeito estamos garantindo certa independencia polo feito que evitar que na propio

axuste dunha observacion estea intervindo a propia observacién.

Pero, chegados a este punto decatémosnos de que a validaciéon cruzada calcula a pre-
dicién de cada un dos valores observados da variable explicativa, polo tanto a secuencia
hs debera ter parametros ventanas para os que poidamos facer prediciéon en todos os z;.
O que veno a dicir é que non poderemos considerar valores de h excesivamente pequenos

pois impediranos aplicar o modelo lineal local en zonas de baixa densidade de datos.

Recordemos que no Teorema 2.4 vimos que para obter a predicién nun punto xy usando
kernels con soporte [—1, 1] debiamos considerar unha ventana h para a que houbese polo
menos diias observacions con valores distintos da variable explicativa x e a unha distancia
de xp menor ca h. Polo tanto, para poder aplicar validacién cruzada deberemos considerar

valores de h que garantan esta condicién para cada x;. Formalizoo na seguinte observacion.

Observacion 3.6. Dado un conzunto de observacions {z;,Y;}? | no que queremos deter-
minar o h dptimo mediante validacion cruzada e empregando un kernel que fora do inter-
valo (-1,1) asigna pesos nulos. A un conzunto de pardmetros ventana hs C RY, poderdselle

aplicar validacion cruzada se e so se, para todo h € hs se verifica:

Para cada i € {1,....n}, 34, ke {l,...n}\ {i} tal que:
Tj, Tk € (iL‘Z —h,x; + h)
Basicamente, a condicién indica que para que a un conxunto de parametros ventana hs
se lle poida aplicar validacion cruzada con un kernel definido en [—1, 1], debera haber, para
todo h deste conxunto e toda observacion i, cando menos outras dias observacions j, k a

unha distancia de x; menor de h e con distintos valores da variable explicativa (z; # x).
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Esta condiciéon débese cumprir para aplicar validaciéon cruzada con kernels que fora
de (—1,1) asignan peso nulo. Para os kernels definidos en todo R, como o de Gauss, non
é necesario, ainda que si nos podemos atopar con erros computacionais se empregamos

valores de A moi baixos.

Chegados a este punto, é importante pensar na programaciéon do proceso de validacion
cruzada. Noétese que a eleccion dun h 6ptimo mediante validacién cruzada leva asociada
un alto tempo de execucién (en termos relativos) xa que esta axustando un modelo lineal
local para cada h do conxunto de parametros ventana hs. Polo tanto seria interesante que,
xa que se van a facer moitos axustes, tantos como parametros ventana, que sexamos o maéis

eficaces posible na obtencién destes axustes.

A reescritura que presento na Secciéon 2.6 ven a cumprir este obxectivo, alixeirando
o tempo de espera no proceso de validacién cruzada. De feito, foi esta a razén que me
levou a plantexarme abordar unha reescritura que optimizase os tempos de execucién, pois
percibia que o tempo de espera era moi alto e confiaba en que se puidese reducir. Veremos

no seguinte capitulo que efectivamente, dita reescritura acada tempos méis competitivos.

Observacion 3.7. Para facer validacion cruzada empregando a reescritura presentada na
Seccion 2.6, emprégase a expresion que vimos para a predicion en (2.34) ignorando (anu-
lando) o sumando correspondente d observacion i-ésima nos sumatorios que dan o valor
das componentes Sy 0, Sn1, Sn2, Tho € Th1, pois asi estaremos garantindo que a obser-
vacion i-ésima non intervén na sua propia predicion. Computacionalmente € moi sinzelo

e reduce tempos de execucion como veremos na Seccion 4.4.



Capitulo 4
Aplicaciéon a datos reais

Neste tltimo capitulo aplicaremos todo o desenvolvemento tedrico visto ¢ largo do
traballo 6 caso real de varios estados nas eleccions de Estados Unidos do 2020 facendo
uso do software estadistico “R (R Core Team, 2021). Modelaremos a porcentaxe de vo-
tos estimada polas enquisas mediante regresion lineal local, xa que encaixa & perfeccion
neste exemplo, pero non é o dnico pois tamén poderiamos aplicar outros modelos, tales

como suavizados tipo splines, que se poden consultar nos Capitulos 4 e 5 de Eubank (1999).

Aplicaremos os contidos vistos a tres estados, Georgia, Pensilvania e Florida, xa que
nestes, a diferenza doutros estados, o sentido do voto non estaba claro e polo tanto eran

decisivos en ditas eleccidns, polo que o seu estudo é de especial interese.

Compre ter en conta que nas eleccions presidenciais de Estados Unidos, o reparto de
escanos non ¢é para nada proporcional. Nelas o candidato que maéis votos ten en cada esta-
do leva todos os compromisarios dese estado en bloque (excepto en dous estados que non
analizaremos por non seren significativos no resultado final). Este feito permitenos aplicar
facilmente o noso modelo, pois estimaremos a intencion de votos para Biden. Mais concre-
tamente, traballaremos con unha porcentaxe de votos reescalada, como se s6 se presentasen

Biden e Trump, xa que na practica son os tinicos candidatos factibles.

A continuacion aplicaremos o modelo 6 conxunto de datos (Bycoffe e outros, 2020),
obtido o 29 de novembro do 2020 do sitio web FiveThirtyEight, que se adica a agregar
enquisas e 6 seu analise. O arquivo “.csv” que utilizaremos ten por nome president_ polls.csv,
e contén unha gran cantidade de enquisas dun amplo rango de datas e de todos os estados
que asignan unha estimaciéon da porcentaxe de voto para cada candidato. En canto ¢
codigo empregado 6 longo deste capitulo, non se empregou ningunha funcién predefina

de “R, sendén que se programaron as propias féormulas obtidas no traballo.

49
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4.1. Preparando os datos

Cargamos o arquivo de datos (Bycoffe e outros, 2020) e interesamosnos inicialmente
pola variable created_at, que contén as datas nas que se elaboran as enquisas, e conver-

témola a formato “Date”, que é o empregado en “R para datas.

As outras variables que nos interesan son o estado sobre o que trata a enquisa (state),
a data na que se realizou (created_at), o candidato (answer) e a porcentaxe estimada para
dito candidato (pct). Ademais, tamén precisaremos a variable que identifica as enquisas
(question_id) xa que neste conxunto de datos as porcentaxes de cada candidato danse
por separado, e necesitaremos esta variable para preparar o conxunto de datos sobre o que

traballaremos, un que para cada enquisa, s6 recollera a stia estimacién para Biden.

Quedamosnos cas variables que nos interesan e facendo uso do comando head vemos
como é o conxunto de datos:

question_id state created_at answer pct
1 136283 Iowa  2020-11-02 Biden 49.0
2 136283 Towa  2020-11-02 Trump 48.0
3 136322 Pennsylvania  2020-11-02 Biden 48.4
4 136322 Pennsylvania  2020-11-02 Trump 49.2
5 136322 Pennsylvania  2020-11-02  Jorgensen 1.4
6 136491 Florida  2020-11-02 Biden 47.0

Como podemos ver na quinta observacion, este conxunto de datos ofrece estimaciéns
para todos os candidatos, non s6 para Biden e Trump. Porén, como na practica estes dous

son os unicos factibles, quedamosnos s6 cas filas correspondentes a estes candidatos.

A continuacion, definimos como variable resposta a porcentaxe de votos para Biden
reescalada, que se obtén dividindo a estimacién para Biden entre a suma das estimaciéns
para Biden e Trump. Na construccion desta variable é necesaria a variable question_id
que identifica cada enquisa. Esta porcentaxe reescalada correspondese ca porcentaxe de
votos que obteria Biden nun contexto bipartidista, que na practica é o que ocorre xa que
os outros candidatos non son factibles, de ai o interese de estudar esta variable que ade-
mais tamén nos permite saber o porcentaxe para Trump (simplemente restandolle a 100 a
estimacion de Biden). Finalmente defino un data.frame cas variables que nos interesan e
ordenamos cronoloxicamente as observaciéns e considerando as enquisas a partir do 1 de

maio de 2020 (xa que para datas anteriores a densidade de enquisas ¢ moito menor).

Escollemos como variable explicativa z o nimero de dias desde o 1 de maio (que é o
primeiro dia que estamos considerando), sendo este o dia 1. E como variable resposta Y a

porcentaxe estimada pola enquisa para Biden (reescalada), como xa indiquei.
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Explicarei o proceso para facer a estimaciéon no estado de Georgia e empregando o ker-
nel de Gauss exposto na Seccién 2.3. Posteriormente mostrarei os resultados para os outros
kernels e outros estados (Pensilvania e Florida), pois asi teremos visto o funcionamento en

estados onde o modelo se comporta diferente ou nos que o resultado diferiu.

Antes de empezar a aplicar a regresion lineal local, convén ter unha idea de como son

os datos. Na Figura 4.1 preséntase unha grafica dos datos brutos.
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Figura 4.1: Observacions para o estado de Georgia, no eixo = a data da enquisa e no eixo y a

porcentaxe reescalada que dita enquisa lle outorga a Biden.

Efectivamente, apréciase unha notable diferenza na densidade dos datos. Isto corrobo-

rase dun xeito claro no histograma de densidade de observaciéns recollido na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Histograma que mostra a densidade de datos en cada mes.

Finalmente para acabar de preparar os datos, construimos a matriz X que se indicaba
en (2.14) na Seccién 2.4, que ten tantas filas como observacions e de duas columnas, a
primeira con 1’s e a segunda co valor da explicativa correspondente &4 observacion, que é o

numero de dia no que se fai a enquisa contado dende o 1 de maio do 2020.
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4.2. Elecciéon da ventana 6ptima

Para achar o parametro ventana 6ptimo procedemos por validacién cruzada, que se
estudou na Seccién 3.3, e cuxa idea bésica consiste en partir dun conxunto hs de posibles
parametros ventana e escoller como 6ptimo aquel que mellor prediga as observaciéns, sen

empregar a propia observacién na sta predicion.

En primeiro lugar definimos unha secuencia hs de parametros ventana. Non podemos
empezar dende h baixos xa que como se amosou nas Figuras 4.1 e 4.2, nos primeiros meses
hai menos datos, polo que se tomamos ventanas baixas non se podera axustar por ausencia
de observaciéns en vecinanzas pequenas nos primeiros meses. Veremos despois que este
impedimento non sup6n ningin problema xa que os valores de h mais baixos terdn un alto
erro e polo tanto non van a ser 6ptimos. Na Observaciéon 3.6 analizabamos a condicién que
tina que cumprir o conxunto hs para que se lle puidese aplicar validacion cruzada (con
kernels definidos en [—1, 1] ainda que sempre é conveniente que se cumpra) e esta era que
para todo h € hs e toda observacién ¢ houbese cando menos, outras duas observaciéns
a unha distancia de x; menor de h e con distintos valores da variable explicativa. Propo-

némosnos estudar as ventanas comprendidas entre medio mes (15 dias) e 6 meses (180 dias).

Empregando un bucle, calculamos para cada h do conxunto de pardmetros ventana hs
o erro de validacion cruzada, que se basea no promedio do cadrado das diferenzas de cada
valor da variable resposta con respecto 6 seu valor da sta predicién sen ter en conta a
propia observacion na siia prediciéon, como se detallou na Seccién 3.3. Representamos estes
erros na Figura 4.3, na cal se ve que efectivamente para os h pequenos o erro de validacién
cruzada é claramente maior, co cal, como xa adiantei é evidente que os valores méis baixos

de h non van ser os 6ptimos. Neste caso o h 6ptimo é hy ¢ = 55.

erro de validacién cruzada
282 284 286 2.88 290
!

T T T
50 100 150

h

Figura 4.3: Gréfica dos erros de validacion cruzada (eixo y) para os h entre 15 e 180 (eixo x).
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4.3. Axustes e predicion

Unha vez que temos o h 6ptimo, xa podemos calcular o axuste de cada observacion,

cuxa expresion (2.27) se deduciu na Secciéon 2.5:
Vi = (z) = f X (XTWX) T XTWY, ie{l,..,n}.

Realizamos o axuste utilizando “R que representamos ca axuda da funcién plot, xunto
cos puntos da mostra (x;,Y;), obtendo a Figura 4.4, na que ademais represento a curva

y = 50 %, a partir da cal a estimaciéon de votos para Biden ¢ maior que para Trump.
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Figura 4.4: Observacions e curva de axuste para o estado de Georgia empregando o kernel de
Gauss e o h 6ptimo segundo validacion cruzada (hy ¢ = 55). No eixo x recollese a data e no eixo

y a porcentaxe reescalada que dita enquisa lle outorga a Biden. En cor verde a recta y = 50.

Como vemos, hai unha tendencia crecente que se vai acelerando co paso dos meses e
que alcanza o maximo os dias previos 6s comicios. Isto, unido 6 feito de que dende agosto
se superou a barreira do 50 %, mantendo unha tendencia cada vez mais crecente, fainos

esperar unha vitoria para Biden en Georgia, ainda que sexa axustada.
Recordamos a expresion para a predicion m(zg) & que se chegou en (2.25):
(o) = Xo (XTWX) " XTWY,
onde X denota o vector fila Xg = ( 1 x0 ) .

Executando o co6digo correspondente en “R obtemos a prediciéon para o dia dos comi-
cios, o dia 3 de novembro de 2020, sendo entén zg o nimero de dias contados dende que
empezou maio, que neste caso é xg = 187. A predicién que obtemos é de Yo = 51,47, que
se corresponde ca porcentaxe de votos estimada para Biden (reescalada). Isto interprétase

como un 51,47 % de votos estimados para Biden nun contexto puramente bipartidista.
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Repetimos o proceso para os outros kernels e obtemos para cada un deles o h 6ptimo
de validacién cruzada, hoy, que empregamos para obter a predicién o dia das eleccions Y.
Na Téaboa 4.1 recollo estas prediciéns Yy xunto co erro de validacion cruzada asociado a
escoller ese hovy, que se denota por CV (heoy) e cuxa expresion se viu en (3.12).

TAaboa 4.1: Na primeira columna, predicion para o dia das elecciéns no estado de Georgia

empregando distintos kernels e o pardmetro ventana 6ptimo segundo validacién cruzada, hy . Na

segunda columna, o erro de validacién cruzada asociado a dito hoy redondeado a tres decimais.

Yo CV(hey)
Gauss 51,47 % 2,816
Epanechnikov 51,50 % 2,812
Uniforme 51,58 % 2,797
Biweight 51,51% 2,815
Triweight 51,48 % 2,816

Efectivamente, os valores da porcentaxe reescalada mévense en torno 6 51,5%. Isto
interprétase como unha estimacion dun 51,5 % de votos para Biden nun contexto biparti-
dista, co cal en principio esperariamos unha vitoria deste, pero non demasiado folgada. Asi
mesmo, o erro de validacion cruzada tamén se mantén en torno 6 2,81, confirmando asi que

a eleccion da funcién kernel apenas implica variaciéns na estimacioén nin no erro da mesma.

A razoén pola cal a predicion Yo apenas varia é a que adiantabamos 6 final da Sec-
cion 3.2. Viamos en (3.11) que o erro cadrético medio asintotico do parametro ventana que
o minimiza, hgcar, s6 dependia dunha constante, {/(f K2(t) dt)4 (f2K(t) dt)2, que tina

practicamente o mesmo valor para os cinco kernels que tratamos como se recollia na Ta-

boa 3.1, o que implicaba que a estimacién sobre un punto x( sufrise unha variacién minima.

Nas eleccions, Biden gafiou cun 50,1 % dos votos fronte 6 49,9 % de Trump (valores
reescalados), co cal, a vitoria foi axustada, méis incluso do que parece intuirse co noso mo-

delo, o que nos fai pensar que as enquisas foron lixeiramente optimistas respecto a Biden.

A continuacién, repetimos o proceso para os outros dous estados que propuxen, Pensil-
vania e Florida. En ambos farei uso do kernel de Gauss, ainda que como vimos no capitulo
anterior e acabo de recordar, a repercusion eleccion dun ou outro kernel na prediciéon é
minima. Na Téaboa 4.2 recéllense os h 6ptimos que devolve a validacién cruzada, asi como

a predicién para o dia das eleccions nos estados de Pensilvania e Florida.

Taboa 4.2: Parametros ventana 6ptimos por validacién cruzada e estimaciéon da porcentaxe de

votos reescalada para Biden en Pensilvania e Florida, empregando o kernel de Gauss.

hvc Yy
Pensilvania 136 52,82 %
Florida 29 50,90 %
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Por outra parte, na Figura 4.5 represéntase a curva de axuste xunto cas observacions,

traballando co kernel de Gauss e o h 6ptimo elixido por validacion cruzada.
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Figura 4.5: Observacions e curva de axuste para Pensilvania (esquerda) e Florida (dereita) co
kernel de Gauss e o h 6ptimo de validacion cruzada (hy ¢ = 136 para Pensilvania e hy ¢ = 29 para

Florida). No eixo z, a data da enquisa e no eixo y a porcentaxe de votos (reescalada) para Biden.

Podemos apreciar na primeira grafica da Figura 4.5 que a curva de axuste apenas su-
friu alteracions, manténdose a porcentaxe estimada para Biden (reescalada) por encima
do 50 % dende maio. Se nos fixamos na predicion Yy que se recolle na Taboa 4.2, esta
alcanza un valor méais dun punto porcentual superior 6 que tomaba caso de Georgia, o que
nos fai esperar unha vitoria de Biden mais folgada ca no caso de Georgia. Efectivamente,
neste estado ganou Biden cun 50,6 % dos votos fronte 6 49,4 % que obtivo Trump (valores

reescalados), unha diferenza mais folgada c6 0,2 % que distaron os resultados en Georgia.

No caso de Florida, a situacién é completamente diferente que nos casos de Georgia e
Pensilvania, xa que en primeiro lugar, a porcentaxe de votos que o promedio local de en-
quisas axusta vaise reducindo a partir de xullo, como percibimos na segunda grafica da
Figura 4.5. Por outro lado, ainda que a estimacién que obtemos para o dia das elecciéns
¢ dun 50,90 %, e polo tanto superior 6 50 %, neste estado ganou Trump. Isto tampouco
nos debe sorprender pois estamos analizando estimaciéns puntuais que tenen variabilidade,
pero o que si sorprende é que ganou dun xeito relativamente contundente cun 51,7 % dos
votos fronte 6 48,3 % que obtivo Biden (valores reescalados), o que nos leva a conxecturar

que as enquisas sobrevaloraron as posibilidades de Biden en Florida.

4.4. Aspectos computacionais

Unha vez aplicados os resultados que fomos tratando ¢ longo do traballo ¢ caso real
das eleccions de EEUU de 2020, s6 falta por revisar a reescritura do modelo proposta na
Seccion 2.6. A sia programacion é moi sinxela pois rediicese a aplicar a expresion dada en

(2.25) e a continuacion darei unhas indicacions para unha execucion ainda mais eficaz.
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Fixémosnos que nas expresions dos elementos Sy, 0, Sn.1, Sn.2, Tno € Ty,1 presentados

na Seccion 2.6, (concretamente en 2.31 e 2.32), os termos son moi parecidos:
Sno =3 Kn(wi—x),  Suai=> zi Kn(xi— ), Sna =Y wi+ Kn(x; — x0),
=1 i=1 i=1

Tn,OZZYi'Kh(Ii*JJO), Tn,lzzxi'Yi'Kh(xi*zO);
i=1 i=1

polo que de cara a unha implementacion en “R (R Core Team, 2021) mais eficiente, defini-
remos dous vectores auxiliares; un que denotarei por aux e cuxas entradas seran Ky (z; —xo)
e outro, que denotarei por x_aux, que terd por entradas z; - Kp(x; — zp) e que resultara de

facer o produto componente a compofiente do vector de valores observados x por aux.

Notese que Sy, ¢ a suma das entradas de aux e S, 1 das de x_aux. Por outra parte,

Kp(xy —x0) --- Kh(fcn—xo)),

x1 - Kp(zy —x9) -+~ zn~Kh(xn—x0)).

aux —

X_aux =

Sn2 € o produto escalar de x por x_aux, 71,0 o0 de Y por aux e 7,1 o de Y por x_aux.

Enton unha vez calculados estes valores, s6 queda aplicar a formula da predicion (2.34).

Obviamente, obtéfiense os mesmos resultados, xa que estamos facendo o mesmo pero
dun xeito maéis eficiente, pois evitamos facer todas as operaciéns matriciais que esixia o

método estandar para calcular B en (2.18) e que elevan o tempo de execucion.

Pero chegados a este punto, cabe preguntarse se compensa empregar esta reformula-
cién ou se apenas é un cambio estético. Porén, como amosarei agora, nada mais lonxe da
realidade xa que si se consegue unha reduciéon de tempos de execuciéon, que é especialmente

notable no proceso de validacién cruzada pois é o proceso mais lento.

Ca axuda do comando proc.time() de “R e repetindo o proceso en bucle 100 veces
fixen un promedio dos tempos de execucién do proceso de validaciéon cruzada, por unha
parte usando a formulaciéon nas primeiras secciéns e por outra parte ca reformulacion ex-

posta na Seccion 2.6 e mostro na Téaboa 4.3 eses tempos.

Téaboa 4.3: Comparativa de tempos medios de execucion (en segundos) do proceso de validacion
cruzada para os distintos kernels da formulaciéon estdandar fronte a reescritura usando S, e T,

para o estado de Georgia (ntimero de observacions = 126).

Formulacion estandar Empregando S, - T,
Gauss 22,8 11,9
Epanechnikov 14,1 2,6
Uniforme 13,7 24
Biweight 13,8 2,8
Triweight 14,9 3,2
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A vista da Taboa 4.3, confirmamos que a reescritura que involucra Sy, e T, brindanos
unha reducién de tempos considerable, ¢ redor de 5 veces menos, a excepciéon do kernel
de Gauss, no que se reduce ata case a metade, o que non deixa de ser unha reducién
interesante. Porén, ainda que o aforro de tempo é evidente para este estado do que s6
hai 126 observaciéns, é moito méis rotundo para o estado de Pensilvania, do que hai 212
observacions e onde os tempos de espera se reducen entre seis e sete veces como se aprecia

na Téboa 4.4, salvo o de Gauss, que ainda asi mellora, tardando duas veces e media menos.

Taboa 4.4: Comparativa de tempos medios de execucion (en segundos) do proceso de validacion
cruzada para os distintos kernels da formulaciéon estdandar fronte a reescritura usando S, e T,

para o estado de Pensilvania (nimero de observacions = 212).

Formulacion estandar Empregando S, - T,
Gauss 80,6 32,6
Epanechnikov 53,4 8,3
Uniforme 51,8 6,6
Biweight 52,4 8,7
Triweight 54,6 9,1

En efecto, as Téboas 4.3 e 4.4, lévannos a concluir que a reescritura é moito mais eficaz,

e que se notara tanto méais canto maior sexa o tamano mostral.

4.5. Variable resposta vectorial (varios partidos)

Todo o desenvolvemento abordado neste traballo refirese 6 caso dunha variable respos-
ta real, que na practica se corresponde con elecciéns bipartidistas ou nas que s6 hai dous
candidatos factibles. O caso das elecciéns estadounidenses axiistase a esta situacién pois
ainda que formalmente é multipartidista, o feito de que o ganador leve todos os delegados
electorais, convérteo nun escenario que marxina 6s candidatos que non tefien posibilidade
de conseguir representacion, quedando s6 dous factibles. Non obstante, o mais habitual son

eleccions multipartidistas con mais de dous candidatos que poden conseguir representacion.

Ainda asi, o desenvolvemento feito neste traballo pédese xeneralizar 6 caso de varios
partidos, pasando a usar unha variable vectorial no canto dunha escalar como se fixo neste
traballo. Ata o momento, Y era unha variable real que daba a porcentaxe de votos para un
candidato, pero 6 s6 haber dous factibles, a porcentaxe do outro non é maéis ca diferenza
ata chegar 6 100 % (por iso reescalabamos). Non obstante, nun escenario con tres ou mais

candidatos con posibilidade de conseguir representacion, Y seréd unha variable vectorial.

Na préctica, estaremos facendo un promedio local conxunto dos p partidos a partir de n

enquisas que recolleran informaciéon sobre os p partidos.
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Entén, a funcién de regresion xa non serd unha funciéon real correspondente ca estima-
cion para un candidato, senén que sera unha funcién vectorial que recollera as estimacions
para os p candidatos, m : R — R?, onde a componente j da mesma, m; : R — R recolle as

porcentaxes de voto para o partido j.

En consecuencia, estarase facendo regresiéon lineal local sobre unha variable resposta
vectorial Y, na que a stia componente j, que podemos denotar por Y7 se corresponde ca
porcentaxe de votos para o partido j. Asi, o vector de valores observados Y pasara a ser

unha matriz ) con tantas filas como observaciéns e tantas columnas como partidos:

oy oo YP
1 2 .. P

Y= Yy, Y5 Y, e R,
y! vz ... vp

onde o elemento Yij recolle a porcentaxe de votos que a enquisa ¢ lle outorga 6 partido j.
Deste xeito, cada fila recolle as estimaciéns de votos que cada enquisa lle outorga a cada

un dos candidatos, que se corresponden cas columnas.

A variable explicativa x seguira sendo escalar, correspondéndose ca data na que se rea-
liza a enquisa. Asi mesmo, as matrices X e W manteran a sia estrutura posto que ambas

se definen exclusivamente & variable explicativa tal e como as definimos en (2.14).

Maéis ala do feito de que a variable resposta pase a ser vectorial, o desenvolvemento do
traballo (excepto a reescritrura do modelo presentada na Secciéon 2.6) segue sendo vélido
e os resultados son analogos. Por exemplo, a expresién para a predicién & que se chegaba
en (2.23) segue sendo valida pois considerando unha matriz ) en vez dun vector Y, ob-
temos efectivamente un vector ca predicién para cada un dos partidos. En canto 6 estudo
de nesgo e varianza, pasaria a ser en termos vectoriais candidato a candidato, anélogos.

Podese consultar o caso vectorial por exemplo na Seccién 5.2 de Wand, M.P. e Jones, M.C.

Como vemos, este modelo tamén se pode aplicar a un escenario multipartidista, sen
mais que traballar cunha variable resposta vectorial. O feito de considerar unha variable
resposta real débese a que o obxectivo era aplicar o modelo lineal local & predicion de
votos nas eleccions presidenciais de EEUU do 2020, xa que foron as que se celebraron
nos primeiros meses de elaboracion deste traballo. Ademais, a elecciéon dunha variable
resposta real tamén nos brindou unha maior facilidade para a comprensién, interpretaciéon

e visualizaciéon dos contidos presentados 6 longo dos capitulos e secciéns deste traballo.
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