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Trabajo propuesto
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Titulo: Triangulaciones, el lema de Sperner y el teorema del

punto fijo de Brouwer.

Breve descricion do contido:

Triangulamos un simplex S=[0, 1, ... , n] e imponemos la siguiente
regla de Sperner a los nuevos n-simplices que aparezcan: si tienen
algiin vértice en una (n-1)-cara de S, el nombre de ese vértice debe
estar entre los n-1 digitos que determinan la cara. Entonces alguno de
los nuevos n-simplices tiene todos los digitos 0, 1, ..., n como vértices.
De aqui se obtiene una demostracién elemental del teorema del punto
fijo de Brouwer: Si A es un abierto acotado y convexo de R” y B
es la clausura de A, entonces toda aplicacion continua de B en B
posee algin punto fijo, es decir, algin punto p de B verifica f(p) = p.
De este teorema de Brouwer se derivan varias propiedades topolégicas

importantes de las esferas euclidianas, que se examinarin brevemente.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es proporcionar una demostracién elemental y poco conoci-
da del teorema del punto fijo de Brouwer, que se basa esencialmente en el lema de Sperner
(un resultado puramente combinatorio sobre triangulaciones de un n-simplex, ficil de pro-
bar) y en una sencilla propiedad sobre recubrimientos cerrados de un n-simplex, debida
a Knaster, Kuratowski y Mazurkiewich. A su vez, sefialemos que el teorema de Brouwer

implica el lema de Sperner.

Abstract

The aim of this work is to provide a quite elementary proof of Brouwer’s Fixed Point
Theorem, which is mainly based on a combinatorial simple result known as Sperner’s Lem-
ma, dealing with triangulations of a non degenerated n-simplex and on a property of closed
coverings of the n-simplex, due to Knaster, Kuratowski and Mazurkiewickz. It’s worth men-

tioning that Brouwer’s Theorem implies Sperner’s Lemma.
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Introduccion

Desde sus origenes, la Topologia (Topologie, neologismo creado por Listing, uno de los
escasos discipulos de Gauss) ha tratado y trata de explicar propiedades geométricas, ana-
liticas o combinatorias muy basicas pero dificiles de establecer, como puede ser el teorema
de la curva de Jordan. Asi la Topologia Algebraica (antiguamente conocida como Topolo-
gia Combinatoria) es el estudio de los métodos algebraicos y combinatorios que permiten
obtener resultados topologicos. Por ejemplo, los grupos de homologia H,(|K|,Z) de un
espacio topologico | K| conexo por caminos y asociado a un complejo simplicial finito K,
(n > 0), son grupos que revelan a veces propiedades distintivas de ese espacio, en el si-
guiente sentido: dados dos espacios topologicos X = |K| e Y = |L|, si para algtn n > 0 sus

respectivos grupos de homologia NO son isomorfos, entonces X e Y NO son homeomorfos.

La incorporaciéon progresiva a la Topologia de métodos extraidos del andlisis (como el
teorema de multiplicadores de Lagrange, el teorema de aproximacion de Stone-Weierstrass,
el teorema de Stokes, el teorema de Fubini...) o de la geometria diferencial (variedades de
Riemann, fibrados, acciones de grupos...) ha dado paso a lo que actualmente se conoce como
Topologia Diferencial o Topologia de Variedades (que incluye el estudio de la integracion
en variedades y la llamada Teoria de Morse) la cual aporta razonamientos alternativos a
los de la Topologia Algebraica y métodos completamente nuevos. Todo ello ha sumido en
el olvido muchos métodos combinatorios que han sido substituidos o simple y llanamente

ignorados.

Nuestro objetivo en este trabajo es retomar y poner en valor uno de esos métodos:
el Lema de Sperner y su uso para probar el celebérrimo teorema del punto fijo de Brou-
wer, que junto con otros teoremas similares (de Banach, Schauder-Tychonoff, Lefschetz,
Kakutani, Poincaré-Miranda,...) han creado un nucleo tedrico muy heterogéneo, conocido
ahora como «Fixed Point Theory», a caballo entre el analisis funcional, la topologia y la
Programacién Lineal. Desgraciadamente, la mayoria de estos textos no mencionan el lema

de Sperner [13], que sin embargo va ganando popularidad en tiempos recientes [21].
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X INTRODUCCION

Aunque lo habia remitido para publicar en julio de 1910, el matematico holandés L.
E. J. Brouwer no vié publicado el articulo que contenfa su més conocido resultado hasta
1912 [5]. En cambio Hadamard [12] public6 una demostracion diferente en 1910, citando y
reconociendo a Brouwer su prioridad como autor. El célebre enunciado dice (en lenguaje

moderno):

Teorema 0.1 (Brouwer). Sea X un espacio topolégico homeomorfo a B, = {x € R™; ||z| <
1} la bola cerrada euclidiana de centro 0 y radio 1. Para toda funcion continua f : X — X

ezxiste al menos un x € X tal que
flx) ==

(un punto asi es denominado un punto fijo de f).

Actualmente se sabe que en 1886 Poincaré [22] formuld y prob6 un teorema equivalente.

En Topologia Algebraica este resultado suele obtenerse recurriendo a herramientas co-
mo lo son los grupos de Homologia simplicial o singular, lo cual requiere un considerable
numero de preparativos y de tiempo. Sin embargo no es preciso apelar a estos métodos para
obtener el teorema del punto fijo y vamos a exponer cémo dicho resultado es esencialmente
consecuencia del lema de Sperner, implementado luego con un teorema elemental sobre

recubrimientos de un simplex.

En 1928 E. Sperner [25] prueba un resultado combinatorio sobre las subdivisiones sim-
pliciales de los n-simplices que después se conoceria como lema de Sperner . El topdlogo
polaco W. Hurewicz lo expuso en un encuentro de la Polish Mathematical Society en Var-
sovia poniendo énfasis en que tal lema permite dar pruebas simples de resultados dificiles
como el teorema de invarianza de la dimensién de un espacio métrico compacto o el famo-
so teorema de Brouwer de «invarianza del dominioy, que literalmente dice que si A es un
dominio de R™ (es decir un abierto conexo de R™)y f : A — R™ una aplicacion inyectiva y
continua entonces f es abierta. Entre sus oyentes se encontraban B. Knaster, K. Kuratowski
y S. Mazurkiewicz, quienes se apoyaron en este resultado para demostrar el llamado teore-
ma KKM a partir del cual dedujeron el teorema del punto fijo de Brouwer [15]. Finalmente,

en 1974 Yoseloff [29] probo que el lema de Sperner es consecuencia del teorema de Brouwer.

Pese a su sencillez, este camino (lema de Sperner + KKM) para probar el teorema del
punto fijo de Brouwer es muy raramente utilizado o citado. Senalemos que aparece en unos

pocos libros de Topologia, de escasa popularidad todos ellos (pese a que algunos de sus
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autores fueron destacados mateméticos), entre los cuales se cuentan los siguientes: [2], [I],
I8, 1231, [17], [19], [3], [I0] (en estos dos dltimos con variaciones apreciables). En espanol,
el método de Sperner-KKM sélo aparece canonicamente en [I7] y en obras de divulgacion

(pero so6lo en dimension 2).

En este trabajo estableceremos los conceptos basicos sobre convexidad, los simplices y
las subdivisiones simpliciales (en particular las baricéntricas) que nos permitiran demostrar
el lema de Sperner y el teorema de KKM, deduciendo finalmente el teorema del punto fijo
de Brouwer. Para terminar mencionaremos brevemente la relacién de este resultado con

otros teoremas bien conocidos de la Topologia.
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Capitulo 1

Preliminares

Revisaremos a continuacién algunas nociones respecto a la convexidad, un concepto

que incluye el de simplex n-dimensional.

Definicion 1.1. Un conjunto A C R™ se dice convexo si para cada par de puntos z,y € A,

x # vy, el segmento lineal
[z,y] ={ox+ (1 —-t)y; 0<t<1}

estd contenido en A.

Figura 1.1: A la izquierda un conjunto convexo, a la derecha un conjunto no convexo.

Ejemplos de conjuntos convexos son un punto, una recta, un disco en R? o los sélidos
platonicos en R3. También lo son R" y (). La siguiente propiedad nos permite construir

nuevos conjuntos convexos a partir de otros dados:
Lema 1.2. La interseccion de una familia arbitraria de conjuntos convezos es un convezo.

Demostracion. Claramente si un segmento lineal estd contenido en cada conjunto de la

coleccién estard contenido también en su interseccion. O
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Luego dado un conjunto A C R™, la intersecciéon de todos los conjuntos convexos que

contienen a A es el conjunto convexo més pequeno que contiene a A.

En lo que sigue definiremos un tipo de combinaciones afines que tienen especial interés
en el tema que nos ocupa. Recordemos entonces que un punto x es una combinacion afin

de xg,x1, ...,z € R" si existen nimeros reales A\g, A1, ..., A, tales que:
T = Xxo+ M\x1+ ... + Aexp (1.1)

Definicion 1.3. Diremos que un punto z es una combinacién convexa de zg, x1, ..., x, € R"

si existen Ag, A1, ..., A, verificando las condiciones (1.1 y (L.2)) y, ademaés,

Figura 1.2: El punto Q es combinacion afin de los puntos del plano ag,a; y az, pero no es una

combinacién convexa de estos. El punto P si lo es.

Definicion 1.4. El conjunto de todas las combinaciones convexas de los elementos de un
conjunto A C R™ se denomina envolvente convexa de A y la denotaremos por conv(A).
En particular conv(()) = (). Andlogamente el conjunto de todas las combinaciones afines de

elementos de A recibe el nombre de envolvente afin y la designaremos por aff(A).
Observacion 1.5. Evidentemente A C conv(A) C aff(A).
Teorema 1.6. Dado un subconjunto A C R",

a) A es convero si y sdlo si contiene a todas sus combinaciones convezas, es decir, si y

sélo si A =conv(A)

b) La envolvente convexa de A es el conjunto convero mds pequenio que contiene a A, es

decir, si A C A" y A" es convexo entonces conv(A) C A’.



Demostracion. a) “ =" Sean Ao, A1, ..., A, verificando las condiciones ([1.2)) y (1.3]), vea-

mos que dados xg, x1, ..., z, € A entonces \gro+A1x1+...+ A2 € A por induccién en r.

Para r = 0 el resultado es trivial y por la convexidad de A también se verifica para r = 1.
Supongamos que la afirmacién es cierta para r y veamos que entonces lo es también para
r—+1. Asi pues, consideremos la combinacién convexa Agzo+ A1+ ... +ApZr + Apr1Tr11
T
de 7 + 2 elementos de A. Definamos A := Z A; de modo que
i=0

r41 T

T=A=> A=) Xi=Xrp
=0 1=0

y por consiguiente

T T A
O hizs) + Arprzrpr = A Xx) + (1= A)zpgq. (1.3)
i=0 i=0
s )\ T )\
Notemos que Z XZ = 1y asi en virtud de nuestra hipdtesis de induccién Z(XZ):Q €A
i=0 i=0
Puesto que x,4; € A se sigue que (1.3)) es una combinacion convexa de dos puntos de

A y por esta razdn pertenece a A.

[43

<= 7 Veamos en primer lugar que conv(A) es convexo. Si z,y € conv(A) existen

0, Ty ey Try Y0, Y1, -+ Ys € A y nimeros reales g, A1, ..., Ar, to, 41, -, fts tales que:

T=MXNxo+MNz1+ ...+ N, Mo+ A+ ..+ =1, )\j >0Vy5=0,..,r

Y = poyo + piy1 + ..+ fis¥s, po+pit o Fps =1, pj >0 Vi=0,..s.

Supongamos sin pérdida de generalidad que r = s (si no fuese asi basta con anadir un

cierto nimero de coeficientes nulos) y que y; = z; para j =0,1,...,r. Dado 0 <t <1,

tr+ (1 —t)y = t(Aoxo + Mixr + ... + Apzy) + (1 — ) (oo + pay1 + - + firyr)
= [t)\o + (1 - t)ug]l‘o + [t)\l + (1 - t),ul]:tl + ...+ [t/\r + (1 - t)ur]xr.

Puesto que todos los coeficientes son no negativos y
tho+ A= +th+ Q=1+ o+ tA+ (1= pp =t +1—t =1

se infiere que tx+ (1 —t)y es una combinacién convexa de xg, x1, ..., z,. Por consiguiente

conv(A) es convexo luego si A = conv(A) deducimos que A es convexo.
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b) Basta con ver que conv(A) es la interseccién de todos los conjuntos convexos de R"
que contienen a A. Sea {X;};cs; la famila de subconjuntos de R"™ que contienen a A

y X = ﬂXi. Como A C conv(A) y conv(A) es convexo entonces X C conv(A).
i€l

Reciprocamente sea C' C R™ un conjunto convexo tal que A C C. Tomando envolventes

convexas, conv(A) Cconv(C) = C (por el apartado anterior), y como C es cualquier

convexo conteniendo a A concluimos que conv(A) C X.
O

M conv(M)

Figura 1.3: Envolvente convexa de un conjunto de 10 puntos en el plano.



Capitulo 2
Simplices en R"

Un concepto estrechamente relacionado con el de simplex m-dimensional es el de inde-
pendencia afin. Recordemos que los puntos xg, 1, ..., zx € R" se dicen afinmente indepen-

dientes si para cualquier secuencia Ag, A, ..., A\x de nimeros reales,

Aozo+ Az + ...+ Az =0

— A =0Vj=0,..k
MF+FAM+ ..+ =0

No es dificil ver que los puntos xg, z1, ...,z € R™ son afinmente independientes si, y

sélo si, los vectores xg x1, xg 3, ..., Tg T son linealmente independientes.

Definiciéon 2.1. Sean ag, aq, ..., @, un conjunto finito no vacio de m + 1 puntos afinmente

independientes de R"™, el subconjunto conv{ag, ai, ..., an,} de R™ formado por los puntos:

T=Mag+ AN T1+ ...+ Anam (2.1)

tales que:
N+ + .. +A,=1 Y )\jZO Vj:O,...,m (2.2)
se llama simplex m-dimensional cerrado generado por los puntos ag,ai,...,am v se

denota por [apa;...an,]. Claramente el simplex [aga;...a,,] no depende del orden de los
puntos ag, ai, ..., apy, tan solo depende del conjunto {ag, a1, ..., an}. El conjunto de todos
los puntos del simplex [apa;...an) tales que A; > 0 Vj se llama interiorﬂ del simplex y a

veces se le denomina simplex abierto .

Notemos que m + 1 puntos son afinmente independientes si no estdn en un mismo

hiperplano (m-1)-dimensional. Esto significa que en el caso m=2 los puntos ag, a1, az no

!Esta definicién no coincide en general con la definicién topologica de interior (pero si cuando m = n)
si no que es el interior de S en la topologia relativa del m-plano generado por los puntos ao, a1, ..., am (de

forma que es un abierto en la topologia relativa de ese m-plano).
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estdn alineados, o que el 2-simplex [apajaz] es un tridngulo (interior y frontera). De un
modo similar cuando m=3 el 3-simplex [apajagas] es un tetraedro (interior y frontera),
es decir, los puntos ag, a1, a2 y as no son coplanarios (Figura [2.1)). Los correspondientes

simplices abiertos son el interior de un tridngulo y de un tetraedro, respectivamente.

Definicién 2.2. Consideremos un simplex [agay...an] € R™, para cualesquiera k+ 1 nime-
ros naturales distintos jo, j1, ..., jk, siendo & < m, los puntos aj,, a;,, ..., aj, son afinmente
independientes. Luego el simplex k-dimensional [aj,a;, ...a;, ]| estd bien definido y se llama
cara k-dimensional del simplex [aga;...a,,]. Las caras O-dimensionales ag, ay, ..., an, se lla-
man vértices y las caras 1-dimensionales se llaman aristas de [agay...a,,]. Ademas el propio

[apai...anm] se considera una cara suya.

Se comprueba facilmente que la cara k-dimensional del simplex [a;,aj, ...a;,] consiste en
todos los puntos de la forma (22.1)) satisfaciendo (2.2) y tales que \; =0 Vj # j;,i =0, ..., k.

Figura 2.1: Simplices cerrados de dimensiones 0, 1, 2 y 3.

Observacion 2.3. Cualquier punto de un simplex S pertenece al interior de una tnica cara

m
de S. En efecto, sean ag, a1, ..., a;, los vértices de S'y x € S. Entonces x = Z A;ja; donde

i=0
m
0<i<lparai=0,1,....my Z A; = 1. En consecuencia la tnica cara de S que contiene
i=0

a z en su interior es la generada por aquellos vértices a; para los cuales \; > 0.

Observacion 2.4. Sea S = [apa;...an,) un simplex m-dimensional, tal como se han definido
podemos dar una expresion para el nimero de caras k-dimensionales de .S. Claramente S
tiene m + 1 vértices, ag, a1, ..., . Fl nimero de caras 1-dimensionales de S no es mas que
el namero de formas de tomar 2 puntos de los m + 1 vértices de .S sin repeticiones y sin

tener en cuenta el orden, de forma que

1 1)! 1
n? de aristas de S:C%H:(WH_ ): (m+1) _m(m+1)

2 2m+1-2)! 2



En general contar el nimero de caras k-dimensionales de S no es mas que contar el niimero
de formas de tomar k + 1 vértices del total de vértices de S sin importar el orden ni

contemplar repeticiones, lo cual viene dado por el nimero combinatorio:

mtl k41 (k+1)!

Por la independencia lineal de los vértices cada punto = € [apa;...a,,| € R™ admite una
tnica representacion de la forma (2.1)) bajo las condiciones (2.2). En efecto, supongamos

que x € [apaj...an] admite dos representaciones de esta forma,
T=Xag+ A1+ ... F A = oo+ @1 T1 + oo+ fhn G

Entonces:
i)\iai _iﬂiaz‘ =0= i()\i — Bi)ai =0
i=0 i=0 i=0

Por otro lado, por ser  un punto de [apay...an,],

Asi, teniendo en cuenta que los puntos ag, a1, ..., a., son afinmente independientes, de-
ducimos que \; — §; = 0 Vj, es decir, \; = §; Vj. Una vez comprobado esto tiene sentido

dar la siguiente definicion.

Definiciéon 2.5. Los coeficientes Ag, A1, ..., A, en (2.1) se llaman coordenadas baricéntri-

cas del punto z y las denotaremos también por A\o(z), A\1(z), ..., A ().

Teorema 2.6. Para cualesquiera m+1 puntos afinmente independientes ag,ay, ..., Gm en
R™ el simplex S = [apa1...am] es un subespacio compacto de R™ y las coordenadas baricén-
tricas Ao, A1, ..., Am Son funciones continuas de T en el intervalo I = [0, 1].

0 sii#j

~ 77 Los puntos Ey, By, ..., B, € R™*! con
1 sii=7j

Demostracion. Sea & = {

E; = {6f 11 son afinmente independientes luego el simplex T' = [EgE)...Ep] € R™H! esta
bien definido. Ademas las coordenadas baricéntricas de los puntos de T" coinciden con sus

coordenadas en R™*!: dado = = (21, ..., omy1) € T,

x=poEo+p1 E1+ ... + poy By = (1’1,1‘2, ...,.%'m+1) = (,ug,ul, ,,um)
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de donde se deriva que ;11 = pu; Vj =0,...,m.

Si ademas de esto tenemos en consideracion las condiciones (2.2)) verificadas por las

coordenadas baricéntricas deducimos que T es cerrado y acotado en R,

Dado = = (z1, ..., tm+1) € T se verifican las relaciones:
1+ .+ xrmpa=1y z;,>20Ve=1,....m+1

lo que significa que z; € [0,1] Vi =1,...,m + 1. Pero como esto es cierto para todo punto

del simplex T" podemos escribir T' C Bgm+1[0, 1].

Por otro lado, puesto que 1 + ... + xm4+1 = 1, el punto = pertenece al hiperplano
m—+1

H = {z € R™*/ Z x; = 1}. Observemos que H es un subconjunto cerrado de R™*!,

=1
m+1 m+1

pues R™N\H = {x € R™*1/ Z x; > 1}u{x € R™"1/ Z x; < 1} es abierto. Denotemos
i=1 i=1
por Hj el hiperplano determinado por {z € R™*!/z; = 0} y por H;' = {z € R™™!/z; > 0}

y H ={z¢€ R™1 /x; < 0} los subespacios cerrados superior e inferior de R™*! asocia-
m+1

dos. Como ademés x; > 0 Vi =1,...,m+1 se tiene que = € m H;r, que es un subconjunto
i=1
cerrado de R™*! como interseccion de cerrados.

m+1
En consecuencia T = H N ( ﬂ H;r ) es cerrado ademés de acotado y, por ende, com-
i=1
pacto.

Veamos ahora que la expresion dada por f(z) = z1a9 + 2201 + ... + Typy1am, en la
cual ©* = (v1,22,...,2me1) s un punto de T C R™T! define una aplicacién continua
f: T — R". Esto equivale a ver que la composiciéon p; o f es continua, siento p; la apli-

cacién proyeccion sobre el eje 7.
La aplicaciéon p;o f : T C R™*! — R® — R definida por

z— f(x) =100 + ... + Tg1am — 1 E (ag) + ... + 1 E (am)

es continua ya que para cada punto x € T dado € > 0 existe un entorno U de x tal que
|f(z)— f(y)| < e para todo y € U. En efecto dado = € T basta tomar U = Bgm+1(x,0)NT

siendo § < IE;*(ao)+E;‘(a1)€+...+E;*(am)+1|7 pues dado y € U y si denotamos Ef(ay) = a}; se




1f(x) = f(y)| = |v1ah + z1a] + ... + Tmgral, — y1af — Y105 — ... — Ymsrak,| =
= lab(x1 — y1) + ai(x2 — y2) + - + afy (Tmg1 — Yms1)| <
< | méx (zi—wy)llab+at +...+a | < Slah+at +..+d| <
i=1,....m+1
€

= lah+al 4.+ ab, + 1]

lad +al 4 ... +al | <e

La aplicacion f : T — f(T') es sobreyectiva y por ser los puntos ag, a1, ..., Gy, afinmente

independientes resulta que es también inyectiva, pues dados x,y € T,

f(@) = fy) = @100 + 2201 + o + Ty 1 = Y100 + Y201 + oo + Yt 10 =
= ao(z1 — Y1) + a1(z2 — Y2) + - + A (Tmt1 — Ymt1)
Por otra parte como f(F;) = a; para j =0,1,...,m tenemos que f(7T) = S. Asi, como
toda aplicacidon continua y biyectiva de un espacio compacto en un espacio Hausdorff es

un homeomorfismo, se deduce que f : T — S es un homeomorfismo y por lo tanto S es

un subespacio compacto de R".

Ademas las coordenadas baricéntricas A; son continuas para j = 0,1,...,m por ser
Aj(z) = (pj+10 f71)(x). Esto es cierto puesto que dado un punto x de f(T') = S podemos
escribir x = Apag + A\1a1 + ... + Apam con Ag+ A1+ ...+ A, =1y X\ >0 Ve=0,1,...,m,
de forma que f~1(z) = (N0, A1, ooy Am) € R™TH y pini (Mo A1y ooy Am) = Aj = Aj(@).

O

Corolario 2.7. Dos simplices m-dimensionales son homeomorfos.

Demostracion. Sean S1y So dos simplices m-dimensionales generados por los m+1 puntos

afinmente independientes ag, a1, ..., &m ¥ bg, b1, ..., by, de R™ respectivamente.
Las aplicaciones
fr T — 5
xr — f(x) =xz100 + T201 + ... + Tppp1am
g: T — SQ
v —  f(z) =y1bo + y2b1 + ... + Y 1bm
son homomorfismos y por consiguiente go f~': S — S5 es un homomorfismo.

O

Definicion 2.8. Una subdivisién simplicial de un simplex S C R"™ es una familia finita

P = {S;}k_| de simplices en R" satisfaciendo las siguientes tres condiciones:
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1. La familia P es un recubrimiento de S, i.e., UP = S.

2. Para cualesquiera 7, j < k, la interseccién S; N S; es vacia o una cara comun a S; y
S;.

3. Parai=1,2,...,k todas las caras de S; estan en P.

Figura 2.2: Dos subdivisiones de un simplex 2-dimensional, la primera de ellas es una subdivisién

simplicial mientras que la segunda no lo es.

Definicién 2.9. La malla de una subdivision simplicial {S;}¥_; de un simplex S se define

como el mayor de los ntumeros §(S51),6(52), ..., 0(Sk).



Capitulo 3

Subdivisioén baricéntrica

Introducimos en este capitulo la subdivisién baricéntrica de un simplex, un tipo de sub-
divisién simplicial cuyas propiedades la convierten en una herramienta bastante recurrida
en la teoria de homologfa simplicial. En el trabajo que nos ocupa nos interesa especial-
mente porque proporciona una técnica que permite subdividir sucesivamente un simplex
obteniendo en cada iteracion una subdivision “mas fina” que la anterior (conteniendo los
simplices de la subdivision original, es decir, esta formada por méas simplices) de tal manera

que podemos conseguir una subdivisién cuya malla sea tan pequefia como queramos.
Definiciéon 3.1. Para todo simplex S = [apa;...a;,] C R™ el punto
1 1 1
b(S) = mao —+ mal + ...+ mam
se llama baricentro del simplex S.

Notemos que #H >0y ﬁ+ﬁ+...+#ﬂ =1, luego b(S) € S; y b(S) no pertenece

a ninguna cara (m-1)-dimensional.

Teorema 3.2. Sea S = [apa;...an] un simplex m-dimensional no degenerado. Para toda
secuencia estrictamente decreciente Sy D S1 D ... D Sk de caras distintas del simplex S
los puntos b(Sp),b(S1), ...,b(Sk) son afinmente independientes. La familia P formada por
todos los simplices de la forma [b(Sy)b(S1)...b(Sk)] es una subdivision simplicial del simplez.
Todo simplex (m-1)-dimensional T' € P es una cara de un o dos simplices m-dimensionales
de P dependiendo de si el simplex T estd contenido o no en una cara (m-1)-dimensional

de S respectivamente.

Demostracion. Toda secuencia decreciente de caras distintas de .S puede completarse a una

secuencia Sy D S1 D ... D 5, de m+1 caras de S sin mas que tomar:

11
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So = Q4o Ay .. Q4,,, = S, 51 = A Qg ee ey g veey Sm = a;

m

donde g, i1, ..., i;; €8 una permutaciéon de 0,1, ..., m.

Para verificar la primera parte del teorema basta con ver que los puntos b(Sp), b(S1), ..., b(Sm)

son afinmente independientes. Consideremos una combinacién lineal:
HOb(SO) + Mlb(Sl) + ...+ /Lmb(Sm) (31)

Aplicando la definicion de baricentro podemos escribir (3.1) como una combinaciéon

lineal de los puntos a;, a;, , ..., ai,,. Se tiene que:
SO = kz_o m ak,‘; Sl) = ; Eak’ b(SQ) = kZ_Q m— 1ak, ceey b(Sm) = Q

. ~ 1 1 1
de forma que los coeficientes que acompanan a ao, 1,02, oy G SON o7 [0, T HO T 5 M1,

TTHO T 1 g 2 e R0 i i 2 e gy Mn TS
pectivamente.

Teniendo en cuenta lo anterior podemos escribir (3.1)) como A\jya;,+Aiy @iy +...+ N, i,

donde para cada 7 =0,1,....m

J
Z (m+1 1) — 1 (3.2)

m m J m
B ) S T R B B T DI
7=0 7=0 k=0 1=0 j=1 =0
Supongamos que pob(So) + 11b6(S1) + ... + pmb(Sym) = 0 y que Z,u,- = 0. De esta
i=0

m

ultima igualdad se sigue por (3.3) que ZAZ-J. = 0 y como los puntos a;,, a;,, ..., @;,, son
5=0

afinmente independientes se obtiene que )\;; = 0 para j = 0,1,...,m. Pero por (3.2 esto

implica que u; =0 parat=0,1,....m

Por tanto los puntos b(Sp), b(S1), ..., b(Sm) son afinmente independientes y el simplex
[b(S0)b(S1)...b(Sm,)] esta bien definido.
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Claramente todo simplex en P es una cara de un simplex m-dimensional de la forma

[6(S0)b(S7)...b(Sm)]. Aplicando y (3.3):

& = pob(So) + p1b(S1) + oo+ pmSm = Nig@iy + Niy @iy + o A Niy G,
T € [b(So)b(Sl)b(Sk)] - Z)\ij _ ZMZ‘ -1
§=0 =0
de forma que [b(Sp)b(S1)...b(Sm)] es un subconjunto de S.

Veamos ahora que [b(Sp)b(S1)...b(Sy,)] es igual al conjunto

{r e S/ hig(z) < Niy(2) <. < N} (3.4)

En virtud de (3.2) cada punto de [b(Sp)b(S1)...b(Sy,)] pertenece al conjunto (3.4). Por
ello basta comprobar que todo punto x del conjunto (3.4) puede escribirse en la forma
110b(S0) + 11b(S1) + .. + pimb(Sp) con po + p1 + oo + i = 1y pj > 0 para j =0,1,...,m,

lo cual se sigue directamente de lo siguiente:

Aig = m1+1“° = o = (m+ 1)\,
Aiy = : NO+£M1:>M1:()\1'1— ! po)m = (Aiy — Aig)m
m+ 1 m m+1
Aiy = ! M0+l,u1+ po = p2 = (Aip — ! ,uo—i,ul)(m—l):
m+1 m m—1 m+1 m

= ()‘iz — Xipg — iy + Aio)(m - 1) = ()‘iz - All)(m - 1)

1 1
i = oty =
m = m+ D" mr1 -1 (m+1) —m"
,Um - Tm (m_'_l)lu‘o (m+1) _1/’L1 . m—i—l—(m—l)um_l -
= (Nipy = Aipyy)(m+1—m)

Se deduce asi que los coeficientes p; vienen dados por:
po = (m+1)Xiy vy pj=[(m+1)=jl(Ai;(x) = Ag;_,(x)) para j=1,2,....,m (3.5)

De estas expresiones se infiere que las caras del simplex [b(Sp)b(S1)...b(S,)] se obtienen

anadiendo a las condiciones que definen el conjunto (3.4) un cierto ntimero de condiciones
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del tipo A;;(7) = Ai;_, (x), siendo 1 < j < 'm o también la condicion A, (z) = 0.

Como la interseccién de una cara determinada por tal conjunto de condiciones con una
cara de otro simplex [b(S()b(S])...b(S),)] correspondiente a otra permutacion i, ), ..., i,
de 0,1, ..., m sigue determinada por un conjunto de condiciones similar o es vacia, la familia
‘P verifica la segunda condicién de subdivisién simplicial. La primera condicién también
se satisface porque cualquier punto de S pertenece a un conjunto de la forma v la

tercera condicién se tiene por como hemos definido P.

Consideremos ahora un simplex (m-1)-dimensional 7" = [b(S0)b(S1)...b(Spm—1)]. Supon-
gamos que el simplex T esta contenido en una cara (m-1)-dimensional de S, lo que equivale

a que Sy # S pues:

- Si el simplex T' esta contenido en una cara (m-1) dimensional de S, en particular
b(Sp) pertenece a dicha cara y ademés se sabe que b(S) no esta contenido en ninguna
cara (m-1)-dimensional de S. En consecuencia b(S) # b(Sy) y por ser b(S) € S,
b(Sp) € Sy y So C S se obtiene que S # Sp.

- Reciprocamente, si Sg # S y puesto que se tiene la cadena de caras estrictamente
decreciente S D Sy D S1 D ... D S,,—1 siendo S una cara m-dimensional, se deduce

que Sp es una cara (m-1)-dimensional de S. En particular
b(S()) S S(), b(Sl) €5 C S(), ey b(Sm_l) € S,-1C S(),
de modo que T esta contenido en una cara (m-1)-dimensional de S.

Entonces T' es una cara de exactamente un simplex m-dimensional de P, a saber
[b(5)b(Sp)...b(Sm—1)]- En efecto, si T fuese una cara del simplex [b(Sp)...b(Sm )] se ten-
dria que b(Sp) € Sp,b(S1) € S1 C So, .., b(Sm) € S C Sp. Asi [b(Sp)...b(Sm)] C Sp de
forma que Sy es un simplex m-dimensional y ademés Sy es una cara de S. Por lo tanto

S = Sy, lo cual contradice lo supuesto.

Por otro lado, si T no esta contenido en ninguna cara (m-1)-dimensional de S, es decir,
S = Sp; entonces existe al menos un j < m — 1 tal que el simplex S; se obtiene de Sj_1
eliminando dos vértices o S,,_1 es un simplex 1-dimensional. Se comprueba facilmente que

en ambos casos T’ es una cara de exactamente dos simplices m-dimensionales de P. O

Definicion 3.3. La subdivisién simplicial de un simplex S definida en el teorema anterior

recibe el nombre de subdivisién baricéntrica de S. Podemos definir de forma inductiva la
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l-ésima subdivisién baricéntrica de un simplex S para cada niimero natural : la subdivisién
baricéntrica de S es su primera subdivisién baricéntrica, y definida la j-ésima subdivisién
baricéntrica {S;}%_, de S se define la (j+1)-ésima subdivisiéon baricéntrica de S como la
union Uf:ﬂ?i, donde P; es la subdivision baricéntrica de S; (Figura .

Aplicando el hecho de que para cada cara S’ de S; y cada miembro S” de P; la inter-
seccion S’ N S” es vacia o una cara de S” y un miembro de la subdivision baricéntrica de

S’. se comprueba facilmente que la unién Uf:ﬂ?i es una subdivision simplicial de S.

Figura 3.1: Primera y segunda subdivisiones baricéntricas de un simplex 3-dimensional.

Observemos que al tomar la primera subdivisién baricéntrica de un simplex, los sim-
plices que la conforman tienen un tamano estrictamente menor que el inicial. De hecho,
los tamanos de estos simplices se aproximan a cero a medida que hacemos méas y més

subdivisiones, veamos esto de forma mas precisa.

Consideremos un simplex S = [apa;...an,] C R™, un punto z = Aoag+A1a1+ ...+ Amam,
donde \g+ A +...+ X, =1y A; >0paraj=0,1,..,m, ie, un punto x € S, y un punto

arbitrario y € R", se tiene que:
p(z,y) < méx p(a;,y).
Jj<m

En efecto,

p(x,y) = lr—yl = 1> Naj—> Nyl =D Xlaj—y)| <
=0 =0 =0

m m
< Z(:)Maj -yl < T]Dé%daj - Zg%' = g%égf(aj,y)
J= J=

Lema 3.4. El didgmetro de un simplex [apay...an] C R™ es igual al didmetro del conjunto

{ag,a1,...;am} de sus vértices.
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Demostracion. Sean x,y € [apai...an], entonces p(z,y) < Zp(aj,y). Por otro lado

j<m

plaj,y) < Zp(aj7ai), de donde se infiere que p(x,y) < Z plaj,a;), o, lo que es lo
i<m Jiism

mismo, §([apai...am]) = 6({ag, a1, ...,am}). O

Lema 3.5. La malla de la subdivision baricéntrica de un simpler m-dimensional S =

_m_§(S).

[apay...am| es menor o igual que ]

Demostracion. En virtud del lema anterior es suficiente probar que la distancia entre cua-

lesquiera dos puntos de la forma

1 1
b(S;) = i 1(alO +ai, +...+a;) y b(Sk) = " 1(a20 taiy + .. Fa),
donde k < j < m e ig,i1, ..., iy, €8 una permutacion arbitraria de 0,1,...,m, es menor o
igual que mH(S(S)

Se tiene que p(b(Sk),b(S;)) < plas,,b(S;)) para algin [ < k < j. Asi,

p(b(sk)vb(s )) < p(alzvb )) ’b ) il’ ‘ (alo +ai +...+ al]) aiz‘ =

—|—1

1 ] m
— § . E <
j + 1 ‘ h:O(aZh all j + 1 | Zh all| — ( ) ~m + 1 5(8)

Probamos ahora el hecho que antes notabamos intuitivamente.

Teorema 3.6. Para cada simplex S, dado € > 0 existe un nimero natural | tal que la

malla de la l-ésima subdivision baricéntrica de S es menor que €.

Demostracion. Sea S un simplex m-dimensional y {S;}¥_, su subdivisién baricéntrica. Por

el resultado anterior se tiene la relaciéon méx{d(5;),i = 1,...,k} < -254(S), y entonces:

- La malla de la segunda subdivision baricéntrica de S, max{d(S}),i = 1, ..., k} siendo

S la subdivision baricéntrica de S, es menor o igual que ;%53(S;). Pero por lo

anterior podemos escribir:

m m m m

md(si) < mmfs(s) = (m)25(5)

)?0(S).

- La malla de la tercera subdivisién baricéntrica de S es menor o igual que (%
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- La malla de la n-ésima subdivision baricéntrica de S es menor o igual que (;%7)"0(S)

m_ , m \n B .
Observemos que §(5) > 0y 45 < 1 de forma que nh—>rnoo(7m n 1) 0(S) = 0. Luego existe
l € N tal que (miﬂ)lé(S) < €, 1.e., existe | € N tal que la malla de la l-ésima subdivision
baricéntrica de S es menor que e. O
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CAPITULO 3. SUBDIVISION BARICENTRICA



Capitulo 4
Lema de Sperner

Con los resultados vistos hasta este punto estamos en condiciones de probar el lema de
Sperner, que establece lo siguiente. Consideremos un simplex 2-dimensional S = [aga;asg]
(para facilitar la visualizaciéon) y una subdivision simplicia]ﬂ P de S. Asignaremos a cada

vértice un ntimero segin las siguientes reglas de etiquetado:
= Para 0 <4 < 2 al vértice a; se le asigna el valor 4.

» Para 1 <i < j < 3 a cualquier vértice que se encuentre en la arista [a;a;] se le asigna

o bien el valor ¢ o bien el valor j.

{0,2}
{1,2}

{0,2}

ap ay 0 {0,1} (0,1}

Figura 4.1: Una subdivision simplicial de S y los posibles valores que se pueden asignar a los

vértices de la frontera.

'El resultado se enunciar4 para una subdivisiéon baricéntrica del simplex para simplificar la demostracién
siguiendo [8]. En [3] 6 [17] puede encontrarse el lema de Sperner enunciado y probado para una subdivisién

simplicial en general.

19
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Entonces existe al menos un simplex en P totalmente etiquetado, es decir, en cuyos

vértices aparezcan los valores 0, 1 y 2.

Figura 4.2: Dos etiquetados distintos que verifican las condiciones requeridas.

En el caso general de un simplex n-dimensional esta propiedad se enuncia formalmente

como sigue.

Lema 4.1 (de Sperner). Sea P la l-ésima subdivision baricéntrica de un simplex
m-dimensional [apay...an|, y sea V el conjunto de todos los vértices de los simplices de P.

Si una funcion h: V. — {0, 1,...,m} satisface la condicion
h(U) S {io,il, ,Zk} Yv € [aioail...aik]
entonces existe un simplex en P en cuyos vértices h toma todos los valores de 0 a m.

Demostracion. Probaremos una asercion més fuerte: que el numero de simplices en P
en cuyos vértices h toma todos los valores de 0 a m, digamos ¢, es un niimero impar.

Efectuaremos la demostracion por induccion en m.
- Para m = 0 es evidente pues en tal caso S = {ap} y ¢ = 1.

- Supongamos que la propiedad es valida para m — 1 y veamos que también lo es para
m. Consideremos la familia de todos los simplices de dimensiéon (m —1) que aparecen
en la subdivision baricéntrica de S tomada. Entre ellos distinguimos aquellos simpli-
ces en cuyos vértices la funcién h toma todos los valores de 0 a m — 1, designemos
por P’ la familia de estos simplices (claramente la tinica cara (m — 1) dimensional de
S que contiene simplices de P’ es la cara [agay...ay,—1]). Finalmente en la familia P’

consideremos aquellos simplices que estan en la cara [aga;...an,—1]. Denotemos por u
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el nimero de estos simplices, que por hipotesis es impar.

Escribamos la sucesion S1, Sa, ..., St, Str1, ..., Sw de todos los simplices que aparecen
en la subdivisiéon baricéntrica considerada; supongamos que los simplices 51, ..., S¢

tienen dimensién m y que los restantes la tienen < m.

Designemos por v; para j < t el nimero de caras del simplex S; pertenecientes a P’.
Si denotamos por W; el conjunto de valores que toma la funcién h en los vértices de

S; se pueden dar cualquiera de las siguientes situaciones:

1. SiW; ={0,1,...,m} entonces v; = 1. Basta considerar la cara (m-1)-dimensional
de S; generada por los vértices de S; en los que la funciéon h toma los valores
0,1,....m—1.

2. 51{0,1,....,m—1} C W; #{0,1,...,m}, entonces v; = 2. En este caso la funcion
h toma el mismo valor en dos vértices distintos de Sj. De esta forma hay dos
caras (m — 1)-dimensionales de S; en las cuales h toma todos los valores de 0
a m — 1, pues hay dos formas de tomar de tomar m — 1 vértices de A; cuyos
valores por h sean distintos (segin se tome un vértice de los mencionados u

otro).

3. Si{0,1,...,m—1} ¢ W;, entonces v; = 0.
Por tanto podemos escribir ¢ = (v] + vy + ... + v¢;) mod 2, i.e.,
dd; € Z tal que ¢ = (v] + vy + ... + v¢) + 2d;. (4.1)

En efecto escribamos la sucesion S1, S, ..., S¢ como St, ..., S, Smt1, -, S¢s Sq415 -, St
y supongamos que los simplices S1, ..., Sy, estan en la situacion 1), Sp1, ..., Sy estan
en la situacién 2) y Sg41, ..., Sy estan en la situacion 3). Observemos que siendo asi,

c=m y de este manera:
c=m=1+.+1=v1+..+Vn=0v1+ .. +Un +Vpy1+...+v;—2¢=
=V 4+ .. F Uy F Upp1 + oo + 0 — 2¢+ Vg1 + .. F e =01 + v+ (—29)

y basta tomar d; = —q, siendo g el nimero de sfmplices m-dimensionales de la sub-

division baricéntrica considerada que se encuentran en la situacion 2).

Si asignamos a cada simplex S;, j < ¢, sus v; caras pertenecientes a P’, entonces

cualquier simplex T' € P’ serd asignado (tal y como se ha probado en la ultima parte
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del Teorema a uno o dos simplices S; dependiendo de si el simplex T esta con-

tenido o no en una cara (m — 1)-dimensional de S.

Teniendo esto en cuenta se deduce que u = (vy + vg + ... +v¢) mod 2, i.e.,

dds € Z tal que u = (v1 +v2 + ... + v¢) + 2ds. (4.2)

En efecto, si s es el niimero de simplices de P’ que no estan contenidos en una cara

(m — 1)-dimensional de S, basta tomar dy = —s.

Las formulas (4.1) y (4.2) implican que ¢ — u = 2(d; — d2), luego ¢ es un ntmero

impar.

Ademas de proporcionar una prueba elegante y sencilla para el teorema del punto fijo
de Brouwer, en los dltimos anos el lema de Sperner ha demostrado tener multiples apli-
caciones en diversas areas de las matemaéticas. Tanto es asi que 50 afios después de su
publicacion, Sperner [26] ha hecho un estudio sobre el desarrollo, la influencia y las aplica-
ciones de este lema combinatorio como lo son la invarianza de la dimensién y la invarianza
de la region. Ademas han aparecido multiples generalizaciones del lema que han permitido
desarrollar teoremas antipodales y una demostracién contructiva del teorema fundamental

del Algebra, entre otros.

Nos interesa especialmente el resultado que obtuvieron Kuratowski, Knaster y Ma-
zurkiewicz a partir del lema de Sperner y que ha dado lugar a una de las pruebas mas
directas del teorema de Brouwer. Para demostrarlo utilizaremos el lema de recubrimiento

de Lebesgue,

Teorema 4.2 (de recubrimiento de Lebesgue). Si U es un recubrimiento abierto de un
espacio métrico compacto (M, d), existe € > 0, llamado nimero de Lebesque de U, tal que

todo subconjunto de didmetro menor que € estd contenido en algin elemento de U.

Demostracion. Sea entonces (M, d) un espacio métrico compacto y U un recubrimien-
to abierto de este. Por ser M compacto podemos suponer que U es finito, i.e., U =
{U1,Us,...,U,} siendo n € N.
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Para cada i € {1,2,...,n} tomemos los conjuntos cerrados F; := M \ U;, y consideremos
la aplicacién
fi M — R

que es continua por serlo d.

Dado x € M entonces x € U; para algun ¢ < n, y por lo tanto existe un nimero r > 0
tal que B(x,r) C U;. De esto se infiere que d(z, F;) > r y por consiguiente f(x) > = > 0.
Basta tomar € = min f(x) > 0. En efecto, si A es un subconjunto de M con didmetro < €

v xg es un punto de A, se tiene que:
€ < f(=o) Zd xo, F;) < maxd(xo, F;) = d(zo, F;) para algtn j < n,

debido a lo cual:
ro e A= AC B(Jjo,e) C B(ajo,d(.IQ,Fj)) C Uj.
O

Teorema 4.3 (de Kuratowski—Knaster—MazurkiewiczE] ). Sea {F;}, una familia de sub-
conjuntos cerrados de un simplex S = [apay...an]|. Si para cada cara [a;ya;,...a;,] de S se
tiene que

[@io @i, -..ai,) C Fjy UF;, U UF;,

entonces Fo N Fy N ...N Fy, # 0.

Demostracion. Supongamos Fy N Fi N...N Fy, = 0. La familia {U;}", donde U; = S\ F;
es un recubrimiento de S pues U/~ ,U; = UizlS \F;=S\NiL, F;=S.

Por la compacidad de S y el lema de recubrimiento de Lebesgue, existe un € > 0 tal
que cada subconjunto de S de didmetro menor que € estd contenido en un conjunto Uj;, es

decir, su interseccién con algiin conjunto F; es el vacio.

Por el Teorema existe [ € N tal que la malla de la 1-ésima subdivisién baricéntrica

P del simplex S es menor que €. Denotemos por V el conjunto de todos los vértices de los

2del teorema KKM se deriva el concepto de funciones KKM y el estudio de sus propiedades y aplicaciones
da lugar a la conocida como teoria KKM. Como parte de su desarrollo se han obtenido muchos resultados
equivalentes al teorema de Brouwer, especialmente en anélisis de funciones no lineales y en economia

matemaética.
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simplices en P. Para cada v € V la interseccién de todas las caras de S que contienen a v

es una cara de 9, i.e., es de la forma [a;ya;, ...a;,].

Puesto que v € [a;,a,...a;,] por hipotesis existe un j < k tal que v € F;,. Tomando
h(v) = i; definimos en V una funcién h que se encuentra en las condiciones del lema
de Sperner, luego existe al menos un simplex T' = vgvy...v,, € P tal que h(v;) = i para
i =0,1,...,m. Asi pues, parai = 0, 1, ..., m se tiene que v; € F; y en consecuencia TNF; # ()

para i = 0,1,...,m, lo cual supone una contradiccion por ser 6(T') < e. O



Capitulo 5
Teorema del punto fijo de Brouwer

La siguiente propiedad nos permite enunciar y probar el teorema de Brouwer con
més comodidad. Sean B,, = B[0,1] = {x € R",||z|| < 1} la bola cerrada euclidiana n-
dimensional, B(0,1) = {z € R",||z|| < 1} su interior y $"! = {z € R",||z|| = 1} su

frontera.

Teorema 5.1. Sean W C R"™ un abierto acotado y convexo, W su clausura, OW su

frontera.

a) Para todo w € W y todo p € R" — {0} la semirrecta L = {a +tp con t > 0} interseca
a OW =W — W en un punto, y sélo en uno.

b) Erxiste un homeomorfismo F : W — B, que verifica F(OW) = S ! y que induce un
homeomorfismo entre W y la bola abierta B(0,1).

Demostracion. El enunciado y la siguiente demostracion estan extraidos de [20] pagina 6.

Un enunciado y prueba similares puede encontrarse en [7] pagina 55.

a) Sea w un punto de W'y consideremos la semirrecta L = {w +tp; t > 0}, siendo p € R"
un punto fijado de R™ — {0}. Notemos que L N W es convexo como interseccion de
convexos y es abierto en L. Ademas por ser W acotado se tiene que LNW C W es
también acotado, de forma que Jda € R tal que ¢ < a. Entonces L N W esta formado
por los puntos de la forma w + ¢p con t perteneciente a un intervalo de la forma [0, a).
Siendo asi L interseca a OW = W — W en el punto x = w + ap, veamos que no hay

mas puntos en tal interseccion.

Supongamos que L interseca OW en otro punto, digamos ¥, de forma que x se encuentra

entre w e y en la semirrecta L (en caso contrario podriamos encontrar una bola abierta
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centrada en y completamente contenida en W y por tanto y € W, lo cual supone una

contradiccion). De este modo y = w + bp para algtn a > b y tenemos:
r=(1-thw+ty
donde ¢t = a/b. Podemos rescribir esta ecuacion de la forma

w=(z—ty)/(1—t).

Tomemos una sucesion de puntos {y,} de puntos de W convergente a y (Figurap.1]), y

definamos
wn = (2 — tyn) /(1 — 1),
La sucesion {wy} converge a w, de modo que w, € W para algiun n. Pero puesto que

x = twy, + (1 —t)yn, el punto x pertenece a W por ser este un conjunto convexo, lo cual

supone una contradiccién por cémo tomamos x.

Figura 5.1

Las translaciones son homeomorfismos luego podemos suponer que 0 pertenece al abier-
to W. La funcion f : R — {0} — S™~! dada por f(x) = M €S continua. Ahora por a)
la restriccién f|aw es una biyeccion de OW en S™~! que ademés es un homeomorfismo

por ser una aplicacién biyectiva de un espacio compacto en un espacio Hausdorff.

Sea g : S" 1 — OW su inversa, podemos extender g a una biyecciéon G : B,, — W
que lleva el segmento lineal que une 0 con un punto u € S”~! linealmente en el segmento

que une 0y g(u) (Figura[5.2). Formalmente esto se define como sigue:

G(z) = { lo(E) e siz#0

2]
0 siz=0
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Comprobar la continuidad de G en x # 0 es inmediato. Sea x = 0, dado € > 0 queremos
ver que 30 > 0 tal que ||z — 0|| < 0 = ||G(z) — G(0)|| < e. Notemos que por ser W
acotado IM > 0 tal que ||g(”—iH)H < M. Ademas:

1G ()] = IIg(ﬁH)HIIwII < ||g<”§*,,>||5 < Mb

y en consecuencia basta tomar § < 57.

U
ow
Sl
G(v)
v g(u)
w
(0,0)
Figura 5.2

O

Teorema 5.2 (del punto fijo de Brouwer). Para cada n € N y para cada funcidn continua

f : B, — B, existe un punto x € B, tal que f(z) = x.

Demostracion. Sea T = [agay...a,] C R™ el simplex n-dimensional de vértices ag =
0,...,0), a3 = (n,0,...,0), ... ;an, = (0,...,0,n).

Por ser T clausura de un abierto convexo y acotado, en virtud del teorema anterior
B, ={x € R",||z|| < 1} y T son homeomorfos. En consecuencia es suficiente probar que
para cada aplicacion continua f : T — T existe un punto z € T tal que f(z) = x. Para
cada z € T tenemos:

x = Xo(x)ag + A1 (x)ay + ... + A (x)ay, (5.1)

donde
Ao(x) + A1(x) + oo + Ap(x) =1 (5.2)

y Aj(x) >0 para j =0,1,..,n.
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La imagen del punto € T por f puede escribirse como:

J(@) = Xo(f(2)ao + M (f(z))ar + ... + A (f(2))an (5.3)
donde
Mo(f(@)) + A (f(2)) + ... + Ma(f(2) = 1 (5.4)
y Aj(f(z)) > 0 para j =0,1,...,n.

Para cada i = 0,1, ...,n el conjunto

F = {z € T: M(F(2)) < Mi(2)}

es cerrado ya que \; y f son funciones continuas. Veamos que la familia {F;}}' , esta en
las condiciones del Teorema,

Sea [aj,a;, ...a;, ] una cara de T'y consideremos un punto = € [a;,ai, ...a;, |. Se tiene
Xip () + Ny (l’) + oA (a:) =1
de forma que por (5.4):

Xio (f(@)) + i, (f(2) + .+ N (f(2) < Nip (@) + Xiy () + ..o+ A (o)

luego existe al menos un j < k para el cual A, (f(z)) < A, (), lo que significa que z € Fj;.
Hemos probado asf que
[aioail...aik] C EO UF;, U...U sz (55)

Por el Teorema [.3| existe un punto x € FoU Fy U...U F, y tal como estan definidos los

conjuntos F; esto se traduce en que

Ao(f(2) < Ao(2), M(f(z)) < M), oy Ma(f(2)) < An(2) (5.6)
Pero teniendo en cuenta las igualdades (5.2) y (5.4) se infiere que no puede darse la

desigualdad estricta A\j(f(x)) < A\j(z) para ningtn j. Por consiguiente,

Mo(f(@)) = Ao(z), M(f(@)) = M(2), .y Mnlf(2)) = An(z) (5.7)
y por y obtenemos f(z) = . O]

Corolario 5.3. Sea X un espacio topolégico homeomorfo a B,. Toda funcién continua de
X en si mismo tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. En efecto, si f : X — X es una funcién continua y g : X — B, es un

1. B, — B, es continua. Por el

homeomorfismo entonces la aplicaciéon h := go fog™
Teorema del punto fijo de Brouwer existe z € B, tal que h(z) = z, luego y = g~ !(z) es un

punto fijo de f. O



Capitulo 6
Aplicaciones

El teorema del punto fijo de Brouwer es uno de los mas importantes y conocidos teore-
mas de existencia y sus muchas generalizaciones y formulaciones equivalentes en topologia,
analisis no lineal, teoria de juegos y otros campos de las mateméticas lo convierten en una
potente herramienta para probar la existencia de soluciones en numerosos problemas tanto
de matematicas puras como aplicadas. Haremos a continuacién un breve recorrido por las
conexiones con algunos resultados que se han estudiando recientemente (se puede consultar

una extensa lista en [21]).

En primer lugar estudiaremos como se deduce el teorema de la no retraccién, que habi-
tualmente se demuestra utilizando resultados concernientes a la homologfa de las esferas,

a partir del teorema de Brouwer.

Definicion 6.1. Diremos que un espacio topologico X tiene la propiedad del punto fijo si

toda aplicacién continua f : X — X tiene al menos un punto fijo, i.e, si 3 zg € X tal que

f(zo) = zo.

En general no es facil decidir cuando un espacio topolégico tiene la propiedad del punto

fijo, aunque el teorema de Brouwer permite dar respuesta afirmativa en numerosos casos.

Ejemplo 6.2. El intervalo cerrado [0, 1] es un subconjunto compacto y conexo de R y
por tanto tiene la propiedad del punto fijo. Sin embargo esto no es cierto para el intervalo
abierto (0,1), basta considerar la funcién f : (0,1) — (0, 1) dada por z — f(z) = 22, que

es continua y no admite puntos fijos.

Ejemplo 6.3. Las traslaciones en R? son funciones continuas que no tienen puntos fijos

y en consecuencia R? no tiene la propiedad del punto fijo.
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Ejemplo 6.4. Para cada n € N, S™ no tiene la propiedad del punto fijo ya que la funcién
antipodal a : 8™ — S™ dada por  — a(x) = —x es continua pero no admite un punto

fijo.

Teorema 6.5 (de la no retraccion). Dado n € N, n > 1, entonces S"~! no es retracto de
B,.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que S”~! es un retracto de B, y sea
r: B, — S" ! una retracciéon de B,, en S""!. Se tiene que r es una aplicaciéon continua
tal que 7(x) = x Vo € S" !, es decir, 7 04 = Idgn-1 siendo i : S"~ ! < B, la aplicacién

inclusion.

Sea f : 8" ! — S"~! una funcién continua. En virtud del teorema de Brouwer, B,
tiene la propiedad del punto fijo y por otro lado la funcién io for : B, — B,, es continua
como composicion de funciones continuas. Entonces 3 xg € B, tal que io for(xg) =x0y
por consiguiente,

f(r(zo)) =roio for(zo) =r(wo)

de modo que f tiene un punto fijo.

Como esto se tiene para una funcién continua de S®~! en S”~! arbitraria se concluye

que S™! tiene la propiedad del punto fijo, lo cual supone una contradiccién con lo visto
en el Ejemplo [6.4] O

El propio Brouwer [6] deriva los siguientes dos resultados de su teorema de punto fijo:

Teorema 6.6 (de invarianza del dominio de Brouwer). Sean U un suconjunto abierto de
R" y f: U — R™ una funcion continua e inyectiva. Entonces V = f(U) es abierto y f

es un homeomorfismo de U en V.

Corolario 6.7 (invarianza de la dimension topologica). Sin > m y U es un subconjunto
abierto y no vacio de R™, entonces no existe una funcién continua e inyectiva de U en R™.

En particular R™ y R™ no son homeomorfos.

El teorema de Brouwer tiene también cabida en espacios de dimensién no finita, tal
como mostraron algunas de sus generalizaciones. Entre ellas cabe mencionar los teoremas

del punto fijo de Schauder [24] y Tychonoff [28], que datan de 1930 y 1035 respectivamente:

Teorema 6.8 (del punto fijo de Schauder). Sean X wun espacio de Banach y C C X un
subcongunto no vacio, acotado, cerrado y convexo de X. Entonces toda aplicacion f : C —

C' compacta, es decir, continua y tal que f(A) es relativamente compacto (i.e., la clausura
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de f(A) en C, f(A), es compacta) para todo subconjunto acotado A C C, tiene un punto
fijo en C.

Teorema 6.9 (del punto fijo de Tychonoff). Sean X un espacio vectorial topoldgico lo-
calmente convero y C' C X un subconjunto compacto, convexo y no vacio de X. Entonces

toda aplicacion continua f: C — C tiene un punto fijo en C.

Ambos resultados se usan a la hora de estudiar la existencia de soluciones para siste-
mas de ecuaciones no lineales, sistemas de desigualdades, ecuaciones integrales, ecuaciones
diferenciales ordinarias que satisfacen la condicién de Lipschitz... En el &mbito del anélisis
funcional se destaca que en 1973 Victor Lomonosov dié una prueba de la existencia de

subespacios invariantes basandose en el teorema de punto fijo de Schauder.

Otra generalizaciéon destacable es la que expone S. Kakutani en 1941 en [I4] para
funciones multivariantes (funciones que llevan puntos a conjuntos) y aunque su utilidad
se acentlia en teorfa de juegos y econonomia matemética[] también se ha empleado en

programacion matematica y teoria de ecuaciones diferenciales:

Teorema 6.10 (de Kakutani). Sea K un subconjunto compacto y convero de R™. Sea
F: K — P(K) una multifunciéon de un grafo cerrado y con valores convezos. Entonces

F tiene un punto fijo, es decir, existe x € K tal que x € F(x).

Ademas en 1984 Maehara [18] expone como el teorema de la curva de Jordan es conse-

cuencia del teorema que nos ocupa (para n = 2).

Teorema 6.11 (de Jordan). Sea C' una curva cerrada simple (i.e., es la imagen por un
homeomorfismo de la circunferencia) en el plano euclideo. Entonces R?\ C no es conezxo
y consta de exactamente dos componentes conexas que tienen o C como frontera comin.

Ademds una y sélo una de ellas es acotada.

Para terminar recientemente W. Kulpa [16] dedujo una generalizacion del teorema de
Brouwer valiéndose del teorema de Fubini y el teorema de aproximacién de Weierstrass, la

cual que le servié para dar una prueba simple del teorema fundamental del algebra.

!Tal vez la aplicacién mas importante fue la descubierta por Nash probando la existencia de equilibrio en
un juego finito. Después de esto se sobrevinieron muchas otras aplicaciones en teoria de juegos y economia

(como probar la existencia de equilibrio econ6mico).
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Capitulo 7

Conclusion

El teorema del punto fijo de Brouwer fue uno de los primeros logros de la Topologia
Algebraica y, aunque en un principio su estudio estaba enfocado al trabajo con ecuaciones
diferenciales, tiene ramificaciones en diversas areas de las mateméticas y tal vez por esto
es un resultado de especial renombre entre la familia de teoremas que conforman la Teor{a

del punto fijo.

A lo largo de este trabajo hemos querido relacionar este conocido teorema de caracter
topoldgico con el que se podria considerar un resultado analogo en términos combinatorios
no muy conocido: el lema de Sperner. Para deducir el primero de ellos del segundo hemos
necesitado introducir y examinar las propiedades de algunos conceptos fundamentales de
la teoria simplicial como lo son el de subdivisién simplicial y el de subdivisién baricén-
trica. Esta ultima proporciona una construccién que nos permite subdividir un simplex
en otros simplices cuyos didmetros sean tan pequenos como queramos, propiedad que no
es indispensable para establecer el lema de Sperner pero que ha resultado ser crucial a la
hora de probar el teorema KKM (apoyandonos también en el teorema de recubrimiento
de Lebesgue y el lema de Sperner). De este resultado obtuvimos finalmente el teorema de

Brouwer sin apelar a procedimientos avanzados de homologia simplicial.

La elegante prueba del teorema del punto fijo de Brouwer en términos de homologia
pone de manifiesto que a pesar de que el lema de Sperner presenta un enunciado facil de
comprender no es tan inocente como podria parecer. El procedimiento seguido a lo largo
de esta exposicion muestra que aunque el teorema KKM combinado con el lema de Sperner
no es un método muy conocido para establecer el teorema de Brouwer es un camino facil

de seguir que tal vez no ha encontrado atn la popularidad que merece.
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Finalmente era necesario senalar que este teorema ha sido el punto de partida de
numerosos resultados y generalizaciones repasando brevemente algunas de sus multiples
aplicaciones mas recientes. Su relaciéon con teoremas como el de la curva de Jordan, el
teorema fundamental del Algebra, la invarianza del dominio o de la dimensién topologica
es una clara evidencia de la trascendencia que a tenido y tendra el teorema més famoso de

Brouwer.
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