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Resumen

Este trabajo trata de desarrollar una introduccién a los conceptos y los resultados mas im-
portantes de la teoria de la eleccién social. Para ello, se unifica la notacién de varias fuentes
bibliograficas y se definen los conceptos basicos relacionados con la eleccién social. Después de
esto, se presenta el primero de los resultados: el Teorema de Imposibilidad de Arrow. Después de
éste, se presenta el segundo resultado: el Teorema de Imposibilidad de Gibbard-Satterthwaite.
Una vez presentados los conceptos y a los resultados, con el fin de completar el trabajo, se desa-
rrolla un estudio practico para visualizar el resultado obtenido en el Teorema de Imposibilidad

de Arrow.

Abstract

This paper attempts to develop an introduction to the most important concepts and results
of social choice theory. For this purpose, the notation of several bibliographical sources is unified
and the basic concepts related to social choice are defined. After this, the first result is presented:
Arrow’s Impossibility Theorem. This is followed by the second result: the Gibbard-Satterthwaite
Impossibility Theorem. Once the concepts and results have been presented, in order to complete
the work, a practical study is carried out to visualise the result obtained in Arrow’s Impossibility

Theorem.
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Introduccion

Este trabajo trata de realizar una introduccién al campo de la eleccién social y un repaso a los
resultados de imposibilidad més importantes que hay, entre los cuales encontramos el Teorema
de Arrow y el Teorema de Gibbard-Satterthwaite.

En el primer capitulo de esta memoria trataremos de definir los conceptos mas utilizados en
el resto de capitulos aunando un cierto niimero de referencias bibliograficas y estandarizando
la notacién. Ademas, definimos una serie de reglas de clasificaciéon, también conocidas como
funciones de bienestar. Para concluir primer capitulo introductorio, completamos los conceptos
restantes haciendo un breve repaso histérico a la teorfa de la eleccién social utilizando como

referencia el articulo [10].

En el segundo capitulo, entramos de lleno en los resultados de eleccion social. Aqui, tratamos
de construir una funcién de bienestar social deseable empleando una serie de condiciones para,
finalmente, observar que la existencia de esta funcién es imposible. Para este capitulo intentamos

explicar como se pasa del planteamiento original de Arrow [1| a enunciados méas modernos como
son los de Mas-Colell [13].

En el tercer capitulo, tratamos otro teorema de imposibilidad muy importante: el de Gibbard-
Satterthwaite. En este caso, en lugar de una funcién de bienestar, construimos una funcioén de
eleccién social con una serie de caracteristicas deseables. De nuevo, combinamos el planteamiento
original de Gibbard [11]| y Satterthwaite [18| con planteamientos més modernos como es, otra
vez, el de Mas-Colell [13].

Por altimo, en el cuarto capitulo, trataremos de llevar a cabo los experimentos realizados en el
articulo [15] para poder observar, en la practica, cuanto fallan realmente las reglas de clasificacion
definidas en el primer capitulo cuando las probamos frente a las condiciones deseables del segundo

capitulo.
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Capitulo 1

Introduccion a la eleccidon social

La teoria de la eleccion social, iniciada en su forma moderna por Arrow [2], se ocupa de la
relacién entre los individuos y la sociedad. En particular, se ocupa de la agregacion del interés,
juicio o bienestar individual en una nocién agregada de bienestar social, juicio social o eleccién
social [20].

El propio Arrow explicaba que en una democracia capitalista existen esencialmente dos mé-
todos para tomar decisiones sociales: la votacién, que suele utilizarse para tomar decisiones
“politicas”, y el mecanismo de mercado, que suele utilizarse para tomar decisiones “econémicas”
[2]. En esta monografia, Arrow decidi6 que, en su trabajo, la distincion entre la votacion y el
mecanismo de mercado serfa ignorada, siendo ambos considerados como casos especiales de la
categoria mas general de eleccion social. Ademéas, también decidié que el estudio se atendria a
los aspectos puramente formales de la eleccién social, es decir, Arrow evita introducirse en los
aspectos propios de la teoria de juegos que se encuentran asociados de forma intrinseca a la

economfia y a la politica. En este trabajo seguiremos estas mismas directrices.

Ademas, en el modelo clasico de eleccidon social, hay un ntumero finito de agentes que tienen
preferencias sobre un ntimero finito de alternativas. Estas preferencias se agregan en una pre-
ferencia social segtn la llamada funcion de bienestar social o funcién de agregacion social (la
cual definiremos formalmente mas adelante), o bien dan lugar a una alternativa comun segun la

llamada funcion de eleccién social o funcién de votacion.

El objetivo principal de este trabajo es realizar una introduccién a las mateméticas del
campo de la eleccion social centrandonos en el teorema de Arrow y en el teorema de Gibbard-
Satterthwaite. El primer teorema se aplica a las funciones de bienestar social y dice que, si la
preferencia social entre dos alternativas cualesquiera sélo debe depender de las preferencias in-
dividuales entre estas alternativas y, por tanto, no de las preferencias individuales que implican

otras alternativas, entonces la funcién de bienestar social debe ser dictatorial. El segundo teore-
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ma se aplica a las funciones de eleccién social y dice que las tnicas funciones de eleccion social
que son invulnerables a la manipulacién estratégica son las dictatoriales. Estos resultados sue-
len denominarse “teoremas de imposibilidad”, ya que las dictaduras se consideran, generalmente,
indeseables. Ademas, con el fin de profundizar en el resultado de Arrow, analizaremos el rendi-
miento de una serie de funciones de bienestar con respecto a una serie de condiciones deseables

con un caso practico.

Asi pues, comenzaremos esta introduccién a la eleccion social describiendo los conceptos

matematicos que trataremos en este trabajo junto con la notacién empleada para representarlos.

1.1. Definiciones y notacién

Hemos comentado al principio que la eleccion social se ocupa de la agregacion de los intereses,
juicios o bienestar individuales en una nocién agregada de bienestar social, juicio social o eleccién
social. Esto se puede simplificar diciendo que esta disciplina se ocupa de los procesos que permiten
a un conjunto de individuos decidir sobre una determinada materia considerando las preferencias

de cada individuo del conjunto.

Estas preferencias se definen sobre un conjunto de alternativas o candidatos entre las cuales
se escoge. De forma general, consideraremos a las alternativas mutuamente excluyentes y las
denotaremos con letras mintusculas z, y, z. .. Asi pues, si denominamos S al conjunto de alterna-
tivas, entonces el proceso de seleccidén general serd, y asi lo consideraremos de aqui en adelante,

de la siguiente forma [2]:

1. Considerando todos los pares posibles formados por las alternativas, tomemos x e y, las
relaciones que puede haber entre este par de alternativas son: x es preferida a y, = es

indiferente a y o y es preferida a x.

2. Las decisiones tomadas para cada par se consideran consistentes entre si, es decir, si se
prefiere x a y y se prefiere y a z, entonces x se prefiere a z. De forma similar, si = es

indiferente a y e y a z, entonces x es indiferente a z.

3. En caso de existir una alternativa preferida a todas las demas se seleccionara tal alternativa.

Una vez explicado esto, podemos ver que la preferencia y la indiferencia son relaciones entre
las alternativas. Sin embargo, no es demasiado conveniente trabajar con dos relaciones, por lo
que emplearemos la relaciéon “preferido o indiferente”. Denotaremos la relaciéon “x es preferida
o indiferente a ¢’ como x 2~ y. Las relaciones de preferencia e indiferencia derivadas de 7 se

denotan por > y ~, respectivamente [13].
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Por lo tanto, es importante, para la claridad de la exposicién, tener un sfmbolo para el
conjunto de todas las posibles relaciones racionales de preferencia o indiferencia en S y para el
conjunto de todas las posibles relaciones de preferencia en S que tienen la propiedad de que no
hay dos alternativas distintas indiferentes, es decir, para las posibles relaciones de preferencia

estricta. Denotamos estos conjuntos, respectivamente, por R y P. Obsérvese que P C R.

Todo esto que acabamos de escribir se puede resumir en una serie de axiomas tal y como lo
hace Arrow [2].

Axioma 1.1. Para todo x,y € S, o x ZZy o bieny  x.

Una relacién 7~ que satisface el axioma 1.1 se dird que es conexa o, lo que es lo mismo,
que satisface el axioma de conexidad. Notese que se supone que el axioma 1.1 se cumple tanto
cuando x = y, como cuando x # y. En el primer caso decimos que x es indiferente a si mismo
para cualquier x, y esto implica que x = x, lo cual significara que la relacion = es reflexiva.
Obsérvese también que la palabra “0” en el enunciado del axioma 1.1 no excluye la posibilidad
de que suceda tanto x 77 y como y 7~ z. Esa palabra simplemente afirma que al menos uno de

los dos eventos debe ocurrir; ambos casos pueden ocurrir.

Axioma 1.2. Para todo x,y,z € S, si se cumple que x 7y e y 7 z, entonces T - z.

Una relacion 77 que satisface el axioma 1.2 se dice que es transitiva o, dicho de otro modo,
que satisface el axioma de transitividad. En el caso de que cumpla ambos axiomas, 1.1 y 1.2, se
denomina ordenaciéon débil o, a veces, simplemente ordenacién. Una relacién - que tenga
estas dos propiedades tomadas conjuntamente crea una clasificacion de las distintas alternativas.
El adjetivo “débil” se refiere al hecho de que la ordenacién no excluye la indiferencia, es decir,
los axiomas 1.1 y 1.2 no excluyen la posibilidad de que para algunas x e y distintas, tanto = =~ y
como y - x; como ya sucedia cuando explicdbamos el axioma 1.1. Una ordenacién fuerte, por
otro lado, es una ordenacién en la que no son posibles los empates. Una ordenaciéon débil es una
generalizacién del concepto “mayor o igual que” aplicado a los nimeros reales; una ordenacién
fuerte generaliza el concepto “mayor que” aplicado al mismo &mbito. En esta memoria cuando
hablemos simplemente de orden o de ordenacién nos referiremos siempre a la ordenacion débil,
mientras que para referenciar especificamente a la ordenacién fuerte hablaremos de preferencia

estricta.

Puede parecer que los dos axiomas en cuestién no caracterizan completamente el concepto de
preferencia. Por ejemplo, es natural pensar que, no sélo la relacion 77, sino también las relaciones
de preferencia (estricta) > y de indiferencia ~ son transitivas. Mostraremos que, definiendo ade-
cuadamente la preferencia y la indiferencia en términos de =, se obtendran todas las propiedades

deseadas.
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Definicion 1.3. x > y se define como la negaciéon de y =~ x. Es decir, es la relacion de preferencia

estricta.

Definicion 1.4. z ~ y significa que x 22 y e y = x. Es decir, es la relacion de indiferencia.

Una vez establecidas todas las definiciones bésicas, establezcamos las diferentes implicaciones

que existen entre las relaciones.

Lema 1.5. Se cumplen las siguientes implicaciones:

1. Para todo x, x 7 x.

2. Six =y, entonces T 7 y.

3. Six>=y ey z, entonces T > z.

4. Six~y ey~ z, entonces x ~ 2.

5. Para todo x ey, o bien se cumple que x 2~ y o bien que y > .

6. Six >y ey z, entonces se cumple que x - z.

Demostracion. Vemos que:

1. En el axioma 1.1, sea y = x; entonces se cumple que, para todo z, o bien x 72 x o bien

x - x, lo que es lo mismo que decir que = 7 x.
2. Directa de la definiciéon 1.3 y del 1.1.

3. Supongamos que z 7 x. Si demostramos que esto no puede ocurrir, entonces, por la defi-
nicién 1.3 tendremos que x > z. Por hipotesis, tenemos que x > y. Esto implica que x 72 y
por el punto 2. Como hemos supuesto que z 7~ = y sabemos que x 7 y, entonces, por el
axioma 1.2, z 7~ y. Pero sabemos, por hipotesis, que y = z, lo que significa que, tomando
la definicion 1.3, no puede ocurrir z - y. Por lo tanto, llegamos a una contradiccion y

podemos concluir que x > z.

4. Si tenemos x ~ y e y ~ z, sabemos que, por la definicion 1.4, z 77 y e y 7= z. Siguiendo
el axioma 1.2 sabemos que x = z. De la misma forma, por la definicién 1.4, sabemos que
z Zyey Z x, por lo que, por el axioma 1.2, tenemos que z - x. Es decir, tenemos que

T 7 zy 27w, lo que, por la definiciéon 1.4, significa que = ~ z.

5. Directamente de la definicién 1.3.
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6. Al igual que hicimos en el punto 3, supongamos que z - z. De z 22 x e y 77 z se tiene que
y 7~ x, por el axioma 1.2. Pero, si tomamos la definicion 1.3, se tiene que z > y implica que

no y =~ x. Por lo tanto, suponer z 7~ x lleva a una contradiccion, lo que implica que = = z.
O

Ahora que hemos definido formalmente el concepto de preferencia y su orden a través de la

relacién =

~?

es importante definir el concepto de eleccién, teniendo en cuenta que, en general,
debemos considerar la eleccién entre un conjunto dado de alternativas como un conjunto en sf
mismo [2]. Si S es el conjunto de alternativas disponibles, como ya habiamos denotado anterior-
mente, llamaremos E(S) a la alternativa o alternativas escogidas del conjunto de alternativas S.
E(S) es, por supuesto, un subconjunto de S. Cada elemento de E(S) es preferible a todos los
elementos de S que no estan en E(.S5) e indiferente a todos los elementos de E(S); y, por lo tanto,
si z € E(S), se cumple que x 77 y para todo y € S. Por otra parte, si tenemos que x 7, y para
todo y € Sy, ademés, x € S, entonces, por la definicién 1.3, no hay ningtn elemento z € S tal

que z > x. Por lo tanto, podemos definir E(S) formalmente como sigue [1]:

Definiciéon 1.6. E(S) es el conjunto de todas las alternativas « € S tales que, para todo y € S,

se cumple que x 77 y.

Hay que senalar que E(S) describe una relacion funcional, ya que asigna una eleccion a cada
conjunto de alternativas S. Podemos llamarla funcién de eleccion. Arrow describia el siguiente

lema para un conjunto de dos alternativas S = {x,y} [2].

Lema 1.7. z > y es equivalente a decir que x es el unico elemento de E({x,y}).

Demostracion. En primer lugar, probemos que si x > y, entonces = es el tinico elemento de
E({z,y}). Sea {z,y} el conjunto compuesto por las dos alternativas = e y. Supongamos que
x > y. Entonces x 77 y, por el punto 2 del lema 1.5, y x - z, por el punto 1 del lema 1.5, de
modo que x € E({x,y}); pero, de nuevo por la definicién 1.3, ya que = > y, esto implica que no

se cumple y 77 x, de modo que y ¢ E({z,y}), es decir, E({z,y}) contiene el tinico elemento x.

A la inversa, comprobemos que si x es el tnico elemento de E({x,y}), entonces z > y.
Supongamos que E({z,y}) contiene el tnico elemento x. Como y no pertenece a E({z,y}),

entonces no se cumple y 2~ x y, por la definicién 1.3, z = y. O

En caso de que ni x > y ni y > x, tenemos, claramente, que x ~ y, y esto equivale a decir
que E({z,y}) contiene tanto a x como a y. Si, entonces, conocemos E({z,y}) para todos los
conjuntos de dos elementos, hemos definido completamente las relaciones > e ~ vy, por tanto, la

relacion 77; pero, por la definiciéon 1.6, conocer la relacion - determina completamente la eleccion
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E(S) para todos los conjuntos de alternativas S. Por lo tanto, tal y como entendemos la eleccion,
ésta puede determinarse para cualquier conjunto de alternativas S mediante el conocimiento de

las elecciones en los pares de alternativas.

Es importante indicar que la representacion del mecanismo de eleccion a través de relaciones
de orden no es la tinica existente. Por ejemplo, mucha bibliografia emplea las funciones de utilidad

[7]. Estas se definen de la siguiente forma [16]:

Definicion 1.8. Sea S un espacio métrico dotado de una relacién de preferencia 2. Decimos

que 7 es representable si existe alguna u : S — R tal que para todo z, y € S,
x Zy e u(z) = uy).

La aplicacion u se denomina la funcion de utilidad que representa 2-.

Esta representacion se emplea en la literatura en la cual el uso de comparaciones interper-
sonales de bienestar o utilidad no se descarta. Las reglas clasicas de decisién social, como el
utilitarismo o cualquier otra regla que permita compensaciones entre las utilidades experimen-
tadas por diferentes individuos, simplemente no pueden expresarse en términos de una funcién
de bienestar social de Arrow. Para que el procedimiento de eleccién social incorpore informacién
sobre las comparaciones interpersonales de utilidad, hay que generalizar la nocién de funcién de
bienestar social. En lugar de determinar la preferencia social sobre la base de un perfil de orde-
naciones de preferencias individuales, una funcién de bienestar social asignaria una preferencia

social a cada perfil admisible de funciones de utilidad individual.

Sin embargo, Arrow indicaba que, en lo que respecta a las funciones de utilidad, existe la
dificultad formal de que, si no se hacen suficientes suposiciones de continuidad sobre la ordena-
cion, puede no existir ninguna manera de asignar nimeros reales a las distintas alternativas de
manera que se satisfagan los requisitos habituales de una funcién de utilidad. En cualquier caso,
simplemente habria que sustituir la expresion = - y por la expresion u(z) > u(y), y la estructura

de las pruebas no cambiaria [2].

Una vez definidos los conceptos de ordenacion, de preferencia y de elecciéon, es importante
aclarar otros conceptos relacionados con éstos: el de votacién y funcién de bienestar social.
Consideramos entornos en los que hay un conjunto de alternativas S, un conjunto de n votantes
y una regla que describe cémo se utilizan las ordenaciones de los votantes para determinar un
resultado. Consideramos dos tipos diferentes de reglas. Una regla de votacion (voting rule) o
funciéon de eleccion social produce un tnico ganador, y una regla de agregacion social (ranking
rule) o funcion de bienestar produce una ordenacion social sobre las alternativas. Las reglas de
votacion se utilizan, obviamente, en las elecciones o, en general, cuando un grupo tiene que elegir

una de varias alternativas, es decir, tomar decisiones a nivel social. Una regla de clasificacion
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podria utilizarse cuando un departamento universitario clasifica a las alternativas a la facultad
basédndose en las preferencias de los miembros actuales de la facultad. En ambos casos, suponemos
que la clasificacion de cada votante estd representada por una relacion de orden tal y como la
hemos definido anteriormente, 7. Esto podria realizarse de manera mas restrictiva utilizando

relaciones de preferencia en lugar de las de orden [12], pero, por ser coherentes con el trabajo de

Arrow, emplearemos las relaciones de orden.

De aqui en adelante denotaremos por 77; la relacion de orden asociada al votante i y se
denominara perfil de ordenacion al conjunto (ZZ1,...,72,) € R que describe las relaciones de
orden de los n votantes. Ademas, diremos que V' es un conjunto de votantes e I = {1,...,n} es

el conjunto total de todos los votantes.

Definicion 1.9. Una regla de votacion o funcién de eleccidon social definida sobre un
subconjunto A C R"™ es una regla f : A — S que relaciona cada perfil de ordenacién
(Z1y---5y2Zn) € R™ con un elemento f(Z1,...,2,) = x € S, al cual denominaremos ganador

~1

de la eleccion, es decir, E(S) = {z}.

Ya hemos visto que el conjunto de alternativas escogidas puede ser un conjunto E(S) cuando
habldbamos de una relacién individual de ordenacién. En el caso de una funcién de eleccién social

consideraremos tnicamente los casos donde E(S) posee un tnico elemento.

De esta idea de eleccion es de donde surge, naturalmente, la necesidad de tener, a parte de las
reglas de votacion, reglas de agregacioén social, es decir, funciones de bienestar social. Fue Bergson

quien las denominé con este nombre [4] y, més tarde, Arrow propuso la siguiente definicion [2]:

Definicion 1.10. Una funcién de bienestar social o funcién de agregacion social definida
sobre un subconjunto A C R"™ es una regla F' : A — R que relaciona un perfil de ordenacion

(Z1,.+-,2Zn) € R™ a una tnica relacién de orden == F (Z1,...,7,) € R.

~1

Es necesario decir que no hace falta que nos preguntemos si se puede definir tal funcion
de bienestar social. Tomando el conjunto A C R", diremos que es un conjunto admisible
de relaciones de ordenacién individual si la funcién de bienestar social define una ordenacion
social, es decir, una relacion que satisface los axiomas 1.1 y 1.2 [1|. Una funciéon de bienestar
social seria aquella para la que todo conjunto de ordenaciones individuales fuera admisible.
Sin embargo, podemos considerar, con algin tipo de fundamento a priori, que ciertos tipos
de ordenamientos individuales no tienen por qué ser admisibles. Por ejemplo, en la economia
del bienestar se ha supuesto o implicado con frecuencia que cada individuo valora las distintas
alternativas inicamente en funcién de su consumo de ellas. Si este es el caso, s6lo deberiamos
exigir que nuestra funcion de bienestar social se defina para aquellos conjuntos de ordenamientos
individuales que sean del tipo descrito; s6lo éstos deberian ser admisibles. Hablaremos mas en

profundidad sobre esto cuando expliquemos el teorema de Arrow.
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Ademas, con el fin de facilitar la notacion de las funciones de bienestar, para cualquier perfil
de ordenacion (Z1,...,2Zn) € R", denotaremos >= Fj, (Z1,...,2n) € P como la relacion de

preferencia estricta derivada de 2= F (ZZ1,. .., 2Zn) [13]-

La definicién 1.10 de funcién de bienestar cobrara suma importancia cuando hablemos de los
teoremas de imposibilidad. Esta definicién, ademas, tiene una estrecha relacién con la definicién
1.9 de funcién de eleccion social. Por un lado, si tenemos una funcién de bienestar social siempre
podemos obtener una regla de votacion sin més que, una vez obtenida la relacion de orden =,
eliminar la alternativa peor clasificada y repetir el proceso. Cuando sélo nos quede una alternativa
habremos concluido y tendremos nuestra regla de votacién. Una forma mas evidente de obtener
esto es generar un ranking basado en la ordenacioén - obtenida y determinar como ganador de la
regla de votaciéon al que se encuentre en el primer puesto del ranking. Por otro lado, en algunos
casos también se cumple el reciproco, esto es, podemos calcular la funcién de bienestar a partir

de la funcién de eleccién, pero no para todos los casos.

1.2. Funciones de bienestar

Ya hemos visto las definiciones de regla de votacién y funcién de bienestar. Muy a menudo
nos encontramos estos dos conceptos como si fuesen sinénimos en un claro abuso del lenguaje.
Principalmente, nos encontramos con que muchas veces se emplea el término “regla de votacién”
en lugar del de “funcién de bienestar” debido a la facil conversiéon que hemos visto de las segundas
a las primeras. En esta seccién analizaremos cinco funciones de bienestar bien conocidas en la
literatura: la regla de Borda, la de veto, la de mayorfa simple o pluralidad, la de mayorfa por
pares y la de Copeland. Dentro de éstas, vamos a distinguir dos tipos: las de puntuacion (Borda,

veto y mayoria simple) y las de comparacion por pares (mayoria por pares y Copeland) [17].

1.2.1. Funciones de puntuaciéon

Si tomamos el perfil de ordenacion (7Z1,...,7,) € R", cada una de las relaciones de ordena-
cion que componen este perfil de ordenacion, sea 7—; la relacion de ordenacion del votante i, la

denotaremos con un vector de puntuacion [17] de la forma:

o= (o, ...,
siendo m el nimero de alternativas y cumpliéndose que agl) > > agm), con al(j ) eN para todo
ie€lyje{l,...,m}. Asi, si tenemos una alternativa x en la j-ésima posicion en la relacion de

()

ordenacién del votante i-ésimo, entonces tendra asociado el valor o;”’ del vector de puntuacién.

Este valor lo denotaremos como a;(z). Sumando todas las puntuaciones obtenidas para cada
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alternativa y ordenéndolas obtenemos la relacion de orden resultante de aplicar la funcién de

bienestar. Para cada alternativa z, la puntuacion total obtenida la denotaremos por a(x).

Ejemplo 1.11. Vamos a tener en cuenta un escenario ficticio con el que ejemplificaremos el
uso de cada una de las funciones de bienestar social [17]. Este escenario estara formado por tres
votantes y por tres alternativas, S = {z,y, z}. Las relaciones de ordenacién de cada votante son
las siguientes:

1. Votante 1: z 771 y 721 2. Es decir, el orden del votante sera zyz.

2. Votante 2: y 79 z 72 x. Es decir, el orden del votante sera yzx.

3. Votante 3: x Z3 y =3 2. Es decir, el orden del votante sera xyz.

Mayoria simple o pluralidad

En la regla de mayoria simple, sélo la alternativa més votada obtiene un punto, todos los
demés alternativas no obtienen ningtn punto. Por lo tanto, el vector de puntuacién de esta regla

es el siguiente:

Ejemplo 1.12. Tomando el escenario definido en 1.11, vemos que las puntuaciones asociadas a

cada alternativa son las siguientes:

Mayoria simple

EIRE

Votante 1 || 1 [0 |0
Votante 2 || 0 |1 |0
Votante 3 || 1 [0 |0
Resultados || 2 | 1| 0

Por lo tanto, sumando las puntuaciones vemos que x tiene 2 puntos, y tiene 1 punto y z tiene
0 puntos. Por lo tanto, la relaciéon de ordenacion 77 obtenida por la funcion de bienestar cumple

que T 7y 2.

Veto

La funcion de bienestar anterior, es decir, mayoria simple, si observamos el resultado, premia a
la alternativa que se encuentra méas veces en la primera posicién en cada relacién de ordenacién de

cada votante. Otro argumento diferente a este puede ser el decir que deberia ganar la alternativa
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que menos veces se encuentra en la ultima posicion. Asi es como se define la regla de veto (también

conocida como antipluralidad) y, por lo tanto, su vector de puntuaciones es el siguiente:

Ejemplo 1.13. Tomando de nuevo el escenario definido en 1.11, vemos que las puntuaciones

asociadas a cada alternativa son las siguientes:

Veto
ERE
Votante 1 110
Votante 2 || 0 | 1|1
Votante 3 || 1 |10
Resultados || 2 | 3 | 1

Por lo tanto, sumando las puntuaciones vemos que x tiene 2 puntos, y tiene 3 puntos y z tiene 1
punto. Por lo tanto, en este caso, la relacion de ordenacion 2~ obtenida por la funcion de bienestar

cumple que y 77 = 7~ 2.

Borda

Otro protocolo de puntuaciéon muy conocido es la regla de Borda, debido a Jean-Charles de
Borda [6]. Cuando hay m alternativas, la alternativa en la primera posicién de una votacion
obtiene m — 1 puntos de este votante, la alternativa en la segunda posicién obtiene m — 2 puntos,
v asi sucesivamente hasta que la alternativa en la Gltima posicién obtiene 0 puntos. El vector de

puntuacién para Borda con m alternativas es, segtun lo explicado, el siguiente:
a=(m—-1,m-2,...,0),

Ejemplo 1.14. Tomando de nuevo el escenario definido en 1.11, vemos que las puntuaciones

asociadas a cada alternativa son las siguientes:

Borda
ERE
Votante 1 || 2 |1 |0
Votante 2 || 0| 2 |1
Votante 3 || 2 |1 |0
Resultados || 4 | 5| 1

Por lo tanto, sumando las puntuaciones vemos que x tiene 4 puntos, y tiene 4 puntos y z tiene

1 puntos. Por lo tanto, en este caso, la relacion de ordenacion 7~ obtenida por la funciéon de
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bienestar cumple que = =~ y 2 z y que y =~ x =~ z. En este caso, a diferencia de los anteriores,
tenemos que el conjunto F(S) = {z,y} esta formado por dos alternativas, en lugar de por una,

como en el resto de casos vistos hasta ahora.

1.2.2. Funciones de comparacién de pares

A diferencia de los protocolos de puntuacion, aqui los candidatos no reciben puntos inme-
diatamente de los votantes segin su posicién en las votaciones, sino que todos los candidatos
se comparan entre si en enfrentamientos uno contra uno. Es de esta forma como se comprueba
quién de los dos candidatos es preferido (es decir, quién esta por delante del otro en las listas de
preferencias de los votantes) por la mayoria de los votantes. Si hay un nimero par de votantes,
pueden producirse empates. Veremos una de las funciones de bienestar més conocidas y que

satisface estas caracteristicas.

Mayoria por pares

Este método consiste en enfrentar a cada candidato con todos los demés en una serie de
comparaciones de uno contra uno. El ganador de cada emparejamiento es el candidato preferido
por la mayoria de los votantes. A menos que haya un empate, siempre hay una mayoria cuando
solo hay dos opciones. Esta regla de comparacién entre pares se denomina mayoria por pares, la

cual explicaremos formalmente en secciones posteriores.

Se considera que el candidato preferido por cada votante es el de la pareja que el votante
clasifica (o valora) mas alto en su relacion de orden particular. Por ejemplo, si tomamos las
alternativas z,y € S y realizamos un enfrentamiento por pares entre ellas, es necesario contar
tanto el nimero de votantes que han preferido a x antes que a y, como el numero de votantes
que han preferido a y antes que a z. Si x es preferida por mas votantes, entonces es la ganadora

de ese emparejamiento. Veamos ahora un ejemplo de como ejecutar esta funcion de bienestar.

Ejemplo 1.15. Tendremos ahora para este caso otro escenario ficticio. Supongamos que tenemos
ahora el conjunto de alternativas S = {a,b, ¢, d}. Ademés, tendremos 6 votantes, cuyas relaciones

de ordenacion son las siguientes [17]:

1. Votante 1: B 751 d 721 ¢ 721 a. Es decir, el orden del votante serd bdca
2. Votante 2: d 222 b 752 ¢ 722 a. Es decir, el orden del votante sera dbca.
3. Votante 3: ¢ 723 a 723 b 773 d. Es decir, el orden del votante sera cabd.

4. Votante 4: a 774 ¢ 724 d 754 b. Es decir, el orden del votante sera acdb.
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5. Votante 5: a 725 ¢ 75 b 725 d. Es decir, el orden del votante sera achd.

Representaremos los enfrentamientos uno contra uno de la forma a?b, siendo en este caso a
y b los candidatos comparados entre si. Veamos en la siguiente tabla todos los enfrentamientos

posibles y su resultado:

Condorcet
| v | aze | avd | b7c | b2a | c2a

Votante 1 b c d b b d
Votante 2 b c d b d d
Votante 3 a c a c b c
Votante 4 a a a c d c
Votante 5 a a a c b c
Resultados a c a c b c

Por lo tanto, viendo los resultados tenemos que ¢ gana 3 enfrentamientos por pares, a gana 2, b

gana 1 y d no gana ninguno. Por lo tanto, el orden social establecido serd ¢ 7~ a 72 b 7 d.

Este método sirve como base para las funciones de bienestar basadas en comparacién por
pares. De hecho, muchas veces se utiliza como sinénimo de método de Condorcet. En esta me-
moria utilizaremos ese término para englobar a un conjunto de funciones de bienestar concretas.

Veremos mas adelante cuales cuando hablemos del trabajo de Condorcet.

Hay que decir que este método no tiene en cuenta los empates en esos enfrentamientos por
pares, por eso decimos que es una “regla base” para el resto de métodos de comparacién por

pares. Para este caso, veremos el siguiente método.

Copeland

Como sucede anteriormente, para determinar los puntos de los candidatos, todos ellos entran
en una competicién uno contra uno con todos los demés. Si uno de los dos candidatos en dicha
contienda es preferido por la mayoria de los votantes, recibe un punto y el otro ningan punto. Si
ninguno de ellos tiene la mayoria (es decir, si empatan, lo que s6lo es posible para un nimero par
de votantes), entonces ambos reciben medio punto. La suma de los puntos de un candidato da la
puntuacion Copeland de este candidato. El que tiene més puntos (es decir, la mayor puntuacion
Copeland) es el ganador de Copeland. Ramoén Llull propuso un sistema de votacion que también
se basa en comparaciones por pares [8]. Los sistemas de Llull y el mencionado sistema de Copeland

son muy parecidos. La tnica diferencia crucial es que los empates en las comparaciones por pares
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(que pueden producirse si hay un ntimero par de votantes) se recompensan con un punto en el

sistema de Llull, no con medio punto.

Intentando establecer una relacion entre el trabajo de Llull y Copeland, se puede construir
toda una familia de sistemas de votacion que generaliza la puntuaciéon dada por un empate: Para
cada a € Q tal que « € [0, 1], Copeland® denota el mismo sistema que el descrito anteriormente,
excepto que un empate en una comparacion por parejas se recompensa con « puntos. Asi, si
denotamos la puntuacion obtenida por una alternativa x con Copeland® como C“(x), este valor
se corresponderd con el ntimero de victorias de x més « veces el nlimero de empates en las
comparaciones por pares de x. Asi pues, la ordenacioén 7~ resultante de la funcion de bienestar se
definira segtn el ranking resultado de ordenar (en este caso hablamos del orden usual en R) los
valores de C%(x) para cada alternativa z. En esta notacion, Copeland% es el sistema Copeland
comin, y el sistema de Llull es Copeland'. Si hay un ntimero impar de votantes, no es posible
el empate en ninguna comparacién por mayoria; los sistemas Copeland® son entonces idénticos

para todos los a.

Ejemplo 1.16. Tendremos ahora para este caso otro escenario ficticio. Supongamos que tenemos
ahora el conjunto de alternativas S = {a, b, ¢, d}. Ademads, tendremos 6 votantes, cuyas relaciones

de ordenacion son las siguientes [17]:

1. Votante 1: a 221 d 221 ¢ 21 b. Es decir, el orden del votante sera adcb
2. Votante 2: ¢ 752 d 752 b 752 a. Es decir, el orden del votante sera cdba.
3. Votante 3: ¢ 753 d 753 b 753 a. Es decir, el orden del votante sera cdba.
4. Votante 4: b 724 d 724 a 724 c. Es decir, el orden del votante seréd bdac.
5. Votante 5: a 725 ¢ 75 d 725 b. Es decir, el orden del votante sera acdb.

6. Votante 6: a 7Z¢ ¢ 726 b 76 d. Es decir, el orden del votante serd acbd.

Como ya hicimos en el ejemplo de la regla de mayoria por pares, representaremos los enfren-
tamientos uno contra uno de la forma a?b, siendo en este caso a y b los candidatos comparados

entre si. Veamos en la siguiente tabla todos los enfrentamientos posibles y su resultado:
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Copeland
| a? | a?c | avd | b2e | b7a | c2d

Votante 1 a a a c d d
Votante 2 b c d c d c
Votante 3 b c d c d c
Votante 4 b a d b

Votante 5 a a a c d c
Votante 6 a a a c b c
Resultados ? a ? c d c

Por lo tanto, viendo los resultados (donde denotamos el empate como ?), obtenemos los siguientes

resultados:

C%a) =142«
CYb) =«
C%c) =2
C'd)=1+a

Asi, en caso de tener o = % como en el Copeland comun, entonces habria dos ganadores, E(S) =
{a,c} y el orden social establecido es cZ a5 d - boa ¢z d b, lo cual se puede escribir de
la forma ¢ ~ a 77 d 77 b. Sin embargo, si utilizdsemos la variante desarrollada por Llull, entonces

el ganador seria tnicamente a, F(S) = {a} y el orden establecido seria a 77 ¢ ~ d 72 b.

1.3. Contextualizacion historica

En esta introduccion hemos explicado ya conceptos muy importantes que conforman la estruc-
tura formal de la teorfa de la eleccién social, esto es: funcién de bienestar, funcién de eleccién,
relacién de ordenacion y preferencia estricta. Ademas, hemos explicado también una serie de

funciones de bienestar ampliamente conocidas y que serdn nombradas a lo largo de este trabajo.

Sin embargo, atiin nos queda por definir una serie de conceptos importantes y, sobre todo,
nos falta por exponer los problemas que existen en torno a la elecciéon social y que, en gran
medida, explican la necesidad de que una teoria sea desarrollada. Para esto, realizaremos una
contextualizacion histérica sobre varias de las figuras mas importantes de la teoria de la eleccion
social junto con sus aportaciones [10]. Muchas de ellas ya las hemos visto como parte de la

Secciéon 1.1 de definiciones, pero sin contexto (las funciones de bienestar social de Arrow, por
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ejemplo). Por lo tanto, en esta seccion trataremos de contextualizar estos conceptos y completar

con otros que nos faltaban.

Para ello, dividiremos la época historica de la eleccidon social en dos etapas. Una primera
etapa de nacimiento y de desarrollo; y una segunda etapa centrada en el bienestar social y donde

irrumpe la teoria desarrollada por Arrow.

1.3.1. Primera etapa

Comenzaremos esta etapa hablando de uno de los autores méas importantes en la teoria de
la elecion social: Condorcet. Hemos explicado en la Seccién 1.2.2 la funcién de bienestar de
mayoria por pares, que es una funcion de bienestar muy importante en la teoria desarrollada por
Condorcet, como veremos a continuacion. En esta seccién profundizaremos sobre otros conceptos

de suma importancia y que, como resulta logico, estan muy ligados a esta funcién de bienestar.

En primer lugar, cabe decir que su principal contribucién a la disciplina es el Essai de 1785
[9]. Esta obra esta esencialmente dedicada a la utilizacién de la teorfa de la probabilidad para
resolver cuestiones concretas, como lo que hoy se denomina teorema del jurado de Condorcet.
Pero los desarrollos sobre este tema son bastante recientes y Condorcet es quizés méas famoso por
lo que propone en la parte preliminar de su Essat, en la que se pueden descubrir las nociones de

ganador de Condorcet y la paradoja de Condorcet.

Definicion 1.17. Sea un conjunto de alternativas S y un conjunto de relaciones de preferencia
{>—

~ls -

., Zn}. Siexiste x € S tal que para todo y € S se cumple que x es el ganador del método
de mayoria por pares, entonces llamamos a = el ganador de Condorcet o alternativa de
Condorcet. De la misma forma, si existe x € S tal que para todo y € S se cumple que y es el

ganador del método de mayoria por pares, entonces llamamos a z el perdedor de Condorcet.

Esta definicién de ganador de Condorcet se incluye dentro de lo que se conoce como criterio de
Condorcet. Dada cualquier funcién de eleccién social, diremos que tal funcién satisface el criterio
de Condorcet si, de existir un ganador de Condorcet, esta funcion lo elige como ganador. Se dice
que estos sistemas de votacién son métodos de Condorcet. La regla de votacién asociada a la
mayoria por pares, definida en 1.2.2, satisface este criterio y se considera método de Condorcet,
como es logico, pues es la empleada para definir el concepto. Es por esto por lo que deciamos que
la funcién de mayoria por pares tiene cierta relevancia. También cumple este criterio la regla de

mayoria absoluta que hemos definido en 1.2.2.

En cuanto a la paradoja de Condorcet (o paradoja de la votacién), ésta puede presentarse
de forma muy sencilla y expone los problemas asociados a las funciones de bienestar de los que

hablabamos al comienzo de esta seccién. Supongamos que hay tres votantes y tres opciones x, y



16 1. Introduccion a la eleccion social

y z. Supongamos que tenemos las siguientes relaciones de ordenacién para cada votante:

1. Votante 1: x 721 y 721 2. Es decir, el orden del votante sera xyz.
2. Votante 2: y 79 z 79 x. Es decir, el orden del votante sera yzx.

3. Votante 3: z 771 « 721 y. Es decir, el orden del votante sera zzy.

Segun la regla de mayoria por pares, explicada en la Seccion 1.2.2; tenemos la siguiente tabla

de puntuaciones:

Mayoria por pares

| 2ty | w22 | g2z

Votante 1 x T Y
Votante 2 Y z
Votante 3 T z
Resultados T z Y

Asi pues, analizando la tabla de resultados vemos que x se declara socialmente preferida a y, y
socialmente preferida a z y z socialmente preferida a z. Por lo tanto, no hay ningin ganador
de Condorcet y, no sélo eso, si no que se quebranta el axioma de transitividad a través del
cual definiamos el orden, es decir, el resultado de la funcién de bienestar social no es un orden.
Esta paradoja muestra que las reglas de eleccién social no son tan simples como podria parecer
en un primer momento, pues con ejemplo sencillo de una regla de eleccién muy popular hemos
conseguido quebrar la transitividad que ya exponiamos cuando hablabamos de orden en el axioma
1.2. Otro ejemplo proporcionado por Condorcet consiste en mostrar que la regla de Borda, la

cual hemos explicado en 1.2.1, puede fallar en la seleccién de un ganador de Condorcet existente.

Junto con Nicolas de Condorcet, Jean-Charles de Borda es considerado también uno de los
padres de la teoria de la eleccién social y del voto. El trabajo de Borda sobre la votacién es
bastante limitado, apenas unas paginas en un documento matematico en el que introduce lo que
ahora se conoce como la regla de Borda, descrita en la Secciéon 1.2.1; pero en el que también
demuestra que la regla de la pluralidad es defectuosa, ya que puede seleccionar una opcién que
es derrotada en parejas (utilizando la regla de la mayoria por pares) tomando todas las demés
opciones, es decir, tal y como vemos en la definicion 1.17 serfa entonces un perdedor de Condorcet.
Sin embargo, sorprendentemente, no existe ninguna prueba de que un ganador de Borda no pueda

ser un perdedor de Condorcet [6].

Entre las contribuciones importantes, también hay que mencionar a Charles Dodgson (cono-

cido bajo su seudénimo de Lewis Carroll) y Edward Nanson. En particular, Dodgson propone
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varias reglas basadas en la regla de la mayoria y la regla de Borda, pero ahora es més conocido
por una regla que ha sido estudiada por los informaticos [3]. Cuando no hay un ganador de
Condorcet, Dodgson sugiere que seleccionemos la opcidén que se convierta en ganadora de Con-
dorcet tras el menor namero de transposiciones en las preferencias individuales. Por ejemplo, en
el caso de la paradoja de Condorcet presentada anteriormente, si el votante 2 en lugar de tener
la clasificacién yzx tiene una clasificacion yzz, se puede observar que x se convierte en gana-
dor de Condorcet tras una tnica transposicion, es decir, si zz se convierte en xz. Sin embargo,
este ejemplo en concreto, por sus propiedad de simetria, cumple que transposiciones similares

llevarian a y o z a ser ganadores de Condorcet tras una tnica transposicién.

1.3.2. Segunda etapa

Esta segunda etapa estd protagonizada por la monografia de Kenneth Arrow de 1951 [2],
de la cual ya hemos hablado, y que pertenece a la ascendencia de una literatura que trata de
rescatar la economia de bienestar. Esta afirmacion se ejemplifica con algunos hechos, como el
de que Arrow utiliza el mismo concepto de “funcién de bienestar social”. En la segunda edicién
de la monografia [1], la funcién de bienestar social se supone que satisface cuatro condiciones.
En primer lugar, las ordenaciones individuales de preferencias no estan restringidas. En segundo
lugar, en caso de preferencias unanimes de una alternativa x sobre otra alternativa y, entonces
la alternativa = debe ser socialmente preferida a la y (criterio de Pareto). En tercer lugar, no
existe ningin individuo cuya preferencia estricta se convierta, sean cuales sean las preferencias
de los demas individuos, en la preferencia social estricta (dicho individuo se llamaria “dictador”).
En cuarto lugar, si en dos perfiles de ordenaciones de preferencias individuales dos alternativas
x e y son idénticas en cuanto a preferencias (por ejemplo, el votante 1 prefiere x a y en ambos
perfiles, el votante 2 es indiferente entre = e y en ambos perfiles, etc.), entonces los dos valores
tomados por la funcién de bienestar social deben ser idénticos en cuanto a la relacién de orden
del par x e y. Por ejemplo, x se prefiere socialmente a y en ambos perfiles. Esta cuarta condicion
es denominada por Arrow “independencia de las alternativas irrelevantes”. Arrow demuestra que
si hay al menos dos votantes (el nimero de votantes es finito) y tres estados sociales, no existe
ninguna funcién de bienestar social que satisfaga las cuatro condiciones. Este se suele denominar

el Teorema de Imposibilidad de Arrow y serd explicado en profundidad en este trabajo.






Capitulo 2
Teorema de Imposibilidad de Arrow

En esta seccién profundizaremos en lo explicado al final de la Seccién 1.3, es decir, c6mo
las cuatro condiciones que Arrow impone a las funciones de bienestar social son imposibles de

cumplir, lo que se denomina Teorema de Imposibilidad de Arrow.

2.1. Propiedades de la funcién de bienestar

2.1.1. Caso con dos alternativas

Comenzamos nuestro analisis considerando el caso més sencillo posible: aquel en el que s6lo
hay dos alternativas sobre las que decidir. Las llamamos alternativa x y alternativa y. La alter-
nativa z, por ejemplo, podria ser el “statu-quo”, y la alternativa y podria ser un proyecto piblico
concreto cuya ejecucion se estd contemplando. Los datos de nuestro problema son las preferen-
cias individuales de los miembros de la sociedad sobre las dos alternativas. Suponemos que hay
4 individuos, o votantes. La familia de preferencias individuales entre las dos alternativas puede

describirse mediante el perfil siguiente:

B=B1,...,0,) € R™.

donde B; toma el valor 1, 0, o —1 dependiendo de si el votante i prefiere la alternativa x a la
alternativa y, es indiferente entre ellas, o prefiere la alternativa y a la alternativa x, respectiva-
mente. Es importante indicar que esta notacién serd empleada tinicamente para el caso de dos
alternativas y, aunque se asemeje a la notacion que empleabamos en la Seccién 1.2.1, nada tiene
que ver con ella. En este caso, cada elemento del perfil se corresponde con la preferencia de un
individuo, mientras que en el otro caso, cada elemento del perfil se correspondia con cada una de
las alternativas y establecia la relacion de orden entre ellas. Asi pues, empleando esta notacion,

podemos redefinir la funcion de bienestar de la siguiente forma [13].

19
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Definicién 2.1. Una funcién de bienestar social (o agregador de bienestar social) es una regla F'
que asigna una preferencia social, es decir, F/(8) € {—1,0, 1}, a cada posible perfil de preferencias
individuales 8 € {—1,0,1}".

Si recordamos la definicién general de funcion de bienestar social 1.10, vemos que esta funcion
lo que hace es, tomando todas las relaciones de orden 77; de cada votante i, asociarles una relacion

de orden . En este caso, las tinicas relaciones de orden posibles son:

1. La relacion 721 que cumple que x 721 y. Asociamos esta relacion con el ntmero 1.

2. La relacion 72 que cumple que = 2o y y que y 2 x, es decir, x ~ y. Asociamos esta

relacion con el numero 0.

3. La relacion 7—3 que cumple que y 7~1 x. Asociamos esta relacion con el nimero —1.

Por lo tanto, vemos que esta definicién es, como era de esperar, un caso particular de la
definicién 1.10. Una vez visto esto, es momento de avanzar en el andlisis de las funciones de
bienestar social de la mano de este caso particular de dos alternativas. Y, para continuar, es

necesario dar la siguiente definicién.

Definicién 2.2. La funcion de bienestar social F(3) es de Pareto, o cumple el criterio de
Pareto, si respeta la unanimidad de preferencia estricta por parte de los votantes, es decir, si
FQ1,...,1)=1y F(-1,...,—-1)=—1.

Todas las funciones de bienestar social que consideraremos seran de Pareto. Esto significa
que las funciones respetaran, aunque de forma débil, las preferencias individuales.

Ejemplo 2.3. Abundan las funciones de Pareto de bienestar social entre dos alternativas [13].
Sea (71,...,7) € R un vector de ntimeros no negativos, no todos nulos. Entonces, se podria
definir:

F(B) = sign (Z %5i> ;
donde, para cualquier a € R, se cumple que

1 si a > 0,
sign(a) =< 0 sia=0,

—1 sia<0.
Esta funcién cumpliria que es de Pareto (por el hecho de que 7; > 0, para todo i € {1,...,n}).

Un caso particular importante es la votaciéon por mayoria. Denotaremos ahora la funcién por

M(-) y la definiremos como F'(-) con 7; = 1 para todo i € I. Entonces M(8) = 1 si y solo si
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el numero de votantes que prefieren la alternativa x a la alternativa y es mayor que el nimero
de votantes que prefieren y a x. Del mismo modo, M (8) = —1 si y solo si los que prefieren y a
2 son mas numerosos que los que prefieren = a y. Finalmente, en caso de igualdad de estos dos

nameros, tenemos M (8) = 0, es decir, la relacion resultante es la indiferencia.

Naturalmente, esta regla que acabamos de explicar es exactamente la misma que la regla de
la mayoria por pares que explicamos la Seccién 1.2.2, pero con la particularidad de que, en lugar
de haber una cantidad arbitraria de alternativas, tenemos s6lo dos. Por lo demas, exceptuando
el cambio de notacién que empleamos para el caso particular de dos alternativas, todo es igual.

Teniendo en cuenta esto, podemos definir el siguiente tipo de funciones de bienestar social.

Definicion 2.4. Decimos que una funcion de bienestar social es dictatorial si existe un votante
d, llamado dictador, tal que, para cualquier perfil 3, si se cumple que 55 = 1, entonces F(8) = 1
y, andlogamente, si se cumple que 83 = —1, entonces F(3) = —1. Es decir, la relacion de orden

del dictador prevalece como preferencia social.

Una funcién de bienestar social dictatorial es de Pareto en el sentido de la definicion 2.2.
Para las funciones de bienestar social del ejemplo 2.3, tenemos dictadura siempre que v4 > 0

para algin individuo d y «; = 0 para todo i # d, ya que en este caso F(8) = 4.

La funcién de bienestar social de la mayoria desempefia un papel de referencia en la teoria
de la eleccién social. Ademas de ser de Pareto, tiene tres propiedades importantes, que pasamos
a enunciar formalmente. La primera (simetria entre votantes) dice que la funcion de bienestar
social trata a todos los votantes en igualdad de condiciones. La segunda (neutralidad entre
alternativas) dice que, igualmente, la funcién de bienestar social no distingue, a priori, ninguna
de las dos alternativas. La tercera (monotonia) dice, con mas fuerza que la propiedad de Pareto

de la definicién 2.2, que la funcién de bienestar social es sensible a las preferencias individuales.

Definiciéon 2.5. La funcién de bienestar social F' es simétrica entre votantes (o0 anénima)
si los nombres de los votantes no importan, es decir, si una permutacion de preferencias entre
votantes no altera la preferencia social. Para expresar esta idea formalmente, tomemos una

funcion biyectiva m : {1,...,n} — {1,...,n} (una permutacion); entonces, para cualquier
perﬁl B = (Bl? EERE) Bn) tenemos que F(Blv B 7/371,) = F(Bﬂ'(l)? s 7ﬁ7r(n))

Definicién 2.6. La funcion de bienestar social F' es neutral entre alternativas si F(3) =
F(Bi,...,Bn) = —F(=p1,...,—Bn) = —F(—P) para cada perfil 8 = (B1,...,8n), es decir, si la

preferencia social se invierte cuando invertimos las preferencias de todos los individuos.

Definiciéon 2.7. La funcién de bienestar social F' es monétona, siempre que 3' >3, 3 #8 vy

F(B) > 0, entonces tenemos que F(3') > 0'. Es decir, si x es socialmente preferido o indiferente

!Cuando decimos que B’ > 3, lo que estamos diciendo es que para cada ; € B v 3. € B, se cumple que

Bi > Bi.
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a y v algunos votantes elevan su consideracién de x, entonces x seguird siendo socialmente

preferido.

Veamos que, como anticipamos antes, la votacién por mayoria satisface las tres propiedades

recién definidas.

Proposicion 2.8. La regla de la mayoria M satisface las propiedades de simetria entre votantes

(anonimato), neutralidad entre alternativas y monotonia.

Demostracion. Demostremos que la regla de la mayorfa satisface cada una de las definiciones.
Tomemos el perfil B = (81, ..., 5n).

1. Anonimato. Sea 7 : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacion. Entonces se cumple que

Y ie1 Bi = i1 Bx(iy ¥, por lo tanto, tenemos que:
M(B) = sign (Z 5z‘> = sign <Z &(i))
i=1 i=1

2. Neutralidad. Tenemos que se cumple lo siguiente:

M(B) = M(Br; . ., bn)
s (Y1)
=1
s (3250 2

i=1
= —sign (Z(—Bﬁ)
i=1

= —M(_Blv ) _ﬁn) = _M(_IB)

3. Monotonia. Asumamos que M (8) = M(f1,...,B,) > 0, entonces sign (37, ;) > 0, lo
que implica que > | 8; > 0. Tomemos (B1,...,0;,) > (B1,...,0n) tal que (B,...,5,) #
(B1s---,Bn). Entonces, > | B > 0, lo que implica que sign (3, ) > 0 y esto, final-
mente, implica que M (B1,...,0,) = 1.

O

Por lo tanto, acabamos de ver que una condicién necesaria de la regla de la mayoria es que
se cumplan estas tres propiedades. Sin embargo, estas condiciones no son sélo necesarias, si no

también suficientes [14].



2.1. Propiedades de la funcién de bienestar 23

Teorema 2.9. (Teorema de May) Una funcion de bienestar social F' es una es una funcion
de bienestar social de mayoria simple si y sdélo si es siméirica entre votantes, neutral entre

alternativas y mondtona.

Demostracion. Ya hemos argumentado que las tres propiedades son necesarias en la proposicion
2.8. Para establecer la suficiencia, nétese en primer lugar que la propiedad de simetria entre
los votantes significa que la preferencia social s6lo depende del nimero total de votantes que
prefieren la alternativa x a y, del namero total que es indiferente y del niimero total que prefiere

y a x. Dados (51, ..., (), denotamos
W (Br Ba) = # i B =1 vy (Br...,Ba) = # i B = 1) 2
Entonces la simetria entre votantes nos permite expresar F ((1,..., ) de la forma
F (B, 80) =G (0" (Br,---,Bn),n” (Br,- -, Bn)) -

Ahora, supongamos que (81,...,08,) es tal que n* (B1,...,8,) = n~ (B1,...,B,). Entonces
n+ (_/317 ey _571) =n (/817 cee 75%) - TL+ (/817 R ﬂ?’b) =n (_617 ey _671)7 Yy, por tanto,

F(Bis..osBn) =G (0" (Bry.o, 80) ™ (Brs-- o, Bn))
(

=G (nJr —B1yeeey=PBn) s (=1, .., —6n))
=F(=p1,...,—Bn)
=—F(B1,...,Bn)
La ultima igualdad se deriva de la neutralidad entre alternativas. Como el tinico ntmero que
es igual a su negativo es el cero, concluimos que si nt (B1,...,8,) = n~ (B1,...,3,) entonces
F(Bi,....5n) =0.
Supongamos a continuacion que n (81, ..., 8,) >n" (B1,. .., By). Denotamos H = n™* (31, ..., ),

J =n"(f1,...,0n); entonces J < H. Digamos, sin pérdida de generalidad, que 3; = 1 para
i < Hy B <0 parai> H. Definamos un nuevo perfil (51,...,3],) como

Bi=p8=1 parai<J<H,
Bi=0 para J <i < H,
Bi=pB<0 parai>H.

Entoncesn™ (81,....8,) =Jyn  (B],...,0,) =n" (B1,...,0n) = J.Porlo tanto, F (8,..., ) = 0.
Pero, por construccion, la alternativa x ha perdido fuerza en el nuevo perfil de ordenaciéon. En

efecto, (B1,...,Bn) > (BY,---,B) ya que se cumple que 8741 = 1> 0= ), ;. Por lo tanto, por

la propiedad de monotonia, debemos tener F (S1,...,05,) = 1.

—

2Recordemos que la notacion #A = “cardinal del conjunto A” = “ntimero de elementos del conjunto A”.
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Por el contrario, n~ (B1,...,8,) >n" (B1,...,Bn) entonces n™ (=B1,...,—Bn) >n~ (=B,...

y, por tanto, F'(—f1,...,—B,) = 1. Por lo tanto, por la neutralidad entre las alternativas:

F(Bi,....Bn) ==F(=P1,...,—Bn) = —1.

Concluimos asi que F (f31,...,y) es efectivamente una funcién de bienestar social de mayoria

simple. O

2.1.2. Caso general

Una vez visto el caso concreto de dos alternativas, en esta seccién intentaremos generalizar
los conceptos e ideas vistas con el fin de poder aplicarlas a contextos un poco mas complejos,
pero, a la vez, mas interesantes a nivel de estudio. Para ello, comenzaremos generalizando la

definicién de funcién de Pareto o, lo que es lo mismo, el criterio de Pareto.

Definicién 2.10. La funcion de bienestar social F' : A — R es de Pareto (o, dicho de otro
modo, satisface el Principio de Pareto) si, para cualquier par de alternativas {z,y} C S
y cualquier perfil de preferencia (Z1,...,22,) € A, tenemos que x es socialmente preferida

estrictamente) a y, es decir, F, (71,...,7,) y, siempre que x =; y para cada i € I.
P\~ ~

En el siguiente ejemplo observamos una regla que cumple con la definicién del Principio de

Pareto.

Ejemplo 2.11. La regla de Borda, definida en 1.2.1. Esta regla cumple que es de Pareto, puesto
que si x =; y para todo i € I, entonces a;(x) > ay(y) v, por tanto, >, a;(x) > > a;(y),

provocando esto que xFy, (Z1,...,%5n) Y-

Ahora que hemos visto la definicion del criterio de Pareto para el caso general, veamos también

la definicion de funcién dictatorial para este caso [1].

Definicion 2.12. Se dice que una funcién de bienestar social es dictatorial si existe un individuo
d tal que, para todo z,y € S (siendo S el conjunto de alternativas), =4 y implica que z > y
independientemente de las ordenaciones del perfil (2Z1,...,7,) € R™ de todos los individuos
distintos de d, donde > es la relacion de preferencia social estricta correspondiente al perfil
(?\:1’ R zn)

A continuacién, exponemos una importante restriccion sobre las funciones de bienestar social
sugerida por primera vez por Arrow [1]. La restriccion dice que las preferencias sociales entre
dos alternativas cualesquiera dependen sblo de las preferencias individuales entre las mismas dos
alternativas. Hay dos posibles lineas de justificacién para este supuesto. La primera es estricta-

mente normativa y tiene un atractivo considerable: argumenta que al establecer una clasificacién
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social entre = e y, la presencia o ausencia de alternativas distintas de x e y no deberia importar.
Son irrelevantes para el hecho en cuestion. La segunda es de caracter practico. El supuesto faci-
lita enormemente la tarea de tomar decisiones sociales porque ayuda a separar los problemas. La
determinacién de la clasificacién social sobre un subconjunto de alternativas no necesita ninguna

informacién sobre las preferencias individuales sobre las alternativas fuera de este subconjunto.

Definicion 2.13. La funcion de bienestar social F' : A — R definido en el dominio A C
R"™ satisface la condicién de independencia de alternativas irrelevantes (o IIA, por sus
siglas en inglés) si la preferencia social entre dos alternativas cualesquiera {z,y} C S depende
unicamente del perfil de las preferencias individuales sobre las mismas alternativas. Formalmente,
para cualquier par de alternativas {x,y} C S y para cualquier par de perfiles de preferencias

(Z1yeo ) €Ay (24, ..., 7)) € A con la propiedad de que, para cada i € T,

T YT TiyeySiTey T,

tenemos que

eF (D1, )y & aF (31,70 y
yque
yF(Z1,....Zn)z & yF(Zh,....,70) 2

Ejemplo 2.14. Veamos ahora como la regla de Borda no satisface la condiciéon de ITA. La razén es
sencilla: el rango de una alternativa depende de la colocacién de cada una de las otras alternativas.
Supongamos, por ejemplo, que hay dos votantes con las relaciones de orden 71,729€ R y un

conjunto de tres alternativas S = {x,y, z}. Para las preferencias

T>12>1Y

Y2 22

tenemos que x es socialmente preferida a y. De hecho, a(z) = 3 and a(y) = 2. Pero para las
preferencias

x -1y -z,
Y >’2 z >/2 x
tenemos que y es socialmente preferida a x. De hecho, en este caso a(zx) = 2 y a(y) = 3. Sin

embargo, la ordenacién relativa de = e y no ha cambiado para ninguno de los dos votantes.

Para ilustrarlo de otra forma, esta vez con tres votantes y cuatro alternativas {x,y, z, w},

consideremos
21T 1Y 1w,

272X Y 2 W,

Yy=32>=3W >3
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Aqui, y es socialmente preferida a x, ya que a(x) =4 y a(y) = 5. Pero supongamos ahora que
las alternativas z y w se desplazan hacia el fondo para todos los votantes (lo que, debido a la
propiedad de Pareto que hemos definido en 2.2, es una forma de decir que las dos alternativas se

eliminan del conjunto de alternativas):
x>y =z = w,
vhy s 2y, 22)
Y 5T -5 2 =5 w.
Entonces x se prefiere socialmente a y, pues en este caso a(z) = 8 y a(y) = 7. Por tanto, la
presencia o ausencia de las alternativas z y w importa para la preferencia social entre x y y. Otra
modificacion llevaria la alternativa = al fondo para el votante 3:
x =1y =] 2= w,
x5y = 2=t w
Y52 w =5
Ahora y es socialmente preferido a x, pues a(z) = 6 y a(y) = 7 (lo que, en relacion con el

resultado visto en 2.2, es un buen resultado desde el punto de vista del votante 3).

2.2. Teorema de imposibilidad

Hemos visto en la seccién anterior una serie de propiedades que pueden poseer las funciones
de bienestar. De hecho hemos observado la dificultad de la busqueda de funciones de bienestar
que cumplan varias de estas propiedades. En esta seccién ahondaremos méas en esta cuestion y

la remataremos con el enunciado y demostracion del Teorema de Imposibilidad de Arrow.

Para hacer esto, en primer lugar, agruparemos las propiedades explicadas en la seccién an-
terior como condiciones requeridas para una funcién de bienestar. Una vez hecho esto, demos-
traremos que estas condiciones se cumplen en el caso particular de emplear dos alternativas.
Para finalizar, veremos que estas condiciones no se cumplen en el caso general con al menos tres

alternativas enunciado en forma del Teorema de Imposibilidad de Arrow.

2.2.1. Condiciones

En su trabajo, Arrow propuso que las funciones de bienestar deben cumplir una serie de
condiciones para ser una “buena” funcion de bienestar o, dicho de otro modo, Arrow propuso
una serie de condiciones deseables que una funcién de bienestar debe poseer para poder generar
como resultado una ordenacion social que agregue de forma satisfactoria las relaciones de orden

de cada individuo. Las condiciones son las siguientes.
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1. Condicidn 1. Entre todas las alternativas existe un conjunto S de tres alternativas tal que,

para cualquier conjunto de ordenaciones individuales (2ZF,..., 75 ) € R™ de las alternativas
en S, existe un conjunto admisible de ordenaciones individuales (71, ..., 7Z,) € R™ de todas

las alternativas tal que, para cada individuo ¢ € I, x 7Z; y si y solo si 227 y para z,y € S.

2. Condicion 2. Sean (Z1,...,7n) y (Z),..., 7)) dos perfiles de relaciones de ordenacion
individual, - y =/ las correspondientes ordenaciones sociales, y = y =’ las correspondientes
relaciones de preferencia social estricta. Supongamos que para cada ¢ € I, dada una alter-
nativa ¢ € S, las dos relaciones de ordenacién individual estan conectadas de la siguiente
manera;

gy ed iy a#Fa Y,

vZiy =iy v,

r-iy=z-,y V.
Entonces, si z >; y, >, y.

3. Condicién 3. La funcién de bienestar social debe cumplir la propiedad ITA de la cual ya

hemos visto la definicién en 2.13.

4. Condicién 4. La funcién de bienestar social no debe ser impuesta. Veamos la definicién

de ser impuesta.

Definicién 2.15. Se dird que una funcién de bienestar social es impuesta si, para algin
par de alternativas distintas z,y € S, © 7~ y para cualquier perfil de ordenaciones individua-

les (%1, ..,2Zn) € R™ donde 7 es el ordenamiento social correspondiente a (21, ..., Zn)-

~1

5. Condiciéon 5. La funcién de bienestar social no puede cumplir la propiedad dictatorial de

la cual ya hemos visto la definicién en 2.12.

De aqui en adelante supondremos que las funciones de bienestar social de las cuales hablare-
mos cumplen las Condiciones 1-5, a no ser que se especifique lo contrario. El resultado central de
esta seccion y de la teoria de eleccion social de Arrow es que la suposicion de que una funcion de
bienestar social cumple las cinco condiciones anteriores nos lleva a una contradiccién, es decir,
el resultado central es el Teorema de Imposibilidad de Arrow. Para poder probar esto debemos
definir y demostrar una serie de resultados que utilizaremos posteriormente en la demostraciéon

de susodicho teorema. Comencemos viendo qué es un conjunto decisivo de votantes [13].

Definicion 2.16. Se dice que el conjunto V' C I de votantes se dice que V es:

1. Decisivo para z frente a y si para todo i € V' se cumple que x >=; y y para todo i € I\V

se cumple que y >; x, entonces se tiene que = > y.
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2. Decisivo si, para cualquier par {z,y} C S, V es decisivo para x frente a y.

3. Completamente decisivo para z frente a y si para todo ¢ € V se cumple que = >; y

e, indiferentemente de las preferencias de los votantes i € I\V, se tiene que = > y.

En alguna literatura, como es el caso de Arrow [1], esta definicién que damos de un conjunto
completamente decisivo es en realidad como se define un conjunto decisivo. Estos dos conceptos

muy similares y veremos posteriormente cémo se relacionan.

Antes de eso, vamos a tratar de explicar la definicion de completamente decisivo. Sea el
perfil de ordenaciones individuales (Z1,...,7Z,). La condicién x >; y para todo i € V restringe
la familia perfiles de ordenaciones (721, ..., 7,) restringiendo el rango de variacion de aquellos
componentes cuyos subindices estdn en V' a las relaciones de ordenacién que tienen la propiedad
dada con respecto a z e y. A cada (Z1,..., ), una determinada funcién de bienestar social le
asigna un ordenamiento social 2Z; segin esta escala podemos tener, en general, x > y 0 © ~ y
o y > x. Supongamos que resulta que, para todo (Z1,...,7Z,) consistente con la condicion de
que x »; y para toda i € V, la resultante - es tal que x > y; entonces podemos decir que V es
completamente decisivo para z frente a y. Intuitivamente, el concepto de conjunto completamente
decisivo puede explicarse como sigue: Un conjunto de individuos es completamente decisivo si,
siempre que todos ellos prefieran x a y, la sociedad prefiere z a y independientemente de las
preferencias que cualquier individuo pueda tener respecto a otras alternativas distintas de z
o y. Obsérvese que un conjunto puede ser completamente decisivo para z frente a y sin serlo
para y frente a x. Hay que destacar que la cuestion de si un conjunto dado de individuos es
completamente decisivo o no con respecto a un par dado de alternativas, = e y, estd determinada

por la funcién de bienestar social.

El concepto de conjunto decisivo es muy similar a este, pero mas restrictivo, pues, ademas de
tener la condicién de que x >; y para toda ¢ € V, se tiene la condicién de que y >; x para toda
i € I\V. Por este motivo, es 16gico pensar que si un conjunto es decisivo, entonces también es
completamente decisivo. Esto, de hecho, sucede, pero antes de verlo es necesario demostrar un

resultado previo.

Proposicion 2.17. Sean (Z1,...,70), (Zh, - 20n) € R™ dos perfiles de ordenaciones indivi-
duales tales que, para unas alternativas x,y € S dadas, © >~ y para todo i € I cumpliendo que
x 7; y. Por lo tanto, si x = y, entonces x =’ y (donde = y >’ son las preferencias sociales

estrictas correspondientes a (Z1,...,7n) y (Zh, ..., 720), respectivamente).

~1

Demostracion. Para probar esto, suponemos que sélo hay tres alternativas z,y, z € S. Para cada
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i € I, definimos la relacion de ordenacion =7, como sigue:

~Jl )

oy vy #z
R = o bien (2.3)

/

Yy =z

Esto equivale a mover z de su posicion en 7; a la parte inferior, pero, por lo demas, dejar =; sin
cambios. Es facil comprobar que 22 es una relacién de orden, es decir, satisface los axiomas 1.1
de conexidad y 1.2 de transitividad. Ademas, para cada ¢ € S, =77 ordena los elementos x e y de

1T~

la misma manera que 7;; es decir,

NZ7

o=y e a iy para 2y € {x,y). (2.4)

A partir de 2.4 y de la Condicion 3, E({z,y}) = E"({z,y}), donde E(S) y E"(S) son las elec-
ciones sociales realizadas para un conjunto de alternativas S cuando (Z1,...,720) y (21, ..., 20
son los perfiles de relaciones de orden individuales, respectivamente. Por hipétesis, x > y; a par-
tir del lema 1.7, E({z,y}) contiene el tnico elemento z. Por tanto, E”({x,y}) contiene el anico
elemento x, o, por el Lema 1.7,

="y (2.5)

Definir los ordenaciones individuales (2Z7,..., ), como sigue:

d iy ya £z
Py e o bien (2.6)
y =z
lo cual es exactamente paralelo a 2.3. A partir de 2.3, 2.6 y la definicion 1.3, se cumple que
y >~ 2,y =¥ 2, para todo i € I. Por lo tanto, si
o' £z, £z, o2y e Ty (2.7)

Ademés, z > z, x >} z para todo i € I. Por 2.3, para todo i € I tal que = Z} y,  7Z; y; por

hipétesis, = >, y para tal ¢, y por tanto, por la ecuaciéon 2.6, z =7 y. Por lo tanto,
Vo' o mhy =y (2.8)
Vy' o =iy = -y (2.9)

Por las ecuaciones 2.7, 2.8, 2.9 y 2.5, se cumplen las hipo6tesis de la Condicién 2; por tanto,
x >=* y. De 2.7 se deduce, de la misma manera que antes, que E*({z,y}) = E'({z,y}), por lo
que z =" y. O
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Asf pues, estamos en condiciones de demostrar la implicacion que antes sefialabamos.

Proposicion 2.18. SeaV C I yx,y € S. Si el conjunto V' es decisivo para x frente a y, entonces
V' es completamente decisivo para x frente a y.
Demostracion. Sea (Z),...,7) € R™ cualquier conjunto de ordenaciones individuales sujetas

tinicamente a la condicién de que

T,y VieV. (2.10)
Para demostrar que V es completamente decisivo, es necesario, segtin la definicion 2.16, demostrar
que, para cada conjunto (2}, ..., 2Z.) € R", el correspondiente ordenamiento social 7’ es tal que

x =’ y. Pero de la condicion anterior 2.10 y de la hipotesis de que x =; y para todo i € V e
y >; x para todo i € I\V, se deduce que z >/ y siempre que = 7, y. Vemos ahora que, por la

proposicion 2.17, ésto implica que x = y. O

El significado de esta consecuencia puede formularse un poco como sigue: imaginemos que
un observador ve que los individuos escriben sus ordenaciones individuales y las entregan a las
autoridades centrales, que entonces forman una relacién de orden social basada en las ordena-
ciones individuales de acuerdo con la funcién de bienestar social. Supongamos ademas que este
observador se da cuenta de que, para un par especifico de alternativas x,y € S, todos los indi-
viduos de un determinado conjunto V de individuos prefieren x a y, mientras que todos los que
no estan en V prefieren y a x, y que el ordenamiento social resultante sittia a x por encima de
y. Entonces, el observador tiene derecho a decir, sin mirar ningin otro aspecto de los ordena-
ciones individuales y sociales, que V es un conjunto completamente decisivo para x frente a y,
es decir, que, si los gustos cambian, pero de tal manera que todos los individuos de V siguen
prefiriendo x a y (aunque hayan cambiado su clasificacion para todas las demas alternativas y
aunque los individuos que no estan en V hayan cambiado completamente su escala), entonces el

ordenamiento social seguird clasificando a = por encima de y.

Asf pues, estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Imposibilidad de Arrow, también

denominado, Teorema de Posibilidad General [2].

Teorema 2.19. Si ezisten, al menos, tres alternativas que los miembros de la sociedad pueden
ordenar libremente de cualquier manera, entonces cualquier funcion de bienestar social satisfa-
ciendo las Condiciones 2 y 3, y dando lugar a una relacion de orden que cumpla los axiomas 1.1

y 1.2, entonces ha de ser impuesta o dictatorial.

Sin embargo, Blau en [5] se dio cuenta de que el Teorema de Imposibilidad de Arrow estaba
declarado incorrectamente. Blau comprobé que intercambiando las Condiciones 1 y 2 por las dos
siguientes, el problema se evitaba. No entraremos a aclarar cuél era el problema que encontro

Blau por salirse del alcance de este proyecto.
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1. Condicion 1'. Todas las posibles ordenaciones logicas de las alternativas contenidas en S

son admisibles.

2. Condicién 2'. Para un par de alternativas dadas z,y € S, sea el perfil de relaciones de
orden individuales (Z1,...,72,) € R™. Supongamos que z es elevada dentro de alguna
de las relaciones de orden individuales. Entonces, si x era socialmente preferida a y, se

mantendra como socialmente preferida a y después de los cambios.

Cabe decir que la Condicién 1’ es innecesariamente fuerte, pero facilitara el desarrollo una de-
mostracion del teorema mas sencilla. Por otro lado, la Condicién 2/, si nos fijamos, es equivalente
a la Condicion 2 en presencia de las Condiciones 1’ y 3, de hecho, esta condicion es exactamente

la misma que la proposiciéon 2.17 la cual ya hemos demostrado.

Por dltimo, ndtese que en ningtin momento nombramos el criterio de Pareto en el enunciado
del teorema y hemos hablando bastante a lo largo de esta memoria sobre él. Esto es porque
la enunciacién original del teorema, es decir, la que hemos realizado en 2.19 no lo incluye; sin
embargo, enunciaciones posteriores si. Para relacionar estos dos enunciados del teorema, demos-
traremos la siguiente proposicion que relaciona el criterio de Pareto con las Condiciones 2/, 3 y

4. De aqui en adelante lo denominaremos la Condicion P, siguiendo la notacion de Arrow [1].

Proposicion 2.20. La Condicién P es deducible de las Condiciones 2/, 3 y 4.

Demostracion. En primer lugar, el criterio de Pareto equivale a decir que, para z,y € S tal que

x # vy, I es un conjunto decisivo para x frente a y [1]. Por lo tanto, vamos a probar esto.

Si intercambiamos = e y en la definiciéon 2.15, entonces la Condicién 4 dice que existe un
perfil de ordenaciones individuales (2Z1,...,7,) € R™ tal que no se cumple y 2= z, donde -

Y~

es la relacion de orden social correspondiente al conjunto de relaciones de orden individuales

(Z1,--+,7n). Es decir, por el apartado 5 del lema 5
T - y. (2.11)
Sea (7Z},...,2.) € R™ cualquier perfil de ordenaciones individuales tal que

Ty (2.12)

para todo i € I. De 2.12 se cumple que = > y para todo ¢ tal que x 7Z; y. Entonces, a partir de
2.11 y de la Condicion 2/, x =’ y. Como esto es valido para cualquier conjunto de ordenaciones
que satisfagan 2.12, se deduce de la de la definicion de I que x =" y para cualquier perfil de
ordenaciones tal que z >, y para i € I, y =, x para i ¢ I. Por lo tanto, por la proposicion 2.18,

tenemos que [ es decisivo para x frente a y. O
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Asf pues, en las posteriores secciones, las condiciones que le exigiremos a una funcién de
bienestar seran las Condiciones 1’, 3, P y 5; en lugar de las Condiciones iniciales 1-5. Primero,
veremos de nuevo el caso particular para dos alternativas, donde si existe una funcion de bienestar
que satisfaga las condiciones y, de hecho, es la regla de la mayoria por pares. Segundo, veremos
el caso general donde, si hay al menos tres alternativas, ninguna funcién de bienestar satisfard

todas las condiciones a la vez.

2.2.2. Caso con dos alternativas

En el caso de que haya tunicamente dos alternativas, es posible construir una funcién de
bienestar social que cumpla las Condiciones 1’, 3, P y 5. Por supuesto, la Condicion 1’ debe
modificarse para este caso. Exigimos ahora que todo conjunto de ordenaciones individuales de
las dos alternativas en cuestiéon dé lugar a una ordenacion social que satisfaga los axiomas 1.1 y
1.2.

La funcién de bienestar que satisfara estas condiciones no sera otra que la regla de la mayoria

v demostraremos que esta regla cumple las condiciones solicitadas una a una.

Teorema 2.21. (Teorema de la posibilidad para dos alternativas): Si el nimero total de alterna-
tivas es dos, el método de decision por mayoria es una funcion de bienestar social que satisface
las Condiciones 1/, 3, P y 5 y produce una relacién de orden social de las dos alternativas para

cada perfil de ordenaciones individuales.

Demostracion. Para demostrar que satisface la Condicion 1’ debemos demostrar que M(3), tal
y como definfamos en 2.3, es una ordenacién débil, es decir, satisface los axiomas de conexidad
y transitividad, 1.1 y 1.2, respectivamente. En primer lugar, tomaremos H = n™ (81,...,08,) ¥
J =n"(p1,...,0n) tal y como denotadbamos en la demostracion del teorema de May 2.9. Asi

pues, por construcciéon, tenemos que
M(B)>0< H > J. (2.13)

Claramente, siempre va a suceder que, o bien H > J, o bien J > H; lo cual, por 2.13 tenemos
que:
M(8) >0 0 M(8) <0, (2.14)

respectivamente. Por lo tanto, la regla es conexa y se cumple el axioma 1.1. En cuanto a la
transitividad, supongamos que, siendo o= M(B), x 7Z y y que y 7 z; debemos ver que x 77 z.
Como vemos, para poder comprobar la transitividad de manera formal debemos cambiar la
notacién especifica que habiamos creado para dos alternativas y emplear la general. Esto es

l6gico, pues al tener dos alternativas la transitividad se cumple de manera trivial por el hecho
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de cumplirse la conexidad. Si lo vemos de manera formal, observamos que se tiene que dos de
las alternativas x, y y z han de ser iguales. Las posibilidades son que x =y, £ = z 0 que y = z.

Comprobémoslo para cada caso:

1. Caso z = y. En este caso hay que ver que y - z, pero esto se cumple por hipotesis.

2. Caso x = z. En este caso hay que ver que z 77 x. Como hemos visto que 77 es conexa, es

decir, cumple el axioma 1.1, esto se cumple.

3. Caso y = z. En este caso hay que ver que x 7 y, pero esto se cumple por hipdtesis.

Por lo tanto, la regla de la mayoria M cumple la Condicion 1’.

Consideremos ahora que la Condicién 3 de ITA es trivial en este caso porque el dnico conjunto
T que contiene mas de un miembro contiene al conjunto entero, que consta de dos miembros, es
decir, T'= S. Si T contiene un elemento, E(T) es ese elemento independiente de las alternativas
que no estan en T si T contiene dos elementos y, por lo tanto, T' = S; entonces E(T) = E(S)
esta ciertamente determinado por las ordenaciones individuales de los elementos en S ya que no

hay otros.

En cuanto a la Condicién P, ya dijimos en el ejemplo 2.3 que la regla de la mayoria satisfacia
el criterio de Pareto. De hecho, construimos la funcién de la mayoria como un caso particular de

un conjunto de funciones de la forma

F(B) = sign (Z %ﬂi) convy; >0 Viel,

donde todas cumplen que son de Pareto, independientemente del valor de ~;, para todo ¢ € I.

Por 1ltimo, en cuanto a la Condicion 5 (no dictadura), supongamos que hubiera un individuo
d que cumpliera las condiciones de la definicion 2.4. Supongamos que B3 = 1, mientras que
B; = —1 para todo i # d. Entonces, por ;3 =1y no 8; # 1 para ¢ # 1 tenemos que H = 1.
Ademas, B; # 1 para i # d, de modo que J > 1 = H. Por 2.13, tenemos que M(3) < 0. Sin
embargo, por la definicion 2.4, 55 = 1 implica M (3) = 1. Por lo tanto, no puede haber ningin

dictador y se cumple asi la Condicién 5. O

Este teorema es, en cierto modo, el fundamento logico del sistema bipartidista angloameri-
cano. Para una referencia posterior, obsérvese que la demostracién dada anteriormente de que
el método de decisiéon por mayoria satisface las Condiciones P y 5 era independiente de la su-
posiciéon de que sélo habia dos alternativas. También es cierto que el método de decisién por
mayoria satisface la Condicion 3 de ITA independientemente del nimero total de alternativas. A

partir de la definicion de la regla de la mayoria por pares dada en la Seccién 1.2.2, es obvio que
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la verdad o falsedad de la afirmacion M (3) > 0 es invariante bajo cualquier cambio de ordena-
ciones individuales que deje invariantes, para cada individuo, las posiciones relativas de x e v,
por la propia construccién basada en la comparaciéon por pares de la funcion. Por la definicién
1.6, E(S) estd completamente determinado por el conocimiento de la verdad o falsedad de la
afirmacion M (8) > 0 para cada par z,y € S; por tanto, E(S) es ciertamente invariante bajo
cualquier cambio de las ordenaciones individuales que deje invariantes las ordenaciones dentro

de S.

Lema 2.22. Para cualquier espacio de alternativas, el método de decision por mayoria por pares

es una funcion de bienestar social que satisface las Condiciones 3, P y 5.

El ejemplo de la paradoja de Condorcet dado en la Seccién 1.3 muestra que la regla de la
mayoria por pares no satisface la Condicién 1’ cuando hay més de dos alternativas. Ahora estamos

preparados para examinar la construcciéon de funciones de bienestar social en este dltimo caso.

2.2.3. Caso general

El siguiente teorema es, precisamente, el Teorema de Imposibilidad de Arrow, el resultado
central de este capitulo. Esencialmente nos dice que la paradoja de Condorcet no se debe a
ninguna de las propiedades fuertes de la regla de mayoria por pares que, recordemos del teorema
de May 2.9, son: la simetria entre los votantes, la neutralidad entre las alternativas y la monotonia.
La paradoja va al fondo de la cuestion: con independencia de alternativas irrelevantes, es decir,
con independencia entre pares, no hay ninguna funciéon de bienestar social definida en R que
satisfaga una forma minima de simetria entre votantes (no dictadura) y una forma minima de

monotonia (el criterio de Pareto).

Teorema 2.23. (Teorema de Imposibilidad de Arrow) Supongamos que el conjunto de alter-
nativas S tiene mds de tres alternativas diferentes. Entonces, dada una funcién de bienestar
F : A C R"™ cumpliendo las Condiciones 1', 3 y P, la funcion F nunca podrd satisfacer la

Condicion 5.

Demostracion. La prueba procedera mediante una investigaciéon detallada de la estructura de
la familia de conjuntos decisivos. Lo haremos en una serie de pequefios pasos. Los pasos 1 a 3
muestran que si un subconjunto de votantes es decisivo para algin par de alternativas, entonces
es decisivo para todos los pares. Los pasos 4 a 6 establecen algunas propiedades algebraicas de la
familia de conjuntos decisivos. Los pasos 7 y 8 las utilizan para demostrar que existe un conjunto
decisivo mas pequeno formado por un solo votante. Los pasos 9 y 10 demuestran que este votante

es un dictador.
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Paso 1: Sipara algtn {z,y} C S, V C I es decisivo para x sobre y, entonces, para cualquier
alternativa z # x, V es decisivo para x sobre z. Del mismo modo, para cualquier z # y, V es

decisivo para z sobre y.

Demostramos que si V' es decisivo para x sobre y entonces es decisivo para x sobre cualquier

z # x. El razonamiento para z sobre y es idéntico.

Si z = y no hay nada que demostrar. Por tanto, suponemos que z # y. Consideremos un

perfil de preferencias (71,...,72,) € A donde

r=;y=; 2z paratodoieVy
Yy >; z=;x paratodoie€ I\V.

Entonces, dado que V es decisivo para x sobre y, tenemos que x es socialmente preferido a
y, es decir, zF), (Z1,...,2n) Y. Ademas, dado que y 7Z; z para cada i € I, y F(-) satisface la
Condicién P, se deduce que yFj, (ZZ1,...,21) 2. Por lo tanto, por la transitividad de la relacion
de preferencia social, concluimos que zF), (Z1,...,751) 2. Por la Condiciéon 3 de IIA, se deduce
que z es socialmente preferida a z siempre que todo votante en V prefiera x a z y todo votante
que no esté en V prefiera z a x, con total independencia del perfil concreto escogido. Es decir,

V' es decisivo para x sobre z.

Paso 2: Si para algun {z,y} C S, V C I es decisivo para x sobre y y z es una tercera
alternativa, entonces V es decisivo para z sobre w y para w sobre z, donde w € S es cualquier

alternativa distinta de z.

Por el Paso 1, V es decisivo para x sobre z y para z sobre y. Pero entonces, aplicando de
nuevo el Paso 1, esta vez al par {z, 2z} y a la alternativa w, concluimos que V' es decisivo para w
sobre z. Del mismo modo, aplicando el Paso 1 a {z,y} y w, concluimos que V es decisivo para

z sobre w.
Paso 3: Sipara algin {z,y} C S, V C I es decisivo para x sobre y, entonces V' es decisivo.

Esto es una consecuencia inmediata del Paso 2 y del hecho de que hay alguna alternativa
z € S distinta de x o y. En efecto, tomemos cualquier par {v,w}. Si v = z 0 w = z, entonces el
Paso 2 implica directamente el resultado. Si v # z y w # 2z, aplicamos el Paso 2 para concluir
que V es decisivo para z sobre w, y luego el Paso I aplicado al par {z,w} para concluir que V'

es decisivo para v sobre w.
Paso 4: 51V C Iy T C I son decisivos, entonces V N1 es decisivo.

Tome cualquier triple de alternativas distintas {z,y,z} € S y consideremos un perfil de
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preferencias (221, ...,7n) € A donde

z=;y=;x paratodoie V\(VNT),
r>;z>=;y paratodoieVNT,

, (2.15)
y=ix>; z paratodoieT\(VNT),
y>;z=;x paratodoie I\(VUT).
Entonces zF}, (21, .., 2Zn) y porque V' es un conjunto decisivo y porque de 2.15 se tiene que, por

la Condicion 3 de IIA,
z>=;y paratodoi eV,

y iz paratodo i€ I\V,
pues V = [V\(V NT)] U [V NT]. Del mismo modo, zF}, (21, .., Zn) 2z porque T es un conjunto
decisivo y de 2.15 se tiene que, por la Condiciéon 3 de 1A,

x>;z paratodoteT,
z =;x para todo i€ I\T.

pues T' = [VNT|U[T\(VNT)]. Por lo tanto, por la transitividad de la preferencia social, tenemos
que zF, (%1, ..., Zn) y. Utilizando de nuevo el mismo argumento, se deduce que VN7 es decisivo

para z sobre y, ya que, por la Condiciéon 3 de ITA, se observa en 2.15 que

T >;z paratodoieVNT,
z=;x paratodoieI\(VNT),

pues VNT = [V\(VNT)]U[T\(VNT)|U[I\(VUT)]. Por lo tanto, por el Paso 3, VNT es un

conjunto decisivo.

Paso 5: Para cualquier subconjunto V' C I, tenemos que o bien V' o bien su complementario,
I\V C I, es decisivo.

Tomemos cualquier triple de alternativas distintas {x,y,z} C S consideremos un perfil de

ordenaciones (1,...,7,) € A donde

x=;z>=;y paratodoieV
y =i x>; z paratodoie I\V.

Entonces hay dos posibilidades: o bien zF), (Z1,...,2n) Y, en cuyo caso, por la Condiciéon 3 de
ITA, V es decisivo para = sobre y (por tanto, por el Paso 3, decisivo), o bien yF (Z1,...,7n) x.
Dado que, por la Condicion P, tenemos xFj, (2Z1,...,7,) 2, la transitividad de la relacion de
preferencia social produce que yF), (21, ..., Zn) 2 en este caso. Pero entonces, utilizando de nuevo
la Condicion 3 de ITA, concluimos que I\V es decisivo para y sobre z (por tanto, por el Paso 8,

decisivo).

Paso 6:SiV C I esdecisivoy V C T, entonces T también es decisivo.
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Debido a la Condicién P, el conjunto vacio de votantes no puede ser decisivo ya que, si
ningtn votante prefiere x a y y todos los votantes prefieren y a x, entonces x no es socialmente
preferible a y, pues incumpliria esta condicion. Por lo tanto, I\T no puede ser decisivo porque,
de lo contrario, en el Paso 4, V N (I\T) = & seria decisivo. Por lo tanto, por el Paso 5, T es

decisivo.

Paso 7: SiV C I es decisivo e incluye méas de un votante, entonces hay un subconjunto
estricto V! C V, V! £V, tal que V' es decisivo.

Tomemos cualquier h € V. Si V\{h} es decisivo, entonces hemos terminado. Supongamos,
por lo tanto, que V\{h} no es decisivo. Entonces, por el Paso 5, I\(V\{h}) = (I\V) U {h} es
decisivo. Se deduce, por el Paso 4, que {h} = VN[(I\V)U{h}] también es decisivo. Por lo tanto,

hemos terminado de nuevo ya que, por supuesto, {h} es un subconjunto estricto de V.
Paso 8: Hay un votante h € I tal que V = {h} es decisivo.

Esto se consigue iterando el Paso 7 y teniendo en cuenta, primero, que el conjunto de votantes

I es finito y, segundo, que, por la condiciéon P, el conjunto I de todos los votantes es decisivo.

Paso 9: Si V C I es decisivo entonces, para cualquier {z,y} C S, V es completamente

decisivo para x sobre y.

Ya hemos demostrado que esto ocurre cuando se cumplen las Condiciones 1-5 en la propo-
sicion 2.18, sin embargo, ahora lo demostraremos usando las Condiciones 1’, 3 y P. Queremos
demostrar que, para cualquier 7' C I\V, z es socialmente preferido a y siempre que cada votante
en V prefiera x a y, cada votante en T considere que x es al menos tan bueno como y, y cual-
quier otro votante prefiere y a x. Para verificar esta propiedad, tomemos una tercera alternativa

z € S, distinta de z e y. Por la Condicion 3 de ITA, basta con considerar un perfil de preferencias

(Z1,-..,2Zn) € Adonde
x =i z>=;y paratodoieV,
x>=;y =iz paratodoieT,
y>; 2z =;x paratodoieI\(VUT).
Entonces zF), (Z1,...,2n) 2 porque, por el Paso 6, V UT es decisivo, y zF, (Z1,---525n) Y

porque V' es decisivo. Por lo tanto, por la transitividad de la preferencia social, tenemos que

xF, (Z1,. .., Zn) Y, como querfamos demostrar.
Paso 10: Si, para algin h € I, V = {h} es decisivo, entonces h es un dictador.

Si {h} es decisivo, entonces, por el Paso 9, {h} es completamente decisivo para cualquier =
sobre cualquier y. Es decir, si el perfil (221, ..., Zn) es tal que x >, y, entonces xFy, (Z1,. .., 2Zn) Y-
Pero esto es precisamente lo que significa que h € I sea un dictador, incumpliéndose entonces la

Condicion 5.
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Por lo tanto, siguiendo todos estos pasos hemos comprobado que, efectivamente, una funcion
de bienestar social que satisfaga las Condiciones 1’, 3 y P nunca podra cumplir también la
Condicién 5. O

2.3. Resultados de posibilidad

El resultado del Teorema de Imposibilidad de Arrow es algo desalentador. Demuestra que
no debemos esperar que un conjunto de individuos se comporte con el tipo de coherencia que

podemos esperar de un tnico individuo.

No obstante, existe la pregunta de hasta qué punto podemos escapar de la conclusiéon de la
dictadura si relajamos algunas de las exigencias impuestas por el teorema de Arrow. Existen dos

debilitamientos principales [13]:

1. Relajamiento de los requisitos de racionalidad impuestos a las preferencias agregadas.

2. Planteamiento la cuestiéon de la agregacién en un ambito restringido. En particular, consi-
deraremos una restriccion (la de los picos) que ha resultado ser significativa y tutil en las

aplicaciones.

En primer lugar, supongamos que mantenemos las condiciones de Pareto y de ITA, pero
permitimos que las preferencias sociales no sean “totalmente racionales”. Esta racionalidad total
hace referencia al entendimiento que tenemos nosotros de las relaciones de orden. Esta relajacién

se plasma en la siguiente definicién.

Definicion 2.24. Supongamos que la relacion de preferencia 7~ sobre S es reflexiva y completa.

Decimos entonces que:

1. - es cuasitransitiva si la preferencia estricta > inducida por 7 es transitiva.

2. = es aciclica si 7 tiene un elemento maximo en cada subconjunto finito S’ C S, s decir,

{xre Sz yparatodo ye S’} # 0

Una relacién de preferencia cuasitransitiva es aciclica, pero lo contrario puede no ser cierto.
Asimismo, una relaciéon de orden es cuasitransitiva, pero, de nuevo, la inversa puede no ser valida.
Por tanto, la condiciéon mas débil es la aciclica. Sin embargo, la aciclicidad no es un debilitamiento
dréstico de la racionalidad: obsérvese, por ejemplo, que los ordenamientos sociales de la paradoja
de Condorcet también violan la aciclicidad. No vamos a discutir en detalle las posibilidades
que nos abren estos debilitamientos de la racionalidad social, ya que no son muy sustanciales.

Remitimos a [19] para una exposicion detallada.
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En segundo lugar, tenemos el debilitamiento asociado a la restriccion del dominio. Este fue
desarrollado principalmente por Duncan Black ?7, el cual definié una restriccién a los dominios
de las funciones de eleccion social denominada “preferencias de un solo pico”. Segin este principio,
todas las elecciones tienen una posicién predeterminada a lo largo de una linea, lo que les da
un ordenamiento lineal. Cada votante tiene un lugar especial que le gusta mas a lo largo de
esa linea. Su ordenacién de las opciones viene determinada por sus distancias a ese punto. Por
ejemplo, si se vota sobre dénde poner el volumen de la musica, serfa razonable suponer que
cada votante tiene su propia preferencia de volumen ideal y que, a medida que el volumen
sea progresivamente demasiado alto o demasiado bajo, estard cada vez mas insatisfecho. Black
demostré que sustituyendo el dominio no restringido por las “preferencias de un solo pico” en el
teorema de Arrow se elimina la imposibilidad: hay funciones de bienestar social cumpliendo el

criterio de Pareto y no dictatoriales que satisfacen el ITA.






Capitulo 3

Teorema de Imposibilidad de
Gibbard-Satterthwaite

En las secciones anteriores hemos teorizado sobre las funciones de bienestar social y hemos
tratado de averiguar si existe una funcién cumpliendo una serie de condiciones deseadas. Es asi

como llegamos al Teorema de Imposibilidad de Arrow.

Las funciones de bienestar, como ya hemos visto, tienen como resultado una relacién de orden,
es decir, orden de preferencia de las alternativas. Este orden de preferencia es usado después para
tomar decisiones, es decir, para escoger la mejor opcién. En este apartado nos vamos a centrar

precisamente en esto: en tomar decisiones.

Para ello, en esta seccién vamos a retomar el concepto de funciéon de eleccidon social o regla
de votacién tal y como definfamos en 1.9. En este caso, también impondremos unas condiciones
similares sobre estas funciones y, de nuevo, obtendremos una conclusiéon similar a la de la sec-
cién anterior, topandonos de nuevo con la imposibilidad de satisfacer una serie de condiciones

deseables.

Como resulta evidente, vamos a solicitar condiciones muy similares a las que solicitdbamos
para las funciones de bienestar. Esto resulta l6gico teniendo en cuenta que estos dos conceptos
estdn intimamente ligados, como ya hemos visto al comienzo de esta memoria en la Seccién 1.1.

Asi pues, definamos la primera condicién.

Definicion 3.1. La funciéon de eleccion social f : A — S definida como A C R"™ cumple el

criterio de Pareto si para cualquier perfil de relaciones de orden (2Z1,...,7Z,) € A la eleccion
f(Z1,...,7Zn) € S satisface que, para un par de alternativas {x,y} C S, si  »; y para todo
i€ 1, entonces y # f(Z1,...,5n)-
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De manera informal, esta condicién nos dice que si para un x € S existe € S tal que todos
las relaciones de orden individuales prefieren a x antes que a y, entonces y no puede ser escogido
como ganador por delante de z. Como podemos observar, este criterio de Pareto es similar al
criterio de Pareto definido en 2.2. Antes de seguir con otra condicién importante, debemos de

definir un concepto previo.

Definicion 3.2. La alternativa x € S mantiene su posicion del perfil de ordenacion (71, ...,2Z,) €
R™ al perfil (=},...,70) € R" si

Ty =TT

paratodoi € I y todoy € S.

En otras palabras, x mantiene su posicion de (Z1,...,7,) a (), ..., 720) si para cada i € T
el conjunto de alternativas inferiores o indiferentes a x expande o se mantiene cuando pasamos de
7i a 7. Obsérvese que la condicion establecida en la definicién 3.2 no impone ninguna restriccién
sobre como otras alternativas diferentes de x pueden cambiar su orden mutuo al pasar de 77; a

}/
~1"

Una vez enunciada y explicada este concepto de “mantener la posiciéon”, podemos definir la

condicion citada anteriormente.

Definicion 3.3. La funciéon de eleccion social f : A — S definida en A C R™ es monétona si

para cualquier par de perfiles de ordenacion (Z1,...,7n) € A, (1, ..., 7)) € A con la propiedad
de que la alternativa escogida = f (21, .., Z,) mantenga su posicion al pasar de (ZZ1,...,2Zn)
a (Z1;---,Zn), tenemos que f (Z1,...,Z5) = 2.

Dicho informalmente, la funcién de eleccion social es mondtona si una alternativa no puede

dejar de ser escogida a menos que para algtn votante se deteriore su preferencia.

Una clase no muy atractiva de funciones de eleccién social que tienen las dos propiedades en

este dominio son las funciones de eleccion social dictatoriales.

Definicion 3.4. Un votante d € I es un dictador para la funcién de eleccién social f: A — S,
siendo A C R", si, para todo perfil (2Z1,...,7,) € A, se tiene que z = f (Z1,...,7Zn) €s una de

las alternativas preferidas para -4 en S; es decir,
f(Zy,- o zn) €{zeSaZay Vye S},

Una funcién de eleccién social que admite dictador es una funcién dictatorial.

Como ya vimos en el caso de las funciones de bienestar social, la condicién de dictatorialidad
no es deseable para tener una buena funcién de elecciéon social. También hemos dicho que las
funciones dictatoriales son una clase de funciones mondtonas y de Pareto, Veamos que, efectiva-

mente, cumplen estas dos propiedades para el conjunto universal de relaciones de orden R™.



43

Proposicion 3.5. En el dominio R", una funcién de eleccion social dictatorial es de Pareto y

monotona.

Demostracion. Para probar el criterio de Pareto, tomemos cualquier par de alternativas {z,y} C
S siendo x una de las preferidas de 7—4. Entonces, nunca ocurrird que y >; = para todo i € I,

pues, si ¢ = d, entonces >4 y.

Para probar la monotonia, simplemente hay que explicitar que si x = f(2Z1,...,7,) (una de

~1

las alternativas preferidas por el dictador) mantiene su posicién, entonces también se mantendra

como una de las preferidas del dictador. Luego seguiremos teniendo = = f(Z},..., 2, ) para
cualquier perfil (=Z,..., 7)) € R™. O

De hecho, en el dominio universal de funciones de eleccién social que cumplen estas condi-
ciones no podemos obtener nada mejor que las funciones de eleccién social dictatoriales. Esto
demostraremos a continuacién, pero antes de esto es importante definir un concepto similar al

de mantener la posicion.

Definiciéon 3.6. Dado el conjunto finito S” C S y el perfil de ordenaciones (=1, ...,7,) € R",
decimos que el perfil (ZZ),...,7Z)) € R lleva S’ a la cumbre desde (1, ..., 2Z,) si para cada
rel

Tty parax € S'yy ¢ 5,

rys iy Vo,ye S

7

De manera informal, la relacion de preferencia = se obtiene de 2Z; simplemente llevando a
cada alternativa de S” a la cumbre, preservando el orden interno (débil o estricto) entre estas
alternativas. El ordenamiento entre las alternativas que no estan en S’ es arbitrario. Por ejemplo,

sl @ >; y =i z >=; w, entonces la relacion de preferencia estricta >, definida por y =, w >! z >, x

lleva a {y,w} a la cumbre desde ;. Notese también que si (2Z),...,2)) lleva S’ a la cumbre
desde (Z1,...,7n), entonces x € S’ mantiene su posicion desde (Z1,...,7n0) a (-, 20)-

Una vez explicada el concepto de “llevar a la cumbre” para un conjunto de alternativas,

podemos demostrar el resultado que antes enuncidbamos informalmente.

Proposicion 3.7. Supongamos que el nidmero de alternativas es al menos tres y que el dominio
de los perfiles de ordenacion admisibles es A =R" o A = P™. Entonces, cada funcién de eleccion

social f: A— S que cumpla el criterio de Pareto y sea mondtona es dictatorial.

Demostraciéon. La prueba del resultado se obtendra como corolario del Teorema de Imposibili-
dad de Arrow 2.23. Para ello, procederemos a construir una funcién de bienestar social F'(-) que
racionalizara f (Z1,...,2Z,) para cada perfil (7Z1,...,7Z,) € A. Veremos mas adelante qué sig-

nifica esto. Después, mostraremos que F(-) satisface los supuestos del Teorema de Imposibilidad
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de Arrow, con lo que se obtiene la conclusion de la dictadura. Para llevar acabo esta prueba, al

igual que hicimos con la de Arrow, procederemos empleando una serie de pasos.

Paso 1. Si ambos perfiles (Z1,..., 7)) € Ay (Zf,.... 7)) € Allevan §' C S a la cumbre
desde (71, ...,7n), entonces f (74, ....20) = f (], ..., 20,

Para cada i € [ y x € S’ tenemos que

{yeS:aziyt={yeS:aziy}={yeS:azytUS\S"

Por el criterio de Pareto, f(Z),...,7z) € S'. Por lo que, f(Z),...,7)) € S’ mantiene su
posicion pasando de (), ..., 20) a (I, ..., "), Por tanto, por la monotonia de f(-), concluimos

que f (Zh, - Zn) = F (20 Zn)-

Paso 2. Definicion de F (1, ..., Zn)-

r ~T

Para cada perfil (2Z1,...,2Z,) € A definimos una relacion binaria F' (2Z1,...,2,) en S. Con-
cretamente, sea oF (Z1,...,2n) Y, six =y osiz = f(Z),...,2z)) cuando (Z},...,2Z)) € Aes
cualquiera de los perfiles que lleva {x,y} C S ala cumbre desde el perfil (zZ1,...,2,). En el Paso
1 esto esté bien definido, es decir, es independiente del perfil particular (=], .., 7,) escogido.

Paso 3. Para cada perfil (Z1,...,2Z,) € A, F(Z1,...,2n) es una relacion de orden. No

~n) € P; es decir, no hay dos alternativas

/'\Jl’"'?Nn

solo eso, sino que también se cumple que F' (7
distintas que sean socialmente indiferentes. Para ver que es una relacién de orden probaremos

primero que es conexa y después que es transitiva, es decir, probaremos los axiomas 1.1 y 1.2.

1. Axioma de conexidad.

Porque f(-) cumple el criterio de Pareto, se tiene que, cuando (2Z),...,7,) lleva {z,y}
a la cumbre desde (Z1,...,2Zn), debemos tener f(Z,...,7.) € {x,y}. Por lo tanto,
concluimos que =F (Z1,...,7n)y 0 yF (Z1,...,2Zn) @, pero, por el Paso 1, no ocurriran
las dos cosas la vez (a no ser que x = y). En particular, F' (221, ..., 7,) es conexa, es decir,
satisface el axioma 1.1.
2. Axioma de transitividad.

Para verificar la transitividad, supongamos que zF (Z1,...,7n)y e yF (71, ..., 2Zn) 2. Po-
demos asumir que las tres alternativas {x,y,z} son distintas. Sea (ZZ/,...,7") € A un

perfil que lleva {x,y, z} a la cumbre desde (2Z1,...,7,). Por el hecho de que f(-) cumple

el criterio de Pareto, tenemos que f (ZY,..., 7" € {x,y, z}.

Supongamos que tenemos y = f(f,...,2z)). Considérese un perfil (7Z},...,7)) € A
que lleva {z,y} a la cumbre desde (Z,..., 7). Debido a que y mantiene su posicion de
(1, ..ozmhya(z), ..., ), se sigue de la monotonia de la funcion que f (2, ..., 720) = v.
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Pero (Z),...

entre x e y, las dos alternativas en la cumbre, las preferidas, no se ha alterado en ningu-

,721) también lleva {x,y} a la cumbre desde (Z1,...,7Zn): €l orden relativo

na preferencia individual al pasar de (%1,...,70) a (21, --.,7,). Luego concluimos que
yF (Z1,...,7n) x, lo que contradice la suposicion de que xF (%Z1,...,2Zn) Y, © # y. Asi
pues, y # f(Z,...,Z)). De manera similar, obtenemos que z # f(Z7,...,7z"). Solo
tenemos que repetir el mismo argumento utilizando el par {y, z}.

La tnica posibilidad restante es x = f (Zf,...,2Z0). Por tanto, sea (Z},...,2Z,) € A la
relacion que lleva {z,z} a la cumbre desde (Z7,..., 7). Como x mantiene su posicién
desde (Z¥,...,z0) a (Z),...,Z.), se tiene que x = f(Z),...,2,). Pero (Zh,...,720)
también lleva {z, z} a la cumbre desde (ZZ1,...,7Zn). Ast, *F (Z1,...,2Zn) 2, y se satisface

la transitividad.

Paso 4: La funcién de bienestar social F' : A — P racionaliza f : A — S; esto significa que,
para cada perfil (zZ1,...,7,) € A, f(Z1,-..,7Zn) es la alternativa preferida para F (71, ..., Zn)
en S.

Esto es natural teniendo en cuenta que F'(-) se ha construido partiendo de f(-). Dendtese

x=f(Z1,...,2Zn) y sea y # x cualquier otra alternativa. Considérese el perfil de ordenaciones
(Zh, ...,z € P que lleva {z,y} ala cumbre desde (Z1, ..., Zn). Como x mantiene la posicion
de (Z1,--.,2Zn) a (Z0, ..., 20, tenemos x = f (74, ..., 7). Asi pues, F (Z1,. .., Zn) V-

Paso 5: La funcién de bienestar social F' : A — P es de Pareto.

Es claro que si x »; y para todo ¢ € I, entonces, por el criterio de Pareto para funciones de

eleccion social y que cumple f(-), debemos tener x = f (=Z},..., 7)) siempre que (=, ..., 7))
lleve {z,y} ala cumbrede (Z1,...,7n). Asi, F (71, ..., Zn) ¥ ¥, por el Paso 3, podemos concluir
que zFy (Z1,---,2n0) Y-

Paso 6. La funcion de bienestar social F': A — P satisface la condicion de TTA.

Esto se sigue del Paso 1. Supongamos que (Z1,...,7,) € Ay (Z4,...,7)) € A ordenan
de la misma forma {z,y} para cada i € I (esto es, para cada i € I, x 7Z; y si y solo si z 22/

y). Supongamos que (=F,...,7") € A lleva {z,y} a la cumbre de (Z1,...,7Z,) y que & =

oz, Entonces ©F (21, .- -, Zn) y- Pero (227, ..., 2Z0) también lleva {z, y} a la cumbre
de (Z},...,z0). Asi, oF (), ..., 7)) y, como querfamos probar.

Paso 7. La funcién de eleccion social f: A — S es dictatorial.

Por el Teorema de Imposibilidad de Arrow 2.23, existe un votante d € [ tal que, para

cada perfil (ZZ1,...,2n) € A, tenemos que zF), (Z1,...,Zn) y siempre que x >4 y. Por tanto,
f (=1, 2Zn), que por el Paso 4 es la alternativa preferida para F' (%1,...,2Z,) en S; también

debe ser la alternativa més preferida para d. Es decir, f (2Z1,...,2Zn) 74 @ para cada x € S. Por

~1
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lo tanto, concluimos que d es un dictador. O

Esta proposicién que acabamos de ver es el preambulo del teorema que da nombre a esta
seccion: el Teorema de Imposibilidad de Gibbard-Satterthwaite. Pero, como también pasaba con
la anterior proposicién, antes de enunciar y demostrar este teorema, es necesario definir un tultimo

concepto.

Definicién 3.8. Sea f : P"™ — S una funcion de eleccién social. Diremos que f(-) es no

manipulable si satisface que

/
f(ila'-wii—hii?ii-&-la“'vin) il f (r>\:17"'7/'>\_/i_17ii?ii+17"'7i:n)
para cada i € I, cada 7€ Py cada perfil (2Z1,...,72,) € P™

Por lo tanto, ya estamos en condiciones de enunciar y de demostrar el Teorema de Imposibi-
lidad de Gibbard-Satterthwaite [11] [18].

Teorema 3.9. (Teorema de Imposibilidad de Gibbard-Satterthwaite) Supongamos que el nimero
de alternativas es al menos tres y que f : P™ — S es una funcion de eleccion social que es de

Pareto y satisface la condicion de no manipulabilidad. Entonces f(-) es dictatorial.

Demostracion. Por lo visto en la proposicion 3.7 es suficiente con ver que f : P’ — S debe ser

monoétona.

Supongamos que no es asi. Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que, para
algtn votante d, existen preferencias ;7;€ P para los votantes i # d, y preferencias 2/, /e P

para el votante d, tales que, denotando

= f(Z1, - Zde1 s Ddt1s - 2om)

Yy = f(;>\_;17"'7r>\_,:d—17f>\:g/7f>\:d+17"'7f>\:n)a

tenemos que x 27 z implica que = 2 z para cada z € S, y, atn asi, y # .

Hay dos posibilidades: o bien y > = o bien = 2 y.

1. Siy >! x entonces la condicién de no manipulabilidad se viola para la relacion de prefe-

rencia “verdadera” ZZg=2 y la falsa representacion ;=21

2. Siz )y, entonces x 2 y. Por lo tanto, como no hay dos alternativas distintas que puedan

ser indiferentes, x >/ y. Pero si & >/ y entonces la condicion de no manipulabilidad se

viola para la relacion de preferencia “verdadera” 4=/ y la falsa representacion 2Z/,=2/7.
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Por lo tanto, la suposicién que hacfamos al principio nos lleva a un absurdo y podemos concluir
que la funcion de eleccion social f(-) es mono6tona y, por lo tanto, estamos en las condiciones de

aplicar la proposicion 3.7 y concluir que f(-) es dictatorial. O






Capitulo 4
Experimento practico

En esta seccién final trataremos de complementar el estudio tedrico sobre el Teorema de
Imposibilidad de Arrow realizado en el capitulo 2. Para ello, vamos a analizar el comportamiento
de las funciones de bienestar explicadas en la Seccion 1.2 (exceptuando la regla de mayoria por
pares, que fue definida para su uso tedrico a lo largo de la memoria) con respecto a las Condiciones
3y P, es decir, con respecto a la independencia de alternativas irrelevantes y al criterio de Pareto.

Cabe decir que hemos intentado replicar las pruebas que se realizan en el articulo [15].

4.1. Exposicion del escenario

En primer lugar, es necesario indicar que en el articulo [15] realizan un estudio practico con
el que generan perfiles de preferencias reales. Para hacer esto, efectiian un cuestionario a un
nimero determinado de individuos, los cuales establecen sus niveles de preferencia con respecto
a unos tipos de tazas. Esto lo emplean para, a través de un método de regresion, generar unas
funciones de utilidad con las que producir las relaciones de orden. Ademés de esto, también

utilizan relaciones de orden totalmente aleatorias y comparan los resultados.

En nuestro caso, ningin estudio seré llevado a cabo: nosotros emplearemos tinicamente perfiles
de preferencia totalmente aleatorios. Esto lo hacemos porque un estudio tan amplio se sale del
alcance del proyecto y con los perfiles totalmente aleatorios podemos estudiar el peor de los casos,
pues, como se observa en el citado articulo, las funciones de bienestar social responden mucho

mejor a perfiles de relaciones de preferencia con correlacién entre las preferencias individuales.

Asf pues, se compararon las funciones de agregacion utilizando perfiles de preferencia con un
namero variable de votantes (de 3 a 15) y de alternativas (de 3 a 6). Ademas, el experimento se

repiti6 un total de 1000 veces para poder asegurarnos de que los resultados son robustos y, por
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lo tanto, fiables.

4.2. Comprobaciones

Como ya hemos dicho, hemos comprobado que se cumplen las condiciones de independencia
de alternativas irrelevantes y de Pareto. Es importante decir que la condicién de no-dictadura
depende sélo de la funcién de agregaciéon y las funciones elegidas para este trabajo satisfacen

todas esta condicién, por eso no realizamos condicién alguna sobre esta condicién.

Sin embargo, las condiciones de Pareto e IIA dependen del perfil de preferencias especifico
v por eso las ponemos a prueba. La condicién de Pareto se comprobé encontrando primero las
preferencias por parejas que compartian todos los individuos. Si estas preferencias unénimes se
encontraban también en la preferencia del grupo, entonces el perfil de preferencia satisfacia la

condicion.

La condicién de ITA se evalué mediante un procedimiento de eliminacién y otro de inclusién.
El procedimiento de eliminacién consistia en calcular primero la ordenacién social para el perfil
de preferencias original. A continuacién, se elimin6 un subconjunto de alternativas del conjunto
original. El perfil de preferencias se actualizaba segtn las funciones de utilidad de los individuos y
se calculaba una nueva clasificacién de grupo. Si la posicion relativa de las alternativas originales
(o restantes) en la nueva clasificacion de grupo no cambiaba con respecto a la clasificacion original,
el escenario de preferencias satisfacia la condicion de IIA. Esto se repitié6 para cada posible
subconjunto de alternativas del conjunto original. El procedimiento de inclusion fue similar, pero
se anadieron alternativas adicionales. En concreto, se anadieron hasta 27 alternativas al espacio

con el fin de imitar totalmente lo aplicado en el articulo [15].

Veamos ahora un ejemplo de cada método de comprobacién que realizamos. Comencemos
probando la comprobacion de IIA empleando el método de eliminacion. Para ello, pondremos a

prueba la regla de Borda.

Ejemplo 4.1. Veamos cémo falla la regla de Borda cuando, para comprobar, empleamos el
método de eliminacion (ya hemos visto en el ejemplo 2.14 como Borda no satisface la condicion
de ITA). Tomemos un conjunto de alternativas S = {z,y, z}. Supongamos que las relaciones de
orden son:

1. Votante 1: x 721 y 71 2. Es decir, el orden del votante serd xyz.

~

2. Votante 2: x 79 y 7Z2 z. Es decir, el orden del votante serd zyz.

3. Votante 3: z 773 « =3 y. Es decir, el orden del votante serd zzy.
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Como estamos hablando de la regla de Borda, el vector de puntuacién para tres alternativas sera
a = (2,1,0). Por lo tanto, tenemos que a(z) = 5, a(y) = 2 y a(z) = 2. Asi pues, y ~ z. Si

eliminamos la alternativa x, tenemos que las relaciones de orden son:

1. Votante 1: y 771 2. Es decir, el orden del votante sera yz.
2. Votante 2: y -9 z. Es decir, el orden del votante sera yz.

3. Votante 3: z 73 y. Es decir, el orden del votante sera zy.

En este caso, el vector de puntuacion serd o’ = (1,0). Por tanto, tenemos que o'(y) = 2y

a/(z) =1, lo cual implica que y > z, a diferencia del caso original donde vefamos que y ~ z.

Veamos ahora un ejemplo comprobando ITA con el método de inclusién y obteniendo el fallo.

Ejemplo 4.2. Veamos, en este caso, como falla la regla de Copeland cuando, para comprobar,
empleamos el método de inclusién. Tomemos, otra vez, un conjunto de tres alternativas S =
{z,y, z}. Supongamos que las relaciones de orden son las mismas que en el ejemplo anterior.
Como es Copeland, no habrd un vector de puntuacién, por el contrario, tendremos la siguiente

tabla de enfrentamientos:

Mayoria por pares

EEE

Votante 1 T Y
Votante 2 T

Votante 3 x z
Resultados x T Y

Por lo tanto, tenemos que las puntuaciones son C%(x) =2, C%(y) =1y C%(z) = 0. Ahora bien,

anadamos una nueva alternativa a de la siguiente forma:

1. Votante 1: x 221 y 721 2 221 a. Es decir, el orden del votante serd zyza.
2. Votante 2: a 2o « 22 y 722 2. Es decir, el orden del votante sera azyz.

3. Votante 3: z 753 a 73 « 723 y. Es decir, el orden del votante seréd zaxy.

En este caso, tenemos la tabla de enfrentamientos:
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Mayoria por pares

|« | 2?2 | a%a | y?2 | y?a | 274

Votante 1 x x x Y Y z
Votante 2 T T a a a
Votante 3 x z a a z
Resultados T x a Y a z

Por lo tanto, tenemos que las puntuaciones son C%(:c) =2, C%(y) =1, C%(z) =1y C%(a) =2.
Por lo tanto, la condicién de ITA falla puesto que antes teniamos que y > z y, sin embargo, ahora

tenemos que y ~ z.

Por dltimo, vamos a poner un ejemplo de la comprobacién del criterio de Pareto. Esto lo
haremos sobre la regla de veto, aunque seria aniloga la comprobacion en el caso de mayoria
simple, por la antisimetria que comparten y que ya comentamos cuando explicamos esta regla

de agregacion.

Ejemplo 4.3. Veamos cémo incumple el criterio de Pareto la regla de veto. Tomemos un conjunto

de alternativas S = {x,y, z}. Supongamos que las relaciones de orden son:

1. Votante 1: z 771 y 221 x. Es decir, el orden del votante serd zyz.

~

2. Votante 2: z o y 79 x. Es decir, el orden del votante serd zyzx.

~

3. Votante 3: z =3 y =3 . Es decir, el orden del votante sera zyx.

~

Como es Borda, el vector de puntuacion para tres alternativas serd a = (1,1,0). Por lo tanto
tenemos que a(z) =0, a(y) =3y a(z) = 3. Asi pues, y ~ z. Sin embargo, vemos que en todas

las ordenaciones individuales se cumple que z > y, por lo que se incumple el criterio de Pareto.

4.3. Resultados y conclusiones

Asi pues, las comprobaciones implementadas en el apartado anterior se las hemos aplicado
a cuatro funciones de bienestar: veto, mayoria simple, Borda y Copeland. En la siguiente tabla

encontramos los resultados obtenidos en cada uno de los métodos.
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Cumplimiento reglas
H Pareto ‘ ITA
Veto 0.949 | 0.418
Mayoria simple || 0.950 | 0.418
Borda 1 0.599
Copeland 1 0.720

Como ya hemos dicho en este capitulo, hemos basado nuestro analisis de las condiciones de
Pareto e ITA en los analisis realizados en el articulo [15]. Sin embargo, se puede observar que, si
bien los resultados del cumplimiento del criterio de Pareto son bastante similares, los resultados
de ITA son, sin duda, diferentes. Mientras que en este estudio nos encontramos con un 1,2 % de
cumplimiento de la condicion de ITA para veto y pluralidad, un 11,8 % para la de Borda y un
15,1 % para la de Copeland; vemos como en nuestro estudio los resultados son bien distintos,
siendo el cumplimiento de veto y pluralidad del 41,8 %, el de Borda un 59,9 % y el de Copeland
un 72 %.

Esto no significa que ninguna de las dos comprobaciones estén mal per se, sino que, a la hora
de codificar la comprobacién de ITA en el articulo citado, se hizo una aproximacién mas restrictiva
y estricta de lo que entendemos como IIA que en nuestro caso. Aunque nosotros, como se puede
ver comparando las explicaciones de las comprobaciones seguidas, intentamos seguir la misma
aproximacion, al no ser accesible el cédigo del estudio no podemos determinar exactamente las

causas de tal diferencia.

Sin embargo, pese a que los 6rdenes de magnitud son claramente diferentes, se puede observar
adn asf la misma relacién entre las reglas que en el articulo. Es decir, en ambos casos Copeland es
la més efectiva en el cumplimiento de ITA, le sigue de cerca Borda y, por dltimo, veto y mayoria

simple tienen la misma efectividad y cierran la lista con el resultado més bajo.

Esto tiene mucho sentido, pues, como vimos al construir Copeland, ésta es una funcion de
bienestar de comparacién por pares, luego es natural que su rendimiento en la condicién de ITA
sea correcto, pues, recordemos, esta condiciéon mide la independencia entre pares. Por otro lado,
es muy loégico que veto y mayoria simple tengan resultados muy parecidos por la antisimetria
que guardan entre si estos dos métodos, pues, como ya vimos, veto se considera la contraparte
de mayoria simple: en lugar de premiar la alternativa que queda maés veces primera, se castiga
a la que queda més veces dltima. Por lo tanto, es légico que el cumplimiento de las condiciones

sea similar.

Con todo esto concluimos que, si bien el Teorema de Imposibilidad de Arrow arroja un
resultado poco alentador, podemos tratar de buscar reglas que cumplan las condiciones deseadas

el mayor nimero de veces posibles. Es importante recalcar que los casos que hemos estudiado
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en este capitulo son con perfiles de ordenacién totalmente aleatorios, es decir, hemos estudiado
el peor de los casos. En el articulo de referencia [15] se puede observar como, para unos perfiles
de preferencia reales, es decir, perfiles con una cierta correlacion; los resultados son claramente

mejores, sobre todo para Copeland y Borda.
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