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FRACCIONES CONTINUAS ©

1. La aplicacidn de las determinantes al estudio de las fracciones
continuas facilita y simplifica notablemente su cdleulo.
Consideremos una sucesién de ntumeros
UD Uls Uza
ligados por relaciones de la forma :

UU1 S a0U1 —b] == 0,

by

de Ia que se deduce : U= a, + T
1

Del mismo modo, la relacidn :

il wily— =1

’ {,
nos daria: U =a + U—“’
?
. by
Y andlogamente : U, = a, + i elc,
Tendriamos asi la fracceon contenua en su forma mds general :
b
U = dy 2
a + %

avg"|_ e

que serd limitada & tlimitada, segun que lo sea 6 no el numero de
elementos 6 cocientes incompletos ao, ay, @, ..

{*) De las Lecciones profesadas en el primer afo de Ingenieria de la Universidad
de Buengs Aires.
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Los cocrentes complelos, son las expresiones :

b] H
a —y a — .
ll+w{] .l+m

y finalmente, reducidas 6 fracciones convergentes las cantidades :

b! b]
a — —_— ele.
y, 0+a1 ao+t&1+bz ’
@
una vez reducidas 4 fraceiones comunes.
II. Formacion de reducidas. -—— Si indicamos con :
P, P, P,
— 7 o gt .
QU Ql QL’
as reducciones sucesivas, lendremos ¢
Py
")_ — am
(]
P, ayat, + b,
o [ S il
0, @y
P, Ay + 0@y + agh,
L1 .
Q. aas + by
Py awaeay + biasas 4 agbeay 4 agtby + biby
_— — ¥
Q oy —+ ba; + a,by

y asi sucesivamente. Luego :

Los térmanos de una reducida se forman mulliplicando los de la
anterior por el denominador de la Ulivina fraccion integrante consi-
derada, y agregdndoles respectivamente el producto de los términos
de la reducida, que estd dos lugares antes por el numerador de la
masma [raceidn inlegranie.
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Es fécil generalizar la efectividad de esta ley.
Podemos escribir, pues :

BE = dy,
b
?_1_2 Py, + bx'
O O
P P 4 Peb,.

s Quas + Qubs’

4 bien asi :
ay — 1
B_, h_ln a
Qo S 02 o ay
g —1 0
b, a, — 4
Pg _ 0 bg 0',2_
Q. a —1
b, Qs
(7™ — 1 0 0
b, a —1 0
0 bg [ — 1
P, |0 ] bs s
Q, a, — 1 0
b s — 1
0 by s

y asi sucesivamente. Las determinantes que forman cada fraceién,
presentan una forma analoga, y la diagonal principal estd formada
por los cocientes wncompletos considerados. Esta forma se llama
conttnuante (*), lo que concuerda con el nombre de fraccidn continua.

Se ohservard que la continuante denominador es de un grado
menor que el numerador, habiéndose suprimido la primera fila y
y columna de este.

{*) SYLVESTER.
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II. Consideremos nuevamente la fraccién continua U, a la que

puede ponerse bajo la forma :

dy a, o e

U= )
. ( 5 B )
O [ ay PR

(1)

. siendo el numerador y el denominador una forma simbdélica de la

continuante. En efeclo, sea la continuante :

b] ﬂ.1 — I 0 0
A = 0 bg iy — | 0
0 0 0 0} @,

Desarrollemos por la primera columna :

a, —1 o ... 0 —1 0 0

iy a —1 ... 0 b, a. —1
A ly 0 ’);; y ... 0 — bl 0 bg (£33

] 0 0 ... a,l 0 0 0

Desarrollemos el segundo término por la primera fila:

a, —1 0o ... 0 a, — 0
b, a —1 ... 0 by a; — 1
L\ = 0 bg a; 0 + b] 0 b'l iy

0] 0 0 ... a, 0 0 0
¢ bien en anotacidon abreviada :

(s y

_— bﬂ b:: bs bn!
A= (a, ) + bl (ae a, a
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Apliquemos esta descomposicién & Ja expresién (1), y escriba-

mos :
by
-

s
]
L5
o
o
o
(23
Nt
o
-
T
=
£
o~
=)
&
-]
=l
=

ﬂ,gA. (a1

[ A

¢ bien o = g 7 0 ;
2 3
A (ﬂ'l Qs 22 - .)

2

-
P
=
o~
o
&
&
3
S

El denominador de estd dltima expresion, serd 4 su vez :

by b, \ b,
A (az a  ag ... + b4 (a:, G ) :

A( by b, ) ’
s 3 a; ...

by _
S F e B r)

a a4

e
a, ..,

A=RTET 6 & )
( 3 a, s

A ( by b )
ay (413 g ...

¥ asi de seguida. Sustlituvendo valores, se ve que las expresiones
de Uy a son iguales y, por lo tanto se verifica la igualdad (1).

oy —

y de aqui se deduce :

oy =0y +

Del mismo modo :

IV. El numerador de la diferencia de dos reducidas consecutivas
es — 1 elevado al numero de orden de la reducida menos elevado
disminuido en una unidad, por el producto de los numeradores de
las fracciones wntegrantes consideradas.
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En efecto, segan la ley de formacidn, se tiene :

Ph +1 = l)ﬂﬂn +1 + Pn - ibu +1

Qu+1 == Qf!alb+1. _{"" Qn—dbn+l'

De aqui se deduce :

Pu +10n - PuQn +£3 = (Puan-l-l + Pn,—lbn-l-l) Qn_ O]
(Qnan +1 + Qn = lbu + I) Pn i (PuQn -1 7 Pn - lQu) bn +1

Demos 4 n valores sucesivos :

P1Qu a PGQ! — bx
Py — PiQy = — (PiQy — PQ) b,

Pn + 10:..— PnQu == (PuQn -1 Pn. - IQn) bn+1-

Multiplicando ordenadamente estas igualdades, y observando
que el factor (— 1) se halla repetido n veces, resulta :

Pn + IQH S I,uQn 1 — (_"" ’I)u bIbEb:i .. bu+l!

que era lo que debia probarse.
Ows. -— Segun eslo, se liene :

L )
Q Q Q0
Py Bi __ 1—1 )* b;b,

QO Q0

PH L R ('_ ‘I)n_l b1b_‘~gb;} T bn.

l:l
Qu, o (JJ( -1 Qn. - !Qu

Sumemos miembro & miembro estas igualdades y simplifique-
mos :

P, _ bbby
- %tom ot
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Se puede, por lo tanto, formar una reducida cualquiera con sélo
formar las continuantes Qg Q,, Qs ..., en virtud de la altima
igualdad.

V. Caso en que los numeradores de las fracciones integranies son
umtarios, — Este es el caso mds interesante de fracciones conti-
nuas y el mas aplicado en Anélisis. La fraccién U se escribe simbé-
licamente asi :

U=la, @, as, P
En este caso a,, &, ay, ..., SOD siempre coctentes incompletos ; y
las expresiones :
i 1 i
—ly —_— —_— i
Qy Qs a;

las fracciones integrantes.

Todas las férmulas halladas precedentemente se simplifican’
mucho en este caso.

Asf las reducidas sucesivas serdn :

a — 1
B,  Bh_lt_af,
Q i Q a,
ag — 1 0 0
g — -0 i a, —1
I a — 1 0 | a, — 1
Pz . 0 1 a, P3 — {0 G | Qq
Q. @ =1 d 0, a —1 o] '
1 a,zl i a, —1
0 ] az

y asi de las demds. Las determinantes adoptan una forma especial
llamada pseudosimétrica, pues los clementos homélogos son igua-
les y de signo contrario.

VI. Una reducida cualquiera se formard multiplicando los tér-
minos de la anterior por el @ltimo cociente incompleto y se agre-
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gard respectivamente los téeminos de la reducida que estd dos lu-
gares anles. Asi se tlendra

Pn LR .Puau + Pu 1

Qu +1 = Qua’u + Qu -1

El numerador de la dilerencia de dos reducidas conseculivas es,
en esle caso, +4 6 — 1, segdn que la reducida minuendo sea de
orden par ¢ impar.

VIL. Fracciones continuas inversas. — Se llama fraccién inversa
de la expresion :
U= |a,, a, a., vy G’n's
d esta otra :
U, = la,, @, -1,

R “ T " A
Supongamos que

])u—l - PJ“

(\)H—l Qr‘l.
scan las dos Gllimas reducidas de la fraceidn U; es facil probar
que :

OH ’ ]')ﬂ, )

Qn -1 Pn -1

serdn lag dos altimas reducidas de la fraceion U,.
Eun efecto, por la ley general de formacion, se liene :
Py Pu T o

Pu s = Pu — ol + Pu -3
Py = Py, + 1.
De estas igualdades se deduce :

P, P,_»
=a, + —
Pn -1 " Pn -1
Pu—-l_a 1 Pn—ﬂ
_—=,_, + =
Pu o8 ) Pn -2
P,
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Pero estas operaciones no son sino las necesarias para ob-
tener las reducidas, segun la ley general de formacién, de la
expresién :

P 1
it — a“’ + I
Ppos dp_1 +
Ay 2 + een !
-+ 4
aq.
De un modo andlogo, se deduce :
1
Qfl = a, "!"' e
Qn.—l L T + 1
Q-2+ ...
+ 1
a:]-

VIII. Las fracciones continuas #lwmitadas pueden presentarse
bajo forma pertddica; y siel periodo de elementos empieza con
el primero serd periddica pura, y en caso contravio, periddica
mixta.

Esta clase de fracciones tiene imporlancia en el estudio de las
rafces de una ecuacién de segundo grado, mediante la siguiente
propiedad : « La raiz incommensurable de una ecuacién de sequndo
grado de coeficientes conmensurables, puede expresarse bujo la forma
de fraccion continua periédica » (*).

IX. Apricacion. Desarrollo del nitmero =. — Se liene :
== 3,141592653 ...
Este numero estd comprendido etre olros dos conseculivos :
3144592633
T 16

3141592634
107

(*} Esta proposiciéon se conoce con el nombre de Teorema de Lagrange. Su
demostracién complefa en : Loxecramps, Algébre,
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Desarrollando estas dos fracciones por el procedimiento del
m. c¢. (., se obtienen las fracciones :

m=|3, 7, 45, 4, 292, 1, 4, 4, ...|

~ “ 'I

71..—:..'3’ fi 13,

gt  meb - -
TITOTTT OTThwe s
., 22 ;
La relacién = es debida & Arquimedes.
La ‘?Tg 4 Rivard, y la ultima 4 Mécio (7).

(*) Gélebre astronomo holandés: 1571-1635.
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