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PRESENTACION

Esta unidade didactica enmdrcase na materia de Investimentos Financeiros corres-
pondente ao 42 curso do Grao en Administracion e Direcciéon de Empresas, € unha
materia optativa de Finanzas. Céntrase na determinacion de carteiras eficientes para
un investidor tanto de forma grafica e intuitiva como mediante a aplicacién da Teoria
de Markowitz que permite a sia determinacidn de xeito cuantitativo. O contido des-
ta unidade é moi importante para calquera suxeito que se enfronte a unha toma de
decisidn de investimento financeiro porque presenta as bases de calquera modelo de
xestidn de carteiras por complicado que este sexa.

Esta unidade didactica é a segunda da materia, tras unha anterior onde
se establecen os fundamentos do Investimento Financeiro e 4 sUa vez é previa as
unidades que constitien desenvolvementos mais completos e posteriores no tempo
ao Modelo de Xestion de Carteiras de Markowitz.

Os contidos desenvolvidos na unidade enmarcanse non eido das finanzas de
mercado e mais concretamente na Teoria de Carteiras, e son fundamentais para as
outras unidades que forman o programa da materia e tamén para outras disciplinas
en relacion coa toma de decisidon de investimentos financeiros tanto por persoas
fisicas como xuridicas.

A unidade esta desefiada para ser desenvolvida en 12 horas distribuidas en 6
horas de sesidns expositivas e 6 horas de sesidns interactivas.

OS OBXECTIVOS

En canto aos obxectivos especificos, o desenvolvemento desta unidade quere
contribuir a que ao rematar a unidade didactica o alumno sexa capaz de:

— obxectivo 1 Cofiecer as implicacidns que ten o comportamento dun
investidor racional ante a toma dunha decisién de investimento financeiro;

— obxectivo 2 Debuxar a Fronteira eficiente para un conxunto de activos
de renda variable;

— obxectivo 3 Cofiecer as proporcions, rendemento e risco das carteiras
eficientes que compoiien a Fronteira eficiente para un investidor;

— obxectivo 4 Identificar a carteira 6ptima para un investidor con
independencia das suas caracteristicas persoais fronte ao risco

— obxectivo 5 Valorar aimportancia do modelo de xestidn de carteiras de
Markowitz para a Teoria de Carteiras.

0S PRINCIPIOS METODOLOXICOS

Nesta unidade didactica continlase a aplicacion da metodoloxia empregada na
unidade 1, que tamén se aplicara nos temas posteriores que constitien o programa
da materia. En particular, emprégase unha estratexia docente baseada en:

— AV
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Clase maxistral. O docente proxectara unha presentacion para a exposicién dos
contidos tedricos, dispofiible para os alumnos no campus virtual da USC previamente
a0 seu emprego na aula.

Realizacién de actividades sobre contidos tedricos:

* Realizacion de supostos practicos. Para reforzar e aclarar dubidas sobre

a teoria exposta, realizaranse diferentes exercicios empregando varias
referencias bibliograficas que estaran dispoiibles previamente no campus
virtual. Unha parte dos mesmos seran resoltos polo profesor, e outra polos
alumnos individualmente e en parella.

e Para as clases interactivas, que se desenvolveran na aula de informatica, o
principal obxectivo destas actividades é que o alumnado conecte o marco
tedrico exposto coa realidade nos mercados financeiros. Deste xeito,
proporase ao alumno a procura de datos de activos financeiros na web dos
mercados. E facilitaraselle con anterioridade no campus virtual, plantillas
de Excel para a resolucidn casos reais de toma de decisidns financeiras.

e Finalmente, vaise facilitar, tamén a través do campus virtual, varias
referencias bibliograficas con cuestidns practicas que se deben resolver
polo alumno individualmente como traballo persoal féra da aula. As
titorias presenciais e virtuais serdn empregadas para resolver calquera
dubida ou problema.

En conxunto, esta metodoloxia permitira traballar a discusidon. Asi, o
profesor fomentara un debate cos alumnos sobre as fases seguidas no desenrolo
das diferentes actividades propostas. Ademais, faranse diferentes preguntas aos
alumnos para interpretar colectivamente os resultados e construir, de xeito critico,
unhas conclusioéns.

0S CONTIDOS BASICOS

Para estudar o efecto da combinacidn de varios activos financeiros, necesariamente
hai que partir dun modelo de seleccién. Como todo modelo, necesita simplificacidns
da realidade e, para isto, establecemos determinadas hipdteses simplificadoras do
proceso que intentamos analizar.

Faremos uso da definicién do Investidor eficiente no sentido de Markowitz
que supon que:

1.- Os investidores tentan maximizar a rendibilidade esperada ao longo
dun periodo e caracterizanse por unha utilidade marxinal decrecente da
riqueza. Cada oportunidade de investimento pode estar representada por
unha funcién de distribucion de probabilidade.

2.- Os riscos estimados por cada investidor son proporcionais a variabilidade
da rendibilidade esperada.

3.- Os investidores estan dispostos a adoptar as stas decisidns en funcién da
rendibilidade e o risco asociado.

— AV
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4.- Paraundeterminado nivel derisco, oinvestidor preferird mais rendibilidade
a menos, da mesma forma, para un determinado nivel de rendemento, o
investidor preferira menos a mais risco.

1. Combinacion de dous activos en condicions de risco e sen vendas ao descuberto

Consideremos dous activos (A e B) dos que cofiecemos o seu rendemento esperado
(R, eR,) erisco asociado (O, e O ).

X, e X, son as proporciéns que se van investir nestes activos de forma que
estas proporcidns sexan sempre positivas.

O rendemento dunha carteira formada por estes dous activos sera:

R, = X,R, + X;R,; = X, R, +(1-X, ) R,

1/2
eorisco: G, = [chg +X]§ Gé’ +2X A XB GAB]
ou ben:
1/2
2 2 2 _2
oy =|XA ok +(1-Xx) 0f + 2Xa(1-X4) paB o4 GB]

Supofiamos o3 =1

Entdn o risco sera:

1/2

o, = [Xj ol +(1-X, Vo +2X,(1-X, )lo,0, ]
gue seria exactamente:

Gp = [XA Gy + (1 - XA)GB ], despexando X, e levandoo & ecuacién do risco,
operando e agrupando termos podemos medir a relacién entre rendemento e risco

da carteira:
R, —-R R,—R
Rp=|:RB_O_B(A B):|+O_p(A B)
Oy ~Op 0,-0p
Esta é unha expresién do tipo:
Rp =K + m o,

K: constante formada polos valores estimados
Rr YV op:rendibilidade e risco
m: pendente
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Graficamente:

R,
&

R :K+msp

Y

Supofiamos O4p =1

/
c, =[XA2 G2 +(1- Xp)°03 +2x 4 (1- X, )(-1)C 4 O ]1 ’

/
o, =[X%G 2 4(1-x, ) 6% -2x, (1- x4 )O, GB]I ’

G,=X,0,-XgO05=X,0,-(1-X,)Cp
Tamén se poderia simplificar:
G, =[-X,0,+(1-x,) O]

Como hai duas alternativas, hai que observar cales son as relacions entre
rendemento e risco para esas duas alternativas:

a) Rp — RB +O-B (RA _RB) + O— (RA _RB)
O,+0, "O,+0,
R,=K +mO,

o by-[raro B | o, (=
A+ B

Rp =K-m0p
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Estas duas ecuacidns tefien o mesmo termo independente, K. Represente-
mos as duas rectas.

R
o A

Supofiamos p 5 =0

R =X,R, +(1-X,)R,
Z[X iO’ ,24+(1_XA)2 GZB+2XA(1_XA)PAB O-AUB]

1/2

Derivamos respecto de X,, igualamos a cero para ver a proporcion de X, para
a carteira de menor risco.

do, 1,2X,0 +20-X,) 1o ; o

oX, 2 [X o 2 (l-X, Yo 2"

2x, 6026 =X, 0 3]=0
2
X, = zO-B 2

o ,to
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Existe unha carteira de minima varianza (M, ) posto que hai unha proporcién
de titulos que colocados no titulo B fai minima a desviacion tipica; a forma sera:

)
2, A

—>
Todas as combinaciéns por baixo (tramo Mv-B) son ineficientes, porque para
0 mesmo risco existe outra carteira con maior rendibilidade.
Cal seria a solucién xeral para calquera valor de positivo p,,? Busquemos a
carteira que faga minimo o risco.
2 2 2 2 /2
o, =[X K% A+(1—XA) o B+2XA(1—XA)GAO' P ]

B™ 4B

do, 1, 2X,o0:+20-X,)-1o ;+20,+4X,(-1) 0o
é’XA 2 [X io‘i-i—(l—XA)O' 123+2XA(1_XB)+2XA(1_XB)O-AB]”2
Z[XAGi—O' +X,0 to,-2X, O'AB]=0

2 2 _ 2
XA(O- Ato B_2GAB)_0- 8”0 45

2
X = O-B_o-AGBPAB
A o240 2-2P

O ,TO0 g A 0403

Existe unha carteira que como no caso anterior chamaremos M e con
proporcions que vefien dadas pola expresion anterior de X,.

A forma xeral que adoptan as carteiras eficientes de titulos é un arco céncavo;
adoita existir unha carteira M, que permite excluir unha zona ineficiente.
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2. Fronteira eficiente con vendas ao descuberto e activo sen risco

Definamos as Vendas ao descuberto (short sale ou venda a curto). Unha venda ao
descuberto consiste en vender un activo sen posuilo. Utilizanse para posicidns de
arbitraxe e en operaciéns de venda con crédito. As vendas ao descuberto tefien
sentido cando un investidor espera que o rendemento dun activo sexa negativo;
ou mesmo, no caso de que os rendementos sexan positivos cando os recursos da
venda ao descuberto poidan ser utilizados para comprar un activo cun rendemento
esperado maior.

As vendas ao descuberto dun titulo reflictense con proporcions negativas.
En principio ilimitadas, sempre mantendo que ZX; =1. Pero nés imos introducir a
seguinte hipdtese na nosa andlise: non podemdglvender en descuberto mais do que
temos en patrimonio.

Supofiamos os seguintes activos A e B, co seu correspondente rendemento
esperado e risco. Na tdboa 1 aparecen tamén o rendemento e risco das carteiras V,
J e X que son combinacidns dos titulos A e B. As tres inclien vendas ao descuberto
dalgin dos activos de partida.

Taboa 1. Combinacidn de A e B con vendas ao descuberto

Activo XA Activo XB

R 14% 8%
o 6% 3%
Carteiras X, X, Rr o
V -100% 200% 2% 6%
J -20% 120% 6,8% 3,17%
X 200% -100% 20% 10,8%

Representando non espazo risco-rendemento os activos de partida e as car-
teiras con vendas o descuberto e unindo puntos:
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Mv-A-X é a Fronteira eficiente, se non fose pola hipdtese de que non podemos
vender en descuberto madis do que temos en patrimonio, a Fronteira eficiente seria
infinita.

A venda ao descuberto permiteme estenderme mais alé dos limites do titulo
B: 0 arco de combinacions eficientes seria aquel que partindo de M chegase a X,
porque ao estenderme cara abaixo obtefio zonas ineficientes.

Vexamos agora a Fronteira eficiente incluindo a posibilidade dun activo sen
risco para préstamo e endebedamento (chamado R)). Cando pedimos prestado
estamos a realizar unha venda ao descuberto sen risco. Nun primeiro momento non
imos considerar a posibilidade de vendas ao descuberto.

Arendibilidade dunha carteira (P) combinaciéon do activo sen risco e de activos
con risco (K) sera:

R =(1-X )R, +X R,
apz[(l—X Yol+X o 1+2(1-X )X o ]”2

FK

c,=X o,
o

X ===
Ok

Substituindo X na expresidn da rendibilidade e sacando factor comun:
R«—R
Rr=Rr+ (M) Op
O«

Esta é a ecuaciéon dunha lifia recta. Todas as combinacidns sen risco de

préstamo e endebedamento coa carteira K estan nunha liia recta no espazo

rendemento esperado-risco. Corta ao eixo X en R, a pendente é Re=Rr pjnda mais,

a lifia pasa polo punto . O«
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O prezo que se pide por cada unidade de risco soportada por investir no activo
Ké Re = Rr

Ok

Se volvemos ao noso arco estandar de carteiras eficientes e permitimos R,
(taxa de rendibilidade sen risco), en principio, o investidor pode combinar calquera
das combinacidns que forman o arco co activo sen risco. Se obra asi, tentara situarse
na recta que partindo de R_ tefia un nivel de pendente mdis elevado, posto que
cada unha das combinacidéns da recta de madis alta pendente proporciona maior
rendemento para igual nivel de risco. En consecuencia, as mellores combinacidns
estaran na recta que partindo de R_sexa tanxente en T, € dicir, as combinacions de R,
e a recta proléongase pasando por T.

AN
7/

Con esta analise todos os investidores manterian a mesma carteira de activos
con risco, a carteira T, chamada Carteira éptima. Alguns destes investidores con
bastante aversién ao risco seleccionarian unha carteira ao longo do segmento R.-
T, depositando difieiro no activo sen risco, e difieiro en T. Outros mais tolerantes
co risco terian carteiras ao longo do segmento T-en diante, pedindo prestado e
investindo todo en T. Outros destinarian todo o seu difieiroa T.

A habilidade para determinar a Carteira éptima sen saber nada sobre o
investidor ten un nome, Teorema de Separacion. O Teorema de Separacién di que
a actitude do investidor cara ao risco s afecta 4 cantidade que se presta ou pide
prestado. Non afecta a carteira éptima de activos con risco.
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3. Determinacion da Fronteira eficiente con vendas ao descuberto e préstamo e
endebedamento sen risco

A Fronteira eficiente neste escenario seria:

Como logramos determinar a carteira que de todo o conxunto é a que coincide
coa recta tanxente que parte de R_?. Todas as carteiras que pertencen a esa curva de
carteiras eficientes que parte de M, son posibles. Tomamos unha carteira calquera e
buscamos a que maximice a pendente da recta; a nosa estratexia serd maximizar as
pendentes das rectas que parten de R.. Pero non seria correcto maximizar a pendente
de forma indefinida sendn que debo ter en conta que as proporcidns que eu invisto
en cada titulo deben sumar 1, é dicir, o meu obxectivo sera maximizar a pendente

N
suxeitoaque > X, =1.
i=1

Permitimos vendas ao descuberto, por tanto X, pode tomar calquera valor.
Agora, tefio que determinar a combinacion de titulos que maximice a pendente
suxeita a esta restricion: 2..X; =1, X para todo valor.

Por tanto a formulacidn é:

;xiRi_RF

max

N ) N N
inO'i+Z Zx,'xjovj
i=1 i=1j=1

i#]

Resolvendo esta formulacion chegamos a un sistema de n ecuacidns
simultaneas con n incégnitas (Sistema de Markowitz), tantas como titulos de partida:

R-R.=Zo0+Zo,+..+Z 0,
R-R. =20 +Z,0 +.+7Z 0,

R-R =20 +2Z,0, +.+2
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A solucion a este sistema sera (21 5225 Z35mmnenns Zn), pero estas zetas non son as
proporcions da Carteira 6ptima. Vexamos como calcular estas proporciéns.

N
in(Ri_RF)
Sabemosque Z; = A x,eque A = i=1
N , 5, NN
.Z )CZ'O'Z“".Z Z XiX jOij
i=1 i=1j=1
J#i
Por tanto:
Z = ﬂ,Xl
Z,=1X,
Z =1X
N N N
ZZl.leXi = >Z =1
i=1 i=1 i=1
E dicir
N
> X,(R ~R,) .
N , NN =4 :,EIZ"

Asi obtemos o valor global de A. Agora, para saber o valor dos X::

Xl:£:>Xl= NZi
A ZZf

Unha vez calculados os X, debo obter o rendemento e risco da Carteira
Optima para asi determinar a pendente da Fronteira eficiente e en definitiva a sua

ecuacion.

4. Determinacion da Fronteira eficiente con préstamo e endebedamento sen risco
e sen vendas ao descuberto
Este problema é analogo ao caso de Fronteira eficiente con vendas ao descuberto

con taxa de préstamo e endebedamento sen risco. Necesitamos a carteira dptima
e de novo serd a que maximiza a pendente da lifla que une o activo sen risco e a

—— AV
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carteira con risco. Con todo, o conxunto de carteiras que é posible combinar con
préstamo e endebedamento é diferente porque engadimos unha restricién. Os
investidores non poden manter activos en cantidades negativas. Mais formalmente
o problema pode exporse:

maximizar 6 = M
Or
s.a. (1) ﬁx,. =1
i=1
(2) x.20 Vi

5. Determinacion da Fronteira eficiente sen préstamo e endebedamento sen risco
e sen vendas ao descuberto

Unha carteira eficiente determinase minimizando o risco para cada nivel de
rendemento esperado ou viceversa. Se especificamos o rendemento a un nivel e
minimizamos o risco, temos un punto sobre a Fronteira eficiente. A formulacion sera:

N N N

o o e " 2 2

minimizar o,=Yx,c;+ 2 L XiXj0j

i=1 i=1j=1
i#j

i=1..,N

Variando o R, entre o rendemento da carteira de minima varianza e o
rendemento da carteira de maximo risco, trazaremos o conxunto eficiente e de novo
o problema é un problema de programacion cuadratica.

Outra formulacion que nos leva @ mesma conclusidn sera:

— N —
maximizar R,=Y X,R,
i=1
N
sa. () Yx=1
i=1
N N N
2 2
)| = xioi+ X T xixjo| =0,
1 i=1j=1

1=
i#j

B)x20 i=1I..,N
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ACTIVIDADES PROPOSTAS

Ao longo desta unidade vanse realizar diferentes actividades que, nunha fase inicial,
procuran espertar o interese sobre os contidos propios da unidade a través da sua
conexion coa realidade dos mercados financeiros. Neste senso, comentaranse a
existencia dos diferentes mercados financeiros, das suas pdaxinas web e de cémo
se pode buscar informacion sobre os activos que neles cotizan. Esta actividade serd
proposta aos alumnos, se ben o profesor tamén elaborard informacién para pofier en
comun e comentar os resultados.

Posteriormente, realizaranse actividades que pretenden desenvolver os
contidos tanto tedricos como practicos. Propoferanse exercicios para determinar
o conxunto de carteiras eficientes para un investidor e a carteira dptima. Para isto
iremos variando o escenario, é dicir, cambiando os supostos de partida, permitindo
ou non activos sen risco ou vendas o descuberto. Os materiais basicos necesarios
seran datos de cotizacidon de peche que estaran dispoifiibles no campus virtual da
USC. Alguns destes exercicios resolveranse @ man para recalcar os contidos tedricos
pero outros seran resoltos na folla de calculo Excel para cofiecer todas as suas
potencialidades de calculo e representacion grafica, tratando de aproximarnos asi o
mais posible ao mundo financeiro real da toma de decisidns.

A resolucion sera individual e colectiva, motivando ao alumno a explicacién da
sUa resolucidn ao resto de companieiros, e fomentando unha critica dos resultados
obtidos.

A maiores, vaise facilitar ao alumno unha listaxe de exercicios que debe
resolver individualmente féra da aula. Calquera dubida ou comentario sobre os
mesmos seran resoltos nas sesidns de titorias.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

A avaliacién desta unidade didactica sera realizada en tres fases:

— Avaliacion inicial: o profesor avaliard os cofiecementos previos dos
alumnos en temas de investimento financeiro a través da realizacién dun
debate na aula o primeiro dia de clase.

— Avaliacion procesual: avaliarase a participacion do alumno e as actividades
resoltas durante o desenvolvemento das sesidn expositivas e interactivas.
En particular, o profesor levard un rexistro da participacién de cada
alumno na aula, e tamén supervisara as diferentes actividades que faga,
individual e/ou colectivamente, na aula e como traballo persoal féra dela.
Calquera dubida ou problema serdn resoltos nas sesidns de titorias. Estes
dous items supofien un 30% da nota final (15% para a participacion en
clase e 15% para a realizacion de actividades practicas).

— Avaliacion final: consistira na realizacion dunha proba escrita composta
dunha parte tedrica e outra practica. Supora un 70% da nota final.

— AV
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didactica Carteiras eficientes e técnicas para o seu calculo
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