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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Geometria y Topologia.

Titulo: Homologia persistente en 3-variedades.

Breve descripcién del contenido

Se estudiardn los fundamentos del anilisis topolégico de datos y de
la geometria hiperbdlica en variedades de dimensién 3. Cuenta con
una parte experimental, con el fin de usar la homologia persistente
para obtener invariantes topoldgicos que distingan 3-variedades hi-

perbdlicas.

Recomendaciones

Conocimiento bésico en geometria y topologia. A lo largo del trabajo,

se citan numerosas referencias con fines introductorios a la materia.

Otras observaciones

Se usard el lenguaje de programacion Python en la creacién del cédigo

presentado en la parte experimental.
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Resumen

Se comienza con una introduccién al andlisis topolégico de datos, presentando las herramien-
tas bésicas de esta disciplina: homologia persistente, diagramas de persistencia y landscapes,
teorema de estabilidad, entre otras. En particular, nos interesara la aplicaciéon de la homologia
persistente sobre muestras finitas de puntos sobre una variedad, a partir de las construcciones
de complejos simpliciales sobre dichas muestras, debido a su potencial para generar invariantes

métricos.

Se sigue con los fundamentos de la geometria hiperbdlica, estudiando algunos de los modelos
clasicos del espacio hiperbdlico, el cual es cubierta universal de cualquier variedad hiperbdlica,
particularizando el caso de dimensién 3. El objetivo principal de esta secciéon es demostrar el
Teorema de Rigidez de Mostow en el caso compacto; para ello, se muestran previamente algunos
conceptos y resultados usados en la demostracién. Como consecuencia de este teorema, en el caso
de 3-variedades hiperbdlicas, la métrica es un invariante topolégico y por lo tanto, variedades
hiperbdlicas no homeomorfas pueden ser distinguidas usando invariantes métricos como los que

nos proporcionard la homologia persistente.

Finalmente, se llevardn las técnicas anteriores a la prictica, con la realizacién de un programa
que muestree puntos aleatorios sobre 3-variedades hiperbdlicas compactas orientables, calcule
los correspondientes diagramas de persistencia y landscapes, y compare mediante contrastes de
hipétesis los resultados obtenidos para cualquier par de variedades hiperbdlicas dadas, con el

objetivo de distinguirlas topolégicamente con cierto grado de confianza.

Abstract

We begin with an introduction to topological data analysis, presenting the basic tools of

this discipline: persistent homology, persistence diagrams and landscapes, as well as the stability
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theorem, among others. Specifically, we are interested in the application of persistent homology
to finite samples of points on a manifold, using the construction of simplicial complexes on these

samples, due to their potential to generate metric invariants.

Next, we cover the fundamentals of hyperbolic geometry, studying some of the classical models
of hyperbolic space, which is the universal cover of any hyperbolic manifold, focusing on the 3-
dimensional case. The main objective of this section is to demonstrate Mostow’s Rigidity Theorem
in the compact case. To this end, we present some concepts and results used in the proof. As a
consequence of this theorem, in the case of 3-dimensional hyperbolic manifolds, the metric is a
topological invariant. Therefore, non-homeomorphic hyperbolic manifolds can be distinguished

using metric invariants, such as those provided by persistent homology.

Finally, we will put the previous techniques into practice by developing a program that
samples random points on compact orientable 3-dimensional hyperbolic manifolds, calculates
the corresponding persistence diagrams and landscapes, and compares the results obtained for
any pair of given hyperbolic manifolds using hypothesis testing, with the aim of topologically

distinguishing them with a certain degree of confidence.



Introducciéon

El analisis topolégico de datos se presenta como una potente herramienta matemadtica que
hace uso de la topologia algebraica. Se trata de una disciplina emergente en la actualidad con
aplicaciones muy variadas en campos de ciencia aplicada, como neurociencia, finanzas o ciencia de
materiales. En el presente trabajo, nos centraremos en un d&mbito méds puro de las mateméticas,

concretamente, en su aplicacién sobre variedades hiperbdlicas compactas de dimensién 3.

En la clasificacién de variedades hiperbdlicas, es de especial interés el cdlculo de invariantes
topoldgicos que permitan distinguirlas. En el caso de dimensién 3, tenemos rigidez sobre la geo-
metria de la variedad, de forma que dos variedades hiperbdlicas de volumen finito homeomorfas
son, de hecho, isométricas. Esto nos permite afirmar que los invariantes métricos serén también
topolégicos, como el volumen de la variedad. Luego utilizaremos el andlisis topoldgico de da-
tos, concretamente la homologia persistente, para obtener dichos invariantes, que se estimaran
estadisticamente. Nos restringiremos al caso de las 3-variedades hiperbdlicas compactas orienta-
bles utilizando SnapPy [I], un programa disponible como médulo en Python destinado al estudio
de la geometria hiperbdlica, y Ripser [2], paquete para el cdlculo de homologia persistente. Co-
mo gran motivacién de este trabajo, se intenta encontrar invariantes topolégicos que permitan
distinguir variedades que SnapPy no consiga diferenciar, que corresponde principalmente a las

variedades compactas orientables de mismo volumen y homologia.

El trabajo estd estructurado en cuatro capitulos, los dos primeros de carédcter tedrico e intro-
ductorio a las técnicas utilizadas en la parte experimental. Se comienza con una breve introduc-
cién al analisis topolégico de datos, dando las definiciones bésicas sobre homologia simplicial. Se
presenta el formalismo detrds de los diagramas de persistencia, los cuales se tratan de invariantes
métricos, y demostrando el teorema de estabilidad que justifica su uso en la préactica. A partir
de ellos, se definen los landscapes, para los cuales se explica el tratamiento estadistico necesario

para trabajar con muestras aleatorias en espacios métricos.

En el capitulo 2, se estudian los fundamentos de la geometria hiperbdlica con el objetivo de
familiarizarse con la métrica del espacio hiperbdlico y algunos de los modelos maés relevantes del

mismo. La rigidez de la geometria hiperbdlica para dimensién mayor o igual a 3 serd fundamental
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XII INTRODUCCION

para la parte experimental de este trabajo; esto es consecuencia del teorema principal presentado
en esta memoria, el Teorema de Rigidez de Mostow, el cual se prueba con bastante detalle para

el caso de variedades hiperbdlicas compactas.

A continuacién, asentados todos los aspectos tedricos, se pasa a explicar la parte compu-
tacional, la cual consiste en la creacién de un programa para distinguir variedades hiperbdlicas
compactas orientables de dimensién tres. Para ello, este debe ser capaz de muestrear puntos
de forma aleatoria sobre una variedad dada, calcular el diagrama de persistencia y landscape
asociado, y dar regiones de confianza para el landscape de la variedad de donde fue tomada la
muestra a partir de los cdlculos anteriores. Todo con el fin de realizar contrastes de hipdtesis

entre variedades para determinar con cierto nivel de confianza si son o no homeomorfas.

Finalmente, se concluye con una breve recopilacién de los principales objetivos alcanzados,
asi como la presentacién de posibles mejoras en el programa y potenciales lineas de investigacion

futuras relacionadas con el trabajo.



Capitulo 1

Homologia persistente

1.1. Introduccién al analisis topolégico de datos

Una de las principales motivaciones de los analistas de datos, es lograr distinguir y clasificar
conjuntos de datos mediante caracteristicas calculables computacionalmente. EI TDA (Topolo-
gical data analysis) hace uso de la topologia algebraica para extraer invariantes topoldgicos de
enormes nubes de puntos. En general, nuestro problema comienza con una muestra finita de
puntos X, que suponemos procedente de un espacio métrico X desconocido. El objetivo tltimo
serd recuperar la informacién de la topologia y métrica de X con cierto nivel de confianza a

partir del andlisis computacional de la muestra.

En este capitulo, introduciremos al lector los conceptos necesarios para comprender el uso de
esta herramienta, desde las definiciones bésicas de dlgebra homoldgica, hasta resultados que nos
garanticen la efectividad de estos métodos en la practica, siguiendo las referencias [3], [4], [5] v

[6], principalmente.

1.2. Homologia y filtraciones

Buscamos invariantes topoldgicos que puedan ser calculables de forma eficiente, el invariante
elegido serd la homologia. Nos referimos a [7] para una presentaciéon mds general e introductoria
a los grupos de homologfa. En nuestro caso, estaremos interesados en la homologia simplicial y

singular como mecanismo para calcular los invariantes deseados, que introducimos a continuacion.

Definicién 1.1. Un complejo simplicial (abstracto) es un par (V,%), donde V' es un conjunto
finito y ¥ una familia no vacia de subconjuntos de V tal que, dado o € ¥ y 7 C o, entonces se

tiene 7 € 2.
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Llamaremos a V' conjunto de vértices y > conjunto de simplices. Ademés, se dird que o es
un k-simplice si tiene k + 1 vértices, denotando como ¥ al conjunto de k-simplices del complejo
simplicial. De esta forma, se puede entender un complejo simplicial como la unién de: puntos (0-
simplices), segmentos (1-simplices), tridngulos (2-simplices), tetraedros (3-simplices) y anédlogos
de dimensién mayor. Cuando se represente gréficamente un complejo simplicial, rellenaremos
con color el interior de los k-simplices para diferenciarlos de la unién de k+1 (k — 1)-simplices.
Por ejemplo, en la figura podemos diferenciar un 2-simplice (tridéngulo gris) de lo que serian

simplemente tres 1-simplices que forman un tridngulo no coloreado.

Figura 1.1: Complejo simplicial con 8 vértices, 11 segmentos y 5 tridngulos (3D).

Observacion 1.2. Podemos dotar a un complejo simplicial de estructura de espacio topoldgico
mediante la biyeccién ¢ : V' — {1,2,..., N}, donde N es el nimero de vértices, de forma que
generamos un subespacio de RY dado por {J,cy ¢(c), siendo ¢(o) la envolvente convexa del

conjunto de vectores de la base canénica {ey(y)}veo-

Definicién 1.3. Diremos que un espacio topolégico X es triangulable si existe un complejo

simplicial con espacio topolégico subyacente homeomorfo a X.

Dotado V' de orden total, se define el i-ésimo operador cara d; : X — Y1 tal que d;(0) =
o —{v;}, donde v; es el i-ésimo vértice en o, con i € Ny entre 0 y k incluidos. Dado un complejo
simplicial A = (V,X) y A un anillo abeliano, definimos el grupo de k-cadenas Ci(A, A) como
el médulo libre con coeficientes en A generado por los k-simplices de X con coeficientes en
A. Podemos considerar la orientacién de un simplice a partir de un orden establecido en su
conjunto de vértices, decidiendo el sentido en el que se “recorren” los vértices, teniendo que para
cada simplice orientado (v, v1, ..., Vg—1, V%) = —(Vk, Vg—1, ..., U1, Vp). Cualquier trasposicién de dos
vértices cambia la orientacién, por lo tanto cada simplice admite tinicamente dos orientaciones;
asi, dos simplices ordenados con el mismo nimero de vértices tendrdan la misma orientacién si y

solo si difieren en una permutacién par.
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Definicién 1.4. Operador borde Oy, : C(A) — Cr—1(A):

donde se considera la orientacién inducida en el operador cara. Diremos que una k-cadena ¢ €
Cr(A) es un k-ciclo si 9x(c) = 0. Una k-cadena ¢ € Ci(A), es un k-borde si existe una k + 1-
cadena p tal que Jx41(p) = c.

Proposicién 1.5. El borde de cualquier k-cadena no tiene borde (k > 1), i.e., 0% = Ox_100; = 0.

Demostracion. Basta con probar que es cierto para los k-simplices, y automa&ticamente se tiene

el resultado para las k-cadenas por expresarse como combinacion lineal de ellos. Sea o € ¥:

k i%(;t—l = k ' k—1
=Y (1D (=1)d; (dio)) = Y (—1)Hdj(di(0) + Y (—1)d;j(di(o))
== i<i i<
k k—1
=2 (D) dia(di(0) + 3 (1) d;(di(0))
o =)
y k—1 k—1
”é‘l} (1) i (dj(0)) + D _(=1)"ds(di(07))
= =
., k—1
= () +Z 1)*d;(di(0)) =0 O
e =0

Corolario 1.6. Del resultado anterior se sigue que Img(9,11) C Ker(0k).

Por ahora, vemos que los complejos simpliciales y los operadores lineales definidos tienen una
gran facilidad para ser tratados computacionalmente, que recordemos que es lo buscado. A partir

de estos conceptos, para mantener el poder de cdlculo, podemos definir la homologia simplicial.

Definicién 1.7. El grupo de homologia simplicial de grado k& con coeficientes en un anillo

abeliano A de un complejo simplicial A, denotado por Hy(A, A), viene dado por:
Hy(A, A) = Ker(0y) / Img(Op11).

Definimos el k-ésimo nimero de Betti como (B, = Rango Hi(A, A). Si A es un cuerpo, el grupo

de homologia es un espacio vectorial sobre A y el nimero de Betti es su dimension.
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Definicién 1.8. Sean A1, Ay dos complejos simpliciales. Una aplicacion simplicial f entre Ay
y A es una funcién de V(A;) en V(A3) tal que la imagen de un simplice de A; es un simplice

de As, entendiendo el simplice como un subconjunto del conjunto de vértices.

Observacion 1.9. Una aplicacién simplicial f : A; — As induce un homomorfismo entre los

grupos de homologia fi : Hp(A1) — Hy(Asg) para todo entero no negativo k, definido por

donde f’ es la aplicacién inducida en los grupos de cadenas, definido en los simplices como
' ([vo, s vn] = [f(v0), .y f(vn)] v extendido linealmente a las cadenas; [¢] € Hi(A1) es una clase
de homologia representada por un ciclo ¢ en A; y [f'(¢)] € Hi(A2) es la clase de homologia

representada por el ciclo f(c¢) en As.

Se puede ver que f’ conmuta con el operador borde, por tanto lleva k-ciclos de Ay en k-ciclos
de As y la imagen por f’ de una cadena cobordante es también cobordante. En consecuencia, el
morfismo a nivel de cadenas simpliciales define en el cociente un morfismo entre los grupos de

homologia.

A continuacién presentamos algunas definiciones bésicas de homologia singular necesarias
para la comprensién de un teorema posterior de la seccién 1.4, se trata de un concepto méds
general ya que se define sobre espacios topolégicos arbitrarios; se recomienda las referencias [7]
y [8] para mayor detalle. En la practica, se utilizara homologia simplicial ya que trabajaremos

sobre nubes de puntos finitas.

Definicién 1.10. Sean {xy, ..., z,} € R™ geométricamente independientes. Se llama n-simplice

geométrico & generado por {xg, ...,xzy} € R™, al conjunto de puntos

n
r= Z tixi,
i=0
donde > jt; =1y 0 <t; <1Vie€ {0,...,n}. En particular, sea e; = (0,0,...,1,0,0,...) la
base canénica de R*. Se llama n-simplice estindar A™ C R © R* al n-simplice geométrico
generado por {eg,eq,...,en}; que es precisamente el espacio subyacente de un simplice, caso
particular de la Observacion [1.2
En lo que sigue, sea X un espacio topolégico y A un anillo conmutativo.
Definicién 1.11. Un n-simplice singular de X es una aplicacién continua
7 A" 5 X.

Definicién 1.12. Una n-cadena singular ¢ es una combinacién lineal finita

c= E a;T;
i
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con a; € A (nulos excepto un numero finito) y 7; n-simplices singulares. El n-ésimo grupo de

cadenas singulares S, (X) en A es el grupo abeliano libre generado por los n-simplices singulares.

Surgen los operadores cara y borde de la siguiente manera,

Definicién 1.13. El i-ésimo operador cara d; : S,(X) — Sp_1(X) actiia sobre un n-simplice
singular como:
di(r) : A"t 5 X
(t(), vy biz1, Gy ey tn—l) — T(to, ey bi—1, 0,4, .., tn—l)-

Por linealidad, d; se extiende a S, (X), es decir, d; (O aimi) = > aidi(T5).

Definicién 1.14. El n-ésimo operador borde 9, : Sp(X) — Sp—1(X) viene dado por

n

On = (-1)d;,

1=0

donde d; es el i-ésimo operador cara. La nocién de ciclo y borde se define de forma andloga al

caso simplicial.

Véase que el resultado de la proposiciéon también se tiene aqui, Op_100, =0 paran > 2,

y la demostracion es idéntica. De igual manera, se obtiene que Img(dp,+1) C Ker(9,,).

Definicién 1.15. El n-ésimo grupo de homologia singular de X es
H,(X) = Ker(d,)/Img(dp 1)

El nidmero de Betti 3, serd el rango del grupo H,(X).

Sea ahora f : X — Y una aplicacién continua entre espacios topoldgicos, se tiene la si-
guiente interpretacién entre grupos de n-cadenas singulares f# : S,(X) € S,(Y) definida por
(0 aim) =S aif (1) = 3, ai(f o 7). Es facil ver que f# conmuta con el operador borde

y por tanto induce un homomorfismo entre los grupos de homologia:

fut Ho(X) = Hy(Y)
[€) = f:(1€]) = [F7 ()],

siendo [£] una clase de homologia con representante el n-ciclo £. Sea g : X — Y otra aplicacién

continua, si f y g son homotépicas, entonces inducen el mismo homomorfismo en homologia

Je = gs.

Una equivalencia de homotopia entre espacios topoldgicos induce un isomorfismo a nivel de

homologia singular, luego dos espacios homotépicamente equivalentes tienen los mismos grupos
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de homologia. En [9] se realizan los cédlculos detallados que nos permiten afirmar que la ho-
mologia simplicial de un complejo es isomorfa a la homologia singular de su espacio topolégico
asociado definido en la Observacion [1.2] como consecuencia, la homologia simplicial de un espacio

topoldgico triangulable no depende de la descomposicién simplicial escogida.

Nuestro objetivo ahora es definir un método para construir complejos a partir de nubes de
puntos, que consigan aproximar eficientemente la forma y topologia del espacio del que fueron
muestreados. De esta forma, podremos estimar la homologia de un espacio X mediante el cdlculo
de la homologia de su complejo simplicial asociado. Una forma de asegurarse de que el resultado

es correcto, serd encontrar una equivalencia de homotopia de X al complejo.

Definicién 1.16. Sea X un espacio topolégico y U = {U, }yew un recubrimiento finito de X,
se define el nervio de U, que escribiremos como N (U), al complejo simplicial con conjunto de

vértices W tal que los vértices {vy, ..., vi } generan un k-simplice si y solo si ﬂf:[) Uy, # 0.

En [10], se enuncia y demuestra el teorema del nervio, en particular, nos garantiza que si U
es un recubrimiento abierto finito y para todo subconjunto ) # V- C W se cumple que (),cy U
es o bien vacio o bien hométopo a un punto, entonces N (U) es homotdpicamente equivalente a
X. De este modo, nuestro problema se reduce simplemente a generar recubrimientos bajo estas
condiciones. A continuacién se presentan algunos métodos aplicados sobre espacios métricos, que

serdn los de especial interés para la parte experimental de este trabajo.

Definicién 1.17. Sea X un espacio métrico y consideremos que existe un recubrimiento finito
de bolas abiertas de radio € con centros en v € V, {B(v)}yey. Llamaremos complejo de Cech

asociado a V y €, denotado por C(V,¢), al nervio del recubrimiento anterior.

La observacion clave de esta construccion, es que si X es una variedad Riemanniana compacta,
tenemos garantizada la existencia de r positivo y V subconjunto finito de X tal que Ve < r C(V,€)

es homotépicamente equivalente a X.

Definicién 1.18. Sea X un espacio métrico finito, el complejo de Vietoris-Rips asociado a X vy
¢, denotado por VR(X, ¢), viene dado por el complejo simplicial de vértices X tal que {zo, ...,z }

generan un k-simplice si y solo si d(z;,z;) <€ Vi,j € [0,k].

En la figura [I.2] se muestra graficamente la construccién del complejo de Vietoris-Rips aso-
ciado al pardmetro € para tres valores distintos. La distancia e estd directamente relacionada
con el radio de las bolas R mediante e=2R, de forma que varios vértices formardn un simplice
si para cada vértice, su bola interseca la bola de cada vértice restante; o lo que es lo mismo, si
para cada vértice, la distancia al resto de vértices es menor o igual a €. Para el primer radio R1,
solo se forman O-simplices. A medida que aumentamos el radio, las bolas comienzan a interse-
carse formando simplices de mayor dimensién. Se tiene la siguiente relacién entre los complejos

anteriores,
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C(X,e) CVR(X,2¢) C C(X,2e),

la cual nos garantiza poder usar la construcciéon de Vietoris-Rips sin perder informacién relevante

en el cdlculo homoldgico.

R1 R2 R3

Figura 1.2: Construccién del complejo de Vietoris-Rips para tres radios sobre un espacio métrico

de tres puntos.

En el complejo de Vietoris-Rips, el conjunto de vértices es el propio espacio métrico, lo
cual implica que el coste computacional serd alto para muestras considerablemente grandes.
Existen varias soluciones ante este problema. Una de ellas consiste en considerar un subconjunto
finito mds pequeno R del espacio métrico original X. Sus elementos son los llamados puntos de
referencia, A € R. A partir de ellos, se divide el espacio métrico en las celdas de Voronoi, que

para cada punto de referencia viene dada por:

Va={zeX | da,\ <dx\N) VX € R}

Estas celdas de Voronoi generan un recubrimiento de X a partir del cual podemos considerar
su nervio, que definimos como el complejo de Delaunay asociado a R. El problema de esta
definicién, es que para muestras finitas, serd poco probable encontrar puntos situados a la misma
distancia de dos o mds puntos de referencia, luego casi todos los simplices generados serdn
discretos. Para solucionar esto, tendriamos que ser algo mas flexibles en la frontera de las celdas,
controlando mediante un pardametro adicional cémo de permisivos seremos en las proximidades
de las fronteras. Existen diversas construcciones de este tipo, como el complejo de testigo fuerte
y débil en [I1].
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Todas las construcciones presentadas tienen en comin su dependencia con €. Aumentar este
pardametro solo sirve para crear nuevos simplices, no destruye lo ya existente; una familia uni-
pardmetrica de complejos que cumpla lo anterior se llama filtracion. En la préictica, usaremos los

complejos de Vietoris-Rips, que dan lugar a la filtracién de Rips.

Ahora bien, jcémo sabemos cudl es el valor ideal del pardmetro que genera el complejo
simplicial mds representativo de nuestro espacio original? La idea serd obtener una filtracién
del espacio sobre el que aplicar técnicas de homologia simplicial para obtener caracteristicas
topolégicas para cada valor de e. Al analizar estas caracteristicas en conjunto, aquellas que
persistan durante un intervalo de pardmetros de la filtracién mayor seran consideradas como més
representativas del conjunto de datos. Este concepto de persistencia se formaliza en la siguiente

seccion.

1.3. Objetos persistentes

Para introducirse a la teoria de categorias, funtores y transformaciones naturales se reco-
mienda la referencia [I2]. Sea ahora C una categoria y P un conjunto parcialmente ordenado.
Definamos la categoria P con conjunto de objetos P, tal que dados z,y € P se establece un

unico morfismo de z a y si x < y.

Definicién 1.19. Un objeto P-persistente en C es un funtor @ : P — C, es decir, una familia
de objetos {cy}zep de la categoria C con morfismos ¢y : ¢z — ¢y si @ < y, que cumplen

@2y © Gzz = Py cuando < 2 < .

Ademss, el conjunto de objetos P-persistentes en C forman en si mismo una categoria, que
denotaremos por Ppers(C), donde un morfismo entre funtores ® y ¥ es una transformacién natu-
ral, entendida como una familia de morfismos entre la familia {cs, ¢zy} y {dz,¥zy}. Ahora, sea
f: P — @ una aplicacién que preserva el orden parcial entre conjuntos parcialmente ordenados,
se obtiene el funtor f* : Qpers(C) = Ppers(C) dado por f*(V) = W o F, siendo F' la aplicacién f

entendida como funtor entre Py Q.

Véase que las construcciones de complejos de la seccién anterior dan lugar a objetos R-
persistentes, pudiendo construir entonces los grupos de homologia asociados y entenderlos como
grupos R-persistentes, e igual para los complejos de cadenas. El problema es que no disponemos
de un teorema de clasificacién de grupos abelianos R-persistentes con el que estudiar y diferenciar
directamente los objetos anteriores, luego tendremos que realizar algunas simplificaciones. En el
Teorema 3.1 de la referencia [13] se presenta una clasificacién para K-espacios vectoriales N-
persistentes que cumplan ciertas condiciones, a continuacién presentamos algunas de las ideas

claves para llegar a ello.



1.3. Objetos persistentes 9

Definicién 1.20. Sea {G,} un grupo abeliano N-persistente. El médulo graduado asociado

©({G,}) sobre el anillo de polinomios graduado Z[t] viene dado por

@({Gn}) = @ G,

s>0

donde el generador de polinomios ¢ actiia sobre los objetos de la categoria {c,} como

t- {an} = {wn—l,n(an—l)h
con 1), morfismo entre objetos de la categoria.

De la definicién anterior concluimos que la categoria de grupos abelianos N-persistentes es
equivalente a la categoria de médulos no negativamente graduados sobre Z[t] que pueden ser

infinitamente generados.

Definicién 1.21. Diremos que un K-espacio vectorial N-persistente {V,}, es “tame” si cada
espacio vectorial V,, es de dimension finita y ¥p—1,, : Vi = V,41 es un isomorfismo para n

suficientemente grande.

Teorema 1.22 (Gabriel [14], enunciado de [3]). {Vi,}n es “tame” si y solo si O({Vyp}n) es un

Kt]-mddulo graduado finitamente generado. Ademds, este puede descomponerse como

N
(Valn = P U (bi, di)
=0

donde b; es un entero no negativo, igual que d; salvo que este también puede tomar el valor co.
Donde U(b,d) es un K-espacio vectorial N-persistente definido como U(b,d); = K sib <t <d,
con sy =Idg sib<s<t<d, yU(b,d) =0 en el resto. Esta descomposicion es inica en los

pares (b, d;) salvo el orden en los factores.

A los intervalos (b, d) serd a lo que llamemos cddigo de barras. Recapitulando, suponiendo que
disponemos de una muestra de puntos finita X de un espacio métrico X, los pasos a seguir para

estudiar su homologia a partir de la de los complejos simpliciales construidos serd la siguiente.
= Construir el complejo simplicial R-persistente con alguno de los métodos explicados.

= Establecer una aplicacién que preserve el orden de N en R.

» A partir de esta aplicacién, construir el complejo simplicial N-persistente (filtracién) aso-

ciado. Los morfismos en esta filtracién vienen dados por la inclusién.

» Construir el complejo de cadenas N-persistente denotado por {Ci(n)}, con coeficientes
en el cuerpo K, donde los morfismos serdn las aplicaciones simpliciales inducidas por la

inclusion.
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= Calcular los cddigos de barras asociados al K-espacio vectorial N-persistente dado por
{Hi(C«(n), K)}, donde, de nuevo, los morfismos en este espacio vectorial son las aplica-

ciones inducidas en homologia por la inclusién.

La aplicacién del segundo punto dard una sucesién de pardmetros donde hay creacién de
simplices en la filtracién. Puesto que trabajaremos con una nube de puntos finita, la sucesion se

estabilizard y el médulo asociado serd tame.

Observando el cédigo de barras se puede extraer la informacién y propiedades de la homologia
de la muestra X. Dispondremos de barras que nacen en b y mueren en d, siendo esta escala
temporal la marcada por la variaciéon del pardmetro e. Cada barra representa una clase de
homologia, asi podremos identificar facilmente cuales son las clases que persisten durante més
tiempo, que, en general, se espera que tengan mayor relacion con las clases reales del espacio X

del que se tomd la muestra.

1.4. Diagramas de persistencia

En esta seccién, introducimos el diagrama de persistencia de una funcién real sobre un com-
plejo simplicial, que se trata de un multiconjunto de puntos en el plano extendido R =R x R,
con R = RU{—00, +00}. Un multiconjunto es una generalizacién del concepto de conjunto, donde
cada elemento cuenta con multiplicidad, que indica el niimero de veces que aparece. En relacién a
la seccién anterior, el diagrama de persistencia se definird como el multiconjunto de pares (b, d).
Principalmente, daremos resultados de estabilidad sobre estos diagramas; esto es, garantizaremos
que los diagramas no varian fuertemente bajo pequenas perturbaciones en el conjunto de datos.
Asi, en la practica, nos aseguraremos que los diagramas de dos muestras ligeramente distintas

de un mismo espacio serdan similares.

De aqui en adelante, asumiremos que X es un espacio topoldgico triangulable. Fijaremos un
cuerpo K, denotando el grupo de homologia de grado k£ con coeficientes en K de un espacio

topolégico X como Hy(X), que en este caso serd un espacio vectorial.

Definicién 1.23. Sea f una funcién real continua en X. Un walor critico de homologia de
f es un nimero real C' para el cual hay al menos un grado de homologia k£ de forma que
d¢’ > 0 tal que V 0 < e < € la aplicaciéon inducida en homologia singular por la inclusién
Hy.(f~Y(—00,C —¢€]) = Hy(f 1 (—00,C + ¢€]) no es un isomorfismo.

Ejemplo 1.24. Consideremos como espacio topolégico la figura del ocho dotada de la topologia
usual de R? restringida a ese subconjunto. Sea f una funcién real que asocia a cada punto la

proyeccion vertical como se observa en la figura [1.3] considerando que los valores crecen en el
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C2

Ci

Figura 1.3: Figura del ocho como espacio topolégico con una funcién real f. Junto a los conjuntos
de subnivel de C; — € (a) y C1 + € (b).

sentido hacia arriba. Los nimeros reales C7 y Cy son valores criticos de homologia singular de
f. En efecto, si consideramos los grupos de homologia singular de grado 1, que corresponden al

abelianizado del grupo fundamental, tenemos:

» Para Cj, para todos los ¢ a partir de uno suficientemente pequefio, f~!(—o0,C1 — ¢,
correspondiente a la figura con la etiqueta (a), es contrédctil y por lo tanto, f; = 0. En
cambio, f~1(—o0,C; + €| representado con la etiqueta (b), es homeomorfo a S!, luego
51 = 1. Luego tenemos garantizado que la aplicacién inducida por la inclusién no es un

isomorfismo.

» Andlogamente, con Cy, pasarfamos de un espacio homeomorfo a (b) de 51 = 1 a la figura

del ocho con B = 2, llegando al mismo resultado.

En palabras, los valores criticos de homologia son los niveles para los cuales la homologia de
los conjuntos de subnivel cambia. A continuacién, volvemos a introducir el concepto de “tame”,

en este caso para funciones reales sobre un espacio topolégico.

Definicién 1.25. Diremos que f : X — R es “tame” si el nimero de valores criticos de homologia
es finito y dim Hy,(f~!(—o0,2)) es finita Vk € Z,Vx € R.

En particular, las funciones de Morse sobre variedades compactas y las funciones lineales a
trozos sobre complejos simpliciales finitos son “tame”. De aqui en adelante, usaremos en esta
seccion la notacion dada por F, = Hp(f~!(—00, 7)) cuando se haya fijado k, y denotaremos por
f¥: F, — F, ala aplicacién inducida por la inclusién del conjunto de subnivel de z en el de y,

con r < .
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Proposicién 1.26. Dado un intervalo [z,y] que no contiene valores criticos de homologia, se

tiene que fi es un isomorfismo para todo grado k.

Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo, supongamos que ff no es un isomorfismo
para algin k. Luego sea z el punto medio entre x e y, tendriamos que para f? y f, al menos uno
tampoco es un isomorfismo. Realizando este procedimiento, de dividir los intervalos a la mitad
y escoger uno para el que no se tiene un isomorfismo, infinitas veces, obtenemos una sucesién
de intervalos cuya interseccién es por definicién un valor critico de homologia. Llegando a una

contradiccion. O

Definimos ahora los grupos de homologia persistente como Fy = img fi, es decir, la imagen
de F, en F, por f7; surgen de forma natural los nimeros de Betti persistentes, definidos como
By = dim FY. Por convenio, Fy = {0} para el caso en que z o y son infinito. Consideremos
ahora una funcién “tame” f : X — R, sean (C})j=1,..n sus valores criticos de homologia y sea
(@i)i=o0,... » una sucesion de valores reales tales que a;—1 < C; < a; para cada i. Por conveniencia,
definimos a_1 = Cy = —0 y apy1 = Cpy1 = +00. Dados dos enteros 0 < ¢ < j < n+1, se

define la multiplicidad ,ug del par (Cj, C}) como
il = Baly — Bl + Bl - Bl

Definicién 1.27. El diagrama de persistencia D(f) C R® de f es el multiconjunto de puntos
(Cy,Cj) donde cada punto se cuenta con multiplicidad ,ug , v los puntos de la diagonal A, cada
uno con multiplicidad infinita. En relacién al cédigo de barras, cada barra define un punto (b, d)
del diagrama cuya multiplicidad es el nimero de barras iguales. Véase que los puntos criticos

son los tnicos lugares donde pueden nacer o morir barras.

La suma de las multiplicidades de un multiconjunto M serd llamada multiplicidad total de
M, denotado por #(M). De esta forma, definimos el tamano de un diagrama de persistencia
mediante #(D(f) = A) =37, 1.

Proposicién 1.28. Sea f una funcion “tame”, Q% = [—o00,x] X [y, 0] y supongamos x < y que

no son valores criticos de homologia de f. Entonces, #(D(f) N Q%) = 5.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que z = a; e y = a;_1. La multipli-

cidad total que queremos calcular sera:

#DHNQY =D up= > (Bin  —pin +gan-t — pant)

m<i<j<n m<i<j<n
_ QAQn+l _ ROn41 aj—1  paj—1 _ pGj—-1 __ oy
- aﬁl ain + ﬁai a—1 T a4 - ﬁ:p

donde, analizando cuidadosamente las definiciones, es un simple ejercicio ver como estamos ante

una suma telescépica, sobreviviendo solamente los indicados, de los cuales solo uno es no nulo. [
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Observacion 1.29. Las consecuencias de esta proposicién se estudian con més detalle en [16], de
donde extraemos la siguiente idea para entender el concepto de multiplicidad. Si la escribimos
j i—1 ; i—1 ; i—1 .
de la forma p} = (Ba!” — Bal) — (B2, — Bal_,). Interpretamos B como el niimero de clases
de homologia independientes en Fr;_, que nacen antes de F;, si le restamos el nimero de clases
en Fo; que también nacen antes de Fr,, nos estamos quedando con el nimero de clases que

: . i—1 ;
nacen antes de Fg, y mueren en el camino entre Fg, , y Fr;. Andlogamente, (B, — Ba’y)
representara el nimero de clases que nacen antes de Fg;_, y mueren entre Fr, | y Fc;. Luego,
la multiplicidad g serd el nimero de clases de homologia independientes que nacen entre Fg, |

y Fg, y mueren entre Fg, | y Fg;.

Nuestro objetivo iltimo es dar un resultado sobre la estabilidad de los diagramas de per-
sistencia, para ello debemos de definir formalmente el concepto de distancia entre dos multi-
conjuntos de R2. Dados dos puntos z = (x1,72) e ¥y = (y1,¥2) en R?, definimos ||z — y||co =

max{|x1 —y1|, |r2—y2|}. Para dos funciones reales f y g, tendremos || f —g||oco = sup,, |f(x)—g(x)|.

Definicién 1.30. La distancia Hausdorff entre dos multiconjuntos X,Y C R? es
dp(X,Y) = méx{sup ilg}f llz — yl|oo, supigf |z — y||oo }-
T y

Definicién 1.31. Sea I' el conjunto de todas las biyecciones entre dos multiconjuntos X e Y de

R2, la distancia bottleneck entre X e Y es

dp(X.Y) = iuf sup 1z — 7(2)] o
vel' »

En ambas definiciones, cada punto con multiplicidad p es considerado como p puntos indi-
viduales, teniéndolos en cuenta de esta forma para construir las biyecciones. Observemos que
la distancia bottleneck cumple una restriccién a mayores respecto de la distancia Hausdorff por
calcularse sobre las biyecciones, luego se tiene dy(X,Y) < dp(X,Y). Enunciemos el teorema
principal de esta seccién, cuya demostraciéon se hard en varios pasos y con ayuda de algunos

lemas.

Teorema 1.32. Estabilidad para la distancia bottleneck. Sea X un espacio triangula-
ble y f,g dos funciones reales continuas “tame” definidas sobre X. Entonces los diagramas de

persistencia de f y g cumplen

dp(D(f), D(9)) < [If = glloo-

El resultado se puede generalizar para X un espacio topolégico triangulable, como se enuncia
en [4]; para ello se tendria que introducir con més detalle la homologia singular, aunque daremos

una idea de c6mo se procederia. Antes de probar el Teorema [1.32] necesitamos algunos lemas.
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Lema 1.33. (del cuadrante) [17] Sea € = ||f — g||oc ¥ dados nimeros reales v < y que no

sean valores criticos de homologia, se tiene

#(D(f)NQYTS) < #(D(g) NQY).

Lo cual viene a decir que la multiplicidad total del diagrama de persistencia de g en el
cuadrante superior izquierdo con esquina en (z,y) estd acotada inferiormente por la multiplicidad

total de D(f) en ese mismo cuadrante encogido por e.

Sin embargo, este lema ain no es suficiente para probar la estabilidad con la distancia Haus-
dorff. En [4] se introduce una modificacién del Lema del cuadrante, donde en vez de considerar
el cuadrante superior izquierdo y encoger la esquina, se hace para una caja cualquiera de R?,

reduciendo todas sus esquinas por e.

Lema 1.34. (de la caja) [17] Consideremos los siguientes nimeros reales que no sean valores
criticos de homologia a < b < ¢ < d. Sea B = [a,b] X [c,d] la caja cerrada en el plano extendido

Yy Be=[a+¢€,b—¢€| X [c+e€,d— €| la encogida. Entonces

#(D(f) N Be) < #(D(g9) N B).

Demostracion. Interpretaremos la multiplicidad total de un diagrama de persistencia D(f) in-
tersecado con una caja [a, b] X [¢, d] como la dimensién del espacio vectorial F;’gl que definimos a
continuacién. Recordemos que la dimensién del grupo de homologia persistencia Fy es la multi-
plicidad total del cuadrante superior izquierdo con esquina en (b, ¢). Si restringimos fg :F.— Fy
al espacio vectorial F?, obtenemos una sobreyeccién flf d Ff¢ — Fy para la cual, si denotamos
por Fbc’d su ntcleo, tenemos que dim Flf’d = dim Fy —dim de. Como F¢ C Fy, la aplicacion fg’d

vendrd dada por la restriccion de fbc 4 al espacio vectorial F¢. Luego definimos el espacio cociente

c,d _ ped c,d
Fod = Fpt Fed,

a

cuya dimensién vendrd dada por
dim Fg = dim F — dim F".

De esta forma podremos expresar las multiplicidades de los diagramas de persistencia de cada

funcién intersecados con sus respectivas cajas como

#(D(f) N B.) = dim F Lo,

#(D(g) N B) = dim G5,

Para alcanzar la desigualdad buscada, debemos encontrar una sobreyeccién definida de un

subespacio de GZ”‘; a F;IE?__: Consideremos Ef = v I(Fbcir: ’d_g), donde ¥, : G, — Foic es la
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T1 d

G Gj

/

_ T2 —
Fd e Fl;i_;
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T3

c+e c+e
Fa+6 Fb—e

T4

Go 2 Eq By C Gy

Figura 1.4: Diagrama conmutativo para el Lema de la caja extra (Figura 4 en [4]).

aplicacién inducida por la inclusién g=!(—oo, ] C f~!(—o00, c+ €]. Apoydndonos en el diagrama,

sea ug = fbcjf’d_ﬁ, se tiene que E} es la preimagen de ug por la restriccién de 1. a Gj. Ahora, en la
prueba del Lema del cuadrante, se obtiene que wc(Gg)QFbCf:. Definiendo s3 como 1), restringida

a Ef, se tiene que Ker(us) = Img(s3).

Sea ES = G§ N Ef, el cociente Ef/ES es el subespacio buscado sobre el que se define la

s 2 ct+e,d— . . . . . ..
sobreyeccién a F a: ,_. - Volviendo al diagrama, las aplicaciones r; denotan la inclusién entre los
. . d— L d L d
espacios vectoriales, uz = fo 0%, uy es la restriccion de go@ a ES y uy es la restriccion de g a

Ef. Otro de los contenidos obtenidos en el Lema del cuadrante es ¢.(G5) C F, ij: y definimos s
como la restriccion de g% a EC, luego s2(GS) también estard contenido en F¢re. Intercambiando
G por F en el contenido anterior, se deduce que (pd,e(de__:) C G¢, donde wg_, : Fy_c — Gq es
la aplicacién inducida por la inclusién f~!(—oco,d — ¢] € g~!(—o0,d); juntando esto con que s;

se define como la restriccion de g, a de__:, se tiene que Img(s;) C Ggl.

El diagrama estd bien definido y es conmutativo. Se tiene que ug = s10uso0s3, como usoss = 0,
se deduce que Ef = Ker(uyg). Por otro camino, ug 074 = 71 0 4y, como ugory = 0y r1 es una
inclusién, se tiene que ES = Ker(up). Entonces, ES C Goly Ey C Gg’d. Como por definicién
E$ = GS N Ep, se obtiene que Ef/E; C GZ”i. Luego, dim Ef/E; < dim GZ’%.

Como iltimo paso, debemos probar la existencia de la sobreyeccién buscada. Tengamos
en cuenta que Ef/ES = Ker(us)/ Ker(ur) y Fii;’;f__; = Ker(uz)/ Ker(uz). Por construccién,
sg(Ker(uq)) = Ker(us), luego si probamos que s3(Ker(up)) C Ker(uz) estard claro que s3 induce
una sobreyeccién. Ahora bien, viendo el diagrama tenemos que sg(Ker(uy)) = sa(Ker(up)). Sea
v € Ker(u1), usando la conmutatividad, rg o ug o sa(v) = us o s3 o r4(r) = 0. Como rz es una

. ., . . . C+€,d—E . c c
inclusion se obtiene el contenido buscado y dim £, = < dim Ej JES.

Finalmente, juntando las desigualdades obtenidas, se concluye la demostracién:

dim FSToe < dim By /E; < dim G5 = #(D(f)N Be) < #(D(g)N B). O



16 1. Homologia persistente

Presentamos un caso concreto més sencillo del teorema principal en forma de lema, que
serd usado en su demostracién. Sea f una funcién real “tame” sobre un espacio topolégico X,
consideremos la minima distancia entre dos puntos diferentes de los que al menos uno esté fuera

de la diagonal
oy =min{[[p —qllec | p € D(f),q € D(f) = A,p # q}.

Diremos que otra funcién “tame” g : X — R es muy cercana a f si ||f — g||loo < d7/2.

Lema 1.35. (para funciones muy cercanas) Sean f,g : X — R con g muy cercana a f.
Entonces se cumple que dg(D(f),D(9)) < ||f — 9lloo-

Demostracion. Sea p la multiplicidad de un punto p en D(f) — A y B, el cuadrado de centro p

y radio € = || f — g||~0, por el Lema de la caja, tenemos que

n < #(D(g) N Be) < #(D(f) N Bac).

Pero como € < d¢/2 por la hipétesis de g muy cercana a f, tenemos que p es el tinico punto
en D(f) N By vy entonces p = #(D(g) N Be). Luego, para cada punto p € D(f) — A, podemos
identificar de forma biyectiva todos los puntos de D(g) N B, con p (entendido como p puntos
independientes). De esta forma, los inicos puntos de D(g) sin imagen asociada seran los que
disten més de € de D(f) N Ba.. Aprovechando que los puntos de la diagonal tienen multiplicidad
infinita, llevaremos estos puntos restantes al correspondiente més cercano de A, que estd a
distancia menor que € por ser dg(D(f),D(g)) < ||f — gllco = €. De este modo, se crea una
biyeccién entre los diagramas de persistencia de f y g que mueve cada punto a lo sumo una

distancia e. O

Ya casi estamos en condiciones en demostrar la estabilidad para la distancia bottleneck, la
idea serd construir una biyeccién como composicién de muchas biyecciones como las del Lema

[1-35] Antes de ello, probemos un caso particular del enunciado del teorema.

Lema 1.36. (Caso simplicial) En las condiciones del Teorema sean f y g funciones
lineales a trozos definidas sobre un complejo simplicial T, entonces dg(D(f),D(g)) < ||f — 9lloc-

Demostracion. Definamos la combinacion convexa de f y g como la funcién hy = (1 —t)f + tg
para t € [0, 1]. La familia de combinaciones convexas para todos los posibles valores de ¢, forman
una interpolacién lineal entre las funciones lineales a trozos iniciales. Queremos descomponer esta
interpolacion lineal en pasos suficientemente pequenos como para aplicar el Lema para funciones
muy cercanas. Denotemos € = ||f — g||oo vy véase que para cada t € [0,1], h; es “tame” con dp,

positivo, que escribiremos como 0(t). Consideremos el recubrimiento abierto de [0, 1] dado por

for= (s 52,0 50)).
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A partir de él, tomemos un subrecubrimiento minimal M, que ser4 finito por ser [0, 1] compacto.
Establecemos t; < ... < t, como los puntos medios de cada intervalo de M. Por ser M minimal,

para cada par de intervalos consecutivos Uy, y Uy su interseccién es no vacia. Luego,

i1
b — i < 6(ti) +d(tiv1)  Mmax 10(t:), 0(tir1)}
4e 2e
Por definicién, tenemos que |[|hy;, — hy; oy |loo = €(tiy1 — t;). Lo cual implica por la desigual-

dad anterior que ||hy; — hi; [0 < max {0(t;),0(ti+1)}/2€ y por lo tanto hy, es muy cercana a
h¢,., o viceversa. Tenemos entonces garantizado por el Lema para funciones muy cercanas que
dp(D(hs;), D(ht, 1)) < ||ht; = ht,.1 ||oo Para 1 <4 < n—1. El resultado se extiende para i € {0,n}
definiendo tg = 0 y t,4+1 = 1 por ser hg muy cercana a hy, y h; muy cercana a h,. Finalmente

aplicando la desigualdad triangular, llegamos a que

dB(D(f)ﬂD(g)) < ZdB(D(hti)7D(hti+l)) < Z Hhtz - htz‘+1”oo = ||f - gHom
=0 =0

concluyendo la demostracion. O

Demostracion del Teorema Por ser X triangulable, existe un complejo simplicial T y
un homeomorfismo ¢ : T' — X. Por hipétesis, tenemos f, g dos funciones reales continuas “tame”
sobre X. Claramente, f o ¢ también serd “tame” y D(f) = D(f o ¢). Puesto que f y g son
continuas y T' es compacto, para § > 0 suficientemente pequeno existe una subdivisiéon L de T
tal que

[fop(v) = fop(w)] <4,

g0 ¢(v) — gop(w)] <0,

para v, w vértices de un mismo simplice en L. Consideremos ahora f*, g*

: L — R las interpo-
laciones lineales a trozos de fow y go ¢ en L. Que cumplen por construccién f* — fop < 4§
y g° —gow < 4. Usando la desigualdad triangular acotamos la distancia bottleneck entre los

diagramas de persistencia de f y g como

dp(D(f), D(g)) < dp(D(f),D(f")) +ds(D(f*), D(g%)) + dp(D(g"), D(9))-

Los sumandos de los extremos a la derecha de la desigualdad, asumiendo ¢ < min {65/2,0,/2},

podemos aplicar el Lema para funciones muy cercanas y obtener

dp(D(f), D(f7)) = dB(D(f o ¢), D(f7)) <6,

dp(D(g%), D(g9)) = dB(D(g), D(g%)) = dp(D(g © ¢), D(g%)) < 6.
Para el sumando del medio, ya que estamos en el caso simplicial, se obtiene directamente la
acotacion dg(D(f*), D(g*)) < ||f* — g*llooc < |If — 9lloo + 26. Juntando todos los resultados,

tenemos
dp(D(f), D(9)) < ||f — glloo + 44.

Ahora bien, como podemos hacer ¢ tan pequefio como queramos, se obtiene el resultado deseado.

O
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1.5. Landscapes

Supongamos que partimos de una variedad topolégica X en un espacio métrico, hemos apren-
dido que mediante la homologia persistente podemos hacer un estudio general de la evolucién
temporal de los generadores de los grupos de homologia de los conjuntos de subnivel dados por
una funcién bajo ciertas condiciones. En concreto, la informacién resultante consiste en pares de
puntos (b, d) que recogen el tiempo en el que nacen y mueren cada clase de homologia indepen-
diente. Por ahora, hemos visto que este multiconjunto de pares se puede representar mediante
c6digos de barras o con los diagramas de persistencia D, representando los (b, d) sobre el plano

extendido con una multiplicidad concreta.

Existe otra representacién que presenta una correspondencia univoca con los diagramas de
persistencia, que son los llamados landscapes, que denotaremos por L. Luego también serd un
invariante 1til para diferenciar espacios no homeomorfos. Consideremos las siguiente aplicacién

f que transforma los puntos de un diagrama persistente mediante
b+d b—d
bd) =(—= —2
f( ) ) ( 2 Y 2 > )

donde para cada punto, la coordenada x representa el tiempo en el que la clase alcanza la mitad
de su vida, y la coordenada y es su semivida. De este modo, el eje X informa sobre cudando viven

las clases y el eje Y nos da una idea de cudnto viven.

Ahora, definimos el conjunto L, donde cada punto p = (z,y) de la imagen del diagrama de

persistencia por f, se reemplaza por la funcién triangular
z—x+y sl z€[r—y, 1]
Ty(z)=qz+y—1 si z€ (z,2+y

0 en otro caso

Figura 1.5: Imagen por 7, del conjunto de puntos p = ( %, %) definido a partir de un diagrama

de persistencia D.
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El resultado es el conjunto representado en la figura donde ademds se marcaron en azul

los puntos iniciales de la forma p = (z,y) = (%, %). Serd a partir de este conjunto que

definiremos los landscapes como se indica a continuacion.

Definicién 1.37. El k-landscape asociado a un diagrama de persistencia D, denotado por
Lp(k, z) serd la funcién dada por

Lplk,2) = k — méx T ,
p(k,z) - Indx ) (2)

donde k — méx es el k-ésimo méximo en el conjunto.

Véase que se trata de una funcién 1-Lipschitz. Para entender graficamente la construccién de
estas funciones se presenta la figura [I.6] donde se puede entender fdcilmente el procedimiento a
seguir. Kl resultado siempre son esas formas que parecen siluetas de montanas, de ahi el nombre

de landscapes, traducido del inglés como paisajes.

Py

KN

Figura 1.6: Para el mismo conjunto de la figura anterior, se representa Lp(1, z) en rojo, Lp(2, z)

en azul y Lp(3,2) en verde. Véase que en ciertos intervalos del eje X se superponen los colores.

El resultado de estabilidad también se tiene para los landscapes, como se muestra en el
Teorema 12 de la Referencia [5]. Dados dos diagramas de persistencia D(f) y D(g), con sus
respectivos landscapes L£(f) y L(g), se tiene que

L) = L(9loe < IIf = glloo-

Ademsds, se muestra que la norma infinito entre dos landscapes estd acotada por la distancia

bottleneck entre los correspondientes diagramas.

Finalmente, nos interesa la aplicacién de los resultados de estabilidad para nubes de puntos,
que serd con lo que trabajemos experimentalmente. La estabilidad de la filtracién de Rips sobre
nubes de puntos en espacios métricos fue establecida en [I8] pero la versiéon presentada en ese

articulo necesita la introduccién de conceptos como distancia de intercalamiento o distancia
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Gromov-Hausdorff que van mds alld de los intereses de este trabajo. Seguidamente damos una
versién mds restringida de estabilidad para filtraciones de Rips que serd suficiente para el objetivo

del trabajo.

Sea X un conjunto finito de un espacio métrico (X, d). Sea T'(X) el complejo simplicial total
sobre X, i.e., el complejo simplicial que tiene todos los simplices sobre el conjunto de vértices

indexado por X.

Sea dx : X — R la funcién (continua) definida como dx(x) = min,ex{d(z, z)}. Véase que si
X y Y son conjuntos finitos en X entonces ||dx — dy||co = dg(X,Y).
Identifiquemos X con el conjunto de vértices de T'(X).

Afirmacion 1.38. Existe una extensién dx : T(X) — R y una sucesién creciente de niimeros reales
t, tal que: (1) (dx) (=00, t,]) = VR(X,t,); (2) si t € [tn,tns1) entonces (Jx)fl ((—o0,t]) es
homotépico a (JX)_I ((—o0, tn]).

Observemos ahora que la construcciéon de Vietoris Rips también funciona para pseudo-
métricas. La diferencia entre una pseudo-métrica y una métrica es que pueden existir puntos

distintos a distancia nula.

Sean X y Y dos subconjuntos finitios de (X,d). Sea € = dg(X,Y). Sea ¢ : Y — X cualquier

aplicacién que cumpla d(y, t(y)) < €. Definamos una pseudométrica en X U'Y como
d(z,y) siz,y € X
d(z,y) = qd(z,u(y))sizeX yecY
d(e(x),u(y)) siz,y €Y

Afirmacion 1.39. Existe una extension d, : T(XUY) — R tal que (Jx)fl ((—o0, t]) es homotdpico
a JL_l((—oo,t]) para todo t € Ry ||d, — dxuylloo = du (X, Y).

Combinando los resultados anteriores junto con el Teorema de estabilidad presentado obte-

nemos que:
dp(VR(X4),VR(Yq)) = dp(VR(XUY,), VR(XUYy,) < ||d, — dyfjoc <
< dy — dxuylloo + lldxuy — dlloo = 2da (X, Y) .

Siendo dp la distancia Bottleneck entre diagramas de persistencia, 3 : X — Y cualquier aplicacién
que cumple d(z, j(z)) < €, d, la pseudométrica en XUY definida de forma andloga a d, y V R(Zy)

denota la construcciéon de Rips sobre el conjunto Z para una pseudométrica d.

Por el mismo razonamiento obtenemos estabilidad para landscapes:

Proposicién 1.40. [|[L(VR(X)) — LIVR(Y))||eo < 2dp(X,Y).
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1.6. Tratamiento estadistico

Queremos usar la homologia persistente para estudiar la topologia y métrica, tanto global
como local, de una variedad Riemanniana compacta X. Para ello, una opcién es considerar el
landscape £ de una muestra aleatoria uniforme (donde la densidad uniforme viene dada por la
forma de volumen de la variedad) de un nimero fijo de puntos sobre X asociado a una filtracién; £
serd una variable aleatoria perteneciente a una distribucién de probabilidad a priori desconocida.
Podemos definir el landscape promedio px, entendido como la esperanza de la variable aleatoria.
Para estimarlo, lo que haremos serd generar N muestras aleatorias de puntos sobre la variedad,
y para cada una de ellas calcular el diagrama persistente asociado, generando asi una muestra

aleatoria de tamano NN sobre la distribucién de probabilidad.

Sea Y otra variedad Riemanniana compacta, observar que si f : X — Y es una isometria
entonces el pullback de Ly es igual a Ly. Se sigue que pux = py, por tanto es un invariante
métrico. Como obtenerlo analiticamente puede ser complicado, lo estimaremos experimentalmen-
te. En general, este objeto no es un landscape, ya que es una funcién que no tiene por qué estar
asociada a un diagrama. Por otra parte, el diagrama persistente promedio no es fécil de definir,

razon principal por la que nos decantamos por los landscapes, que son simples funciones.

Siguiendo [6], el objetivo en esta seccién es dar bandas de confianza para los landscapes
promedios a partir de muestras, que nos garanticen para un nivel de significacién «, que la

probabilidad de que p se encuentre en esa region es de 1 — a.

El bootstrap estdndar es una herramienta estadistica para calcular intervalos de confianza,
introducida en [19]. Supongamos las variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas X1, ..., Xy que toman valores sobre un espacio de medida (X, X', P). Si queremos estimar
un parametro real 6 de la distribucién P, usariamos el estadistico 0= h(X1,...,Xn), usando los
datos conocidos. Conocer la distribucién de 8 — 6 sers suficiente para construir los intervalos de

confianza, pero esta depende de la distribucién P, que serd desconocida.

Ahora bien, a partir de los datos empiricos Xq, ..., Xy podemos aproximar P mediante la
distribucién empirica Py que otorga probabilidad uniforme 1/N a cada X; de la muestra. De
este modo, el bootstrap estandar para dar intervalos de confianza sobre un pardametro 6 a partir

de una muestra X1, ..., Xy consiste en los siguientes pasos:

Calcular el estimador 6 = h(X1, ..., Xy).

Estimar P mediante Py y sacar de ella una nueva muestra X7, ..., Xy .

Calcular é{ = h(X7,..., Xx) v repetir el proceso B veces para obtener o, ..., é*B

Idealmente, estimariamos la funcién de distribucién acumulada F' de 6 — 0, mediante el

estadistico F' (q) = PN(é* —60 < q), pero no es facilmente calculable analiticamente. Aproxi-
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maremos este valor por Fp(q) = & Zszl I(é,’; — 0 < ), siendo I la funcién caracteristica.
= Construir el intervalo de confianza Cy = [é — Fgl(l —0/2),0 — Fg'(a/2)| anivel 1 — a.

En el proceso hemos realizado dos estimaciones, la de F' por F y la de F por F. La segunda no
es un problema como fuente de error, puesto que para reducirlo simplemente tenemos que tomar
B suficientemente grande. Para demostrar estadisticamente la validez del método, se debe probar
que supq|F(¢)—F(q)| converge en probabilidad a 0, y por lo tanto, lim infy_,P(6 € Cy) > 1—q,

donde P denota la probabilidad de un suceso.

El bootstrap estdndar nos proporciona un método para dar un intervalo de confianza en el
caso de que nuestra variable aleatoria sea una funcién, que consiste en aplicarlo sobre cada punto
del dominio. Sin embargo, este debe ser adaptado para tratar con funciones, siendo vélido bajo
las condiciones formalmente explicadas en [6]. Sea f una funcién real sobre el espacio de medida
(X, X, P), usando lanotacién Pf = [ fdPy Pyf = + Ef\;l f(X;) donde X3, ...Xy son variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, y definamos Gy f = VN (Pnf — Pf),
al cual llamaremos proceso empirico. El procedimiento empirico para construir una banda de
confianza a nivel 1 — v para Pf es el siguiente (bajo ciertas condiciones de f que garantizan la

convergencia del proceso empirico, expuestas en el Teorema 1.4 de [6]):

= Usar la estimacién Py a partir de la muestra X, ..., Xy de la misma forma que en el
bootstrap estandar.

= A partir de Py, obtener una nueva muestra X7, ..., Xy, para calcular (:)*{ = sups |Gy f],
donde G% f = VN(P5f — Pnf).

= Repetir estos pasos B veces para obtener (:)’1‘, o (:)}f3

» Calcular el cuantil g, = inf {q |+ k,B:1 I(@Z >q) < a}.

» La banda de confianza serd Cn(f) = [PNf - %,PN]" + %}

Véase que de forma similar al bootstrap estdndar, hemos usado 6* para aproximar de forma
empirica el estadistico 6= sup f\G ~ f|. En particular, esta técnica es vélida para dar regiones de
confianza sobre landscapes, que serd utilizado posteriormente en la parte experimental. Supon-
gamos que trabajamos sobre un k-landscape con k fijo, sean Ly, ..., Ly una muestra, asociada a
otra Dq,..., Dy de diagramas de persistencia a partir de una distribucién L sobre el espacio de
diagramas de persistencia. Definiendo el landscape promedio empirico como Ly = % Zf\il Ly
tomando ©* = sup,cp |V N(Ly(t) — Ly (t))], la banda de confianza a nivel 1 — o para la media
p=EL[L;] serd
qo

VN

do

7ZN+

siguiendo la notacién y los pasos anteriores.



Capitulo 2
Geometria hiperbdlica

En este capitulo cambiamos el tema drasticamente hacia la geometria hiperbélica. En primer
lugar, definiremos las variedades hiperbdlicas y caracterizaremos su cubierta universal bajo los

modelos m&s comunes, explicando los conceptos bésicos.

Después nos centraremos en la demostracién del teorema principal del trabajo: el Teorema
de Mostow, el cual establece que dos variedades hiperbdlicas compactas de dimensién n > 3
homotépicamente equivalentes son isométricas. Las implicaciones de este teorema son la base para
mezclar con éxito en la parte experimental los campos de la homologia persistente y la geometria
hiperbdlica. Antes de la propia demostracién, serd necesario presentar algunas definiciones y

resultados que mencionaremos durante la misma.

2.1. Variedades hiperbdlicas y cubierta universal

Una variedad hiperbdlica es una variedad Riemanniana geodésicamente completa y con cur-
vatura constante —1. Esta tdltima propiedad, dependiendo de la literatura consultada, no es parte

de la definicién y se debe especificar.

Salvo isometrias, existe un tunica variedad hiperbdlica de dimensiéon n simplemente conexa,
que llamaremos espacio hiperbdlico de dimensién n. Por lo tanto, este serd la cubierta universal
de cualquiera n-variedad hiperbdlica. A continuacién se presentan las principales construcciones

de esta cubierta universal:

El modelo del disco de Poincaré D": Consiste en considerar el siguiente subespacio de R"

{z eR™ [ ||zl <1}

23
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dotado de la métrica hiperbdlica mediante el tensor métrico de Riemman:

- dx?
d82 —4 Zz xz2 5
(1=277)
Definiremos el borde del infinito 0D = {z € R™ | ||z|| = 1}, llamada también esfera del infinito

S-1 y sus puntos son los denominados puntos ideales.

Bajo este modelo, las lineas rectas para la geometria euclidiana consisten o bien en didmetros
del disco o bien curvas de circunferencia ortogonales. De este modo, si consideramos el disco y su
borde, una geodésica completa v queda determinada por sus finales, entendidos como los limites

en el borde del disco. Asi, dados dos puntos ideales, existird una tnica geodésica que los una.

El modelo del semiespacio H": Consiste en el semiespacio superior definido por el conjunto
{(x1,...,xn) €ER" | x, >0}

bajo la métrica:

- da?
d 2 _ Zz )
s p
Para este modelo, se define el borde del infinito como {(z1,...,2,) € R* | z, = 0} U oc.

Andlogamente, las lineas rectas serdn curvas de circunferencia o lineas verticales, ambas ortogo-
nales al hiperplano x, = 0. Las geodésicas completas serdn del primer tipo cuando sus finales
sean dos puntos distintos al infinito, y del segundo cuando uno de los puntos ideales que la

determinan sea el infinito.

Seap € R" | Vi #n xz; = 0,z, = —1, la isometria entre ambas construcciones es la
siguiente:
D" — H"
2(x —
rT—=p+ 7( p)2
||z — pl|

El modelo del disco de Klein: Este modelo combina propiedades de los dos anteriores. Los
puntos pertenecen al disco unidad y las lineas rectas hiperbdlicas son también las lineas rectas
desde el punto de vista euclideo. No se trata de un modelo conforme ya que no preserva los
dngulos, al contrario de las construcciones anteriores, por ello, no sera utilizado en este capitulo

para las demostraciones.

Sin embargo, en la parte experimental, serd necesario conocer la transformacién de los puntos
de este modelo al del disco de Poincaré D™, que es la siguiente: sea x un punto del disco bajo el
modelo de Klein y |z| su distancia euclidea respecto al centro del disco, entonces las coordenadas
de z en el modelo del disco de Poincaré serdn las del punto situado en la misma direccién radial
que x pero a una distancia del centro

|z

14 /1 —|z|?



2.1. Variedades hiperbdlicas y cubierta universal 25

Véase, que los puntos ideales se mantienen en si mismos bajo el cambio de un modelo al otro.

En la practica trabajaremos con variedades hiperbdlicas de dimensién 3. Estudiemos concre-
tamente cémo son las isometrias en el espacio hiperbdlico de n = 3. Consideramos el modelo del
semiespacio H?, en [21] se explica que toda isometria que preserve la orientacién viene dada por

elementos de PSL(2,C), que son matrices 2 x 2 con determinante 1 cocientados por +1.

Una transformacion de Mobius se define sobre el plano complejo extendido C = CUoo como

una funcién tal que
az+b

cz+d
con a,b,c,d,z € Cy ad— cd # 0, y forman precisamente el grupo PSL(2,C). Considerando el

borde del infinito 9H? como C, se tiene que toda isometria de H? se puede ver como la extensién
de una aplicaciéon conforme de C en sf mismo, ya que debe llevar semiesferas con ecuador en C
a semiesferas con ecuador en C, luego lleva circunferencias en C a circunferencias en C. Para
definir la extensién a H3, introducimos las siguientes funciones de Mobius simples generadoras
de C en C:

1
(1) z—=z+ X (i) z— Az (ii) 2z —> ——
z

donde X\ € C. Y sus respectivas extensiones a H?, que llamaremos isometrias generadoras, son:

() (za8) = (24 \ag) (i) (2m3) > (A2, [Nws)  (idd) (2,23) — (_ \z\?i - |z]2$j- xg)
donde z = x1 + ixzy. Vemos que toda transformaciéon de Mobius se puede expresar como compo-
sicién de las simples. Sea f(z) = ‘;ZZIS, consideremos f1, fa, f3, f4 como:
d 1 b ad a
A=+t R@=-  As@=-(2-%)r A =z+l

entonces f = fy o f3 o fo o f1. Haciendo las cuentas:

fa(f3(f2(f1(2)))) = fa <f3 <f2 <Z * i)))

(0 (-5)) = (1 (%))
(et (o
_h<<wﬁi>_ﬁ<w+0
b b

— ad —9tar+9 az4b
= + —
cz+d ¢ cz+d cz+d

Luego tendremos definida la extensiéon unica a una isometria de cualquier transformacion de
Mobius. De este modo se obtiene la correspondencia buscada, concluyendo que el grupo de
isometrias de H? que preservan la orientacién es PSL(2,C). Definimos los siguientes tipos de

isometrias, sea a € PSL(2,C), puede ser:
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= Parabdlica <= « tiene un tnico punto fijo en C.
= Hiperbdlica <= « tiene dos puntos fijos en C pero ninguno en H?.

» Eliptica <= « deja fija puntualmente una geodésica de H?3.

Finalmente, presentamos el Teorema de Liouville junto a un corolario que sera 1til posterio-
remente durante la demostracion del Teorema de Mostow. Dado p € R™ y r > 0, se define la

inversién con centro en p y radio r como:

ipr : R" — {p} = R" — {p}
2
re(z —
X —p+ 7( p2)
||z — pll
Véase que una inversion es una aplicacién conforme.

Teorema 2.1. (Liouville) Para dimension n > 3, todo difeomorfismo conforme entre dos subes-

pacios abiertos y conexos de R™ es de la forma
x— Ni(x) +b

con A >0, A e O(n)), i una inversion o la identidad.

D™ y H™ pueden ser considerados como subvariedades abiertas de R™ mediante un embebi-
miento conforme. Luego las isometrias de D™ y H" son de la forma del Teorema de Liouville y se
pueden extender a un homeomorfismo conforme de R” en si mismo. Luego toda isometria tiene

asociada un homeomorfismo conforme en el borde.

Aplicando el Teorema de Liouville, todo homeomorfismo conforme de R™ en si mismo sera
de la forma z — AAi(z) + b, luego todo homeomorfismo conforme de D™ o H" en si mismo
se puede extender a un homeomorfismo conforme de D™ o H" en si mismo, respectivamente.
Se puede probar que esta extension es una isometria hiperbdlica. El resultado que usaremos

posteriormente en la demostraciéon del Teorema de Mostow se recoge en el siguiente corolario.

Corolario 2.2. Para n > 3, hay una correspondencia uno a uno entre los homeomorfismos
conformes de OD™ y OH™ y las isometrias de las variedades hiperbdlicas completas y simplemente

conexras.

2.2. Aplicaciones cuasiconformes

En esta seccién introducimos algunos resultados bésicos sobre aplicaciones cuasiconformes
siguiendo [23], que serdn utilizados en la demostracién del Teorema de Mostow. El objetivo no
es profundizar sobre este tema, para ello se puede consultar la referencia [25], por lo que solo se

enuncian los resultados sin demostrar.
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Definicién 2.3. Sean {21, 2o dos subconjuntos abiertos de R™. Dado f : ;3 — €22 un homeo-

morfismo. Definimos para x € 1:

L(x,y) = limsup M
y—x ]y — :U|

l(x,y) = liminf M

yor oy —
, SUP|y—g|=r |f(y) - f(l‘)‘
=1
Hiw. J) =lmsup e = i) — 1)

Si ademads f es diferenciable en z, denotaremos por J(z, f) al determinante de la matriz jacobiana

de f en x.

Definicién 2.4. Sea {2 subconjunto abierto de R™ y f una funcién real continua definida en
Q. Diremos que f es Absolutamente Continua en Lineas (ACL) si f es absolutamente continua

sobre casi todo segmento de linea paralelo a un eje de coordenadas.

Toda funcién ACL tiene derivadas parciales en casi todo punto, las cuales son localmente
integrables. Se tiene el siguiente teorema que nos da en cierto modo la implicacién en el otro

sentido:

Teorema 2.5. Si para una funcion continua f, sus derivadas parciales distribucionales son

localmente integrales, entonces f es ACL.

Para ver la demostracion, consultar [26]. En ella se hace el caso n = 2, que se puede generalizar

para cualquier n.

Extendiendo la definicién anterior, diremos que una aplicacién f : @ — R™ es ACL si es ACL
para cada coordenada de R™. Se tiene que la propiedad de ser ACL es invariante bajo cambios

de coordenadas, luego se puede extender esta propiedad a aplicaciones entre variedades.

Definicién 2.6. Sea f : 01 — Q9 un homeomorfismo entre subconjuntos abiertos de R™. Diremos
que f es cuasiconforme si 3K > 0 tal que f es ACL, diferenciable en casi todo punto y para casi

todo punto z € 2 se tiene que

W < (@ )l < K- Uz, )"

el término K — cuasicon forme se usa para indicar la K cumpliendo lo anterior.

En el siguiente teorema, se presenta una caracterizacién que utilizaremos posteriormente para

no tener que probar por definicién la cuasiconformidad de una aplicacién.
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Teorema 2.7. (Demostrado en [25]) Sea f : Q1 — Qo un homeomorfismo entre dos conjuntos
abiertos de R™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) H(x, f) estd acotado Vx € Q.

(2) 3K > 0, tal que f es K-cuasiconforme.

Otro resultado que serd de gran utilidad durante la demostracién del Teorema de Mostow,
se recoge a continuacion.
Teorema 2.8. (Demostrado en [27] Pags. 101-102) Toda aplicacion 1-cuasiconforme de S™ en

S™ es conforme.

Como consecuencia, aplicando el Teorema (de Liouville), se deduce que toda aplicacién

1-cuasiconforme de S™ en S™ es de la forma indicada en el teorema.

2.3. Teoria ergoédica

En esta seccion, introducimos algunos conceptos bédsicos sobre ergodicidad y presentaremos
un esquema de la demostracion del siguiente teorema, clave una vez mas en la prueba del Teorema

de Mostow, y siguiendo [23].

Teorema 2.9. Sea M una variedad hiperbdlica compacta. El flujo geodésico en M es ergddico.
Comencemos con algunas definiciones para ubicarnos, siendo G' un grupo segundo numerable

localmente compacto y (X, 1) un espacio de medida o-finito.

Definicién 2.10. Una accién medible de G en X se dice que preserva la clase de medida si para

todo subconjunto medible A de X,
n(gA) =0 <= p(A)=0

con g € G. Diremos que G preserva la medida si para todo subconjunto medible A de X,
1(A) = p(gA).

Definicién 2.11. Una accién de G en X que preserve la clase de medida serd ergddica si para

cualquier subconjunto G-invariante A de X, o bien p(A) =00 pu(X —A) =0.
Consideremos una acciéon de G en X que preserve la medida, entonces se tiene que G actia
de forma unitaria sobre L?(X, u) de la forma
G x L*(X,p) = L*(X, )
(9.f) = fog™".
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Proposicién 2.12. Sea u(X) finita. Dada una accion de G en X que preserve la medida, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) La accion es ergédica.

(2) Cualquier elemento G-invariante de L*(X, 1) es constante en casi todo punto.

Demostracion. ( = ) Suponiendo que f € L?(X, i) es una funcién G-invariante no constante
en casi todo punto, entonces existiria un conjunto A = {x € X | f(z) > a} para cierto a € R tal
que A es G-invariante, u(A) >0y u(X — A) > 0. Luego la accién no seria ergédica.

( <= ) Si suponemos que la accién no es ergédica, por definicién pu(A) > 0y u(X — A) > 0
para algiin A C X. Luego la funcién caracteristica y4 € L?(X, 1) serfa una funcién no constante

G-invariante. O
A partir de ahora, G pasard a ser R como grupo con la suma.

Teorema 2.13 (von Neumann). Dada una accion de R en X que preserve la medida, denotare-
mos por F C L?(X, u1) el espacio de funciones invariantes por R. F es un subespacio cerrado ya
que R actia sobre L?(X, 1) de forma unitaria. Sea P la proyeccion ortogonal de L?*(X, ) sobre

F. Sila accion es continua, se tiene que la integral

/ONt-f dt

estd bien definida. Entonces, bajo estas condiciones, tenemos el siguiente resultado (considerando

el limite bajo la norma L?):

1 N
szj&féozv/o LS odt

Esquema de demostracion. La prueba completa y detallada se puede seguir en [23]. Consiste en
los siguientes tres pasos:
» Probar que F={g—t-g | g€ L*(X,u),t € R}

» Demostrar el resultado del teorema para los elementos de F'y del conjunto {g—t-g | g €
L*(X,p),t € R},

» Extenderlo para cualquier f € L?(X, i), utilizando que el subespacio generado por F y
{g—t-g | g€ L*(X,pn),t €R} es denso en L*(X, ).
O

Abordemos ahora la definicién de flujo geodésico y algunos conceptos relacionados. Sea M
una variedad Riemanniana compacta y T3 M su fibrado tangente unitario. Se tiene que V(x,v) €

TiM Ty, : R — M geodésica tnica tal que v;,(0) = 2 y 45,,(0) = v.
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Definicién 2.14. El flujo geodésico en T M es la accién de R en T7 M dada por:
R™ x TlM — TlM
(t7 (.%', 'U)) = (’Yx,v(t% V(t))

Se puede definir una métrica Riemanniana sobre T1 M, llamada métrica de Liouville. Para ello,
consideremos dos curvas a(t) = (z(t),v(t)) y B(t) = (y(t),w(t)) en T1 M tales que a(0) = 5(0).
Dado un t fijo, denotaremos por 9(t) al transportado paralelo de v(t) en el punto z(0) a lo largo
de la curva z. De forma andloga, escribiremos w(t) para el transportado paralelo de w(t) en el

punto y(0) a lo largo de la curva y. Definimos el producto interior de ¢(0) y 5(0) como:

(6(0), B0)) = (550 e=o, “L1b(t) i=0) + (2(0), (0)
donde se han tomado, en la parte derecha de la igualdad, los productos interiores bajo el tensor
métrico de Riemman en M. Es un ejercicio sencillo probar que esta expresién define una métrica
en 71 M. Su forma de volumen asociada define una medida, llamada medida de Liouville. Esta

es invariante ante el flujo geodésico, demostracién que se puede consultar en [2§].

Resumen de demostracion del Teorema[2.9 Por el flujo geodésico en M una variedad hiperbélica
compacta, nos referimos al flujo geodésico en X = T1 M como ya fue definido. Sea p la medida
de Liouville en X, se tiene que podemos aplicar el Teorema [2.13] al flujo geodésico en X. Para
probar la ergodicidad, basta con demostrar que los elementos de F' son constantes en casi todo
punto. Es mds, puesto que el espacio de funciones continuas C'(X) es denso en L?(X, i), llegars

con probar que Vf € C(X), P(f) es constante en casi todo punto.

Para ello, se utiliza que fijada una funcién de f € C'(X), existe una sucesion de reales positivos

N; que tiende a infinito, de forma que

en casi todo punto z € X.

La idea ahora consiste en en considerar un levantamiento de f a una funcién f definida sobre
la cubierta T1H™ de X. Y definir:

ﬁmv—m/f%u%mw,

Z*)OO

F o) = lm o [ FGalt) ato)at
1—00 i _N'L'
donde ;, denota la geodésica en H™ con punto inicial z y velocidad inicial v. Estaran bien

definidas y serdn iguales en casi todo punto.
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La demostracién continia demostrando que f Ty f ~ son constantes en casi todo punto, como
consecuencia P(f) serd constante en casi todo punto y quedard probado que el flujo geodésico

en X es ergédico. O

2.4. Teorema de Mostow

En esta seccién demostraremos el teorema de rigidez de Mostow, que motiva la realizacién
de la parte experimental de este trabajo. Seguiremos la notacién y prueba presentada en [23],
con aportes en algunos puntos. Comencemos introduciendo el enunciado del teorema y algunas

de sus consecuencias.

Teorema 2.15. (Mostow). Sean M y N dos variedades hiperbdlicas compactas de dimension
n>3.5 f: M — N esuna equivalencia de homotopia, entonces f es homdtopa a una isometria
de M a N.

Este resultado fue extendido para variedades completas de volumen finito en 1971 por Prasad,
pero nos limitaremos al caso compacto. El teorema tiene como consecuencia la rigidez sobre la
geometria de las variedades hiperbdlicas compactas para n > 3, de forma que no se puede trans-
formar la estructura geométrica de la variedad mediante deformaciones continuas que preserven
el tipo de homotopia; y por lo tanto, la métrica hiperbdlica de la variedad queda determinada
por su tipo de homotopia. Esto no es cierto en superficies hiperbélicas (n = 2), donde una misma

estructura topolégica puede ser compatible con varias estructuras geométricas.

Siguiendo el esquema de [24], la demostracién se lleva a cabo de esta manera. En primer
lugar, la idea serd levantar f a una aplicacién f entre las cubiertas universales de M y N, y
probar que f admite una extensién continua f al borde en el infinito, cuya restriccion al borde es
un homeomorfismo. A continuacién, tendremos que probar que este homeomorfismo es conforme,
para deducir, en base a resultados anteriores, una isometria h entre las cubiertas universales de
M y N con la misma extensién al borde que f . Finalmente, veremos como h induce una isometria

entre M y N homoétopa a f, concluyendo la demostracion.

Sean f, M y N en las condiciones del Teorema de Mostow (Teorema . Denotando por
g a la inversa en homotopia de f, podemos asumir sin pérdida de generalidad que f,g € C°,
ya que por teoremas de aproximacién f y g son hométopas a funciones C'*°. Si levantamos f y
g a sus respectivas aplicaciones f y § entre las cubiertas universales de M y N, obtenemos los

siguientes diagramas conmutativos.
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pr — 7, pn pr« 9 pn
M——— N M+—y— N

Si recordamos, nuestro primer objetivo es demostrar que f se puede extender de forma conti-
nua al borde y ver que su restriccién al mismo es un homeomorfismo, que se recoge en el siguiente

teorema.

Teorema 2.16. Con la notacion anterior, f admite una extension continua f a D". Ademds,

flopn es un homeomorfismo.

Previo a la demostracion, introduciremos y probaremos una serie de lemas que seran utilizados

en la demostracién del Teorema 2.16]

Lema 2.17. FEuxisten reales positivos c1 y co tales que, Vxq,x9 € D™
1 - -
— - d(x1,22) — c2 < d(f(x1), f(z2)) < 1 - d(z1,x2)

&1

donde d(x1,x2) denota la distancia hiperbdlica.

Demostracion. Por ser f una funcién suave (C°) definida sobre un compacto, tenemos que su
diferencial df estd acotada. Por estar fy f relacionadas por el levantamiento, se tiene d f también
acotada. El razonamiento es andlogo para dg. Esto implica que f y g son Lipschitz, es decir, existe

un real positivo ¢; (basta tomar uno vialido para ambas funciones) tal que

1), f(x2)) < ¢1 - d(21,29),
d(g(x1), g(x2)) < c1 - d(x1, 22).

/\
k'\”
/\

Ya tenemos la segunda desigualdad. Ahora, por definicién de inversa de homotopia, g o f ~
idps. Tanto go f como idys son C°, luego el teorema de aproximacion de Whitney nos garantiza
la existencia de una homotopia suave F': M x [0,1] — M con F(y,0) = (go f)(y) y F(y,1) =y.
Definiendo g de forma conveniente, podemos levantar F' a la homotopia F entre go f e idpn.
Siguiendo el razonamiento anterior, como M x [0, 1] es compacto, se tiene que dF' es acotado,

luego dF también lo es. Asi, para algin real positivo c,

d((g0 f)(w),z) < e
y asi, usando la desigualdad triangular, se llega a que

d(z1,22) < d(21, (o f)(21)) +d((§ o f)(@1), (G0 f)(x2)) +d((§ o f)(z1), z2)
<d((go f)(z1), (G o f)(z2)) + 2¢
<1 -d(f(z1), f22)) + 2,
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donde se concluye la demostracién tras tomar co = 2¢/¢q. O

De aqui en adelante, denotaremos mediante vy a una geodésica en D" y 7 serd la proyeccién

ortogonal de D" en ~.

Lema 2.18. Sea v una geodésica en D™, s un real positivo. Definimos el entorno tubular abierto

de v como
Ns(y) ={z eD" | d(x,7) < s}
Denotando el complementario de Ng(7y) en el disco como Ng(v)¢ = D™\ Ng(vy). Entonces existe

una constante c(s) que depende de s de forma que se cumple: lim,_,o c(s) = 400 y ademds,

Vp,q € D™ | d(p,y) =d(q,7), se tiene la desigualdad

AN, (y)e = c(8) - d(my(p), m(q)),

donde dp, () denota la distancia hiperbdlica en Ns(7)°.

Demostracion. En esta demostracion, trabajaremos por comodidad en el modelo del semiespacio
H". Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que vy es una geodésica vertical cuyos puntos
en el infinito son el 0 y 400, ya que cualquier geodésica se puede transformar en una vertical
encontrando la transformacién de Mobius adecuada. De este modo, el entorno tubular abierto

descrito es un cono en el espacio euclidiano.

Sea [ una curva diferenciable cualquiera en Ng ()¢ con extremos p y ¢, como la de la Figura .
Podemos asumir que [ estd parametrizada en [0, 1] de forma que [(0) = p y I(1) = ¢, de forma

que se expresa con sus n funciones coordenadas como

1:[0,1] — Ny(7)°
s (1 (t), oy o (1))

Ahora, sea A la pendiente del cono, borde del entorno tubular Ng(7), tenemos para la longitud

de I:
1 1 2 1 g
Longitud(l) — / @) /0 il ¢1ATA /0 |l(t|)l|( vol,

0 In(t) 7\/117”@)‘ ; )l
VIH 2] L), (1) V1+ A2
> Y| [0S > Yo ) -l

Donde se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre el producto escalar en la peniltima
desigualdad. Las igualdades se alcanzan si y solo si la curva [ es el segmento euclideo [y de la

Figura luego Longitud(l) > Longitud(ly).
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Ns(7) k
Ty (p) 9 D
Y
Wv(Q) q
Ns(v)¢

Figura 2.1: Idea grafica para la demostracion del Lema [2.18

Finalmente, la proyeccién ortogonal traslada el punto p a la geodésica vertical con una vnica
coordenada no nula que toma el valor |p|, y lo mismo para g. Luego, es directo comprobar que

la distancia entre las proyecciones ortogonales en ~y serd

d(7(p), ™y (q)) = [In |p| — Tn|g]]

Asi, ¢(s) = 1j\”\2 es la constante que buscdbamos, donde la dependencia en s esta presente de
forma implicita en la pendiente A. O

Lema 2.19. Sea ¢ : D™ — D™ una aplicacion. Supongamos que existen reales positivos c1 y ca
tales que, Va1, 10 € D™

1

; ' d(xlva) —c2 < d(gO(.’L'l),QO(.’L'Q)) <cr- d(xhl?)'

1
Entonces Yy geodésica en D™, existe una tnica geodésica 7 en D™ tal que dp(p(7y),7) < oo,
distancia hiperbélica que estd acotada por ¢y y co. Ademds, si dos geodésicas v y ' tienen un
mismo final, 7 y 7~’ también (entendiendo por final a cada uno de los dos puntos del borde del

infinito que determinan la geodésica,).

Demostracion. Una vez probada la existencia de 4, su unicidad es trivial ya que dos geodésicas
distintas tienen al menos un punto en el infinito diferente, luego la distancia Hausdorff entre ellas
es infinita. Trabajaremos en el modelo del semiespacio H", manteniendo la notacién para ¢ para

denotar la aplicacion correspondiente en este modelo.

Dados x,y € H", sin pérdida de generalidad, I, serd la geodésica vertical que pasa por x
ey, y 7y el segmento geodésico contenido en [, que une ambos puntos. Una vez més, Ny(lzy)
serd el entorno tubular abierto de distancia s de l;,. El primer paso consiste en garantizar que
la imagen por ¢ de Ty estd dentro del entorno tubular abierto N¢(l,(z),(y)) Para un ¢ correcto

que solo depende de c; y co.
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Figura 2.2: Idea grafica sobre el primer paso de la demostracion.

Tomemos en primer lugar un s cualquiera que cumpla, para c(s) descrito en el Lema m
c(s) > 2. Si p(zy) C Ns(lp(z)p(y)), tomamos ¢ = s. Sin embargo, se puede dar la situacién de
la Figura En ese caso, tomamos cualesquiera a,b € Ty tales que p(a) y ¢(b) pertenecen al

borde de N (ly(z)p(y)) ¥ que @(ab) esté completamente contenido en N (lpy(z)p())¢ Aplicando el
Lema [2.18] tendremos

Longitud(p(ab)) > e(s) - d(mi (., (£(a)), T, (£(0)))
> c(s) - (d(p(a),p(b)) — 2s),

donde la ultima desigualdad surge al aplicar la desigualdad triangular sobre la distancia entre los
siguientes puntos en orden: m_ . (¢(a)) = ¢(a) = @(b) = m ., (¢(b)) y tener en cuenta
que la distancia entre un punto del borde del entorno tubular y su proyeccién a la geodésica serd

como minimo s.

Figura 2.3: Caso en el que s no es suficientemente grande.

Por otra parte, aplicando la desigualdad del enunciado también obtenemos, considerando la

caracterizacion de la longitud de la curva como el supremo en las particiones de la longitud de
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la poligonal asociada a la particién, esto es:

Longitud(y¢(ab)) = sgpz d(p(ti—1),o(t:)) < 81113p Z cd(ti—1,t;) = 1 - d(a,b)
i=1 i=1

donde P denota la particién y {¢;} sus elementos, con ty = a y t,, = b. Combinando las desigual-
dades obtenidas hasta ahora, se llega a la siguiente cota,

2s - c(s) + ey

d(p(a b)) <
(p(a), (b)) < () =
donde fue necesario el requisito de tomar c(s) — ¢? > 0 para garantizar el signo positivo en el

denominador. Luego para cualquier punto p € ab,

d((p(p)a l@(x)go(y)) < d(SO(P)a (P(a)) +s
<ci-d(p,a)

< cifer-d(p(a), p(b)) +c2) + s
25 - ¢(s) + cic
Scl <Cl()—i_212+62> +S,
c(s) — cf
consiguiendo el ¢ deseando cogiendo cualquier cota estrictamente mayor a la anterior, por ejemplo

sumando 1, porque recordemos que el entorno tubular es abierto por definicién.

Ahora, supongamos v : R — D" es una parametrizaciéon normalizada de la geodésica. Por
las hipétesis de este lema, se tiene que ¢ es propia; luego para r — oo, todos los puntos de
acumulacién (desde el punto de vista euclideo) de () estdn en el borde del infinito 9D". Veamos
que no puede haber dos puntos de acumulacién distintos. Sean {z,,} y {z],} dos sucesiones que
tienden a infinito tales que sus respectivas sucesiones {p(z,)} v {¢(x},)} tienden a dos puntos

diferentes en 0D™. Bajo la métrica hiperbdlica, fijado y € =, la interseccién

Ni(lpw)p@n)) N Nellp)par))

estd acotada uniformemente respecto a n. Pero se ha probado previamente que para cualquier n,
se tiene ©(YT, Nyxy,) € Ne(lpy)p(an)) N NVe(lp)p(ar,)) 1o cual nos lleva a una contradiccién con

que ( sea propia.

De este modo, () converge a un tinico punto en el espacio euclidiano cuando x — co. Con
un razonamiento analogo, se obtiene que ¢(x) también converge para x — —oo. Asi, tendremos
que

@(7) € limsup N(lp(—2)p(z))

T—00

Finalmente, basta tomar la geodésica 4 determinada por sus dos puntos en el borde del infi-
nito lim, 0 ¢(z) y limz— oo p(x) (que tenemos garantizado que son puntos distintos por la

desigualdad del enunciado), cuya distancia Hausdorff con () estard acotada.
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Para probar ahora la segunda afirmacién del enunciado, supongamos otra geodésica 7’ con un
final comun a ~y. Escogiendo la parametrizacion de +' tal que d(y(x),~'(x)) — 0 cuando = — oo,

aplicando la hipétesis inicial

L (1 (@), 7/ (@) - e2 < dlp(r(@)), (1)) < 01 - d(3(@), 7 @),

1
luego d(o(y(z)), p(v(x))) — 0 cuando  — oo. Entonces 4 y 4/ también tendran un final

comun. O

Ahora supongamos ¢ en las condiciones del Lema [2.19] Para definir la extension @ de ¢ con
dominio D" basta definirla para los puntos de D". Sea p uno de esos puntos, consideremos cual-
quier geodésica v de D™ con p un final de ella. Asi, tomaremos ¢(p) como el final correspondiente
de 7. Nuestro objetivo ahora es probar que p es continua, para ello introducimos el siguiente

lema.

Lema 2.20. Supongamos ¢ como en el Lema[2.19 Sea H un hiperplano totalmente geodésico
de dimension (n—1) de D" y sea | geodésica de D™ ortogonal a H. Entonce existe ¢ positivo que

solo depende de c1 y co tal que
diam(m;(p(H))) < c.

siendo [ la unica geodésica con dg(o(l),1) < oc.

Demostracion. (Seguir la figura para no confundirse con la notacién.) Sean A y B los dos finales
de I, y C' un punto del borde del infinito de H. Denotemos por [ a la geodésica con finales B y
C, y por Iy a la que tiene finales A y C. Sean L y I las geodésicas a distancia finita de ¢(l1) y
©(l2), respectivamente. El punto x serd la interseccién de | y H, denotando por ¢ a la proyeccién

de o(z) sobre 1.

c 7o)
— T
/ - / "\ ™. /'/ I"-\ .
Y Y
,/ N \ / / 1 \
f/ \\ N, ,,/ ! \\
Iy I \ / ’ I q \
/ \ ' / i T\ noo
: () 1 \
( ~ T \ = [ _/2/ A
II _— i — | i . — LA ~_|
4| ! ! |5 0 ”"J"’” a | (B)
\ / | -
\ / /
/
\ B / \ y
/ w(H) /
\R\"‘«.hq_ _Ff/___/ x\xh% --_I///

Figura 2.4
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Sea d la distancia hiperbdlica entre x y i, se tiene que d(¢(x),¢(l1)) < c1d. El Lema

nos garantiza la existencia de ¢ dependiente solo de c¢; y ¢ tal que

dr (L, p(h)) < t.

Usando la desigualdad triangular, llegamos a
d(p(x), 1) < crd +
y andlogamente, d(¢(z), 1) < c1d + t.

Sea p' = m,(p(x)) v ¢ = m,(p(x)). Denotamos por p y ¢ a las respectivas proyecciones de
P’y ¢ sobre l. Sea ¢ = 77(@(C)), vemos que tanto xg como 7¢ caen sobre el segmento que une
p con q. Luego,

d(zo, mc) < méx(d(zo, p), d(z0,q))
< méx(d(p(z),p'), d(p(x),q"))
<cd+t.
Al haberlo probado para C' arbitrario del borde del infinito de H, sera valido para los puntos de
H, es decir, Vh € m;(o(H)) se tiene que d(xg, h) < c1d + t. Quedando demostrado el lema. [

Ahora ya podemos probar el siguiente lema sobre la continuidad de 3.

Lema 2.21. Sea ¢ : D" — D" como en el Lema y consideremos la extension p : D" — D7

definida anteriormente. Se tiene que @ es continua.

Demostracion. Basta probar la continuidad en el borde. Sea P € 0D", consideremos [ una
geodésica con final en Py [la geodésica cuya distancia a ¢(I) es finita. Dado x € [, denotemos
por z’ a la proyeccién de ¢(x) sobre [. Consideramos el intervalo I, contenido en I con centro en

z y radio ¢ (proporcionado por el Lema [2.20)).

Ahora por el Lemaw w(H) C T Y(I,). Y tal como hemos definido @, tenemos que cuando
x — oo entonces ' — P(P). Ahora bajo la métrica euclidiana, a medida que 2’ tiende a B(P), la
banda ;- 1(I,) se va estrechando y también tiende uniformemente a @(P). Luego % es continua

en P, y por lo tanto continua en todo punto. O
Finalmente, juntando todos los lemas anteriores podremos demostrar el Teorema

Demostracion del Teorema Por el Lema m tenemos que f cumple las hipétesis del
Lema [2.19, Luego aplicando el Lema sabemos que f se extiende de forma continua al
borde del infinito. Tan solo nos queda probar que dicha extensién f restringida al borde es un

homeomorfismo.

Para ello, véase que ¢ también puede ser extendida al borde de forma continua, usando

un razonamiento andlogo, extension denotada por g. En la demostraciéon de 2.17], vimos que
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d((gof)(x), z) estaba acotada para una eleccién conveniente de §. Luego las extensiones continuas
de g o f e idpn coinciden cuando las restringimos al borde. Luego, f|sp» tiene inversa por la
izquierda continua. Andlogamente, si consideramos la misma idea para f o g llegamos a que tiene

inversa por la derecha continua. Entonces, concluimos que f|spr es un homeomorfismo.

Como demostracion alternativa a la del articulo [23] de este tltimo paso, podemos recordar
que una aplicacién continua, biyectiva definida de un espacio compacto a uno Hausdorff, au-
tomadticamente es un homeomorfismo. La continuidad ya fue probada, y la esfera del infinito es

un espacio compacto y Hausdorff. Probemos que es biyectiva:

= Inyectividad: Dados dos puntos distintos z, y € dD", consideramos la geodésica -y con finales
x e gy, por definicion, f(z) y f(y) son los correspondientes finales de la tinica geodésica con

distancia finita a ¢(7), y por lo tanto también serén puntos distintos.

= Sobreyectividad: Supongamos que no lo es para llegar a una contradiccién. Entonces
f(OD™) C OD", espacio que por proyeccién estereografica podemos llevar a R™. Por el
teorema de Borsuk-Ulam [29], toda funcién continua h : S™ — R” tiene un punto x € S
tal que h(z) = h(—x). Como la proyeccién estereogrifica es inyectiva, esto implicaria que

flapn no es inyectiva. Llegando a una contradiccion. O

Siguiendo con la idea presentada al comienzo para la demostracién del Teorema de Mostow,

el segundo paso consiste en probar que f es conforme. Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 2.22. La aplicacion ﬂa@n es cuasiconforme.

Demostracion. Usando la caracterizacion del Teorema [2.7] la aplicacion serd cuasiconforme si
demostramos que VP € dD", se tiene que H(p, f) estd acotada. Trabajemos en el modelo del
semiespacio H” y sea P distinto a oo. Por el teorema del punto fijo, f tiene al menos un punto
fijo; sin pérdida de generalidad, tomaremos ¢(c0) = oo. Sea [ la geodésica con finales P e oo, y

sea [ la geodésica cuya distancia de Hausdorff con f(1) es finita.

Si consideramos el hiperplano H perpendicular a [, aplicando el Lema [2.20] obtenemos que
diam(mj(f(H))) < c. Luego tomando r como el infimo de la distancia entre f(P) y la proyeccién
sobre [ de los puntos de f(H), obtenemos que f(H) estara dentro de dos (n—1)-esferas de centro
F(P) y radios 7 y e“r (donde el factor e¢ traslada un punto verticalmente una distancia c). Luego

se tiene para P’ € OH"™:

Sup\P’fP\zr |f(P/) _7(P)’ < e
inf|pr_p— [ f(P") — f(P)| —

Finalmente, como H (P, f) es invariante bajo transformaciones de coordenadas conformes, se

tiene la acotacion por e€ para todo P del borde bajo cualquier sistema de coordenadas conforme

en un entorno de P, teniendo asi que f|spn es cuasiconforme. O
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A continuacién, usaremos que el flujo geodésico de M es ergédico, resultado del Teorema 2.9
para probar que f|gp» es 1-cuasiconforme. En [23] se prueba para dimensién n = 3, que serd el

caso que mostraremos. Para la prueba general con cualquiera dimensién, se puede consultar [27].

Consideremos n = 3, luego D? es una cubierta de M. Sea G el grupo de transformaciones de
cubierta, la accién de G se extiende a D3. Sea S2_ el borde del infinito de D3, definimos la accién

de G sobre S% x S% como
G x (S% x §%2) — 82 x S%
(97 (iL’]_,.’EQ)) — (g +T1,9 - SUQ)

que es ergédica. Dada una geodésica [, para x,y € [ y dos vectores no nulos de los respectivos
espacios tangentes, v, € T,D3 y vy € TyD3, definimos el dngulo entre v, y v, como el angulo
entre v, y el transportado paralelo de v, en el punto y. Esta definicién se extiende de forma
continua para los dos finales de I. Sean p, ¢ € S% tales finales, vp € Tpsgo Yy vq € Tngo no nulos,

el angulo entre v, y v, serd el definido a lo largo de la geodésica.

Tenemos que f|g2 es diferenciable en casi todo punto, por ser f cuasiconfome en S% . Sea
oo

p € 5%, tal que f| s2, es diferenciable en p, definimos el subespacio

Vo ={ve S5 | ld(flsz)(v) = ld(fls2)l - [vl}.

Se tiene que f es G-equivariante, luego {V},} es invariante por G. La matriz de df| s2. puede tener
dos autovalores: (1) conjugados; (2) reales iguales diagonalizable; (3) iguales no diagonalizable;
(4) reales distintos. Para (1) y (2), se tiene la 1-cuasiconformidad de f|gz2 y dimV}, = 2. Para (3)
y (4), no serfa conforme y dim V}, = 1. Estas propiedades se preservan por equivarianza. Veamos
que dim V}, # 1: si dim V}, = 1, tendrfamos una distribucién unidimensional en c.t.p. sobre S2. | asi
el dngulo entre cualesquiera direcciones de esta distribucién serfa constante en c.t.p. Si hacemos
proyeccién estereogréfica de S% en R2, aplicacién conforme, tendremos una nueva distribucién
de dim 1, denotada por {V;}peRz en c.t.p. La condicién de dngulo constante, se traduce en este
caso a que el dngulo ente Vp’ y rp7q(Vq’) es constante c.t.p. para cualesquiera p, ¢ € R? en los que
esté definido V', donde 7y, es la tnica reflexion de R? que intercambia p con ¢. Algo que es

imposible, llegando a una contradiccién y concluyendo que f es l-cuasiconforme en el borde.

Para concluir la demostracién del teorema de Mostow, el Teorema nos dice que f es de
hecho una aplicacién conforme en el borde. En la seccién sobre isometrias, se vio que entonces
Jh € Isom(D") con la misma extensién al borde que definimos para f. Manteniendo la notacién
previa, ahora para el caso general de dimensién n, sea G el grupo de transformaciones de cubierta
sobre la aplicacién cubierta D® — M. Tanto f como h son G-equivariantes. Si consideramos la
homotopia de f a h mediante geodésicas normalizadas, entonces esta homotopia también serd G-
equivariante y por lo tanto reducible a M. Asi, la isometria reducida de h es la que buscdbamos,

hométopa a f, quedando demostrado el Teorema [2.15



Capitulo 3

Homologia persistente en 3-variedades

hiperbdlicas

En este capitulo explicaremos todo lo relativo a la parte experimental de este trabajo. Cono-
cidos los conceptos bdsicos sobre homologia persistente y geometria hiperbdlica, ahora combina-
remos ambas dreas con el objetivo de calcular computacionalmente invariantes métricos, que son,
de hecho, invariantes topoldgicos por el Teorema de Mostow, para lograr diferenciar variedades

hiperbélicas de dimensién 3.

Nos centraremos exclusivamente en el caso compacto, que corresponde con el enunciado de-
mostrado del Teorema [2.15] principalmente porque existen invariantes definitivos para distinguir
variedades hiperbdlicas no compactas de volumen finito. Una variedad hiperbdlica compacta no
posee puntos ideales en el borde del infinito. De aqui en adelante, siempre que hablemos de una

variedad, nos estaremos refiriendo una 3-variedad hiperbdlica compacta.

El invariante que utilizaremos serdn los landscapes del Capitulo 1, para los que tenemos
garantizada la estabilidad y el funcionamiento del bootstrap empirico para trabajar con muestras.
Estos recogerén la informacién métrica de la variedad mediante el tiempo de nacimiento y muerte
de las clases de homologia persistente, comparando los landscapes promedio obtenidos para
diferentes muestras de 3-variedades hiperbdlicas, haremos un contraste de hipétesis respecto a la

hipétesis nula de ser homeomorfas para un nivel de confianza establecido.

El lenguaje de programacién utilizado serd Python, que cuenta con multitud de librerfas de
uso libre que serdn de gran ayuda en la creacién del cédigo. En particular, usaremos el médulo
SnapPy, dedicado especialmente al estudio de 3-variedades hiperbdlicas; la primera seccién de este
capitulo se dedicard a introducir las principales herramientas que usaremos de este programa,

para familiarizar al lector con algunos conceptos nuevos. En la referencia [1], se encuentra el

41
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enlace a su pdgina web, que contiene la documentacién detallada e informacién adicional sobre

SnapPy.

El programa creado serd capaz de realizar los siguientes pasos:

= Dada una 3-variedad hiperbdlica compacta, obtener una muestra uniformemente distribui-

da bajo la métrica hiperbdlica que represente la variedad original.
= Calcular el landscape asociado a la muestra.

= Repetir el proceso para N muestras y obtener, mediante bootstrap, una banda de confianza

para el landscape de la variedad.

= Dadas dos variedades, realizar el procedimiento anterior y determinar mediante un con-

traste de hipétesis si no son homeomorfas/isométricas con cierto nivel de confianza.

En las préximas secciones, explicaremos cuidadosamente cada uno de los pasos, para entender
con detalle como funciona el programa, invitando al lector la consulta del cédigo presente en el

Anexo [[I] Finalmente, mostraremos los resultados obtenidos para algunas variedades de interés.

3.1. Variedades en SnapPy

El médulo SnapPy cuenta con un gran nimero de variedades hiperbdlicas de dimension 3, de
las cuales estd registrada informacién de interés que describe la variedad o la relaciona con otras.
La clase principal del médulo es Manifold, que da acceso a un amplio censo de variedades; en

particular, usaremos el de variedades compactas orientables.

Dada una variedad M, como las descritas en el anterior pérrafo, podremos obtener ins-
tantdneamente muchos invariantes, como su volumen, una presentacién de su grupo fundamen-
tal, primer grupo de homologia, etc. Ademsds, tiene la opcién de preguntar si dos variedades son
isométricas; en el caso de variedades compactas, no siempre es capaz de dar una respuesta. Esta

fue una de las motivaciones para tratar de distinguirlas mediante la homologia persistente.

Otro comando da como salida el dominio de Dirichlet de la variedad, que no es mds que una
regién fundamental en el espacio hiperbdlico para la accién del grupo discreto de isometrias I' cuyo
cociente define la variedad. También se le llama dominio fundamental y constituye una teselacién
del espacio hiperbdlico para dicho grupo. Formalmente, se define el dominio de Dirichlet D con

centroide ¢, que tomaremos por defecto el origen, de la siguiente forma:
D={xecH"|d(z,c) <d(x,yc) VyeT},

donde d denota la distancia hiperbdlica y H" el espacio hiperbdlico. Véase que cada érbita de I’

corta al interior del dominio en a lo sumo un punto.
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Una de las opciones disponibles permite visualizar el dominio fundamental contenido en la
esfera de radio unidad. En la Figura [3.1a] se usa el modelo de Klein, luego los lados de los
segmentos geodésicos que unen los vértices son lineas rectas, al contrario de lo que vemos en el
modelo de Poincaré, representado en la Figura[3.15] para la misma variedad, donde los segmentos

geodésicos son curvos.

(a)

Figura 3.1: Dominio de Dirichlet bajo el modelo de: (a) Klein; (b) Poincaré.

En nuestro caso, el dominio fundamental estard descrito por un poliedro convexo con un
nuimero finito de caras. Tendremos acceso al conjunto de vértices, caras y aristas; las caras se
identifican entre si mediante generadores de la accién de I', pudiendo consultar la identificacién
concreta con simples comandos. Graficamente, las caras identificadas se representan con el mismo

color, haciendo maés interesante la herramienta de visualizacién, la cual permite rotar el conjunto.

3.2. Muestreo aleatorio sobre una variedad

Dada una variedad, pretendemos generar una nube de puntos aleatoria sobre ella. Para ello,
trabajaremos con su dominio de Dirichlet y los conjuntos de vértices, caras y aristas que lo
determinan. El esquema que resume la idea detras del programa encargado del muestreo es el

siguiente:

= Obtener una triangulacién del dominio fundamental.

= Calcular el volumen de los tetraedros y realizar un sorteo que seleccione cada tetraedro con
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probabilidad proporcional al volumen.

Subdivisién baricéntrica: para el tetraedro elegido, calcular su baricentro y generar una

subdivisién en tetraedros con el baricentro como vértice comun.

Realizar otro sorteo para seleccionar un tetraedro bajo el mismo procedimiento.

Iterar la subdivisién baricéntrica las veces necesarias para alcanzar el error deseado y

seleccionar como punto final de la muestra el baricentro del iltimo tetraedro.

= Repetir desde el segundo paso tantas veces como puntos queramos que tenga la muestra.

El truncamiento de este procedimiento define una sucesién de distribuciones que converge a la
uniforme. Para obtener la triangulacién, haciendo uso de la lista de caras obtenida con SnapPy,
fijamos un vértice de referencia v,y que estard contenido en todos los tetraedros construidos, en
nuestro caso, tomamos el primer vértice de la primera cara. A continuacion, recorremos todas las
caras de la lista que no contengan dicho vértice de referencia; para cada una de las caras, volvemos
a tomar el primer vértice como referencia vy y triangulamos la cara como poligono bidimensional,
considerando los vértices vg, v;, v;11 para ir formando tridngulos contiguos hasta llenar la cara,
esto funciona computacionalmente ya que la lista de vértices que forman la cara se dan siguiendo
un orden circular (horario o antihorario segin la orientacién establecida), garantizando que los
tridangulos no se intersequen. Finalmente, bastard tomar todas las triangulaciones de las caras
construidas y considerar el tetraedro anadiendo v,.r. Es sencillo ver que esta construccién da
lugar a una triangulacién del dominio de Dirichlet. Este procedimiento se ilustra para un caso

didédctico en la Figura [3.2]

|
h
|

Ure f Uref

Figura 3.2: Divisién en tetraedros para la triangulacién del dominio de Dirichlet.
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La triangulacién obtenida sera vilida para cualquier modelo del espacio hiperbdlico escogido.
Por defecto, SnapPy devuelve las coordenadas de los vértices bajo el modelo de Klein. Sin ningtin
problema, se realiza la triangulacién en este modelo, y una vez obtenidos todos los tetraedros,

se pueden convertir a las coordenadas correspondientes al modelo que méds nos convenga.

Conseguida la primera divisién en tetraedros, debemos obtener un método para calcular el
volumen de cada tetraedro. Este problema se remonta a Poincaré y no existen férmulas cerradas
sencillas para el mismo. Generalmente, las férmulas conocidas usan dngulos diedros pero para este
trabajo hemos decidido usar la novedosa férmula de la referencia [3I] que solo usa las longitudes

de las aristas, resumida a continuacion.

Dados nimero complejos z, a1, ..., ag se define la funcién compleja,

U= LiQ(Z) + Lig(a1a2a4a5z) + Lig(a1a3a4aﬁz) + Lig(agagag,aﬁz)

— Lig(—alagagz) — Lig(—a1a5aﬁz) — Lig(—a2a4a62) — Lig(—a3a4a5z),

donde Liy es la funcién dilogaritmo, definida mediante la continuacién analitica de la siguiente

integral,

LIQ(ZL‘) = — /Ox ln(lt_t)dt

donde x es un nimero real menor que 1. La funcién dilogaritmo serd implementada en el programa
con la funcién spence del médulo spicy.special, que devuelve directamente el valor de Lis,

también llamado funcién de Spence, en el punto indicado.

Se define otra funcion de la forma

%4 = { (U(al,ag,ag,a4,a5,z)|zz —z_ aa—g

o ln(z))
ou

= '1H(Z+))},

- (U(a1)a2)a37a47a57z)’zz+ — 2+ 87

donde zy y z_ son dos soluciones no triviales de la ecuacién Re (z%—g) = 0, cuya expresién

explicita se puede consultar en el articulo.

Consideremos un tetraedro hiperbdlico T’ con sus vértices v; y aristas etiquetadas como en la
Figura donde [; denota la longitud de la arista correspondiente. Bajo esa notacién, se tiene

el siguiente teorema.
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Figura 3.3: Disposicién de los vértices y aristas para la férmula de volumen.

Teorema 3.1 (Teorema 2.2 en [31]). El volumen del tetraedro hiperbdlico T se puede expresar

unicamente en funcion de las longitudes de las aristas que lo forman mediante la férmula:

6
Vi
Vol T)=Vi—> Ui
olumen(T) f 2

donde V; = V(—elt, —els, —elo, —el —el2 —¢l3)

Asi, lo unico que necesitaremos para calcular el volumen de cada uno de los tetraedros
de la triangulacién del dominio de Dirichlet serd la longitud de las aristas geodésicas. FEn el
programa, hacemos este cdlculo usando el modelo del semiespacio superior, por ello tendremos
que transformar las coordenadas de los tetraedros del modelo de Klein al de H". La férmula

se validé correctamente en el cdlculo del volumen hiperbdlico a partir de triangulaciones de los

dominios de Dirichlet y su comparacién con el volumen del dominio arrojado por SnapPy.

el tetraedro T; como

Para continuar, debemos realizar el sorteo que otorgue a cada tetraedro una probabilidad
proporcional al volumen que ocupa en el dominio. Para ello, definimos la probabilidad de escoger

P(T) Volumen(7;)

a Zéval Volumen(77)
donde N7 es el nimero total de tetraedros de la triangulacién.

aleatorio.

Ahora, asignaremos un segmento en el intervalo [0, 1] a cada tetraedro de longitud igual a su
random y escogeremos el tetraedro correspondiente al subintervalo al que pertenezca el niimero

probabilidad, con interseccién vacia. Generaremos un nimero aleatorio en [0,1] con la funcién
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Figura 3.4: Muestra aleatoria de 100 puntos (azules) sobre el dominio de Dirichlet de una varie-

dad. Los vértices y aristas del dominio se representan en color rojo bajo el modelo de Klein.

Escogido el tetraedro, el programa construido calcula su baricentro; usando este punto para
trazar los tetraedros, se generan 24 tetraedros al tener en cuenta a mayores los vértices y bari-
centros de cada cara. Calculando el volumen de cada uno, podremos realizar de nuevo el proceso
de eleccién para quedarnos con uno y repetir el procedimiento las veces que queramos, hasta
seleccionar el iltimo baricentro como primer punto de la muestra. Existen limitaciones en el
programa debido a errores numéricos cuando el volumen de los tetraedros es del orden de 10716,
de forma que la férmula de volumen puede llegar a fallar, incluso dando valores negativos. Para
solucionarlo, colocamos un control que asigna volumen nulo a los tetraedros que se encuentran en
esta situacion, siempre y cuando atn existan tetraedros relativamente grandes en la divisién ba-
ricéntrica. Las implicaciones de esto son relevantes, para limitar sesgos producidos por este error
numérico truncaremos el procedimiento en cuanto el didmetro de un tetraedro baje de 10™4. Asi,
las nubes de puntos generadas estaran a distancia de Hausdorff de 107 de la muestra uniforme
que se produciria sin truncamiento. Andlogamente, se generarian el resto de puntos, dando lugar

a una muestra aleatoria sobre el dominio de Dirichlet, como en el ejemplo de la Figura [3:4]

Al tomar un numero de iteraciones finito y aproximaciones debido a errores numéricos para
generar cada punto de la muestra, no se trata de una muestra totalmente uniforme. Es en este
aspecto donde entra la estabilidad de los landscapes, garantizdandonos que el landscape que ob-
tendremos a partir de nuestra muestra obtenida con este método estard cerca del correspondiente

a una muestra uniforme.
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3.3. Calculo de landscapes

Dada una muestra de puntos sobre el dominio de Dirichlet, queremos obtener su landscape

asociado. Para ello, seguiremos los siguientes pasos:

= Obtener la matriz de distancias de la muestra M.
= Generar el diagrama de persistencia asociado a la filtraciéon de Vietoris-Rips con el médulo
ripser [2] a partir de M.

= Calcular el landscape correspondiente al diagrama de persistencia obtenido.

El primero de los pasos es uno de los mas complejos técnicamente de introducir en el programa,
especialmente por algunos problemas numeéricos debido a la precisién con la que SnapPy da las
coordenadas de los puntos. La matriz de distancias M, recoge las distancias entre cualesquiera
dos puntos de la variedad. Este cédlculo no es trivial, ya que recordemos que las caras del dominio
de Dirichlet estén identificadas a pares, haciendo que la distancia entre dos puntos no tenga por

qué corresponder con la distancia hiperbdlica del camino més corto en el interior del dominio.

Haremos uso del Teorema del Poliedro de Poincaré, cuya prueba se puede ver en la referencia
[32]. Nuestro dominio de Dirichlet estd bajo las condiciones del teorema, esto nos garantiza
que el grupo fundamental se genera con las isometrias que identifican las caras del dominio
(informacién que es conocida con SnapPy). Debemos entonces encontrar dichas isometrias, que
como ya se razoné en la seccién 2.1, estardn representadas por elementos del grupo PSL(2,C).
Las transformaciones de M&bius estdn completamente determinadas por la imagen de tres puntos;

es fécil ver que lo mismo ocurre con las isometrias.

Proposicién 3.2. Dados {P;}i—g123) Y {P; }{i=1,2,3) puntos de H? que determinen tridngulos
geodésicos congrutentes, existe una unica isometria f que preserva la orientacion tal que f(P;) =
P! para i = {1,2,3}.

Demostracion. La existencia de al menos una isometria que preserve orientacién y que lleva P;
en P/ es un sencillo ejercicio de geometria hiperbélica, falta mostrar unicidad. Consideremos
una superficie totalmente geodésica de H?, llamémosla H, que contenga los tres puntos P;. H es
isométrico con H? y port tanto, las isometrias de H son conjugadas a las isometrias de H?, que

son transformaciones de Mobius y por tanto estdn determinadas por la imagen de tres puntos.

Supongamos que hay dos isometrias de H? que preserven orientacién f y g que llevan P; en
P!. Se sigue que f ~log fija los puntos P; , de hecho, fija la superficie totalmente geodésica H que
los contiene. Por tanto f~! o g define una isometria de H que es conjugada a una transformacién
de Mobius que fija tres puntos. Pero no existen isometrias distintas de la identidad que preserven

orientacién y fijen una superficie totalmente geodésica en H?, luego f = g. O
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Recordemos que para cada matriz

b
(a ) € PSL(2,C),
c d

se tiene la siguiente accién en el borde del infinito:

az+b
cz+d

z €C,
que se extiende de forma tnica a una isometria en el espacio hiperbdlico.

Definicién 3.3. Un cuaternio g se expresa como ¢ = a+ bi + ¢j + dk con a, b, c,d € R. Cumplen
la propiedad asociativa y distributiva, pero no son conmutativos. Se tiene i2 = j2 = k> = —1 e

1j = k, de donde se sacan el resto de relaciones.

La forma més sencilla de representar esta isometria para trabajar con ella computacio-
nalmente es usando cuaternios en el modelo del semiespacio H?, cada punto es de la forma

¢ = q1 + q2i + q3j, con g3 > 0. La isometria en H3 actia de la siguiente manera:

g — (ag™ +b)(cg” +d)7,

luego dados tres vértices {P;}i=123 de una cara y sus tres imagenes {P/};—1 23 en la cara iden-
tificada, obtenemos 3 ecuaciones en cuaternios que dan 12 ecuaciones (una por cada parte real,
en i, j y k) para 8 incégnitas (parte real e imaginaria de a, b, ¢,d € C), con la condicién adicional
ad —bc=1.

aP,+b=P/(cPi+d) i=0,1,2

El ntimero de ecuaciones se puede reducir al darse cuenta que el complejo b no tiene parte en j
ni en k. Luego, considerando solo la parte en j y en k de las ecuaciones anteriores, se obtienen 6
ecuaciones lineales y 6 incégnitas, que son las partes reales e imaginarias de a, ¢ y d, que vamos

a resolver.

Este dltimo sistema a resolver se trata de un sistema lineal indeterminado, ya que estamos
resolviéndolo para a,b, c,d complejos arbitrarios sin pedirles que la matriz tenga determinante
1, luego cualquier muiltiplo real de una solucién también lo serd. Por otro lado, el rango debe
ser 5 por la unicidad de solucién dado en la Proposicién [3.2} pero el hecho de que los vértices
tengan error numeérico hace que los tridngulos geodésicos no tengan exactamente el mismo drea,
convirtiendo el sistema en determinado. Para solucionar este problema, se adapta el método
de Gauss-Jordan permitiendo tolerancia en el cero (orden de 107!° hasta 1077 ), i.e., anulando
valores que estdn muy cercanos al cero; de este modo, conseguimos que se mantenga compatible
indeterminado. Resuelto el sistema, se despeja b de una de las ecuaciones y conseguimos la
isometria buscada. El error en la resolucién del sistema hace que aparezcan errores numéricos al

identificar las caras, estos son del orden de 10710 en el peor de los casos.
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Figura 3.5: Célculo de la distancia entre el punto negro y el azul, tomando todos los trasladados

en verde de este tdltimo por las isometrias de las caras.

Continuando con el programa, ya conseguimos calcular todas las isometrias que identifican
cada par de caras del dominio, las cuales generan el grupo fundamental. Sea I el conjunto de
dichas isometrias, la distancia entre dos puntos p y ¢ de la variedad, que asumimos que son del

dominio fundamental, sera
d(p, q) = min{d(p,i(q)) | i € I},

es decir, el minimo entre las distancias de un punto y los trasladados del otro por las isometrias,

como se observa en la Figura[3.5] siempre y cuando tengamos garantizada la Condicién [3:4]

Condicién 3.4. Para que la formula de la distancia sea vdlida, debe ser mecesario aplicar a lo
sumo una vez cada isometria para rodear por completo el dominio fundamental, esta condicion

la comprobaremos geométricamente como se ilustra a continuacion.

Véase el ejemplo de la Figura [3.6] en la izquierda observamos el dominio de Dirichlet en
color rojo; en naranja, se representan las imagenes del dominio por cada una de las isometrias,
las cuales rodean por completo el dominio fundamental. De este modo, como se ve a la derecha,
dada una muestra de puntos dentro del dominio, esta estard completamente rodeada de una nube
generada por las isometrias, permitiéndonos calcular la distancia entre dos puntos del dominio

de Dirichlet sin tener que considerar maés trasladados por composiciéon de isometrias.

Trabajaremos exclusivamente con variedades que cumplan la condicién anterior, realizando

la comprobacién manualmente para cada una de ellas. La idea es automatizar este proceso en
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un futuro, creando un algoritmo que lo compruebe para la variedad introducida o, idealmente,

obtener un teorema que de condiciones suficientes para que esto se cumpla.

Figura 3.6: (A): Dominio de Dirichlet (rojo) y sus imdgenes por las isometrias que identifican las
caras (naranja). (B): Muestra de 10 puntos generada dentro del dominio de Dirichlet (azules) y

nube de puntos imagen por las isometrias rodeando el dominio (verde).

Disponemos entonces de todos los elementos que componen la matriz de distancias Mg, que
es esencial para la construccion de los complejos escogida, la de Vietoris-Rips. El médulo ripser
funciona mediante la filtracién de Rips, la cual consiste en la creacién de los complejos de Vietoris-
Rips como los de la Figura , usando el pardmetro e del complejo de Vietoris-Rips VR(X, €)
para definir la escala “temporal” que da cuenta de la persistencia de las clases de homologia del

complejo.

La funcién ripser recibe como entradas: la matriz de distancias de la muestra My, el grado
maéximo de homologfa que se desea calcular y el cuerpo Z, sobre el que se calcula la homologfa.
Como salida, obtenemos el diagrama de persistencia correspondiente, como el de la Figura [3.7
(A), realizado a partir de una muestra de 100 puntos sobre la variedad de las anteriores figuras,

hasta tercer grado de homologfa.

El teorema de rigidez es fundamental en este paso, ya que la filtracién de Rips es dependiente
de la métrica de la variedad. Como sabemos que dos variedades hiperbdlicas homeomorfas serdn
isométricas, los landscapes promedio construidos bajo esta filtracién deben ser iguales. Esto no
ocurriria si no tuviésemos la rigidez de la métrica; por ejemplo, si consideramos en la métrica

plana un toro Ty, construido identificando los lados de un cuadrado de lado a, y otro Ty, a partir
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de un recténgulo de lados a/2 y 2a; las clases persistentes nacerian en tiempos distintos y por
lo tanto, los diagramas en Hi serian distintos, pese a ser homeomorfos, localmente isométricos e

igual drea.

En la prictica, solo generaremos diagramas de persistencia hasta segundo grado de homologia.
Para finalizar el cdlculo de los landscapes de la muestra, simplemente tendremos que programar
la férmula que define el k-landscape a partir de los puntos del diagrama. Trabajaremos general-
mente con los dos primeros landscapes asociados al diagrama de persistencia de cada grado de

homologia.

Véase la Figura (B), donde se representan los 1-landscapes correspondientes a los diagra-
mas de persistencia en Hy, Ho y H3, manteniendo el cédigo de colores. En el caso de Hy, hay una
clase persistente que vive hasta el infinito (punto azul sobre el segmento horizontal discontinuo),

la cual se elimina a efectos de calcular los landscapes asociados.
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Figura 3.7: (A): Diagramas de persistencia. (B): 1-landscapes asociados.

3.4. Regiones de confianza mediante bootstrap

Replicaremos el procedimiento de las secciones anteriores para generar N muestras aleatorias
de puntos sobre la variedad con sus correspondientes diagramas de persistencia y landscapes.
De este modo, aplicaremos el bootstrap empirico del primer capitulo, obteniendo una banda

de confianza en la que se encuentre el landscape promedio u de la variedad para un nivel de
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significacién dado. Recordemos que el intervalo de confianza serd de la forma,
On = [LN — o, LN + o] »

donde L, es el promedio de los n landscapes muestreados y ¢, es el cuantil a confianza «.

Para un nimero B de iteraciones de bootstrap, computaremos el cuantil correspondiente,
obteniendo asf una regién de confianza como la de la Figura[3.8] la cual nos indica que contiene
dentro el landscape de la variedad de donde generamos las muestras, con probabilidad «. Usando
el resultado de estabilidad de la Proposicién las franjas se deben ensanchar para dar cuenta

del error entre la muestra generada y una muestra totalmente aleatoria uniforme.

0.04

0.03 A

0.02 A

0.01 A

0.00 A

Figura 3.8: Banda de confianza para 1-landscape para H; de la variedad m168(3,2) al 95% de

confianza.

Con toda esta informacién, ya estamos en condiciones de comparar dos variedades. Fijado
un landscape para un grado de homologia concreto, si las variedades son homeomorfas, son
isométricas por el Teorema de Mostow, luego sus landscapes deben ser iguales por tratarse
de un invariante métrico. Generando las regiones de confianza para los landscapes a partir de
las muestras, estableceremos un contraste de hipétesis donde la hipétesis nula es que si son

homeomorfas.

Supongamos que queremos ver si dos variedades M7 y M3 no son homeomorfas con confianza
del 95 %, la hipdtesis a rechazar es que si son homeomorfas. Para cada una de ellas para un
nimero fijo de puntos de la muestra, ejecutamos el programa y obtenemos respectivamente los
cuantiles ¢; v ¢2, para mismo N, B y a = 0,95. Sea £; el landscape promedio empirico de la

primera variedad y L5 el de la segunda, se tiene que

— — —/ —/ — —/ — —/
1£1 = Lalloo < [I1£1 = mlloo + [l = pialloo + 12 = Lol + [I\El = Lilloo +[1£2 = Lolloo]
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donde p; es el landscape promedio de cada variedad y Z; el landscape promedio empirico obtenido
si nuestra muestra fuese una muestra aleatoria uniforme sin truncamiento. Usando estabilidad
(Proposicién L = Llloo 21074y || £ — il |oo < i +2-107* con confianza o, i = 1, 2.

Por hipétesis ||pu1 — p2||cc = 0, luego diremos que no son homeomorfas a confianza o cuando
Hzl —ZQHOO >q1+q+8- 1074

Intuitivamente, esto equivale a dibujar la regién de confianza C = [Ls — Q, L2 + Q] con Q =

q1 + g2 + 8- 10~* y rechazar la hipétesis si la grafica de £, se sale de C.

3.5. Resultados

En esta seccion presentamos algunos resultados de interés para distintas variedades, muchos
otros ejemplos se pueden consultar en el Anexo [l Todos los que se presentan a continuacién
corresponden al andlisis sobre 100 muestras de 100 puntos, aplicdndoles un bootstrap de B = 100

para a = 95 % y usando homologia con coeficientes en Zsy, con la representacion intuitiva anterior.
Grupos de control

Lo mé&s importante del programa es que no tome decisiones equivocadas, es decir, si observa-
mos que se rechaza la hipétesis nula para varios casos en los que las variedades son homeomorfas,
estariamos ante un error grave y este no serviria. Esta comprobacién se realiza mediante grupos

de control.

Para cada variedad M, realizaremos el contraste de hipétesis entre el dominio de Dirichlet de
M centrado en el origen y otro dominio de M desplazado. Cambiar el centroide sobre el que se
define el dominio fundamental, cambia su forma y, en general, no mantiene el nimero de caras
del poliedro. Como son tomados de la misma variedad, no se deberia rechazar la hipétesis de ser

homeomorfas en ningiin caso.

Por ejemplo, en la Figura el landscape promedio empirico de la variedad m040(-4,3)
para un dominio fundamental se encuentra dentro de las regiones de confianza construidas a
partir del otro dominio. Sin embargo, en la Figura [[.1] del anexo, para la variedad v3511(1,4), se
obtiene que los grupos de control no son homeomorfos con confianza del 95%. Falla el primer
landscape para Hs, pero viendo la imagen, se observa que el margen por el que se rechaza es muy
pequenio. Lo mismo ocurre para otras variedades como la de la Figura [[.2] las cuales tienen en
comun que son las de mayor volumen, luego el error numérico también se espera que sea mayor.
Estos grupos nos sugieren que se deben realizar mejoras en el control de error del programa,
por ejemplo aumentando el ndimero de muestras y de bootstraps o mejorando la precisién en el
muestreo. Los controles funcionaron correctamente para todas las variedades con volumen menor

que 6 probadas.
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(¢) Primer landscape para Hs. (d) Segundo landscape para Hs.

Figura 3.9: Control con la variedad m040(-4,3).

Variedades no homeomorfas

La rigidez de la métrica hiperbdlica garantiza que dos variedades homeomorfas siempre tienen
el mismo volumen. Otro invariante topolégico son los grupos de homologia. Dadas dos variedades
con volumen distinto u homologia distinta, sabremos que no son homeomorfas; luego se espera
que el programa sea capaz de afirmar que no lo son con confianza estadistica . Para los ejemplos
considerados en las Figura|L.3[ (distinto volumen) y [I.4] (mismo volumen con distinta homologia),

se obtuvo el resultado esperado, al igual que para muchos otros.
Variedades con mismo volumen y mismo grupo de homologia

El caso de mayor interés corresponde al de variedades con mismo volumen y homologia, ya
que en numerosas ocasiones, SnapPy no consigue dar una respuesta ante la pregunta de si son

isométricas. Uno de estos casos es m040(-4,3) y m168(3,2), cuyo andlisis se ve en la Figura m
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Figura 3.10: Contraste para las variedades m040(-4,3) y m168(3,2).

Nuestro programa distingue las variedades con Hs, resultando que se trata de variedades
no homeomorfas con confianza estadistica del 95%. Para estas variedades, los landscapes son
significativamente diferentes y se descartan con bastante margen; sin embargo esto no siempre
ocurre. Para las variedades m081(-4,1) y m116(-4,1) en la Figura el programa nos dice que
no son homeomorfas al 95 %, sin embargo el margen de descarte es muy pequeno. Esto implica
que una modificacién del programa que ensanche las regiones de confianza para dar cuenta de
los errores numéricos en mejor medida, podria no distinguirlas. Esto mismo ocurre en la Figura

con las variedades m294(1,3) y s090(5,1).

En general, para mejorar en la toma de decisiones, es conveniente realizar més experimentos
sobre otros cuerpos de coeficientes y con un bootstrap méds profundo que mejore la precisién del

cuantil.
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Conclusiones

Este Trabajo de Fin de Grado representa una prueba de concepto que sienta las bases para
un estudio mds profundo y exhaustivo en el futuro sobre el cdlculo de los invariantes métricos
utilizados para distinguir variedades. Aunque el proceso de estimacién tedrica del landscape
promedio es complejo, no es inviable. En principio, es posible obtener regiones con una confianza

del 100 %, lo que permitiria distinguir variedades de manera rigurosa y precisa.

Es evidente que se requieren més pruebas para mejorar y validar los resultados obtenidos.
El tiempo dedicado a la depuracién de errores ha limitado la presentaciéon de un sumario méds
detallado de los resultados actuales. Para mejorar la precisién del método desarrollado, serd
necesario aumentar tanto el tamafio como el nimero de muestras, incrementar la cantidad de

bootstraps y explorar mds cuerpos de coeficientes, entre otros aspectos.

Ademds, otras mejoras potenciales incluyen el uso de diferentes observables persistentes, tales
como el tiempo de vida medio, la entropia y el tiempo de vida maximo, para evaluar si ofrecen un
mejor rendimiento. Recordemos que a efectos computacionales, nuestro landscape es un vector
producto de la discretizacion de la funcién del landscape real, que es un invariante métrico; en
particular, también lo serdn otras magnitudes calculadas sobre ese vector. También es importante
experimentar con otras filtraciones, lo cual justifica la variedad de filtraciones presentadas en el

primer capitulo de este trabajo.

Una mejora crucial es establecer cotas especificas para todos los errores numéricos. Actual-
mente, solo se controla el error en el muestreo, pero no hay un control definido sobre la matriz de
distancias, cuyo error crece con el volumen del dominio. Existe un error intrinseco asociado al uso
de Snappy en la construccién del dominio de Dirichlet, que es del orden de 10~8 en los vértices.
En volimenes grandes, estos vértices pueden estar proximos a la esfera del infinito, donde las
isometrias experimentan mayores distorsiones y, por tanto, se incrementa el error numérico. Esto

explica por qué el método es mds efectivo para variedades con volimenes pequenios y destaca

o7
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un drea clave para futuras mejoras. Optimizado el programa de esta manera, se espera reducir
significativamente el nimero de fallos en los contrastes de control para una misma variedad,

dando mayor garantia de la veracidad de los resultados.

En resumen, queda abierta toda una linea de investigacion, desde las estimaciones estadisticas
y numéricas presentadas en este TFG hasta los resultados tedricos que se podrian obtener para

distinguir variedades hiperbdlicas bajo este invariante métrico.



Anexo 1

Contrastes para algunas variedades

A continuacion se muestran algunos de los resultados obtenidos mediante el programa:
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Figura I.1: Control para v3511(1,4).
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I. Contrastes para algunas variedades
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Figura 1.2: Control para v3508(1,4).
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Figura 1.3: Contraste para primer landscape asociado a Hp con las variedades m003(3,-4) y
m040(-4,3) de volumen distinto.
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I. Contrastes para algunas variedades
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Figura 1.4: Contraste para v3508(1,4) y v3511(1,4).
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Figura [.5: Contraste para m081(-4,1) y m116(-4,1).
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I. Contrastes para algunas variedades
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Figura 1.6: Contraste para m294(1,3) y s090(5,1).



Anexo 11
Borrador del programa

El siguiente cédigo ha sido realizado de forma conjunta y supervisada por el cotutor de este TFG:

Carlos Menino Cotén, Departamento de Matemaética Aplicada I, Universidade de Vigo.

No estd explicito el programa que aplica el método de Gauss con tolerancia en el cero.
Insistimos en que este cédigo es por ahora solo un borrador, cuyo tunico fin es ilustrar la légica
computacional detras del algoritmo, para el lector curioso.

GENERADOR DE DIAGRAMAS

import numpy as np

#from scipy.spatial import Delaunay
import snappy as sp

from pyquaternion import Quaternion
#import volume tetrahedra

import Hyperbolic Distance Disk Model
import Random Sampling 3D Hyperbolic_Metric
import random as rd

import matplotlib.pyplot as plt

from ripser import ripser

from persim import plot diagrams

import pandas as pd

import scipy

import Tolerance Solve Linear Equations

from multiprocess import Pool

VARIABLES

number cores = 15

symbol = ’'v3511(1,4)"

65



66 II. Borrador del programa

S = 100 #number of samplings
N = 100 #number of samples
eps = 0.0001 #sampling error

control = False

coeficient = 2

thresh = np.inf

Ms=sp . Manifold (symbol)
#D = M. dirichlet domain ()
D = M. dirichlet domain(vertex epsilon=10.0%xx—8, displacement = [0, 0, 0],

centroid at_ origin=False, maximize injectivity radius=True)

def Quaternionic_PSI2C _map(vertex indices, vertex image indices): #
p0 = Quaternion ([np.real (vertex indices[0][0]) ,np.imag(vertex indices[0][0]) ,
vertex indices [0][1],0])
pl = Quaternion ([np.real(vertex indices[1][0]) ,np.imag(vertex indices[1][0]),
vertex indices[1][1],0])
p2 = Quaternion ([np.real(vertex indices[2][0]) ,np.imag(vertex indices[2][0]) ,
vertex indices[2][1],0])

ip0 = Quaternion ([np.real(vertex image indices[0][0]) ,np.imag(
vertex image indices[0][0]) ,vertex image indices[0][1],0])
ipl = Quaternion ([np.real(vertex image indices[1][0]) ,np.imag(

vertex image indices[1][0]) ,vertex image indices[1][1],0])
ip2 = Quaternion ([np.real(vertex image indices[2][0]) ,np.imag(

vertex image indices[2][0]) ,vertex image indices[2][1],0])

Coef Matrix = [[—p0[2],0,ip0[2],0,ip0[0]«p0[2] + ipO[2]*p0[0] , —(ipO[1]*p0[2]
+ ip0[2]*pO[1]) ],
[-p1[2],0,ip1[2],0,ipl[0]«pl[2] + ipl[2]xpl[0] , —(ipl[1]xpl[2]
+ ipl[2]*pl[1])],
[-p2[2],0,ip2[2],0,ip2[0]*p2[2] + ip2([2]xp2[0] , —(ip2[1]*p2[2]

+ ip2[2]*p2[1])],

[0,—p0[2],0,—ip0[2],ip0[1]+pO[2] — ipO[2]*pO[1], —ipO[2]*pO[O]
+ ip0[0]+pO[2]],

[0,—p1[2],0,—ipl[2],ipl[1]*pl[2] — ipl[2]*pl[Ll], —ipl[2]*pl[O]
+ ipl[0]«pl[2]],

[0,—p2[2],0,—ip2[2],ip2[1]*p2[2] — ip2[2]*p2[1], —ip2[2]*p2][0]
+ ip2[0]*p2[2]]]

RM, RV, SOL, VAR = Tolerance Solve Linear Equations.Gauss_ Jordan(Coef Matrix,
[0,0,0,0,0,0], 1le—10) #le—10 tolerance to 0



if VAR[0]!=[None]:

al = np.array(VAR[O]) .dot(np.ones (6))
else:

al =1

if VAR[1]!=[None]:

a2 = np.array (VAR[1]) .dot(np.ones(6))
else:

a2 =1

if VAR[2]!=[None]:

dl = np.array (VAR[2]) .dot(np.ones(6))
else:

dl =1

if VAR[3]!=[None]:

d2 = np.array (VAR[3]) .dot(np.ones(6))
else:

d2 =1

if VAR[4]!=[None]:

cl = np.array (VAR[4]) .dot (np.ones(6))
else:

cl =1

if VAR[5]!=[None]:

c2 = np.array (VAR[5]) .dot (np.ones(6))
else:

c2 =1

a = Quaternion ([al,a2,0,0])
d = Quaternion ([d1,d2,0,0])
¢ = Quaternion ([cl,c2,0,0])

b = —a*p0 4 ipO*xcxp0 + ipOxd
# print (’ Quaternionic error: ’, b[2], b[3] )
b = Quaternion ([b[0] ,b[1],0,0]) #rounding to 0 de j and k parts

# Tomar con determinante 1 es irrelevante a efectos de la accion:
det = axd — bxc
#print (det [0])
if np.abs(det[1]) > le—8:
print (’Not real determinant’, det) #No deberia entrar aqui nunca
if det[0] < O:
print (’Determinante negativo’) #No deberia entrar aqui nunca
rdet = np.sqrt(—det[0])
a = axQuaternion ([0,1,0,0])/rdet
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b = bxQuaternion ([0,1,0,0])/rdet
c cxQuaternion ([0,1,0,0]) /rdet
d = d*Quaternion ([0,1,0,0])/rdet
else

rdet = np.sqrt(det[0])

a = a/rdet

b = b/rdet

¢ = c¢/rdet

d = d/rdet

#Control de errores

# Matriz = np.array ([[a,b],[c,d]])

# Error List = [Random Sampling 3D Hyperbolic Metric. hyperbolic 3D metric(
PSL2C Quaternionic action halfplane(Matriz, vertex indices[i]),
vertex image indices[i]) for i in range(len(vertex indices))]

# if max(Error List)>le—10:

# print (’Error List: ’, Error List)

return np.array ([[a,b],[c,d]])

def best face map v2(face vertex list, face image vertex list):

Matrix = []
number vertices = len(face vertex list)
count = 0

distort = np.inf
for i in range(number vertices):
for j in range(i+1,number vertices):
for k in range(j+1,number vertices):
count = count + 1
Map = Quaternionic_PS12C_map ([ face vertex list[i],face vertex list
[j],face vertex list[k]],[face image vertex list[i],
face image vertex list[j],face image vertex list[k]])
M i = [PSL2C_Quaternionic_action halfplane (Map,p) for p in
face vertex list]
dd = [Random Sampling 3D _ Hyperbolic_Metric. hyperbolic_ 3D metric(
M i[l], face image vertex list[l]) for | in range(
number vertices) |
new distort = max(dd)
if new distort < distort:
distort
Matrix = Map

new distort

return Matrix

def PSL2C_Quaternionic_action halfplane(A,p): #A is PSL2C matrix whose complex
coordinates are given in quaternionic form, p is [z,h] with z complex and h>0
qp = Quaternion ([np.real(p[0]) ,np.imag(p[0]) ,p[1],0])
action = (A[0][0]*qgp + A[O][1]) «(A[1][O]*qgp + A[1][1]) .inverse
if abs(action|[3]) > le—10:

print (’Error: Parte k no nula’, action|[3])
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if action[2] < 0:
print (’Error: Parte j negativa’)
action = [action[0]+action[1]*1j , action[2]]
return action
vertices=D.vertex list ()
tetraedros klein =[]

verticeref=vertices [0]

faces = D.face list ()

Division en tetraedros

for i in range(D.num faces()):

verticescara=faces|[i][  vertices 7]

if verticeref not in verticescara:
vO0=verticescara [0]
for j in range(l,len(verticescara)—1):
tetraedro=[verticeref ,v0, verticescara|j]|,verticescara|[j+1]]
tetraedros klein.append(tetraedro)

#pasar de modelo Klein a Poincare (s distancia al centro Klein, u distancia al
centro Poincare)

#luego cada coordenada se debe corregir por una factor u/s=1/(1+raiz(l—s"2))

tetraedros poincare =[]

for i in range(len(tetraedros klein)):
tetraedro =[]

for j in range(4):
s=np.linalg .norm(tetraedros klein[i]|[j])

tetraedro.append(np.array(tetraedros klein[i]|[j])*1/(1+np.sqrt(1—s=*x%2)))
tetraedros poincare.append(tetraedro)

#print (tetraedros poincare)
#pasar de poincare a hiperplano

tetraedros semiespacio =[]

for i in range(len(tetraedros poincare)):
tetraedro =[]

for j in range(4):
quaternion=Hyperbolic _Distance Disk Model.disk to halfspace(
tetraedros poincare[i]|[j])
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tetraedro .append ([ quaternion [0]+ quaternion[1]%1j, quaternion [2]])

tetraedros semiespacio.append(tetraedro)

vertices poincare = ||

for vertice in vertices:

s = np.linalg .norm(np.array ([ vertice [0], vertice[1], vertice[2]]))
vertices poincare.append(np.array ([ vertice[0], vertice[l], vertice[2]])/(1+np.

sqrt(1—s=x2))) #vertices en el modelo de Poincare

vertices halfspace = []

for vertice in vertices poincare:

p = Hyperbolic_Distance Disk Model.disk to halfspace(vertice)

p = [p[0]+p[1]x1j,p[2]]
vertices halfspace.append(p)

Manifold Distance

print (’Computing Relevant Group Elements’)

distorsion list = []

Faces Vertices Lists = |[]
Matrix List = []
F = int (len(faces)/2)

Matrix Aux_List = []
F = int (len(faces)/2)

for i in range(F):

print (i)

face = faces[2x*1]

v_1 = face[’vertex indices ’]

v_i = face|[’vertex image indices ]

face vertex list = [vertices halfspace[index]| for index in v_1]

face image vertex list = [vertices halfspace[index]| for index in v_i]

M = best face _map v2(face vertex list, face image vertex list) #
Quaternionic_PS12C _map(face vertex list, face image vertex list)

Matrix _Aux_List.append (M)

M_adjoint — [[M[1][1], ~M[0][1]],[ -M[1][0] ,M[0][0]]]

Matrix _Aux_List.append (M _adjoint)

Matrix = Matrix _ Aux_List[2%1]

M i = [PSL2C_ Quaternionic action halfplane (Matrix,p) for p in face vertex list

I
dd = [Random Sampling 3D Hyperbolic_Metric. hyperbolic 3D _ metric(M_i[k],
face image vertex list[k]) for k in range(len(v_1))]

print (max(dd)) #, sum([ element**2 for element in dd]))

distorsion list.append(max(dd)) #Maxima distorsion en los vertices de la cara

print (’Relevant Generators Computed’)

def hyperbolic_manifold distance semispace(p,q): #It is assumed that p,q belong to
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the fundamental domain, p,q given

]

distance = Random Sampling 3D _ Hyperbolic_Metric. hyperbolic_ 3D metric(p, q)
for Matrix in Matrix Aux_List:

in semispace coordinates: [complex, positive

T

PSL2C _Quaternionic_action halfplane (Matrix, q)

d = Random Sampling 3D Hyperbolic Metric. hyperbolic 3D metric(p, r)
if d < distance:

distance = d

return distance

def process sampling(j):
print (’Sampling: 7, j)
List = []
for i in range(N):
#print (’Sampling:’, 1)
p = rd.random ()
cumulative = 0
signal = False
index = 0
while signal =— False:
P = tetraedros peso[index]
cumulative = cumulative + P

if p < cumulative:

index T = index

signal = True
else:

index index + 1

Chosen T = tetraedros semiespacio [index T]

z = Random Sampling 3D Hyperbolic Metric. hyperbolic 3D sampling (Chosen T
[0], Chosen T[1], Chosen T|[2],Chosen T|[3], eps)

List .append(z)

#print (’Computing Manifold Matrix Distance )

DM = np.zeros ((N,N))
for i in range(N):
for k in range(N):
if i < k:
DM[i][k] =
1)
elif k < i: #Ripser seems to work just with the upper triangular

distande matrix, so this seems unnecessary

DM[i | [k] = DM[K][ 1]

hyperbolic_manifold distance semispace(List[i], List[k

Ripser
#print (’Computing Persistence Diagram’)
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dgms = ripser (DM, maxdim=2, thresh = thresh, coeff=coeficient , distance matrix
=True) [’dgms’] #,thresh=thresh

#plot _diagrams(dgms, colormap=’seaborn—pastel’ show=True)

Saving diagrams HO & H1 & H2

dgms0 = dgms[0]. tolist ()
dgms0.remove (dgmsO[ —1]) #remove the last persitent class, that one dies at inf
by rips construction

dgmsl = dgms|[1]

dgms2 = dgms|[2]

df0 = pd.DataFrame(dgms0O, columns = [’Birth’, Death’])
dfl = pd.DataFrame(dgmsl, columns = [’Birth’,’Death’])
df2 = pd.DataFrame(dgms2, columns = [’Birth’,’Death’])
if control — False:

if j<10:

df0.to csv(’TU_CARPETA/Bootstrap—H0/’+symbol+’/DP-HO0—"+symbol+’—Coef Z
"+str(coeficient )+'—"+str (0)+str(j)+ .csv’)
dfl.to_csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—H1/’+symbol+’/DP-H1—"+symbol+’—Coef 7
"+str(coeficient )+’ —"+str (0)+str(j)+ .csv’)
df2.to_csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—H2/’+symbol+’/DP-H2—'+symbol+'—Coef Z
"+str(coeficient )+’—"+str (0)+str(j)+ .csv’)
else:
df0.to_csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—HO0/ +symbol+’/DP-H0—"+symbol+'—Coef Z
"+str(coeficient )+’ —"+str(j)+’.csv’)
dfl.to_csv(’TU_CARPETA/Bootstrap—H1/’+symbol+’/DP-H1—"+symbol+’—Coef Z
"+str(coeficient )+’ —"+str(j)+’.csv’)
df2.to csv(’TU_CARPETA/Bootstrap—H2/’+symbol+’/DP-H2—+symbol+’—Coef Z
"+str(coeficient )4+'—"+str(j)+’.csv’)
else:
if j<10:
df0.to_csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—HO0/’+symbol+’ control /DP-HO0—'+symbol
+'—Coef Z’+str(coeficient )+’ —"+str (0)+str(j)+ .csv’)
dfl.to_csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—H1/’+symbol+’ control /DP-H1—"+symbol
+'—Coef Z’+str(coeficient )+'—"+str (0)+str(j)+ .csv’)
df2.to_ csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—H2/’+symbol+’ control /DP-H2—+symbol
+'—Coef Z’+str(coeficient )+'—"+str (0)+str(j)+ .csv’)
else:
df0.to csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—HO0/’+symbol+’ control /DP-HO0—+symbol
+'—Coef Z’+str(coeficient )4+'—"+str(j)+ .csv’)
dfl.to_csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—H1/’+symbol+’ control /DP-H1—"+symbol
+'—Coef _Z’+str(coeficient )+ —"+str(j)+ .csv’)
df2.to_csv (’TU_CARPETA/Bootstrap—H2/’+symbol+’ control /DP-H2—'+symbol
+'—Coef Z’+str(coeficient )+'—"+str(j)+ .csv’)

return None

Random _Sampling
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tetraedros_volumen = [Random Sampling 3D _ Hyperbolic Metric.
Volume Tetrahedra from Vertices(T[0], T[1], T[2], T[3]) for T in
tetraedros semiespacio |

Volume = sum(tetraedros volumen)

tetraedros _peso = [V/Volume for V in tetraedros volumen|

pool = Pool(number cores)

pool .map(process sampling, range(S))

MUESTREO ALEATORIO

import numpy as np

import math

import random as rd

import matplotlib.pyplot as plt
import volume tetrahedra

# from scipy.optimize import fsolve

def conjugate(x): #conjugado de un punto en H3, x = (z,h), z complejo and h>0
x[1] = —x][1]

return x

def vectorize(x): # convertir (z,h) a 3D-array
vector = np.array ([np.real(x[0]) ,np.imag(x[0]) ,x[1]])

return vector

def hyperbolic 3D metric(x,y): #metrica hiperbolica en el semiespacio H3, los
puntos son pares (z,h) con z complejo and h real
vector _x = np.array ([np.real (x[0]) ,np.imag(x[0]) ,x[1]])
vector y = np.array ([np.real(y[0]) ,np.imag(y[0]),y[1]])
vector y conj = np.array ([vector y[0],vector y[l],—vector y[2]])
a = np.linalg .norm(vector x—vector y)/np.linalg.norm(vector x—vector y conj)
value = np.log((1+a)/(1—a))

return value

def cos_angle(v,w):
cos = abs(np.dot(v,w))/(np.linalg .norm(v)+np.linalg .norm(w))

return cos

Interseccion de circunferencias

def func(x,a):
#x, y = vars
value =((x[0]—a[0][0])**2 + (x[1]—a[O0][1])**2 + (x[2]—a[0][2])**x2 — a[2]*x*2, (
x[0] —a[1][0]) *x2 + (x[1]—a[1][1])**2 + (x[2]—a[1][2])**2 — a[3]**2, x[0]*a
[4][0]+x[1]xa[4][1] — a[4][2])
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return value

def intersection ideal spheres(a,ra,b,rb,plane 1,plane 2): #3ra coordenada de a y

def

b debe ser 0

A = np.array ([[plane_1[0],plane 1[1]],[plane 2[0],plane 2[1]]])
B = np.array ([plane_1[2],plane_ 2[2]])

sol _xy = np.linalg.solve (A,B)

vector _xy = np.array ([sol _xy[0],sol xy[1],0])

va = np.linalg.norm(vector xy-—a)

#vb = np.linalg .norm(vector xy-—b)

ha = np.sqrt (raxx2—va*%2)

interseccion = [sol xy[0]+ sol xy[1l]*1j, ha]

#hb = np.sqrt (rbxx2—vb*x%2)

return interseccion

intersection ideal sphere with sphere(a,ra,b,rb,plane vector ,approx): #3ra
coordenada de a debe ser 0
if abs(—b[0]+a[0]) > le—14:
A = np.array ([[2*(b[0]—a]0]) ,2x(b[1]—a[1]), 2x(b[2]—a[2])],[plane_vector
[0], plane vector[1],0],[b[2],0,—b[0]+a[0]]])
B = np.array ([rax+«2—rb*x2 + (b[0]**2—a[0]**2)+ (b[l]**2—a[1l]**2) + (b
[2]#*%2—a[2]**2) ,plane vector[2],a[0]«xb][2]])
else:
A = np.array ([[2+(b[0]—a[0]) ,2+(b[1]—a[1]), 2«(b[2]—a[2]) | ,[ plane_vector
[0],plane vector[1],0],[0,b[2],—b[1l]4+a[1l]]])
B = np.array ([raxx2—rb**2 + (b[0]**x2—a[0]*x2)+ (b[l]**x2—a[l]*x2) + (b
[2]*%x2—a[2]*x2) ,plane vector [2],a[l]*b[2]])
# print (’sistema:’ ,A,B)
sol _xyz = np.linalg.solve (A,B)
# print (sol xyz)
va = np.linalg .norm(sol xyz—a)
#vb = np.linalg .norm(sol xyz—b)
ha = np.sqrt (rasx2—vaxx2)
#hb = np.sqrt (rbxx2—vb*x2)
A = np.array ([[b[0]—a[0] ,b[1]—a[1l],b[2]—a[2]],[plane vector[0], plane vector
[1],0],[plane vector[l],—plane vector[0],0]])
B = np.array ([(b[0] —a[0])*sol xyz[0] + (b[l]—a[l])=*sol xyz[1l] + (b[2]—a[2])*
sol xyz[2],plane vector[2],0])
sol _uvw = np.linalg.solve (A,B)

normal = (sol uvw — sol xyz)/np.linalg.norm(sol uvw — sol xyz)
sol_1 = sol_xyz + haxnormal
sol_2 = sol_xyz —hasnormal

#sol_3 = sol_xyz +hb*normal

#sol 4 = sol xyz —hb*normal

if np.linalg.norm(sol l—approx) < np.linalg.norm(sol 2—approx):
sol = sol 1

else:
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sol = sol 2
return [sol[0]+sol[1]x1j,so0l[2]]

def hyperbolic_sphere(x,r): #calcula centro y radio en la esfera euclidea
correspondiente a la esfera hiperbolica centro x = (z,h) and radio r
y = x[1]/np.sqrt (1—((np.exp(2xr)—1)/(np.exp(2xr)+1))*%2)
radius = y*(np.exp(2xr)—1)/(np.exp(2xr)+1)
center = [x[0], np.sqrt ((x[1])=**2+radius**2)]

return [center ,radius]

def ideal 3D center(x,y):
if x[0] != y[O]:
mod = np.abs(x[0] —y[0]) *x2
t = 0.5%((y[1]**2—x[1]*%2)/mod + 1)
value = [x[0] + tx(y[0]—x][0]) ,0]
else:
print (’error: same complex part’)

return value

def mean 3D point(x,y): # calcula el punto medio hiperbolico de un arco
hiperbolico que junta los complejos x e y (sin vertices ideales)
d = hyperbolic 3D metric(x,y)
if np.abs(x[0] — y[0]) < le—14:

if x[1] < y[1]:
center , radius = hyperbolic_sphere(x,d/2)
mean z = [center[0], center[1l] + radius]

else:
center , radius = hyperbolic_sphere(y,d/2)
mean_z = [center[0], center[1l] + radius]

else:

2 — 1(x[0]+y[0]) /2,(x[1]+¥[1]) /2]

center , radius = hyperbolic_sphere(x,d/2)

ideal cent = ideal 3D center(x,y)

euc_radius = np.linalg .norm(vectorize (x)—vectorize (ideal cent))

plane vector = [np.imag(x[0])-—mp.imag(y[0]) ,np.real(y[0])—mp.real(x[0]) ,(
np.imag(x[0])—np.imag(y[0]) )*np.real(x[0]) + (np.real(y[0])—mp.real(x
[0]) ) #np. imag (x[0]) |

mean_z = intersection ideal sphere with sphere(vectorize(ideal cent),
euc radius,vectorize (center) ,radius ,plane vector,vectorize(z)) #
todavia algun problema en el calculo de punto medio (funcion mean z)

return mean_z

def barycenter(x,y,z): #baricentro de un triangulo hiperbolico en H3
list _mean points = [mean 3D point(x,y) ,mean 3D point(x,z),mean 3D point(y,z) |
if np.cross(vectorize(y)—vectorize(x),vectorize(z)—vectorize(x))[2] > le—14: #
si no estan en un mismo plano vertical
if np.abs(list _mean points[0][0] — z[0])> le—14:
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center xyz = ideal 3D center(list mean points|[0],z)
radius_xyz = np.linalg .norm(vectorize (center xyz)—vectorize (z))
v = list _mean points[0]

plane vector 1 = [np.imag(v[0])-np.imag(z[0]) ,np.real(z[0])-np.real (v
[01) ,(np- imag (v [0])—np. imag (2 [0]) ) xnp. real (v]0]) + (np.real (2[0])-
np.real (v[0]))*np.imag(v[0])]

if np.abs(list mean points[1][0] — y[0]) > le—14:
center xzy = ideal 3D center(list mean points|[1l],y)
radius_xzy = np.linalg .norm(vectorize (center xzy)—vectorize (y))
v = list _mean points|[1]
plane vector 2 = [np.imag(v[0])—mp.imag(y[0]) ,np.real(y[0])—np.

real (v[0]) ,(np.imag(v[0])—np.imag(y[0]) )*np.real(v[0]) + (np.
real (y[0])—mp.real (v[0]))*np.imag(v[0]) ]

bar 1 = intersection ideal spheres(vectorize (center xyz),
radius_xyz, vectorize (center xzy), radius_ xzy,plane vector 1,

plane vector 2)

else:
bar 1 = [y[0], np.sqrt(radius xyz*x2 — np.abs(y[0] —center xyz[0])
xx2) |
else:
center xzy = ideal 3D center(list mean points|[1l],y)
radius_xzy = np.linalg .norm(vectorize (center xzy)—vectorize (y))
bar 1 = [z][0], np.sqrt(radius_ xzy=*x2 — np.abs(z[0] —center xzy|[0]) x%2) |

else: #plane vectors son paralelos en este caso, tomariamos como
plane vector 2 el plano de interseccion de las esferas ideales
if np.abs(list mean points[0][0] — z[0])> le—14:

center xyz = ideal 3D center(list mean points|[0],z)
radius _xyz = np.linalg .norm(vectorize (center xyz)—vectorize (z))
v = list _mean points[0]

plane vector 1 = [np.imag(v[0])-np.imag(z[0]) ,np.real(z[0])-np.real (v
[01) ,(np- imag (v [0])—np. imag (2 [0]) ) xnp. real (v]0]) + (np.real (2[0])-
np.real (v[0]))*np.imag(v[0])]

if np.abs(list mean points[1][0] — y[0]) > le—14:
center xzy = ideal 3D center(list mean points|[1l],y)
radius_xzy = np.linalg .norm(vectorize (center xzy)—vectorize (y))
a = vectorize (center xyz)
b = vectorize (center xzy)
ra = radius_xyz
rb = radius_xzy

plane vector 2 = [2x(b[0]—a[0]) ,2%(b[1]—a[l]) ,rax*2—rbx*%2 + (b
[0]%%2—a[0]**2)+ (b[1]**2—a[l]*%2) + (b[2]**2—a[2]**2)]

bar 1 = intersection ideal spheres(a, ra, b, rb, plane vector 1,
plane vector 2)
else:
bar 1 = [y[0], np.sqrt(radius_xyz**2 — np.abs(y[0] —center xyz[0])

xx2) |

else:
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center xzy = ideal 3D center(list mean points[1],y)

radius _xzy = np.linalg .norm(vectorize (center xzy)—vectorize (y))

bar 1 = [z[0], np.sqrt(radius xzy*x2 — np.abs(z[0] —center xzy [0]) *x%2)]
# Control: Barycenter computed from the other intersections
# if list _mean points[2][0] !'= x[0]:
# center yzx = ideal 3D center(list mean points|[2],x)
# radius_yzx = np.linalg .norm(vectorize (center yzx)—vectorize (x))
# v = list _mean points[2]
# plane vector 3 = [np.imag(v[0])—mp.imag(x[0]) ,np.real(x[0])—np.real (v

[0]) ,(np.imag(v[0])—np.imag(x[0]))*np.real (v][0]) + (np.real(x[0])—np.real(
v[0]) ) *np. imag (v[0]) |

# bar 2 = intersection ideal spheres(vectorize (center xyz), radius_ xyz,
vectorize (center yzx), radius yzx, plane vector 1,plane vector 3)

# v = list _mean points[2]

# plane vector 4 = [np.imag(v[0])—np.imag(x[0]) ,np.real(x[0])—np.real(v
[0]) ,(np.imag(v[0])—np.imag(x[0]))*np.real(v[0]) + (np.real(x[0])—mp.real(
v[0]))*np.imag(v[0]) ]

# bar 3 = intersection ideal spheres(vectorize (center xzy), radius xzy,
vectorize (center yzx), radius yzx, plane vector 3, plane vector 4)

#print (bar_1,bar 2, ,bar_3)

return list mean points, bar 1

#funcion
def simplex barycenter(x,y,z,t):
list xyz = barycenter(x,y,z)
b xyz = list_xyz[1]
v =b xyz
plane vector 1 = [np.imag(v[0])—np.imag(t[0]) ,np.real(t[0])—np.real(v[0]) ,(np.
imag(v|[0])-np.imag(t[0]))*np.real(v[0]) + (np.real(t[0])—np.real(v[0]))*np
imag(v]0]) ]

list _yzt = barycenter(y,z,t)
b_yzt = list_yzt[1]
center xyz = ideal 3D center(b_xyz, t)

radius_xyz = np.linalg .norm(vectorize (center xyz)—vectorize (t))

center yzt = ideal 3D center(b yzt, x)

radius _yzt = np.linalg .norm(vectorize (center yzt)—vectorize (x))

v = b_yzt

plane vector 2 = [np.imag(v[0])-—np.imag(x[0]) ,np.real(x[0])—np.real(v[0]) ,(np.
imag(v|[0])-mnp.imag(x[0]) )*np.real (v[0]) + (np.real(x[0])-np.real(v[0]))x*np
imag (v[0]) |

bar = intersection ideal spheres(vectorize (center yzt), radius_yzt, vectorize(

center xyz), radius_xyz, plane vector 1, 6 plane vector 2)
#print (bar)
return list xyz[0],list xyz[1], list_ yzt[0],list yzt[1l], bar
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def

def

def

barycentrical subdivision(x,y,z): #Calcula la subdivision baricentrica dado un
triangulo hiperbolico en H3
list _mean points, bar = barycenter(x,y,z)
triangle list = [[x,bar,list mean points[0]], [x,bar,list mean points|[1]],]y,
bar,list _mean points[2]],[y,bar,list _mean points[0]],[z,bar,
list _mean points|[1]],[z,bar,list mean points[2]]]

return triangle list

Volume Tetrahedra from Vertices(vl,v2,v3,v4):
11 = hyperbolic_ 3D metric(vl, v2)

12 = hyperbolic 3D metric(vl, v3)
13 = hyperbolic_3D _ metric(vl, v4)
15 = hyperbolic_3D metric(v2, v4)
14 = hyperbolic_3D metric(v3, v4)

16 = hyperbolic_3D metric(v2, v3)
Vol = volume tetrahedra.Volume Tetrahedron(11, 12, 13, 14, 15, 16)
Vol = np.real(Vol)

return Vol

hyperbolic_ 3D sampling(x,y,z,t,delta):
token = False
a=x
b=y
c=z
d=t
Vol T = Volume Tetrahedra from Vertices(a, b, ¢, d)
counter = 0
while token = False:
counter = counter + 1

#print (’Iteracion: ’

, counter)

list _abc, bar_abc, list _bcd, bar bed, bar = simplex barycenter(a, b, ¢, d)

list _abd, bar_abd = barycenter(a,b,d)

list _acd, bar acd = barycenter(a,c,d)

T list = [[a,bar abc, list abc[0], bar]|,[a,bar abc,list abc[1l],bar],[b,
bar abc,list abc[2],bar],[b,bar abc,list abc[0],bar],[c,bar abc,
list _abc[2],bar],[c,bar_ abc,list abc[l],bar],

[b,bar bed, list bed[0], bar],[b,bar bed,list bed[1],bar],|c,
bar bed,list _bed[2],bar],[c,bar bed,list bed[0],bar],[d,
bar bed,list _bed [2],bar],[d,bar bed,list _bed[1],bar],

[a,bar abd, list abd[0], bar],[a,bar abd,list abd[1],bar],|[b,
bar _abd,list abd|[2],bar]|,[b,bar abd,list abd[0],bar],[d,
bar _abd,list _abd|[2],bar],[d,bar_ abd,list abd[1],bar],

[a,bar _acd, list acd[0], bar],[a,bar acd,list acd[1],bar],|c,
bar _acd,list acd|[2],bar],[c,bar_acd,list acd[0],bar],[d,
bar acd,list acd[2],bar],[d,bar acd,list acd|[1l],bar]]
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#print (T _list)
V _list = []
for T in T _list:
V _list.append(Volume Tetrahedra from Vertices(T[0], T[1], T[2],T[3]))
#print (V _list)
P list = np.array(V _list)/sum(V list) #Vol T (con Vol T no siempre da
exactamente 1, posible error (7))

p = rd.random ()

cumulative = 0

signal = False

index = 0

while signal =— False:
P = P _list[index|
cumulative = cumulative + P

if p < cumulative:
index_T = index
signal = True
else:
index = index + 1
Chosen T = T list[index T]
#print (’Subtetrahedron elegido: ', Chosen T)
Vol T = V _list[index T
if Vol T < 0:
#print (’Warning!, Volumen: ', Vol T, ’ negativo’)
Vol T = 0
vl Chosen_ T [0]
v2 = Chosen T 1]
v3 = Chosen_T|[2]
v4 = Chosen T3]
11 = hyperbolic_3D_ metric(vl )
12 = hyperbolic_3D_ metric(vl )
13 = hyperbolic_3D_ metric(vl V4)
)
)

15 = hyperbolic_3D metric(v2
14 = hyperbolic_3D _ metric(v3
16 = hyperbolic_3D metrlc( v3)
if max(11,12,13, 6) < delta:
unrelevantihst ,unrelevantibar , unrelevant list 2, unrelevant bar 2,
last bar = simplex barycenter (Chosen T[0],Chosen T[1],Chosen T[2],
Chosen T [3])
token = True
else:
a = Chosen_T[0]

b = Chosen T |[1]
¢ = Chosen T|[2]
d = Chosen_ T3]

return last bar
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BOOTSTRAP

import numpy as np

import os

import pandas as pd

from os import walk

import matplotlib.pyplot as plt

import random

from

itertools import repeat

import collections

from multiprocess import Pool

manifold symbol = ’m040(—4,3)’

number cores = 4

def read diagrams(manifold symbol, degree):

def

def

path = 'TU _CARPETA/Bootstrap—H’ + str(degree)+’/’+ manifold symbol

files list = []

for (dirpath, dirnames, filenames) in walk(path):

files list.extend(filenames)
break

List Diagrams = []

for string in files list:

dataframe = pd.read csv(’TU_CARPETA/Bootstrap—H+ str(degree)+’/’+

manifold symbol +’/ + string)
= dataframe [[ Birth ’, "Death '] ] . values. tolist ()

List Diagrams.append (D)

return List_ Diagrams

landscape (diagram, k, z): #evaluate k—landscape of the diagram in a point x

values list = []

for p in diagram:

values list.append(diagram point function(p, z))

values array = np.array(values list)
ordered array = np.sort(values array)
L = len(values list)
if L<k

value = 0
else:

value = ordered array[L—k]

return value

diagram point function(diagram point, z): #calcula el valor del landscape

local en el punto z

x = (diagram _point[1] — diagram point[0]) /2
y = (diagram point[1] + diagram point[0]) /2
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# b =yx

# d = yt+x

if z <= y—=x or z >= y+x:
value = 0

elif y—x< z and z <= y:
value = z—y+x

else:
value = x+y — z

return value

# def affine function(p0O,pl,t):

#
#

def

def

def

def

value = (pl[1]—pO[1])*(t—p0[0]) /(pl[0]—pO[O]) + pO[1]
return value

plot landscape(diagram ,k,a,b, eps):

x_array = np.arange(a,b,eps)

y_array = np.array ([landscape(diagram, k, z) for z in x_array])
plt.plot(x_array, y_ array)

plt .show ()

return None

mean_landscape (Diagram List, k, z):
N = len (Diagram List)
value = 0
for D in Diagram List:
value = value + landscape (D, k, z)
value = value /N

return value

bootstrap difference(Diagram List, k, z):
N = len (Diagram List)

random choice = [random. choice(range(N)) for i in range(N)]
Random Diagram List = [Diagram List[index]| for index in random choice]
value = abs(mean landscape(Diagram List, k, z)-—mean_ landscape(

Random Diagram List, k, z))

return value

bootstrap quantile computation(Diagram List, k, B, eps, alpha): # alpha
N = len(Diagram List)
max _list = []
for D in Diagram List:
if len(D) >0
max _list.append (max([p[1] for p in DJ))
else:
max _list.append (0)

x_max = max(max_list)

0.95
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x_array = np.arange (0,x_max, eps)
mean _array = np.array ([mean landscape(Diagram List,k,x) for x in x_array])
bootstrap values = []

for 1 in range(B):

b_value = 0
random choice = [random.choice(range(N)) for i in range(N)]
Random Diagram List = [Diagram List[index]| for index in random choice]

for i in range(len(x_array)):
b _value = max(b_value, abs(mean landscape(Random Diagram List, k,
x_array|[i])—mean array|[i]))

bootstrap values.append (b _value)
bootstrap array = np.array (bootstrap values)
sorted bootstrap = np.sort(bootstrap array)
index alpha = int (alphaxB)
q = sorted bootstrap[index alpha]
plt.plot(x_array, mean array)
up _array = np.array ([x+q for x in mean array]|)
low array = np.array ([max(0,x—q) for x in mean array])
plt.plot(x_array, up_array, linestyle=’dashed’)
plt.plot (x_array, low_ array,linestyle=’dashed’)
plt .show ()

return q

def process bootstrap(l,Diagram List, k, mean array, x_array):

print ([ *Bootstrap:’, 1])

N = len (Diagram List)

random choice = [random.choice (range(N)) for i in range(N)]

Random Diagram List = [Diagram List[index] for index in random choice]
b aux = |[]

for i in range(len(x_array)):
b aux.append(abs(mean landscape(Random Diagram List, k, x array[i])—
mean_array[i]))

return b_aux

def quantile showdown (Diagram List 0,Diagram List 1, k, eps, q 0, q_1, alpha):
max _list = []
for D in Diagram List 0:
if len(D) > O0:
max_list.append (max([p[1l] for p in DJ]))
for D in Diagram_List_1:
if len(D) > 0:
max_list.append (max([p[1] for p in DJ]))

x_max = max(max_list)
x_array = np.arange (0,x_max, eps)
mean array 0 = np.array ([mean landscape(Diagram List 0, k, x) for x in x_array

D)

mean _array 1 = np.array ([mean landscape(Diagram List 1, k, x) for x in x_array
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D)
b _value = 0
for i in range(len(x_array)):

b value = max(b_value, abs(mean array 1[i]—mean array O0[i]))
if b_value > q_0+q_1:

print (’Non homeomorphic 3—manifolds with confidence: ’

, alpha)
else:

)

print (’Possibly Homeomorphic 3—manifolds with confidence: ’, alpha)
plt.figure (0)

plt.plot (x_array, mean array 1)

up_array 0 = np.array ([x+q O+q 1 for x in mean array 0])

low array 0 = np.array ([max(0,x—q 0—q 1) for x in mean array 0])
plt.plot(x_array, up array 0, linestyle=’dashed’)
plt.plot(x_array, low array 0,linestyle=’dashed’)

plt.figure (1)

plt.plot (x_array, mean array 0)

up_array 1 = np.array ([x+q_0O+q_1 for x in mean array 1])

low _array 1 = np.array ([max(0,x—q_0—q_ 1) for x in mean array 1])
plt.plot(x_array, up_array 1, linestyle=’dashed’)

plt.plot (x_array, low array 1,linestyle=’dashed’)

return None

VOLUMEN DEL TETRAEDRO

import numpy as np

from scipy.special import spence

# def conjugate(x): #conjugate of a point in H3, x = (z,h), z complex and h>0

SR

x[1] = —x|[1]

return x

def vectorize(x): # convert (z,h) to an usual 3D-array

vector = np.array ([np.real(x[0]) ,np.imag(x[0]) ,x[1]])

return vector

def hyperbolic_3D metric(x,y): #hyperbolic metric in the half space model H3,

points are pairs (z,h) with z complex and h real
vector _x = np.array ([np.real(x[0]) ,np.imag(x[0]) ,x[1]])
vector |y = np.array ([np.real(y[0]) ,np.imag(y[0]),y[1]])
vector y conj = np.array ([vector y[0],vector y[l],—vector y|[2]])
a = np.linalg .norm(vector x—vector y)/np.linalg .norm(vector x—vector y conj)
value = np.log((1+a)/(1—a))

return value

#definimos U numerico
def U(a,b,c,d,e,f,z):

U=spence(l—z)+spence(l—axbxdxexz)+spence(l—axcxdxfxz)+spence(l—bxcxexfxz)—
spence(l+axbxckz)—spence(l+axexfxz)—spence(l4+bxdxfxz)—spence(l+cxdxexz)

return U
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def

zparcialUz (a,b,c,d,e,f,z):

zparcialUz=-mnp.log(l—z)-np.log(l—axbxdxexz)—np.log(l—axcxd+fxz)-np.log(l—bxcxe
xfxz)+np.log(l+axbxcxz)+4np.log(l+axexf*z)+np.log(l+b*d*f*z)+np.log(l+cxdxe
*7)

return zparcialUz

#formula prop 4.3

def

def

def

def

def

def

def

aparcialUa(a,b,c,d,e,f,z):
aparcial=-mnp.log(l—axbxd*exz)—np.log(l—axcxd*f*z)+4np.log(l+axbxcxz)4np.log(l+a
xexf*z)

return aparcial

bparcialUb (a,b,c,d,e,f,z):
bparcial=mnp.log(l—axbxd*e*z)—np.log(l—bkckexfxz)4np.log(l+axbxcxz)+np.log(l+b
wdxfxz)

return bparcial

cparcialUc(a,b,c,d,e,f,z):
cparcial=-mnp.log(l—axc*d*fxz)-np.log(l—bxcxexfxz)+np.log(l+a*bxcxz)4np.log(l+c
xdxexz)

return cparcial

dparcialUd (a,b,c,d,e,f,z):
dparcial=-mnp.log(l—axbxdxexz)—np.log(l—axcxdxfxz)+np.log(l+bxdxf*z)4np.log(l+c
xdxexz)

return dparcial

eparcialUe (a,b,c,d,e,f,z):
eparcial=-mnp.log(l—axbxd*e*z)—np.log(l—bxcxexfxz)4np.log(l+axexfxz)+np.log(l+c
xdxexz)

return eparcial

fparcialUf(a,b,c,d,e,f,z):
fparcial=-mnp.log(l—axc*d*f*z)-np.log(l—bxcxexfxz)4np.log(l+axexfxz)4np.log(l+b
wxdxfxz)

return fparcial

Volume Tetrahedron (11,12 ,13,14,15,16):

G=np.array ([[-1,—np.cosh(14),—np.cosh(15),—np.cosh(13)],[—np.cosh(14),—1,—np.
cosh(16),—np.cosh(12)],[—np.cosh(15),—np.cosh(16),—1,—np.cosh(11)],[—np.
cosh(13),—np.cosh(12),—np.cosh(11),—1]])

detG=complex (np. linalg .det (G))

a=mnp.exp(14)

—np.exp(15)
c=-np.exp(16)
d=-mnp.exp(1ll)
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e=mnp.exp(12)

=np.exp(13)

g=np.exp(11+14) + np.exp(12+15)4np.exp(13+16 )—np.exp(11+12+13 )—np.exp (11+15+16
)—np.exp (12+14+16 )—np.exp (13414415 )4np.exp (11+124+134+14+15+16)

zmenos=2/q*(np.sinh (11 )*np.sinh (14)+np.sinh (12)*np.sinh(15)4np.sinh (13 )*np.
sinh (16 )—np.sqrt (detG))

zmas=2/qx*(np.sinh (11 )*np.sinh (14 )+np.sinh (12)*np.sinh (15)4np.sinh (13 )*np.sinh (
16 )+np.sqrt (detG))

V=1j /4%(U(a,b,c,d,e,f ,zmenos)-U(a,b,c,d,e,f,zmas)—zparcialUz(a,b,c,d,e,f,

zmenos ) *np. log (zmenos)+zparcialUz (a,b,c,d,e,f,zmas)*np.log (zmas))

parcialV _11=1j /4*(dparcialUd(a,b,c,d,e,f,zmenos)—dparcialUd (a,b,c,d,e,f,zmas))
parcialV _12=1j /4*(eparcialUe(a,b,c,d,e,f,zmenos)—eparcialUe(a,b,c,d,e,f,zmas))
parcialV_13=1j /4*(fparcialUf(a,b,c,d,e,f,zmenos)—fparcialUf(a,b,c,d,e,f,zmas))
parcialV _14=1j /4« (aparcialUa(a,b,c,d,e,f,zmenos)—aparcialUa(a,b,c,d,e,f zmas))
parcialV _15=1j /4%(bparcialUb(a,b,c,d,e,f,zmenos)—bparcialUb(a,b,c,d,e,f zmas))
parcialV _16=1j /4%(cparcialUc(a,b,c,d,e,f,zmenos)—cparcialUc(a,b,c,d,e,f zmas))
Vol=V—11xparcialV_11—-12x*parcialV_12—13*parcialV _13—14x*parcialV _14—-15%
parcialV _15—16x*parcialV _16

return Vol

CAMBIOS DE MODELO

from pyquaternion import Quaternion

import numpy as np

import math

import csv

##Calcula la distancia hiperbolica ente puntos de H3 con modelo disco

def hyperbolic distance(p,q):
v=p—(q
distance = math.acosh(l + (2xnp.linalg.norm(v,axis=0)*%2)/((1 — np.linalg.norm

(p,axis=0)**2)*(1 — np.linalg .norm(q, axis=0)*%2)))

return (distance)

#Del semiespacio al disco (coordenadas cuaternonicas):
def disk to halfspace(p):
Qp = Quaternion (np. array ([p[0],0,p[1],p[2]]))
imaginary = Quaternion(np.array ({0,0,1,0]))
w = —(Qp—1).inverse*(Qp+1)+*imaginary

return w

#Del modelo del disco al semiespacio (coordenadas cuaternonicas)
def halfspace to_ disk(p):

Qp = Quaternion (np.array ([p[0],p[1],p[2],0]))

imaginary = Quaternion (np.array ([0,0,1,0]))

w = (Qp-imaginary)*(Qpt+imaginary).inverse

return w
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