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Breve descricion do contido

El objetivo de este trabajo es el estudio de los grupos de cohomologia
de un grupo G con coeficientes en un G-modulo. Se estudiaran estos
grupos y se dard una interpretacién de estos grupos para n = 0, 1, 2.
También se estudiaran los médulos coinducidos y se probaran los teo-
remas de reduccién. Se obtendran algunos resultados clasicos de la
teoria de grupos.

Se deberan introducir previamente los conceptos de categoria, funtor,
transformacion natural y el funtor Hom en la categoria de modulos, asf
como los médulos proyectivos e inyectivos. También se deben estudiar

algunas propiedades de funtores derivados.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio de los grupos de cohomologia H"(G, A) de
un grupo G con coeficientes en un G-moédulo a la izquierda A, utilizando los funtores
derivados Ext¢. Se estudian propiedades de estos grupos, se da una interpretacién para
n =0y n =1, en este Gltimo caso para G-mddulos de coeficientes triviales y para un
G-moédulo cualquiera en términos de derivaciones. Se calcula la cohomologia de los grupos
ciclicos y se estudia la resolucién esténdar normalizada de Z, que es muy ttil en el estudio
y calculo de la cohomologia. Se da una interpretacion del segundo grupo de cohomologia
H?(G, A) en términos de extensiones de G por A utilizando el concepto de "factor set" de
G x G en A. Finalmente, se prueba el teorema de Schur-Zassenhaus que afirma que si H
es un subgrupo normal de un grupo finito £y m.c.d.(|H|, |E/H|) = 1, entonces el grupo
E es isomorfo al producto semidirecto de H por E/H.

Abstract

The aim of this work is to study the cohomology groups H" (G, A) of G with coefficients
in the G-module A, using the derived functors Ext’. We study the properties of these
groups and give an interpretation for n = 0 and n = 1, in this last case for trivial G-
modules and for any G-module in terms of derivations. We compute the cohomology of
ciclic groups and give a description of the normalized standard resolution of Z, very useful
in order to compute the cohomology. We prove that the second cohomology group H?(G, A)
classifies extensions with abelian kernel, using the concept of "factor set". Finally, we prove
the Schur-Zassenhaus theorem that states that if H is a normal subgroup of a finite group
E, and H and E/H have coprime order, then F is isomorphic to the semidirect product
of Hby E/H.
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Introduccion

El nacimiento del algebra homolégica podria decirse que tuvo lugar al comienzo de la
segunda guerra mundial con la formalizacion de las nociones de homologia y cohomologia
de un espacio topologico. Algunos matematicos, entre ellos Eilenberg. comprendieron que el
mismo formalismo podia aplicarse a sistemas algebraicos y estos conceptos se extendieron
a todas las areas del dlgebra. Esta fase de desarrollo comienza en 1956 con la publicaciéon
del libro Cartan y Eilenberg [2] en el que aparecen los conceptos de funtores derivados,
moédulos proyectivos y médulos inyectivos. Posteriormente aparecieron otros libros sobre el
tema, el libro de MacLane [4], el libro de Hilton y Stammbach [3] y unas notas de Rotman
posteriormente desarrolladas en el libro [6]. También cabe destacar el libro de Bourbaki N.
[1] dedicado exclusivamente a este tema.

Los origenes de la cohomologia de grupos pueden encontrarse en la primera década
del siglo XX en un trabajo de Schur sobre representaciones proyectivas y en el trabajo de
Schreier de 1926 sobre extensiones de grupos. Su origen topoldgico yace en el descubrimien-
to de Hurewicz de 1936 de que si X es un espacio asférico, es decir un espacio conexo por
caminos cuyos grupos de homotopia superior II,(X) son nulos, para n > 2, entonces todos
los grupos de homologia y cohomologia de X estan determinados por el grupo fundamental
I1;(X). Los grupos de cohomologia de un grupo G con coeficientes en un G-mdédulo fueron
introducidos por Eilenberg y MacLane en 1943, en relacién con un teorema de Hopf sobre
acciones de grupos fundamentales. Posteriormante se encontraron numerosas aplicaciones
algebraicas y topologicas. Artin, Tate y Hochschild, entre otros, contribuyeron al estudio
de esta teoria para grupos finitos y teoria de cuerpos de clases. Actualmente es esencial en
cualquier enfoque moderno de la teoria algebraica de niimeros y en geometria aritmética.

La memoria consta de dos capitulos, un primer capitulo de preliminares y un segundo
capitulo dedicado a la cohomologia de grupos, donde se utiliza sistematicamente el lenguaje
v resultados del capftulo anterior.

El objetivo fundamental del primer capitulo es introducir el conceptos de grupos de
homologia (resp. cohomologia) de un complejo de cadenas (resp. cocadenas) de méodulos y

las propiedades de los funtores derivados Ext necesarias para el estudio de la cohomologia
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X INTRODUCCION

de grupos. Comienza con el estudio de algunos lemas clasicos sobre sucesiones exactas en
una categorfa de moédulos, como el lema de los tres y el lema de la serpiente.

Se estudian las propiedades de exactitud del funtor Hom y se prueba la existencia de
resoluciones proyectivas para cualquier médulo. Se estudia la homotopia entre complejos
de cadenas (resp. cocadenas) y se prueba mediante el teorema de comparacion que las
resoluciones proyectivas de un moédulo son tnicas salvo una equivalencia de homotopia. Se
prueba también la exactitud de la sucesién exacta larga de cohomologia asociada a una
sucesion exacta corta de complejos de cocadenas.

Para dos R-modulo a la izquierda M y N definimos
Extk(M,N) = H"(Homgr(P,N)), neN
es decir Ext’;(M, N) es el n-ésimo grupo de cohomologia del complejo de cocadenas
Hom(P,N): 0 — Hom(Fy, N) - Hom(P;, N) = --- = Hom(P,,N) — - --

donde P es una resolucion proyectiva de M. Se prueba que Ext’s (M, N) no depende de la
resoluciéon proyectiva de M considerada.

Utilizando la sucesion exacta de cohomologia asociada a una sucesién exacta de com-
plejos de cocadenas se prueba que si 0 — M’ — M — M"” — 0 es una sucesiéon exacta

corta de R-moédulos, se tiene una sucesion exacta larga de grupos abelianos
o= BExth(M",N) = Ext}t(M,N) — Exth(M',N) — Ext;HH (M",N) — - -

yquesi0— N — N — N” — 0 es una sucesion exacta corta de R-modulos, se tiene una

sucesion exacta larga de grupos abelianos
-+ — BExth(M, N') — Ext(M,N) — Ext}t(M,N") — Ext5PH (M, N') — - -

Estés sucesiones exactas largas se utilizan en capitulo II para el estudio de la cohomologia
de grupos.

El segundo capitulo comienza haciendo un estudio de los G-modulos y del anillo de
grupo entero ZG. Se introducen los grupos de cohomologia de un grupo G con coeficientes

en un G-modulo utilizando los funtores Ext”™:
H"(G,A) = Ext&(Z, A).

Con el objeto de tener los elementos suficientes para dar una interpretacion de los grupos
del primer grupo de cohomologia H'(G, A) se introduce el concepto clasico de derivacion

en grupos y se obtiene la representabilidad del funtor

Der(G,—): : Modg — Ab
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por el ideal aumentacion IG del anillo ZG. Se da una interpretacion de los grupos de coho-
mologia en dimensiones 0 y 1 (en este ultimo caso para moédulos de coeficientes triviales)
obteniendo ademds, para un G-médulo cualquiera una interpretacién de H'(G, A) como
cociente del grupo de derivaciones Der(G, A) por el subgrupo del derivaciones interiores.

Se estudia la relaciéon entre derivaciones y producto semidirecto y a partir de ella
se obtiene la anulacién de los grupos de cohomologia de un grupo libre cualquiera en
dimensiones n > 2. En relacién con este resultado, Stallings y Swan probaron que un
grupo G es libre si, y solo si, H"(G, A) = 0, para todo G-médulo A y todo n > 2; este
resultado da una relacién entre la cohomologia de grupos y la teoria de grupos.

En la seccion 4 se calcula la cohomologia de los grupos ciclicos. Si Cy, = (7) es un grupo

ciclico finito de orden k£ y A es un Cx-modulo entonces se prueba que

{a€A| Ta=ua}, paran=0
H"(Cp,A)=2{a€A| Na=0}/(r—1)A, para n=1,3,5,7,...
{a€A| Ta=a}/NA, para n=2,4,6,8,...

Se dice que los grupos ciclicos finitos tienen cohomologia periddica.
FEn la seccién 5 se estudia la resolucién B estandar o barra de Z que es muy util en el
estudio y célculo de la cohomologia. Por ejemplo, utilizando esta resolucién se prueba que

si G es un grupo finito y A es un G-moé6dulo, entonces
|G|H"(G,A) =0, n>0,

y en particular se prueba que todos los elementos de H"(G, A) tienen orden finito que
es un divisor del orden de G. Como corolario se obtiene la anulacién de los grupos de
cohomologia para n > 0 de un grupo finito G' con coeficientes en un G-moédulo finito A
cuando m.c.d.(|G|, |A]) = 1.

En 1926, Schereir resolvié el problema de extensién. El problema de extensién consiste
en encontrar, dado un grupo abeliano A y un grupo G, todos los grupos E tales que
0 > A— F — G — 0 sea una sucesién exacta corta. La prueba de Schreier consiste
en obtener suficientes propiedades de una extension de G por A, de forma que permitan
reconstruirla. La demostracion utiliza el concepto de "factor set”. Un factor set es una

aplicacion f: G x G — A que verifica

zo f(y,2) + f(z,y2) = f(x,y) + f(xy, 2),  f(z,1) = f(L,y) =0, =z,y,2€G.

En la seccién 6 se da una interpretacion del segundo grupo de cohomologia H?(G, A) en
término de extensiones de G por A que se basa en la de Schreier. Para ello se identifica el

conjunto de 2-ciclos Z?(G, A) del complejo Homg (B, A), siendo B la resolucién estandar
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de Z, con el conjunto de factor sets de G x G en A y se asocia a cada extension de G por A
un factor set. Se dice que las extensiones 0 > 4 > F 5@ 51y05ASE 5 G -1

son equivalentes si existe un homomorfismo de grupos h: E — E’ tal que el diagrama

0 A— "¢ 1
lh
0 A—t—sp-—Lsa 1

es conmutativo. Si denotamos por M(G, A) el conjunto de clases de equivalencia de exten-

siones de GG por A, se prueba que existe una aplicacién biyectiva

A: M(G,A) — H*(G,A)
[E]  ~ (/]

dada por A(E) = [f], siendo f un factor set asociado a E.

En la dltima seccién se define el producto semidirecto H X, G de un grupo H por un
grupo G con un homomorfismo de grupos o: G — Aut(H). El objetivo de esta seccion es
probar el teorema de Schur-Zassenhauss. El teorema de Schur-Zassenhaus afirma que si si
H es un subgrupo normal de un grupo finito £ y m.c.d.(|H|,|E/H|) = 1, entonces E es
isomorfo al producto semidirecto de H por E/H.

La demostraciéon se hace primero en el caso en que H es un grupo abeliano utilizando
que si m.c.d.(|GJ,|A|) = 1, entonces H?(G,A) = 0 y la biyeccion entre H?(G, A) y el
conjunto de clases de equivalencia de extensiones. Si H no es abeliano, el teorema se
demuestra por induccién sobre el orden de H, utilizando el caso abeliano y los teoremas
de Sylow.

Una clase de médulos, ademés de la clase de los médulos inyectivos, donde los grupos
de cohomologia se anulan para n > 1 es la clase de los mé6dulos coinducidos. Estudiamos
este tipo de médulos y estudiamos la estructura de G-moédulo por acciéon diagonal lo que

permite demostrar un teorema de reduccién para cohomologia.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Categorias

En esta seccién vamos a introducir los conceptos de teoria de categorias necesarios para

la comprensién de este trabajo.

Definiciéon 1.1. Una categoria C es una clase Obj(C) cuyos elementos e llaman objetos,
tal que para cada par de objetos (X,Y) de C se tiene un conjunto C(X,Y) y para cada

terna de objetos X, Y,y Z se tiene una ley de composicién
o:C(X,Y)xC(Y,Z) — C(X,2)
(f.9) — gof

verificando los siguientes axiomas:
(1) C(Xl,Yl) N C(XQ,YQ) =2,8 X1 # Xo0Y1 # Yo

(2) Dados f € C(X,Y), g€ C(Y,Z)y heC(Z,T), entonces
ho(gof)=(hog)of

(3) Para cada objeto X existe un morfismo idy € C(X, X) tal que para cada f € C(X,Y)
y cada g € C(Y, X),
foidx = f, idyog=g.
Los elementos de C(X,Y) se llaman morfismos de X a Y, el morfismo idx se llama
identidad y el axioma (2), asociatividad de la composicion. Si f € C(X,Y), escribi-
remos f: X — Y. Se dice que un morfismo f € C(X,Y’) es un isomorfismo, si existe
un morfismo g € C(Y,X), tal que go f =idx y f o g = idy, y denotaremos con

frecuencia g por f1.
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Ejemplos 1.2. (1) La categoria Sets es la categoria cuyos objetos son los conjuntos, sus
morfismos son las aplicaciones entre conjuntos y la composicién es la composicién

usual de aplicaciones.

(2) La categoria Gr es aquella cuyos objetos son los grupos, los morfismos son los ho-

momorfismos de grupos y la composicién es la composiciéon de aplicaciones usual.

(3) La categoria Ab es aquella cuyos objetos son los grupos abelianos, los morfismos
son los homomorfismos de grupos abelianos y la composicién es la composiciéon de

aplicaciones usual.

(4) La categoria Top es la que tiene como objetos los espacios topologicos, los morfismos

son las aplicaciones continuas y la composicién es la usual.

Definicion 1.3. Sean C y D categorias. Un funtor covariante F' de C a D y se denota por
F : C — D es una correspondencia que asigna a cada objeto X en C un objeto F(X) en
D y a cada morfismo f € C(X,Y) un morfismo F(f) € D(F(X), F(Y)) y que verifica las

siguientes condiciones:

(1) Para cada f € C(X,Y)y g € C(Y,Z) se tiene

F(go f)=F(g)o F(f)

(2) Para cada objeto X in C, se tiene que F(idx) = idp(x)-

Definicién 1.4. Sean C y D categorias. Un funtor contravariante F' de C a D y se denota

por F': C — D es una correspondencia que asigna a cada objeto X en C un objeto F'(X)
en Dy a cada morfismo f € C(X,Y) un morfismo F(f) € D(F(Y),F(X)) y que verifica

las siguientes condiciones:

(1) Paracada f € C(X,Y) y g € C(Y, Z) se tiene

Flgof)=F(f)oF(g)

(2) Para cada objeto X in C, se tiene que F(idy) = idp(x)-

Ejemplos 1.5. (1) Sea C una categoria y X un objeto de C. La correspondencia F': C —
Sets que asigna a cada objeto Y € C el conjunto FI(Y) = C(X,Y) y a cada morfismo
f:X =Y laaplicacion F(f):C(X,Y) — C(X,Y’) dada por F(f)(g) =go f, esun
funtor covariante. Denotaremos F por C(X,—) y F(f) por C(X, f) o por fi.
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(2) Sea C una categoria y Y un objeto de C. La correspondencia G: C — Sets que asigna
a cada objeto X € C el conjunto G(X) = C(X,Y) y a cada morfismo f: X — X’
la aplicacion G(f) : C(X',Y) — C(X,Y) dada por G(f)(g) = go f, es un funtor
contravariante. Denotaremos G por C(—,Y) y G(f) por C(f,Y) o por f*.

Definicion 1.6. Sean F' y G funtores de C a D. Una transformacién natural ¢: F — G
es una coleccion de morfismos tx: F(X) — G(X), uno para cada objeto X in C, tal que

para cada morfismo f : X — Y en C, el diagrama

tx

F(X) — G(

F(f)l
ty

X)
F(g)
FY)—— G(Y)

es conmutativo. Si tx es un isomorfismo para cada X € C, entonces se dice que t es una

equivalencia natural y que los funtores F' y GG son naturalmente equivalentes.

Definicion 1.7. Sea C una categorfa. Se dice que un objeto 0 es un objeto cero de C si para
todo objeto X en C los conjuntos C(X,0) y C(0,X) tienen cada uno un tnico elemento.
Sea C una categoria con objeto cero 0. Cada conjunto C(X,Y) tiene un morfismo que es
la composicion de los morfismos X — 0y 0 — Y y se llama morfismo cero de X en Y y se

denota por 0: X — Y.

Dos objetos cero de C son isomorfos. El morfismo cero no depende del objeto cero

considerado.

Definicion 1.8. Llamaremos categoria preaditiva a una categoria con objeto cero en la

cual el conjunto C(X,Y") es un grupo abeliano y donde la composicion
o: C(X,Y) xC(Y,Z2) — C(X,Z)
(f » g9) ¥ fog
es bilineal, es decir

(f+fNog=fog+fog, folg+g)=fog+fogd, f [ eCX)Y), g9 €cCY, 2).

Definicion 1.9. Sean C y D categorias preaditivas. Se dice que un funtor F' : C — D es

aditivo si para cualesquiera objetos X y Y en C y morfismos f,g € C(X,Y) se tiene

F(f+9)=F(f)+ F(g)
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Lema 1.10. Si C es una categoria preaditiva el elemento neutro de C(X,Y) es el morfimo
cero0: X =Y enC ysi F:C— D es un funtor aditivo, entonces F' lleva morfismos cero

a morfismos cero.

Demostracion. Si f € C(Y,Z), entonces f o0 = 0. Se tiene
0+0=idy o0+idy 00 = (idy +idy) o0 =0.
y entonces 0 es el elemento neutro de C(X,Y). Ademas,
F(0) = F(0+0) = F(0) + F(0),

luego F'(0) = 0. O

1.2. Modbdulos

Sean Ry S anillos unitarios. La aplicacion f : R — S es un homomorfismo de anillos si
verifica que f(r1+ry) = f(r1)+ f(r2), f(r1r2) = f(r1) f(r2), f(1) = 1. Los endomorfismos
de un grupo abeliano M, que denotaremos por End(M), forman un anillo unitario con las

operaciones adicién y multiplicacién dadas por:

(f +9)(m) = f(m) +g(m), (fog)(m)= f(g(m)), f.g€En(M), meM.

Definiciéon 1.11. Sea R un anillo unitario. Un R-médulo a la izquierda es un grupo

abeliano M junto con un homomorfismo de anillos a: R — End(M).

Si denotamos («(r))(m) por rm, la aplicacion o accion de R sobre M, a: Rx M — M,

dada por a(r,m) = rm verifica las siguientes propiedades
M1: (ri+re)m=rim-+rym

M2: (ryro)m =11 (rom)

M3: r(my +mg) =rmy +rmse

M4: 1m=m

para todo m,my,mg € M, r,r1,r9 € R. Reciprocamente, dada una aplicaciéon a: Rx M —
M que verifica las condiciones M1, M2, M3y M4, si denotamos a(r, m) por r m, entonces
la aplicacion a: R — Endz(M), dada por (a(r))(m) = mr, es un homomorfismo de anillos.

Por comodidad en este capitulo, utilizaremos el término R-médulos para referirnos a

los R-médulos a la izquierda.
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Definicion 1.12. Sean M y N R-mo6dulos. Un homomorfismo f: M — N de R-mé6dulos
es un homomorfismo de grupos abelianos que verifica que f(rm) = r f(m), para todo
reR, meM.

La aplicacion identidad de M es un homomorfismo de R-médulos que denotaremos por
idyr: M — M y la composicién de homomorfismos de R-médulos es un homomorfismo de
R-moédulos.

Si M y N son R-médulos a la izquierda el conjunto de homomorfismos de R-médulos
a la izquierda de M en N, que denotaremos por Hompg(M, N), tiene estructura de grupo

abeliano con la operacién
(f +9)(m) = f(m)+g(m), f,g€Homg(M,N), me M.

Denotaremos por Modp, la categoria de R-mdédulos. Los objetos de Modpg son los R-mo6dulos
por la izquierda, Mod (M, N) = Hompg (M, N) y la composicion es la usual. La categoria
de R-moédulos a la izquierda es una categoria preadiva. El objeto cero es el médulo cero.

Se tiene el funtor covariante aditivo
MOdR(M, —)I MOdR — Ab

que denotaremos por Homp (M, —) y si h: N — Nz es un homomorfismo de R-modulos,
denotaremos por h, el homomorfismo de grupos abelianos Hompg (M, h) : Hom(M, N;) —

Hom(M, N3), h.(f) = ho f. Analogamente, se tiene un funtor contravariante aditivo
Modgr(—,N): Modr — Ab

que denotaremos por Homp(—, N) y si h: M; — Ms es un homomorfismo R-mo6dulos,
denotaremos por ~A* el homomorfismo de grupos abelianos Hompg(h, N): Hom(My, N) —
Hom(My, N), h*(f) = foh.

Si f es inyectivo, utilizaremos a veces el simbolo f : M — N y si f es sobreyectivo
el simbolo f : M — N. Decimos que f : M — N es un isomorfismo de R-moédulos si es
un isomorfismo en la categoria Modpg. Se tiene que f es un isomorfismo de R-mé6dulos
si es un homomorfismo sobreyectivo e inyectivo. Si existe un isomorfismo de R-médulos
f: M — N, entonces se dice que M y N son R-mo6dulos isomorfos y se denota por M = N.

Sea M un R-mo6dulo. Se dice que M’ es un submoédulo de M si M’ es un subgrupo de
M vy si para cada m € M’y r € R se tiene que rm € M’'. Si M’ es un submédulo de M
el grupo cociente M/M’ es un R-mo6dulo donde

r(m+M)=rm+ M.
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Se tiene un homomorfismo inyectivo i : M’ »— M y un homomorfismo sobreyectivo p : M —»
M/M'.Si f: M — N es un homomorfismo de R-modulos el conjunto ker f = {m € M |
f(m) = 0} es un submoédulo de M y el conjunto im f = f(M)={f(m) | m € M} es un
submédulo de N. La aplicacién f : M/ker f — im f dada por f(m+ker f) = f(m), es un

isomorfismo de R-moédulos. El R-médulo N/ f(M) se llama contcleo de f y lo denotaremos

por coker f.
Si My y My son submoédulos de M y My C My, entonces se tiene un isomorfismo de
R-médulos MM
2
=~ M/M;.
M /M, /M

Definicion 1.13. Sean fi1: My — Ms y fo: My — M3 homomorfismos de R-médulos. Se
dice que la sucesion My EiN M ELN Ms es exacta en Mo si ker fo =im f1. Se dice que la
sucesion Mo — My --- = M,, = M,+1 es exacta, si es exacta en My, Mo, ..., M,.

La sucesion 0 — M, f—1> Mo f—2> Ms — 0 es exacta si, y solo si, fi es un homomorfismo
inyectivo, ker fo = f1(M1) y f2 es un homomorfismo suprayectivo. Si la sucesion 0 —

f1 f2 . .,
My — My ~= M3 — 0 es exacta, entonces se dice que es una sucesion exacta corta.

Definicion 1.14. La sucesién exacta corta de R-moédulos 0 — My Q Moy fi M3z — 0 se

dice que rompe si existe un homomorfismo de R-médulos s: M3 — My tal que foos = 1.

Definicion 1.15. Sean M, My, M3y My R-médulos y sean fi1, fo, h1 y ho homomorfismos

de R-moédulos. Decimos que el diagrama

MlLMQ

f2

N1%N2

es conmutativo si hg o fi = fo o hy.

Lema 1.16. (Lema de los tres) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo donde

las filas son sucesiones exactas cortas de R-mddulos

0 My, M; 0
hll lhz lhg
0 NN, 2Ny 0

Si dos cualesquiera de los homomorfismos hy, he y hg son isomorfismos, entonces el tercero

es también isomorfismo.
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Demostracion. Solo probaremos uno de los tres posibles casos, va que los otros dos son
andlogos. Supongamos que hi, hs son isomorfismos; tenemos que ver que hg es un iso-
morfismo. Primero veamos que ker f = 0. Si ma € ker hgy, entonces 0 = (g2 o ho)(m2) =
(h3 o fa)(ma) = hs(f2(mz)). Dado que hz es un isomorfismo, se sigue que fa(ma) = 0.
Por la exactitud de la sucesion superior, existe m; € M con fi(my1) = me. Entonces
0 = hgo fi(m1) = g1 0 h1(m1). Dado que la composicion g; o hy es inyectiva, se sigue que
my = 0. Por lo tanto mg = f1(m1) = 0.

En segundo lugar veamos que ho es sobreyectivo. Sea no € Na. Tenemos que probar
que n; = hg(mg) para algin mg € Ms. Dado que h3 es un isomorfismo, entonces existe
mg € M3 con h3(ms) = ga(n2). Dado que fy es sobreyectiva, entonces existe mf € My tal
que fa(mh) = ms. Obtenemos que ga(ng — ha(mb)) = 0. Por la exactitud de la fila inferior
existe ny € Ny con g1(n1) = ng — ha(mb). Como hy es isomorfismo, existe m; € M; tal

que hi(my) = nj. Se tiene
ha(fi(m1) +mj) = (g1 © h1)(m1) + ha(mj) = g1(n1) + ha(mj) = no.

Poniendo mg = fi1(m1) + mj, tenemos que ha(msa) = na.
O

Lema 1.17. (Lema de la serpiente) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo donde

las filas son sucesiones exactas de R-mddulos

M, fi M, P M 0
l hl l h2 l h3
0 Nl g1 Ng g2 N3

Existe un homomorfismo w: ker hg — coker hy, que llamaremos homomorfismo de cone-

xion, tal que la siguiente sucesion es exacta:
ik f2F W g1° 92°
ker h1 = ker hg = ker hg — coker h1 = coker ho = coker hg

Donde ff’ Y ff son los homomorfismos inducidos por fi1 y fo entre los nicleos de hy y ha,
respectivamente y gf y g5 son los homomorfismos inducidos por g1 y g2 entre los conticleos
de hy y ho.

Demostracion. Tenemos que demostrar que existe un homomorfismo w: ker hg — coker hy
“conectando” estas dos sucesiones. La aplicacién w se define de la siguiente manera:

Sea m3 € ker hg, tomamos mg € My con fa(ma) = ms. Dado que (g2 o ha)(ma) =
hs(fa(ma)) = hg(mg) = 0 existe ny € Ny con ha(ma) = g1(n1). Definimos w(ms) = [n1] =

n1 +1imhy € coker h.
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Veamos que w esta bien definido, es decir, que w(ms) es independiente de la eleccion
de mg. Sea mb € My con fa(mb) = mg y n} € Ni tal que ha(mb) = gi1(n)). Se tiene que

existe my € My tal que mb, = ma + f1(m1), luego
91(”/1) = h2m/2 = ha(ma + fim1) = homa+ = grthimi = gin1 + gthimi = gi(n1 + hima).

Por ser g1 un homomorfismo inyectivo, nf = ni+hi(mq) y entonces [n}] = [n1]. Claramente
¢ es un homomorfismo.

Veamos la exactitud en ker h3. Si m3g € im fé“, entonces existe mg € ker ho tal que
ms3 = fa(mg). Por tanto, 0 = hg(mga) = gi1(n1) y dado que g; es un homomorfismo
inyectivo, n; = 0 y entonces w(ms) = [n1] = 0. Asi, im f§ C kerw.

Si m3 € ker w y m3g = fa(ma), ha(ma) = g1(n1), entonces w(ms) = [n1] = 0, con lo
cual existe mi € Mj con hi(my) = ny. Consideremos m/, = mg — f1(mq). Claramente

fa(mbh) = mg y ml, € ker ha, puesto que

ha(my) = ha(ma) — (ha o f1)(m1) = ha(mz) — g1(n1) = 0.

Asi, ker w C im f¥.
Veamos la exactitud en coker hi. Sea w(mg) = [n1], mg = fa(ma), ha(ma) = g1(n1).
Se tiene
g1 [m] = [g1(n)] = [ha(m2)] = 0.

Por tanto, im w C ker gf.

Si [n1] € coker hy y ¢f[ni] = [g1(n1)] = 0. entonces g1(n1) € im hy, de donde se
sigue que existe mg € My tal que g1(n1) = ha(mg). Pongamos mgz = fa(ms). Se tiene que
m3 € ker hz, puesto que hz(m3) = hzfama = gahoma = gag1(n1) = 0, y w(ms) = [n1]. Asi,

ker gf = im w. O

Proposicion 1.18. Sea 0 — Ny EEY Ny % N3 — 0 una sucesidn exacta corta de R-mddulos.

Para todo R-mddulo M la sucesion de grupos abelianos inducida
0 — Homp (M, N1) 2% Homp (M, Na) 2% Homp(M, N3)
es exacta.
Demostracion. Primero veremos que g1, es inyectiva. Supongamos que g1,(¢) = g1op = 0.

N

Nl g1 N2 g2 N3




1.3. COPRODUCTO Y PRODUCTO DE MODULOS 9

Puesto que g1: N1 — Ny es inyectiva, eso implica que ¢: M — Ny es la aplicacién cero,
por tanto g1, es inyectiva.
Se tiene que im g1, C ker go,, puesto que para todo ¢ € Hompg(M, N7) se tiene que

92+(91.(¢)) = g2 091 0 ¢ = 0. Veamos que ker go, C im g;,. Consideremos el siguiente

diagrama,
M
N
N g1 Ny 92 Ny

Si g2,(¢) = g2 0 ¢ = 0, entonces im¢ C ker go = im g1. Dado que g; es inyectiva, ¢ da
lugar a un (anico) homomorfismo ¢: M — Nj tal que g1op = ¢ y entonces ¢ € imgp,. O

Proposiciéon 1.19. Sea 0 — M, ﬁ) Mo fi M3 — 0 una sucesion exacta corta de R-

modulos: Para todo R-mddulo N la sucesion inducida
0 —s Homp(Ms, N) 225 Homp(Ms, N) 255 Hompg(Mi, N)
es exacta.

Demostracion. Veamos que f5 es inyectiva. Si f5(p) = @ o fa = 0, entonces por ser fo
suprayectiva, ¢ = 0.

Veamos ahora que ker f1* =im fo".

Dado que fao f1 = 0, se tiene que f1* o fo* = (fa 0 f1)* = 0y entonces im fo* C ker f1*.

Para probar que ker f1* C im fo*, consideremos un homomorfismo de R-modulos
: My — N tal que f1*(¢p) = ¢ o fi = 0. Existe un tnico homomorfismo de R-mo6dulos
w: M3 — N tal que po fo =1). Asi, fo*(¢) =1 y entonces ¢ € im fo™.

O

1.3. Coproducto y producto de médulos

Definiciéon 1.20. Sea {M;};c; una familia de R-moédulos. Se llama coproducto de los
modulos M;, y se denota por (@ M;)ier o por @ M;, al R-mo6dulo cuyos elementos son
familias (m;);er, con m; € M; y m; # 0 solo para un ntmero finito de elementos ¢ € I, con

las operaciones

(mi)ier + (m))ier = (mi +m%)icr, 7 (Mi)ier = (rmi)ier-
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Para cada j € I, llamamos aplicactones inyeccién a los homomorfismos de R-moédulos
pj: My — @©M;, dados por pj(mj) = (m;)ier, con m; = 0, para i # j y mj = mj, para
m; € Mj.

Definiciéon 1.21. Sea {M,};c; una familia de R-moédulos. Se llama producto directo de

los modulos M;, y se denota por ([ M;)icr o por [[ M; al R-mo6dulo cuyos elementos son

familias (m;);er, con m; € M;, con las operaciones
(mi)ier + (m§)ier = (mi +mi)ier, 7 (mi)ier = (rmg)icr.

Para cada j € I, llamamos aplicaciones proyeccion a los homomorfismos de R-moédulos

pj: 1[I M; — Mj, dados por p;((m;)icr) = m;, para m; € M;.

Observacion 1.22. Si I es un conjunto finito, entonces (O M;)ier = ([[ Mi)ier-

1.4. Moddulos libres y médulos proyectivos.

Definicion 1.23. Sea M un R-moédulo y sea S C M. Se llama submddulo generado por
S al menor submoédulo de M que contiene a S; lo denotaremos por (S). Si S # &, los

elementos de (S) son los elementos de M de la forma
Z rss, Ts€ R,
ses

y donde rs # 0 solo para un nimero finito de elementos s € S. Si M = (S), se dice que
S es un conjunto de generadores de M y si M tiene un conjunto finito de generadores se
dice que M es finitamente generado.

Se dice que S es linealmente independiente si
ers:o = rs=0, VseS
ses

Se dice que un R-moédulo F' es libre sobre un subconjunto S de F' si S es un conjunto de
generadores de F'y es linealmente independiente. El conjunto S se dice que es una base de

F. Se dice que F' es un R-moédulo libre si es libre sobre algin subconjunto.

Proposicion 1.24. (1) Sea S un conjunto y Ry = R para todo s € S. El mddulo
P,cg Rs es libre con base el conjunto {ps(1) | s € S}.

(2) Si F es un R-mddulo libre con base S C F', entonces F' = @, g Rs, donde Ry = R

como R-mddulo.

(3) Todo mddulo isomorfo a un médulo libre es libre.
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Demostracion. (1) Dado que

(1s)ses = ZNS(TS) = er ps(1),

SES SES

se tiene que @ g Rs = (us(1) | s € S). El conjunto {ps(1) | s € S} es linealmente
independiente puesto que si Y g7 ps(1) = (rs)ses = 0, entonces rs = 0, para todo
sES.

(2) Definimos ¢: F' — @, g Rs como sigue: todo elemento a € I’ se expresa de forma

a= g Ts S;

seS

unica como

pongamos p(a) = (rs)ses. La aplicacion inversa de ¢ es la aplicacion

zp:@Rs—m.

seS

dada por Y((rs)ses) = D _segTs S
(3) Sea f: M — N un isomorfismo de R-mo6dulos. Si M es un R modulo libre con base

el conjunto S, entonces N es un R-modulo libre con base f(.5). O

Definicion 1.25. Sea S un conjunto. Se llama R-mddulo libre sobre S al R-mo6dulo
(B Rs)ses, donde Ry = R, para todo s € S.

Los moédulos libres tienen la siguiente propiedad universal:

Proposicion 1.26. Sea ' un mddulo libre con base S yi: S — F la inclusion. Para cada
R-mddulo M y cada aplicacion g: S — M, existe un tinico homomorfismo de R-mddulos

f: F — M que extiende a g, es decir, tal que f(s) = g(s), para todo s € S.

S%F

N

M

Demostracion. Sea a =) 75 s. Pongamos
fla) = Z Ts M.
seS

Se tiene que f es un homomorfismo de R-mddulos y es el inico homomorfismo tal que
foi=g. O
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Proposicion 1.27. Todo R-mddulo es isomorfo al cociente de un mddulo libre F.

Demostracion. Sea M un R-moédulo y pongamos F' = (P Ry, )menr- Consideremos la apli-

cacion i: M — F dada por i(m) = p,(1). La aplicacion R-lineal f: F — M dada por

F((rm)menr =Y rmm,

es un homomorfismo de R-moédulos que verifica que foi = idys. Por tanto, f es suprayectiva
y M = F/ker f. O

Definicion 1.28. Se dice que un R-médulo P es proyectivo si para cada homomorfismo
de R-moédulos sobreyectivo g: M — N y cada homomorfismo de R-médulos h: P — N,

existe un homomorfismo de R-modulos f: P — M tal que g o f = h, es decir, tal que el

P
M—2 N

diagrama

es conmutativo.
Proposicion 1.29. Todo R-mddulo libre es proyectivo.

Demostracion. Sea F un R-médulo libre y S una basede F. Sean h: P -+ Ny g: M — N
homomorfismos siendo g sobreyectivo. Consideremos la aplicacion ¢: S — M tal que
©(s) = myg, siendo ms € M tal que g(ms) = h(s). Por la propiedad universal del médulo
libre F', existe un unico homomorfismo f: F' — M tal que f(s) = ms. Asi, g(f(s)) = h(s)
para todo s € S. Por tanto, go f = h. 0l

Definicion 1.30. Una presentacién R-proyectiva de M es una sucesion exacta corta de

R-médulos, 0 = L — P —- M — 0, donde P es proyectivo.
Por la proposicién anterior todo R-mdédulo tiene presentaciones R-proyectivas.

Proposicion 1.31. Si P, y P> son R-mddulos proyectivos, entonces Py @ P» es un R-

mddulo proyectivo.

Demostracion. Sea g: M — N un homomorfismo de R-mddulos sobreyectivo. Por ser P;
un R-médulo proyectivo, para ¢ = 1, 2, existen homomorfismos de R-moédulos f;: P, - M
tal que go f; = hou;, para ¢ = 1,2. La aplicacion f: P, @ P» — M dada por f(z1,x2) =
fi(x1) + fo(xo) para x1 € P; y x9 € P5, es un homomorfismo de R-moédulos que verifica
que go f = h. O
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Lema 1.32. Sea 0 — My — My — M3 — 0 una sucesion exacta de R-mddulos. Eriste una
sucesion exacta corta de mddulos proyectivos 0 — Py — Po» — P3 — 0 y homomorfismos

sobreyectivos e1: P| — My, €a: Po — Mo y e3: P35 — M3, tales que el siguiente diagrama

0 P, P, Py 0
0 = 0

es conmutativo.

Demostracion. Sean e1: P — My y e3: P3 — M3 homomorfismos sobreyectivos de R-
modulos con Py y P3 proyectivos. Sea Py = Py @ Ps, p1: Py — P; lainyeccion y pa: Py —
Pj5 la proyeccion. Dado que Ps es proyectivo, existe un homomorfismo g: P3 — M tal que

Joog=es.
P

e

MQ%QMg

Sea €g: Py — My el homomorfismo dado por ez(x1,x3) = fre1(x1) + g(x3). El homomor-

fismo ey hace conmutativo el diagrama

M1 P2

0 P P Ps 0
0 VLG Y LN VA 0
Por el lema €2 es un homomorfismo sobreyectivo. O

Proposicion 1.33. Sea P un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) P es proyectivo.

(2) Para toda sucesion exacta corta 0 — Ni B Ny BB N3 — 0 de R-mddulos la sucesion

inducida
0 — Homp(P,N1) 2% Homp(P, N3) 25 Homp(P, N3) — 0

es exacta.
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Demostracion. (1) = (2) Por la proposicion es suficiente probar que ga, es sobreyec-
tico. Sea h: P — N3 un homomorfismo de R-médulos. Dado que g2 es un homomorfismo
sobreyectivo y que P es proyectivo, existe un homomorfismo f: P — Ny tal que goo f = h,

equivalentemente go,(f) = h.

e

NgLNg

(2) = (1) Sea g: M — N un homomorfismo de R-mo6dulos sobreyectivo y sea h: P —
N un homomorfismo de R-moédulos. Sea L = ker g y consideremos la sucesion exacta de
R-modulos 0 — L — M % N — 0. Dado que el homomorfismo g.: Hompg(P, M) —
Homp(P, N) es suprayectivo, existe un homomorfismo f: P — M tal que g.(f) = h, es
decir go f = h. O

Definicion 1.34. Sea I un R-moédulo. Se dice que [ es inyectivo si para cada homomorfismo
de R-médulos g : M — I y cada homomorfismo inyectivo p : M — N de R-moédulos, existe

un homomorfismo f: N — I tal que f o = g, es decir tal que el diagrama

MLN

lg
f
I
es conmutativo.
Proposicion 1.35. Sea I un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) I es inyectivo.

(2) Para toda sucesion ezxacta corta 0 — My Eit Mo ELt Ms — 0 de R-mddulos la sucesion

inducida
0 — Hompg(Ms, I) 225 Homp(Ms, I) 7 Homp(My, T) — 0
es exacta.

Demostracion. Es similar a la demostracion de la proposicion [1.33] O
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1.5. Complejos de médulos

Definicién 1.36. Un complejo de cadenas C = {Cy,d,} de R-moédulos es una familia
{Ch}nez de R-médulos y una familia de homomorfismos {d,,: C;, — Cp,—1} de R-moédulos,
tales que 0, 0 6,41 = O:

6711 5n
C: -+ — Chp1 =2 Cy 2 Crg — -+

Sean C = {C,,,0,} y D = {D,, 0} complejos de cadenas de R-mo6dulos. Un morfismo
v« C = D de complejos de cadenas es una familia {¢,: C, = D, } de homomorfismos

de R-moédulos tal que, para cada n, el diagrama

On
Cn - Cn— 1

$n l l Pn—1
on

Dy, —— Dy

es conmutativo.

Consideramos la categoria Mod% de R-moédulos graduados. Un objeto M en Mod% es
una familia { M}, },,cz de R-mo6dulos. Un morfismo f.: M — M’ de R-mddulos graduados de
grado r es una familia {f,: M, — M/, }nez de homomorfismos de R-moédulos. Podemos
decir que que un complejo de cadenas C es un objeto de Mod,Z% junto con un morfismo
dx: C — C de grado —1, tal que 6, o 4, = 0. Un morfismo de complejos de cadenas
% 1 C = D es un morfismo de grado cero en Mod%L tal que 4004 = 8, 0p,. Los complejos
de cadenas y los morfismos de complejos de cadenas forman una categoria preaditiva que

denotaremos por CModg.

Definicion 1.37. Sea C = {C,,d,} un complejo de cadenas de R-mo6dulos. Se llama

n-ésimo modulo de homologia de C al R-moédulo
H,(C) =ker 6,/im dp+1.
Se llama mddulo de homologia de C, al modulo graduado H,(C) = {Hy(C))nez}-

Un morfismo de complejos de cadenas ¢,: C — D induce un morfismo de grado cero
de moédulos graduados H,(p.): H(C) — H(D), dado por H,(p)[zn] = [¢n(zn)], para

zn, € ker §,,. Se tiene un funtor covariante aditivo
H,(—): CModgr — Mod%,

dado por: H.(—)(C) = H.(C) v Hi—)(px) = Hi(px), para cada morfismo ¢,: C — D de

complejos de cadenas que se llama funtor homologia.
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Definiciéon 1.38. Un complejo de cocadenas de R-modulos C = {C", ™} es un objeto en
Mod% junto con un morfismo §*: C — C de grado +1 tal que §* o §* = 0.

e o
c: ... —scrtis o ottt —

El morfismo §* se llama diferencial. Los morfismos de complejos de cocadenas se definen
de forma anéloga a los morfismos de complejos de cadenas. Dado un complejo de cocadenas
C = {C™, 0"} se define su mddulo de cohomologia H*(C) = {H"(C)}nez por

H"(C) =ker 6"/im "1, neZ.

Se tiene un funtor aditivo H*(—) de la categoria de complejos de cocadenas de R-

modulos a la categoria de R-mdédulos graduados que se denomina funtor cohomologia.

Definicion 1.39. Se dice que la sucesion 0 — C %D ﬁ E — 0 (resp. 0 — C “pYs
E — 0) es una sucesidon exacta corta de complejos de cadenas (resp. cocadenas) de R-
médulos si la sucesion 0 — C,, 23 D, o E, — 0 a(resp. 0 —» C" LN S VN 5 N 0) es

una sucesién exacta de R-moédulos para todo n € Z.
Proposicion 1.40. Dada una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas
05-CEDLSESO.

existe un morfismo de mddulos graduados w: H(E) — H(C) de grado +1 tal que la si-

guiente sucesion es exacta:

e H" (")
..OJ—> H

H"(C) H"(4")

H"(D) — H"(E) 2% H""(C) — - .. (%)

Demostracion. Sea C = {C,,d"} un complejo de cocadenas. Puesto que im §"~! C ker 6"

v im 6" C ker 6" el diferencial 6" induce una aplicaciéon 6" como sigue:
coker "1 = C,/im ™1 — Cp,/ker 6™ = im 6™ C ker 6°1,
Se tiene
ker 6" = ker 6"/im 6"t = H*(C), cokero” = ker 6”1 /im " = H"FL(C).
Consideremos la sucesién exacta corta de complejos de cocadenas
05CS DS E S0,

y el diagrama conmutativo
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0 — ker " —— ker 0™ —— ker "

0 cn D* E" 0

o om o
(Pn+1 ¢n+1
Dn+1 5 En+1 5 0

0 Cn+1

coker 6" ——— coker 6" ——— coker " —— 0

Por el lema de la serpiente, la primera fila y la cuarta fila son sucesiones exactas. Se tiene

el diagrama conmutativo

H"(C) ——> H"(D) ——> H"(E)

coker 6" 1 — coker 61 —— coker 6"t ——— 0

§n sn sn

0 ——> ker " ——— 5 ker 6"t —— ker 671!

H"'H(C) N H”'H(D) SN H”'H(E)

Aplicando de nuevo el lema de la serpiente, deducimos la existencia de un homomorfismo
wn: H"(E) — H"(C)
tal que la sucesion (x) es exacta. O

Definicion 1.41. Sean C y D complejos de cadenas y ¢4, ¥, : C — D morfismos de

complejos. Una homotopia X, : ¢, — ¥, es un morfismo de grado +1 de modulos graduados
Y: C — D tal que

Yy — Pp =0p4102, +2Xy-100,, nELZL.

On n
e O M 0
|27k
Pl |Yn
6n+1 §n

4 Dn+1 Dn Dn—l
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Decimos que ¢, v 1, son homotdpicos, y escribimos ¢, =~ 1, si existe una homotopia
YF e = s

Definicion 1.42. Sean C y D complejos de cocadenas y ¢*,¢*: C — D morfismos de
complejos. Una homotopia X*: ¢* — 9* es un morfismo de grado —1 de médulos graduados
¥>*: C — D tal que

Yt — " =0""to X X o, neZ.

57171 §n

o O on ot
| 272 |l
Son n
- 57171 5n71
) s D" 1 Dn Dn+1

Decimos que ¢* y 9* son homotdpicos, y escribimos ¢* =~ 9* si existe una homotopia
XH o — .

Fl resultado mas importante sobre homotopia es el siguiente:

Proposicion 1.43. Si los dos morfismos de complejos de (co)cadenas p,19: C — D son
homotdpicos, entonces H(p,) = H(y) : H(C) — H(D).

Demostracion. Veamos el resultado para complejos de cadenas. Sea z € ker d,, un ciclo en

Ch. Si Xy . — 14 es una homotopia, entonces
(Y — on)z = 0pt12n2 + Xn—10n2 = Ony1%n2
puesto que dz = 0. Asi, ¥(z) — ¢(2) € imd,41 y se tiene
Ho92) (2 4 0n1) = Hu(ion () +im Gn1) = Hy (6 (2) +im 8rs1) = Ha(t02) (2 4 0n1) O
La demostracién en el caso de complejos de cocadenas es similar.

Lema 1.44. La relacion de homotopia ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Claramente ~ es reflexiva y simétrica. Para comprobar la transitividad, si

Yt 0 — 0y ¥y XL by — x4 son homotopias, entonces
Y—@=0N+%5 x—¢=562"+%4,
(suprimiendo los subindices), de donde se sigue

X—¢e=0+X)+(EZ+Y)4.
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Lema 1.45. Si p, ~ 19, : C > D y ¢, ~ ¢, : D — E entonces o, psx ~ ¢, 1, : C — E.
Demostracion. Sean X, : o, — ¥, v XLt ¢l — . Se tiene

b— o= 6N +N5 - =65 + %6,

y entonces

o) —¢pop=¢ 8+ L6 =5¢" )+ (pX)d.
se tiene la homotopia ¢} X: ¢l o, — ©L1b.. Dado que
Yoy —¢@ oth =55+ X6 =5(E )+ (Z') 4.
El resultado sigue por transitividad. O

Lema 1.46. Sean C y D categorias de mddulos y sea F : C — D un funtor aditivo. St
C y D son complejos de (co)cadenas de mddulos de C y ¢, ~ 1, : C — D, entonces
Fy,~ Fy,: F(C) — F(D).

Demostracion. Sea X, : ., — 1), entonces
Fy—Fo=F(—¢)=F(OX+X0)=F0FX+ FXF9.
Luego, se tiene la homotopfa F' X, : Fp, — F,. O

Corolario 1.47. Si ¢, ~ 1),: C = D y si F' es un funtor aditivo, entonces H(Fyp,) =
H(Fy,): H(F(C)) — H(F(D)).

Demostracion. Por el lema Fo, ~ Fi, y por la proposicion H(Fp,) = H(Fiy).
O

Definicion 1.48. Una contraccion de homotopia para un (co)complejo C es una homotopia

¥: 0 —idg, donde 0,idc: C — C son los morfismo de (co)complejos obvios.

Por la proposicién [[.43] si existe una contraccion de homotopfa para C, entonces

H(C) =0, de donde se sigue que C es exacto.

Definicion 1.49. Se dice que los (co)complejos C y D son del mismo tipo de homotopia,
o homotopicos, si existen morfismos de (co)complejos ¢ : C — D y ¢, : D — C tales
que Py 0 py ~ idc ¥ @« 0 ¥y ~ idp. El morfismo ¢, ( 0 ?,) se dice entonces que es una

equivalencia de homotopfia.
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1.6. Resoluciones

En esta seccién vamos a definir una clase especial de complejos necesarios para definir

los funtores derivados Ext™.

Definiciéon 1.50. Un complejo de cadenas de modulos C = {C},, d,, } se dice que es positivo
si Cp, = 0, para todo n < 0. Un complejo de cocadenas de modulos C = {C", 6"} se dice

que es positivo si C™ = 0, para todo n < 0.

Definiciéon 1.51. Un complejo de cadenas de modulos positivo C = {C,,, d,, } se dice que
es proyectivo si C), es proyectivo para todo n > 0; se dice que es aciclico si H,(C) = 0,

paran > 1.

Definiciéon 1.52. Una resolucion proyectiva de M es un complejo P = {P,,, d,,} de m6dulos

proyectivos y aciclico y tal que Ho(P) = M, es decir un complejo exacto de la forma
P:---—-PFP P4 - =P > F—>M=0
Proposicion 1.53. Todo R-mddulo tiene una resolucion proyectiva.

Demostracion. Sea M un R-mo6dulo. Elegimos una presentaciéon proyectiva 0 — Ry —
Py — M — 0 de M; luego una presentaciéon proyectiva 0 — Ro — P — R; — 0 de Ry,

etc. Claramente el complejo
P =P, BB P

donde 6,: P, — P,_1 es la composicion P, — R, — P,_1 es una resoluciéon proyectiva
de M. ]

Teorema 1.54. (Teorema de comparacion) Sea P = {P,,0} un complejo de cadenas
proyectivo y sea C = {Cy,, 8"} un complejo de cadenas positivo y aciclico. Para cada homo-
morfismo ¢: Ho(P) — Ho(C) eziste un morfismo de complejos p.: P — C que induce p.

Ademds dos morfismos de complejos induciendo ¢ son homotdpicos.

Demostracion. El morfismo de cadenas @,: P — C se define por induccién. Como C es
aciclico, Cyp — Hp(C) — 0 es exacta. Por la proyectividad de Py existe un homomorfismo

wo: Py — Cy que hace diagrama

PO E— H()(P)

C() e Ho(C)
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conmutativo. Supongamos n > 1y que g, @1, ..., on—1 estan definidos. Consideramos el

diagrama
d 1
Pn Pn—l Pn—2 —
l‘ﬂn l‘ﬂn—l l%on—Q
d 1
Cn Cn—l Cn—2 —

(Sin =1, ponemos P_; = Hy(P)), C_1 = Hyp(C)). Se tiene que 6 pp—10 = ¢p_20 =0
y entonces

im (pnp—10) Cker(d: Cpmg — Cp—2).

Dado que C es aciclico, ker §,—1 = im(d: C,, — C),—1). La proyectividad de P, nos permite
encontrar ¢, : P, — C, tal que ¢,_19 = § v,. Esto completa el proceso de induccion.

Ahora sean . = {pn}, ¥« = {1} dos morfismos de complejos de cadenas que inducen
la aplicacion ¢: Ho(P) — Hy(C). Vamos a definir una homotopia Y.: ), — @« por
induccién.

Primero consideremos el diagrama

P1 PO Ho(P) —>0
[

Y1 1 ®o 0 ®
Cl Co Ho(C) —>0

Dado que g v ¥ ambos inducen ¢, se tiene que
im (cp() - wo) C ker (C() — Ho(C)) =im (5: Ch — Co)

v dado que Py es proyectivo, existe un homomorfismo Yg: Py — C1 tal que pg— g = 2.

Ahora supongamos que n > 1y que Y, ..., 2y,_1 verifican
QPT_IJZ)T:&ET_{_ET'fl(Sa r<n-—1,
(entendiendo ¥_; § como 0). Consideremos el diagrama

Poi1 d P ° P

n
Pn+1 wn-ﬁ—l Pn 'lpn $n—1 "Z}n—l
0 6
C

Cn+1

3
3
|
—
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Se tiene
(P —Un—2p-10) = Pn-1,0 —Vp_10—0X5_10 = (Pn—1, —Vn—1—0%,-1)0 = X256 =0
Por tanto,
im (¢n, — n — Xp_19) C ker(d: C, = Cp—1) =1im(5: Pop1 — By).
y dado que P, es proyectivo, existe >, : P, — C,41 tal que
On — Y — 2p_10 = 0%, m

Proposicion 1.55. Sea M un mddulo. Dos resoluciones proyectivas de M son del mismo

tipo de homotopia.

Demostracion. Sean Py Q dos resoluciones proyectivas de M. Por la proposicion [1.54]
existen aplicaciones de cadenas ¢.: P — Q v ¢¥.: Q — P induciendo la identidad en
Hy(P) = M = Hy(Q). La composicion 1, o ¢,: P — P induce la aplicacion identidad en
M. Por el teorema tenemos ¥y o . = id,. Anédlogamente, @, o ¥, = id,. Por tanto,
P y Q son del mismo tipo de homotopia. O

Lema 1.56. Sea 0 — M’ — M — M" — 0 una sucesion exacta de R-mddulos. Eziste
una sucesion exacta corta de complejos 0 — P’ — P — P” — 0 donde P, P’ y P” son

resoluciones proyectivas de M', M y M" respectivamente, y tales que el diagrama

0 P} P, P 0
0 M M M" 0

es conmutativo.

Demostracion. Por el lema [1.32 existe una sucesién exacta corta de médulos proyectivos
0 — Py — Py — Py — 0y homomorfismos sobreyectivos ¢ : P; — M', e: Py — My

€. P — M" tales que el siguiente diagrama

0 P} Py Py 0
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es conmutativo. Por el lema de la serpiente, la sucesién de ntcleos
0 — ker € — ker € = ker ¢/ — 0,

es corta exacta. Repitiendo este procedimiento con la sucesién de nicleos en lugar de la
sucesion 0 - M’ — M — M’ — 0/ y luego procediendo inductivamente, construimos una
sucesion exacta de complejos 0 — P/ ~— P — P” — 0, donde P/, P y P” son resoluciones
proyectivas de M', M, M" respectivamente.

O

1.7. El funtor Ext

El funtor Ext es un funtor derivado. En este trabajo no vamos a estudiar los funtores
derivados en general, sino que nos restrigiremos al caso de los funtor Ext’;(—, A) que son
funtores derivados del funtor Homp(—, A).

Consideremos para cada moédulo M una resolucién proyectiva Py de M y el funtor
aditivo Homp(—, M): Mod — Ab.

Definicién 1.57. Para cada médulo M definimos
Extk(M,N) = H"(Homgr(Pa, N)), neN
es decir Ext} (M, N) es el n-ésimo grupo de cohomologia del complejo de cocadenas
Hom(Py;, N): 0 — Hom(Py, N) - Hom(P;, N) = --- — Hom(P,,N) — ---

Si f: M' — M es un homomorfismo de R-modulos, por el teorema [1.54] existe un

morfismo de complejos f: Py — Py que induce f. Definimos
Ext}y(f, N) = H"(Hompg(f, M)), n€N
Proposicién 1.58. Se tienen funtores Ext’f(—, N): Modg — Ab para todo n € N.

Demostracion. Veamos que Ext’z(—, N) esta bien definido. Sea h: Py — Pjs otro mor-
fismo de complejos que induce f. Por el teorema f y h son homotépicos y da-
do que el funtor Homp(—, M): Mod — Ab es un funtor aditivo, por el corolario [1.47]
H"(Hompg(f,N)) = H*(Homg(h, N)). O

Vamos a probar que los funtores Ext’s(—, N) no dependen de las resoluciones proyec-
tivas consideradas. Fijemos para cada médulo M otra resolucién proyectiva Qs de M.

Tenemos funtores Q Ext’(—, N) definidos de forma similar a los funtores Ext"(—, N).
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Proposicion 1.59. Ezxiste una equivalencia natural
®: Extih(—, N) —» QExth(—, N).

Demostracion. Por el teorema de comparacion, existe un morfismo de complejosiys: @ Qpr —
Pys que induce idy;. Por ser el funtor Hompg(—, M) aditivo se tiene que el morfismo de

complejos Homp(iys, N): Hompg(Par, N) — Hompg(Qas, N) induce un morfismo
@)y = H"(Hompg(ip, N)): Exth(M,N) — QExti(M, N)

Veamos que ®,; es un isomorfismo:

Por el teorema de comparacion, existe un morfismo de complejos jas: Pas — Qar que
induce ids. Por el teorema de comparacion jysoiy ~ idq,,. Por tanto H"(Hompg(jas), NV))o
®)s = id. Andlogamente, ®); o H"(Hompg(jar, N)) = id.

Veamos ahora que ® es una transformacién natural: Sea f: M’ — M un morfismo de

R-médulos. Tenemos que probar que el cuadrado

P
Ext’ (M, N) —— QExt}: (M, N)

Ext(f, N)l lQExtE(f, N)

Ext(M', N) —" QExt’(M’, N)
es conmutativo. Sea ¢, : Qpr — Qs un morfismo de complejos que induce f, ¥,: Py —
P un morfismo de complejos que induce fy ip: Qar — P un morfismo de complejos
que induce idp;/. Los morfismos iy © 0y, s 0 ipr: Qpr — Py son homotopicos. Por ser
Homp(—, M) aditivo, Hompg(¢s, N) o Hompg(ipy7, N) ~ Hompg(iys, N) o Hompg(¢x, N), y
entonces aplicando el funtor H" se tiene que @y o Exti(f, N) = QExt}(f,N))o®y,. O

Identificaremos los grupos Extz(M, N) y QExts(M, N) via el isomorfismo @ .
Corolario 1.60. Ext: (M, N) no depende de la resolucion proyectiva de M considerada.

Definicion 1.61. Un funtor contravariante F': Modg — Ab se dice que es ezacto a la
izquierda, si para toda sucesion exacta 0 — M’ — M — M"” — 0 se tiene que la sucesion
0— F(M")— F(M) — F(M') es exacta. Se dice que F' es ezacto si, para toda sucesion
exacta corta 0 = M" — M — M" — 0 se tiene que la sucesion 0 — F(M") — F(M) —
F(M') — 0 es exacta corta.

Un funtor contravariante exacto a la izquierda es el funtor Hom(—, N): Modr — Ab.

Si I es un R-moédulo inyectivo el funtor Hom(—, I) es exacto.

Proposicion 1.62. Sean M y N R-mddulos a la izquierda.
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(1) Si I es inyectivo, entonces Exty(M, 1) =0, para n > 0.
(2) Si P es proyectivo, entonces Exth(P,N) = 0.
(3) Los funtores Ext®(—, N) y Homg(—, N) son naturalmente equivalentes.

(4) Sea 0 — M' — M — M" — 0 una sucesion ezxacta corta de R-mddulos. Se tiene una

sucesion exacta larga

-+ = Ext}(M",N) — Exth(M, N) — Ext}(M', N) — Ext’;™ (M",N) — - --

(5) Sea 0 - N" — N — N” — 0 una sucesion exacta corta de R-mddulos: se tiene una

sucesion exacta larga

- — Bxth(M, N') — Ext (M, N) — Ext}t(M,N") — Ext5PH (M, N') — - -

Demostracion. (1) Dado que el funtor Hompg(—, I) es exacto, si P es una resolucién pro-
yectiva de M entonces el complejo Hompg(P, I) es exacto; Por tanto H"(Hompg(P,I)) =0
para todo n > 1.

(2) Dado que P: --- — 0 — Py — 0, siendo Py = P, es una resolucion proyectiva de
P, se tiene que Extz (P, N) =0, para n > 1.

(3) Si P es una resolucion proyectiva de N, entonces la sucesion P, — Py — M — 0
es exacta. Por tanto, la sucesion 0 — Homp(M, N) — Hompg(FPy, N) — Hompg(P1,N) es
exacta. Asi, H'(Hompg (P, N)) = Hompg (M, N). Claramente, este isomorfismo es natural.

(4) Por el lema |1.56] existe una sucesion exacta corta de complejos de R-moédulos
proyectivos 0 — P’ — P — P” — 0 donde P, P’ y P” son resoluciones de M, M’ y M",
respectivamente, y donde P, = P, @ P/. Si7: P, — P}, es la proyeccion y u: P, — P,
es la inyeccion, dado que mpu = 1pr, se tiene que la sucesion 0 — Homp(P,,N) —

Hompg(P,, N) — Hompg(P),, N) — 0 es exacta. Por tanto, la sucesion
0 — Hompg(P”, N) — Homg (P, N) — Homg(P',N) — 0,

es exacta corta. El resultado se sigue de la proposicion [1.40]

(5) Sea P una resolucion proyectiva de M. Se tiene la sucesion exacta corta de complejos
0 — Hompg (P, N') — Homg (P, N) — Hompg(P, N") — 0.

Aplicando la proposicion [1.40] se tiene el resultado.






Capitulo 2

Cohomologia de grupos

2.1. G-moédulos

Sea G un grupo. Denotaremos la operaciéon de G con la multiplicaciéon y por 1 el
elemento neutro de GG. Si A es un grupo abeliano, denotaremos por Aut A el grupo de

automorfismos de A y por End(A) el anillo de endomorfismos de A.

Definicion 2.1. Se llama anillo de grupo entero de G y se denota por ZG, al grupo
abeliano libre sobre el conjunto G, es decir el conjunto ) .~ msz, m(z) € Z y donde

mg # 0 solo para un nimero finito de elementos x € G, con la operacion adicion dada por
(Z my ) + (Z ml,x) = Z(mx +ml)x.
zeCG zeCG zeCG

v con la operacion multiplicacién:

(Z My ). (Z myy) = Z (mgmy) zy

z€G yeG z,yeG

Denotaremos por j: G — ZG la aplicacion dada por j(z) = 1z, para z € G.
ZG verifica la siguiente propiedad universal: Si R es un anillo y f: G — R es una
aplicacion verificando que f(xy) = f(x). f(y), entonces existe un tnico homomorfismo

de anillos f’ : ZG — R tal que f' oi = f. En efecto, f’ es la aplicacion dada por
PO ieama®) =3 peq ma f().

Definicion 2.2. Se llama ideal aumentacion de G y se denota por IG al nucleo del ho-
momorfismo de anillos € : ZG — Z, dado por €(}_ oMz ) = Y, cc M- la aplicacion e

se llama aplicacion aumentacion.
Lema 2.3. (1) IG es un grupo abeliano libre sobre el conjunto T = {x—1 | 1 # z € G}.

27
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(2) Si el grupo G estd generado por el conjunto S, entonces IG estd generado por S—1 =
{s—1]|seS}.

Demostracion. (1) Veamos que T es linealmente independiente. En efecto
me(x—l):() = Zmzx—melzo = m,=0,Vred.
zeG zeG zelG

T genera IG, puesto que si ZmGG mg x € IG, entonces erG mg = 0 y se tiene

me$: mex— Zm$1 = me(z‘—l).
zelG zeG zeG zeG

(2) Los elenmentos de G son producto finito de elementos de S o de inversos de elemen-
tos de S, es decir de la foma = = sicls;d - sF1 Por (1) es suficiente probar que z — 1 esta

en el ZG-modulo generado por S — {1}. El resultado se sigue se sigue de las igualdades:
s189—1=s1(s2—1)+ (s1 — 1), st—1= —371(3 —1), s,s1,52€85. O

Definicion 2.4. Un G-mddulo a la izquierda es un grupo abeliano A junto con un homo-
morfismo de grupos o: G — Aut(A). Denotaremos o(z)(a) por x o a o simplemente por
x a. Por la propiedad universal de ZG la existencia del homomorfismo de grupos o: G —
Aut(A) es equivalente a la existencia de un homomorfismo de anillos 6: ZG — End(A), es

decir, A es un ZG-moédulo a la izquierda. La estructura de ZG-médulo de A estd dada por

(Z My T)a = 6(2 my x)(a) = Z mg(x o a).

zeG zeG z€G

Decimos que un G-moédulo a la izquierda A es trivial si, x o a = a, para todo z € G y
a€ A
2.2. La cohomologia de un grupo

Si A, A’ son G-mo6dulos a la izquierda, denotaremos los grupos abelianos Homgzg (A, A)
y Exty~(A, A’) por Homg(A, A") y Extg (A, A'), respectivamente.

Definicion 2.5. Se llama n-ésimo grupo de cohomologia de G con coeficientes en el G-

modulo a la izquierda A al grupo abeliano
H"(G,A) = Ext&(Z, A),

donde Z se considera un G-mo6dulo trivial.
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El funtor H"(G, —) es covariante. Podemos calcularlo tomando una resoluciéon proyec-
tiva P de Z, formando el complejo Homg (P, A) y calculando su homologia.

Si A es un G-modulo denotaremos por A® el siguiente subconjunto de A:
AY={aecA|zoca=a, VzeG}.

A% es el mayor submodulo de A sobre el cual G actia trivialmente y llama subgrupo de

elementos G-invariantes de A.

Proposicién 2.6. Sea A un G-mddulo a la izquierda. Se tiene que HY(G, A) = AG ysi A
es un G-médulo trivial, entonces H°(G, A) = A.

Demostracion. Se tiene que H(G, A) = Homg(Z, A). La aplicaciéon ¢: Homg(Z, A) — A,
dada por ¢(¢) = ¢(1) es un homomorfismo de grupos abelianos inyectivo cuya imagen es
AC. O

Denotaremos por [G, G| el subgrupo conmutador de G, es decir el subgrupo de G
generado por todos los elementos de la forma xyz~ty~! z,y € G. El subgrupo [G,G]
es normal y denotaremos por Gy}, €l grupo abeliano cociente G/G’, donde G' = [G, G].

Denotaremos por ¢: G — Gy, la aplicacion dada por ¢(z) = 2G’.
Lema 2.7. Los grupos abelianos Gay, y IG/(IG)? son isomorfos.

Demostracion. Por el Lema [2.3] el grupo abeliano IG eslibreen T = {z—1 | e # z € G}.
La funciéon ¢: T — G /G’ definido por

P(x — 1) = 2@’
se extiende de forma tnica a ¢': IG — G/G'. Dado que

(z-Dy-1)=@y-1)—(r-1)—(y - 1),

se tiene que

Y-y -1)=ayz"y G =G

y entonces v se factoriza a través de ¢": IG/(IG)? — G/G'.
Por otro lado, la aplicaciéon p(x) = (z — 1) + (IG)? es (mediante el mismo célculo

anterior) un homomorfismo de grupos. Puesto que

olryr ™y ™) = p(zy) —pyz) = (- 1)+ (y—1) = (x—1) — (y — 1) + (IG)* = (IG)?,

¢’ induce un homomorfismo de grupos ¢': G/G’ — IG/(IG)?. Es trivial que ¢ y " son

inversas la una de la otra. O
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Proposicién 2.8. Sea A un G-mddulo trivial. Se tiene que H'(G, A) = Homz(Ggp, A).
Demostracion. De nuevo, por definicién tenemos
HY(G, A) = Ext}(Z, A),

La sucesién exacta

0—IG 5726 -7 0,

induce por la proposicion [1.62) (2) y (3), la sucesion exacta
0 — Homg(Z, A) - Homg(ZG, A) - Homg(IG, A) — HY(G, A) — 0.
Para cada G-moédulo A se tiene,
HY(G, A) = coker(i*: A — Homg(IG, A)) (2,8,1)

donde i*(a)(x —1) = za—a,a € A,z € G. Observemos que para cada G-modulo trivial A,

i* es el homomorfismo cero y entonces en este caso
HY(G,A) = Homg(IG, A).

Ademsas, ¢: IG — A es un homomorfismo de G-moédulos si, y solo si, ¢(z(y — 1)) =
zop(y—1) =p(y — 1), para x,y € G, equivalentemente

e((z—=1)(y—1))=0, =zyecd.
Usando el lema anterior, se obtiene para cada G-moédulo trivial A
HY(G, A) =2 Homyz(IG/(IG)?, A) = Homz (G, A). O

Vamos a dar una interpretacion de H(G, A) para cualquier G-médulo A.

2.3. Derivaciones y producto semidirecto

Definicion 2.9. Sea A un G-médulo a la izquierda. Una aplicacion d: G — A se dice que

es una deriwacion de G en A o un homomorfismo cruzado si verifica
d(xy) = d(x) +zodly), =yeG

Si d es una derivacion, entonces d(1) = 0. Denotaremos por Der(G, A) al conjunto de

las derivaciones de G en A. El conjunto Der(G, A) con la operaciéon adicion
(d+d)(z) =d(z) +d(z), d,d €Der(G,A),z€qG

es un grupo abeliano. Se tiene un funtor Der(G, —) : Gr— Ab.
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Teorema 2.10. Sea A un G-mddulo. La aplicacion ® 4: Der(G, A) — Homg(IG, A), dada
por (Pa)(d)(x — 1) =d(x), para v € G, es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracion. Dada una derivacién d: G — A, el homomorfismo de grupos ®4(d) =
vq: IG — A definido por gg4(z — 1) = dz,z € G, es un homomorfismo de G-mo6dulos. En

efecto,

ea(y(x —1)) = pa((yzr — 1) = (y — 1)) = d(yz) —dy = dy + y o dz — dy = y o pg(x — 1).

Reciprocamente, dado un homomorfismo de G-moédulos ¢: IG — A, definimos la aplicacién

dy: G — A con dy(z) = p(x — 1). Veamos que d, es una derivacion:

do(zy) = p(ry =1) = p(a(y -1+ (z —1)) =zop(y—1) +p(r —1) = zody(y) + dy(z).

Es obvio que @ 4 es un homomorfismo de grupos abelianos y que la aplicacion que lleva ¢

a dy, es inversa de ® 4. O

Proposicion 2.11. Se tiene una equivalencia natural ® : Der(G, —) — Hom(IG, —), dada
por ®(M) = @yy.

Demostracién. Hay que probar que si f: A — B es un homomorfismo de G-mdédulos

entonces el cuadrado

Der(G, A) L Homg(IG, A)
Der(G, f)l lHomG(IG’: f)
Der(G, B) % Homg (IG, B)

es conmutativo. En efecto, sea d € Der(G, A). Se tiene
((®p o Der(G, f))(d))(z — 1) = (®5(fd))(z — 1) = (fd)(x) = f(d((x)),
Analogamente,
(Homg(IG, f) o @a)(z — 1) = (f @a(d))(z — 1) = f(Pa(d)(z — 1)) = f(d(2)).
Por tanto se tiene que ® 5 o Der(G, f) = Homg(IG, f) o ® 4. 0
Se dice que el ideal aumentacién IG representa el funtor Der(G, —).

Definicion 2.12. Sea a € A. Se dice que la aplicaciéon d,: G — A es una derivacidn

interior o homomorfismo cruzado principal si dy(x) = (x — 1) a, para cada z € G.
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Toda derivacion interior es una derivacion. Denotaremos por IDer(G, A) el conjunto de

derivaciones interiores de G en A. El conjunto IDer(G, A) es un subgrupo de Der(G, A).

Proposicion 2.13. Se tiene

Der(G, A)
Der(G, A)

I

HY(G,A)

Demostracion. El teorema [2.10] ahora nos permite dar una descripcion del primer gru-
po de cohomologfa en términos de derivaciones. Por (2.8.1), HY(G, A) es el cociente de
Homg(IG, A) por el subgrupo de homomorfismos ¢: IG — A de la forma p(x—1) = za—a
para algin a € A. La derivaciéon d,: G — A asociada a ¢ es una derivacion interior, es
decir

dp(2) = (x — 1)a

para algin a € A. Por tanto,

Der(G, A)
HY G A) = — "L
(G, 4) IDer(G, A)
O
Definicion 2.14. Sean i: N — F y p: F — G homomorfismos de grupos. Se dice que
1-NSEBG-1 (%)

es una sucesidn ezracta corta de grupos si i es una aplicacion inyectiva, kerp = i(N) y p
es una aplicacion suprayectiva. Se dice que la sucesion exacta corta (x) rompe o que (%)
es una sucesion ecracta corta rota, si existe un homomorfismo de grupos s: G — E tal que
pos=1.

Dado que (%) es una sucesion exacta corta, N es isomorfo a un subgrupo normal de E

~

y p induce un isomorfismo de grupos E/i(N) = G.

Definicion 2.15. Sea GG un grupo y A un G-modulo. Se llama producto semidirecto A x G

al conjunto A x G con la siguiente operacion multiplicacién:
(a,z).(d',2") = (a+zod,xa)

Con esta operacién el producto semidirecto A x G es un grupo. El elemento neutro es
(0,1) y (a,z) ' = (—z7toa,z7!). La aplicaciéon t: A — A x G, dada por t(a) = (a, 1), es
un homomorfismo de grupos inyectivo. La aplicacion 7: A x G — G, dada por 7(a,x) = x,
es un homomorfismo de grupos sobreyectivo. Se tiene la sucesion exacta corta rota de
grupos

0-+ASAxG DG -1, (%)
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La sucesion exacta corta (x%) rompe puesto que la aplicacion §: G — A x G, dada por
5(x) = (0,z), es un homomorfismo de grupos y mo § = 1. El G-mo6dulo A es un A x G-
médulo con la accién

(d,x)oa=mz0a, x€G, a,d €A,

es decir, con la accion via p. La aplicacion q: A x G — A, q(a,z) = a, es una derivacion.

En efecto,
q((a,z).(d,2")) =qla+xd,22")=a+xd = q(a,x) + (a,x) q(d, 7).

Proposicion 2.16. Sean G un grupo y A un G-mddulo. Para cada homomorfismo f: G' -G
de grupos y cada f-deriacion g: G' — A (es decir, d es una derivacion donde A se conside-
ra un G-mddulo con la accion xoa = f(x)oa), existe un inico homomorfismo h: G' — AxG

de grupos que hace conmutativo el siguiente diagrama

G/

2N

Ace——AxG —25@G

Reciprocamente, cada homomorfismo h: G' — A x G de grupos determina un homomorfis-

mo f=mh: G' — G de grupos y una f-deriacién qh: G' — A.

Demostracion. La aplicacion h estd definida por hax = (dz, fz),x € G, y es sencillo com-
probar que h es un homomorfismo.

O

Corolario 2.17. Existe una aplicacion biyectiva entre el conjunto de derivaciones de G

en A y el conjunto de homomorfismos de grupos f: G — A x G tales que po f = 14.

Demostracion. Basta tomar f = 1q. O

Teorema 2.18. Si F' es un grupo libre sobre el conjunto S, entonces el ideal aumentacion

IF es un ZF-mddulo libre sobre el conjunto S —1={s—1 | s € S}.

Demostracion. Veamos que cualquier aplicacion f del conjunto {s —1 | s € S} en un F-
modulo M puede extenderse de forma tnica a un homomorfismo de F-moédulos f': IF —
M. En primer lugar, observemos que la unicidad es clara, ya que {s — 1 | s € S} genera
IF como F-moédulo, por el lema [2.3] Como F es libre en S, existe un homomorfismo de
grupos f: ' — M x F tal que f(s) = (f(s — 1),s). Por el Corolario f se tiene una
derivacion d: F — M con d(s) = f(s — 1). Por la proposicion a d le corresponde un
homomorfismo de F-moédulos f': IF — M con f'(s —1) = f(s—1). O
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Corolario 2.19. Para todo grupo libre F' y todo G-mddulo A, se tiene

HYFzZ)~7, H'F,Z)=][[Z H"(F,A)=0 n>2
seS

Demostracion. Se tiene la siguiente resolucion de Z:
P. .- —0—-—0—IF—7ZF -7 —0

formada por F-modulos libres y H™(F, A) = H"(Homp (P, A)). Asi, H"(F, M) = 0, para
n>2y HY(F,Z) 2 Z. Como F es un grupo libre sobre S, F/[F, F] es un grupo abeliano
libre sobre S. Luego,

H'(F,Z) = Homg(F/[F, F),Z) = Homz (P Z,Z) = [ [ Homz(Z,Z2) = [[ 2. O
seS seS seS

2.4. La cohomologia de los grupos ciclicos

En esta seccion se calculan los grupos de cohomologia de un grupos ciclico finito Cy con
coeficientes en un Cj moédulo. Se prueba que la cohomologia de los grupos ciclicos finitos
es periddica.

Sea Cj, un grupo ciclico de orden k con generador 7.
Definicién 2.20. Se llama norma en ZCj, al elemento N =1+ 7+ 72 + ...+ 7F L.

Proposicion 2.21. El Cy-mddulo trivial Z tiene la siguiente resolucidn formada por Ci-

mddulos libres:
N T—1 N 7—1 €
oo — LCy, — LCy, — ZCy — ZCy — Z — 0, (2,21,1)
donde por N y 7 — 1 denotamos la multiplicacion por N y 7 — 1, respectivamente.
Demostracion. Dado que
N(r=1) = (147+.. A7 D (7-1) = 74724 4" b (At 4 ) = 7F -1 =0,

y €(T1 —1) = €(1) — 1 = 0, entonces C es un complejo de cadenas de ZCy-modulos libres

positivo. Veamos que la sucesion:
0 — IC, — ZC, N NZ 0

es exacta: Dado que N 7° = N, para todo i € N,

k—1
NO mut)=) m.NeNLZ
1=0 7
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Se tiene que IC} C ker N:
NO mu(r'=1)=> muN(Fr' —1)=> m.0=0.
Reciprocamente, si ), m. 7t € Ker N, entonces
N(ZmTz Ti) = ZmTi N =0.

Aplicando € se tiene
e(ZmTi N) = ZmTi k=0,

y entonces Y. m.: = 0, con lo cual >, m.7" € IG. Veamos que la sucesién
0— NZ — 2C), =3 10}, — 0,
es exacta. La aplicacion 7 — 1: ZCy, — IC), es sobre puesto que

Zmﬂ-(# —1) = Zmﬂ-(r D) 1) € (T 1)(ZCy).

Ademas, ker(t — 1) = N Z. En efecto,

(1t — 1)(2 myitt) =0 <= ZmTiTi+1 = ZmTz-Ti

= M1y =My =Mp2 = ... =Mri-1

y entonces
ZmTiTi:ZmlTi =m1 N € NZ.
i i

Teorema 2.22. Si A es un Cg-mdédulo y m > 1 entonces

{a€ A| zoa=a}, paran=0
H"(Cr,A) = {a€cA| Na=0}/(r—1) A, para n=2m — 1
{a € A| zoa=a}/NA, para n=2m
Demostracion. Aplicando el funtor Homg, (—, A) a la resolucion (2.21,1) de Z y teniendo
en cuenta que Homg, (ZCy, A) =2 A, se tiene el complejo

T—1 7—1
—

0 — Homg, (Z,A) — A 25 A3 4N 474 .

y calculando su cohomologia se tiene el resultado. O
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Corolario 2.23. Si G = {1}, entonces H"(G, A) = 0, para todo G-mddulo A y para todo
n > 0.

Demostracion. Es trivial. ]
Corolario 2.24. 51 A es un Cg-mddulo trivial y m > 1, entonces

A, paran=0
H"(Cx,A)=q{acA| ka=0}, paran=2m —1
A/k A, para n=2m

En particular,
H(Cy,2) =7, H™ '(Cy,Z)=0, H*™(Cy,Z)=Z/kZ.
Demostracion. Es trivial. O

Teorema 2.25. Si C = (1) es un grupo ciclico infinito y M un C-mddulo, se tiene

HY(C,A)={acA|ar=a},
HY(C,A) = AJA(T — 1)
H"(C,A) =0, para n > 2

Demostracion. Dado que C es un grupo libre con base {7}, por el lema IC es un
C-modulo libre sobre el conjunto {T — 1} y entonces la aplicaciéon h: ZC — IC, dada por

h(a) = (1 —1)a, para a € ZC es un isomorfismo de C-moédulos. Se tiene la resolucion
C-libre de Z

P —0-—72C" 3720 -7 —0.

y H"(C,A) = H"(Hom¢ (P, A)). El complejo Home (P, A) es isomorfo al complejo
P:0—AT3A—50—-.

Calculando sus grupos de cohomologia se obtiene el resultado. O

2.5. La resolucion estandar

En esta seccién se introduce la resoluciéon estandar o barra normalizada de Z y a partir
de ella se obtienen propiedades fundamentales de los grupos de cohomologia H"(G, A). Si

G es un grupo denotaremos po G* el conjunto G — {1}.
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Notacion 2.26. Denotaremos por By el G-mddulo libre con base el simbolo [ |. Asi,
By ~ ZG, Paran > 1, sea By, el G-mddulo libre con base (G*)", el producto cartesiano de

n copias de G*. Escribiremos

(T1,...,ap), stz #1,i=1,...n
[.%'1‘%2‘ ‘l’n] =
0, si existe i € {1,...,n} tal que z; = 1.

Proposicion 2.27. La sucesion
B:...— B, . —B B -7 —0

es una resolucion de Z donde la diferencial d,, es el homomorfismo de G-mddulos dado por

n—1

dn[z1|72] .- |2n] = 21 [2al 2n] Y (=1 1]@al - [wimis | - 2]+ (=1) w1 |2 Tp1]
i=1

para n > 1, siendo di[x1] = x1] | — [ ], y donde €: By — Z, dado por €] | = 1, es la

aumentacion.

Demostracion. Para probar la exactitud de B definimos una sucesion {s,} de homomor-

fismos de grupos abelianos que forman una contraccién de homotopia,
ZE)B()&)Bli)BQ—)...
es decir, tales que
€os_1=1idgz, diso+s—1e=1idg,, dnt15n + Sp—1dy, =1idg,, n > 1.

Obsérvese que {1} es una Z-base Z, {z] | | * € G} es una Z-base para ZG y {xo[z1|z2| ... |zx], |
xz; € G,i =1,...,n} es una Z base para B,,. Por tanto tenemos homorfismos de grupos

abelianos s_1: Z — Cy, sp: C,, — Cphy1 tales que
s—1(1) =[] so(@ol[]) = [wo], sn(@ol[z1]...|zn]) = [wolza]. .. |za], n =1
Veamos que {s,} es una contraccion de homotopia:
e(s—)()=€([]) =1, (diso+s—1e)(o[ ]) =ao[ | =[]+ []=mo[ ]

Sin > 0, tenemos

dn+18n($0[$1| . ]a:n]) :dn+1[x0]w1| N ]a;n]
n—1 .
= molza|. . |zn] + Y (1) ol Jwilwial - |z,
i=0

+ (=) zo] ... |2p_1]
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Sp—1dp(zo[x1| ... |20]) =Sn—1(z0 dp]21] - .. |2N)])
= sp—1(xo z1[x2| . .. |Tp]) +Z )'sn—1(zo[z1] ... |TilTita]. - - |70])
=1
+ (=1)"sn—1(wo[z1] . . - [zn-1])
n—1 ‘
= [wom|zal .. |zn) + Y (=1 [wolaa] ... s wiga] .. 2]
i=1
+ (—1)n[l‘o|l‘1| e ‘.%nfl].
y entonces dp418n(xo[z1] ... |Tn] + sn_1dn(zolz1] - .. |20]) = zo[z1|. . . 28]

Veamos que B es un complejo de cadenas, es decir que ed; = 0 y que dy, dp4+1 = 0.Dado
que Bj es un G-modulo libre sobre G es suficiente probar que (e dy)[z] = 0, lo cual es cierto,

puesto que

edifz] =€e(x[]—[]) =21—-1=0

Dado que s,(B,) para n > 0 contiene el conjunto de generadores
{lxo] ... |zn] | i € G,i=0,...,n},

es suficiente probar que d,, dy,+1 s, = 0. Razonando por induccién sobre n, podemos suponer

que d,—1d, = 0. Se tiene
dn dn+1 Sp = dn(l — Sp—1 dn) = dn - (1 — Sp—1 dn—l)dn = Sn—1 dn—l dn =0. O

Definicion 2.28. La resolucion B de Z de la proposiciéon se llama resolucion estdndar

o resolucidon barra normalizada de 7Z.

Proposicion 2.29. Seq A un G-mddulo y sea B la resolucidn estdndar normalizada de Z,

y consideremos el complejo de grupos abelianos
d3 dy
Homg(B, A): 0 — Homg(Bo, A) —= Homg (B, A) — ...
La diferencial d* de este complejo, al restringirnos a la base {[x1|...|x,] | z; € G*} de

B,, como G-mddulo, estd dada por

n

& (Pl .. o] =210 floa| . Jwn] + > (1) flaa] .. |ziziga] . 0]
=1

+(—1)”+1f[a;1| ve |.CCn_1]

para todo f € Homg (B, A).
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Demostracion.

d;;(f)[l‘l,,l‘n] f[-rl 332| |1‘n Z $1| |.Z‘Z'.Z‘Z'+1‘ ...|l‘n+1}

=1

+(=1)" - fza]) )

=xq 0 flxg|... |z, + Z Sl - |mimiga] - |20
=1
)] )
]

Sea A un G-modulo, denotaremos por C(G, A) el grupo abeliano A y por n > 0 por
C"(G, A) para n > 0 el conjunto

C"(G,A) ={f:Gx .". xG— A | f(x1,...,z) = 0,si algun x; = 1}.

Proposicion 2.30. El conjunto C™(G, A) es un grupo abeliano con la operacion adicion
usual, es decir si f, f' € C"(G,A) yn >0,

(f+f,)(xl,---,$n) :f(xlv"')xn)+f/($17"')xn)v (ifl,...,{En) EGX oXG.

La aplicacion §": C™(G, A) — C"1(G, A), dada por

5n(f)(£61, $n+1) —l‘lof xX9,...,Z +Z :1:1,...7xi71,$ixi+1,...,xn+l)
+(_1)n+1f(xl’ s 7‘TTL71)~
paran >0y §°(a)(z1) = x1 0a — a, es un homomorfismo de grupos abelianos.
Demostracion. La demostracion es elemental. O

Obsérvese que para n = 1, tenemos

§'(f) (1, m2) = 21 0 f(22) — fla122) + f (1),

y para n = 2 tenemos

52 (f) (w1, 2, 23) = 21 0 f(22,23) — (2122, T3) + f(21, 22 73) — f(21,22).

Veamos que
0
C*(G,A): 0 CYG, A) 2 cl@, 4) 2

es un complejo de grupos abelianos.
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Notacién 2.31. Denotaremos por Z™(G, A) = ker 6" y por D"(G, A) = " H(C"(G, A)).
los conguntos Z™(G,A) y D™(G, A) son subgrupos de C"(G, A).

Proposicion 2.32. Sea A un G-mddulo a la izquierda. Se tienen isomorfismos de grupos

abelianos

U,: C"(G,A) — Homg(B,,A), n >0,

que hacen conmutativo el siguiente cuadrado

U, _
C" (G, A) —— Homg(Bn_1, A)

5”1l ld:

"G, A) —" 5 Home(By, A)

Demostracion. Puesto que B, es el G-mddulo libre sobre el conjunto
{(z1,.. .y, 2n) | z; €G*i=1,...,n}

para cada f € C™(G, A), existe un tnico ¥, (f) € Homg(B),, A) que extiende a f‘(G* es

)TL’

decir tal que el tridngulo

G*xQ...G*%Bn

f<\ me

A

es conmutativo. Reciprocamente, dado g € Homg(B,, A) se tiene una aplicacion f €
C™(G, A) poniendo

gi(x1, ..., xy), si(z1,...,2,) € (G*)"
flxy,. ... zp) =

0, sialgnz; =1

Claramente W, es una aplicaciéon biyectiva y se comprueba facilmente que ¥, es un

isomorfismo de grupos y que el cuadrado es conmutativo. O
Corolario 2.33. Se tiene que
* 0 50 1 6t
C*(G,A): 0= C"(G,A) — C(G,A) — ...

es un complejo de grupos abelianos.
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Demostracion. Se tiene
Uy 6" =di 0, 0" = d d T, =0 = "6 = 0.
O

Corolario 2.34. Sea G un grupo y A un G-mddulo. El isomorfismo de complejos U* =

(¥r)n>0 induce un isomorfismo de grupos abelianos
H"(¢*): H"(C*(G,A)) - H"(G,A), n>0.
Demostracion. Se tiene que
H"(G,A) = H"(Homg(B, A)).

El resultado se sigue de que H™(—) es un funtor, ¥* es un isomorfimo y los funtores llevan

isomorfismos a isomorfismos. O

Teorema 2.35. Si G es un grupo finito y A es un G-mddulo, entonces todo elemento de

H™(G, A), para n > 0, tiene orden finito que es un divisor del orden de G.

Demostracion. Sea f € C™(G, A) y pongamos
w(xy, .., Tpo1) = Z flxy,.. . xp_1,).
zelG

Se tiene que u € C"1(G, A). Si sumamos las formulas de la proposicion m para 6" (f)

y para todo x € G, se tiene

n—1
Z () (x1,. .., Tn, 1) =x1 0u(T0, ..., Tp) + Z(—l)lu(xl, e T, T Tig 1y - e Ty)
zeG i=1

+(=D)"u(z1, ..., zp1) + (=D)"G|f (21, ..., zn)
=5""Yw) (1, ..., 20) + (=) HG|f(x1, ..., 2p)

puesto que
Z flxr,. o xp—1, xpx) = u(®1, ..y Tpo1),
el
Si 6,(f) = 0 entonces
|G| f(x1,... 2n) = £ (u)(z1,...,2,) € D"(G, A).
Por tanto, si f € Z"(G, A) entonces |G|f = £6" 1 (u) € B"(G, A). Asi,
|G| Z" (G, A) C B"(G,A).

y |G| H"(G, A) = 0, lo que demuestra el teorema. O
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Corolario 2.36. Sea G un grupo finito y A un G-mddulo finito y tal que m.c.d.(|G|, |4|) = 1.
Se tiene que H"(G,A) =0, para todo n > 0.

Demostracion. Se tiene que |A| f = 0, para todo f € C™(G, A) y entonces |A| H"(G, A
para todo n > 0. Por el teorema |G| H"(G, A) = 0. Dado que m.c.d.(|G|,|A]) =
existen 7, s € Z tales que 7 |G| + s|A| = 1. Se tiene:

)
L,
H™G, A) = r |G| H"(G, A) + s |A| H"(G, A) = 0.

2.6. H*(G,M)y Extensiones

En esta seccién vamos a dar la interpretacion clésica de H?(G, A) en términos de
extensiones de G por A.
Sea 0 - A = E 2 G — 0 una sucesion exacta corta de grupos con A abeliano. Deno-

taremos la operacion de los grupos A y E como la adicion y la de G como la multiplicacién.

Lema 2.37. Sea 0 = A % E B G — 1 una sucesion evacta corta de grupos con A
abeliano. Sea s: G — E una seccion de p, es decir una aplicacion tal que pos = 1qg. Se

tiene que s induce una estructura de G-mddulo en A con la accion
i(xoa)=s(x)+ila)—s(z), x€G,ac A

Demostracion. La aplicacion p: G — Aut(A), dada por i(u(z)(a)) = s(z) +i(a) — s(x) es
un homomorfismo de grupos. En efecto, si denotamos pu(z)(a) por z o a, entonces i((xy) o
ia) = s(zy) +i(a) — s(xy). Dado que p(s(zy) — s(y) — s(z) = 0, existe b € A tal que
s(zy) = s(x) + s(y) + i(b). Asi, por ser i(A) un grupo abeliano
i((zy)oa) =s(xy) +ila) = s(xy) = s(x) + s(y) + +i(b) +i(a) —i(b) — s(y) — s(x)
=s(2) +s(y) +i(a) — s(y) — s(z) = s(z) +i(y 0 a) — s(x) = i(xo(yoa))

Observacion 2.38. Si s’ : G — E es otra secciéon de p, entonces la accién inducida por s’
coincide con la accién inducida por s. En efecto, dado que p(s(x)) = p(s'(z)) = 1, existe
a' € Atal que s(z) = s'(x)+i(a’). Asi, s(z)+i(a)—s(x) = §'(x)+i(ad')+i(a)+i(a)—5'(z) =
s'(x) +i(a) — s(2).

Definicion 2.39. Una extension de un grupo G por un G-mddulo A es una sucesion exacta

corta de grupos 0 — A % E B G — 1 donde la estructura de G-médulo de A coincide

con la inducida por una seccién de p, es decir

i(xoa)=s(x)+ila) —s(z), z€G, acA
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siendo s: G — FE una seccion cualquiera de p.
Se dice que las extensiones 0 - A > F 5 G —51y0— A5 E % G —1son

equivalentes si existe un homomorfismo de grupos h: E — E’ tal que el diagrama

0 A E G 1
lh
0 A E G 1

es conmutativo. Razonando como en el lema de los tres f, se prueba que h es un isomor-
fismo. Denotaremos por M(G, A) el conjunto de clases de equivalencia de extensiones de

G por Ay la clase que contiene a la extension 0 — A LELGo1 por [E].

Ejemplo 2.40. Si G es un grupo y A es un G-modulo, la sucesiéon exacta corta
0-ASAxGSG—1,

donde A x G es el producto semidirecto de A por G es una extension de G por A. En

efecto, sea s: G — A x G la seccion de 7 dada por s(z) = (0,z). Se tiene
s(z)i(a) s(x)™t = (0,2) - (a,1)- (0,27') = (x0a,1) =i(zoa).

Proposicién 2.41. Si la extension 0 — A 5 E e rompe, es decir , si existe un

homomorfismo de grupos s: G — E tal que ps = 1, entonces es equivalente a la extension
0ASAxG DG —1.

Demostracion. La aplicacion f: E — A x G dada por f(e) = (i"1(e — sp(e)),p(e)) es un

homomorfismo de grupos que hace conmutativo el diagrama

0 A—"p—" sq 1
J/f
0 A AxG——@G 1

O

Definicion 2.42. Sea G un grupo y A un G-moédulo. Se dice que f: G x G — A es un

factor set de G x G en A si verifica

xOf(y,z)—i—f(x,yz) :f(xay)+f($y>z)> f($71) :f(]-?y) =u

para todo x,y,z € G.
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El conjunto de todos los factor sets de G x G en A es el grupo abeliano Z2(G, A) de
2311

Ejemplo 2.43. Dada una aplicacion g: G — A verificando que g(1) = 0, la aplicacion
dy: G x G — A dada por

dg(w,y) =z 0g(y) — g(zy) + g(x), Vz,y€q,

es un factor set. Se tiene que {d, | g: G — A} = D?(G, A) es el grupo abeliano de
D*(G,A) C Z*(G, A).

Definicién 2.44. Sea E la extension 0 » A 5 E 5 G — 1 de G por A. Sea s: G - E
una seccion de p tal que s(1) = 0. Se llama factor set de E asociado a s, a la aplicacion
fs: G x G — A dada por:

i(fs(,y)) = s(x) + s(y) — s(zy), Yo,y ed.
Lema 2.45. Se tiene que fs € Z(G, A).

Demostracion. Se tiene que i(fs(x,y)) = s(z) + s(y) — s(zy). Dado que

(s(z) +5(y) + s(z) =i(fs(z,y)) + s(zy) + s(z) = i(fs(z,y) + fs(zy, 2)) + s(zyz2)
s(z) + (s(y) + s(2)) =s(@) +i(fs(y, 2)) + s(yz) = i(z o fs(y, 2)) + s(x) + s(y2)
=i(z o fs(y, 2) + fs(z,y2)) + s(2yz),
por la asociatividad en E se tiene
zo fs(y, 2) + fs(z,y2) = fs(z,y) + [s(zy, 2).
Ademas,
folw,1) = s(@) +5(1) — s(@) =0, f(1,) = s(1) + s(y) — s(y) = 0.
O

Proposicion 2.46. Sean s y s’ secciones de p tales que s(1) = s'(1) =0 y sea g: G — A
la aplicacion dada por i(g(x)) = s'(x) — s(x). Se tiene que dg = fy — fs.

Demostracion. Se tiene

s'(x) + 8'(y) =i(g(x)) + s(z) +i(g(y)) + s(y) = i(g(z) + z 0 g(y)) + s(z) + s(y)
=i(g(z) + zog(y) + fs(z,y)) + s(zy)
=i(g(x) +x o g(y) + fs(z,y) — g(xy)) + &' (zy)
=i(g(z) +x o g(y) — g(zy) + fs(x,y)) + &' (2, y)
=i(dg(z,y) + fs(z,y)) + ' (2,y).
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y entonces

i(fo(z,y) = 8'(x) +5'(y) — &' (xy) = i(dg)(x,y) + fs(z,9)), Vr,yed.

con lo cual

fs/(x,y)ng(:v,y)+fs(fv,y), Vl‘,yGG. O

Definicién 2.47. Sea F la extension 0 = A 5 E 5 G = 1de G por A se llama factor

set de E a cualquier factor set de E asociado a una secciéon s de p tal que s(1) = 0.

Lema 2.48. Sea 0 — A % E % G = 1 una estension de G por A. La adicion en E estd

dada por un factor set y por la accion de G en A.

Demostracion. Sea s una seccion de p y e € E. Dado que p(e — sp(e)) = 0 entonces existe

un unico a. € A tal que e =i(a.) + sp(e). Se tiene

e+ € =i(ae) + sp(e) + i(ae) + sp(€') = i(ae) +i(p(e) o ae) + sp(e) + sp(e’)
=i(ac +p(e) o aer) + fs(p(e),p(e')) + s(p(e) p(e’)). O

Lema 2.49. Sea G un conjunto no vacio con una operacion x: G x G — G asociativa y

que verifica
(1) Eziste un elemento 1 € G tal que 1 x x = x, para todo = € G.
(2) Para cada x € G existe un elemento y € G tal que y x x = 1.
Prueba que G con la operacion - es un grupo.

Demostracion. Sea x e y tales que x+y = 1. Veamos que y*x = 1. Sea z tal que zxx = 1.
Se tiene

zxl=z(xx*xy)=(z*xx)xy=1xy=y,

y entonces

l=zxzx=zx(1xx)=(2*x1)xz=y- .

Veamos que 1 es el elemento neutro, es decir que x * 1 = = para todo = € GG. Sea y tal que

y*x =1=xxy. Se tiene
zxl=xx(y*xz)=(x-y)xrx=1xx=uzx. O
Teorema 2.50. La aplicacion
A: M(G,A) — Z*(G,A)/DYG, A)

dada por A(E) = [f], siendo f un factor set asociado a E, es biyectiva.
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Demostracion. La correspondencia A estd bien definida, puesto que extensiones equivalen-

tes tienen un mismo factor set. En efecto,

0 A—"sp-"oq 1
Jh
0 A—sp-—L g 1

Si s es una seccion de p tal que s(1) = 0, entonces hs es una seccion de p’ y se tiene

i (fns(2,9)) = hs(x) +hs(y) —hs(zy) = h(s(x) +s(y) —s(zy)) = hifs(z,y)) = i'(fs(x,y)).

La extension 0 - 4 5 AxG 5 G — 1, tiene la aplicacién cero 0: G x G — A,
0(z,y) = 0, como uno de sus factor sets; en efecto, si consideramos la seccién s de p dada

por s(x) = (0,z), entonces

i(fs(z,y) = s(x)+s(y) —s(zy) = (0,2) +(0,y) — (0,2y) = (0, zy) — (0,2y) = (0,0) = i(0).

Veamos que A es inyectiva:

SeanO—)A@E&G—)lyO—)A—%E’iG—)lextensionesconfactorsetsfy
f', respectivamente y tales que [f] = [f'], es decir existe g € B(G, A) tal que f = f' +d,.
Sea s una seccion de p tal que s(1) =0, f = fs y s’ una seccion de p’ tal que s'(1) = 0,
' = fs. Se tiene

s(x) +s(y) = i(f(x,y) +s(zy), ' () +5'(y) =i(f'(2,y)) + 5 (zy)
Por el lema[2.48|si e, ¢’ € E,
e+e =i(ac+ple) oae + f(ple),p(e)) + s(p(e) p(e')).

La aplicacion h: E — E' dada por h(e) = i'(ae + gp(e)) + s'p(e) es un homomorfismo de

grupos y hace conmutativo el diagrama

7 p

0 A E G 1

~
hS]

En efecto,

hi(a) =i (a)+s'(pi(a)) = i'(a)+5'(1) = i'(a), p'h(e) = p'(act+gp(e))+5'p(e)) = p's'p(e) = p(e).
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Veamos que h es un homomorfismo de grupos. Se tiene

h(e+¢€') =h(i(ac + p(e) o ae + f(p(e), p(e)) + sple + €'))
=i'(ac + ple) 0 ae + f(p(e), p(€)) + g(ple + €') + 5 ple +€).

h(e) + h(e') =i'(ac + gp(e)) + s'p(e) + i'(acr + gp(€’)) + s'p(€’)
=i'(ac + gp(e) +ple) o (aer + gp(€') + f'(p(e), ple)) + s'(p(e) p(e))
=i'(ac +p(e) o acr + gp(e) +p(e) o gp(e’) + f'(p(e), p(e’)) + ' (p(e) p(e)),

y dado que f = f’ +d,, entonces h(e,€') = h(e) + h(e).
La aplicacion A es sobreyectiva. En efecto, sea f € Z(G, A). Consideremos en A x G

la siguiente operacion:

(a,2) % (b,y) = (a+zob+ f(z,y), zy).
Veamos que con esta operacion A x G es un grupo. La operacion * es asociativa:

(a+zob+ f(z,y),2y)) * (c, 2)
at+xob+ f(z,y) +zyoc+ f(ay, z), zyz)

((a,2) * (b,y)) * (¢, 2)

a,x)* ((b+yoc+ f(y,2),y2))

=(
(
(a+zob+axzyoc+zo f(y,2)+ f(x,yz2),zyz)
(
(@, ) * ((b,y) * (¢, 2)).

El elemento neutro por la izquierda es (0,1):

(0,1) * (a,z) =(1oa+ f(1,z),2) = (a,z), Yzxedq.

-1

El inverso de (a,z) por la izquierda es (—f(z~!,2) —2 L oa, 271). En efecto,

(—f(x™ ) zloa,z7!) % (a,x)
=(—fz ha)—ztoa+azoa+ fla™tz),1) = (0,1).

Por el lema [2.49) A x G es un grupo con la operacion *. El elemento (0,1) es el elemento
neutro de A x Gy (—f(z7 1, 2) —2 L oa,z7!) es el inverso de (a,x).
La sucesion de grupos 0 —» A - Ax G 5 G — 1, donde i(a) = (a,1) y p(a,z) = z, es

una sucesiéon exacta. En efecto, poi =0y si (a,x) € kerp, entonces z = 1 y se tiene

(a,1) =i(a) € im1.
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Para probar que es una extension de G por A hay que ver que la estructura de G-modulo
de A coincide con la dada por una seccion s de p. Sea s la seccion de p dada por s(x)=(0,x).

Se tiene

(0,2) 4+ (a,1) — (0,z) =(zoa+ f(x,1), ) — (0,2) = (xoa, x) — (0,x)

zoa—zo f(z7hx)+ flz,z™h), 1)

puesto que
—zo f(z7hz) + f(z,27!) =0

por ser f un factor set. Falta comprobar que un factor set inducido por esta extension es

f- En efecto, consideremos la seccion s de p dada por s(z) = (0, x). Se tiene:

s(z) + s(y) — s(zy) =
=(f(z,y),2y) + (= f((=y) " 2y), (zy) )
(f(z,y) — (Iy) o f((zy) ™" ay) + flay, (zy) ™', 1)

La aplicacion biyectiva A induce una estructura de grupo en M (G, A); el elemento
neutro es la clase de la extension 0 - A 5 Ax G 5 G — 1. Con esta estructura de grupo

en M(G,A), A es un isomorfismo de grupos.
Corolario 2.51. Se tiene el isomorfismo de grupos
A Hy(T*): M(G, A) — H*(G, A).

Demostracion. Se sigue del teorema y del corolario [2.34] O

2.7. Teorema de Schur-Zassenhaus
Si G es un grupo finito, denotaremos por |G| el orden del grupo G.

Lema 2.52. Sea G un grupo finito de orden n y A un grupo abeliano de orden m. Si

m.c.d.(m,n) = 1, entonces toda sucesion exacta de grupos 0 — A LERG=0 rompe.

Demostracion. Si consideremos en A la estructura de G-médulo dada por una seccion s
de p, entonces 0 = A - E 2 G — 0 es una extension de G por A. Por el corolario
2.36] H?(G,A) = 0, y por el corolario toda extension de G por A es equivalente
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ala extension 0 - A 5 Ax G 5 G — G — 1. Se tiene un isomorfismo de grupos

h: A x G = E que hace conmutativo el diagrama

0 A—" 5 AxG ——@G 1
lh
0 A—sp—Lt sq 1

La extension 0 = A 5 E X G =0 rompe, puesto que homomorfismo h§: G — E es una
seccion de p, siendo §: G - A x G, 5(x) = (0,x). O

Si H es un grupo, denotaremos por Aut(H) el grupo de automorfismos de H con la
operacién composicion.

Definicion 2.53. Sean G y H dos grupos y 0: G — Aut(H) un homomorfismo de grupos.
Denotemos por x on el elemento o(x)(n), n € H. Se llama producto semidirecto de H por

G al conjunto producto cartesiano H X G con la siguiente operacion:
(n1,z1) (n2,x2) = (n1 (x1 0o ng),z1x2), Vni,ne € H, Yai,x9 € G.
Denotaremos el conjunto H x G con esta operaciéon por H x, G.

Con esta definicion, H x, G es un grupo. El elemento neutro es el par (1,1) y el inverso

de (n,z) es (z 1 on~1 271). Se tiene la sucesién exacta corta rota de grupos

1-HS5Hx,G5G—1

donde ¢(n) = (n,1) y m(n,x) = x. La aplicacion §: G — H x, G, §(z) = (1,z) es un
homomorfismo de grupos y verifica que mo 5§ = 1.
Proposicion 2.54. Sil1 - H S E B G 1 esuna sucesion evacta corta rota de grupos

y s: G = E es un homomorfismo de grupos tal que ps = idg, entonces los grupos E y

H x5, G son isomorfos, siendo o: G — Aut(H) el homomorfismo de grupos dado por
i(o(z)(n)) = s(z)i(n)s(z™Y), 2 € G, n € H.

Demostracion. La aplicacién f: E — H x, G dada por f(e) = (i 1(esp(e™1)), p(e)) es un
homorfismo de grupos. En efecto,

(i (ersp(er ), pler)) (i (e2 sp(es ), ple2))

(i (e spler)) per o (i~ (e2 sp(e3 1)), pler) ple2))

(i erspler )i (sp(er) ez sp(ey ') spler ), pler) plea))

i Hereasp((eren) ™!, pleres)) = fleren)
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Ademas, f es un isomorfismo de grupos. Su inverso es el homomorfismo g: H x, G — F
dado por g(h,x) =i(h) s(x). O

Teorema 2.55. (Teorema de Schur-Zassenhaus) Si H es un grupo de orden m y G es
un grupo de orden n y m.c.d.(m,n) = 1, entonces toda sucesion exacta corta de grupos
1-HLYERG 1 rompe; equivalentemente, si H es un subgrupo normal de un grupo
finito E y m.c.d.(|[H|,|E/H|) =1, entonces el grupo E es isomorfo al producto semidirecto
de H por E/H.

Demostracion. Vamos a probar que si 1 - H 5 BB G > 1 es una sucesion exacta de
grupos, entonces rompe, es decir, existe un homomorfismo de grupos s: G — E tal que
sop=lg.

Probar que la sucesiéon exacta corta 1 — H = E 5Ha s rompe, es equivalente

a probar que F contiene un subgrupo de orden n. En efecto, si s: G — E es un homo-
morfismo de grupos tal que po s = 1g, entonces s(G) es un subgrupo de E de orden n.
Reciprocamente, si W es un subgrupo de £ de orden ny j: W — E es la inclusién, la apli-
cacion pj: W — G es un homomorfismo inyectivo. En efecto, dado que j(ker(pj)) C i(H),
| ker(pj)| divide a n y a m y como m.c.d.(n,m) = 1, se tiene que ker(pj) = {1}. Ademas,
pj es un isomorfismo, puesto que el orden de W es igual al orden de G. El homomorfismo
de grupos s = j (pj)~': G — E verifica que ps = 1¢.

Si H es abeliano, entonces por el lema , laextension 1 —» H 5 EBH G 1 rompe.

Si H no es abeliano, razonaremos por induccion sobre el orden m de H. Sea p un primo
que divide a m y sea P un p-subgrupo de Sylow de ¥ y N el normalizador de P en E, es
decir

N={zcE|lzPa"'= P}

Se tiene que (E : N) es el namero subgrupos p-Sylow de E. Veamos que todos los p-
subgrupos de Sylow de E estan contenidos en H. En efecto, si P’ es un p-Sylow de H,
entonces P’ es un p-Sylow de E, puesto que el orden de E es mn y m.c.d.(n,m) = 1. Dado
que todos los p-Sylows de E son conjugados, todo p-Sylow P” de E es de la forma xP'z~!

para algin z € E y entonces

p(P") = p(z) p(P') p(z~ ") = {1}.

con lo cual P C H.
El normalizador de P en H es H N N y el ntmero de p-subgrupos de Sylow de H es
(H: HNN)=(FE:N). Dado que

(E:H)(H:HNN)=(E:N)(N:HNN),
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se tiene que n = (E : H) = (N : HN N). Claramente, P es un subgrupo normal de N y
dado que H es un subgrupo normal de F, se tiene que H N N es un subgrupo normal de

N. Consideremos la sucesion exacta corta de grupos
l1—(HNN)/P— N/P—- N/(HNN) — 1.

El orden del grupo (H N N)/P divide a m. Como n = |N/(H N N)|, por hipotesis de
induccion, N/P contiene un subgrupo 7'/P de orden n, donde T' es un subgrupo de N y
P es un subgrupo normal de T

Sea C' el centro de P, es decir C = {z € P | xy = yz,Vy € P}. Se tiene que C es un
subgrupo normal de T. En efecto, veamos que tct™' € C paratodot € T. Seax € Py

c € C. Dado que P es un subgrupo normal de T, xt = tz’ para algtin 2’ € P y se tiene
ztet ™t =ta' et =teadt T =tet .
Consideremos la sucesién exacta corta de grupos
l1—P/C—T/C—T/P—1.

Por ser P un p-grupo, C' # {1} y entonces |P/C| < |P|. El grupo P/C es un p-grupo
y p no es un divisor de n = |T'/P|. Por hipotesis de induccion existe un subgrupo K/C
de T/C, |K/C| = n, donde K es un subgrupo de 7'y C es un subgrupo normal de K.

Consideremos la extensiéon de grupos
0—C—K—K/C—1,

donde |K/C| = n. Dado que C' es un grupo abeliano, por el lema [2.52] existe un subgrupo

L de K de orden n. Se tiene la cadena de subgrupos
LCKCTCNCE.

Luego, L es un subgrupo de E de orden n. 0

2.8. Mobdulos coinducidos.

Sabemos que H"(G, A) = 0, paran > 1, cuando A es un G-modulo inyectivo. Otra clase

de G-moédulos para los cuales la cohomologia es cero es la clase de los mddulos coinducidos.

Definicion 2.56. Un R-moédulo a la izquierda M se dice que es coinducido si existe un
grupo abeliano A tal que M =~ Homy(ZG, A).
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Observacion 2.57. El grupo abeliano Homy(ZG, A) es un G-modulo a la izquierda con la
accion (yo f)(z) = f(zy), paray € G, f € Homz(ZG, A).

Proposicion 2.58. Todo R-mddulo a la derecha es isomorfo a un submddulo de un mddulo

coinducido.

Demostracion. Sea A un ZG-moédulo a la izquierda y Ag el grupo abeliano de A. La
aplicacion ¢: A — Homy(ZG, Ay), dada por ¥(a)(z) = x a, es un homomorfismo inyectivo
de R-moédulos. O

Proposicion 2.59. Si M es un G-mddulo coinducido, entonces H"(G,M) = 0, para
n > 0.

Demostracion. Sea M = Homy(ZG, A), con A un grupo abeliano. Se tiene
H"(G,M) = H"(Homg(P,Homz(ZG, A)).
donde P es una resoluciéon proyectiva de Z. Se tiene una equivalencia natural
¢: Homg(—,Homz(ZG, A)) — Homy(—, A).
En efecto, para todo G-m6dulo N se tiene el isomorfismo de grupos abelianos
on: Homg(N,Homy(ZG, A)) — Homgz(N, A),

donde ((pn(f))(n)) = f(n)(1), para f € Homg(N,Homy(ZG, A)), n € N. Su inverso

en esta dado por ((pn'(9) (M) (X e ma®) = (3 cc Mazn), para g € Homg (N, A),
YoweaMex € ZG, n € N. Si h: N' = N es un homomorfismo de G-md6dulos se tiene el

siguiente cuadrado conmutativo de grupos abelianos

Homg (N, Homz(ZG, A)) L Homyz (N, A)

h*l l,ﬁ

PN’

Homg(N', Homz(ZG, A)) —— Homgz(N', A)

Por tanto,
H"(G,M) = H"(Homg(P,Homz(ZG, A))) = H"(Homg(P, A)) = Exty(Z,A) =0. O

Lema 2.60. Sea A; y Ay G-mddulos a la izquierda. Se tiene que Homy(Aj, A2) es un

G-mddulo a la izquierda con la accidn, que llamaremos accion diagonal, siguiente

(xof)a)=zo f(xloa), z€G,a € A.
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Lema 2.61. Sea A un G-mddulo a la izquierda. El G-mddulo Homy(ZG, A) con la accion

diagonal es un G-mddulo coinducido.

Demostracion. La aplicacion ¢: Homgz(ZG, A) — Homy(ZG, Ap), dada por ¢(f)(x) =
r71(f(x)), para f € Homg(ZG, M), x € G, es un isomorfismo de G-médulos. O]

Teorema 2.62. (Teorema de reduccion.) Sea G un grupo y A un G-mddulo. Se tiene
H"(G, A) = H" Y(G,Homz(IG, A)), n>2.
donde Homz(IG, A) es un G-mddulo por accion diagonal.
Demostracion. Consideremos la sucesion exacta corta de G-mdbdulos
0 — Homgz(Z, A) — Homy(ZG, A) — Homz(IG, A) — 0

Se tiene que Homy(Z, A) = Ay por el lema [2.61}, Homz(ZG, A) es un modulo coinducido.
Aplicando a esta sucesion exacta de G-moédulos la proposici()nm (5) y teniendo en cuenta
la proposicion [2.59] se tiene el resultado. O
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