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Resumen

En esta memoria se aborda en un primer momento una serie de propiedades de la represen-
tacion de los niimeros en su forma de fracciéon continua de una manera general, para luego ver
la representacion de las Irracionalidades Cuadraticas que se usaran en la siguiente seccién, esta
representacion de las Irracionalidades Cuadraticas fue utilizada, gracias a su increible forma que
se ve a lo largo de esta seccién, para demostrar la irracionalidad de, por ejemplo, el numero e y
de 7 . En cuanto a la segunda seccién, la cual es el centro de este trabajo, aborda la Ecuaciéon de
Pell, un caso especial de representacién por formas cuadraticas binarias, y su resolucion efectiva,
todo gracias al célebre teorema de las unidades de Dirichlet, haciendo uso de esta estructura
de las unidades de los cuerpos cuadraticos reales y el algoritmo de las fracciones continuas para
Irracionalidades Cuadraticas que antes ya hemos introducido, usando que la Ecuacién de Pell
involucra una Irracionalidad Cuadratica. En el ultimo apartado de esta segunda secciéon se abor-
dara una pequena generalizaciéon a formas binarias introduciendo la Clase de Pell y su posible

resolucién utilizando propiedades antes mencionadas de la Ecuacién de Pell.

Abstract

In this statement it will deal in first place a series of properties of the representation of
numbers in their expresion in continued fraction in a general way, to see then the representation
of the Quadratic Irrationalities thath we will use them in the next section, this representation of
the Quadratic Irrationalities was used, thanks of their great properties that is exposed throughout
this first section, to see the irrationalitie of, for example, e and 7. As regard of the second section,
which is the central section in this assignment, present the Pell’s Ecuation, a special kind of the
representation of numbers by binaries quadratic form, and its efective resolution, all of this thanks
to the celebrated Dirichlet’s unities Theorem, making use of the structure of the real quadratic

field’s unities and the algorithm of the continued fraction for Quadratic Irrationalities that we
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introduced, using that Pell’s Ecuation involve a Quadratic Irrationalitie. Lastly in the final part
of this section we present a generalization of binay forms intoducing the Pell’s Class and its

possible resolution using the properties of Pell’s ecuation.



Introduccion

En esta memoria se pretende abordar una de las aplicaciones del célebre teorema de las uni-
dades de Dirichlet, de un cuerpo global(nimeros algebraicos y funciones algebraicas). Realmente
aqui vamos a considerar un caso muy particular: La estructura de las unidades de un cuerpo
cuadratico real. Para una demostraciéon moderna de aquel teorema de Dirichlet recomendamos
al lector a [4], [6] y [8]. Como se puede apreciar en estas referencias este teorema esté fuera de
una materia de grado, y en aplicaciones importantes estan en la llamada Teorfa de Cuerpos de
Clases (TCC).

La aplicaciéon antes mencionada es la llamada ecuacién de Pell-Fermat, cuya discusiéon y
resolucién efectiva involucran a la estructura de las unidades de los cuerpos cuadréticos reales y

al algoritmo de las fracciones continuas.

La ecuacion de Pell es un caso muy especial de representacion pr formas cuadraticas binarias.
Esta representacién da lugar a na teorfa avanzada dentro de la Teoria de Numeros: el teorema
del genero, cuyo teorema de existencia es esencialmente equivalente a otro célebre de Dirichlet,

el de densidad de nliimeros primos den progresiones aritméticas.

La expresién en fracciones continuas de los nimeros reales estd relacionada con problemas
importantes en Teorfa de Ntumeros. En 1737 Euler las utilizé para probar la irracionabilidad de
e, y mas adelante Lambert para probar la de 7w (Conjetura de la Grecia helénica resuelta). En
efecto, a diferencia de la expresién decimal, que depende de la base del sistema de numeracién
la expresion en fracciones continuas de un nimero real es absoluta. Y sobre todo, también a

diferencia de aquella "discrimina los nameros racionales por tener expansiones finitas".

Mostraremos la eficacia del algoritmo de fracciones continuas para la ecuacién de Pell, en

relacién a los algoritmos directos.

En este trabajo se mostraran de forma basica, los métodos del Algebra en aritmética clasica:
teoria de grupos y de extensiones de cuerpos, y de Teoria de Numeros Algebraica elemental
(unidades de los cuerpos cuadraticos reales), son eficaces y organizan mejor los procedimientos

més antiguos. Asimismo se muestran también los métodos analiticos, para fracciones continuas

IX
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v su aplicaciéon de Pell.



Capitulo 1

Fracciones Continuas

Se han consultado las referencias [I], [2] y [5].

1.1. Propiedades

Tomamos un 6 € R, entonces denotemos 6y = 0, y ag = [0p]. Si ag = o, entonces 0 = ag € Z,

y si ag # 0y y entonces podemos expresar § = 0y = ag + 1/6; con 0; = > 1,y ap = [01],

00 — ap
1 1
sia; # 601,01 =a; +1/02 con O = >1,a2 =1[02] y 6p = ao+ . De este modo,
1—al 1
ay + 9*
2
para 8 € R, v habiendo concretado 6y = 6 podemos definir:
Definiciéon 1.1. El cociente completo
1
0, = ——— 1.1
" Op—1— an—1 ( )
Definicion 1.2. El cociente parcial
an = [0y] (1.2)
Conn=1,...,N con N =min{n | 6, —a, =0}
Denotemos:
1
9=[a0;a1,...,9n]:a0+— (1.3)
1
ai +
) 1
.+ 0

Proposicion 1.3. Este proceso termina, es decir, la fraccion continua es finita si y solo si 0 € Q.

1



2 1. Fracciones Continuas

a
Demostracion. Si 0 = 3 € Q, entonces el algoritmo de Euclides del calculo del minimo comin

divisor proporciona una sucesién de cocientes:

C |Cl]|...]| Cp
alb|r]|...|"™m
T |ro | ... 0
a . . . .
Asi 0 = 7= [c;c1, ...y en]. El reciproco se verifica inmediatamente. O
Y en general:
anp>1 si 1<n<N
AN =1,...,00 tal que la sucesion ag,a1,...,0n,... €EZS a, > 2 si n=N

a, =0 si n>N

correspondiente a nuestra fraccién continua y entonces denotaremos de la siguiente forma:

1
laos a1, .. ., an] = ag + ——————— (1.4)

a + ———

o también

0 = laog;a1,...,an-1,0,] n>0 (1.5)
de esta manera a cada 6 € R le corresponden una sucesion de fracciones:

Definicion 1.4.

Pn
q—:: [ag; a1,...,an] n >0 (1.6)

Las cuales denominaremos convergentes (o fracciones reducidas) del niimero real 6 cuya fraccion

continua es [ap;aj ..., an,...|.

Entonces tenemos(introduciendo los términos -2 y -1):

p—2=0 pa=1 po=ap Pn=pp-1an+ Pn-2

(1.7)
g2=1 ¢1=0 ¢q=1 In = qn—10n + qn—2
Tn,
y de la misma forma como podemos denotar 6 = [ap; a1, ...,an—1,0,] = —
dn
qnd = T = pp—10n + pn—2 9 — Prn—10n + pn—2 (18)
qn = anlan + gn—2 QH—IHn + gn—2



1.1. Propiedades 3

Proposicion 1.5. Se cumple que:

1= Pnei1gn = (—1)"H
Pndn—1 — Pn—14n ( ) Vn e N (19)
Pndn—2 — Pn—24n = (*1)nan
Demostracion. Se obtiene recurrente mente aplicando las formulas de
O
Corolario 1.6. Se tiene que (pp,qn) = 1, ¥n es decir el numerador y denominador de un
convergente son primos entre st
Demostracion. Se sigue de la formula
O
Corolario 1.7. Se verifican las igualdades:
DPnt+1 Pn (_1)n+1
an+1  4n An+149n (1.10)
Pn+1 Pn-1 B (_1)n+1an
dn+1  4n—1 dn+19n
Demostracion. También se sigue de[1.9 O

Proposicion 1.8. Las sucesiones de los numeradores y denominadores de los convergentes:

4-1,490,91,92, - - - (111)
P—2,P—-1,P0,P1,P2, - (112)

son estrictamente crecientes (si ag >0 )

Demostracion. Se sigue de la formula O

n

p
Proposicion 1.9. En la situacion de se tiene que la sucesion de convergentes: {—n} es de

q
Cauchy.

Demostracion. Entonces en la situacion de de la primera igualdad de se tiene D2k < P2btl

Q2K Qor+1
Por tanto ambas sucesiones tienen el mismo limite, de nuevo por la primera igualdad de O

Proposicion 1.10. En la situacion de (L.1) se tiene

Po D2 P4 ps P33 P1
— < —< — <. .. <<, <—<—< —
q0 q2 qa q5 q3 q1



4 1. Fracciones Continuas

Demostracion. Gracias a tenemos:

D2n P2n+1
—<

92on q2n+1

Y deduciendo de a, < 8,, en:

1
Pn _ [ag; a1, ...,an] = ap +
dn 1
ai +
1
b —
Gnp
1
0 = [ag; a1, ...,0h] = ap +
1
a;+ ——
1
S+ —
n
p p
entonces — < 0 si n par, S fsin impar. O
dn qn
Proposicién 1.11.
1 D 1 1
<‘c9—n<<2 (1.13)
Qk:(Qn - 1n+1) qn dn — gn+1 qn

Gracias a esta proposicién tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.12. La sucesion de convergentes del numero 6 en efecto converge a 0:

p
LN
an

Teorema 1.13. El Teorema anterior y la construccion (1.4)) determina una biyeccion entre R y
la sucesion:

ag,a1y...,Qny ...

con ap > 1 sin>1 o mejor dicho AN € NU oo tal que:

ap=0 n>N

anp>2 n=N

an>1 n=1,...,N—1
Demostracion. La Existencia es inmediato.

Entonces hay que ver la unicidad:

La aplicacion: a = ag,ay ... — [ag;ay ...] es inyectiva.
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En efecto; sea:

1
92[0,0;0,1,...,]20,0—1—7,
1

a; + —

con 0 < 0 —agp < 1. Luego ag = [6)].
1 1
Sea 6; = =a;1+—— Asi 0 < 6; —a; < 1. Luego a; = [01].

0 — ag as + ...

Procediendo de manera similar para los consecutivos a,, obtendriamos el resultado.

O
Proposicion 1.14. De dos convegentes a 0 consecutivos al menos uno verifica:
P 1
—_ = < —_—
qal  2¢?
, p Pn+1 i
Demostracion. Ya que 6 — —n, 0 — " tienen signos opuestos:
an An+1
‘ _Pal '9 _Pont|
qn dn+1
an qn+1
1
= <
dnQdn+1
1
< — + —5—(Comode :
2q;, 2q721+1
(a® 4+ b?) = a® + b% + 2ab)
O

Proposicion 1.15. La distancia de los sucesivos convergentes de 0 y el nimero 0, es decir

es estrictamente decreciente.

-
an

Demostracion. Por

nPnbnt1 + GuPn—1 (—1)2
ant —pp = —Pn= "7
Qn9n+1 + gn—1 Qn0n+1 + gni1
Pero:
Qn—len +1,2< Qn—l(an + 1) + gn—2 = (114)

=1, +g-1< Qn9n+1 + qn—1, n > 1. (115)



1. Fracciones Continuas

Entonces tenemos el resultado.

O
p .
Teorema 1.16. Sea — con 0 < q < gn41 Se tiene que:
q
‘C]Q p' > |gnb — pp
Demostracion. Sea u,v € Z, tales que
D = Upp + UPn41 (1.16)
q = UGn + Vqn+1
(det = (1)1 [ P P ) cqi(e,z) (1.17)
dn  Q4n+1
Siu=0:
p . Pn+1
q dn+1
Pn+1 i i . . . .
Pero es irreducible. Luego u # 0 y ademads si v # 0, entonces u, v tienen signos opuestos.
qn+1

Como también ¢,0 — pn, ¢n+10 — Pn+1 tienen signos opuesto. Luego:

]q@ - p\ :|U(Qn9 —pn) + U(Qn+19 —pn+1)\ =
=|u(gnd — pn)| + [0(gn+10 — Pnt1)| <
<|gnb — pnl-

p P
Teorema 1.17. Sea — # —n, con 0 < q < qp se verifica:
q

an
a6 — p| > |an0 — pn|

Demostracion. En otro caso tendriamos:

Prn-1 p p
dn—1 qn q
Pn—1 DPn . p
Asi, puesto que 6 esta entre v —, también esta —, por lo cual:
dn—-1 Qn q
1

Pn—-1 Pn
< _

B gn—14n

'p Pn—1
q d4n-1

dn—1 dn
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Gracias al corolario

Por lo tanto:

DGn—-1 — qPn—1 1
<

qqn—1 dn—14n
Db Pn—1 . .
Pero |pgn—1 —qpn—1| > 1 ya que si — = Tendriamos la 12 igualdad de la demostracion. Por
q dn—1
tanto q¢ > qn. Ul

Definicion 1.18. Se dice que — es una mejor aproximacion de un nimero 6 € R si:
q

Entonces:

g0 —p| < 1q'0 —p'|

Observacidn 1.19. Si 6 ¢ Q es suficiente con |¢gf — p < |¢0 — p y asi el Teorema implica el
Teorema

Esta definicién de mejores aproximaciones nos lleva a conosiderar:

Definicion 1.20. Una sucesién de fracciones { se dicen que es una sucesién de mejores
an ) n>0

aproximaciones si:

/
Pn p Pn
{}—>9 y 5?#?, an < ¢ < gny1 tal que

dn n
‘Qn‘g _p| < |Qn9 - pn|

Ejemplo 1.21. Tomando 6§ = m. Si consideramos la aproximaciéon decimal:

-l-ooa
0= b—Z,OSan<b,
N

n=—

en el caso de m (b = 10), obsevado los primeros 'convergentes’ decimales:
T~ 3,1415926. ..

, éstos seran:

3 31 314 157 3141
ro = I

7100 T 100~ 507 " T 1000



8 1. Fracciones Continuas

Pero no son las mejores aproximaciones; sino que lo van a ser los convergentes a m, que gracias

a su aproximacioén a en forma de fraccién continua:

m=1[3;7,15,1,.. ]
Y por tanto son las siguientes:
5 3 5 —3 1 22
°=1 10T
5 — 3 1 333 5u =3 1 355
R 117 B A AN T
7+B 7+T6

Por tanto por los teoremas anteriores nos aseguran que los convergentes son parte de estas
mejores aproximaciones, ahora bien, nos podemos preguntar si son las tinicas, la respuesta es si,

pero antes de probarlo veamos un teorema:
Teorema 1.22. (Dirichlet)

Sea 0 € R, V7 € RT Entonces:
P 1
-, 0<q<m, |¢0 —p| < -
q T

Demostracion. Inmediato del principio de Dirichlet(del palomar). O
Corolario 1.23. 0 € Q equivale a que la desigualdad:

D 1

AP

q q

tiene oo soluciones racionales para cada entero ¢ > 0

Observacion 1.24. El Teorema se puede deducir del Teorema y el corolario es

parte de la proposicion [I.10] Sin embargo usaremos el Teorema [1.22] para dar otra demostracion

Py
del Teorema |1.16| en efecto: Asi tomando 0 € R, Py = [0],Qo = 1; — es mejor aproximacion

Qo

si @ —[0] < —. De este modo si Qo — Py # 0, entonces sea Q1 minimo para 0 < Q1 <

N =

0 — By |Q160 — P1| < |Qob — Py| Para algun P, del la misma forma razonamos con @2,Qs, . ..

P,
Y por tanto para una sucesion —, tenemos:
n

1<Qo<Qi<... (1.18)
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’QnJrle - Pn+1| < |Qn9 - Pn| (1.19)
0<q<Qni1=|Qnl— P, <|¢gd—pl,n<1 (1.20)
1
|Qnt — P| < ——n <1 (1.21)
Qn-‘,—l

Entonces por estas relaciones y el teorema [| tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.25. Los convergentes de 0 son exactamente las mejores aprorimaciones de 6.

Demostracion. < Teorema [Tl

= Sea b una mejor aproximacion a 6. Entonces ¢, < q < ¢n+1 - Entonces por el Teorema
.16l K
gn0 — pul < lgf —p
Pero si zn + Z, entonces por ser mejor aproximacion:
n
|90 — p| <[gnt — pnl

Lo cual supone una contradicciéon, teniendo asi la segunda inclusién.

O
Proposicion 1.26. Si
P 1
-l
q  2¢?
p
Entonces — es convergente de 6.
q
Explicitamente, si g, < q¢ < qni1, entonces % = 7;—;”.
Demostracion. En cualquier caso necesitamos el Teorema [1.16
p P p p L1 1
RSP P T
q dn q dn q dn q4n
Al ger g, < ¢q. Entonces:
|gnp — pnal =0
O

Definicién 1.27. Se llama constante de Markov de 6 (M (#)) al supremo del conjunto de A € R
tal que la desigualdad:

tiene infinitas soluciones.



10 1. Fracciones Continuas

1.2. Irracionalidades Cuadraticas

Aunque el problema de calcular la mayor aproximacién a 6 esta resuelto con la expresion en
fraccion continua, salvo que 6 sea de una forma muy concreta es imposible calcular la expresion
concreta (como pasa con el caso de forma decimal). En general ni siquiera se tiene una regla de

formacion.

Sin embargo una aproximacién en su forma decimal nos permite calcular términos de su

expresion en fraccién continua. Por ejemplo 2,7182 < e < 2,7183 da:
e=1[22;1,2,1,1,4,1,1,.. ]
Es conocido [Euler (1737)]:
2:1,2,1,...,1,2n,1,...
Probando asi que e ¢ Q. Luego Lambert (1729-77) us6 fracciones continuas para probar = ¢ Q

Para las irracionalidades cuadraticas existe un resultado completo, conocido desde la época

de Lagrange y uno de los mas notables resultados de teorfa de niimeros.

Teorema 1.28. Los nimeros reales que tienen una expresion periddica en fraccion continua son

exactamente los irracionales cuadrdticos.

Demostracion. (=)
0 = lao; a1,a2, ..., Qk—1,0k, - -, Ak rm—1)
Or = [@&; - - -, Grym—1] verifica:
/
Pi—10k + Pr—2

PR
Gk + @

/
Siendo Z,—m — 0,. Y esta es una ecuacién cuadratica.
m

Pn—10n + Pn—2
Pero ) = —— " """ 6to da una ecuacion cuadrética para 0: si af? + b, + ¢ = 0,
Qk—10n + Gn—2
entonces, ya que:
q
Op = ———
" den

(<) Sea Irrf = axtbx + ¢, a,b,c [Zy D = b —dac > 0,¢ Q.

—b+vVD  —b+kVd ~b-+vD
(Asi § = = , K = Q(f) = Q(V/d) d bien definido. 6 = —

el conjugado de 0 en K.) Sea f(z,y) = ax? + bxy + cy? la clase de D( no necesariamente

primitiva, aunque podriamos haber supuesto (a b ¢) = 1) La sustitucion:

z=pp + o1y Y= @@ + qnry
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da:
fo(@,y) = ana® + W,zy + ¢,y* enD
D L ) = £ 1) = (P2 1) — f(6.1) =
q, ¢ Gn’ an’ ’
= () =67 + 52" )
Gn Gn
Pero |6 — % < é. Asi:
=
6> — (P2l o Ll HQ

Por lo tanto :

lan| < (210] + 1) a] + [b]
es decir, a), estd acotado independientemente de n. Lo mismo para ¢, = f(pp—1,qn-1) =
Prbn+1 + Pn—1
GnOn+1 + Gn-1

al_y y b, (b2 — 4aj,cj, = D). Pero 6 = , por lo cual:

ya que f(6,1) =0 Asi 0,11 es raiz de:

a?r+bx+a, ;= 0 } (1.22)

12 ! ! _
by —4ana, = 0
Y al estar a), acotado por una constante fija solo hay un numero finito de valores para 0,,.
En conclusién

3m€N\9k+m:9k

de donde se sigue la periodicidad.

O
Teorema 1.29. Sea 0 = [ag;a1,a2,...,0n,Gni1, - Gntm), €Sta erpresion es puramente perid-
dica (n =0) si y solo si 0 es reducido (§ >1,—-1< 6§ <0)
Demostracion. O

Teorema 1.30. Si 0 tiene su expresion en fraccion continua puramente periddica entonces es de

la forma:

0= [ao;alva% cee 7an+m7172a0 ]

Con ay,...,anim—1 con simetria central, m < 202, si y solo si 0 = \/r, r € Qs1 — Q. Ademds si

re€Z:ap <ap(n<m)
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Demostracion. O

Ahora veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.31. Tomemos 0 = \/7: 0 = [2;a1,...,am,4], m < 14, an <2, al,...,a,, simetria

central:

0o = V7 =2+ (T7-2), ag =2 (1.23)
1 1 VT +2 VT -1
01 = = = =1+ : a; =1 1.24
YTl —a0 VT—2 3 3 ! (1.24)
1 —1
b= VTl VT az =1 (1.25)

= = = =+ s a =1 126
71 3 3 3 (1.26)

3
94:ﬁ_2=\f7+2:4+(f7—2), ag = 4. (1.27)

Por tanto: /7 = [2;1,1, 1, 4]

A la vista de este ejemplo esto se puede organizar de la siguiente forma: Sea d € Z — Q? y
0=+d= [ag; a1, ..., 2ap] Tomemos:

bp =0 bp = an_1¢p—1 — bp_1 (1.28)
co=1 Cn = dc;_bfl (1.29)
= [“”jb"], n<1 (1.30)

(1.31)

Por tanto: El periodo m es el minimo comun multiplo de los periodos de b, ¢,. Ademés, si
I = min{bms+1 = b}

n =min{cm+1 = cm}

Si

l<n: mparyl:m (1.32)

2
-1
n<l: m impar y n = mT (1.33)

Si d = p = 1(4), primo, entonces m impar.

Este método proporciona un procedimiento efectivo del calculo de la expresion § = vd, d €

7t — Q2. Ademiés permite calculos simbélicos:
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13

Ejemplo 1.32. 6 = Va? — 2, a € Z>3. El desarrollo est4 claro y conduce a:

a?—2=[a—1;1,a—2,1,2a — 2]

Ejercicio 1.33. 1. Hallar los enteros d > 0 para los que \/d = [a;2a). (Sol. d = a® + 1)

2. Desarrollar la fraccién continua de vVa? +1, a >0
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Capitulo 2

La Ecuacion de Pell-Fermat

Se han consultado las referencias [2], [3], [5] v [7].

2.1. Norma y Traza

Sea f:V — V un endomorfismo de un k-espacio vectorial de dimension n y los polinomios

caracteristico y minimo Pr(x) y pu¢(x) € k[z]. El teorema de Cayley-Hamilton, P¢(f) = 0, da
pp (@) | Py ().
Se define la traza y la norma de f de la siguiente forma:
Syk(f) := coeficiente de 2" en Py(x)5

Nv|k(f) := (—1)" termino constante de Py(x) = det(f)

Sea ahora K|k una extension finita. Para a € K se tiene el endomorfismo a : K — K, el

"producto por o, y asi se definen las aplicaciones traza y norma:
SK|k7NK‘k K —k
de la forma: Sgp(a) = Sk ik, Nip(a) == Ngjp().

Proposicion 2.1. Sea K|k una extension finita. Se tiene que:

i) Irr(a, k) = pa(x)
i) Pu(z) = Irr(a, k)K:k(a)

i) Sg(a) = [K : ki) a% y Ngp(a) = (ITa")¥HK donde o recorre todos los encajes
distintos K — k sobre k.

15
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Demostracion. Efectivamente:

i) La composicion k[z] — k(o) C K C End,(K) da la igualdad
ii) Se Cayley-Hamilton se sigue que ps(x)|Pr(x), y que tienen los mismos factores irreducibles.
iii) Se tiene que

S(a) = Zraices de P,(z) = [K : k()] Zraices delrr(a, k) =
=K : k(a)][k(a) : k]iZa"(a . k(a) — k sobre k) =
=K : k| ZaSigma(o . k(a) — k sobre k)

Analogamente para la norma

O

Proposicion 2.2. Sea K|k una extension finita. Entonces la norma N : K — k es un homo-

morfismo multiplicativo, y la traza S : K — k es un homomorfismo aditivo.

Demostracion. Inmediata de las definiciones ya que el determinante y la traza de un endomor-

fismo lo son, respectivamente, multiplicativo y aditivo. O
Proposicion 2.3 (Formula de transitividad). . Para extensiones finitas K|F |k se tiene

Ngr = Npjg o Ng|pSkik = Srik © Sk|F

Demostracion. Sea 7; la familia de encajes distintos F' en k sobre k. Extendemos a cada Tj aun
encaje de K en k y denotamos esta extensién también como 7j. Sea 0; la familia de encajes de
K en k sobre F(sin pérdida de generalidad se puede suponer que K C l;:) Si o es un encaje de

K en k sobre k, para algin j, Tj_lO' deja invariable F', de donde Tj_1

o = o;, para algtn 7. Luego
o = Tjo; y, por consiguiente, la familia 7;0; da todos los encajes distintos de K en k sobre k.
Como el grado de inseparabilidad es multiplicativo en las torres, es evidente la transitividad de

la norma y de la traza. O

Proposicion 2.4. Si K|k es finita separable, entonces la traza define una forma bilineal no
singular:

S:Kx K=k, [x,y— S(zy)

Demostracion. Si 0= S(xK) = S(K), entonces > a” = 0 por separabilidad. Esto no es posible

por independencia lineal de caracteres. O
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Si B es el anillo de enteros de un cuerpo de numeros algebraicos K, entonces la norma se
extiende a los grupos (abelianos libres) de ideales(tratados en la parte de Algebra Conmutativa

de la materia de Algebra Ntmeros y Geometria 21-22):
N§  I(K) = 1(Q)
Proposicion 2.5. Sea I un ideal entero de K. Entonces:

N§ =(B:1)Z

Demostracion. Sea p|p primos de B|Z.

Se tiene:
dimz,z(B/p) = f(p/p)
O

Proposicién 2.6. Sean Z y Q la clausura entera y algebraica de Z y Q en C. Para los grupos
de unidades se tiene:
Uz =ZN N H{£1}

denotando N (o) := NUY() [ norma absoluta de Q.
Demostracion. Entonces:

"C” Sia € Uy, entonces Q(a) = Q(a™t).
”>” Sea B el anillo de enteros de Q(«). Se tiene entonces:
1=|N(a)|=(B:aB)

por la proposicién anterior

2.2. Ecuacién de Pell y Estructura de las Unidades de Cuerpos

Cuadraticos Reales

Las ecuaciones cuadréticas en 2 o mas incognitas tienen un grado dificultad elevado, por

ejemplo de estas: La ecuacién de Pell-Fermat, suma de dos, tres o mas cuadrados, representacion

2

de ntimeros por formas cuadraticas, 22 +y? = 22 , ... Aunque existen algunos métodos generales,
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como la teoria de Gauss sobre formas binarias, o el teorema de Hasse-Mikowski(para aplicacion

a sumas de varios cuadrados); comentaremos ilustrando el problema con la ecuacion de Pell:
22 —dy? =1 (2.1)

con d > 1 libre de cuadrados. Es decir, analizaremos la representaciéon del 1 por la forma cua-

drética f(z,y) = 22 — dy?. El conjunto de soluciones es el niicleo de:

ZVd]
AN
Es decir Sol(z? —dy? =1) = Ker(N) C Uy /g ya que N(z + Vdy) = 2* — dy?.(Aclaracion:
denotamos N = N|Z[\/3]). Gracias a que N(—1) = (—1)2 = 1, si ¢ es solucién, también lo es
+e%1 | es decir tomando € = z 4+ v/dy como solucién entonces +(z £+ Vdy) lo son. Y a su vez

sabemos que si € = = + V/dy es solucion, entonces |x| > —\/3|y| > (. Por tanto trabajaremos con

los siguientes conjuntos:
Ker(N)t = Ker(N)NRY = Ker(N) N {z +Vdy, © > 1, y # 0}

Ker(N)s1 = Ker(N)NRs; = Ker(N) N {z+Vdy, 2 > 1, y > 0}

Siendo el primero un grupo y el segundo un semigrupo. Asi por tanto como tenemos que

Ker(N) = {#1} x (Ker(N)s1)

Ker(N)" = Ker(N)s; U {1} U (Ker(N)s1) ™
Por tanto basta estudiar el semigrupo:
Ker(N)s1 = Ker(N)NRsy

Proposicion 2.7. Son equivalentes:

i) La ecuacion de Pell tiene solucion no trivial(# (£1 , 0)).
Z’L) KCT(N)>1 7é @

ii1) Ker(N)s1 es infinito.

Demostracion. Obvia salvo ii) = 7ii):

R es libre de torsion(R x R, torsion x libre de torsion) O
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Esto fue conjeturado por Fermat, y fue Lagrange quien dio una demostraciéon completa.
Ante todo afirmaremos mas sobre los subgrupos de R:

Proposicion 2.8. Cada subgrupo de R es discreto o denso.

Demostracion. Sea H € Ry 0 < a < b tales que (a,b) N'H = ) por ser no denso.
Ahora supongamos que es no discreto.

Sean:

a
hern(0,—-)

n tal que nh <a, (n+1)h >a

a
Asi (n+1)h§a+h<a+?<b, es decir:
(n+1)h € (a,b)NH

Lo cual es es una contradiccién, y por tanto tendrfamos el resultado.

Proposicion 2.9. Para un subgrupo H de R son equivalentes:

i) H discreto.

i) H cerrado propio.
i) Inf HT > 0.

w) Imin HT > 0.

v) H ciclico infinito.

Demostracion. Seguiremos el siguiente esquema, de implicaciones:

N
L

V) ————10)

ii)=1): Proposicién anterior, ya que si es cerrado propio entonces no puede ser denso, por tanto

solo queda que sea discreto.
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Deiii): 1)e3U 2 0,UNH ={0}3U 5, U NHT = D&iii)

iii)<iv) Tomando a = Imf(H™).

B h
| | s
w w *

-
S -e

Sia & H, puesto que a € CI(H), sean h,h' € H, W' —a<h—a<a. AsiO<h—1h <a,lo

cual supone una contradiccién.
iv)=v): Sea a = minH™.

Para h € H' In, h € [na, (n+ 1)a]. Si h # na, entonces 0 < h — an < a, lo cual es una

contradiccién por h — an € H. Por tanto H = aZ

v)=-ii): Se tiene trivialmente.

Corolario 2.10. Para H subgrupo de R™ son equivalentes:

i) H discreto.

ii) H cerrado propio.
ig) Inf H>! > 1.

w) Imin H>! > 0.
v) H ciclico infinito.

Demostracion. En este caso H = (minH>1)% La funcién exponencial (exp : R = R*) es un

isomorfismo de grupos topologicos mondtono. O

Aplicaremos esto para el calculo de las unidades de los cuerpos cuadraticos reales. Tomemos
K = Q(+/d) C R por tanto:
U = +1 x U

Ut = {x + Vdy € Uy, =,y > 0}

Por tanto utilizando el corolario anterior podemos razonar que :

Z/I,'g es ciclico infinito generado por min Z/{,él = o + Vdyo siendo g, yo minimos> 0 en Uy.
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Definicién 2.11. Al generador zo + v/dyg se le denomina unidad fundamental de K

Por lo tanto:
U = {£1} x (zo + yoVd)? = {£1} x Z

Se llega asi al mismo resultado que el teorema de las unidades da, en este caso, ahora por

procedimientos elementales.

Observacion 2.12. En el caso de otros cuerpos de numeros algebraicos reales IC, el citado teorema
de loas unidades da:
+ o~
U-=7"

(r determinado por las unidades reales y complejas de K). La discusion previa da :

r > 1< U denso en R.

Realmente la igualdad :
Ker(N)>' = Ker(N)N{z +Vdy, z>1, y >0

Prueba que su correspondiente en Z? tiene proyecciones sobre los ejes, acotadas interiormente(por
1y por 0). La existencia de minimos de esta proyeccion, xg, de la primera, e yg, de la fibra de

7o, esta garantizada si y solo si Ker(N)>! # (.

Yo +------------- L

Esto se puede deducir del algoritmo de fracciones continuas, como se ve a continuacién, o

bien del teorema de [1.22{Dirichlet).
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2.3. Algoritmo de Fracciones Continuas y Ecuacién de Pell

Teorema 2.13. Se tiene que para un numero real 0 € R y otro real positivo T € RT entonces:

1
EJB, 0<qg<m, |¢gf —p|l < —
q T

Este teorema es necesario para probar que UQ(\/@ 2 {£1}

Teniendo en cuenta el corolario se tiene:
Lema 2.14. Se tiene
Inf(Ker(N)~1) > 1

Demostracion.

{4+ Vdy € Z[Vd), > 1,y >0}

Esta acotado por 3. O

Teorema 2.15. Sea d > 1 libre de cuadrados. La ecuacion de Pell x> — dy? = 1 tiene infinitas
soluciones KerN = {+1} x Ker(N)*.

KerNT = min(KerN>Y% (ciclico infinito) = (xo + yo + Vd)”
Siendo xo + yovVd la llamada solucion fundamental. Ademas:
xo = min{z € Z,3y,z + yVd € KerN>1}

yo = min{y € Z, 3z, x +yVd e KerN>YY = min{y € Z,xg +yVd e KerN-1

Demostracién. Por el lema v del corolario sobre las afirmaciones sobre los minimos se

sigue de:

x4+ Vdy € Ker(N)s :
(z + Vdy)(zo + Vdyo) = 21 + Vdy1 =

zl >z, y1 >y

O

El calculo efectivo de este conjunto de soluciones (Ker(N)™) est4 relacionado con el algoritmo

de las fracciones continuas de los irracionales cuadraticos( reales, en este caso).



2.3. Algoritmo de Fracciones Continuas y Ecuacion de Pell 23

Ante todo si z + Vdy € Ker(N)s1 entonces x > Vdy. Asi z + Vdy > 2v/dy, de donde se

deduce:

1 1
z—Vdy = <
:c+\/3y 2\/3y
T 1 T

En consecuencia ——/d < o7 De este modo tenemos que — es un convergente a v/d por lo visto
Y Y Y

en . Ahora tenemos que averiguar qué convergentes a v/d son los elementos de K er(N)s1.
Sea vd = [ap; a1, Gm)

p
Sea — (n=1,2,...) los convergentes a v/d y 6, (n=0,1,...) los cocientes convergentes.

an

Teorema 2.16. El numero p, +\Vdq, € Ker(N)s si y solo si:

1=1,2,3,... st m par
n=Im-—1
l=2,4,6,... si m impar

Sty solo st 2,m|(n+ 1)

Demostracion. (=) Ante todo n debe ser impar, ya que para que p, + Vdg, € KerNs, se

x
tiene que tener — > /d, y solo los convergentes impares son menores a Vd. Por tanto

basta probar que m|(n + 1): Puesto que,
_pn0n+1 + Pn—q
Qn9n+1 + gn—1

se tiene que:

(pn - Qn\/&)en—l—l = QTL—I\/g — Pn-1

. Y gracias a que

pn —dg; =1
Obtenemos:
en—i-l = (p% - dq%)en—l—l = - (pn—l - \/an—l)(pn + \/an)
= (-)""Wd+c,cel
= Vd + ¢ ,ya que n impar
1 1 1 1
Pero 6,41 = apt1 + —— = ag+ —+c. Como ap+1 = ag+ ¢ = [0p+1], entonces = —
Ont2 th Ont2 01

la parte entera de 0,,41. Es decir 0,,19=01. Puesto que el periodo es m se tiene :

ml(n+1)
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(<) Puesto que m|(n + 1) se tiene: 61 = 0,402 vy asi:

\/& _ pn+191 + Pn _
Gn+101 + qn

Pn+1 n
—F— TP
_ Vd—ay " _
dn+1

7_’_ n
Vd—a  C

_ Pri14p,(Vd—ao)
Gnt1 + gn(Vd — ag)

Le sigue:
Pn = dn+1 — Qo4n }
Pnt1 = G0Pn = dgn
Eliminando en ag:
Py, = A = Pudni1 — Pnr1gn = (—1)"
Y como n es impar:

p727, - dqz = PnQn+1 — Pn+14n = 1

Aplicando un analisis similar a la ecuacion:

2?2 —dy? = -1, 0<d ¢ Q?

Sea K un espacio de niimeros,y la aplicacién norma:
N:K—-Q
N()=¢- H o
o#1
Por tanto:
NE)=1= et= HE”
o#1
Ahora consideremos R un subanillo de K que verifica:

e€R, Ne)=1= [[e€R
o#1
Y de este modo se cumple que:
(Nir) {£1} CUr

Esta hipotesis se cumple en los casos:
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a) R abierto de enteros de K

b) K de Galois, R =R Vo.

A su vez tenemos que si R estd contenido en un anillo de enteros, entonces:

Ur C (Nig) ' {#1}

En general, si £ C R:

(Njr)"H=L} = {£1} x (Nr) TH{£1}F
Ur = {£1} x U}

ya que la torsion de ambos es {£1}.

Si [K : Q] es par, entonces:
(Nj)™H(1) = {£1} x (Njr) {1}
ya que N(—1) = (-D)FQ =1

Asi llegamos a que :

2 2 _ —1 _ _ +
Sol(e® —dy* = £1) = N"H &1} =Uy 5 = {(+1} x U,

Que dividiendo los casos nos queda:
Sol(z? —dy? = +1) = NU—1){41} = {£1} x N7} (+1)F

Sol(z® —dy? = —1) = Nl —1){-1} = {1} x N~} (=1)*

Ademas:

NN (1) = 2NN U {1
Nfl(_l) — i(Nfl(_1)>1)i1

Por lo tanto, el problema se reduce a calcular N~1(1)>!, N=1(1)>! . Asi se ha procedido,

ya en el caso analizado. Andlogamente en este se tiene: Si z 4+ Vdy € N~1(—~1), puesto que

x? — dy2 = —1:
0 < |z| < Vd|y|

Por tanto tenemos la siguiente proposicién:
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Proposicion 2.17.
N7 Y -1)F =N"Y=1)n{z+ Vdy, y >0} (2.3)
N7 Y =1t = N =1)n{z+ Vdy, =,y >0} (2.4)
Demostracion. Sea x +/dy € N7'(—1)
T+ \/8y >0+<y>0

ya que |z| < Vd|y|.
z,y >0 : fc+\/gy>1

Si 2 +/dy > 1, por el apartado : y > 0. Si < 0 entonces:

-1

r—Vdy < —1: z+Vdy=——+
Y Y v — iy

O

Ahora bien, para analizar el caso de N~!(—1) se debe, como en el caso N~!(1), analizar un

grupo, y éste es N~1(£1) = UZ[\/&] al que aplicando el corolario
N7 (&1)T ciclico infinito = 3¢ = min N1 (1)1

Definicién 2.18. Al minimo ¢ se le llama unidad fundamental de Z[/d], y cumple que (£) =
N=Y(£1)*

Como en el caso N71(1), tal ¢ minimo existe:
€ = x0 4+ Vdyo, z0,yo minimos > 0 en N~1(#1)
va que por la proposicién anterior junto con el corolario dan:

N~Y£1)>t = N~ x1) n{z 4+ Vdy, =,y > 0}

Ahora bien:

(N"H*1) : N = (N HED)T NI 1)) =162 (2.5)
seghin si la ecuacién 22 — dy? = —1 no tenga o tenga soluciéon. En el primer caso(que no tenga
solucién): & = ¢ soluciéon fundamental de x? — dy? = 1. En cuanto al otro caso, en el que
2?2 — dy? = —1 tiene solucién, al ser el indice 2, £ ¢ N~1(1)*, por lo que:

¢ =minN " 1(—1)>!
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y se llama solucion fundamental de 22 — dy? = —1:
N (—1D)*" ={¢", neZ 27}
Ademas ¢? = ¢ solucion fundamental de 22 — dy? = 1.

El calculo efectivo de N~1(£1)* est4 relacionado con el algoritmo de las fracciones continuas
de los irracionales cuadraticos(reales, en este caso). Pero los casos N~!(1), N=!(—1) deben ser

analizados por separado.

Siz+Vdy € N"1Y(=1)>! : 2 < +/dy y andlogamente se llega a que % es un convergente a

V.

Por tanto

Proposicion 2.19. Si x ++/dy € N7'(+1)>!, entonces % es un convergente a \/'d

Averigiiemos qué convergentes a v/d son elementos de N~!(£1)>!. El Teorema [[[||| puede

ser ahora reformulado:

Teorema 2.20. Siendo % el n-esimo convergente entonces:
n

] 1
pnAVdgy € NN £ on=lm—14 " mperpare
n par para —1

Por tanto:

a)

m par: 1=1,2.3,...
+1:
m impar: [ =2,4,6,...

b)

1 { m  par:  no hay solucion

m impar: [=1,3,5,...
Demostracion.  a) Hecho en el Teorema [2.16]

x
b) Siz++Vdy € N'(=1)s; : — < +/d y solo los convergentes pares son menores a v/d. El
Y

resto del razonamiento es andlogo a a) del Teorema [2.16] .

O

El caso 22 — dy? = k, k € 7 es més complicado. Asf como N=1(=1) = ON~(1), con @

solucion, no es cierto N~1(k) = ON~1(1), con 6 solucién, ya que N : Z[\/d] — Z es solo un

homomorfismo de monoides.
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Analizaremos precisamente el siguiente caso de los cuerpos cuadraticos: K = Q(vd) d = 1(4)

Uy = %N’l(ﬂl) (N :ZVd - 72)
1 1

%Sol(nt:2 —dy* = +4)T = §N*1(i4)+ = (n = =(a+ Vdb))

2
(€

Sol(z? —dy* = £1)" = N~} (x1)T =

n es la unidad fundamental de K
¢ es la unidad fundamental de K[v/d]

Se verifica :

a,bpares: & =n

a,b pares : &€ = n?

Por lo tanto la solucién fundamental de 22 —dy? = +4 es 2n. Ademés, puesto que %N*1(4) C

$N~1)(£2) (subgrupo de indice 2). La forma que la solucién de 22 — dy? = 4 es 2n 6 2n? segun

x? — dy? = —4 no tenga o tenga solucién. Asf

Proposicién 2.21. Con d = 1(4) : 2% — dy? = +4 tiene infinitas soluciones.

Esto se puede hallar si se calcula la unidad fundamental n de K. Para ello no vale el proce-

dimiento de fracciones continuas, pero se tiene otra .
Demostracion. O

Veamos el caso general: Sea H subgrupo de un monoide G. Entonces
TH, z€G

es una particion de G. Sea G —7 G con f homomorfismo de monoides de nicleo H, subgrupo de
G.Paraz' € G"
Ha)= U oA
f(z)=2'
El numero de clases pueden ser 0 (f~1(z') = (), 1 (Cuando G es un grupo), e incluso oo. La

relacion de equivalencia indicada por G por H = Ker(f) es mas fina que la indicada por (f)

Para N : Z[Vd| — Z, k € 7«

Sol(a? —dy* =k)=N"'(k)= |J oN"'(1)
N(0)=k
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Asi las clases se llaman clases de soluciones de 22 — dy? = k

Por lo tanto, para resolver 2 — dy? = k, basta encontrar el representante de cada clase de

soluciones:

Teorema 2.22. Si k > 0, existe solo un numero finito de clases de soluciones de 2% — dy* = k.
Encontrar un representante de cada clase es un problema finito una vez que se ha calculado la

solucion fundamental, €, de x> — dy? = 1.
Demostracion. O

El numero de clases de soluciones de x? — dy? = k puede ser cero, es decir z? — dy? = k no
representa a k. Peroo esto es una cuestién de otra indole, enmarcada en el problema general de

representacion por formas binarias.

Si se quisiera entender este analisis de la forma z? — dy? a una forma binaria f(x,y) =

ax?® + bxy + cy®. Ahora veamos ante todo que es semejante a una completa.

f(z,y) = aN(z + ay),
_b+VA

Siendo « raiz de az? —br+c¢=0: «a = 5 Por lo tanto limitémonos al caso a = 1:
a

f(z,y) = 2% + bry + .

Sol(f(x,y) =1)=KerN : N:Z[a] > Q
Si € es solucion, lo es +e! es decir, ¢ = x + ay:
+(z + ay) ,£(z + by — ay).
Pero ya que no se obtiene: (en el caso real: a € R).
KerN>!' = KerNn{z+ay, z > 1, y > 0},

Asi:
r4+ay € KerN>1 : 2> ay

xT

relacion de la cual, en el caso de la ecuacién de Pell, se dedujo § es convergente a a.

Vamos a analizarlo desde el punto de vista algebraico:
Ugy = N"H{#1}: N:R—>Q

Siendo R anillo de enteros de Q(«).
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b+ VA b+ kVA

@ 2 A

(Con A = k2Aq, Aq libre de cuadrados):

Qo) = Q(v/A1) : R=Z[\/A1] si Ay =263 (4)

Ahora nos podemos plantear la pregunta de ;Cuando es Z[vA1]| = Z[a]?
Se deduce facilmente, siempre y cuando A = 46;.(Esto ocurre en la ecuacion de Pell: 22 — dy?

con d libre de cuadrado : A =4d, A; = d, « = V/d ). En este caso:
Sol(f(w,y) = +1) = Ug(a) = Ug(yay) = Sol(z® — Ary® = +1)

Esto esta calculado por fracciones continuas(el caso = —1 también [2]).(El teorema de las uni-

dades dice que esto es un grupo ciclico. Sol(= £1) es subgrupo).

Todo esto sugiere "puentear"Ug(c), de modo que aparte de evitar la restriccion =2 6 3 (4)

v el caso = —1, se tiene un procedimiento mas directo:

Puesto que el analisis de la Ecuaciéon de Pell solo precisa de que d ¢ Q2, d > 0, la cuestion

sigue siendo:
.Cuando Z[a] = Z[VA1], A = k?A;?: Siempre y cuando : 4|A, es decir 2/b.
Por lo tanto sea f(z,y) = 2% + 2bxy + cy?, b> > c.
Asia=b+ Vb2 —¢:

Sol(f(x,y)=1) = KerNy, = KerN|Z[b2.— ] = Sol(z* — (B> —c)y) =1

De hecho f(z,y) propiamente equivalente a 22 — (b — ¢)y.

Vamos a introducir todo esto en el contexto general de las formas cuadraticas binarias, en

cuanto a | lenguaje, pero sin usar los resultados fuertes:

Para una base «, § de un cuerpo cuadrético K denotamos F(«, 5) = N(az + By), sin norma-
lizar, y no como en la teoria general( F(«, 8) = [N(ax + By)/B(a, 5)]s). Si lo que pretendemos
ahora es analizar la representacion del 1 por f(z,y) = ax? + bry + cy?, tratando de generalizar

el método empleado en la ecuacién Pell, ante todo, como ya se ha visto:

b+ VD

z,y) =aF(1,0), araiz de az® —bx+c¢=0, a =
2
a

imponemos la restriccion a = 1. Pero, ain con esta restriccién, ya se observoé que no es viable

extender el resultado de Pell para obtener Sol(f(z,y) = 1) = KerNjz|, mediante convergentes
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de la representacion en fracciones continuas de a: En efecto, hemos visto que para que Z[a] sea

el anillo de enteros de un cuerpo cuadrético real, estarfamos en el caso de Pell.

Por ello consideramos las ecuaciones de Pell: 22 — dy? =1, 0 < d € Q2. Llamaremos a:

F,Vd)=a2>—dy?, 0<d g Q? D=4d

una forma de Pell. Combinando varias ecuaciones de Pell.

Tenemos que la ecuacion de Pell esta resuelta. Pero no la expresién por formas de Pell, salvo
dentro del contexto general de representacion por formas binarias. Aqui no estamos tratando esto
sino salvo solamente la representacion de 1, es decir la ecuacion de Pell. A la clase (propia) de
la forma de Pell la llamaremos Clase de Pell. Es una clase primitiva completa no definida. A

su discriminante lo llamaremos discriminante de Pell: 0 < D ¢ Q? , 4|D.

Considerando varias clases primitivas (dependiendo el numero de Clases de D) y exactamente
una de Pell: los discriminantes de Pell son exactamente los discriminantes irreducibles(D ¢ Q?),
no negativos (0 < D) y clasicamente enteros (4|D). Estas nociones de clases son invariantes en

discriminantes.

De entre varias clases, primitivas o no (D = 20 es de Pell y 2% — 5y, 222 + 6zy + 2y? estan

en él) que contienen al discriminante de Pell se trata de distinguir cual es la de Pell:

” En un discriminante de Pell, la clase de Pell es la tnica que contiene una forma con

a =1". Esto es consecuencia de la siguiente:
Proposicién 2.23. Sea f(x,y) = 22 +bry+cy? = F(1,0), a raiz de 2> —bx+c = 0, una forma
de discriminante D. Son equivalentes:

i) f(x,y) es propiamente equivalente a la forma de Pell.

i) Eziste 0 < d & Q?, Z[a] = Z[Vd]

iii) D es discriminante de Pell.

(En el caso de D = 4d. Obviamente también que Zlo] = (1,a))

Demostracion. Veamos las implicaciones
i)=iii) Obvio

ii)=i) Las bases {1, a}, {1,v/d} del mismo modulo dan formas equivalentes: F(1,a) ~ F(1,V/d) =

b++vD b

x? — dy?. Puesto que el discriminante es D: D = 4d. Luego o = 5 =3 +v/d. Por lo

tanto {1,a} y {1,v/d} son propiamente equivalentes.
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b++vVD b

b
5 = 54— Vd, haciendo D = 4d. Puesto que 5 € Z(Al ser 4]|D) se tiene que:

Z[a] = Z[Vd).

iii)=ii) a =

O

Dada una forma f(z,y) = az? + bxy + cy? se calcula su discriminante. Si éste no es de Pell
no hay nada que hacer por este camino. Si es de Pell y a = 1 est es la clase de Pell. En el caso
de un a arbitrario, " f(z,y) esta en la clase de Pell si y solo si es propiamente equivalente a una

forma con a = 1". Pero no disponemos de mejor procedimiento para averiguar si esta en la clase
de Pell.

Ejercicio 2.24. Hallar la solucién particular de la ecuacion de Pell: x? — dy?> = 1. Para d =
7,13,41,19,14, 23, usando el algoritmo de las fracciones continuas. Explica por qué este algoritmo

es mds eficiente que el cdlculo directo.
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