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Resumo

Na primeira década do século XX comezan os primeiros estudos sobre o grao topoléxico, unha
ferramenta de utilidade na topoloxia alxébrica e na analise funcional non linear. No presente tra-
ballo, desenvolvemos unha pormenorizada introducién & teoria do grao. Partindo de espazos de
dimension finita, definimos o grao de Brouwer para funciéns continuamente diferenciables e, pos-
teriormente, para funciéns continuas. Presentamos as propiedades mais importantes do grao, que
nos permiten, entre outras aplicaciéns, garantir a existencia de solucién dunha ecuacién dada.
Partindo do grao, probamos teoremas clasicos como o de punto fixo de Brouwer ou o da bdla

peluda.

En espazos de dimensién infinita, os resultados relativos ¢ grao de Brouwer non son certos,
en xeral. Por este motivo, compre redefinir o grao, coa limitaciéon de facelo para unha clase mais
restritiva de funcions, as perturbacions compactas da identidade. Construimos, partindo do grao
de Brouwer, o grao de Leray-Schauder. Destacamos algunhas das propiedades maéis interesantes

e xeneralizamos os teoremas de punto fixo para espazos de dimensién infinita.

Existen aplicaciéns da teoria do grao en moitos eidos das mateméaticas. Facendo uso do
Teorema de punto fixo de Schauder e das propiedades do grao, probamos a existencia de solucion

local dun problema de valor inicial e a conexidade do seu espazo de soluciéns.

Abstract

In the first decade of the twentieth century began the first studies on the topological degree,
a useful tool in algebraic topology and in nonlinear functional analysis. In the present project,

we have developed a detailed introduction to the degree theory. Starting from finite dimensional
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spaces, we define the Brouwer degree for continuously diferentiable functions and subsequently
for continuous functions. We present the most important properties of the degree, which allow us,
among other applications, to ensure existence of solution of a given equation. Based on the de-

gree, we prove several classic theorems such us the Brouwer fixed point or the one of the hairy ball.

In infinite dimensional spaces, the results relating to the Brouwer degree are not true, in
general. Therefore it is necessary to redefine the degree, with the limitation of doing so for a

more restrictive class of functions, the compact perturbations of the identity.

Using the Brouwer degree, we build the Leray-Schauder degree. We highlight some of the
most interesting properties and we generalize the fixed point theorems for infinite dimensional
spaces. Degree theory can be applied in many mathematical fields. We prove, using the Schauder
fixed point theorem and the degree properties, the existence of local solutions of an initial value

problem and the connection of its solution set.



Introducién

O grao topoldxico é unha ferramenta analitica e topoloxica de utilidade en moitos eidos das
matematicas. Os seus inicios son froito das investigaciéons e dos avances matematicos de princi-
pios do século XX, polo que non existe unha tnica autorfa. Non obstante, destacamos o labor
do matematico neerlandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer quen no artigo [3] publicado en xullo
de 1911 d& a primeira definicién explicita do grao, que nés cofiecemos como grao de Brouwer,
para funcions continuas en espazos de dimensién finita. No mesmo artigo, presenta algunha das
propiedades basicas do grao e aplica estes resultados para probar o Teorema da béla peluda.
Ademais, enuncia e demostra o Teorema de punto fixo para funciéns continuas definidas na béla
unidade de R™ en si mesma. Cabe mencionar que este artigo ¢ consecuencia dun anterior [2], no
que 0 mesmo autor fai un uso implicito do grao para probar que os espazos R™ ¢ R™ non son

homeomorfos, sendo m < n.

Xa existian anteriormente outros métodos matematicas similares, como o indice de Kronec-
ker, presentado en 1869 por Leopold Kronecker. A sta formula definese para un sistema de
n + 1 funciéns reais continuamente diferenciables de n variables reais, baixo unhas hipéteses
similares 4s do grao. No 1910, Hadamard xeneraliza o indice de Kronecker para funciéns conti-
nuas, obtendo asi uns resultados semellantes 6s que Brouwer presentaria un ano mais tarde. De

feito, €l mesmo menciona no seu artigo [3] a similitude en certos aspectos de ambas investigacions.

A construcion do grao topoléxico xurde dunha motivacion practica. En particular, a necesida-
de de xeneralizar o Teorema de Bolzano para o caso n dimensional pode resolverse coa Teorfa do

grao. Con este propésito, no ano 1883 o matemético Henri Poicaré enuncia o seguinte teorema.

Teorema (Poincaré). Sezxa f = (fi1,...,fn) € [—a,a]" — R" unha funcions continua. Se
(fi)(z1, ..., aiy ..., z) > 0 e (fi)(z1,..., =iy ... ,xn) < 0, para todo i € 1,...,n. Entdén, existen
T1y ..., Ty tal que f(Z1,...,7,) = (0,...,0).

Probara probara este teorema no 1883 coa axuda do indice de Kronecker. Non obstante,

utiliza o indice sen explicar como o estende para funciéns continuas. Pois o Teorema de Aproxi-
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macion de Weierstrass (1885) foi enunciado con posterioridade. Ademais recordemos que non foi
ata 1910 cando Hadamard, precisamente despois de estudar os traballos de Poincaré, demostra

esta xeneralizacién.

O teorema de punto fixo de Brouwer é tamén unha versién do Teorema de Bolzano. De feito,
no 1940 o matematico italiano Carlo Miranda proba que o Teorema de punto fixo de Brouwer e
o resultado de Poincaré son equivalentes. Como veremos mais adiante, a partir das propiedades
do grao de Brouwer pddese enunciar directamente unha xeneralizacién do Teorema de Bolzano.
Recomendamos as referencias [9] e [4] para mais informacion sobre a evolucién histérica do grao

de Brouwer e a siia relacién co Teorema de Bolzano, respectivamente.

No capitulo primeiro, faremos unha detallada introducién & Teoria do grao en espazos de
dimension finita. Comenzaremos definindo o grao para funciéns continuamente diferenciables
respecto a puntos nos que a derivada non se anula e a imaxe do mesmo non esta na fronteira. A
medida que enunciamos algin resultado mais técnico, iremos relaxando as hipdteses da defini-
cion. Presentaremos as propiedades méis importantes que permitiran e facilitaran a aplicacién da
Teoria do grao. Ademais, seguindo o contexto historico, probaremos o Teorema da bola peluda

e o de punto fixo de Brouwer.

Os resultados do grao de Brouwer non son certos, en xeral, para espazos de dimension infi-
nita. Por iso, compre redefinir o grao para adaptalo & espazos de dimensién infinita para unha
certa clase de funcions. Seguindo esta idea, o matemadtico Juliusz Schauder define unha clase
de aplicaciéns non lineais en espazos de Banach, as perturbaciéns completamente continuas da
identidade, que hoxe conecemos como perturbaciéns compactas da identidade. Do ano 1927 6
1932 fixo contribucions 6 anélise non linear aplicando cofiecementos da topoloxia alxébrica [18§].
Esta nova clase de funcién permitelle xeneralizar importantes resultados do grao de Brouwer a

espazos de dimensioén infinita.

No ano 1933, como consecuencia da invasién alemé, Schauder desprézase a Paris onde cofie-
ce a Jean Leray. Froito da colaboracién de ambos mateméaticos, desenvolvese a Teoria do grao
para espazos de dimensioén infinita. En particular, definen o grao de Leray-Schauder para per-
turbaciéns compactas da identidade aproximandoas por funciéns de rango finito, para as cales
poden calcular o grao de Brouwer. No ano 1943, desconécese a data exacta, Juliusz Schauder foi
asasinado pola Gestapo polo mero feito de ser xudeu [6, Pax. 34|, deixando sen publicar aqueles

resultados que deducira estando agochado dos Nazis.
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No capitulo segundo, construiremos detalladamente o grao de Leray-Schauder en espazos
normados de dimension infinita e estudaremos algunha das propiedades mais importantes. Enun-

claremos e probaremos algins teoremas de punto fixo para espazos de dimensién infinita.

No ultimo capitulo, analizaremos algunhas aplicaciéns do grao de Leray-Schauder &s ecua-
cions diferenciais. Partindo da ecuacion integral probaremos a existencia de solucion local dun
problema de valor inicial facendo uso do Teorema de punto fixo de Schauder, nas stas diferentes
versions, e das propiedades do grao. Por altimo, veremos que o conxunto de soluciéns do proble-

ma anterior é conexo e compacto.

Ainda que neste traballo 86 se introduce a Teoria do grao e se presenta algunha aplicacion
4s ecuacions diferencias, cabe mencionar que o grao topoléxico tamén se pode estender a outras
clases de funcions (multiavaliadas, operadores descontinuos, etc.) e as stas aplicaciéns son moi

variadas (alxebra, Teoria de xogos, anélise complexo, Ecuaciéns de Navier-Stokes, etc.).






Capitulo 1

Grao Topolbéxico de Brouwer

Imos comezar amosando algunhas definicions e resultados que compre recordar pois faremos
moito uso dos mesmos 6 longo do traballo. Dado que non son obxecto de estudo, non afondaremos
moito nestes resultados e remitimos 6 lector 6s libros [5], [7] e [16], que son unha boa referencia
dos apartados e [1.3.] Os resultados que se recollen nas seccions restantes deste primeiro
capitulo podense atopar principalmente nos libros [I3] e [I4]. Nestas falase do grao de Brouwer,
preséntanse algunhas definicidons mais amplas do mesmo, analizanse as stas propiedades e tamén

algunha aplicacién mais directa, como o Teorema de punto fixo de Brouwer.

1.1. Resultados previos

Como xa comentamos, neste apartado preséntanse algiins termos procedentes do andlise fun-
cional e da topoloxia que en xeral son conecidos. Ademais aclarase a notacion que se utilizara e
recollense resultados mais especificos, que non son propios da teoria do grao, como o Teorema
da Funcion Inversa [I.17, o Teorema de Sard e o Teorema de Weierstrass

Definicion 1.1. Un espazo linear E sobre R é un conxunto de elementos que satisfan as

seguintes condicions:

1. (E,+) é un grupo abeliano.
2. Esta definida unha operacién - : R x F — E verificando para \,u € Re x,y € F,

a) A-(z4+y)=A-x+ Xy,
b) A +p)-z=X-z+p-z,

c) A (p-x)=(A-p)- w,
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d) 1-z==x.
En xeral a definicién de espazo vectorial e linear é a mesma ainda que non tefien a mesma
interpretaciéon xeométrica.

Definicion 1.2. Sexa E un espazo linear real. Unha norma sobre E é unha aplicacion

| : E — R que verifica para z,y € F e a € R:

L lz| =0,
2. |jz|| =0 se e s6 se x =0,
3. [laz|| = [al[l],
4 o+ yll < flfl + llyll-
Un espazo linear dotado dunha norma, (F, || - ||), chdmase espazo linear normado.

Notacion 1.3. Referirémonos a un espazo linear real soamente como espazo linear.

Notacion 1.4. [13] Pax. 36] Sexa 2 un subconxunto de R™ aberto e limitado. Referirémonos a
C*(Q,R™) como o espazo de funciéns, f : Q — R™, k veces diferenciables en Q tal que f e as

stas derivadas de orden inferior a k£ 4+ 1 se poden estender de forma continua a 2.

Notacion 1.5. Sexa E un espazo linear de dimensién finita n. Utilizaremos para x € E a seguinte

norma,
|z| = méx{|z;| : i =1,...,n}.

Notacién 1.6. Sexa Q un subconxunto de R” aberto e limitado. Sexa unha funciéon f € C(Q, R"),

denotaremos a stia norma como
1l = I flloo = sup[f(z)].
€N

Observacién 1.7. Todo espazo linear normado (E, || - ||) se pode considerar como espazo métrico

baixo a métrica, p(z,y) = || — y||, inducida pola norma.

Definicién 1.8. Dados dous conxuntos A e B nun espazo métrico (E, p), definese a distancia

entre os conxuntos A e B como
p(A, B) = inf{p(x,y): x € A, y € B}.

Definicion 1.9. Definese o produto interno sobre un espazo linear £ como unha aplicacién

(,") : Ex E — R, que cumpre para z,y,z € E e a € R:
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L (z,y) = (y, ),
2. (az,y) = a(z,y),
3. (z,y + 2) = (z,y) + (x, 2),
4. (x,z) >0, (x,z) =0seesdsex=0.
Observacion 1.10. A todo produto interno se asocia unha norma, ||z|| = \/{z, z).

Definicion 1.11. Sexa X un conxunto arbitrario e f unha funcién de X en R”. O soporte de

f, denotase por supp(f) e definese como:

supp(f) = {z € X : f(z) # 0},
isto &, a clausura do conxunto de puntos para os cales a funcién non se anula.

Definicién 1.12. Unha sucesion {x,} nun espazo métrico X dise sucesion de Cauchy se
Ve>0 INeN/nm>N = d(x,,zm) <c.

Definicion 1.13. Un espazo métrico dise que é completo se toda sucesién de Cauchy no espazo

é converxente.

Definicion 1.14. Se un espazo linear normado é completo, entén dise que é un espazo de

Banach.

Definicion 1.15. Sexan U C R" e V C R™ dous espazos calquera. Unha aplicacion
f:U CR" -V C R™ é un homeomorfismo se ¢ continua, bixectiva e a sta inversa f~! ¢

tamén continua.

Non entramos mais en detalle nestes conceptos topoloxicos pois non serdn necesarios para definir
o0 grao, polo que se veran na secciéon Continuamos con dous importantes teoremas do analise

e unhas 1ltimas definiciéns para dar paso & definicién do grao.

Corolario 1.16. Seza f: Q2 C R"™ — R™ diferenciable en x € Q). A matriz racobiana de f en

T vén dada como

8.T1 81’2 afEn

a(f f f) % % e %

_ 1, /255 Jm _ or ox axn
Df(@) O(x1,x9, ..., Tp) :1 :2 . :
Obn Ohn . O

ox1 0x9 Oxy,

Se n =m, o determinante da matriz vacobiana, det(D f(x)), dendtase por Jy(x).
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Demostracion. Véxase en [21) Pax.78| O

Teorema 1.17 (da Funcién Inversa). Sexan € C R"™ un conzunto aberto e
f € CHUR"Y). Dado a € Q tal que f(a) = b e Jp(a) # 0, enton existen vecifianzas aber-
tas de a e b, U, e Vy, tal que f : U, — V) ten unha inversa f~' : Vy, — U, continuamente

diferenciable.

Demostracion. Véxase en [22, Pax.35]. O

Teorema 1.18 (de Sard). Sexa Q un subconzunto aberto de R™, f € C1(Q,R") e S o conzunto
{x € Q: Jp(x) =0}. Enton f(S) ten medida de Lebesgue nula en R™.

Teorema 1.19. (de Weierstrass) Sexa K un conzunto cerrado e limitado de R" e f € C(K,R").

Enton existe unha sucesion de funcions f, € C°(K,R"™) que converzen uniformemente a f.

Definicion 1.20. Sexa f : Q@ C R” — R™ unha funcién diferenciable e = € ). Dise que x ¢
un punto critico se o rango de D f(x) é menor que m. Pola contra, se D f(z) alcanza o rango

méximo, x é un punto regular.

Definicion 1.21. Sexa f: Q CR® — R™ e y € R™. Dise que y é un valor critico se é imaxe
dun punto critico, isto é, se existe x € 2 tal que y = f(z) e o rango de D f(z) é menor que m.

Noutro caso dise que y é un valor regular.

Se nos restrinximos a funciéns f € C1(2,R"), Q C R", ¢ sinxelo ver que un punto x ¢ critico
se e s6 se Jp(x) = 0. Logo, facendo uso do Teorema de Sard sabemos que o conxunto de

valores criticos ten medida nula.

Definicion 1.22. Definiremos a funcion signo, sgn(z) : R — {—1,0, 1}, como

-1 se xz <0,
sgn(z) = 0 se z=0,
1 se z>0.

1.2. Definicién do grao de Brouwer

Neste apartado presentamos a definicién de grao topoldxico para espazos de dimension finita
dada por Brouwer, unha caracterizaciéon da mesma e algunha definiciéon mais xeral. Ademais ve-

remos algin exemplo. Convén aclarar que, para facilitar a lectura, fixaremos a seguinte notacion.

Notacion 1.23. Sexa f € C'(Q,R"). Fixamos, salvo que se indique o contrario, 6 conxunto

Q C R™ como aberto e limitado, e denotaremos por S 6 conxunto de puntos criticos de f.
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Definicién 1.24. Sexa ) C R" aberto e limitado, f € C1(£2,R"), S o conxunto de punto criticos
de febé¢ f(S)U f(09). Definese o grao de f en 2 respecto a b como
0, se f1(b) =0,

d(f, 0, b) =
) {erf—l(b)sgn(Jf($)), noutro caso.

Para ver que esta ben definida a funcién do grao, debemos probar con anterioridade o seguinte

resultado.

Teorema 1.25. Se f € CY(Q,R") e b ¢ f(S), enton o conzunto f~1(b) ={x € Q: f(z) =b} ¢
finito.

Demostracion. Vexamolo por reduciéon 6 absurdo. Supofiamos que o conxunto f~(b) C Q ¢é
infinito. Polo teorema de Heine-Borel, sabemos que @ C R™ é compacto, entén, pola condicion
de Bolzano-Weierstrass, f~!(b) ten un punto de acumulacién, Z. Logo existe unha sucesion
{2p}nen C f71(b) converxente a T tal que xj # x;, para todo k # . Por ser f diferenciable tense

que, para un n suficientemente grande,
0= f(zn) — f(Z) = Df(Z)(xzn — T) + (xn — T)e(an — T), (1.1)

onde ¢ ¢ unha funcién real tal que lim;_oe(t) = 0. Ademais J;(Z) # 0, pois T € f~1(b) e
b ¢ f(S). Polo tanto,

0<vy:=mf{|Df(@)u| : vweR", |ul =1} (1.2)

Por (1.1)), sabemos que para un n suficientemente grande,

210 (= a1)

é tan pequeno como desexemos. En particular,

_ Tp —X v
HDM (rmn —mu) H <y

Polo tanto, tendo en conta (1.2)), temos que
_ Tp — X 9
<o (=5 <3
O a1 < 2

chegando a unha contradicién. Logo f~1(b) é finito como queriamos probar. O

Agora somos quen de ver que o grao estd ben definido. Por ser b ¢ f(S)U f(09), Df(x) esta
definida para todo z € f~1(b) e J¢(x) # 0. Enton D f(x) é invertible e, polo Teorema da funcién
inversa, existe un entorno de x para o cal f é invertible. Ademais, temos probado que f~1(b) &

finito e polo tanto a suma . -1, sgn (Jy(z)) é finita.
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Exemplo 1.26. (Normalizaciéon) Sexa Id : @ — R"™ a funcién identidade. Tense que Dyq(x) = I,
onde I,, é a matriz identidade de orde n, logo Jri(z) = 1" = 1 e sgn(Jrq4(x)) = 1 para todo = € 2.
Entén o grao de Id en € respecto a b € R™ é

1 se beq,

d(Id,Q,b):{ 0 se bgQ

xa que Id~1(b) = b para b € Q. De xeito anélogo obtense que J_rq(x) = (—1)", logo se n é par

0 grao é o mesmo que no caso anterior. Se n é impar o grao de —Id en €2 respecto a b € R" é

—1 se beq,

d(—1d,,b) = _
0 se bgQ.

Exemplo 1.27. Sexa f(x) = sen(z) e Q = (0,27). O conxunto (0,27) é aberto e limitado

en R, f € C®(Q) e J¢(z) = f'(x) = cos(z). Vexamos os puntos onde o grao non esta definido,
isto é, calculamos f(S) e f(9Q) = f({0,27}):

T 3w

S ={x€(0,2m) : cos(x) =0} = {2,4} , f(S)={-1,1} e

f(99) = f({0,27}) = {sen(0), sen(27)} = {0},

logo verificanse as hipoteses da definicion para algun b € R\{—1,0,1}. O grao de f en Q
respecto b =2 é d(f,,2) =0, pois

fHb) ={z € Q : sen(z) =2} = 0.

Para b = L,

S

1 T 37T

S = {x € (0,27) : sen(x) = \/5} _ {4,4}

d (f,Q, %) — sen (cos (%)) +sgn <cos @T)) —1-1=0.

E léxico preguntarnos se podemos modificar ou facer menos restritivas as hipdteses da de-

logo,

finicién [1.24] A resposta é afirmativa pero para elo compre dar unha caracterizacién do grao e

algtin resultado mais técnico que nos permitirdn probalo.
Proposicion 1.28. Sezxa f € C*(Q,R") e b ¢ f(S)U f(0R), enton existe , tal que,
A28 = [ eelf@) =) Jy(w) da, (13)

para todo 0 < & < &,, onde p. € unha funcién C°(R™ R) cuzo soporte estd contido na bola

B(0,¢) de centro 0 e radio ¢ e satisfai

pe(@)ds = @e(z)dz = 1. (1.4)
B(0,¢)
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Demostracion. Se f~1(b) = 0, eliximos g, < p(b, f(Q2)). Tense que para todo x € Q,
|f(x) = bl > p(b, f(Q)) > &0 > ¢,

logo f~1(b) ¢ B(0,¢) 2 supp(y:) e polo tanto . (f(x) —b) = 0 verificando (1.3)) trivialmente.

Noutro caso, suponiamos que f~1(b) = {x1,22,...,7n}. Sabemos, por ser b ¢ f(S), que
J¢(x;) # 0,1 < i < m. Logo, aplicando o teorema da funcién inversa, existen veciflanzas U; de x;
disxuntas dous a dous e vecinanzas V; de b tal que f|u_ :U; — V; € un homeomorfismo. Ademais

podemos garantir que Jy ten signo constante en U;. Escollamos &, > 0 tal que

B(b,e,) C m V; esexan W;= f~Y(B(b,e,)) NU;. (1.5)

i=1
Enton os conxuntos W; son disxuntos dous a dous e J; ten signo constante en cada un deles.
Ademais, se 0 < ¢ < e, e x ¢ U™, W;, tense p-(f(x) —b) = 0. Isto é certo, xa que por hipdtese
we(f(xz) —b) =0se f(x) —b ¢ B(0,e) ese x ¢ U™ W, enton f(x) —b ¢ B(0,¢e). Vexamos esta
implicacion con detalle. Se f(xz) —b € B(0,¢) entén f(z) € B(b,e) C B(b,e,) C NI, V; logo
f(z) esta en B(b,e) NV; e por ser Ji,, un homeomorfismo, = € Y (B(b,e,)) NU; = W;. Con

todo isto, tense que

/Q el ) = 0)stalda =3 /W e (f () — b) T (2)dz
= D ssn(Us(a) /WI_ oe(f(x) — )]s ()| da

= segn(Jr(xz; <(y)d
> sn( >>/B( oe(y)dy

0,¢)

=d(f,Q,b),

facendo na terceira igualdade un cambio de variable e usando a hipdtese (|1.4)) na ultima igualdade

concluimos a demostracién. ]

Lema 1.29. Seza g € C*(Q,R" 1) e B; = (019, ..., 0-19, .- , 05419, ... , Ong) onde

g (00 092 Ognr’
9= 8xi’8mi""’ 850, ’

enton
n

> (~1)'0;B; = 0.

1=1

Demostracion. Fixamos 1 < ¢ < n e definimos
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0 se 1 =7,
C’U = det (8197"'78i—lgvai+lg7"'7aj—lg7aijgﬂaj+lga“'78719) se 1 <j7
det (6197"'7ajflgvaijgvaj+lgv"'aa’i*lg78’i+1ga"'aang) se 1 >j'

Sabemos que se A(z) = (Fi(x), ..., Fy(z)) entén

O;det(A(x)) = det(0; F1, Fa, ..., Fy) 4+ det(F1, 0; Fy, ..., ) + ... + det(F, Fa, ..., 0; F,.

n

Logo aplicando isto, temos que 9;B; = Z?Zl C;; e polo tanto Y1 | (—1)'9;B; é o mesmo que
szzl(—l)i@j. Por ser g € C2, facendo uso do Teorema de Schwarz, 0ij9 = 0jig, e pola propie-
dade dos determinantes ao trasponer columnas, cimprese o seguinte:

C,‘j = (—1)j+i_10ji.

Co anterior, facemos os seguintes célculos

n n n n

YD) Oy = (FY)(D)TC = ) (FD) ()T G == ) (<10
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
= - Y (-1)iCy,
ij=1

onde a ultima igualdade se obtén intercambiando os indices libres. Asi, temos que

n n
D (-V@iBi= ) (~1)'Cy =0,
i=1 i,j=1
como querfamos probar. O

Lema 1.30. Seza f € C? (Q,R") e A;j(z) = (—1)"/ Mj;, sendo Mj; o menor (j,i) complemen-
tario de Jy(x). Enton para todo 1 < j <n,

i &AU =0.
=1

Demostracion. Por hipotese temos que A;; = (—1)" det (0} f)k£j,1i- Logo, fixando j e aplican-
do o lema ag=_(fi,., fi-1, fi+1,..., fn) concluimos a demostraciomn. O

Observacion 1.31. Para n = 2 o lema anterior afirma que 01A11 + 02491 = 91 A19 + J9A0 = 0,

A:( Daf —82f1>_
—oife Ofi

Isto &, 0102 f2 = 0201 f2 e 0102 f1 = 0201 f1.

sendo
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Agora xa estamos en condiciéns de presentar a seguinte proposicion, que permite unha defi-

nicién maéis ampla do grao.

Proposicion 1.32. Sera f € C*(Q,R") e b ¢ f(09Q). Dados b; € B(b, p,), sendo i = 1,2 e
po = plb, F(0Q)). Se b; ¢ [(S), enton

d(f7 Q7 bl) = d(fv Qa b2>

Demostracion. Posto que os b; foron escollidos fora de f(0€2) e por hipotese, o grao d(f, 2, b;)
estd ben definido para ¢ = 1,2. Sexa o > 0 tal que
U<po—’b—bi| , 1=1,2.

Enton, pola caracterizacion do grao (proposicion [1.28)), existe € < o tal que

d(f, 0, b) = /Q pe(f(2) = bi) Jp(w) do, i =12,

baixo as hipo6teses do mesmo. Logo
Ld
pe(y —b2) —@e(y —b1) = / g3 Pe(y = b1+ t(b1 — b2))dt
0

1
= (b1 — 52)/0 Ve (y — by +t(by — b2))dt = div(w(y)),

onde L
w(y) = (/0 wa(y—b1+t(b1—b2))dt> - (by — by).
Se y € f(09),
ly = (1 =1)by —tho| = |(y = b) + (1 = 1) (b — b1) + 1 (b — b2)]
>po—(1—=1t)(po—0) —t(po—0) =0 >c¢.

Posto que supp(p:) esta contido na béla B(0,¢), tense que w(y) = 0 para y € f(99). Definimos,

" owi(f(x)Aii(z), e,
'Uz(l') _ Zj—l J(f< )) l]( ) . 1 S i S n.
0, x € R"\Q,
Polo anterior tense que v; = 0 en 0f). Ademais

87)1' - 8 1 8
= > S (@) @) +ng (o)

J,k=1

logo,

(o) = 3 (@) ( Ui (1)a ) +Zw] o) (Z fmAij(x)) .
— i i1 3
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Polo Lema sabemos que o segundo termo ¢ nulo. Por outro lado, pola construcién de A,

tense que
n P 1 o k‘,
> 8?:(;5)141-]-(;5) = ;5 J5(x) , sendo 5y = {0 ZZ j 2
logo,
div(v(z)) = (;;j(f(x))Jf(w) = div(w(f(x)))J(x).

J=1

Con todo, séguese que

d(f,Q,b1) —d(f,Q,be) = /Qdiv(w(f(:c)))t]f(x)da: = /Qdiv(v(a:))da: = /891}(1‘)611’ =0,

por ser v nulo na fronteira de €. O

Se dous valores son préximos, nas hipoteses anteriores, o valor do grao é o mesmo. Enton
podese pensar que, en certas condicions, todos os valores por ser uns proximos 6s outros teran o
mesmo grao. Esta condicién como veremos mais adiante seré estar na mesma componente conexa.
Ademais esta proposicion permitenos ampliar a definicion do grao respecto a valores singulares.
Pois polo Teorema de Sard o conxunto de valores singulares ten medida nula, logo sempre

existen valores regulares na bola B(b, p,).

Definicién 1.33. Sexan f € C?(Q,R") e b ¢ f(99Q). Fixamos p, = p(b, f(092)). Definese o grao

de f en () respecto a b como

d(f? Q? b) = d(f? Q? bl)?
onde V' é calquera valor regular da bola B(b, p,/2).

Lema 1.34. Sexzan f € C*(Q,R"), b & f(0Q) e p, = p(b, f(ON)). Sezxa by € R™ tal que
|b1 — b| < po/2, enton
d(f7Q7b1) = d(vavb)

Demostracion. Por definicion, eliximos un valor regular by € B(b, po/2). Enton d(f,,by) =
d(f,Q,b) e |b—ba| < po/2. Do mesmo xeito, usando a desigualdade triangular, tense que

b1 = ba| < [by =] + [b—ba| < po/24 po/2 = po.
Logo by € B(b1, po) €, por definicion, d(f,Q2,b2) = d(f,Q2,b1). Enton, temos que
d(vavb) = d(vavbQ) = d(f>Q>bl)7

como queriamos probar. O
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Proposicién 1.35. Sezan f,g € C*(Q,R") e b ¢ f(O). Enton existe € = €54, tal que para
0<|t| <e,
d(f +tg,€,b) = d(f,€,D). (1.6)

Demostracion. Distinguimos os seguintes tres casos:
Caso 1. Se b ¢ f(Q), entén p = p(b, f(Q)) > 0. Fixamos € = 5/2||g]|oo- Se |t| < &, tense que

p(b, (f +tg)(Q)) > p/2 > 0 e polo tanto b ¢ (f +tg)(S). Logo (1.6) & certo para o caso trivial
no que ambos termos da igualdade son cero.

Caso 2. Se b ¢ f(5) e sexa f~1(b) = {z1,..., 2} cumprindo que Jp(xi) #0,1 < i < m.
Definimos h(t,z) = f(x) + tg(x) — b. Para 1 < i < m, h(0,z;) = 0 e gZ(O,:z:i) = Df(xz;).
Sabemos que D f(x;) é invertible, logo, polo Teorema da funcién implicita existe unha vecinanza
(—&4, —€i) de 0 en R, vecinanzas U; de x; en ) disxuntas dias a daas e existe tamén unha funcion
@i : (—ei,ei) — U; diferenciable tal que as tunicas soluciéns de h(t,z) = 0 en (—¢&;, ;) X U; venien
dadas por (t, i(t)). Ademais, podemos asegurar que

sgn(Jyr1g(x)) = sgn(Jy(2;))

en cada U;. Fixamos agora € como o minimo dos ¢;, 1 <i < m. Agora a igualdade (1.6) séguese

da definicién para o caso dun valor regular.

Caso 3. Se b € f(S) e sexa p, = p(b, f(0R)). Escollamos by € B(b, p,/3) tal que b sexa un valor

regular e exista ¢, > 0 tal que
d(f+tg7Q7b1) :d(.ﬁQ?bl) :d(vavb)7 0< ’t’ < Eo- (17)

Elixamos ¢ < min{e,, po/3||g||cc}. Enton b ¢ (f + tg)(0f2) para |t| < e, ¢ mais, temos que
p(b, (f +tg)(08)) > 2p,/3 e posto que by € B(b, p,/3) obtemos a seguinte desigualdade:

b b1l < pu/3 < Splb. ] +19(0).
Grazas o Lema[1.34] cuxas hipéteses acabamos de verificar, tense que
d(f +tg,Q,b1) =d(f +tg,Q,b),
e para rematar, usando a igualdade , obtemos que
d(f +1tg,Q,0) =d(f +1tg,Q,b1) =d(f,Q,b),

como se queria probar. O

Este resultado permitenos definir o grao para funciéns unicamente continuas. Sexa
f e CLRY), b ¢ f(ON) e po = p(b, f(OQ)). Polo Teorema de Weierstrass sempre po-
demos encontrar unha funciéon g € C?(Q,R") tal que ||g — flloo < po/2. Logo, b ¢ g(9) e o
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grao de g estd ben definido. Se g1 e g2 son dias funcidns nestas condiciéns, fixamos § = g1 — go.
Tense que ||f — (92 + t§)||lo < po para todo 0 < ¢t < 1, e pola Proposicion a funcion
d(t) = d(g2 + tg,§,b) é localmente constante, e por ser [0,1] conexo, tamén o é no intervalo.

Logo
d(gl, Q, b) = d(gg, Q, b)

Todo este razoamento nos leva 4 seguinte definicion do grao de Brouwer para funciéns continuas.

Definicién 1.36. Sexa f € C(Q,R"), b ¢ f(0) e p, = p(b, f(09Q)). O grao de f en Q respecto

a b estd dado por

d(f,Q,b) =d(g,Q,b) (1.8)

para calquera funcion g € C?(Q,R") tal que ||f — glloo < po/2

O seguinte resultado mostra que é suficiente con restrinxir o estudo do grao ¢ valor b = 0.
Proposicién 1.37. Sexa f € C(Q,R") e b ¢ f(0). Enton

Demostracion. Se p, = p(b, f(02)) = p(0, (f —0)(9N)) e g é unha funcién de clase duas tal que
I/ = glloc enton

(g =) = (f = b)lloo = llg = flloo < po/2 (1.10)

e, por definicién,

d(faﬂab) = d(g,Q,b) € d(f - baan) = d(g - baan)
Se b é un valor critico de g, entén podemos atopar un valor regular b; de g verificando
b —b1| < p(b, g(9€2))/2

polo tanto

d(g—1501,9,0)=d(g—0,92,0) e d(g,92,b1) = d(g,9,b).

Por ser by valor regular de g, é sinxelo ver que
d(g>Q>b1) = d(g - b17Q70)

rematando a demostraciéon. ]
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1.3. Propiedades do grao de Brouwer

Nesta seccién probanse as propiedades bésicas do grao topoléxico de Brouwer, algunhas das
cales xa intufamos na seccién anterior. Como consecuencia destas propiedades xorden algins re-
sultados interesantes que seran de utilidade para a stua aplicacion non s6 as ecuacions diferencias

e 4 andlise en xeral, senén tamén & alxebra, topoloxia ou 4 teoria de xogos.

A continuacién introducimos alguns conceptos topoloxicos que serdn necesarios para abordar

varios resultados das seccions restantes deste capitulo.

1.3.1. Resultados topolbéxicos previos

Definiciéon 1.38. Sexan f,g € C(X,Y). Dicimos que f e g son homoétopas, f ~ g, se existe

unha funcién continua H : X x [0,1] — Y, cumprindo

H(z,1) = g(x), Vo € X.
A aplicaci6on H dise que é unha homotopia.

Definicion 1.39. Sexan z,y € X. Un camino entre & e y é unha aplicacién continua
¢ :[0,1] — X tal que ¢(0) = z e (1) = y. Dise que X é conexo por caminos se dados

dous puntos calquera x,y € X existe un camino ¢ en X que os une.

Teorema 1.40. Dado x € X, o maior conzunto conexro por caminos que o contén € a sia

componente conera por caminos.

Teorema 1.41. As comporientes conexas por caminios dun espazo localmente conexo por caminos,
son conzuntos abertos e pechados.

Demostracion. Pode verse en [17, Pax. 235]. O
Lema 1.42. Seza Q un conzunto aberto e limitado de R"™ e f € C(Q,R™). Entdn as comporientes

conezxas de R™\ f(OQ) coinciden coas componentes conexas por caminos.

Demostracion. Sabemos que nun conxunto localmente conexo por camifios as componentes co-
nexas coinciden coas componentes conexas por caminos, logo basta probar que R™\f(0Q2) ¢

localmente conexo por caminos.

Polo Teorema de Heine-Borel, 992 ¢ compacto, logo f(9€2) é compacto por ser f continua

([19, Pax.189]). Facendo uso de novo do Teorema de Heine-Borel, f(92) é cerrado e limitado e
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polo tanto R™\ f(9€2) é aberto. Por outra banda, todo espazo euclidiano é localmente conexo por
caminos, en particular R™. Enton, R™\ f(9€2) ¢ tamén localmente conexo por caminos por ser un

subconxunto aberto de R™, como queriamos ver. O

1.3.2. Cambios en f e b

Teorema 1.43. 1. (Continuidade respecto d funcion) Seza f € C (Q,R") eb ¢ f(09). Enton
existe unha vecifianza U de f en C (Q,R”) tal que para todo g € U,

d(g, ,b) = d(f,,b).
2. (Invariancia baizo homotopia) Sexa H € C (Q x [0,1], R™)tal que b ¢ H(92x[0,1]). Entdn
d(H(-,t),Q,b) é independente de t.

3. (Invariancia nas componentes conexas) O grao é constante, respecto a b, en cada compo-

nente coneza de R™\ f(09).

Demostracion. 1. Definimos U = {g € C(Q,R") : ||f — glloo < po/4} onde p, = p(b, f(OR)).
Se g € U, tense que, para todo x € 92
3po/4 =po— po/4 < [b— f(2)] = [If — gllc < [b— f(2)| = |f(z) — g(x)|
<|b—g(x)| = p(b, g(x)).

Utilizando na ultima desigualdade o seguinte

(1.11)

b= f(@)| = [b—g(x) +9(z) = f2)] < [b—g(@)[ +[f(x) — g(z)|
Por sabemos que p(b, g(0)) > 3p,/4, polo tanto b ¢ g(0f) e o grao estd ben
definido. Sexa h € C?(€2,R™) tal que ||f — hllso < po/8. Entén
lg = hll < llg = £+ 11 = Bl < 2p0 < 500, 9(0).
Logo, pola Definicion do grao de g e f, d(g,92,b) = d(h,Q,b) = d(f,Q,0b).
2. Polo procedemento anterior, d(H(-,t),€2,b) ¢ localmente constante e polo tanto continua

en [0, 1]. Ademais a stia imaxe son ntimeros enteiros, logo por ser continua ¢ necesariamente

constante en [0, 1].

3. Sexa D unha compofiente conexa de R\ f(9€2), e by, by € D. Polo Lema[1.42] D ¢ conexo
por caminos. Entén existe un camifo ¢ € C([0,1], D) tal que ©(0) = b1 e p(1) = be.
Definimos a seguinte homotopia

H: Qx[0,1] — R®
(.1',75) = H(ZL‘,t) = f(.l') _(P(t)'
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As funcidns f e ¢ estan ben definidas e son continuas polo que H tamén estara ben definida

e seréd continua. Ademais H satisfai o seguinte:

{ H(z,0) = f(z) — (0) = f(z) — by,
H(x,1) = f(z) — (1) = f(z) — b

Logo H é unha homotopia entre f —by e f —bo, isto é, H : f —b; >~ f —by. Por outro lado,

temos que
d(f,Q,b1)=d(f —b1,9,0) = d(H(-,0),Q,0)=d(H(-,1),8,0) = d(f — b2,2,0)
=d(f,9,b2),
usando a Proposicién na primeira e tltima igualdade, e na terceira aplicamos a pro-
piedade de invariancia baixo homotopia. Comprobemos, por reducién 6 absurdo, que se

verifican as hipo6teses da propiedade anterior. Suponamos que 0 € H (9 x [0, 1)), é dicir,
que existen (z,t) € 9 x [0, 1] tal que H(z,t) = 0. Enton

H(z,t) = f(z) —o(t) =0 = f(z) = ¢(t) (z€09Q).

Polo tanto ¢* N f(9Q) # 0, chegando a unha contradicion, pois ¢* € D C R™\ f(99Q),
sendo ¢* = ([0, 1]). Posto que a componiente conexa D e os puntos by e by foron elixidos

arbitrariamente, rematamos a demostracion.

O

A continuacién probamos un resultado que, a pesar de ser sinxelo, terd moita utilidade para
a analise pois permite, a partir do grao, garantir a existencia de solucién dunha ecuacién dada. E
mais, este razoamento inclie funciéns hométopas ou proximas & da ecuacién, que se cadra polos

métodos habituais non seria sinxelo estudar.

Proposicién 1.44. Sexan f € C(Q,R") e b ¢ f(Q), entén d(f,Q,b) = 0. Doutro zeito, se
b¢ f(OQ) e d(f,Q,b) #0 entdn existe x € Q tal que f(x) = 0.

Demostracion. Sexan p, = p(b, f(Q)) e g € C?(2,R™) tal que ||f — glloo < po/2, entén b & g(€2).
Logo b é un valor regular e por definiciéon

da(f,Q,b) =d(g,9,b) =0,
pois g~ 1(b) = 0. O

Noétese que a Proposicién se pode ver como unha xeneralizaciéon do Teorema de Bolzano.

En particular, para o caso de unha dimension tense que Q = (a,b) e

(1. a,),0) = 3 [sen(f(8)) — sen((a)].

Para mais detalles sobre a relacién entre ambos teorema, remitimos 6 lector 6 artigo [4].
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Corolario 1.45. Se d(f,Q,b) # 0, enton f(2) € unha vecinanza de b.

Demostracion. Sexa Cp a compofiente conexa de b en R™\ f(0N). Entén, para todo ¢ € Cj
sabemos que d(f, 2, ¢) # 0. Logo, pola proposicion anterior, Cp, C f(€2). S6 queda probar que Cj
¢ aberto. Sabemos que, polo Lema [1.42] R™\ f(912) ¢ localmente conexo por camifios. Logo polo
Teorema Cy & aberto. O

Veremos a continuaciéon algun resultado que nos permitird modificar o dominio da funcién &

que estudamos o grao.

1.3.3. Cambios no dominio

Teorema 1.46. 1. (Aditividade) Sexan Q1 N Qo = 0 e b ¢ f(0) U f(0Q2), onde
fecC (Q,R”) e Q=01 UQy. Enton

d(f,,0) = d (f,Q1,b) + d (f,{2,b).

2. (Descomposicion do dominio) Sexan f € C(Q,R™)e b ¢ f(9S). Se {Q;};jes € unha cober-
tura aberta de Q tal que Q; N Q; =0, para todo i # j. Enton

d(f,Q,b) = _d(f,9,b).

jedJ

3. (Excision) Sexa f € C(Q,R") e b ¢ f(00). Se K C Q é un conzunto pechado e b ¢ f(K),
entdn

d(f,Q,b) =d(f, Q\K,b).

Demostracion. 1. Sexa g € C? tal que || f — glloo < po/2, po = p(b, F(OQ1) U £(98s)). Entén

pola definicién do grao,

d(fv Q, b) = d(.g> Q, b),

(1.12)
d(fvﬁlvb) :d(g>Ql7b)a 22172

Fixamos B = B(b, po/2) que é conexo e esta contido en R™\g(0Q2). Esta tamén contido
en R™\g(0€;) e polo tanto nas compofientes conexa de b en );, para ¢ = 1,2. O Teorema
de Sard (1.18]) garantenos a existencia dun valor regular ¢ € B que, pola invariancia nas

componentes conexas, cumpre:

d(g,%,b) = d(g,9,¢),
d(gvglab) :d(g,QZ,C), Z:172
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Logo por ser g de clase 2 e ¢ un valor regular séguese da definicion [1.24] que
d(gv Qv b) = d(g7 Ql? b) + d(gv 927 b)a
e pola igualdade (1.12) concluimos a demostracion.

2. Compre demostrar primeiramente que 9€2; C 9. Por reduciéon 6 absurdo, supoiamos que
existe un p € 0Q; tal que p ¢ 0Q. Enton p € Q, pois 0Q; C Qj C Q. Logo existe un
i€ J,i#j,tal que p € ;. Por ser a cobertura aberta, existe un entorno U, de p en €;.
En particular, por ser os €, disxuntos, U, N Q; = . Chegando a unha contradicién, pois
p € 09;.

Fixamos p, = p(b, f(09Q)) e escollemos unha funcion g € C%(Q,R") tal que b non é un
valor critico de g e ||f — gllco < po/2. Temos que 9€2; C 90, b ¢ g(08);) e

[f (@) = g(x)] < p(b, f(0))/2, =€y

Logo, por definicion, d(f,Q,b) = d(g,9Q,b) e d(f,Q;,b) = d(g,9;,b), para todo j € J.

Enton, tense que

d(f,2,0) =d(g,2,0) = > sen(Jy(@)=> D> sen(Jy(x) =Y d(g,9,b)

z€g—L(b) Jj€J zeg—1(b)NQ; jeJ

= d(f,Q;,b).

jeJ

3. E sinxelo probalo por definicién, pero para elo necesitamos unha funcién C? e un valor
regular suficientemente préximos 6s orixinais. Escollemos unha funcién g € C%(Q,R") tal
que d(f,2,b) = d(g,Q,b) e eliximos un valor regular ¢ ¢ g(K) suficientemente proximo a
b, cuxas componentes conexas en R™\g(9€) e R™\g(0(Q\K)) sexan as mesmas. Enton por
definicién

d(f,0,0) =d(g,Qc)= Y sea(Jy(x) = > sgn(Jy(x))
z€g~1(c)NQ z€g~1(c)NOQ\K

— d(g, O\K, ¢) = d(f, 0K, b).
O

Teorema 1.47 (Dependencia dos valores fronteira). Sezan f,g € C(Q,R") tales que floa = Yloa
eb¢ f(0), enton

d(f,Q,b) =d(g,8,b).
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Demostracion. Definimos a funcion

H: Qx[0,1] — R»
(x,t) +—  H(z,t):=tf(z)+ (1 —1t)g(z).

As funciéns f e g estdn ben definidas e son continuas polo que H tamén estarda ben definida e

serd continua. Ademais H satisfai o seguinte:

H(z,t) = f(x) = g(x), Ve .

Logo H é unha homotopia entre f e g, e b ¢ f(9Q) = H(OQ x [0,1]). Entén
d(f,Q,b) =d(g,,b)

pola invariancia baixo homotopia. O

Corolario 1.48. Sezxan f,g € C(Q,R"). Se existe unha funcion H € C(0Q x [0,1],R"™) tal que
b¢ H(OLx [0,1]), H(-,0) = f,, e H(-,1) = g,, , enton

d(f,Q,b) =d(g,Q,b).

Demostracion. Pode consultarse en |13 Pax. 49]. O

Este corolario mostra que non é necesaria a igualdade das funciéns na fronteira para a existen-
cia dunha homotopia que mantena invariante o grao, nin cobmpre que as funciéons sexan homoétopas
en todo o seu dominio. Pois basta que as funciéns sexan homoétopas na fronteira e que b non
sexa imaxe deses puntos para estas funciéns. En resumo, mentres b non se alcance ao longo da
homotopia na fronteira, o grao esta determinado pola clase de homotopia de funciéns continuas

definida na fronteira. O teorema seguinte é un resultado moi similar 6 corolario anterior.

Teorema 1.49 (de Poincaré-Bohl). Sezan f,g € C(Q,R"). Se b ¢ [f(z),g()], isto &, se b non
estd contido no segmento que une f(x) e g(x), para todo x € 02, enton d(f,Q,b) = d(g,,b).

Demostracion. Basta tomar a homotopia H(z,t) = tf(z) + (1 — t)g(z), (x,t) € Q x [0,1]. Por
hipotese, H(x,t) # b para todo (z,t) € 9 x [0, 1] e o resultado verificase pola invariancia baixo

homotopia. O



1.4. Teorema de punto fixo de Brouwer 19

1.4. Teorema de punto fixo de Brouwer

Neste apartado presentamos un dos maéis famosos teoremas de punto fixo, demostrado en
1911 por Brouwer. En 1930, Schauder xeneraliza este resultado para espazos de Banach, como
veremos na seccién seguinte, e posteriormente Kakutani establece o teorema para funciéns multi-
vocas. En xeral, os teoremas de punto fixo son importantes en moitos eidos das matematicas. De
feito, o teorema de punto fixo de Brouwer ten demostraciéons moi diversas usando, entre outras,

cohomoloxia [15], combinatoria [12], o teorema de Stoke ou a teorfa do grao.

Notacién 1.50. Denotaremos por B" a bola unidade en R” e por S~ ! a esfera de radio 1 contida
en R".

Proposicién 1.51. Se n ¢é impar as funcions Id e —Id non son homdtopas en S"™1, é dicir,
non existe unha aplicacion H € C(S"~! x [0,1],S"7!) tal que H(z,0) = 2 e H(x,1) = —x para
todo x € S* 1.

Demostracion. Sexan —Id,Id € C(B",R") e b € B". Se existira unha homotopia de Id|gn-1 a
—Id|sn—1 entén polo Corolario teriamos que d(Id, B",b) = d(—1d, B",b), chegando a unha
contradicién pois

d(Id,B",b) =1+# —1 =d(—Id,B",b),
como xa calculamos no Exemplo O

Teorema 1.52 (da boéla peluda). Se n é un nimero impar, non eziste unha aplicacion continua

@ :S"t — R™ tal que p(x) # 0 e {(o(z),r) = 0 para todo x € S*~1.

Demostracion. Probémolo por reducion 6 absurdo. Suponamos que existe unha aplicacidon ¢ nas
condiciéns do enunciado. Definamos ¢ (z) = ¢(x)/||¢(z)||, que é continua pois ||¢(x)|| > 0 para
todo x € St e p e C(S*1,R"). Entén a funcién
H: S"!1x[0,1] — St
(x,t) +—  H(zx,t):= cos(nt)x + sen(mt)(x)

define unha homotopia entre I'd e —Id, contradicindo a Proposicion xXa que

H(x,0) = cos(0)x + sen(0)y(x) = =,

H(z,1) = cos(m)x + sen(m)y(x) = —z,
e H(z,t) € S*! para todo (z,t) € S"~1 x [0, 1]. Para comprobar que H(z,t) € S*~! basta ver
que ||H(x,t)|| = 1. Para todo x € S ! e t € [0, 1] temos que,

|H (z,t)||* = (H(z,t), H(z,t)) = cos(nt)*(z, z) 4+ sen(nt)?((z), 1 (x)) + 2(cos(mt), sen(mt)tp(z))

= cos(7t)? + sen(mt)* + 2 cos(mt) sen(mt){(x, p(x))

1
lo(x)]l
=14+0=1,
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usando que |z|| = 1, [|¢(z)]| = 1 e a hipétese (p(x),z) = 0 en S"L. Logo como queriamos

I|H(z,t)|| = 1, rematando a demostracion. O

Proposicién 1.53. Non ezisten funcions continuas ¢ : B. — S"~1, B" C R, tal que ¢(x) = x

para todo v € S* L.

.. ., , ~ . ., = _
Demostracion. Por reducion 6 absurdo, supofiamos que existe unha funciéon ¢ : B° — S*~!, tal

que ¢(z) = x para todo = € S*~!. Logo, pola dependencia do grao nos valores fronteira, Teorema

[[.47] temos que
0=d(p,B",0) =d(Id,B",0) =1,

chegando asi a unha contradicion. A igualdade da esquerda séguese da definicién do grao pois
0 & p(B") e a igualdade dereita viuse no Exemplo O

Teorema 1.54 (de punto fixo de Brouwer). Toda aplicacion continua da béla cerrada en si

mesma ten un punto fizo. Isto €, dada unha aplicacion continua f : B® — B", existe x € B™ tal

que f(z) = z.

Demostracion. Vexamolo de novo por reducion 6 absurdo. Suponamos f(x) # z para todo
x € B". Consideremos o segmento que vai de = a f(x), que estd ben definido e, fixada una
orientacion, denotamos por ¢(x) o punto do segmento anterior que incide na esfera S*~!. Se
demostramos que ¢ : B" — S"~! ¢ continua e Pl 1 = Id chegaremos a unha contradicién pola
Proposicion Fixado x € B", definimos a reéta que vai de xz a f(x) como

o(t) =z +t(f(z) — ), t € R,
e fixamos unha orientacion, t > 0. Queremos achar o ¢ para o cal o segmento corta a S"~!, isto
&, lle@)ll = llz +t(f(z) — 2)| = 1, ou 0 que & o mesmo, 1 = [[o(t)[|* = (4(t), ¢(t)). Enton:
(p(t), o(t)) = (z,2) + 2z, f(z) — z) + *(f(z) — z, f(z) — )
= (| f(z) — z|* + 2t(z, f(z) — ) + [|z]?
=1.
Temos que ||z|| < 1e | f(z)]| < 1 pois z, f(x) € B" e f(x) # x logo ||f(x) —z|| # 0. Entén temos

unha ecuacién de segundo grao, cuxas soluciéns son:

Ha) = —2(, f(2) —2) £ /(2(x, f() —2))* — 4[| (@) — [P (J=[* — 1)
2/ (z) —z|? '

Polo tanto, se ||z|| < 1 temos duas soluciéns t1,t2 € R tal que t; < 0 < to . Escollemos t2 > 0

logo a solucién ¢ tinica e ademais continua respecto a . Se x € S ! ||z||? = 1 e polo tanto
t(z) =0 e p(zx) = z. Con todo temos que
©: Bn N Sn—l
r o= pr) =z +i(x)(f(e) - o)
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¢ unha funcién continua tal que ¢(z) = x para todo x € S*~!, chegando a contradicion. O

Como xa dixemos, existen moitas demostraciéns para este teorema. Presentamos a conti-
nuaciéon unha delas, distinta & primeira, que se basea en propiedades do grao e non utiliza a
Proposicion [I.53]

Demostracion. Supoiiamos que f(x) # z para x € S" ! pois doutro xeito o enunciado é
trivialmente certo. Definimos a homotopia H(z,t) = z — tf(z) para (z,t) € B" x [0,1].
Sex € S*le0 <t <1, tf(z) € B'\S" ! logo H(z,t) # 0. Se z € S" L et = 1,
H(xz,1) = z — f(x) # 0. Enton, estamos en condiciéons de aplicar a propiedade de invarian-

cia baixo homotopia como segue:
d(Id— f,B",0)=d(H(-,1),B",0) =d(H(-,0),B",0) =d(Id,B",0) = 1.
Polo Proposicion existe un x € B™ tal que (Id— f)(x) = 0, ou 0 que é mesmo, f(z) =z. O
E sinxelo comprobar que o Teorema de punto fixo de Brouwer é certo para funciéns
f € C(9,9Q), onde Q ¢ calquera conxunto homeomorfo 4 béla pechada. Para velo, bastaria

reducirnos 6 caso anterior tomando a funcién g = ho foh™!, sendo h o homeomorfismo de ) en
Bn

Corolario 1.55. Sexa K C R" un conzunto compacto e convexo e sexa f : K — K unha funcion

continua, entén [ ten un punto fizo.

Demostracion. Por ser K compacto existe un R > 0 tal que K C B(0, R). Polo Teorema de
proxeccion de Hilbert [5, Pax. 139], existe unha funciéon continua Px : R™ — K tal que, dado

x € R", Pg(x) é o tnico punto tal que
|2 — Pg ()| = min [lz —y|.
yeK

Definimos - B

g: B(0O,R) — K C B(0,R)

z = g(x)=f(Pr(x)),

que é continua. Posto que B(0,R) ¢ homeomorfa a B" podemos usar o Teorema de punto
fixo m Entén g ten un punto fixo x, € B(0, R), ¢ dicir, existe z, € B(0, R) tal que x, =
g(zo) = f(Pr(x0)) € K. Como z, € K, temos que Px(z,) = o € T, = f(Pr(%0)) = f(xo).

Polo tanto z, é un punto fixo de f como queriamos probar. O






Capitulo 2

Grao topoloxico de Leray-Schauder

2.1. Introducién do grao para espazos de dimensidén infinita

Introducimos o concepto de grao topoléxico para espazos de dimensién infinita. Para elo tra-
ballaremos con espazos lineais normados de dimensién infinita, ainda que os mesmos resultados
se poderian estender axeitadamente a espazos localmente convexos, como se pode ver en [I1]
Péx. 315]. Os resultados vistos sobre o grao de Brouwer non son certos, en xeral, para funcions
soamente continuas definidas nun espazo de dimensién infinita como exemplifica Jean Leray en
1936 e pode consultarse en [10, Pax. 172|. A raiz deste problema, xurde a necesidade de redefinir
0 grao para espazos de dimensién infinita coa limitacion, como veremos, de facelo para unha

clase mais restritiva de funcions.

A notacién que usaremos é semellante 4 do capitulo anterior. Sexa (X, || -||) un espazo linear
normado e ) un conxunto aberto e limitado de X. Compre definir o grao para unha certa clase
de funciéns de xeito que d(f,€2,b) sexa un numero enteiro e se garantan as tres propiedades

bésicas seguintes:
1. (Normalizacion) d(Id,2,b) = 1 para todo b € Q,
2. (Aditividade) Sexan Q@ N =0 e b ¢ f(0Q) U f (0Q2), sendo Q = Q1 U Qy. Enton
d(f,$,b) = d(f,Q1,0) + d (f,2,b).

3. (Invariancia  baixo  homotopia) Se H & unha  homotopia tal que
b¢ H(0Q x [0,1]), enton d(H (-,t),8,b) é independente de t.

En particular, se consideramos a clase de funcién continuas C(€2, X') sendo X un espazo de

23
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dimension finita podese probar que existe e é inico o grao que satisfai as tres propiedades bésicas.
No primeiro capitulo do libro [§] pode verse unha demostracion detallada deste resultado.
Observacion 2.1. Notese que todos os resultados desta seccién son validos en particular para

espazos de Banach.

Definicion 2.2. Sexan X e Y espazos lineais normados. A aplicacion T : X — Y é compacta

se é continua e para todo subconxunto A C X limitado entéon T'(A) é relativamente compacto,

isto ¢, T'(A) é compacto.
Definicion 2.3. Sexa X un espazo linear normado e A un subconxunto de X. Dise que A é de

dimension finita se A esta contido nun subespazo de dimension finita de X.

Definicion 2.4. Sexan X, Y dous espazos lineais normados e sexa T : X — Y. Dise que T' é de

rango finito se a imaxe, T'(X), ¢ de dimensién finita.

Lema 2.5. Sexan X,Y dous espazos normados e sexa T : X — Y continua. Se T é de rango

finito enton T € unha aplicacion compacta.

Teorema 2.6. Sexan X e Y espazos lineais normados, M un subconzunio limilado de X e
T:X =Y unha aplicacion compacta. Dado € > 0 existe unha aplicacion continua T, : M —'Y
de rango finito tal que

IT(z) — Te(2)|| <€
para todo x € M.

Demostracion. Por ser M limitado e T' compacta, T'(M) é compacto, logo para toda cobertura de

T(M) existe unha subcobertura finita da mesma. En particular, dado € > 0 existen b; € T'(M),

.

=1,...,n, tal que

n
T(M) c | B(bi,2).
i=1
Definimos as funcions

mi(-e): M — RT
x = mi(z,e) :=miax{0,e — || T(z) — b;|| },
para todo ¢ € {1,...,n}, que son continuas. Definimos tamén as funcions

91'(-,6): M — RT

mi(x, e
r = bi(x,e):= nl(—’),
Zj:l mj(z,€)
para todo ¢ € {1,...,n}. Estas funciéons estan ben definidas e son continuas. Para ver que estan

ben definidas vexamos que Z?Zl mj(z,e) > 0 para ¢ = 1,...,n. Dado x € M existe un j €
{1,...,n} tal que T'(z) € B(bj,¢), logo || T'(z) — bj|| < € e polo tanto

n

ka(as,e) > mj(x,e) > 0.
k=1
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Por ultimo, definimos
Ademais sabemos que

Entén, temos que

IT(2) - To(@)|| = | T(x ZG z,€)bi
= | 292‘(“” )T () — Zei(x,s)bill
: =1
- HZ@ (z,¢) —bi] |

<Z|ye z,€)[T(x) — byl
= Zei(xve)HT(w) —bi
=1
<5Zn:9z‘(%5):57
=1

usando na ultima desigualdade que ||T'(z) — bj|| < ¢, temos rematado a demostracion. O

Definicién 2.7. Sexan T : Q — X unha aplicaciéon compacta e Id a aplicacion identidade. Dise

que ¢ := Id —T é unha perturbaciéon compacta da identidade.

2.2. Definicién do grao de Leray-Schauder

Estamos xa en condiciéns de definir o grao topoldxico para espazos de dimension infinita
e achegar as stas propiedades basicas. Para elo, centrarémonos principalmente na informacion
recollida nos libros [10], [13] e [14].

A idea fundamental desta seccién é calcular o grao de funciéns da forma Id — T, sendo T
unha aplicaciéon compacta, a partir de funcions continuas de rango finito que estean tan préoximas
a ela como nos queiramos e cuxa existencia xa garantimos no Teorema Antes de dar unha
definicion axeitada do grao para espazos de dimensién infinita, necesitaremos algin resultado
previo pois, entre outras cuestions, polo de agora sé traballamos con funciéns cuxo dominio e

imaxe estaban contidos en espazos da mesma dimensién.
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Lema 2.8. As perturbacions compactas da identidade son aplicacions pechadas e propias, isto é,

levan conzuntos pechados en pechados e a imaze reciproca dos conzuntos compactos é compacta.

Demostracion. Pode verse en [13, Pax. 71]. O

Lema 2.9. Sezan X un espazo métrico, Q un subconzunto aberto e limitado de X e T : Q) — X

unha aplicacion compacta. Se b ¢ (Id —T)(09Q), entdn p(b, (Id —T)(08)) > 0.

Demostracion. Sabemos que 02 é pechado logo, polo Lema (Id — T)(092) € un conxunto
pechado. Entén, a demostracién séguese da regularidade dos espazos métricos, isto é, da existencia
de abertos U,V C X tal que (Id—T)(0Q) CcU,beVeUNV =0. O

Notacion 2.10. Sexa X un espazo linear e A un subconxunto de X. Denotaremos por span(A)
o menor subespazo de X que contén 6 conxunto A. Recordemos que span(A) se define como a

interseccion de tédolos subespazos que contenen 6 conxunto A.

Lema 2.11. Sezan Q un subconzunto aberto e limitado de R™ ¢ T € C(Q,R™), onde m < n. Se
b¢ (Id—T)(00) entin

d(I = T,9,b) = d(I — T|gepm, 2O R™, b).

Demostracion. Primeiramente, mergullamos R™ en R" identificando as n —m tltimas coordena-
das co cero, en particular b = (b1, ..., by, 0,...,0) € R" e T'(z) = (T1(x), ..., Tn(x),0,...,0) € R™.

Supofiamos que T € C e b ¢ (Id — T)(99) sen perda de xeneralidade. Se x € (Id — T)~1(b)
enton x — T'(z) = b logo x = T'(z) + b e polo tanto x € R™ C R™ xa que T(z),b € R™. Temos
que (Id —T)"'(b) CR™ e

D(Id — T)[arpn(x) | 0 )

D(Id—T)(m)z( . =

logo

J1d-1)(%) = J(1d—1)|grpm (),
e polo tanto
d(Id —T,Q,b) = d(Id — T|gnpm, X NR™,b),

como queiramos probar. O

Observacion 2.12. Co fin de axilizar a lectura obviamos no caso de dimensiéns finitas, como
fixemos na demostracién anterior, a necesidade de aproximar unha funcién por outra de clase 1

para aplicar correctamente resultados previos.
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O anterior resultado é tamén valido se consideramos un subespazo de dimensién finita F tal

que T'(Q2) C F e b e F; ¢ dicir,
d(Id—T,Q,b) =d(Id — T|gnp, 2N F,D),

sendo F' un subespazo nas condiciéns anteriores. A igualdade anterior é certa pois podemos
identificar F' con R? sendo p a dimension de F', a través dun cambio de base e, por ser o grao
invariante, aplicar o Lema [2.11] Ademais, este razoamento € independente do subespazo escollido,

sempre e cando contena a T'(€2) e a b.

Vexamos con mais detalle 4 independencia do grao respecto a base fixada. Sexa F' un espazo
de dimension p finita e x € F. Dadas dtas bases calquera, o elemento x podese expresar como
z(1) € RP ou x(y) € RP en funciéon da base tomada. Ademais, existe unha matriz invertible M
asociada & aplicacion linear de cambio de base tal que Mz () = z(1). Retomando o caso que nos
ocupa, sexan  C F aberto e limitado, b € F e ¢ € C(Q, F), consideremos ¢y € C(Q;), RP)
sendo i € {1,2} dependendo da base escollida, ent6n

Py (T2) = M o) (M) (2.1)

Se ¢ é continuamente diferenciable séguese da igualdade (2.1]) que J,, () é independente da base

escollida e polo tanto, pola Definicion [1.24] o grao tamén o é; e dicir,

d(¢), 1, 0(1)) = d(w(2), Q2,b(2)),

sendo b ¢ p(99Q) e by, para i € {1,2}, b expresado en funcion da base.

Estas conclusiéons permitenos dar una paso mais cara 6 grao de Leray-Schauder.

Definicion 2.13. Sexan X un espazo linear normado, €2 un subconxunto aberto e limitado de
X e T :Q — X unha aplicacién de rango finito. Se b ¢ (Id — T)(99) definese o grao de Id — T

en () respecto a b como

d(Id —T,Q,b) = d(Id — T|onr, QN F,b),

onde F' é un subespazo de X de dimension finita tal que T'(2) C F'eb e F.

Notacion 2.14. Fixaremos, salvo que se indique o contrario: X un espazo linear normado, {2 un

subconxunto aberto e limitado de X e T': @ — X unha aplicaciéon compacta.

Definicion 2.15. Sexan b ¢ (Id — T)(0), po = p(b,(Id — T)(0Q)) e T : @ — X unha
aplicacion de rango finito tal que | T(z) — T'(2)|| < po/2 para todo x € Q. Definese o grao de
Leray-Schauder de Id — T en ) respecto a b como

d(Id—T,Q,b) = d(Id—T,Q,b).
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Comprobemos que a definicién anterior estd ben feita e é independente da eleccién de T.
Polo Lema temos que p, > 0 e polo Teorema para € = p,/2 temos garantida a existencia

dunha aplicacién T nas condiciéns da definicién. Ademais cimprese que
|(1d — T)(@) — (Id — T)(@)|| = |T(x) = T(@)]| < po/2.
para todo x € OS2 e polo tanto
p(b, (I1d =T)) = po/2 > 0,

cocal b ¢ (Id —T)(8Q) e d(Id — T,9,b) estd ben definido, de acordo coa Definicion m
Verifiquemos a independencia da escolla de T da seguinte maneira. Sexan 77 e T aplicaciéns

de rango finito tales que ||T(z) — T;(z)|| < po/2 para todo i € {1,2} e todo x € Q. Sexa F; un

subespazo finito contendo a T;(€2) e a b, para i = 1,2, e F un subespazo de dimension finita tal

que span(F1, Fy) C F, entén

d(Id —T;,Q,b) = d(Id — Tilgnp, 2N F,b), (2.2)
para ¢ = 1, 2. Por outra banda, Id — T} e Id — T, son homotopas a través da homotopia

H(z,t) =t(Id—T1)(x) + (1 —t)(Id —T>)(x)
e [|b— H(z,t)|| > po/2 logo, polo Teorema [1.43] tense que
d(Id —T1,Q,b) = d(Id — T»,,b). (2.3)
A partir das igualdades e concluimos que
d(Id — Ti|gnp, 2N F,b) =d(Id — Talgnp, 2N F, D),

e polo tanto o grao de Id — T é independente da escolla de T.

Observacion 2.16. A definicién anterior pode estenderse a conxuntos €2 non limitados baixo a
condicion de ser finitamente limitados, isto é, 2 C X tal que Q2 NV é limitado para todo V C X

subespazo de dimension finita, [14, Pax. 59].

2.3. Propiedades do grao de Leray-Schauder

Como veremos, o grao de Leray-Schauder satisfai case a totalidade das propiedades que
cumpre o grao de Brouwer, en particular as tres propiedades béasicas que mencionabamos 6
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Notacién 2.17. Denotaremos por K(Q, X) o conxunto de aplicaciéns compactas de  en X,

sendo X un espazo linear normado e 2 C X aberto e limitado.
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Proposicion 2.18. (Normalizacion) Se b € Q enton d(Id,Q,b) =1; se b ¢ Q, d(I1d,Q,b) = 0.

Demostracion. Basta con tomar T' = T = 0 e F un subespazo de dimensién finita que con-

tenia a b e T(Q2), a demostracion séguese da correspondente propiedade para o caso do grao

de Brouwer. 0

Notese que na proba anterior, é suficiente con tomar 6 espacio unidimensional que contena o

punto b e o 0.
Proposicién 2.19. Seza T € K(Q,X), b¢ (Id—T)(02) e p € X, entdn

d(Id—T,Q,b) = d(Id—T — p,Q,b—p).

Demostracion. Sexa T : Q — X unha aplicacion de rango finito tal que | T(z) — T'(z)| < po/2
para todo o € Q e sexa F un subespazo de dimension finita tal que T(Q) C F e p,b € F; entén
por definicién, temos que

d(Id—T,9Q,b) = d(Id—T,Q,b). (2.4)

Ademais
(T + p)(x) = (T +p)(@)]| < p(b—p, (Id—T — p)(9Q)),

A —

T(Q)+pC Feb—pe F,por ser F un subespazo contendo a b, p e T(Q) Temos entén, de novo
por definicién, que
d(Id =T —p, Qb —p) =d(Id—T —p,Q,b—p). (2.5)

Xuntado as igualdades (2.4)) e (2.5) temos que
d(Id —T,Q,p) =d(Id—T,Q,b) =d(Id—T — p,Qb—p) =d(Id—T —p,Q,b—p),
onde a igualdade segunda se obtén da Proposicion O

Teorema 2.20. 1. (Continuidade respecto d funcion) SexanT € K(Q,X) eb ¢ (I1d—T)(99).
Enton existe unha vecinanza U de T en K (Q,X) tal que para todo S € U se ten que
b¢ (Id— S)(00) e
d(Id—T,Q,b) =d(Id — S,Q,b).

2. (Invariancia baizo homotopia) Sexa H € C (Q x [0,1],X) tal que H(z,t) = z — S(z,t),
sendo S € K(Q2 x [0,1],X). Se b ¢ H(0Q x [0,1]), entén d(H(-,t),Q,b) é independente
de t.

3. (Invariancia nas componentes conexas) O grao é constante, respecto a b, en cada compo-

nente coneza de X\(Id —T)(0N).
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4. (Aditividade) Sexan Q1 N Qy = 0 e b ¢ (Id —T)(00) U (Id — T) (0Q2), onde T €
K (Q,X) e ) =01 UQy. Enton

d(Id —T,,b) = d(Id — T,Q,b) + d (Id — T, 2, b).

Demostracion. 1. Definimos a seguinte norma,

1S = Tllec = sup [|S(z) — T'(x)]|.
z€Q

Sexa p, = p(b, (Id — T)(0Q)) > 0 e U un entorno de T en K(Q, X) definido como
U={S € K(Q,X): STl < po/2}.
Sexa S € U arbitrario, enton p(b, (Id — S)(02)) > po/2 > 0 xa que
po < b= (Id=T)(z)|| < b - (Id = S)(@)| + [[S(x) = T(x)]|
<o = (d = S) ()l + po/2,
para todo x € 0f). Sexan T} e S aplicacions de rango finito tal que
1T = Tilloo < po/4 e S = Silleo < po/4,

e sexa F' un subespazo de X de dimensién finita tal que T3 (Q)US1(Q) C Feb € F. Enton,

por definicién,

(2.6)

d(Id —T,Q,b) = d(Id — Ty, b) e
d(Id — S,Q,b) = d(Id — Si,Q,b).

Se probamos que Id — Ty e Id — S1 son homotopas, teremos rematado a demostraciéon pois

bastara aplicar a invariancia baixo homotopia para o grao de Brouwer obtendo do sistema
(2.6) a devandita igualdade,

d(Id — T,Q,b) = d(Id — T1, Q,b) = d(Id — S1,9,b) = d(Id — S, Q, b).
Definimos a homotopia
H(z,s) =s(Id—Ti)(x) + (1 — s)(Id — S1)(x),
paraz € QNF e s € [0,1]. Enton ||H (x,t)—b|| > 0 para todo x € (Q2NF) e todo s € (0,1)
xa que
16— (Id = T)(X)|| =[lb — H(x,s) + s(Id — Ty)(z) + (1 — s)(Id — S1)(z) — s(Id — T')()
—(I=s)(Id=T)(z) = (1 =s)(Id = 5)(x) + (1 = s)(Id = S) ()]
<[ H(z,s) = bl| + s[|T(x) = T1(x)[| + (1 = s)[|S(x) = S1(2)]
+ (1 =9)[[S(z) = T(z)|
<[ H(z,s) = bll + 5po/4 + (1 = 5)po/4 + (1 = 5)po/2,
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e polo tanto
§ -5 1—-s 1+2s
H-H(x78)_bH2pO_pOZ_po 4 — Po 2 = 4 p0>%>0,
para todo x € (2N F) e s € (0,1). Logo b ¢ H(O(QLN F) x [0,1]), verificando asi as

hipéteses da invariancia baixo homotopia [1.43

2. Pola propiedade [1}, d(H(-,t),,b) ¢ localmente constante e polo tanto continua no con-
xunto conexo [0, 1]. Ademais a stia imaxe son numeros enteiros, logo por ser continua ¢

necesariamente constante en [0, 1].
3. Pola Proposicion temos que,
d(Id —T,Q,b) =d(Id—T —b,Q,0).

Definamos a funcion f(b) = d(Id—T —b,9,0), f : X\(Id—T)(02) — Z, pola propiedade
[l f é continua e, por ser a stia imaxe enteira, é constante nas compofientes conexas de
X\(Id —T)(09). Logo d(Id — T,,b) é invariante respecto a b nas componentes conexas
de X\(Id —T)(09).

4. Sexan T unha aplicacién de rango finito nas hipo6teses da Definicién do grao de Leray-
Schauder e F un subespazo de rango finito tal que T(Q) C F e b € F. Entén temos

que
d(Id —T,Q,b) = d(Id — T|gnp, 2N F,b)
= d(Id — T)gnp, 0 N F,b) + d(Id — T|gnp, Q2 N F,b)
=d(Id—T,Q,b) +d(Id —T,Q,b),
aplicando na segunda igualdade a aditividade do grao de Brouwer. O

Proposicién 2.21. (Excision) Sexza T € K(Q,X) eb ¢ (Id—T)(95). Se M C Q ¢é un conzunto
pechado e b ¢ (Id —T)(M), enton

d(Id —T,Q,b) = d(Id — T,Q\M,b).

Demostracion. Polo Lema (Id —T)(M) é un conxunto pechado. Sexa
p1 = min{p(b, (Id — T)(M)), p(b, (Id — T)(89))} > 0.

Escollamos unha aplicacion de rango finito 7' tal que |7 — T'|lss < p1/2 € un subespazo F de

rango finito tal que T(Q) C F e b € F. Enton, pola definicién do grao e aplicando o Teorema

[I.46] temos que
d(Id —T,Q,b) = d(Id — T,Q,b) = d(Id — T|anp, QN F,b) = d(Id — T|anp, (Q\M) N F, b)
=d(Id—T,Q\M,b) = d(Id — T,Q\M,b),

como queriamos probar. O
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Proposicién 2.22. (Dependencia dos valores fronteira) Sexan T, S € K(Q, X) tales que S(x) =
T(x) para todo x € 0. Se b ¢ (Id—T)(00Q) enton

d(Id —T,Q,b) = d(Id — S,Q,b).

Demostracion. Definimos a homotopia H(z,t) = t(Id — T)(x) + (1 — t)(Id — S)(z) para = €
et e [0,1. H(z,) = (Id — T)(x) para todo = € 9 logo b ¢ H(0Q x [0,1]). En virtude do
Teorema temos que

d(Id — T,0,b) = d(Id — S,Q,b),

por ser Id — T e Id — S homodtopas. O

Proposicion 2.23. Seza T € K(Q,X) eb ¢ (Id—T)(0%). Se d(Id —T,$,b) # 0, entén eriste
x € Q tal que (Id —T)(z) = b.

Demostracion. Para todo n € N tal que n > 1/p, existe unha aplicacion de rango finito 7T,, tal

que

1
1T — Thlloo < - (2.7)

e un F;, un subespazo de dimension finita tal que Tn(Q) C F,, e b € F,. Pola definicién do grao
d(Id —T,Q,b) =d(Id —T,,QN F,,b).

Logo, por hipétese, d(Id—T,, 2N F,,b) # 0. En virtude da Proposicion existen x,, € QN F,
tal que

(Id — T,)(2n) = b. (2.8)

Por ser 2N F,, limitado e T' compacta, existe y € X limite dunha subsucesién que denotaremos
T(xy), onde z,, € QN F,, e n € N. Da igualdade dedticese que o limite da subsucesiéon z,,
coincide co limite da subsucesion b+ T),(zy,), e este a stia vez, grazas a , ten o mesmo limite
que a subsucesion b+ T'(x,) que xa sabemos ¢ b+ y. Logo b+ y é o limite de z,, cando n tende
a infinito. Pola continuidade de T temos que

(Id—T)(y+0b) = nhﬁ\l{.lo(fd —T)(zy) = lim 2, — T(zp) = b. (2.9)
Polo tanto, y+b é solucion da ecuacion (Id—T')(x) = b. Vexamos que y+b € Q. Por ser y+b limite
da subsucesion {z,}neny C Q, y +b € Q. Supoiiamos que y + b € 952, entén de deducese
que b € (Id — T)(092). Chegando asi a unha contradicion, pois por hipotese b ¢ (Id —T)(052),
logo y +0b € Q. O
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2.4. Teoremas de punto fixo

2.4.1. Teorema de punto fixo de Schauder

Para espazos de dimensioén infinita, o Teorema de punto fixo de Brouwer non é certo, xa
que a bola unidade dun espazo normado de dimensién infinita non é compacta, [10, Pax. 203].
Non obstante o Corolario si é certo para espazos de dimensién infinita, e foi enunciado por
Juliusz Schauder en 1930. Vexamos un contraexemplo para o Teorema de punto fixo de Brouwer

nun espazo de dimensién infinita.

Exemplo 2.24. Sexa H = [? o espazo de sucesions con cadrado sumable, isto é, tal que

oo
2> =) |2if* < o0,

=1

para todo = = (1, T2, ... ) € [*. Sexa
B={zel®:|z| <1}

a béla pechada de raio un no espazo H e definamos a funcién

we]

T: B —
—>

T T(x) = (\/1—|z|]? x1, 2, ...),

que é continua. Tense que
IT@)1? = (V1 [[2]?)? +af + 23 + =1 ||z]| + |zl = 1,

logo | T(x)|| = 1 para todo x € B. Se existira un x € B tal que T(x) = x teriase que ||z| =
IT(z)|| = 1 pero entoén,

L—|lzf] = =1 = a1=0,
r1T = X2 — I9 = 0,
T9g = T3 —> I3= O,

Polo tanto x = 0 chegando a unha contradicién. Logo T' é unha aplicacion continua da boéla

pechada en si mesma sen puntos fixos.

Definicion 2.25. Sexa X un espazo normado e K un subconxunto de X. Definese a envoltura

convexa de K como

n n
coK—{meX:w—ZaiwiondeaiZO,Zai—lexieraraOSign}.
i=1 i=1
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Definicion 2.26. Definese a envoltura convexa cerrada de K como o conxunto convexo e

pechado mais pequeno que o contén, e denétase por cokK.

Lema 2.27. Seza X € un espazo normado. Se K C X é compacto, enton coK é compacto.

Demostracion. Véxase [1, Pax. 174]. O

Teorema 2.28 (de punto fixo de Schauder). Sezan X un espazo normado e K C X un conzunto
compacto e convexo. Se T : K — K € unha aplicacion continua entén, T ten un punto fizo, non

necesariamente Unico.

Demostracion. Por ser T continua e K compacto, T é compacta pois a clausura dun conxunto
é sempre pechada e todo pechado nun compacto é compacto. Ademais por ser K compacto, K
¢ pechado e limitado. Estamos en condiciéns de aplicar o Teorema [2.6] Dado ¢ > 0, existe unha
aplicacion de rango finito 7, : K — K nas condiciéns do Teorema [2.6] En base & demostracion
do mesmo Teorema, sabemos que T.(K) C span({vy,...,v,}) C K e T.(x) é unha combinacion

convexa de vy, ..., v, logo T:(z) € K., sendo K. :=co({v1,...,vn})-

Polo Lema K. é un conxunto compacto e convexo e K. C K por ser K cerrado e
convexo, logo T.(K.) C T.(K). Polo tanto T; : K. — K. é unha aplicacion continua e K. é un
subconxunto compacto e convexo dun espazo de dimensién finita. En virtude do Corolario [L.55
cuxas hipoteses acabamos de verificar, existe . € K. punto fixo de T.. Por ser K compacto,
existe unha subsucesion {z.}.cr+ de puntos fixos converxentes a x, € K cando ¢ tende a 0.

Vexamos que z, ¢ un punto fixo de T'. Temos que
0 < |[T(2o) — ol < | T(xo) = T(xe)|l + [IT'(we) — el + [lze — zoll, (2.10)

e sabemos que o primeiro e terceiro termo do lado dereito da desigualdade se anulan por paso o
limite, o terceiro por ser z, limite da subsucesién x. e o primeiro séguese do mesmo razoamento

en base a continuidade da funcion, ¢ dicir, por ser T'(x,) o limite de T'(z.). Ademais,
0 <|[T(2e) = wel| = | T(e) = Te(e)|| <,

onde a desigualdade da dereita se segue de |7 — T;||oc < €. Con todo, tomando limites en ([2.10)

se ten que ||T(x,) — x| = 0, logo T'(z,) = z,. Polo tanto, x, € K é un punto fixo de T'. O

Presentamos un enunciado alternativo 6 Teorema de punto fixo de Schauder. Nétese que
ainda sendo os resultados equivalentes, a variacién nas hipoteses dos mesmos resulta de utilidade

para a stia aplicacién préctica.
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Teorema 2.29. Seza X un espazo normado e K C X cerrado, limitado e convero. SeT : K — K
€ compacta, enton T ten un punto fixo, non necesariamente inico.

Demostracion. Por ser T' compacta é K limitado, T(K) é compacto. Polo tanto, en virtude do
Lema a stia envoltura convexa pechada K é compacta. Ademais K € K xa que T(K) C K
K f{ — K

i en R’, logo T' ten un

e K ¢é cerrado e convexo, e polo tanto T(K) ¢ T(K) C K. Entén a aplicacion T

é continua e o Teorema M garante a existencia dun punto fixo de T

punto fixo en K. O

Corolario 2.30. Sezan X un espazo normado e K C X compacto e convero. Se D € un conzunto

homeomorfo a K e T : D — D é compacta, entén T ten un punto fizo en D.

Demostracidn. Sexa h un homeomorfismo entre K e¢ D e definamos 7 := h™1 o T o h, enton
T:K — K é unha aplicaciéon compacta. O Teorema m garante a existencia dun punto fixo de
T en K, isto ¢, existe z € K tal que z = T(z) = h~"(T(h(z))). Polo tanto y = h(x) = T'(h(zx)) =
T(y) ey € h(K) = D. Logo, T ten un punto fixo en D. O

Definicion 2.31. Dise que un conxunto K C X satisfai a propiedade de punto fixo se toda

funcién continua de K en si mesma ten un punto fixo.

Corolario 2.32. Todo subconzunto compacto e convero dun espazo normado satisfai a propiedade

de punto fizo.

Demostracion. Sexa K C X compacto e convexo. Para toda funcién T : S — S continua o

Teorema de punto fixo de Schauder aseguranos a existencia dun punto fixo en S. OJ

Os resultados anteriores son certos en particular para espazos de Banach.

2.4.2. Teorema de Schaeffer

Teorema 2.33 (Schaeffer). Sexa T : X — X unha aplicacion compacta. Definamos
S={re X :z=X\(x), sendo 0 < X< 1}.

Se existe R > 0 tal que ||z|| < R para todo x € S, entén T ten un punto fizo en B(0, R).

Demostracion. Definamos a homotopia

H: B(0,R)x[0,1] — B(0,R)
(x,\) +— H(z,\):=z—\T(x).
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Por hipotese, se x ¢ B(0, R) temos que © — AT(z) # 0 para todo A no intervalo [0, 1]. Logo
0 ¢ H(0B(0,R) x [0, 1]). Polo Teorema temos que

d(I — T, B(0,R),0) = d(I, B(0, R),0) = 1, (2.11)

onde a segunda igualdade se obtén da Proposicién xa que 0 € B(0, R). En base a4 Proposicion
2.23| da igualdade (2.11)) deducese a existencia dun z € B(0, R) tal que (I —T)(z) = 0. Logo T
ten un punto fixo en B(0, R). O



Capitulo 3

Aplicaciéons da Teoria do grao as

ecuacions diferenciais

Existen diversas aplicacions do grao de Leray-Schauder 4s ecuacions diferenciais. No presente
traballo estudaremos a existencia de solucién dun problema de valor inicial e probaremos que o
seu espazo de soluciéons é conexo. Para elo traballaremos coa ecuacion integral, pois a partir da
mesma definiremos unha funcién compacta & que poder aplicarlle a teoria de punto fixo. Utili-

zaremos fundamentalmente as referencias [10] e [I3] para ilustrar estes resultados.

Dados a,c € R tales que a < ce f : [a,c] x R — R unha funcién continua, consideremos o

seguinte problema de valor inicial (PVI),

{xm = f(t,z(t)),

l‘(to) = Xg. (31)

Sabemos ademais que atopar soluciéns 6 problema de Cauchy é equivalente a facelo para a

ecuacién integral asociada, .
z(t) = zo + t f(s,z(s))ds.
Definimos X = C([a, ], R) que é un espazo de Boanach coa norma
[9lloe = max{|y(t)] : a <t < c}.
Dado R > 0, sexan

M > sup{|f(t,u)| : t€a,c], ue[-R,R]} e b::a+m1’n{c—a,]\]§}.

Definiciéon 3.1. Dise que unha familia de funciéns S C X é equicontinua no intervalo [a, ¢]
se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo y € S e t,t' € [a, ], se ten |y(t) —y(t')| < e
sempre que |t —t'| < 4.

37
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Definicion 3.2. Unha familia de funciéns S C X é uniformemente limitada se existe M > 0 tal

que |y(t)] < M para todo y € S e todo t € [a,c].

Teorema 3.3 (de Arzela-Ascoli). Sexa S C X wunha familia de funcions continuas. Se S é

uniformemente limitada e equicontinua entdn S € un conzunto relativamente compacto en X.

Demostracion. Véxase [0, Pax. 15]. O

Lema 3.4. Seza Q = B(0, R) a bdla aberta de radio R e centrada na orize en X. Sexa T unha

funcion definida como
T: @ — X

v e TGO = [ feue)as 32

Enton T ¢ unha aplicacion compacta.

Demostracion. Comprobaremos en primeiro lugar a continuidade de T e despois, a partir dos
resultados previos, probaremos que T(€) ¢é relativamente compacto. Sexa € > 0 dado. Pola
continuidade de f e a compacidade de [a, c| x [~ R, R] dedticese que f|(, x[-r,r] € uniformemente

continua. Logo existe § > 0 tal que

|f($7u) - f(S,U)’ <

(3.3)

)
c—a

para todo s € [a,c] e u,v € [-R, R], |lu — v| < ¢. Enton temos que

wmwﬂwmz/imw@>f@ﬁﬂﬁsg/v@amﬂmmmm

t
€
</ ds
a C—a

<e,

para todo z,y € Q, ||z — y|loo < & e todo t € [a,c]. Logo ||T(z) — T(y)||oc < €, probando asi a
continuidade de T en . Por outra banda, para todo t € [a,c] e z € 2, temos que |z(t)| < R e

T(2)(1)] = g/ Mds = M(t — a) < M(c— a),

/atf(s,x(s))ds

logo T(2) é uniformemente limitada. Ademais, dados t,# € [a,c] e x € Q tense que

T (2)(t) = T(x)(t)| = /f(S’:E(S))dS— f(s,2(s))ds| = y f(s,x(s))ds| < Mt —t],

e polo tanto T'() é equicontinua. En virtude do Teorema de Arzela-Ascoli [3.3] T(Q) ¢é relativa-

mente compacto, como queriamos probar. O
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Teorema 3.5 (Existencia). O problema de valor inicial

{x’(t) = f(t,z(t)), (3.4)
z(a) = 0.

definido para t € (a,b) ten polo menos unha solucion x € C1([a,b],R).

Demostracion. Para todo t € [a,b] C [a,c] e z € Q, temos que |z(t)| < R e

T()(1)] = / F(s,2(s))ds </ Mds = M(t—a) < M(b—a) < %M: R,

logo T(Q) C Q. Enton T € K(Q,Q). Polo Teorema de punto fixo [2.29] existe z € Q C X tal que
x =T(x), é dicir,

t
x(t) :/ f(s,z(s))ds, t € la,b].
a
Ademais, por ser f continua en [a, b] tense que z € C([a, b], R). Para rematar, por ser x solucién
da ecuacién integral, x é solucién do problema de valor inicial. O
Este teorema garante a existencia de solucién local pero esta pode non ser global. [lustramos

este razoamento cun contraexemplo.

Exemplo 3.6. Consideremos o seguinte problema de valor inicial

2(t) = z(t)?+1,
z(0) = 0.

Claramente, f(t,r) = 22+ 1, logo f € C°°(R x R, R). Achamos a solucién de (3.5,

d

/2-7-1 :/dt = arctan(r) =t+C, C€E€R = x(t)=tan(t+C), CeR.
x

Se imponemos as condicions iniciais obtemos,

z(0) =tan(C) =0 = C =0.

Comprobemos que z(t) = tan(¢) sexa solucion de

2 (t) = 1 sen®(t) + cos®(t)

 cos2(t) cos?(t) =2()" +1,

Logo x é solucién de (3.5)), mais s6 localmente. Pois tan(t) non esta definida nos puntos
{5 +km:keN],

e polo tanto z(¢) non pode ser unha soluciéon global.
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O Teorema tampouco garante a unicidade de solucion do problema de Cauchy. Presenta-

mos un exemplo dun PVI nas hip6teses do Teorema [3.5] con mais dunha solucién.

Exemplo 3.7. Consideremos o seguinte problema de valor inicial.

¥ = Va2
{:p(O) = 0. | (3.6)

Temos que f(t,x) = Va2, logo f € C(R x R,R). A funcién constante 0 é solucion trivial de
(3.6). Se x # 0, calculemos outra solucion distinta,

3
/d?fm:/dt: 3Vr=t+C, CER:x(t):(IHgC> , CeR
T

Se imponemos as condicions iniciais obtemos,

x(O):<§)3:o — C=0.

Comprobemos que z(t) = (t/3)3 & solucién de (3.6)),

(1) = <;>2 - <<§)3>2/3 — Ya)?

Logo « é unha solucion de (3.6 distinta da trivial.

Veremos agora que para todo instante ¢ € [a, b] o conxunto de puntos x(t) para toda solucion
x do problema de valor inicial é conexo. Polo tanto, se temos daas soluciéon distintas do mesmo

PVI, teremos ent6n infinitas soluciéns.
Teorema 3.8 (Krasnoselsk’ii-Perov). Sexan X un espazo de Banach, Q C X aberto e limitado
eT € K(Q,X) tal que 0 ¢ (Id— T)(09). Suporiamos que son certas as sequintes condicions:

1. Para todo € > 0 existe T. € K(Q, X) tal que ||T —T:|x < .

2. Se ||b|| < € entén a ecuacion x — T.(z) = b admite como moito unha solucién en Q.

3. d(Id —T,0,0) # 0.
Entén o conzunto de solucions S = {y € Q: T(y) = y} é compacto e conezo.

Demostracion. Por ser d(Id — T,Q,0) # 0 grazas 4 Proposicion sabemos que o conxunto
de solucién é non baleiro. Por ser Id — T propia (LemaR.8), S = {y € @ : (Id — T)(y) = 0}
é compacto. Probemos por reducién 6 absurdo a conexidade. Suponamos que S é non conexo,

entén S é unién de dous compactos disxuntos non baleiros. Logo, existen abertos non baleiros U
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eVtalesqueU NV =0,SCcUUV, SNUF0e SNV # 0. Polo tanto, existe unha soluciéon
x € SNU, e dicir, T(z) = z. Dado € > 0 e unha aplicacion T, nas condicions das hipoteses,

definimos
ve(y) = (y = Te(y)) — (z = Te(2)),
para y € V. Definimos agora a homotopia H € C(V x [0,1], X) como segue
H(y,t) = tee(y) + (1 = t)(Id = T)(y)-

Sabemos que 0 ¢ (Id —T)(9V), pois SNV =0, e (Id —T) é pechada, grazas o Lema logo
existe a > 0 tal que infycpy ||(Id — T)(y)|| > «. Enton,

IH (y, )| = [(Id = T) ()l = 1T (y) = T=(y)]| — [l — T(=)]]
= d=T)W)I = I T(y) = T=()|| — IT(z) — T(z)]
>a—€e—¢

>0,

para todo y € 9V escollendo ¢ < «/2. Polo tanto 0 ¢ H(9V x [0,1]) e d(H(-,t),V,0) esta ben
definido e é independente de t. Aplicando a propiedade de invariancia baixo homotopia para o

grao de Leray-Schauder temos que
d(Id—T,V,0) = d(¢e, V,0).

Probemos que a ecuacion ¢-(y) = 0 non ten soluciéon en V. Por reducion 6 absurdo, sexa y € V

unha solucién, entén
y—Te(y) = v — Te().

Fixemos b = x — T.(z), tal que
bl = [l = Te(2) || = [|T(2) — Te(2)|| <e.

Entoén, por definicién, x € U e y € V son solucién de u — T.(u) = b chegando asi a unha

contradicion pois por hipotese a solucion é tnica e U NV = (). Logo
d(Id—T,V,0) =d(pe, V,0) = 0.

De maneira analoga obtemos d(Id — T,U,0) = 0. Basta aplicar as propiedades de excision e

aditividade para chegar a contradicién,
d(Id —T,Q,0) =d(Id—-T,UUV,0)=d(Id—T,U,0)+d(Id—T,V,0) =0.

Logo o conxunto de solucién S é conexo. O
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Lema 3.9 (Gronwall). Sexa I un intervalo da recta real contendo o 0 e z: I — R unha funcion

tal que
t
0<z2(t) <A+ B/ z(s)ds,
0

para todo t € I, sendo A e B constantes non negativas. Entén

2(t) < AePl.
Demostracion. Pode verse en [20, Pax. 290]. O

Se consideramos o caso particular do conxunto de soluciéns do problema de valor inicial (3.4)),

probaremos que se satisfan as hipéteses do Teorema [3.8]

1. Por ser fl[, xR R continua nun compacto de R?, en virtude do Teorema de Weierstrass,
existe unha funcién f. € C*([a,b] x [~ R, R],R) tal que

3
‘f(tau) - fé(tvuﬂ < m

para todo t € [a,b] e |u| < R. Se definimos a funcion

T (2)(#) = / £.(s,2(5))ds,

sabemos polo Lema que T. € K(Q, X). Ademais, para todo t € [a,b] e x € Q, temos

que

[ T(2)(t) = Te(2) ()] < /[f(svw(S))—fa(Syﬂf(S))]dS S/ (s, 2(s)) = fe(s,2(s))|ds

€
t_
<b—a( a)

< e,

logo, ||T — T¢||eo < €.

2. Sexa b € X. Se x e y son soluciéons de u = T (u) + b, entén

2(t) — y(t) = / e, 2(s)) — f-(s,y(s)))ds,

para todo t € [a,b]. Por ser a funcion g(s) = f-(s,z(s)) — fe(s,y(s)) continuamente di-
ferenciable no compacto [a,b] dedicese, a partir do Teorema do valor medio, o caracter

Lipschitziano de g. Logo existe K > 0 tal que

[fe(s,2(5)) = fe(s, ()| < Kla(s) —y(s)],
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para todo s € [a, b]. Enton,

(1) — y(t)] < /0 e, 2(8)) — fo(s.y(s)|ds < K /0 j2(s) — y(s)\ds,

para todo t € [a,b]. En virtude do Lema|3.9|para z(t) = |z(t) —y(t)|, A=0e B = K temos
que z(t) < 0. Polo tanto, xz(t) = y(t) para todo t € [a,c| e a solucion de u = To(u) + b é

anica.

3. O Teorema [3.9] garante a existencia de solucion do PVI, logo existe unha solucién da
ecuacion integral. Ademais, para todo ¢ € [a,b] e x solucion do PVI tal que |z(¢)] < R

temos que

lz(t)| = |T'(z)(t)| = </ Mds=M(t—a) < M(b—-a) < —M =R,

[ sts.xtonis i

logo 0 ¢ (Id—T)(0B(0, R)). Por outro lado, un razoamento analogo 6 da demostracion do
Teorema de Schaeffer permite concluir que

d(Id —T,Q,0) =1 # 0.

Estas conclusiéons permitenos enunciar o seguinte resultado.
Teorema 3.10 (Kneser-Hukuhara). Nas hipdteses do Teorema o conzunto de solucions
Ky = {x(t) : @ € solucion de (3.4)}

€ conexo en R.

Demostracion. Sexa S o conxunto de solucions da ecuacion integral x — T'(x) = 0 en X, sendo

T(a)(t) = / £(s,(s))ds.

Definimos a funcién evaluacién,

evp: X — R
y = evl(y) = y(t).
Enton K; = ev(S). Da conexidade de S en X, garantida polo Teorema , e a continuidade de

evy deduicese a conexidade de K;. O
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